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Tematica esentiala a prezentei lucrari este legata de modelarea multifizica: un
domeniu fascinant care care s-a dezvoltat foarte mult in ultimii zece ani, in special
datorita cresterii deosebite a posibilitatilor hardware disponibile pentru prelucraea
unor volume mari de date cu algoritmi complecsi. A fost nevoie sa parcurg lucrari
de fizica din mai multe domenii, precum si sa descopar modele de programare noi -
din zona algoritmilor paraleli. Etapa cea mai dificila insa, a fost aceea de a-mi forma
o baza solida de cunostinte in domeniul analizei functionale, fara de care aceasta
lucrare nu ar fi fost posibil de scris. Nu as fi reusit sa ma descurc prin hatisurile
acestor multor teorii matematice fara indrumarile conducatorului de doctorat, dl.
prof. dr. ing. Daniel Ioan, care au avut darul esential de a-mi canaliza eforturile
pe caile ingineresti de abordare ale modelarii multifizice si mai putin pe caile pur
matematice. Acestea din urma sunt extrem de atractive, dar de cele mai multe ori
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tehnice reale, ramanand in apanajul cercetatorilor dedicati matematicii pure.
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mai multa claritate expunerilor matematice si fizice, astfel incat fiecare afirmatie
din teza sa isi gaseasca locul potrivit in structura logica a expunerii. De mentionat
totodata ca participarea la cateva conferinte prestigioase din domeniu, cu lucrari
legate de tematica tezei, au fost posibile datorita proiectului de cercetare PN-II-
PT-PCCA-2011-3 (http://mems.lmn.pub.ro/), desfasurat in perioada 2012 - 2016,
initiat si condus de D-na prof. Ciuprina.

Mutumiri speciale aduc si celorlalti colegi din echipa Laboratorului de Mode-
lare Numerica, s.1. dr. ing. Sorin Lup si s.l. dr. ing. Ruxandra Barbulescu, pentru
buna colaborare la scrierea lucrarilor publicate, precum si sprijinul acordat ce mi-a
permis sa acord mai mult timp scrierii prezentei lucrari. Aici trebuie mentionat
faptul ca una din lucrarile publicate au fost sprijinite de proiectul UPB — GEX
2017. Ctr. Nr. 05/25.09.2017, condus de dl. s.l. dr. ing. Sorin Lup.
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Totodata doresc sa multumesc tuturor colegilor din Departamentul de Electro-
tehnica, in special d-lui conf. dr. ing Mihai Maricaru pentru incurajarile si suportul
moral acordat.

In final, aduc calde multumiri intregii mele familii, care m-a sprijinit moral in
toate momentele dificile si m-a suportat cu drag si rabdare mai ales in perioada de
definitivare a tezei.
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Introducere

Ultimele doua decenii ne-au facut martorii unei cresteri exponentiale a cererii de
putere de calcul, atat din partea comunitatii stiintifice, cat si din partea aplicatiilor
comerciale. Pe masura ce costurile de proiectare si testare a noilor produse de
inalta tehnologie sunt in continua crestere, simularea acestor dispozitive complexe
cu ajutorul calculatorului a devenit din ce in ce mai necesara. Faptul a dus la
dezvoltarea completa a unei ramuri stiintifice de sine statatoare si anume modelarea
multifizica.

Modelarea echipamentelor moderne necesita simularea cuplajului dintre mai
multe fenomene fizice care interactioneaza pe parcursul functionarii respectivului
dispozitiv.  Frecvent, sunt intdlnite cuplaje intre fenomene electromagnetice,
mecanice, termice, de curgere a fluidelor. Ca urmare, in cadrul procesului de
modelare multifizica punem accentul pe modul de interactiune dintre trer domenii:
fizica, matematica si calcul numeric, adica pe interdisciplinaritatea dintre cele
trei domenii stiintifice. Aceasta abordare este cunoscuta sub numele de CSE -
Computational Science and Engineering.

Primul capitol al lucrarii pune in evidenta resursele de calcul atat hardware,
cat si software strict necesare implementarii algoritmilor generati in cadrul CSE.
Sunt punctate, pe scurt, etapele ce au marcat dezvoltarea arhitecturilor hardware ale
unitatilor centrale de procesare ale computerelor, pornind de la arhitectura Neumann
si termindnd cu pocesoarele multinucleu (in engleza multicore), dotate fiecare cu
cate o memorie temporara rapida (cache), capabile de a rula seturi de instructiuni
in paralel. La ora actuala, volumul mare de prelucrari solicitate de modelarea
multifizicd este efectuat in paralel, pe grupari de computere (cluster-e) dotate
cu procesoare multinucleu. Pentru a putea beneficia de puterea de calcul oferita
de procesarea paralela a fost necesara schimbarea modelului clasic de abordare
a algoritmilor seriali, cu modele de programare paraleld descrise in subcapll.4]
Fenomenul a atras dupa sine si dezvoltarea unor instrumente software utilizate
pentru implementarea practica a noilor modele. In subcap[L.0] sunt discutate cele
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mai populare clase de instrumente software utilizate actual pentru implementarile
paralele: bibliotecile Pthreads si OpenMP pentru procesarea datelor stocate in zone
de memorie partajata, respectiv modelul MPI utilizat pentru procesarea datelor
stocate in zone de memorie distribuite, zone conectate prin intermediul unui sistem
de mesaje.

Universul multifizic poate fi caracterizat, din punct de vedere material, printr-o
multime de domenii spatiale disjuncte sau nu, In care se manifesta simultan sau
secvential mai multe fenomene fizice. Fiecare dintre acestea reprezinta obiectul unei
teorii stiintifice caracterizata de:

» marimi fizice primitive si derivate;

« un set de axiome (legi) independente, consistente (necontradictorii), respectiv
complete;

« teoreme demonstrate pe baza setului de axiome mentionat.

Capitolul 2 se refera la aspectele fizice de mai sus ce caracterizeaza teoria
campului electromagnetic, respectiv teoria elasticitatii in medii liniare. Aspectele
fizice ale fiecarei dintre cele doua teorii sunt descrise si in limbaj matematic
prin ecuatii diferentiale, respectiv integrale. Exprimarile matematice prin ecuatii
cu derivate partiale constituie premisele aparatului matematic utilizat pentru
modelarea multifizica.

Capitolul 3 este dedicat laturii matematice care permite, in mod natural,
abordarea fenomenelor multifizice si anume analiza functionala, prin conceptul ei
fundamental de spatiu abstract. Este discutata clasa spatiilor vectoriale Banach din
care deriva spatiile Sobolev ca spatii ale solutiilor ecuatiilor cu derivate partiale. Din
aceasta ultima clasa este retinuta categoria spatiilor Hilbert, inzestrate cu produs
scalar din care deriva norma spatiului respectiv, precum si definirea proprietatii de
ortogonalitate. Se arata ca elementele spatiilor Sobolev pot fi aproximate oricat de
bine cu functii de test definite pe RY.

Analiza functionala transforma formularile matematice caracteristice universu-
lui fizic (denumite formuldri tari) in formulari corespunzatoare (denumite formulari
slabe) universului spatiilor abstracte. In acest scop este necesara demonstrarea
echivalentei dintre sistemele cu ecuatii cu derivate partiale, asociate unei anumite
formulari tari, cu sistemele de ecuatii ale formularii slabe corespondente, scrise cu
functii generalizate din spatiile Sobolev. Practic trebuie demonstrat ca transforma-
rea pastreaza proprietatile de continuitate in sens slab. Deoarece frontierele ce inchid
domeniul pe care se definesc formularile contin un numar finit de portiuni singulare
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(pe care functiile nu mai sunt derivabile, respectiv continue) spatiile Sobolev asociate
acestora nu sunt aceleasi cu cele asociate interiorului domeniului de simulare. Este
motivul pentru care capitolul 3 contine discutii separate referitoare la:

« spatiile Sobolev Intregi si operatorii diferentiali care pot echivala formularile
tari definite pe interiorul domeniului asociat problemei de rezolvat;

« spatiile Sobolev fractionare si operatorii diferentiali superficiali asociati, care
pot echivala formularile tari definite pe frontiera domeniului asociat problemei;

» legatura care se face intre cele doua spatii Sobolev cu ajutorul operatorilor de
urmd, reprezentand restrictii pe frontiera ale functiilor definite in interiorul
domeniului problemei.

Transformarea se efectueaza prin proiectia formularilor tari pe un set de
functii de baza ce genereaza spatiul abstract respectiv. Forma slaba a problemelor
multifizice, presupune existenta in membrul stdng a unei functionale biliniare -
A(u,v) - respectiv in membrul drept a unei functionale liniare - F(v). Pe baza
formularii slabe se demonstreazd existenta si unicitatea solutiilor (v.subcap[3.2.9).
Cum ecuatiile de rezolvat sunt diferentiale, solutiile lor apartin unui spatiu functional
Sobolev intreg, iar conditiile de frontiera (excitatiile) apatin unui spatiu Sobolev
fractionar (v.subcapl3.2.2). Totodatd este interesant de mentionat cd pe spatiile
functionale abstracte se poate defini notiunea de (spatiu) infinit, putdndu-se gasi
formulari functionale slabe echivalente formularilor tari definite pe spatii infinite.

Pentru fiecare tip de operator diferential generalizat (grad, rot, div) ce intervin
in expresia formularii slabe se alege un spatiu functional compatibil, care sa asigure
continuitatea slaba a functionalelor definite cu acesti operatori pe intreg domeniul
problemei. Legatura dintre aceste spatii, precum si metoda de constructie a unui
spatiu dintr-altul este evidentiatd de secventa exactd De Rham (subcap[3.2.8).

Ultimele doua sectiuni ale cap. 3 contin tratarea completa din punct de vedere
functional a unei ecuatii eliptice In formele sale generale si particulare, precum si a
unui sistem de ecuatii caracteristic unei probleme de elasticitate liniara: forma tare,
forma slaba, demonstrarea existentei si a unicitatii solutiei, cazuri particulare.

Capitolul 4 este dedicat rezolvarii numerice a sistemelor de ecuatii cu derivate
partiale, in forma lor slaba, prin metoda elementului finit, utilizand tehnica Galerkin.
Aici sunt evidentiate aspectele esentiale ce insotesc trecerea ecuatiilor din universul
functional abstract continuu in universul digtal (discret):

e in universul digital notiunea de infinit se pierde, fiind inlocuita cu relatii de
evaluare a erorii cu care se aproximeaza aceasta notiune;

13



Modelarea si Simularea MEMS

o elementul finit este de fapt un obiect ce Insumeaza atat caracteristici de ordin

pur geometric, cat si caracteristici de ordin functional: pe domeniul geometric
se definesc doua spatii duale, cel al functiilor de forma, respectiv cel al gradelor
de libertate; conform tehnicii Galerkin ambele spatii admit ca baza acelasi set
de functii de test;

in functie de forma diferentiala ce descrie formularea slaba, spatiile elemen-
telor finite sunt spatii Hilbert, grad-conforme, rot-conforme, div-conforme,
respectiv L?-conforme reprezentand spatii functionale discrete, care pastreaza
proprietatea esentiala de continuitate pe intreg domeniul de calcul, conform
proprietatilor garantate de catre fiecare forma diferentiala in parte;

spatiile functionale ale elementelor finite mentionate mai sus se pot genera
unul dintr-altul conform secventei De Rham discrete, echivalenta cu cea din
universul functional continuu.

Capitolul 5 trateaza sub toate aspectele discutate in capitolele precedente o

problema mutifizica de actualitate si anume modelarea unui microsunt capacitiv.

Disporzitivul face parte din categoria sistemelor microelectromecanice (presurtat in

limba engleza - MEMS). Sunt parcurse practic, toate etapele procesului de modelare

(cf. subcap2.1):

1.

2.

3.

este elaborat un model conceptual in doua variante 2D, respectiv 3D;
pentru ambele variante sunt descrise formularile matematice tari si slabe;

este descris un model analitic aproximativ 1D ce admite o solutie analitica
care permite evaluarea calitativa a functionarii dispozitivului; aici este
evidentiat caracterul neliniar al cuplajului dintre doua probleme liniare: una
de electrostatica, iar cealalta de elasticitate liniara;

sunt construite modelele numerice 2D si 3D prin tehnica elementului finit,
cu ajutorul unui software specializat: FreeFEM-+4+ . Acest software
permite alegerea elementelor finite conforme exact dupa definitiile discutate in
capitolul precedent. Descrierea problemei se face direct prin scrierea expresiilor
formularilor slabe, asa cum au fost discutate in cap.3. Anexele 1 si 2 contin
listingurile programelor scrise pentru problemele 2D, respectiv 3D, listinguri
din care rezulta clar abordarea functionala a problemelor.

sunt prezentate si discutate rezultatele obtinute pentru diverse simulari
efectuate cu elemente grad-conforme de ordin I si II;

14
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6. sunt prezentate si comparate rezultate intre simularile 2D si 3D, atat din punct
de vedere al acuratetei simularii, dar si al timpului de calcul;

7. in final este folosita o metoda de descompunere a domeniilor astfel incat
sa devina posibila prelucrarea numerica pe mai multe procesoare in paralel,
fiecarui procesor fiindu-i atribuit un subdomeniu; sunt prezentate rezultate
comparative, sub aspectul timpului de calcul, intre rezolvarea seriala si cea
paralela;

Ultimul capitol al prezentei teze este unul concluziv, referitor la tematicile
abordate in fiecare capitol si Incadrarea lor in parcursul general al lucrarii. Sunt
evidentiate contributiile originle autorului, contributii menite a oferi un sprijin
celor care doresc sa studieze mai de aproape universul modelarilor multifizice.
Totodata sunt precizate lucrarile stiintifice prezentate la diverse conferinte dedicate
domeniului, precum si intentiile de dezvoltare a cercetarilor expuse in prezenta teza.

In final, merita mentionata si lista bibliografica, ce contine multe lucrari
de referinta In domeniile analizei functionale, al definirii si utilizarii elementului
finit pentru rezolvarea numerica a ecuatiilor cu derivate partiale, precum si al
utilizarii tehnicilor paralele pentru implementarea practica a algoritmilor utilizati
in modelarea multifizica.
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Capitolul 1

Calcul stiintific de Tnalta
performanta. Arhitecturi
multiprocesor

1.1 General

In 1965 Gordon Moore (co-fondator al Companiei Intel) a enuntat, intr-un articol
publicat in The Electronics Magazine, o afirmatie conform careia — cel putin
in urmatorii 10 ani (pana in 1975) - densitatea de tranzistoare pe cipurile
semiconductoare se va dubla la aproximativ fiecare 18 luni [I15]. Din date statistice
publicate in diferite lucrdri de specialitate [3] [77] [89] rezultd TablL.1] din care
se poate observa o continuare a dublarii densitatii de tranzistoare pe un cip de
microprocesor odata la aproximativ 2 ani si dupa 1975. In prezent aceasta constatare
este cunoscuta sub numele de "Legea lui Moore", caracterul de "lege" fiindu-i atribuit
deoarece fenomenul este in continua desfasurare.

Parerile specialistilor converg spre a accepta ca tendinta de dublare a densitatii
de componente pe unitatea de structura semiconductoare se va manifesta si in
urmatorii 10-15 ani [142], ea fiind limitata de nivelele fizice de miniaturizare
considerate acum ca posibile pentru tranzistoare (nivel atomic).

Péana acum cativa ani (2004 — 2005) nivelul de miniaturizare a fost imbunatatit
in scopul de a permite utilizarea unor frecvente de lucru din ce in ce mai mari. Acest
fenomen, permitea programelor cu executie secventiala sa ruleze din ce in ce mai
repede. Se constata totusi ca In ultimii ani cresterea frecventei de lucru tinde sa
se plafoneze. Aceasta deoarece, odata cu cresterea frecventei de lucru, a aparut si
necesitatea de a consuma mai multa energie electrica pentru racirea procesoarelor
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Familie An Numar Frecventa
microprocesor lansare | tranzistoare | de lucru TDP
pe cip

8080 1974 6 x 103 2 MHz indisponibil

8086 1978 25 x 103 10 MHz | indisponibil

80286 1982 134 x 10? 25 MHz | indisponibil
Intel Pentium 1993 3.100 x 103 450 MHz 47T W
Intel Pentium 4 2001 42.000 x 103 1.5 GHz W
Dual Core (Intel) 2007 | 240.000 x 10* | 2.66 GHz 95 W
Quad Core (Intel i7) 2010 900.000 x 10% | 3.20 GHz 130 W

Tabela 1.1: Evolutia numarului de tranzistoare pe cip, a frecventei de lucru
si a puterii necesare pentru racirea microprocesorului(TDP — definite cf. [5]).

(v. Tab. . Faptul a dus la un fenomen sintetizat de catre Patterson si Hennesy
in [77] astfel: "In curdnd vom dispune pe un cip de mai multe tranzistoare decat
vom putea alimenta.” Este relevant in acest sens graficul din Fig. 1 1 publicat in
[89].
Puterea disipata de un microprocesor poate fi exprimata cu ajutorul urmatoa-
rei formule [89] [24]:
Piisipat = C X V2 x F (1.1)

unde:

» C reprezinta capacitatea comutata la fiecare tact de ceas;
« V reprezinta tensiunea de alimentare;

» F reprezinta frecventa de lucru.

Aceasta deoarece energia maxima acumulata in condensatoarele cipului este
W = C x V2, ceea ce implica o putere transferata P = W/T, in care T = 1/F
reprezinta perioada ceasului de lucru al procesorului. Cresterea densitatii de
tranzistoare pentru a permite cresterea frecventei duce implicit si la cresterea direct
proportionala a capacitatii comutate. Prin urmare o dublare a densitatii de integrare
insotita de dublarea frecventei de lucru va duce la o crestere de patru ori a puterii
disipate. Tot printr-o marire a densitatii de tranzistoare se obtine si integrarea
pe acelasi spatiu semiconductor a mai multor structuri de microprocesoare simple
numite nuclee (in engleza — core) care sa ruleze acelasi program in paralel. O
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Scaling clock speed (business as usual) will not work
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Figura 1.1: Limitarea frecventei de lucru pentru microprocesoare impusé de nivelul puterii
disipate de catre acestea [89]

astfel de tehnica nu implicd marirea capacitatii comutate C din relatia [I.1 Definim
performanta unei astfel de sctructuri multi-core prin relatia:

Perf = (Negre X F) X k (1.2)
unde:
o Ncore reprezinta numarul de nuclee ce lucreaza in paralel;

o k reprezinta un parametru real strict pozitiv ce pune in evidenta eficienta

trecerii de la un singur procesor la Ncore procesoare ce ruleaza in paralel. In
mod ideal k = 1.

Daca se dubleaza densitatea de integrare, astfel incat sa se obtina doua procesoare
identice care lucreaza in paralel (Ncore = 2), se poate dubla performanta in
conditiile mentinerii frecventei de lucru constanta si k = 1. Prin urmare, comparand
numeric cu relatia ajungem la concluzia ca, In acest ultim caz, se obtine aceeasi
performanta ca si in primul caz, dar cu o patrime din puterea disipata in prima
varianta. Concluzia este ca, o solutie pentru a depasi bariera termica (cresterea
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excesiva a temperaturii cauzata de puterea disipata crescutd), este sa se proiecteze
cipuri micro-procesor (CPU) cu mai multe nuclee.
In alta ordine de idei mai putem enumera si urmatoarele avantaje:

« structurile integrate de tip microprocesor ce se conecteaza in paralel sunt mai
simple si prin urmare mai usor de proiectat si de testat;

e dintr-un set de m structuri conectate in paralel se pot utiliza numai n — 1
asigurandu-se astfel o imbunatatire a sigurantei in functionare a sistemului
prin redundanta.

Exista si limitari ale sistemelor multi-core, limitari ce vor fi enuntate aici si
tratate, pe parcursul lucrarii. In general aceste limitari duc la scaderea performantei
de viteza a sistemului (k subunitar) si la aparitia de erori in timpul rularii
programelor — erori ce sunt adeseori foarte dificil de identificat:

» Comunicarea interprocesoare: oridecateori un procesor genereaza un rezultat
ce trebuie folosit de catre alt procesor, se consuma un timp suplimentar pentru
aceasta comunicatie; aceasta situatie nu apare in cazul sistemelor uniprocesor
(cu rulare secventiala);

e Sincronizarea: de multe ori este nevoie ca o anumita rutina rulata de catre
un procesor sa fie Incheiata Tnainte ca celelalte procesoare sa poata trece la
executia pasului de program urmator; acest fapt introduce timp de asteptare
suplimentar;

o Incarcarea neuniforma a procesoarelor: in mod ideal numarul total de cicluri
masina de executat pentru rularea completa a unui program ar trebui impartit
in mod egal intre procesoarele implicate; acest lucru nu este posibil in
totalitate, astfel Incat, In permanenta exista procesoare care sunt in asteptare
(nu sunt incarcate).

Exista metode atat software cat si hardware pentru a reduce din efectele
cauzelor de mai sus. Acestea vor fi prezentate in continuare.

1.2 Arhitecturile sistemelor multiprocesor

1.2.1 Conceptele arhitecturii unui sistem de calcul

Arhitectura unui sistem de calcul (computer) poate fi privitd ca o suprapunere a
trei concepte:
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Absolut
Tipuri de date Direct
Indirect
Moduri de
adresare

Registre

Memorie
cache

Memorie RAM

Memorie permanenta
electronica (FLASH/SSD)

‘/Di:pozitive I/E \
Figura 1.2: Componenta ISA. Reprezentarea utilizeaza ierarhia de memorie figurata in

[27]. ISA opereaza cu diferite tipuri de date pe care le vehiculeaza — in diferite moduri -
intre modulele de memorie, unitatea de prelucrare si diverse dispozitive de Intare/Iesire

(I/E).

Memorie pe suport magnetic (HDD)

Memorie de arhivare (optica, DVD)

i Setul de instructiuni (Instruction Set Architecture), la care se va face referire
in continuare prin prescurtarea ISA;

ii Organizarea calculatorului (in engleza se foloseste direct termenul organization),
adica structurarea schemei sale;

iii Hardware - componentele fizice ale calculatorului.

ISA reprezinta intreaga structura software (v. Fig. pe baza careia se
programeaza functionarea unui sistem de calcul [77] [25]. ISA este descrisa de
un set instructiuni software (coduri masina alcatuite din descriptori de operatii si
operanzi) executate de catre o unitate de prelucrare. Operanzii sunt diferite tipuri
de date [23] (de ex. Intregi, boolean, caractere, numere reale reprezentate in virgula
mobild, siruri de caractere) ce sunt manipulate intre diferitele tipuri de memorii si
de dispozitive de intrare/iesire (I/E).

Eficienta ISA este puternic dependenta de celelalte doua concepte [77][25]:

o Organizarea — ce consta atat in modul in care (soft) si caile prin care (hard)
sunt vehiculate datele de la un modul la altul al sistemului de calcul, cat si a
modului de organizare interna a unitatii centrale de prelucrare a datelor (de
ex. microprocesorul, sau setul de microprocesoare); in acest sens, pot exista
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doua unitati centrale de prelucrare care sa utilizeze aceleasi ISA, dar sa aiba
performante extrem de diferite datorita organizarilor diferite [115] [22] [26].

« Hardware — in multe cazuri denumit si implementare [77], care este rezultatul
direct al tehnologiei de executie si conceptie ale a tuturor componentelor fizice
ale sistemului de calcul, pornind de la circuitele integrate de orice natura si
terminand cu placa de circuit imprimat care asigura interconectarea, respectiv
pozitionarea relativa a acestora.

1.2.2 Arhitectura tip von Neumann

Primul computer considerat ”de uz general” — ENIAC - [§], putea fi programat
numai prin modificari de cablare ce se obtineau cu ajutorul unor comutatoare, sau
modificare de conexiuni cu fise. Activitatea de programare pentru ENIAC dura
un timp de ordinul saptaménilor. A doua generatie reprezentata de computerul
EDVAC, continea o arhitectura ce permitea memorarea atat a programelor cat si a
datelor in aceeasi memorie devenind prototipul calculatoarelor moderne ce au urmat.
Programarea acestui tip de computer se facea In numai cateva zile. Arhitectura
acestui tip de calculator poarta numele matematicianului care a descris-o: John
Von Neumann [I54] [IT1]. Ea contine toate elementele unei arhitecturi de computer
moderne:

« unitate de prelucrare ce contine o structura simpla de procesor: unitate logica
aritmetica cu registre pentru date si o unitate de control ce contine un contor
si un registru de instructiuni;

» unitate de memorie in care se stocau atat datele cat si programele;

e 0 magistrala comuna pentru date si instructiuni: nu era posibila
citirea simultana a unei instructiuni si a unei date; aceasta este de fapt
caracteristica principala a arhitecturilor de computer de tip Neumann utilizata
si in ziua de astazi intr-o forma perfectionata (vezi fig. ) in care toate
dispozitivele exterioare microprocesorului (memorii, interfete periferice) sunt
accesate printr-o magsitrala de adresare si control unitara.

Problema principala a arhitecturii von Neumann este faptul ca intreaga
activitate de transfer dintre microprocesor si memorii nu se poate efectua simultan
pentru instructiuni si pentru datele manipulate de catre acestea. Chiar daca la ora
actuala dispunem atat de procesoare foarte rapide cat si de spatii mari de memorie
la un pret acceptabil, prelucrarea bancurilor mari de date este mult incetinita de
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Microprocesor Memorie Interfete I/E

Magistrala de control

Magistrala de adrese

Magistrala de date

Figura 1.3: Arhitecturd von Neumann in varianta moderna cu magistrala de sistem unica
[21]

limitarea adusa de insasi unul din principiile organizarii arhitecturii von Neumann,
decris mai sus. Limitarea este cunoscuta azi sub acelasi nume ca si arhitectura pe
care o caractreizeaza: "limitarea Neumann”.

Efectele limitarii Neumann sunt mai mult accentuate de faptul ca viteza
microprocesoarelor actuale este de cateva zeci de ori mai mare decat viteza de
raspuns a memoriilor la care sunt conectate [90] [9]. Practic, in permanenta
microprocesorul este in asteptare de date de la memorie, inregistrand multi timpi
morti.

Exista mai multe modalitati de a atenua efectele de mai sus [90] [12]:

i Utilizarea unor memorii rapide (cache) conectate direct la microprocesor, sau
fac parte din acesta fiind incluse pe cipul lui, memorii in care procesorul isi va
stoca datele de prelucrat la un moment dat, sau in vederea reutilizarii rapide
la un pas de program ulterior;

ii Utilizarea unor memorii rapide (cache) conectate direct la microprocesor,
utilizate separat atat pentru date cat si pentru instructiuni — arhitectura
Harvard modificata;

iii Optimizarea programelor prin utilizarea tehnicilor de lucru paralele pe sisteme
uniprocesor moderne, caracterizate de [90]:
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a Inlantuirea instructiunilor (pipelining),

b utilizarea ierarhiei memoriilor (spatiu mic, dar cu acces foarte rapid ->
spre spatiu mare, dar cu acces mai lent),

¢ utilizarea capabilitatii procesoarelor de a efectua o singura instructiune
simultan pe mai multe date stocate intr-un registru — Single Instruction
Multiple Data — SIMD)

iv Utilizarea procesarii paralele prin tehnici de accesare neuniforma a memoriei

(NUMA) [77] [12] [21].

Céateva din tehnicile de mai sus (cele mai utilizate) sunt prezentate in
subcapitolul urmator.

1.2.3 Nivele de memorie. Paralelism la nivel uniprocesor

In anii 1944 — 1952 IBM a dezvoltat o serie de calculatoare cu o arhitectura diferita
de cea de tip von Neumann, arhitectura ce poarta numele de Harvard dupa numele
celor patru calculatoare realizate in aceasta perioada: Harvard I - IV [9] [10] [L1].
Diferenta esentiala intre cele doua tipuri de arhitecturi este ca, in cazul modelului
Harvard datele si instructiunile sunt stocate in zone separate de memorie, ele fiind
accesate prin magistrale diferite (v. Fig. . Mai mult, adresele de memorie pentru
date sunt mai simple decat cele pentru instructiuni fiind determinate prin algoritmi
mai simpli si mai rapizi.

In final a rezultat o masina de calcul mai rapida decat cea pe baza arhitecturii
von Neumann, dar cu un set de instructiuni mai complicat.

Tinand cont de diferenta mare de viteza dintre microprocesoarele si memoriile
moderne (v.cap. [1.2.2)), performantele arhitecturii Havard suferd de aceeasi
problema (denumita in engleza "memory bound”) a timpilor morti de asteptare
al procesorului ca si in cazul von Neumann. O buna si des utilizata solutie pentru
rezolvarea acestei probleme este utilizarea unei arhitecturi hibride von Neumann —
Harvard arhitectura ce utilizeaza notiunea de nivele de memorie, nivele definite
conform ierarhiei din Fig[l.8] Microprocesorul are acces direct la o memorie
ultrarapida (cache) care este scumpa, dar de capacitate mica. Exista doua astfel
de zone de memorie: una pentru instructiuni, iar alta pentru date. In esenta
arhitectura Harvard este utilizata pentru prelucrarea datelor din imediata apropiere
a microprocesorului, iar arhitectura von Neumann este utilizata pentru tratarea
datelor in zonele de memorare cu capacitate mare, dar mai lente si totodata mai
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Figura 1.4: Arhitectura Harvard standard [9]

ieftine. Acest hibrid poarta denumirea de arhitectura Harvard modificata si este, la
ora actuala, cea mai utilizata pentru computerele de uz general.

O alta metoda de optimizare a performantelor pe procesor este utilizarea
capabilitatii acestora de executie ,inlantuita” a instructiunilor; in engleza procesul
poarta denumirea de "pipelining” [90] [16]. Instructiunile se executa tot secvential,
timpul de executie al acesteia nefiind afectat, cu exceptia faptului ca procesorul nu
asteapta incheierea unei instructiuni pentru o a prelua pe urmatoarea. Beneficiind
de un sistem de buffere si de cateva circuite suplimentare de interblocare logica,
procesorul poate prelua si executa instructiunea urmatoare, imediat dupa ce s-au
incheiat de executat anumite prime etape din instructiunea curenta.

In exemplul din Fig. [I.5}

« executia secventiala dureaza: 4 x 90min = 6 ore cu o viteza de 4/6 procese pe
ora;

» executia Inlantuita dureaza: 30min + 4 x 40min + 20 min = 3,5 ore, rezultand
o viteza de 4/3,5 procese pe ora (aproape dublu).

Se observa ca tehnica de pipe-lining imbunatateste strict viteza de executie a
programului, dar nu si pe cea a procesului in sine (care raméane la 90 min).

In fine, o ultima tehnica des utilizata In microprocesoarele moderne este aceea
de a executa o singura instructiune, simultan, cu mai multe date stocate intr-un
registru al procesorului. Tehnica este notata prescurtat SIMD (”Single Instruction
Multiple Data”) v. Fig. [90] [18].
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Figura 1.5: Exemplul Patterson [77] [90] - Pipelining: 4 persoane isi spala rufele la o
spalatorie:procesul consta in: spalare(30 min) + uscare (40 min) + impachetare (20 min)
= 90 min -durata

Tinand cont de cele expuse pana acum, Inainte de a aborda procesarea paralela,
se impun citeva concluzii referitoare la sistemele uniprocesor si anume [90]:

 Trebuie sa fim siguri ca dispunem de un procesor serial performant (optimizat);

« Trebuie sa cunoastem paralelismul disponibil la nivel de procesor (pipelining,

SIMD);

o Trebuie sa cunoastem si eventual sa putem controla ierarhia de memorie din
sistemul de calcul de care dispunem.

1.3 Sisteme multiprocesor

Un sistem multiprocesor poate fi definit, la modul general, ca un set de procesoare
conectate Intre ele printr-o retea de comunicatie.

Prima clasificare a arhitecturii acestor sisteme este reprezentata de taxonomia
Flynn([68], [62]), a fost enuntata in 1966, si a fost efectuata in functie de posibilitatile
sistemului de calcul de a trata in paralel seturile de date, respectiv de instructiuni:

« SISD = Single Instruction, Single Data — tipica arhitecturii von Neumann (v.
fig1.2.2));

26



Modelarea si Simularea MEMS

X X3 X2 X1 X0
Y Y3 Y?2 Y1 Y0
X+Y Z X3+Y3 | [ X24Y2 | | X14+Y1| | XO0+Y0

Adunare in sens "SIMD”.
O operatjie produce une rezultat multiplu.

Adunare in sens ”clasic”.
O operatie are un singur
rezultat.

Figura 1.6: O singura instructiune poate prelucra simultan toate datele aflate in cele
doua registre X, respectiv Y — proces SIMD

o SIMD = Single Instruction, Multiple Data — caracteristica in general sistemelor
multiprocesor cu memorie comuna (v. ﬁg., ﬁg cum ar fi de exemplu:
procesoare vectoriale pentru aplicatii stiintifice care au dominat piata super-
computerelor in perioada 1970 - 1990 (v. platforma CRAY-1, [54]), respectiv
pentru procesarea informatiei grafice (GPU) in variantele populare in perioada
1990 - 2000 ([125], [4]) ;

o« MISD = Multiple Instruction, Single Data arhitectura folosita pentru pro-
cesoare specializate, necomerciale, de exemplu in tehnicile de control al
zborurilor ([146]);

o MIMD = Multiple Instruction, Multiple Data caracteristica majoritatii pro-
cesoarelor actuale - cu mai multe nuclee (multicore), fiecare nucleu putand
procesa mai multe secvente de instructiuni simultan (multithread). Majorita-
tea computerelor fabricate dupa 2013 sunt de tip MIMD; la fel si procesoarele

grafice de performantd ([5]) (v.fig[L.7).

Aceasta clasificare este pur teoretica, abstracta. Dupa cum se poate vedea mai
jos, in realitate apar multe alte detalii si variante influentate si de modul in care
se poate ,paraleliza” un algoritm matematic oarecare. De exemplu o o varianta de
SIMD, este SPMD - Single Program Multiple Data.

Unul din idealurile proiectantilor de arhitecturi de calcul este de a crea
supercomputere prin conectarea celor mici — deja existente. In general este agreat
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Memorie instructiuni

Memorie date

Figura 1.7: Sistem de calcul cu arhitectura MIMD - conform taxonomiei lui Flynn:
seturile de procese P1, P2, ..., Pn se desfasoara in unitati de procesare ale aceluiasi sistem;
fiecare set prelucreaza simultan k1, k2, ..., kN secvente de date T1, ..., TkN; In terminologie
engleza un astfel de sistem este denumit ,multicore/multithread”.

faptul ca in loc de a proiecta un singur microprocesor de ”super-performanta” este
mai eficient de a dezvolta un sistem de tip cluster, sau multiprocesor — compus din
mai multe masini de calcul puse sa lucreze in paralel [77].

Pentru a intelege functionarea acestora trebuiesc dezvoltate urmatoarele
aspecte:

1. Modul in care procesoarele paralele isi partajeaza datele
2. Modul in care procesoarele se sincronizeaza unele cu altele

3. Modul de determinare a numarului de procesoare necesare pentru un anumit
scop

Partajarea datelor intre procesoare paralele se poate face in mai multe moduri,
din care cele mai utilizate sunt: sisteme multiprocesor cu memorie comuna, sisteme
multiprocesor conectate prin retea, clustere, la care memoria este distribuita. In
prezent se folosesc tot mai mult solutii hibride, clustere in care fiecare nod este
multiprocesor cu memorie a nodului comuna.
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1.3.1 Sisteme multiprocesor cu memorie comuna

Mai multe microprocesoare sunt conectate la o magistrala comuna. Prin intermediul
acesteia ele au acces la memoria sistemului v. Fig. [I.8 Fiecare microprocesor
beneficiaza de memoria cache proprie fiind posibila astfel o reducere a traficului
pe magistrala. Acest tip de procesoare comunica unul cu celalalt prin intermediul
unor fanioane de stare (flag-uri sau semafoare, care controleaza cine are acces la
magistrala, utililizate in comun.

Procesor Procesor Procesor

Magistrala comuna

Memorie Interfete I/E

Figura 1.8: Sistem multiprocesor cu memorie si magistrala comuna. Dimensiunea tipica

este Intre 2 si 32 de procesoare

Procesoarele conectate la o magistrala comuna sunt, de regula, identice, iar
timpul de acces la orice adresa a memoriei comune (numita si memorie partajata,
sau in engleza ,shared memory”) este acelasi pentru fiecare dintre procesoare. Astfel
de sisteme sunt de tipul cu acces uniform la memorie (UMA) sau multiprocesoare
simetrice (SMP) [77] [93] [20].

O problema ce apare la acest tip de sistem este necesitatea asigurarii coerentei
datelor din memoriile cache [77] [6]. Exista protocoale de mentinere a coerentei
acestor memorii prin care controlerele lor monitorizeaza magistrala comuna in scopul
de a se asigura ca in cache se regaseste o copie corecta a blocului de memorie
partajata de procesoarele ce lucreaza in paralel.

Actiunile procesoarelor trebuie sa se sincronizeze astfel incat unul dintre ele sa
nu intervina asupra datelor comune inainte ca acestea sa fi fost prelucrate complet
de catre un altul. Cel mai utilizat mod de sincronizare este ,sincronizarea prin
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coerenta”. Pentru aceasta se utilizeaza un semafor [77] [I7] asociat unuia dintre
procesoare care practic blocheaza toata magistrala de date pentru a-si executa
operatiunile de citire/scriere in zona de memorie comund. Odata ce se incheie
aceste actiuni, fanionul de blocare se reseteaza, semnalizand celorlalte procesoare
ca magistrala este libera.

Dezavantajul major al acestui sistem paralel ramane limitarea numarului de
procesoare ce se pot conecta datorita capacitatii de transfer reduse a magistralei
comune (max 36 la ora actuala) [I9]. Peste aceasta limita eficienta scade, deoarece
magistrala devine ocupata in majoritatea timpului, iar procesoarele nu o mai pot
folosi cand au nevoie. Pentru a putea conecta mai multe procesoare in sistem cu
memorie partajata ar trebui utilizate mai multe magistrale, iar aceasta ar insemna
un sistem de tipul celui din Fig. [I.9]

1.3.2 Sisteme multiprocesor cu memorie distribuita, conec-
tate prin retea

Aceste sisteme sunt caracterizare de faptul ca fiecare procesor are memoria proprie,
spre deosebire de cazul cu magistrala comuna si memorie partajata, accesata uniform
(UMA). In acest caz conexiunea dintre procesoare foloseste exclusiv la comunictia
interprocesor, iar memoria este tot comuna, dar de aceasta data, distribuita. Tinand
cont ca un procesor poate accesa memoria altui procesor, acest acces este neuniform
depinzénd de adresa de memorie in/din care procesorul trebie sa scrie/citeasca
(NUMA - Non Uniform Memory Access) [77] [13].

Comunicarea, respectiv sincronizarea Intre procesoare se face prin mesaje.
Desi comunicarea mesajelor se poate efectua printr-un protocol normal de retea
(transmisie/receptie), datorita intarzierilor mari ce insotesc pachetele de date
conform acestor protocoale, se preferd utilizarea unor mesaje de tip incarca/preia
din memorie. Aceste mesaje sunt mult mai economice d.p.d.v al duratei de transfer.
Memoriile procesoarelor vecine vor fi ,vazute” ca memorie partajata virtuala, iar
organizarea este de tipul cu memorie distribuita partajata (Distributed Shared
Memory — DSM) [77] [I3]. Totusi, datorita timpilor mari de transfer de la un
bloc de memorie la altul, in cadrul acestei organizari, memoria va fi accesata numai
atunci cand este nevoie de datele stocate, si nu doar pentru a putea fi reutilizata
mai tarziu, pe parcursul programului.
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Procesor Procesor Procesor

Memorie Memorie Memorie

Figura 1.9: Organizarea unui sistem multiprocesor, cu memorie comuna distribuita si
procesoare conectate prin retea.

1.3.3 Clustere. Avantaje si dezavantaje.

Organizarea clustere-lor [77] [91] [7] consta dintr-un set de computere de sine
statatoare, conectate In retea prin itermediul unor dispozitive de de interconectare
(de tip hub, switch, router) si programate sa lucreze in paralel pentru executia unor
aplicatii solicitante cum ar fi: baze de date, servere de fisiere, servere de Web, calcule
stiintifice de Tnalta performanta. Exista avantaje si dezavantaje ale clustere-lor fata
de sistemele multiprocesor cu memorie partajata [77] [91]:

o Cel mai mare avantaj al clustere-lor fata de sistemele multiprocesor este pretul;
acest avantaj este cu atat mai mare cu cat sistemul multiprocesor cu care se
compara cluster-ul contine mai multe procesoare;

e Un dezavantaj al clustere-lor ar fi costurile de administrare: adminstrarea
unui cluster cu N masini echivaleaza cu de N ori costul de administrare
al unui calculator singular, pe cand costurile de administrare pentru un
sistem multiprocesor se apropie foarte mult de costul de administrare al unui
calculator monoprocesor;

o Capacitatea de transfer a magistralei unui sistem multiprocesor cu memorie
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Procesor Procesor Procesor

IR Cache IR Cache IR  Cache

Memorie Memorie Memorie

IR=Interfata retea

Figura 1.10: Organizare de cluster cu masini independente. Comunicatia interprocesoare
se efectueaza prin interfetele de retea. De aceasta datd, reteaua nu mai este o simpla
magistrala, ci un dispozitiv de comunicatie (un ,switch”) de la care pleaca linii de
comunicatie catre calculatoare.

partajata (SMP) este mult mai buna decit capacitatea de transfer a magis-
tralei de I/E ale computerelor ce compun cluster-ul;

e Un cluster are memoria totala divizata in N sisteme de operare, pe cand
un SMP are la dispozitie intreaga memorie a sistemului; astfel, un program
secvential va rula mai bine pe un SMP decat pe un cluster;

e Dezavantajul de mai sus este insa si un avantaj pentru clustere: in cazul unui
defect al unuia dintre procesoare, acesta se poate inlocui — la cluster — fara a
opri intreg sistemul, pe cand la SMP acest lucru nu este posibil.

» Totodata cluster-ul este mult mai flexibil, numarul de procesoare putand fi
extins fara afectarea celor care ruleaza deja, pe cand la SMP acest lucru nu
este posibil.

Pentru sistemele de clustere mari se utilizeaza organizari hibride ce contin atat
sisteme SMP cat si calculatoare independente.
In cadrul organizarilor hibride complexe:

« Calculele se executa atat in procesoare cit si in procesoarele grafice (GPU)

e Se elimina limitarea de calcul in simpla precizie
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Procesor

Procesor Procesor

Cache

IR Cache IR Cache

STIOWIDIA

Memorie Memorie

IR=Interfata retea

Procesor

Cache

=

Figura 1.11: Organizare de cluster hibrida cu masini independente si SMP. Se combina

avantajele sistemelor multiprocesor cu memorie partajata si ale sistemelor multi-computer.
Astfel se pot realiza sisteme paralele de mari dimensiuni. Comunicatia interprocesoare este
foarte complexa si se efectueaza prin interfetele de retea.

Procesor

Procesor Procesor

Cache

IR Cache IR Cache

Procesor

SIIOWID A

Memorie (Cache Memorie (Cache

IR=Interfata retea

Cache

IR

Figura 1.12: Organizare de cluster hibrida cu masini independente si SMP. In masinile
independente este folosit si procesorul grafic (GPU).
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» Se poate echilibra foarte bine Incarcarea procesoarelor

« Este necesara utilizarea unor biblioteci si compilatoare dedicate (CUDA [2§],
OpenCL [29]

« Comunicatia interprocesoare este foarte complexa si se efectueaza prin interfe-
tele de retea.

1.4 Modele de programare paralela

Modalitatile de paralelizare ale unui algoritm nu se pot inscrie unor asa zise retete
ci, mai degraba, procesul de trecere, al algoritmului de la o descriere seriala la una
paralela, trebuie sa respecte anumite principii, avand ca scop esential indeplinirea
unor criterii generale de eficienta ale programului. In cele ce urmeaza, vom
reprezenta un algoritm cu ajutorul unui graf astfel:

e Noduri care corespund instructiunilor, sau blocurilor de instructiuni;

« Ramuri orientate care leaga aceste noduri si care specifica dependintele dintre
instructiuni, indicand ordinea in care ele sunt executate.

Un algoritm dedicat unei probleme stiintifice poate fi descompus in mai multe cai ce
pot fi figurate in paralel; in final, pentru a obtine rezultatul dorit, aceste cai se unesc
intr-una singura. Caile reprezentabile In paralel reprezinta acea parte din algoritm
ce poate fi implementata pe procesoare paralele, iar calea ce raméane reprezinta acea
portiune de algoritm ce nu poate fi rulata decat secvential. Prin urmare, pentru
descrierea unui algoritm paralel ar trebui parcursi urmatorii pasi [34] [35]:

1. Descompunerea problemei in etape de rezolvat (task-uri) mai mici; de regula
aici se cauta stabilirea unor portiuni de algoritm (reflectate mai apoi in portiuni
de cod) care se pot refolosi si pentru alte implementari;

2. Determinarea acelor etape ce pot fi rezolvate in paralel unele cu altele;

3. Determinarea acelor etape care trebuiesc rezolvate secvential si ordinea in care
trebuiesc rezolvate;

4. Descrierea etapelor de la puntele 2 si 3 de mai sus printr-un graf orientat,
conform celor de mai sus;

5. Determinarea variantei optime de descompunere paralela si secventiala si
alocarea task-urilor pe procesoarele disponibile.
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Aceasta metodologie de paralelizare a fost formalizata de Foster in 1995 ([69])
prin urmatoarea secventa: ,Partition -> Communication -> Agglomeration ->
Mapping” (prescurtat PCAM).

Primele doua etape, genereaza niste modele abstracte intrucat nu tin cont de
resursele de calcul disponible In mod concret (procesoare, memorie). Este rolul
urmatoarelor doua etape de a adapta si optimiza modelul de algoritm paralel
abstract la sistemul de calcul pe care acest algoritm se poate real implementa:
Etapa ,Partition” poate fi abordata prin doua tehnici ce pot fi aplicate, in functie
de problema, simultan sau doar una dintre ele:

o partitonarea datelor - care se inscrie In asa numita clasa de metode de
descompunere a domenulut;

 partitionare la nivel functional - constand in Impartirea Intregului proces in
unele (functii/task-uri) mai mici, care pot rula in paralel, fiecare pe cate un
procesor dintr-un ipotetic set de unitati de calcul independente.

1.4.1 Paralelismul datelor. Granularitate

Paralelismul datelor este caracterizat de faptul ca fiecare procesor executa aceleasi
operatiuni, dar pe seturi de date diferite. Exemplu: inmultirea unei matrice A,
cu un vector b,. Pornim de la urmatorul pseudocod al algoritmului (fara a evidentia
instructiunile de I/E):

intreg =n, i, j
tablou real Al[n, n], b[n], r(n]

pentru i n

1, n
r[i] + A[i, jl * bl[il ; calcul r[il

1,
r[i] = 0 ; initializare
pentru j

r[i]

retur

Se observa ca fiecare termen al vectorului rezultat r se calculeaza independent
pentru fiecare ¢ in parte. Prin urmare se pot descrie n ramuri de program in paralel
pentru fiecare i (v. Fig[L.14)).

Din exemplul de mai sus se poate observa ca algoritmul se poate rula pe maxim
n procesoare in paralel. Acelasi algoritm se poate rula si pe mai putine procesoare,
de exemplu — presupunand ca n este multiplu de 3, ramurile in paralel se pot grupa
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Communlcatlon :

Algoritm monobloc

D1|/D2 D3 |D4 Descompunere Agglomeration
date (domeniu)
1| $ 959
5 6
'KXXX;
6 Descompunere
functionala
Partitioning
i P1 4
LK ] p; @
P1 P2 4 P3_ : :
ce e O-—e

®
®
o
®

Varianta 1 Varianta 2

Figura 1.13: Imagine schematicd a metodei de paralelizare propusd de Foster. Este
exemplificat un proces serial, care admite o ipotetica descompunere functionalda in opt
procese elementare, fiecare dintre aceste procese putdnd prelucra cate o partitie din
datele de intrare; in etapa a doua sunt identificate comunicatiile necesare intre procesele
elementare ce ruleaza in paralel: se pot observa directiile de transfer ale datelor dupa
sensurile sagetilor. Etapa de aglomerare grupeaza procesele astfel incat si se reduca
efortul solicitat de comunicatiile intertask-uri: aglomerarea proceselor verde deschis -
albastru, respectiv portocaliu - gri elimina doua comunicatii, iar gruparile roz-verde inchis
si rosu-magenta elimina doud comunicatii (cele verticale) si reduc la jumatate latenta
comunicatiei orizontale intre cele doua grupari ([I55]). In final grupérile rezultate pot fi
asociate (mapate), in functie de resursele de calcul disponibile, pe doud, respectiv patru
unitati de procesare (de exemplu patru nuclee (cores).
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i=1 »7[1] =0 » Calcul r[1]

1 =2 »[2] =0 » Calcul r[2] >
o
@
o

i=n »7[n] =0 » Calcul r[n]

Figura 1.14: Algoritmul de inmultire a unei matrice cu un vector se poate descrie prin n
ramuri in paralel, deci se poate implementa prin n procesoare. Fiecare procesor executa
aceleasi operatiuni, dar pe seturi de date diferite (linii diferite ale matricei A).

céte trei, iar tot programul se poate rula pe n/3 procesoare. Se poate discuta deci,
de o finete de Impartire a problemei pe un anumit numar de procesoare in paralel,
deci se poate defini o anumita granularitate a algoritmului. In general, exista un
optim de granularitate: pe de o parte cu cat aceasta este mai fina, cu atat este
de asteptat ca algoritmul sa ruleze mai repede, dar, pe de alta parte vor creste
intarzierile datorate intercomunicatiei dintre procese [92]. Rezulta deci, ca fiecare
problema are o granularitate optima.

1.4.2 Paralelismul instructiunilor (task-urilor)

Paralelismul instructiunilor este caracterizat de faptul ca fiecare procesor executa
un set de instructiuni diferite, pe acelasi set de date [63]. Exemplu: asamblarea
matricei nodale Gy si a termenului liber asociat I, , pentru un circuit electric
rezistiv, liniar cu N noduri si L laturi. Pentru simplitate, presupunem ca fiecare
latura de circuit contine o rezistenta nenula Ry si o sursa independenta de tensiune
E), care poate fi si nula, unde k € {1,2,..., L}.

Pseudocodul procedurii de asamblare este urmatorul [51]:

procedura asamblare_nodal (N, L, ni, nf, R, E)

intreg N ;numar de noduri

intreg L ;numar de laturi

tablou intreg ni(L) ;noduri initiale
tablou intreg nf(L) ;noduri finale
tablou real R(L) ;rezistentele laturilor
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Pentru k=1, L
Asambleaza termenii diagonali
Initializare Pentru k=1, L
G si I Asambleaza termenii nediagonali >
Pentru k=1, L

Asambleaza termenul liber

Figura 1.15: Algoritm paralel de asamblare a matricei unui circuit liniar rezistiv
corespunzator metodei nodala. Fiecare procesor ruleaza seturi de instructiuni diferite
pe aceeasi structura de date.

tablou real E(L) ;t.e.m. ale laturilor

tablou real G(N,N) ;matricea conductante nodale

tablou real is(L) ;vector injectii de curent

pentru i = 1,N ;initializez matrice sistem
is(i) = 0
pentru j = 1,N
GG, ) =0

pentru k = 1, L ;parcurge laturi

nl = ni(k)
n2 = nf (k)
G(n1,n1) = G(nl,nl1) + 1/Rk ; procesorul 1
G(n2,n2) = G(n2,n2) + 1/Rk ; asamblare termeni diagonali
G(n1,n2) = G(nl,n2) + 1/Rk ; procesorul 2
G(n2,n1) = G(n2,nl1) + 1/Rk ; asamblare termeni nediagonali
is(n1) = is(nl) - Ek/Rk ; procesorul 3
is(n2) = is(n2) + Ek/Rk ; asamblare termen liber
retur

Procesul se poate paraleliza conform diagramei din Fig. [1.15]

Etapa ,Communication” se refera la stabilirea necesitatilor de comunicare
intre procesele rezultate in urma etapei de partitionare: in cele mai multe cazuri,
este nevoie ca procesele sa-si transmita de la unul la altul seturi de date, sau
semnale necesare sincronizarii. Comunicatiile sunt globale, atunci cand pentru
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prelucrarea unui set de date este necesara participarea majoritatii proceselor paralele
ale algoritmului, sau locale atunci cand schimbul de date se efectueaza intre un
numar restrans de procese ([I55]). Aceste comunicatii nu apar in cazul proceselor
seriale, deci in cazul paralel reprezinta un efort de timp de calcul suplimentar (in
Ib. engleza overhead) important. Partitionarea functionala trebuie conceputa astfel
incat timpul solicitat de comunicatiile inter task-uri sa fie minim si sa fie uniform
distribuit intre acestea.

Ultimele doua etape (Agglomeration si Mapping) reprezintd o problema de
optimizare a structurii abstracte de date, functii si comunicatii elaborate in primele
doua etape. In urma aglomerarii, procesele se pot grupa astfel incat sa se
reduca efortul de timp de calcul suplimentar datorat comunicatiilor dintre task-urile
paralele; in schimb, se mareste granularitatea implementarii paralele (creste efortul
de calcul pe fiecare proces). Acestei optimizari i se adauga si obiectivul de a putea
implementa numarul de procese paralele proiectat pe resursa hardware disponibila,
reprezentata, In majoritatea cazurilor, de un set de unitati de procesare cu memorie
distribuita.

In 2004, Mattson [109] propune o sistematizare a procesului de programare
paralela, grupand multitudinile de tehnici tipice acestui proces - impartit in patru
etape (v. ﬁg - In grupe de modele (patterns) definite la nivel abstract.

Aceasta abordare este mai generala decat a lui Foster, incercand sa acopere
toate aspectele esentiale ale metodologiei de implementare paralela a unui algoritm.
Prima etapa (v. ﬁg, asemanatoare cu cea descrisa de Foster, este urmata de o
a doua care are ca finalitate stabilirea unei structuri a algoritmului paralel. Acest
scop se poate atinge urmand un arbore decizional (v. ﬁg. pornind de la unul
dintre criteriile urmatoare, prioritatea criteriilor fiind decisa in urma partitionarilor
efectuate in prima etapa:

o task-uri (descompunere functionald) care se pot grupa in doua tipuri princi-
pale:

— independente, respectiv intre care exista anumite interdependente impuse
de sincronizarea executiei lor in timp, sau de modul de partajare a datelor
intre procese; 1n aceasta situatie procesele respective pot fi rulate in
paralel, fiecare pe cate o unitate de procesare.

— a caror actiune poate fi descrisa printr-o procedura recursiva, descriptibila
de exemplu, printr-un arbore binar; in acest caz se pot adopta metode din
clasa ,,Divide and Conquer” prin divizarea unui task in doua sub-task-uri
recursive, care pot rula in paralel pe unitati de procesare diferite, urmand
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Finding Concurrency

Algorithm Structure

Supporting Structures

Implementation Mechanisms

Figura 1.16: Etapele procesului de implementare paraleld a unui algoritm, conform
diagramei propusa de Mattson [109]; la fel ca si la metoda propusa de Foster, prima etapa
este dedicata partitionarii functionale, respectiv ale datelor; urmaitoarea este dedicata
stabilirii celui mai potrivit mod de organizare a algoritmului paralel in functie de modul
de partitionare stabilit in prima etapa; etapa a treia este dedicata alegerii structurilor de
functii/proceduri si de date astfel incit acestea sa poata realiza cel mai bine implementarea
modului de organizare stabilit in etapa a doua, pe hardware-ul disponibil; in sfirsit a
patra etapa se refera la tehnicile practice specifice necesare implementarii procedurilor si
structurilor de date alese in etapa a treia pe sistemele de calcul disponibile.

P - Py, Sp—p—— =, o=

| Organize By | ! Organize By | ! Organize By |

Tasks i Data Decomposition J i FlowofData

' Linear iRecunsiveE ‘L .Recurmve : Regular : Irm-g'ular::
Task Divide and Geometric Recursive Piveli Event-Based
Parallelism| | Conguer | |Decompasition Data petine Coordination

Figura 1.17: Procesul decizional de stabilire a modelului de programare paralela potrivit
unui anumit algoritm, propus de Mattson in [109].
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ca rezultatele partiale ale fiecarui sub-task sa se combine la sfarsit pentru
generarea rezultatului final al task-ului din varful arborelui.

« descompunerea datelor (decompunerea domeniilor) ce se pot grupa tot in doua
tipuri principale:

— tipul asimilat unei descompuneri geometrice, fiind caracterizat de des-
compunerea spatiului datelor de intrare, in subspatii, prin discretizare
conform unei anumite grile; solutiile partiale se pot determina, in paralel,
pentru fiecare subspatiu, pe cate o unitare de procesare independenta,
fiecare solutie partiala fiind influentata doar de datele din cateva subspatii
vecine (de ex. metoda elementului finit, sau cea a diferentelor finite);
solutia finala a problemei se obtine prin suprapunerea solutiilor obtinute
pentru subspatiile respective;

— tipul de date ce se poate organiza in liste Inlantuite, administrarea lor
putandu-se efectua prin proceduri recursive;

o desfasurarea fluxului de date, criteriu care se foloseste atunci cand ordinea
de procesare a datelor este determinanta pentru stabilirea ordinei de apelare
a procedurilor de prelucrare a lor; si in acest caz, conform Mattson, se pot
determina doua tipologii:

— lant de proceduri tip ,,Pipeline” caracteristic unui flux de date unidirectional,
constant, in care rezultatele fiecarei proceduri folosesc ca date de
intrare urmatoarei proceduri din lantul de executie; In acest caz, fiecare
dintre procedurile pomenite, se pot implementa pe cate o unitate de
procesare independenta, astfel incat, dupa cativa pasi initiali, toate
procesoarele implicate vor lucra in paralel, preluand date de la predecesor
si furnizandu-le celui urmator;

— set de task-uri ce pot rula in paralel, pe unitati de procesare independente,
activitatea lor fiind declansata de aparitia, regulata sau spontana, a unor
evenimente rezultate din datele de intrare, sau intermediare din algoritm.

Ca o concluzie din cele prezentate mai sus, putem afirma ca unul din cele mai
potrivite modele de paralelizare ale unui algoritm complex, este un model hibrid de
programare paralela, reprezentativ pentru majoritatea cazurilor ce apar in practica
si avand urmatoarele caractresitici:

« Exista o singura sursa pentru cod ce se transmite tuturor procesoarelor;
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o Codul poate contine un set de conditii de selectie a procesorului care va executa
un anumit set de instructiuni pe un anumit set de date;

» Toate procesoarele incep rularea codului simultan, iar apoi comunica si se

sincronizeaza Intre ele dupa necesitati;

Acest model de programare poarta denumirea de ,,Single Program Multiple

Cod sursa

Data” (SPMD) - v. fig.

Cod sursa Cod sursa Cod sursa Cod sursa

Procesor 1 Procesor 2 Procesor 3 Procesor 4

Figura 1.18: Modelul de programare SPMD

1.5 Limitari ale calculelor paralele

1.5.1 Legea lui Amdahl

Toate programele paralele contin atat segmente ce pot fi implementate pe procesoare
paralele, dar si segmente ce nu pot fi tratate altfel decat secvential. Acestea din urma
limiteaza avantajele aduse de segmentele paralele. Cresterea de viteza posibila prin
paralelizare a fost exprimata de Gene Amdahl in 1960 printr-o lege ce se poate
enunta astfel [15] [63]:

Notam cu « fractiunea din efortul de timp al unui program pe care acesta
il dedica executiei segmentelor neparalelizabile. Prin paralelizarea segmentelor de
program ce permit acest lucru se obtine o crestere de viteza S = T;/T, (in care T}
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este timpul executiei seriale, iar T}, este timpul executiei paralele. Aceasta accelerare

are expresia:
p
(a-p+1-a)

S = (1.3)
in care p este numarul de procesoare care lucreaza in paralel. La limita, pentru un
numar foarte mare de procesoare se obtine:

1
S=lim — =

p—>001_7a+a

(1.4)

1
«

Deci daca 10% din efortul de calcul este dedicat portiunii obligatoriu seriale a
programului, atunci cresterea de viteza obtinutd, in mod ideal (p — o0), este de
maxim 10 ori, oricate procesoare ar fi disponibile! De fapt lucrurile sunt si mai rele
datorita intarzierilor adugate de:

e Incarcarea neuniforma a procesoarelor;

o Timpii de asteptare In scopul sincronizarii procesoarelor, sau a castigarii
accesului la memoria comuna;

o Timpii pierduti prin protocoalele de comunicatie;

o Intérzierile introduse de perifericele de I/E.

1.5.2 Legea lui Gustafson

Legea lui Gustafson determina viteza de executie castigata prin utilizarea a p
procesoare paralele:

Sp)=p—a-(p-1)=a+p-(1-a) (1.5)

Legea lui Amdahl presupune independenta efortului de calcul de numarul de
procesoare, pe cand Gustafson presupune ca efortul de calcul in paralel variaza liniar
cu numarul de procesoare. Legea lui Amdahl se refera la probleme de dimensiune
fixa (executate n timpi diferiti) si oferd o viziune mai pesimista asupra accelerarii
decat Legea lui Gustafson, care se refera la un timp de executie fixat, dar probleme
de marime diferita.
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1.6 Instrumente software pentru programare pa-
ralela

Clasificarea instrumentelor software utilizate pentru implementatea algoritmilor
paraleli este similara modului de clasificare a arhitecturilor sistemelor multiprocesor
(v. cap. [L.3). Nu putem vorbi Insi de acelasi grad de similaritate Intre rapiditatea
ce caracterizeaza procesul de dezvoltare hardware a sistemelor multiprocesor, si
viteza de dezvoltare al mediilor software necesare implementarii aplicatiilor paralele.
Aceasta datorita in special faptului ca, trecerea de la implementarea algoritmilor
secventiali, realizata cu ajutorul unor compilatoare performante, dotate cu puternice
functii de optimizare automata, la implementari paralele, nu se mai poate face (cel
putin la ora actuald) cu ajutorul unor ,compilatoare automate” dedicate acestei
conversii de la serial la paralel. Particularitatile aplicatiilor software, mai ales
cele legate de modelarea fenomenelor fizice, nu permit un proces de implementare
paralela automata, similara modului de tratament al altor algoritmi, de exemplu
acelora dedicati gestionarii bazelor de date. Se pot desprinde doua clase mari de
instrumente software iIn domeniul aplicatiilor paralele, dupa modul de gestionare a
datelor:

» procesare a datelor stocate in zone de memorie partajata; tipic acestui model
este ca datele sunt plasate intr-un banc de memorie (partajata) la care au
acces toate procesele (implicit si procesoarele) ce ruleaza in paralel in cadrul
aceluiasi program (V.ﬁg.. Datele sunt accesate de catre procesele paralele
respective, in mod asincron.

o procesare a datelor stocate in zone de memorie distribuite - ,,conectate” prin
intermediul unui sistem de mesaje.

Fiecare clasa de aplicatii din cele enumerate mai sus, au avantaje si dezavantaje care
pot fi evidentiate urmarind urmatoarele aspecte:

« modul in care, pe parcursul executiei procesului principal al programului, se
initiaza si se incheie sub-procese, sau secvente scurte (threads) care ruleaza
in paralel pe mai multe procesoare si/sau pe mai multe nuclee ale aceluiasi
procesor;

« modul in care sunt rezolvate situatiile critice care pot aparea pe parcursul
rularii proceselor parlele pomenit la puctul anterior si aici putem vorbi de
doua mari clase de astfel de situatii - numite si portiuni critice de cod:
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— un set de date este accesat la momente nepotrivite si In mod necontrolat
de catre diverse secvente de program ce ruleaza in paralel: fie datele sunt
neprelucrate suficient pentru a fi preluate de catre procesul respeciv, fie
modificarea lor de catre procesul in cauza ar fi prematura intrucat mai
sunt si alte procese care ar trebui sa preia acele date in forma curenta
(nemodificata nca);

— doud sau mai multe procese/secvente se interblocheaza intre ele asteptand
unul de la altul instructiuni pentru continuarea activitatii;

e modul In care se utilizeaza instrumentele software respective: sub forma de
biblioteci de functii, sau sub forma de seturi de directive de compilare, care
genereaza In momentul etapei de compilare codul necesar initierii setului de
procese ce vor rula in paralel.

1.6.1 Biblioteca Pthreads

Pthreads este o biblioteca de functii C dedicate transformarii unui program serial,
intr-unul cu portiuni in care executia se Imparte pe mai multe subprocese ce ruleaza
in paralel pe procesoarele sau nucleele disponibile iIn hardware-ul curent. Aceste
subprocese sunt de fapt secvente scurte de instuctiuni - numite ,,threads”([40]), fara
a avea structura completa a unui proces complet: zona de date privata, contor si
stiva de instructiuni proprii, descriptori de stare dedicati. Thread-urile reprezinta
pentru un proces, un mod rapid de accesare a unui set de date din memoria
comuna, sau a unui flux de date de I/E. In general un anumit proces poate deveni
ymultithread” (multisecventa) daca, la un moment dat, va genera astfel de secvente
ce vor rula in paralel, partajand resursele procesului parinte si dispunand numai
de stiva proprie de instructiuni. Acelasi proces va controla activitatea secventelor
paralele generate, in final fiind responsabil de inchiderea acestora. Caracterul ,P”
din denumirea bibliotecii este datorat faptului ca biblioteca Pthreads este disponibila
pentru sistemele de operare conforme cu standardul POSIX (UNIX, Linux, Mac OS
X)(130).

Initierea unui ,thread” se efectueaza In mod dinamic, in functie de
necesitatile curente ale programului: de exemplu, in cazul rezolvarii unui sistem
de ecuatii liniar poate fi suficient un sigur thread daca dimensiunea sistemului este
10; In schimb daca dimensiunea sistemului este 100, pot fi generate 10 thread-uri ce
vor rula, In functie de disponibilitatile hardware, pe un numar de procesoare mai
mic sau mai mare de 10. Intrucat incarcarile procesoarelor care lucreaza in paralel
nu sunt egale, nu este obligatoriu ca sistemul sa distribuie uniform secventele de
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program generate la un moment dat spre a rula in paralel, de unde posibile intarzieri
suplimentare.

Admnistrarea activitatii thread-urilor se efectueaza de regula prin variabile
globale la care au acces toate secventele de cod generate dinamic la un moment dat;
in plus, fiecare dintre aceste secvente poate dispune de setul propriu, privat de date.

Portiunile critice de cod tipice pentru acest model de software paralel sunt
acelea n care mai multe procese pot avea acces de citire/scriere (R/W) la o zona de
memorie comuna, generandu-se asa numitele ,,race conditions”. Aceste situatii pot
fi tratate prin tehnici ce se pot grupa in trei mari clase ([124], cap.4):

o rulare in asteptare (busy-waiting) caracterizat de inducerea temporara a
executiei unui cod iIntr-o bucla inchisa pana In momentul in care accesul
acelui cod la zona comuna de memorie este permisa; desi codul generat prin
programarea acestei conditii este foarte restrans, totusi tehnica este foarte
consumatoare de timp, Intrucat procesul in sine nu este efectiv oprit ci consuma
in mod constant din resursele de timp ale procesorului (cicli masina) ruland
in mod continuu un ciclu inchis; este motivul pentru care este o tehnica de
sincronizare a thread-urilor paralele putin folosita si anume doar In cazurile in
care numarul de thread-uri paralele este mai mic decat numarul de procesoare;

o interblocarea exclusiva a proceselor ce Incearca sa acceseze o zona de memorie
comuna, prin obiecte software denumite mutez-uri: un thread care doreste sa
acceseze o zona de memorie face mai intai o solicitare de blocare exclusiva
a zonei respective prin apelarea unei functii denumite pthread_mutex_lock;
daca zona de memorie este deja blocata printr-un alt mutez, atunci secventa
ramane in asteptare, fara sa incarce suplimentar procesorul pe care ruleaza.
Dupa ce primeste accesul la datele partajate, in final, thread-ul anunta
sistemul ca a executat portiunea de cod critica, iar zona de memorie
asociata devine accesabila de catre alte procese, In urma apelarii functiei
pthread mutex_unlock. Dezavantajul acestei tehnici rezida in faptul ca, ea
nu este aplicabila unui set de procese care ar trebui sa prelucreze datele comune
intr-o anumita ordine (de ex. in cazul unor operatii necomutative - cum ar fi
inmultirea matricelor);

o semafoarele sunt variabile globale, intregi, fara semn, care, spre deosebire de
mutex-uri, pot fi initializate si controlate direct din programul principal, in
afara thread-urilor; un semafor nul asociat unei zone de memorie indica faptul
ca acea zona este blocata oricarui acces. Astfel, acest acces poate fi controlat
dupa o schema de sincronizare a proceselor definita dupa o anumita logica; in
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cazul In care este util, accesul la anumite semafoare poate deveni privat unui
anumit thread. De altfel functiile dedicate pentru manipularea semafoarelor
(de ex. sem_post/sem_wait pentru ridicarea respectiv impunerea unei
restictii) nu apartin bibliotecii Pthreads, ci bibliotecii C. Folosirea semafoarelor
permite modele de sincronizare extrem de utile tehnicilor software paralele:

— bariere - un punct dintr-un program pe care niciun proces nu-l poate
depasi decat daca toate procesele care ruleaza in paralel ndeplinesc
simultan o anumita conditie;

— blocaj R/W - care permite ca un set de date sa poata fi citit de catre
oricare proces, dar sa nu poata fi modificat decdt de catre un singur
proces la un moment dat;

In final, nu trebuie uitate acele functii C care folosesc pentru decizii, variabile de
tip static, care, Intr-un program executat serial, au rolul de selector al operatiilor
efectuate de functia respectiva; intr-o implementare paralela cu memorie partajata,
toate thread-urile au acces la aceeasi biblioteca de functii, ceea ce face ca o aceeasi
functie sa poata fi accesata, In mod asincron, de diferite procese; astfel variabilele
statice mentionate sunt modificate In mod necontrolat. Efectul global, este unul de
greu de detectat deoarece, datorita fenomenului descris mai sus, acelasi cod poate
produce rezultate diferite pentru acelasi set de date, in functie de numarul de procese
paralele care pot fi generate.

1.6.2 Biblioteca OpenMP

OpenMP reprezinta o colectie de functii ce permit implementarea algoritmilor
paraleli pe sisteme de calcul cu memorie partajata. Fata de Pthreads, un mare
avantaj oferit de OpenMP([14]), este acela ca, pentru a genera secvente de cod care
vor rula in paralel, se pot utiliza directive de compilare (#pragma) dedicate acestui
scop; acesta este motivul pentru care OpenMP necesita un compilator ce poate
genera automat codul necesar initierii statice sau dinamice a thread-urilor ce vor
rula in paralel. Din acest motiv OpenMP nu este privit ca o simpla biblioteca, ci ca
un standard in domeniul programarii paralele ([I51]), pentru care la ora exista suport
inclus in compilatoarele de C, C++, si Fortran asociate versiunilor Gnu, Intel, IBM,
Cray. Practic, OpenMP reprezinta un pas important in sensul migrarii efortului de
programare din zona utilizarii exclusive a functiilor disponibile intr-o biblioteca (ca
in cazul Pthreads), in zona programarii asistate de calculator, in care, o buna parte
din ,,bucataria” de programare a unui cod multithread este preluata de compilator,
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acesta din urma fiind instructat numai prin directivele de tip #pragma. In plus, prin
folosirea de directive de compilare, nu este necesara modificarea structurii codului
serial initial

Directiva tipica utilizata de OpenMP este # pragma omp parallel, urmata
de un bloc de program; ca urmare, intre punctul de intrare si cel de iesire din blocul
de program respectiv, compilatorul va genera cod pentru initierea si terminarea
unui set de thread-uri ce vor executa in paralel functiile impuse de acel bloc;
aceasta grupare de thread-uri, este cunoscuta sub denumirea de echipa (team)([124]).
Administratorul echipei este secventa de cod care rula inainte de Inceperea executiei
blocului de program, administrator ce este responsabil si de inchiderea tuturor
membrilor echipei inainte de iesirea din blocul respectiv. Directivele de compilare
OpenMP, pot fi insotite de parametri, cunoscuti sub numele de clauze.

Cu toate ca nivelul compilatoarelor ce ofera suport OpenMP este inalt, ele nu
pot rezolva in mod automat portiunile critice de cod tipice modelului de programare
pe sisteme hardware cu memorie partajata, portiuni critice de program intalnite de
altfel si in cazul folosirii bibliotecii Pthreads. Zonele critice de program sunt cele
in care mai multe procese doresc sa partajeze simultan acelasi set de date putand
genera, ca si in cazul Pthreads, ,race conditions”. Pentru tratarea acestora OpenMP
dispune de un set de tehnici de blocare exclusiva constand din:

o directive de compilare #pragma omp critical care asigura faptul ca un set
de date nu este accesat la un moment dat decat de o unica secventa de date
dintr-o echipa; dezavantajul acesttei tehnici consta in faptul ca interblocajele
trebuiesc stabilite de la inceput si nu pot fi alocate dinamic;

o directiva de compilare atomic care poate asigura exclusiv numai protectia
instructiunilor simple - tipice operatorilor binari (de tip +,*,—,/,&,...);
aceasta deoarece actiunea or se bazeaza pe protectia intructiunilor de procesor
ce se ocupa cu preluarea datelor, iar apoi stocarea rezultatului in zona de
memorie vizata, prelucrarea efectiva a datelor fiind realizata numai in procesor;

o folosirea unor functii de interblocare (lock); cu ajutorul acestor functii,
blocarile pot fi alocate dinamic, dupa necesitati;

Folosirea tehnicilor de mai sus prezinta un risc major de blocare pe termen nedefinit
a unora dintre procesele paralele implicate ([124]-Cap.5).

O alta metoda a OpenMP de tratare a portiunilor de cod critice, este
aceea oferita de utilizarea directivelor de tip #pragma omp parallel for; ele dau
posibilitatea distribuirii (automate) a iteratiilor unui bloc de program iterativ intre
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membrii echipei ce executa segmentul de program respectiv, astfel incat fiecare
membru al echipe sa se ocupe exclusiv de un anumit interval de itaratii din multimea
totala ce trebuie executate. Desi procedura este una automata si relativ simplu
de implementat prin directiva susaminitita, ea nu este lipsita de riscul de a genera
rezultate gresite: setul de calcule ce apartin fiecarei iteratii trebuie sa fie initiate si sa
dea rezultatul corespunzator in interiorul acelei iteratii; cu alte cuvinte algoritmilor
iterativi de tipul a[k] = f(alk — 1]), unde k este contorul de iteratii, nu li se poate
aplica aceasta tehnica, deoarece exista situatia in care a[k — 1] poate fi calculat de un
thread, iar a[k] va fi calculat de thread-ul urmator - care are un set de date privat,
independent de primul mentionat. Daca algoritmul nu poate fi exprimat in alt fel
atunci acesta nu poate fi paralelizat prin aceasta metoda.

Asemanator tehnicilor utilizate cu functiile Pthreads, exista directive de
compilare OpenMP de tip # pragma omp barrier cu care se pot stabili bariere,
in sensul de a suspenda executia unor thread-uri pana ce toate indeplinesc o anume
conditie.

Si tot ca in cazul bibliotecii Pthreads, intrucat si in cazul standardului OpenMP
toate thread-urile au acces la aceeasi biblioteca de functii, precum si la variabilele
globale utilizate de acestea, acelasi cod poate produce rezultate diferite pentru
acelasi set de date, in functie de procesele paralele care acceseaza in mod asincron,
necontrolat functiile si variabilele lor gobale (publice).

1.6.3 Medii software pentru sisteme cu memorie distribuita.
Modelul MPI

MPI (Message-Passing Interface) este o biblioteca de functii dedicate programelor
ce pot rula in paralel pe sisteme de calcul cu memoria distribuita (V.cap .
Functiile sunt posibil de apelat in programe scrise in C, C++, sau Fortran. In esenta,
MPT este un protocol de comunicatie utilizat de procesele ce lucreaza in paralel pe
mai multe nuclee de procesor ([106]). Procesele comunica intre ele prin mesaje;
astfel Intotdeauna va exista un emitator care initiaza un mesaj catre un receptor.
La fel ca si in cazul OpenMP, o buna parte din ,bucataria” proceselor ce
ruleaza 1n paralel este generata in faza de compilare. Multimea proceselor ce
vor rula in paralel formeaza un comunicator si sunt initiate prin apelarea functiei
MPI Init, iar pe parcursul executiei, comunicatorul poate fi adresat prin variabila
standard MPI_COMM_WORLD. In majoritatea cazurilor, un comunicator contine procese
ce executa acelasi set de operatii pe partitii diferite ale multimii de date de intrare,
dupd modelul SPMD (v.fig[1.18). Incheierea acestor procese se realizeazd prin
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functia MPI_Finalize.

Pe de alta parte MPI, in forma in care a fost conceput initial, nu este
potrivit pentru sistemele hardware cu memorie partajata, fiind considerat ca un
model de programare paralela complementar cu Pthreads si OpenMP; mai nou
insa, standardul MPI 3.0 contine si extensia MPI SHM, dedicata comunicarii intre
procesele ce ruleaza pe sisteme cu memorie partajata ([44]).

Aspectele critice In programele generate cu biblioteca MPI pot fi impartite in
doua mari clase:

» aspecte legate de comunicatia dintre procesele paralele;
» aspecte legate de partitionarea datelor intre procesele paralele;

Comunicatia poate fi atat exclusiv intre doua procese (unu la unu), dar poate
fi si colectiva: de la un proces - la toate, de la toate la unul singur, sau de la toate
- catre toate procesele.

Principala functie de transmisie este MPI_Send, iar cea de receptie MPI_Recv.
Odata apelata, functia MPI_Recv blocheaza procesul pana la momentul receptionarii
complete a mesajului. In schimb, functia MPI_Send poate actiona in doua moduri
diferite:

1. blocheaza procesul pana la momentul gasirii receptorului specificat si nceperii
transmiterii mesajului catre acesta;

2. foloseste un buffer de transmisie, caz in care functia blocheaza procesul doar
pana cand copiaza mesajul de transmis 1n acest buffer, urméand ca identificarea
receptorului si transmisia efectiva catre acesta sa se efectueze ulterior, fara a
mai tine blocat procesul.

Din aceasta cauza, chiar daca toate procesele unui comunicator, practic, pornesc
simultan, iar actiunea lor este identica, dar pe seturi diferite de date, dupa un
anumit interval de timp procesele se afla in stadii diferite de executie in functie de
modul de partitionare a datelor de intrare, precum si de incarcarea fiecarui nucleu de
procesor pe care aceste procese ruleaza. Prin urmare culegerea completa a datelor
de iesire nu se poate efectua decat dupa o sincronizare a proceselor amintite. In
plus, un program paralel MPI, este considerat nesigur, daca are un comportament
dependent de alegerea modelului de functie MPI_Send.

Comunicatia colectiva se poate efectua prin mai multe clase de functii si anume
([124]-cap.3, [106]-cap.7):

50



Modelarea si Simularea MEMS

e MPI Bcast - comunicatie de la un singur proces la toate din acelasi comuni-
cator;

e MPI_Scatter - distribuie elementele unei multimi de date intre procese, pe cat
posibil in mod uniform;

e MPI Gather - restaureaza o multimea de date din partitii ale sale distribuite
in procesele comunicatorului (este functia inversa functiei MPI_Scatter);

e« MPI Barrier - se ocupa de sincronizarea proceselor; procesele implicate sunt
blocate pana ce toate au apelat functia MPI_Barrier.

Tot datorita comunicatiilor este posibila atingerea unei stari de blocaj total
a programului (deadlock), corespunzatoar situatiei in care procesele din setul A
al unui comunicator sunt in asteptare de mesaje de la procesele din setul B al
aceluiasi comunicator si invers, procesele din setul B sunt in asteptare de mesaje de
la procesele din setul A.

Partitionarea datelor in programele generate cu MPI poate influenta mult
viteza de executie a acestora din urma. Exista mai multe tehnici de a partitiona
multimea datelor de intrare:

a) in blocuri de date: daca multimea contine n elemente, iar comunicatorul
initiaza p procese, atunci fiecare bloc de date va contine n/p elemente ce vor
fi prelucrate de cate un proces din comunicator;

b) cele n elemente ale setului de date de intrare vor fi disribuite circular intre
procesele comunicatorului, astfel incat, elementul 1 va fi preluat de procesul 1,
elementul p va fi preluat de catre procesul p, elementul p+ 1 de catre procesul
1, s.am.d.;

¢) multimea datelor de intrare va fi partitionata in m blocuri de date care vor
fi distribuite circular intre procesele comunicatorului, dupa modelul descris la
punctul b).

Modul de partitionare a datelor influenteaza puternic numarul de mesaje
necesar a fi interschimbate intre procese. Generarea si transmisia/receptia mesajelor
reprezinta factorii hotaratori ce determina efortul de timp solicitat de implementarea
paralela cu MPIL. Gradul de accelerare obtinut la trecerea unui algoritm de la o
implementare seriala la una paralela se determina ca raportul dintre efortul de
timp necesar rularii variantei seriale si cel necesar rularii variantei paralele; folosind
notatiile de mai sus, In mod ideal acest raport este egal cu p. Eficienta trecerii de
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la serial la paralel se determina ca raportul dintre gradul de accelerare si p, In mod
ideal fiind 1. Folosirea unui numar mare de procese pentru o dimensiune mica a
problemei (n mic), de cele ai multe ori implicd o comunicatie mai intensiva intre
procese, fata de cazurile in care raportul n/p este mare.

1.7 Serverul HPC Atlas al LMIN. Concluzii

Ethernet link

INTEL NEHALEM AMD - BARCELONA
2xCPUx4=8 cores + 2xCPUx4=8 cores +
24Gb/RAM ' 16Gb/RAM '

| |
1 1
| |
1 1
| |
1 1
| |
1 1
| |
1 1
| |
1 1
L J y
SW1 1B SW2
[ Imn hub

Figura 1.19: Structura hardware a serverului ATLAS al Laboratorului e Modelare
Numerica din UPB; un rack contine 56 CPU quad core fabricatie INTEL/model
NEHALEM X5550 ([88]), iar celalalt rack contine 56 CPU quad core fabricatie
AMD /model BARCELONA ([87]), in total 112 nuclee (core) de procesare.

Concluzia acestui capitol este legata in mod direct de problemele stiintifice
si ingineresti actuale, care au o complexitate foarte mare necesitand in consecinta,
pentru a fi rezolvate, o foarte mare putere de calcul. La ora actuala, aceasta putere
de calcul se obtine prin utilizarea a tot mai multe procesoare care opereaza in paralel.
Pentru programarea acestora, in vederea rezolvarii problemelor de natura stiintifica,
s-a dezvoltat o noua disciplina numita "Calcule Stiintifice de Inalta Performanta'
-in limba enleza High Performance Scientific Computing - de unde prescurtarea
HPSC. Caracteristica esentiala a HPSC este interdisciplinaritatea: abordarea ei
presupune cunostinte de fizica, inginerie, matematica aplicata impreuna cu metodele
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numerice asociate, precum si de tehnologia informatiei - referitor in principal la
sistemele de caclul - atat hardware (arhitecturi de procesoare, respectiv sisteme
paralele), precum si software (programare de aplicatii pentru procesare paraleld). De
aceea, 1n capitolele ce urmeaza, vor fi abordate cateva aspecte legate atat de legile
fizice fundamentale ce guverneaza functionarea dispozitivelor MEMS, precum si de
aspectele esentiale matematice si de calcul numeric ce intervin in simularea acestor
dispozitive. In acelasi context, deloc lipsita de importanta este descrierea tehnicii
de calcul folosite pentru simularile practice efectuate pentru elaborarea prezentei
lucrari: aici ma refer la structura si caracteristicile principale ale serverului HPC
al Laboratorului de Modelare Numerica (LMN) - al UPB, cunoscut sub numele de
ATLAS (v. fig[L.19).

Cele 112 nuclee de procesare pot executa simultan 224 secvente de program
(thread-uri), intrucdt fiecare nucleu are implementata proprietatea de multi-
threading fiind astfel ,vazut” de catre sistemul de operare ca doua procesoare
logice diferite (care, in realitate, partajeaza aceeasi resursa fizica oferita de nucleu).
Capacitatea de calcul este estimata la 1 Tflop/sec. Cele doua grupari de cate 56
CPU (v. fig[l.19)), comunica intre ele prin doud modalitati:

- la nivel de administrare prin interfete ethernet grupate prin cate un switch
CISCO (SW1 si SW2) de mare vitezd, model CATALYST 2960-X ([2]);

- la nivel de procesare paralela prin interfete cu protocol InfiniBand ([I])- tipic
comunicatiei interservere dedicate HPC, interfete conectate la un switch de
protocol InfiniBand cu 24 de porturi (IB).

Capacitatea de memorare totala a serverului ATLAS este de 270Gb memorie
volatila (RAM), respectiv 10Tb pe Hard disk-uri.
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Aspecte fizice

2.1 Modelare multifizica

Modelarea echipamentelor moderne necesita simularea cuplajului dintre mai multe
fenomene fizice care interactioneaza pe parcursul functionarii respectivului dispo-
zitiv. De regula, sunt cuplate fenomene electromagnetice, mecanice, termice, de
curgerea fluidelor. Procesul de modelare presupune deci si cuplarea cunostintelor
referitoare la fenomenele fizice pomenite mai sus. Prin urmare, este necesara buna
intelegere a legaturilor dintre:

o fenomenele fizice;
« aparatele matematice utilizate pentru modelarea acestor fenomene fizice;

» aparatele computationale ce permit tratarea numerica a formularilor matema-
tice de mai sus.

Pentru a genera un model multifizic sunt necesare parcurgerea urmatoarelor
etape:

« Modelarea conceptuala: etapa presupune stabilirea ipotezelor simplificatoare
si aspectelor fizice neglijabile ce conduc atdt la conceptia unei descrieri
geometrice a dispozitivului de simulat cat si la descrierea proprietatilor
de material ale entitatilor ce compun acest dispozitiv. Modelul geometric
folosit trebuie redus astfel incat sa reflecte numai acele elemente esentiale
pentru functionarea corecta a echipamentului de simulat; se poate renunta la
toate detaliile de natura exclusiv tehnologica. Este necesara, pe cat posibil,
asimilarea formelor elementelor selectate cu forme geometrice simple, astfel
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incat ele sa poata fi usor de descris In format electronic, dar sa reprezinte si din
punct de vedere matematic, suprafete netede, cu un numar finit, de puncte de
discontinuitate (colturi, muchii, taieturi); Tot in aceasta etapa, trebuie retinute
toate acele aproximari geometrice care influenteaza precizia de simulare, aceste
aproximari ducand de fapt la o trunchiere a modelului real; dupa validarea
modelului rezultat din prima aproximatie, se pot efectua ajustari fine ale
modelului geometric in scopul imbunatatirii preciziei de simulare;

Modelarea matematica:

— 1n primul rand, se genereaza asa zisa formulare tare a problemei prin
scrierea ecuatiilor caracteristice legilor (de obicei in forma lor locald)
ce guverneaza fizica functionarii dispozitivului simulat; acestor ecuatii
li se adauga cele constitutive care reflecta influenta proprietatilor fizice al
materialelor din constructia dispozitivului; setul de ecuatii se completeaza
cu relatiile corespunzatoare surselor fenomenului, care pot fi fie interne,
fie reprezentabile prin conditii ce se impun pe frontierele dispozitivului
modelat. In majoritatea cazurilor sistemul de ecuatii rezultat este unul
cu derivate partiale. Este foarte important apoi de a preciza si spatiile
vectoriale in care se cauta solutiile sistemului de ecuatii ce caracterizeaza
aceasta formulare matematica.

Este foarte util a demonstra ca problema matematica descrisa de ecuatiile
de mai sus este bine formulata, aceasta demonstratie fiind de multe ori
dificil de efectuat;

— 1n al doilea rand, prin proiectarea ecuatiilor din formularea tare, pe un
spatiu de functii de test, se obtine formularea slaba - in sens generalizat
(distributional) a problemei; unul dintre avantajele majore ale formularii
slabe este ca reduce cu un ordin gradul sistemului de ecuatii diferentiale
asociat formularii matematice tari. Totodata solutiile formularii slabe nu
trebuie sa fie netedete peste tot domeniul ci netede pe portiuni (aproape
peste tot); In acest caz nu mai este necesara, pentru functiile solutie,
demonstrarea derivabilitatii de ordin k£ in fiecare punct din spatiu, ci
este suficienta demonstrarea integrabilitatii pe portiuni a derivatelor de
ordin k — 1. Si pentru formularea slaba este necesara precizarea spatiilor
vectoriale Hilbert in care se cauta solutiile, astfel incéat sa poata fi posibila
demonstrarea existentei si a unicitatii solutiilor in sens generalizat.

De altfel, de alegerea acestor spatii va depinde si definirea cadrului
functional pe care se va genera modelul numeric asociat problemei de
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rezolvat.

e Modelarea analitic-aproximativa: se determina relatiile intre marimile de
intrare si cele de iesire, in forma analitica, cautandu-se o aproximare suficient
de simpla pentru a putea rezolva analitic ecuatiile modelului; cu toate ca
precizia de modelare este redusa (modelul nu poate fi luat in considerare pentru
realizarea practica) etapa este foarte importanta deoarece creeaza o imagine
a limitelor intre care evolueaza fenomenele fizice ce guverneaza functionarea
dispozitivului respectiv;

» Modelarea numerica: se construieste un algoritm numeric dedicat rezolvarii
ecuatiilor generate de catre modelul matematic; In amajoritatea cazurilor
metoda consta in discretizarea spatiala a domeniului / domeniilor problemei,
urmand ca solutia sa fie reprezentata ca o combinatie liniara de functii de
baza ce genereaza pe aceste domenii, spatiile vectoriale Hilbert precizate
in cadrul formularii matematice slabe. Functiile de baza sunt polinoame
ortogonale de diferite tipuri (Lagrange, Jacobi, Laguerre, Hermite) si grade,
astfel incat orice functie apartindnd spatiilor Hilbert precizate in cadrul
formularilor matematice, poate fi aproximata cu o combinatie liniara de
astfel de polinoame ([139],[96]). Finetea de discretizare, precum si gradele
polinoamelor mentionate stabilesc robustetea si precizia algoritmului numeric.

o Verificarea si validarea modelului: se implementeaza algoritmul de rezolvare
numerica pe un sistem de calcul si se realizeaza o serie de simulari, ale caror
rezultate sunt folosite pentru a valida modelul elaborat prin comparatie cu
simulari similare, sau cu masuratori practice efectuate pe dipozitive similare
existente.

Este de mare interes totodata, optimizarea intregului proces de simulare
multifizica: se cauta metode de reducere a efortului de calcul si timp pentru simulari,
in conditiile pastrarii, sau imbunatatirii preciziei de simulare, respectiv de stabilitate
a algoritmilor numerici utilizati. In acest sens, exista mai multe abordari, printre
care una dintre cele mai utilizate este cea a reducerii ordinului de complexitate a
modelului (Model Order Reduction - MOR) [83], 140, 160} 82, [65]. Una dintre cele
mai interesante lucrari din lista de mai sus este [83] in care sunt prezentate intr-
o maniera coerenta etapele modelarii electromagnetice si ale etapelor de reducere
a complexitatii. Este accentuat faptul ca reducerea complexitatii modelului nu se
rezuma doar la o etapa finala a procesului de simulare ci, pentru a avea eficienta
maxima, ea trebuie aplicata in toate etapele modelarii.
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2.2 Marimi fizice

Fenomenele fizice evolueaza in spatiu si/sau in timp astfel incat marimile fizice cu

ajutorul carora se descriu diverse domenii fizice se pot clasifica astfel:

Locale - atunci cand sunt asociate unui punct din spatiu; aceste marimi se
incadreaza in clasa formelor diferentiale [101], [37], [121], iar ordinul lor este
in functie de dimensiunile spatiului (in sens larg - a varietatii) pe care ele se
integreaza (de ex. pe spatii lineice, de suprafata, de volum, ele sunt de ordinul
unu, doi, respectiv trei);

Globale - atunci cdnd pot fi asociate unei multimi infinite de puncte din
spatiu; marimile globale se pot determina univoc prin integrarea marimilor
locale; operatia inversa insa, nu este intotdeauna univoca [101], intrucat
derivarea marimii integrale nu presupune intotdeauna determinarea tuturor
componentelor formei diferentiale corespondente;

Instantanee - daca sunt asociate unui moment de timp;

De proces - daca sunt definite pe un anumit interval de timp.

In general, marimile fizice locale sunt marimi primitive, In timp ce marimile

fizice globale sunt marimi derivate. Marimile cu ajutorul carora se pot determina

efectele evolutiei fenomenului fizic (méasuri) sunt marimi globale.

2.3 Camp electromagnetic

2.3.1 Marimile caracteristice locale ale campului electro-

magnetic

Un punct in spatiu este caracterizat complet din punct de vedere electromagnetic

de catre urmatorul set de vectori:

E intensitatea campului electric;
D inductia electrica;
H intensitatea campului magnetic;

B inductia magnetica;
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Figura 2.1: Marimile fizice locale ale cAmpului electromagnetic.

In fig. punctul din spatiu este identificat prin vectorul de pozitie r =
rzi + r,j + r.k. Vectorii E, D, H, B sunt tridimensionali, avand in coordonate
carteziene o expresie de forma V = V,i+ V,j + V.k. Marimile locale de mai sus
reprezinta functii cu argument spatio-temporal, spatiul fiind un subdomeniu €2 al
R3. Forma generald a acestor functii poate fi definitd astfel:

V =f(r,t)cu f:Qx[t,t;] — R QCR. (2.1)

unde t;,t; reprezinta momentele initial, respectiv final ale intervalului de timp pe
care se reprezinta marimea locala.

Intensitatile campului electric, respectiv a caAmpului magnetic fac parte din
clasa formelor diferentiale de ordin unu, iar inductiile electrica, respectiv magnetica
fac parte din clasa formelor diferentiale de ordin doi. Acest fapt este pus in evidenta
la definirea marimilor globale rezultate prin integrarea celor locale.

2.3.2 Marimile locale ale corpurilor in interactiune cu cam-
pul electromagnetic

Schimbarea starii electromagnetice a corpurilor in urma interactiunii dintre acestea
si campul electromagnetic sunt puse in evidenta prin urmatoarele marimi locale:

» densitatea de sarcina p - care reflecta starea de electrizare;
» densitatea de curent J - care reflecta starea electrocinetica.

Ambele sunt functii de spatiu si timp - p o functie scalara, iar J o functie vectoriala.
In functie de tipul de domeniu spatial pe care il caracterizeaza, densitatea de sarcina
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reprezinta o forma diferentiala de ordin unu, doi sau trei, pe cand densitatea de
curent reprezintd o forma diferentiald de odin doi (v fig. [2.2):

p = plr,t)cup: Qx[t,tf] - R
J = J(r,t)eud: Qx [t t;] — R
Joi+ Jyj+ Jk

-~
S,
[

Il

Figura 2.2: Marimile fizice locale ale corpurilor in interactiune cu cAmpul electromagnetic.

2.3.3 DMarimile globale ale cAmpului electromagnetic

Marimile globale ale cAmpului electromagnetic, se obtin prin integrarea marimilor
locale prezentate mai sus:

« tensiunea electrica (Fig. [2.3]- (a)):
u(t) = /CE(r,t) -dr (2.5)
o fluxul electric (Fig. 2.3 (b)):
o(t) :/SD(r,t)-ndA (2.6)
« tensiunea magneticd (Fig. 2.3)- (a)):
i (1) = /C H(r, 1) - dr (2.7)
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o fluxul magnetic (Fig. 2.3]- (b)):

o(t) = /SB(r,t) ‘ndA (2.8)

» sarcina electrica - obtinuta prin integrare pe domeniul spatial pe care este
definitd densitatea de sarcind (Fig. [2.3]- (c)):

o0~ [ ntryar (2.9
o) = [ puir1)aa (2.10)
o) = [ vy (2.11)

unde p;, pa, py reprezinta densitatile de sarcina lineica, de suprafata, respectiv
de volum.

« intensitatea curentului electric (Fig. 2.3]- (b)):
i(t) = /J(r,t) ‘ndA. (2.12)
S

Se poate observa ca toate marimile globale ale campului electromagnetic sunt
functii scalare ce caracterizeaza un intreg domeniu spatial, in fiecare moment de
timp, de la un moment initial (¢;) pana la unul final (¢5):

f(@),cuf:[tite] = R. (2.13)

2.3.4 Legile generale ale caAmpului electromagnetic

Vor fi prezentate in continuare - pe scurt - legile generale ale campului electro-
magnetic pentru medii imobile si pentru materiale cu caracteristici electrice afine.
Formularile complete pot fi gasite in [56], [113], [148], [130].

Legea 2.3.1. - a fluxului electric. Fluxul electric 1sq prin orice suprafatda inchisd
0N) este egal cu sarcina electrica qq inclusa in domeniul (), inchis de acea suprafata.

Yoq = qo = D -ndA = / pdv - forma integrala; (2.14)
o9 Q

V-D = p - forma locala. (2.15)
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ZA ZA
E
A
k dr
C
H : uﬂl? u
dr T
I,?
b Y 0 J Y
(a) , (b)
i i
x x
ZA
PudV q
4 (c)
r
j y
i o
i V
. pdr

Figura 2.3: Marimile fizice globale ale cAmpului electromagnetic obtinute prin integrarea
marimilor locale pe varietati de ordin 1 (a), (c¢), respectiv pe varietati de ordin 2 (b), (c)
si de ordin 3 (c).

Legea arata ca electrizarea corpurilor (densitatea sarcinii electrice p) este
una din sursele campului electric. Tot de aici, rezulta conservarea componentelor
normale (transversale) ale inductiei electrice D la trecerea printr-o suprafata de
discontinuitate ne-electrizata.

Legea 2.3.2. - a fluxului magnetic. Fluzul magnetic ¢aq prin orice suprafatd
inchisa OS2 este nul.

Yoo =0 = B -ndA = 0— forma integrald; (2.16)
V-B = 0— forma locald. (2.17)

Rezulta inexistenta - pentru cAmpul magnetic - a unei surse (sarcind magnetica
adevarata) echivalentd cu sarcina electrica, dar este pusa in evidentd conservarea

62



Modelarea si Simularea MEMS

componentelor normale (transversale) ale inductiei magnetice B la trecerea printr-o
suprafata de discontinuitate.

Legea 2.3.3. - a inductiei electromagnetice. Tensiunea electrica in lungul
unei curbe inchise S este egald cu viteza de scadere a flurului magnetic prin orice
suprafata S marginita de aceasta curba.

d. d
Ups = _%s = &lg E-dr = —— / B - ndA — forma integrala; (2.18)
B
VxE = _aat — forma locala. (2.19)

Este evidentiata astfel o a doua sursa de camp electric: un cAmp magnetic
variabil (in timp); din aceastda lege rezulta totodata conservarea componentelor
tangentiale (longitudinale) ale intensitatii cAmpului electric E la trecerea printr-o
suprafata de discontinuitate.

Legea 2.3.4. - a circuitului magnetic. Tensiunea magnetica in lungul unet
curbe inchise S este egala cu suma dintre intensitatea curentului ce traverseazd o
suprafatda oarecare S marginita de curba 0S si viteza de crestere a fluzului electric
prin acea suprafatad.

Umps = 15+ a = (2.20)
H.-dr = / J-ndA+ 4 / D -ndA — forma integrala, (2.21)
08 s dt Js
oD . o
VxH = J+ o forma locala in medii imobile. (2.22)

Din aceasta lege rezulta ca surse ale caAmpului magnetic curentul electric de
conductie si cel de deplasare (viteza de variatie a inductiei electrice); in acelasi
timp, este evidentiata conservarea componentelor tangentiale (longitudinale) ale
intensitatii cimpului magnetic H la trecerea printr-o suprafata de discontinuitate.

Sistemul formelor locale ale legilor campului electromagnetic in medii imobile
poarta numele de ecuatiile lui Maxwell. Acestea sunt ecuatiile fundamentale ale
electromagnetismului, dar in aplicatii se folosesc forme simplificate ale lor, valabile in
diferite regimuri: electrostatica, magnetostatica, electrocinetica, magnetic stationar,
electrocvasistationar, magnetocvasistationar, etc.
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2.3.5 Teoremele de conservare ale campului electromagnetic

Legatura dintre sarcina electrica si intensitatea curentului electric este pusa in
evidenta de urmatoarea teorema:

Teorema 2.3.1. a conservarii sarcinii electrice. Curentul electric ce iese dintr-
un domeniu ) prin frontiera 0S) ce inchide acest domeniu, este egal cu viteza de
scadere a sarcinii electrice din €):

dq

: Q . y y .
lon = ——— in forma globala, respectiv

dt
d
/ J-ndA=—— / pdV in forma integrala.
o0 dt Jo

Pentru medii mobile se considera ca 052, este antrenatd de corpurile, continute in
Q, aflate in miscare.

In cazul mediilor imobile, este pusa in evidenta numai componenta de
conductie a curentului, din forma integrala rezultand:

VI = —%. (2.23)
ot

atrage dupa sine conservarea componentei normale a densitatii de curent J

la trecerea printr-o suprafata de discontinuitate neincarcata electric. Ca urmare,

in regim stationar, rezulta continuitatea liniilor de curent electric de conductie, din

care deriva si prima lege a lui Kirchhoff.

In cele ce urmeaza, consideram un sistem fizic format din corpuri ce interactioneaza
intre ele exclusiv prin intermediul campului electromagnetic. Intreg sistemul este
continut intr-un domeniu {2, inchis de suprafata 0. Suprafata 02 este suficient
de mare astfel Incat miscarea corpurilor din interiorul sau sa nu o antreneze si pe
aceasta, astfel Incat vectorul viteza in orice punct pe 0f2 este nul. Interactiunile
exclusiv electromagnetice dintre corpurile din €2, iar apoi dintre sistemul 2 si

exterior, pot fi caracterizate In mai multe moduri si anume:

1. prin forte generalizate Xy reprezentdnd marimi de naturd mecanica (forte,
cupluri, presiuni,...) care, prin efectuarea unui lucru mecanic, pot modifica
pozitia relativa a corpurilor ce constituie sistemul fizic din €2; pozitiile
corpurilor sunt definite cu ajutorul unor marimi de natura geometrica numite
coordonate generalizate, notate cu xy (distante, unghiuri, suprafete, volume).
Lucrul mecanic elementar efectuat de o forta generalizata este dLy = X - dxy.
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2. prin forte de volum ce caracterizeaza local actiunile de natura electromagne-
tica, prin densitatea de volum a fortei:

Fo AF dF

TAVBOAY AV’

3. prin tensiunt mazwelliene ce se pot determina presupunand ca interactiunea
electromagnetica, a sistemului fizic din 2 cu exteriorul, se realizeaza exclusiv
prin suprafata inchisa 0€2. Tensiunile maxweliene apar ca aplicatii liniare, ce
asociaza normalei n, intr-un punct, la suprafata 02 componenta normala a
fortei ce actioneaza in acel punct:

H|

T, =

.n’

fiind deci un tensor de ordin 2. Echivalenta dintre actiunea fortelor de volum
F si cea a tensiunilor maxwelliene este datd de egalitatea dintre F si fluxul
tensorului T pe suprafata inchisd 09 ([149]):

F:/de: T -ndA. (2.24)
Q

Tratarea detaliata a celor trei tipuri de actiuni electromagnetice, precum si modul
de exprimare a balantei energetice a sistemului fizic 2 se pot gasi in [149], [56], [113].

Pentru cazul corpurilor imobile constituite din materiale fara histerezis,
balanta energetica, mentionata mai sus, este data de urmatoarea:

Teorema 2.3.2. a energiei electromagnetice. Puterea transferata de campul
electromagnetic unui domeniu €2 prin frontiera acestuia 02 este egald cu suma
dintre puterea transferata corpurilor si viteza de crestere a energiei campului
electromagnetic din €):

aWem
Pyn = P, 2.25
o0 o+ ot ( )
In fiecare punct din domeniul €):
0 (D -E B- H)
—V(ExH)=E- — . 2.2
V(E x H) J+ 5 5 + 5 (2.26)

unde pentru medii liniare imobile:

e S =E x H - este vectorul Poynting, iar puterea transferata prin frontiera 0}
este Pog = [,, S - ndA;
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e p = E - J este densitatea de volum a puterii transferata de campul
electromagnetic corpurilor si Py = fQ p dv;

* W = We + Wy, = D-E/2+ B - H/2 este densitatea de volum a energiei
electromagnetice reprezentata de suma densitatilor de energie electrica (w.),
respectiv magnetica (wy,), cu We, = fQ Wep dv.

Teorema permite punerea in evidenta a expresiilor fortelor generalizate (forta,
moment, sau presiune) de natura electrica si magnetica ce se exercita asupra unui
sistem cu n grade de libertate, forte care pentru medii liniare au urmatoarele forme:

oW, oW,

Xpe = — respectiv. X = 2.27
g aib‘k q=ct. P v k a%k U=ct. ( )
oW, oW,
Xem = — respectiv. Xg,, = 2.28
g 0z, |o=ct. P g 0z |1=ct. ( )
unde xj, reprezita coordonata generalizata de ordin k=1, 2,--- | n.

In cAmpuri electromagnetice variabile ciclic, corpurile ce contin materiale
caracterizate de histerezis electric si/sau histerezis magnetic sunt caracterizate
trebuiesc energetic, electromagnetic, de urmatoarea teorema:

Teorema 2.3.3. Teorema lui Warburg. Densitatea energiei wy, transferatd de
la campul electromagnetic catre corpuri odata cu parcurgerea unui ciclu de histerezis
(magnetic si/sau electric) este egald cu aria marginita de curba ce descrie ciclul de
histerezis respectiv:

wh:whm+wh6:§£ H-dB—i—% E - dD.
ciclupm ciclupe

Fortele de volum pot fi evaluate in corpuri aflate In miscare in interiorul
domeniului €2, dar fara a antrena si suprafata 0€). Aceasta miscare nu este
obligatoriu de corp rigid, ci poate caracteriza punctele unui corp care se deformeaza
sub actiunea campului electromagnetic. Pot exista deci portiuni de material cu
caracteristici constitutive dependente de vectorul pozitie r, respectiv de densitatea
de masa locald notata cu 7 = 7(r, t), unde t este variabila timp, adica:

e =¢(r(r, t),...), respectiv

In acest caz, In expresiile fortelor de volum apar componente de magnetostrictiune,
respectiv electrostrictiune, datorate influentei tensiunilor mecanice asupra parame-
trilor de material (ultimele din relatiile (2.30)) de mai jos). Densitatile de volum ale
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fortelor magnetice, respectiv electrice se exprima astfel ([149]):

H? H? au)
E? E? 88)
fe = pE — 7(V€) +V (27—87' . (230b)

In primii doi termeni reprezinta densitatea de fortd Laplace si un termen
datorat neomogenitatii materialelor. In (2.30b)) primii doi termeni reprezinta
densitatea fortei electrostatice coulombiene si un termen datorat neomogenitatii
materialelor.

In virtutea relatiei (2.24)), tensorul tensiune maxwelliand echivalent cu fortele
are patru componente si anume tensorii maxwellieni magnetic si electric,
precum si tensorii corespunzatori de magneto si electrostrictiune. Expresiile lor
matematice se pot reprezenta cu operatorul produs diadic (notat aici cu :) - tipic
calculului tensorial:

?em = %e + Tm + Tes + Tem
?e —E:D? — wj
T, =H:B” —w,I (2.31)
= = H* Ou
Tms =1 a_
2 Ot
TEZ 65
es =1 —T-—
2 0T

unde w, si w,, sunt densitatile de energie electrica, respectiv magnetica, iar I este
matricea unitate de ordin 3. Prin urmare:

E.D,-EP  E,D, E,D,
T, = E,D, ED,-ER  ED, (2.32)
E.D, E.D,  E.D,—EP
si
H.B,— 2B  H,B, H,B.
T, = H,B,  H,B,—-%B  [.B, (2.33)
H.B, H.B, H.B -HEB

In cazul general, campul electromagnetic interactioneaza cu sistemul fizic din
domeniul 2 atat prin suprafata inchisa 0€) cat si prin forta electromagnetica totala
F..., distribuita in volumul 2. In absenta actiunilor mecanice ne-electromagnetice se
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poate pune in evidenta componenta electromagnetica a impulsului si care se supune
legii generale de conservare a acestuia (v. cap. [2.4.5). Forma electromagnetica a
acestui prinicipiu fundamental al dinamicii este enuntat prin urmatoarea teorema:

Teorema 2.3.4. Teorema impulsului electromagnetic. Viteza de variatie a
impulsului electromagnetic al unui domeniu fizic ) este egala cu rezultanta tuturor
fortelor externe de natura electromagetica ce actioneaza asupra domeniului. Aceastd
rezultanta este data de fluzul tensiunilor lui Mazwell pe frontiera 0S), a domeniulusi,
minus forta totala, cu care campul electromagnetic actioneazd asupra lui 2. Forma
sa integrala este data de relatia:

Gem m
0 = Tep, - ndA — Fem7
ot 90
tar forma locala de:
a em m
gt = div(Tem) — fom,
unde:
gm=DxB este densitatea de impuls electromagnetic,

G.n = / gem AV este impulsul electromagnetic total.
Q

2.3.6 Ecuatii constitutive

Pentru determinarea campului electromagnetic, ecuatiile date de cele patru legi de
mai sus trebuie completate cu relatiile constitutive ce se stabilesc, intre marimile
locale de cAmp de ordin unu si doi, in functie de proprietatile materialelor din fiecare
punct al domeniul de calcul. Din acest punct de vedere, comportarea materialelor
se clasifica in trei categorii: dielectrica, magnetica si conductoare. De aici cele trei
legi de material caracteristice campului electromagnetic:

Legea 2.3.5. - a legaturii intre D si E. Inductia electrica intr-un punct din
spatiu este o functie de intensitatea campului electric din acel punct:

D=f(E,r), f:R*xQ— R’ (2.34)

Functia f poarta denumirea de caracteristica dielectrica. Daca f nu depinde
de r atunci mediul este un dielectric omogen. Pentru mediile izotrope si liniare:

D = ¢E = ¢, E, (2.35)
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unde ¢ reprezinta permitivitatea mediului si este exprimata ca produsul dintre con-
stanta universala €y (permitivitatea vidului) si marimea fizica scalara, adimensionala
e, (permitivitatea relativa a mediului respectiv). Pentru vid ¢, = 1.

In cazul mediilor anizotrope, in reprezentare carteziana, permitivitatea este
dependenta de coordonate dupa cele trei directii ale sistemului de referinta, fiind
exprimata printr-un tensor de ordin 2, simetric si pozitiv definit:

€11 €12 €13
= €91 €922 &a3 ;iaI’DZEE. (236)

€31 €32 €33

ol

In dielectricii afini, relatia constitutiva are forma:
D=%E+P, (2.37)

in care P, este polarizatia permanenta. Astfel de relatie este folosita pentru
modelarea electretilor (dielectrici polarizati permanent).

Legea 2.3.6. - a legaturii intre B si H. Inductia magnetica intr-un punct din
spatiu este o functie de intensitatea campului magnetic din acel punct:

B=f(Hr), f:R*xQ— R (2.38)

Functia f poarta denumirea de caracteristica de magnetizare. Daca f nu
depinde de r atunci mediul este magnetic omogen. Pentru mediile izotrope si liniare:

B = uH = pop.H, (2.39)

unde p reprezinta permeabilitatea mediului si este exprimata ca produsul dintre
constanta universala o (permeabilitatea magnetica a vidului) si marimea fizica
scalara, adimensionala p, (permeabilitatea magnetica a mediului respectiv). Pentru
medii nemagnetice (inclusiv vid) u, = 1.

In cazul mediilor anizotrope, in reprezentare carteziana, permeabilitatea
magnetica este dependenta de coordonate dupa cele trei directii ale sistemului de
referinta, fiind exprimata printr-un tensor de ordin 2, simetric si pozitiv definit:

H11 Mi12 H13
H=| p21 22 po3 |; lar B=pH. (2.40)
H31 H32  H33

In mediile magnetice afine relatia constitutiva are forma:

B = 7H + ;oM (2.41)
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in care M, este magnetizatia permanenta si pyM, = B, este inductia remanenta.
Astfel de relatie este folosita pentru modelarea mediilor feromagnetice dure (magneti
permanenti).

Legea 2.3.7. - a legaturii intre J si E. Densitatea de curent intr-un punct din
spatiu este o functie de intensitatea campului electric din acel punct:

J=f(Er), f:R*xQ =R (2.42)

Pentru mediile izotrope si liniare:

J = oE, respectiv E = pJ, (2.43)
unde o reprezinta conductivitatea electrica - marime fizica scalara - exprimata in %,

iar p reprezinta rezistivitatea electrica - marime fizica scalara - exprimata in Qm. In
vid si izolatoare perfecte J = 0 si o = 0, iar In conductoare perfecte E = 0 si p = 0.
In cazul mediilor anizotrope, in reprezentare carteziana, conductivitatea
electrica este dependenta de coordonate dupa cele trei directii ale sistemului de
referinta, fiind exprimata printr-un tensor de ordin 2, simetric si pozitiv definit:

011 012 013
T = 091 0929 093 ,1arJ:§E (244)

031 032 033

In mediile conductoare afine relatia constitutiva are forma:
J=3(E+E), (2.45)

in care E; este intensitatea campului electric imprimat, iar J; = ocE; este densitatea
curentului imprimat. Astfel de relatie este folosita pentru modelarea surselor
electrochimice (baterii si acumulatoare), dar si a diferitelor feluri de senzori si
traductoare.

2.4 Mecanica mediilor continue. Teoria elasticitatii
liniare

Mecanica mediilor continue studiaza tensiunile mecanice, deformatiile, sau curgerea

ce apar 1n solide si respectiv fluide atunci cand asupra lor sunt aplicate diverse forte

(solicitari) din exterior. Materialele de studiu sunt presupuse a avea o distributie
spatiala continua (v. ipoteza [(MEO)). Solidele sunt caracterizate de faptul ca au
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o forma de repaus stabila, respectiv pot suporta solicitari de forfecare (paralele cu
o sectiune transversala), pe cdnd fluidele (gaze sau lichide) preiau forma vasului in
care se afla si nu pot prelua forte de forfecare.

Din punctul de vedere al reactiei la actiuni exterioare, pentru solide se pot
identifica doua categorii de caracteristici :

o de elasticitate - care descriu capacitatea unui material de a reveni la forma
initiala odata cu disparitia fortelor exterioare; in acest caz, prin deformare,
in structura materialului se acumuleaza o energie potentiala de deformatie
ce reuseste sa 'refaca" forma materialului dupa indepartarea solicitarilor
exterioare;

« de plasticitate - care descriu deformatiile permanente care apar in solid, odata
cu exercitarea din afara a unor forte suficient de mari pentru a produce aceste
deformatii.

Teoria elasticitatii liniare este aplicabila materialelor solide ale caror caracte-
ristici mecanice se incadreaza in urmatoarele ipoteze:

(MEO) a mediului continuu - materialele pot fi divizate continuu in elemente
de dimensiuni infinitezimale [147]. Proprietatile fizice ale acestora (de ex.
densitatea, elasticitatea) sunt reprezentabile prin functii continue si derivabile
cel putin pe portiuni, fiind posibila scrierea sistemelor de ecuatii cu derivate
partiale;

(ME1) a mediului omogen - proprietatile fizce ale materialului sunt constante pe
intreg volumul sau;

(ME2) a mediului izotrop - caracteristicile mecanice sunt independente de directie;

(ME3) ipoteza micilor deformatii - deformatiile corpurilor sunt neglijabile in
raport cu dmensiunile lor. De aici rezulta faptul ca schimbarea sistemului
de referinta fatda de care este analizat corpul respectiv (configuratie) lasa
invariante directiile fortelor si distantele dintre punctele lor de aplicatie.
Totodata aceasta ipoteza permite neglijarea tuturor marimilor ale caror
expresii matematice, depind de puterile acestor mici deformatii;

(ME4) proprietati elastice de material liniare ce presupun o dependenta liniara
intre tensiuni si deformatii (v. subcap. [2.4.6));
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(MES5)

[36]):

absenta tensiunilor in lipsa sarcinilor mecanice in corpurile solide,
ipoteza care presupune lipsa in aceste corpuri, a oricaror tensiuni remanente
in urma actiunii unor solicitari mecanice, termice; aceasta ipoteza asigura
determinarea iIn mod unic a starii de deformare atunci cand se cunosc
geometria configuratiei, respectiv sarcinile mecanice la care aceasta este
supusa.

Abordarile mecanice se pot face din doua puncte de vedere ([98], [85], [153],

Newtonian - conform caruia marimile primitive sunt reprezentate de forte, iar
energiile (potentiala si cinetica) sunt marimi derivate; conform acestui punct
de vedere, determinarile necesare pentru caracterizarea solidelor se efectueaza
pe baza calculului vectorial;

Hamiltonian - conform caruia marimile primitive sunt reprezentate de energii
(potentiala si cinetica), iar fortele sunt marimi derivate; acest mod de abordare
sta la baza calculului analitic si numeric pentru problemele de mecanica
(mecanica analitica - [36]), fiind avantajos in principal din urmatoarele motive
[86]:

1. permite generarea formularilor variationale (formulari matematice slabe)
care accepta solutii care sunt inadmisibile pentru sistemele formulate cu
ecuatii locale (formulari matematice tari)(v. cap. urmator);

2. in contextul puctului de mai sus, permit demonstrarea existentei solutiei
unice pentru formularile matematice respective.

2.4.1 Configuratii

Mecanica mediilor continue foloseste pentru descrierea miscarilor si deformatiilor

corpurilor notiunea de configuratie, fie ea de referinta pentru reflectarea unei

stari initiale, fie oarecare pentru reflectarea unor stari ulterioare celei de referinta

[67][152]. Notam multimea punctelor ce compun un anumit corp, raportate la

sistemul de referinta a configuratiei initiale, cu B. Membrii acestei multimi poarta

denumirea de puncte materiale, iar Intr-un sistem de referinta tridimensional putem

scrie:

B={X= (X1, Xo, X3)| X; € R} (2.46)
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Devine astfel posibila exprimarea oricarei alte configuratii a corpului respectiv,
de exemplu la alt moment de timp, ca o aplicatie bijectiva [152]:

®:B— R a i pentruVX € B3z =®(X) = (v, 73, 23) € R (2.47)

Punctele x din poarta denumirea de puncte spatiale, iar cu ajutorul lor pot
fi definite familii de configuratii, sau deformatii. In cazul in care care in functiile
de tip apare si variabila timp, pentru a exprima evolutia in timp a formei
corpului, atunci obtinem o familie de deplasari exprimate prin prin :

P:Bxt—R; x=>0(X,1). (2.48)

8y

(b)

Figura 2.4: Configuratii pentru o bara rectangulara solida: (a) - de referinta, (b) -
dupa aplicarea unor actiuni asupra barei; in cazurile stationar sau cvasistationar, vectorul
deplasare d este nul, iar vectorul deformatie @ reflecta doar diferenta intre vectorii de
pozitie T si X.

Fig. contine configuratia de referinta B pentru o bara rectangulara (a),
respectiv (b)- configuratia aceleiasi bare in urma unei deplasari si deformatii B'.

Functia (2.48)) are forma:
(X, t)=u+X-d (2.49)

unde d reprezinta vectorul deplasare, iar u vectorul deformatie. In cazurile (static,

sau cvasistationar) corpurile nu se afld in miscare, adica d = 0, prin urmare functia
(2.48) are forma:

O(X,t)=u+X (2.50)

Modificarile configuratiei de referinta apar datorita aplicarii unor forte (actiuni,

sau eforturi). Forta este o marime vectoriala care actioneaza in fiecare moment de

timp asupra fiecarui punct al unei configuratii. Efectele actiunii fortei sunt descrise
prin determinarea starilor de:

73



Capitolul 2. Fizica

e de tensiune;
o de deformatie;
o de deplasare.

ce vor fi prezentate, sintetic, in continuare. Tratari detaliate ale acestor aspecte pot
fi gasite in [86], [107], [67], [126], [152].

2.4.2 Forte si cupluri

In mecanica, notiunea de forta implica intotdeauna existenta a doua corpuri care,
conform principiului actiunii si reactiunii ('a treia lege a lui Newton") ([57])
actioneaza unul asupra celulilalt cu forte egale si de sens contrar. Cele doua elemente
pot fi si doua parti ale aceluiasi corp, obtinute - de exemplu - prin sectionarea
imaginara a acestuia cu o suprafata de separatie. Astfel, cele doua forte, care privite
in ansamblu sunt interne intregului corp, pot fi privite ca actiuni externe ale unei
parti asupra celeilalte. In mecanica mediilor continue, fortele externe pot fi grupate
in doua mari clase:

« forte de volum, reprezentand efecte ce pun in evidenta actiunea unor campuri
cum ar fi cAmpul gravitational, sau cel electromagetic;

 forte de suprafata reprezentate de totalitatea actiunilor exercitate prin contact
direct asupra respectivului corp pe totalitatea suprafatei sale externe, sau pe
portiuni din aceasta.

Din punct de vedere matematic, ipoteza semnifica faptul ca orice punct din
domeniul spatial respectiv, reprezina limita oricarui sir de unitati elementare de
spatiu, centrate in jurul acelui punct, cu dimensiuni din ce In ce mai mici, fie ele de
volum, sau de suprafata. Devine astfel posibila definirea notiunilor de densitate de
forta de volum, respectiv de suprafata ca marimi vectoriale astfel:

. AFy

b= lm Ay (2:51)
. AFg

6= Jim Ao (2.52)

unde b reprezinta forta de volum unitara, iar t reprezina forta de suprafata unitara,
purtand denumirea de efort unitar sau tensiune. Vectorii b, t, sunt tridimensionali,
avand In coordonate carteziene expresii de forma f = zi + yj + zk. Aceste marimi
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locale sunt reprezentate de functii cu argument spatio-temporal, spatiul fiind un
subdomeniu Q al R®. Forma generald a acestor functii poate fi definitd cu ajutorul

relatiei (2.53) (v. fig. 2.5)).
f=f(r,t)cuf:Qx[t,t;] =R QCR (2.53)

unde ¢;,t reprezinta momentele initial, respectiv final ale intervalului de timp in
care se studiaza actiunea fortei respective.

MU 9O = 90, U 9
[ J Y

Figura 2.5: Forta de volum cu densitate b si forta de suprafata cu tensiunea t. In cazul in
care suprafata 3 este o suprafata de separatie intre doua parti €2q, 22 ale aceluiasi corp, t
reprezinta reactia cu care partea {22 actioneaza asupra partii €2; - egala si de sens contrar
cu forta cu care partea (); actioneaza asupra partii s.

De remarcat insa, ca daca se aleg prin acelasi punct P, doua suprafate ¥,
respectiv Y, care au asociate normale n; si n, cu orientari diferite, atunci si
tensiunile t, respectiv ty vor fi diferite (v. fig. [2.6).

Figura 2.6: Doua suprafete cu normale diferite, n; si ny in acelasi punct P, implica
tensiuni diferite t1, respectiv ty asociate aceluiasi punct.

75



Capitolul 2. Fizica

Forta de volum, respectiv forta de suprafata totale ce actioneaza asupra unui
corp de dimensiuni finite sunt date de suma rezultanta a tuturor fortelor elementare,
rezultante care se obtin prin integrare pe componente pe intreg domeniul €2, respectiv
frontiera 0€), dupa cum urmeaza:

/de = i/b$dV+j/bde+k/bde (2.54)
Q Q Q Q

/t-ndA = i/ tx-ndA—l—j/ ty-ndA+k/ t,-ndA (2.55)
0 o0 a0 a0

Cuplul, este definit ca produsul vectorial dintre forta si bratul fortei ([57],
[66]). Sensul cuplului este definit de asocierea intre sensul fortei si sensul de
referinta a axei cuplului prin regula burghiului drept. Daca pentru un corp oarecare
alegem bratele fortelor elementare fata de origine, atunci componentele cuplurilor
elementare pe cele trei directii sunt (v. fig. [2.7):

my = (byryy — byry,)dV + (t,ray — tyras)dA
my = (byry, — by, )dV + (tarar — .7 a,)dA (2.56)
m, = (byrve — buryy)dV + (tyray — tyray)dA

Figura 2.7: Componentele cuplurilor unitare datorate fortelor unitare de volum respectiv
de suprafata. Bratele fortelor unt reprezentate de citre componentele dupa axele de

referinta ale vectorilor de pozitie ry respectiv r4
Egalitatile (2.56)) se pot scrie condensat, in formulare vectoriala:
m = (ry x b)dV + (rs x t)dA (2.57)
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Ca si 1n cazul fortelor, valorile globale ale cuplurilor fortelor de volum, respectiv
ale cuplurilor fortelor de suprafata se obtin prin integrarea pe spatiile respective:

M, = / (ry x b)dV (2.58)

M, — / (rs % t)-ndA (2.59)

2.4.3 Starea de tensiune

In analiza solicitarilor mecanice care apar intr-un punct P, in raport cu un sistem
de referinta ortogonal tridimensional, un rol deosebit il au tensiunile t;, to si t3 ce
actioneaza pe trei plane ortogonale, care se intersecteaza in acest punct. Orientarea
sistemului de referinta este data de tripletul de versori (i, j, k), iar cele trei plane
ortogonale au normalele n;, n, si n3y paralele cu axele sistemului de referinta

considerat (v. fig. [2.8).

AA; = AAcos®; =1 AA

AAy = AAcos®y =mAA
tn AAs = AAcosO3 = pAA
AV =1hAA

ty

n; é‘?/ AA
aC) x

S 6 >
P AV
AA k !
TSo__AA,
z no t2
b

Figura 2.8: Tetraedrul elementar Cauchy. Conform principiului al II-lea al mecanicii,
forta totala ce actioneaza asupra tetraedrului elementar de inaltime h este egala cu viteza
de variatie a impulsului: t,- AA—t;-AA; —ty-AAs—t3-AAs—b-AV = pAVd—g, unde
p este densitatea mediului. Odata cu trecerea la limita, In sensul reducerii tetraedrului
elementar la punctul P (h — 0), rezulta expresia

Se demonstreaza ([107]) ca tensiunea ce actioneaza pe un plan oarecare, ce
trece prin punctul P, avind in acest punct normala n, se poate exprima in functie
de tripletul de tensiuni (tq, to, t3) astfel:

tn:l't1+m't2+p't3, (260)
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unde [, m, n reprezinta cosinusurile directoare ale directiei normalei n in raport cu
sistemul de referinta:
n = li+mj+ pk. (2.61)

Egalitatea nu este influentata de actiunea fortei de volum in punctul P si
nici nu este restrictionata de vreo conditie de echilibru extern, prin urmare ea este
valabila pentru orice tip de mediu continuu.

Relatia poate fi privita ca o aplicatie liniard 7' : Np — Tp unde Np este
spatiul vectorial al normalelor la suprafetele Xp ce trec prin punctul P, iar 7p este
spatiul vectorial al fortelor ce actioneaza pe suprafetele ¥p in punctul P. Aceasta
aplicatie este reprezentata de un tensor de ordin doi, care contine pe fiecare linie
componentele tensiunilor t;, ty si ts:

_ tir tiz tis
T: t21 t22 t23 (262)

t31 132 133

Starea de tensiune dintr-un punct oarecare al unei configuratii este deter-
minata daca se cunosc tensiunile pe cele trei plane reciproc ortogonale ce trec prin
acel punct. Daca descriem in jurul punctului P de mai sus un paralelipiped drept
elementar cu dimensiunile dz, dy, dz (fig. , pentru fata normala la axa i se pot
defini urmatoarele tensiuni:

« tensiunea normala notata cu oy;;

» tensiunea tangentiala de forfecare, cu componentele sale dupa celelalte doua
directii normale, notate cu 7;; respectiv 7.

In figura sunt reprezentate cele noua componente care definesc starea de
tensiune 1n punctul P, ele fiind reprezentabile matematic cu ajutorul unui tensor de
ordin doi denumit tensorul tensiunilor:

Ozz Ogzy Ogzz Ozz Toy Taz
Tg=\ 0y Oy 0y | = Tya oy Ty2 (2.63)
Ozz Ozy Oz Tze Tzy Ozz

Cu notatiile de mai sus, relatia (2.60]) se poate scrie astfel:

. (2.64)

Qll

t, =

In absenta distributiilor de cuplu de volum sau de suprafata, tensorul @ este simetric,
fiind deci necesara cunoasterea numai a 6 componente.
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Figura 2.9: Definirea starii de tensiuni in punctul P; pe fiecare plan tensiunea se
descompune Intr-o componenta normald - o, respectiv una tangentiala - 7, care, la randul
sau, se descompune dupa directiile care definesc planul pe care actioneaza tensiunea;
primul indice indicd normala la fata pe care actioneaza tensiunea, iar al doilea axa cu

care aceasta este paralela.

In fiecare punct spatial al unei configuratii exista un set unic de trei plane
ortogonale pe care tensiunile tangentiale 7;; se anuleaza. Axele rezultate din
intersectia acestor plane poarta denumirea de directii principale ale tensiunilor, iar
tensiunile paralele cu aceste axe reprezinta setul de tensiuni principale.

2.4.4 Starea de deformare
Actiunea unei forte exterioare asupra unui corp poate imprima acestuia:

e o deplasare simultana a tuturor punctelor materiale ce compun corpul, numita
deplasare materiala, sau deplasare de corp rigid; in acest caz sunt de interes
variatia In timp a pozitiilor acestor puncte in raport cu un sistem de referinta;

e o deplasare relativa a punctelor materiale unele fata de altele numita defor-
mare; In acest caz se urmaresc atat modificarile relative de distanta (alungiri) si
unghi (alunecdri) intre pozitiile acestor puncte, precum si modificarile relative
de viteza ale punctelor unele fata de altele, ca masura a vitezei de deformare
a corpului compus din aceste puncte materiale. Sistemul de referinta folosit
poate fi atat cel al configuratiei de baza (abordare in sens Lagrange - v. relatia
(2.47))), cat si cel al configuratiilor curente, rezultate in urma actiunii fortei
(abordare Euleriana);

Starea de deformare se poate caracteriza complet prin punerea in evidenta a
alungirilor si alunecarilor relative ce apar odata cu actiunea deformatoare.
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Reluand cofiguratia imobila (d = 0) reprezentata in fig. drept configuratie de
referinta, se pot urmari deplasarile punctelor A si B in urma deformarii acestei
configuratii. Pozitiile punctelor A si B sunt date, fata de referentialul configuratiei
initiale, de vectorii ry si rp, iar distanta - considerata infinetizimal mica - dintre

aceste puncte este data de vectorul dS (v. fig. [2.10)).

Figura 2.10: Deformatii intr-o bara imobild: liniare - AB — ab, respectiv unghiulare
(alunecari) - ZOAB — ZOab

In urma deformarii, noile pozitii ale punctelor sunt a, respectiv b, iar noua
distanta dintre ele este ds. Fata de acelasi sistem de referinta (abordare in sens
Lagrange) noile pozitii sunt date de vectorii r, si ry.

Conform fig. (2.10]), deplasarea relativa a punctului A fata de B este data de

vectorul:

du = ds — dS = dugi + duyj + du.k, (2.65)

iar deplasarea relativa raportata la distanta initiala dS, numita si deplasare relativa
specifica, poate fi descrisa pe fiecare componenta in parte:

duw_ﬁuxg_'_aumg_i_@uxg
dS 90X dS 9y dS = 9z dS
duy _ OuydX -, Ouy d¥", Ou, dZ
dS  9Xx dS ' 9y dS @ 9z dS
du. _ Ou.dX  0u.dY  ou.dZ
dS ~ 9XxdS oy dS ' 9z dS’

(2.66)
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sau matriceal:

Oou, Ou, Ouy dX

0X oY 07 as

du ou, Ou, Ou dY
= y y v |- | &L | = [T [1as], (2.67)

ds 0X Y o7 ds

ou, Ou, Ou, g

0X oY o7 dsS

unde matricea Jacobian J, este matricea gradientului de deplasare. Aceasta poate

dX
fi privita ca un operator care aplicat componentelor directiei pozitiei initiale (El—i-
dy ., dZ7

—j + ——=k) a elementului infinit mic AB, determina componentele ortogonale ale

ds ds

deplasarii relative specifice a punctului A fata de B, in raport cu pozitia initiala.
Matricea J, contine atat deplasarea materiala a punctelor A si B, dar si

deplasarea datorata deformatiilor lineice si unghiulare. J, se descompune intr-o

suma de doua matrice, una simetrica notata cu D, respectiv una antisimetrica notata

cu W:

J.] = [D] + W] (2.68)
unde:
Ou,, 1 (8% 8uy> 1 (8% 8uz>
! +2) 3 +
0X 2\9Y 00X 2\oZ 0X
_ u 8u$> ou <au 8uz> 1
D= |1(%% gy 1 (9% =—([V-ul+[V-ul),
) Z(ax'+ay oY oz +ar) | o (Vv
1 <8uz n Guw) 1 (Guz N 8uy> Ju,
2\0X 07 2\9Yy 07 07
(2.69)
si
0 1(8%_81@) 1<8ux_8uz>
2\9Yy 090X 2\ 0z 0X
_ du, Ou ) <au auz> _ 1
Wl=1|_1 Y 127y =—(|V-u V-ul ).
W 2<8Y 0X 0 2\ozZ oY 2([ =7
<0uw 0uz> g (8uy B Guz> 0
0z 0X 2\9Z oY

(2.70)
Se demonstreaza ([107], [45]) ca, in ipoteza micilor deformatii, deplasarile
punctelor datorate deformatiilor pot fi evaluate exclusiv cu ajutorul matricei D,
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rolul matricei W fiind doar de a pune in evidenta deplasarile punctelor datorate
rotatiei rigide (fara deformatii) a corpului. Mai mult, se poate arata ([I52]) ca
gradientul deformatiei in configuratia de referinta B (puncte materiale) este practic
egal cu cel din orice alta configuratie de puncte spatiale B’

u _ du
0X Ox’

Este posibila astfel, definirea unei aplicatii liniare ¢ : & — U, unde S este

(2.71)

spatiul vectorial al vectorilor asociati cu o directie dS, iar U este spatiul vectorial
al vectorilor deplasare relativa specifica du/dS. Aceasta aplicatie este un tensor de
ordin doi, ce poarta numele de tensor al deformatiilor specifice:

Evw Exy Euxs Eox Vay/2 Vaz/2
€= Eyz Eyy Eyz = 'Yya:/2 Eyy 'VyZ/Q (2.72)
€z €ay Ezz Yeu/2 V)2 s

unde:

« termenii de pe diagonala principala reprezinta alungirile specifice ¢; pe directia
unei axe de versor ;

 termenii nediagonali, reprezintd lunecarile specifice «;; In planul definit de
versorii ¢ si J.

Cu notatiile de mai sus, relatia (2.72) se poate scrie astfel:

du =

Nl

-dS. (2.73)

Pentru o exemplificare simpla, in fig. sunt reprezentate deformatiile de mai sus
intr-un sistem de coordonate carteziene 2D.

Starea de deformare punctuala a unui corp este cunoscuta integral daca se
cunosc toate componentele tensorului deformatiilor specifice in acel punct: In cazul
materialelor izotrope, lunecarile specifice nu depind de sensul de rotatie (de ex.
indici xy sau yx), astfel Incat, in acest caz, tensorul este simetric. Totodata,
la acest tip de materiale nu exista restrictii datorate legaturilor dintre alungirile ¢
si lunecarile specifice 7.

In fiecare punct spatial al unei configuratii exista un set unic de trei axe
ortogonale pentru care alunecarile specifice 7;; se anuleaza. Aceste axe poarta
denumirea de axe ale deformatiilor principale, iar unghiurile dintre aceste axe nu se
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Figura 2.11: In urma unei deformatii, un punct A sufera deplasari liniare u pe directia O,
respectiv v pe directia Oy. Patratul elementar dx x dy construit In vecinatatea punctului
A, sufera o lunecare simetrica e,y = €, = %'yxy = %(% + g—";)
modifica in urma deformarii. Cele trei plane perpendiculare definite de aceste axe
se numesc planele principale ale deformatiei.

Ecuatia de compatibilitate geometrica in conformitate cu relatia , intre

tensorul deformatiilor specifice si vectorul deplasarilor u are forma:

e=[D] = ; (V] + [Vu]") (2.74)

2.4.5 Legile de conservare ale mecanicii mediilor continue

Mecanica mediilor continue se bazeaza pe patru legi de conservare ce vor fi prezentate
in continuare, pe scurt. Formulari complete si aplicatii pot fi gasite in [107], [86],
[57], [45].

Legea 2.4.1. - de conservare a masei. Fluxul de masa ce iese un domeniu €
inchis de o suprafata 0S), este egal cu viteza de scadere a masei din acel domeiu.
Forma sa integrala este data de relatia:

/aQ (pv) -ndA = —d?;;), (2.75)

unde v,, = v - n este componenta vitezei dupa normala exterioara a suprafetei
o (v. fig. 2.12). p reprezinta densitatea mediului si este o functie continua (v.

ipoteza [(MEQ)|) de punct si timp:

p=p(r,t)cup: Qx[t;tf] = R (2.76)
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Figura 2.12: Referitoare la legea conservarii masei

Forma locala a legii de conservare a masei reprezinta ecuatia de continuitate:
0
V(pv) + 2L 0, (2.77)
ot
De aici rezulta faptul ca divergenta vectorului viteza, indica viteza de scadere a
densitatii de material din jurul unui punct. Pentru corpurile necompresibile, a caror

densitate locala ramane constanta pe parcusrul deplasarii corpului, aceasta viteza
de scadere este nula:

div(v) = 0; (2.78)
Ecuatia ([2.78) reprezinta conditia de necompresibilitate a unui material.

Legea 2.4.2. - de conservare a impulsului. Viteza de variatie a impulsului
unui corp (set rigid de corpuri) este egald cu rezultanta tuturor fortelor externe ce
actioneazd asupra corpului (setului rigid de corpuri). Forma sa integrald este datd

de relatia:
/ t-ndA—i—/de:d/pvdV, (2.79)
20 Q dt Jo

unde t este tensiunea externa, b este densitatea volumica a fortei externe (v.
relatiile (2.51))), iar p reprezinta densitatea materialului.

Daci exprimam tensiunea t cu ajutorul relatiei (2.64)), iar apoi aplicim
integralei de suprafatd teorema divergentei, forma globald a legii devine:

| pev@a= [ pav. (2.80
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Figura 2.13: Referitoare la legea conservarii impulsului

reprezentdnd ecuatia de miscare a corpului (v. fig. [2.80)).
Forma locala a ecuatiei de miscare (2.80]) este cunoscuta sub numele de "prima
lege de miscare a lui Cauchy', avand expresia de mai jos:

_ d
b+ V(7) = p—, (2.81)
dt
iar pentru corpurile imobile, devenind ecuatia de echilibru:
b+ V(7) =0. (2.82)

Legea 2.4.3. - de conservare a cuplului impulsului. Viteza de variatie a
cuplului impulsului unui corp este egala cu cuplul rezultant al tuturor fortelor externe
ce actioneaza asupra corpului. Forma sa integrala este data de relatia:

d
/m(rxt)-ndA—i-/Q(rxb)dV:dt/ﬁ(rx,ov)dV, (2.83)

Cuplul impulsului descrie inertia rotationala a unui corp aflat in miscare de rotatie
in jurul unei aze. Ca marime vectoriala este data de produsul vectorial dintre bratul
miscarii de rotatie st impuls.

In cazul in care asupra corpului actioneaza campuri de cupluri externe fie de
volum, fie de suprafata (datorate de exemplu actiunii unui cAmp electromagnetic),
forma globala a legii se scrie [107]:

/ [rxt+m]~ndA+/[r><b+c}dV—d/[rx,oerl]dV, (2.84)
09 Q dt Jq
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unde c este densitatea de volum a cuplului extern, m este densitatea de suprafata a
cuplului extern, iar 1 este densitatea impulsului unghiular al corpului. In cazul lipsei
cuplurilor externe, forma locala a legii pune in evidenta simetria tensorului de

tensiuni (2.63) si anume:
rxo-n=0; (2.85)

Legea 2.4.4. - prima lege a termodinamicii. [57], [107] Energia totald a
unut volum dintr-un corp creste pe seama aportului de energie termica primit de
acel volum si a lucrului mecanic efectuat asupra acestuia de catre fortele de volum,
respectiv de suprafata.

AE=AQ+AW (2.86)
unde E este energia totala a volumului considerat, () este energia calorica acumulata
in sistem, respectiv W este lucrul mecanic efectuat asupra acestuia.

Prin raportare la unitatea de timp, relatia (2.86)) devine:
dE
dt

unde @); este energia calorica acumulata in sistem in unitatea de timp, respectiv P

=Q;+P (2.87)

este lucrul mecanic efectuat asupra acestuia in unitatea de timp. Energia totala F
este data de suma:
E=U+K, (2.88)

unde U este energia interna, iar K = fQ %pv -vdV energia cinetica.

In cazul in care lucrul mecanic este efectuat de catre corp si nu asupra sa,
atunci P isi schimba semnul, reprezentand o energie cedata si nu una acumulata. P
reprezinta puterea mecanica transferata spre corp prin fortele de volum cu densitatea
b, respectiv prin suprafata cu tensiunea mecanica t :

P:/ t-v-ndA+/b-vdV:/ U-V--ndA+/(bivi+ijj+bkvk)d‘/,
0 Q a0 Q
(2.89)

unde v = v;i +v;j + vk este cdmpul vectorilor de viteza. Aportul de caldura poate
avea doua componente ([107] - cap 5.4, [86] - cap. 2):

o caldura transferata prin suprafata externa a corpului in unitatea de timp,
denumita putere termica, sau flux termic, caracterizata de densitatea de flux
termic q;

e caldura primita in intregul volum, caracterizata de densitatea pe unitatea de
masa r = r(x,t); aceasta componenta poate proveni, de exemplu, dintr-un
efect de radiatie a unui camp, cum ar fi radiatia electromagnetica.
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Figura 2.14: Referitoare la prima lege a termodinamicii

Qt:—/ q~~ndA+/prdV (2.90)
20 Q

Notand cu u densitatea de volum a energiei interne, forma globald (2.87)) a primei
legi a termodinamicii devine:

d 1 o
(u—}—pv-v) dV:/(b-v+pr)dV+/ [(G:VV) -n—q-n] dA,
dt Jo 2 Q 00
(2.91)
Daca in (2.89) se aplica integralei de suprafata teorema divergentei, iar apoi

in expresia obtinutd se foloseste egalitatea (2.81]), a ecuatiei Cauchy de miscare,
rezulta:

d 1 o
= / —pv-vdV + / o:VvdV, (2.92)

unde:
o primul termen reprezinta derivata in raport cu timpul a energiei cinetice;
« al doilea termen reprezinta acea componenta de lucru mecanic in unitatea de
timp ce se reflecta in energia interna a sistemului si nu din energia sa cinetica

([107] - cap 5.4) - practic o energie ce produce deformatii.

Scalarul obtinut din produsul tensorial diadic 7:VV este densitatea de putere a
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tensiunii mecanice, cu VV tensorul gradient spatial al vitezei:

ov, Ov, Ov,
%28
= Uy Uy Uy
S e T e 9.
vV Jor Oy 0z (2.93)
ov, Ov, Ov,
Jor Oy 0z

fiind o masura a vitezei de deformare a corpului respectiv. Inlocuind expresia (2.92))
in forma integrala (2.91)), rezultd forma locald a primei legi a termodinamicii:

ou

ot

Energia totala, la nivel de element de volum, este reprezentata numai de energia

=0:Vv+pr+Vq (2.94)

interna wu si este influentata numai de catre acea componenta a lucrului mecanic
care produce deformatii, plus aportul de caldura.

mecanic de deformare se presupune a fi inmagazinat in totalitate in energie interna,
care va fi utilizata (tot sub forma de lucru mecanic) pentru revenirea corpului perfect
elastic la forma sa initiala, imediat ce dispar fortele deformatoare. Fluxul termic
q poate fi privit, in sens larg, ca un flux de energie nemecanica, astfel incat sa fie
posibila luarea in considerare si a altor forme de energie, in afara de caldura, ce ar
putea contribui la energia unui corp.

2.4.6 Ecuatii constitutive

In mecanica mediilor continue, ecuatiile constitutive descriu comportamentul ma-
croscopic al materialelor respectiv deformatiile in functie de solicitarile mecanice
aplicate acestora. Prin natura lor, aceste comportamente sunt extrem de complexe,
putand prezenta si fenomene de histetezis in cazul mediilor plastice. Pentru
modelarea lor sunt necesare formulari matematice aproximative dependente de tipul
si magnitudinea solicitarilor aplicate, respectiv gama de temperaturi de lucru. In
teoria elasticitatii, cel mai des se folosesc modelele materialelor elastice ideale pentru
care dependenta deplasarilor punctelor materiale ce compun un corp, de solicitarile
aplicate este una liniara, stabilita de legea lui Hooke ([57], [158], [45], [66]). Ecuatiile
constitutive stabilesc legaturi intre fiecare componenta a tensorului tensiunilor (v.
relatia (2.63)) si toate componetele tensorului deformatiilor (v. relatia (2.72)),
legatura care este, in cazul mediilor liniare, tot una de tip tensorial ([I07] - cap 6.2):

3 3
045 = Z Z Cijrs€rs (295)

r=1s=1

88



Modelarea si Simularea MEMS

unde cele trei directii ale sistemului de referinta ortogonal sunt identificabile cu
indicii 1, 2, respectiv 3. Relatia , cunoscuta sub numele de legea lui Hooke
generalizata, este una liniara si implica scrierea a 9 ecuatii si cunoasterea celor 81
de coeficienti ai tensorului de ordin patru ¢, numit tensor de rigiditate. Tinand

cont 1nsa de simetria tensorilor & (cap. 2.4.3)) si € (cap. [2.4.4)), egalitatea (2.95) se

poate scrie sub forma matriceala astfel ([107], [67]):

011 dii dip diz dig dis dig
092 do1 dyg daz dasy dos  dag fu
€22
033 _ d31 dsp dsz d3s dss dsg €33 ( 929 6)
093 dyr dyp dyz dag das  dag €23
€31
031 ds1 dsy ds3 dsy dss  dse €12
012 de1 dea dez des des des
sau, condensat:
[o] = [d] - [], (2.97)

unde matricea [d] este matricea de rigiditate, care, la rdndul ei este simetrica
necesitand practic - pentru materialele anizotrope - cunoasterea numai a 21 din cei
36 de coeficienti. Expresia pune in evidenta faptul ca in cazul materialelor
anizotrope alungirile specifice (¢;) sunt influentate de catre tensiunile tangentiale
(0ij, @ # j), respectiv lunecarile (e;;, 7 # j) sunt influentate de catre tensiunile
normale (o).

In cazul materialelor izotrope, coeficientii matricei de rigiditate nu depind de
directie, prin urmare nici de sistemul de coordonate utilizat ca referinta. Pentru
astfel de materiale legea lui Hooke are urmatoarea forma matriceala, mult mai

simpla:
o1 A2 A A 000
029 A A+24 X 000 ‘1
o5 | _ A A A+24 0 0 0 :i | (298
O3 0 0 ©w 0 0 <23
031 0 0 0 J) Z’;
o1 0 0 0 0 0 p
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unde p si A sunt coeficientii Lamé care se exprima in functie de modulele
de elasticitate transversal G, respectiv longitudinal £ (modulul lui Young) si
coeficientul lui Poisson v, parametri care sunt caracteristici pentru fiecare material

in parte:
vE
A U =) (2.99)
E
p = G= m (2.100)
(2.101)

Din expresia rezultd, pentru materialele izotrope, atat independenta deformatiilor
transversale de tensiunile normale precum si cea a deformatiilor longitudinale de
tensiunile tangentiale. Constatam ca pentru caracterizarea materialelor liniare si
izotrope sunt suficiente doar doua constante de material: modulul lui Young si
coeficientul lui Poisson, sau echivalent, cei doi coeficienti Lamé.

2.5 Concluzii referitoare la aspectele fizice

Din cele prezentate In acest capitol rezulta ca pentru descrierea fenomenelor fizice
distribuite in spatiu se folosesc marimi fizice locale, reprezentate de campuri
scalare sau vectoriale ce satisfac ecuatii diferentiale cu derivate partiale, de
regula, de ordinul doi. Ecuatiile sunt obtinute din relatiile fundamentale/generale
ce caracterizeaza campul si din ecuatiile constitutive, care descriu comportarea
materialelor caracteristice domeniului fizic respectiv. Membrul stang al acestor
ecuatii este o reflectare a proprietatilor de material din domeniul fizic considerat,
continand toate constantele de material. Membrul drept contine marimile ce descriu
sursele de camp, fie interne, fie externe, caz in care sunt reprezentate prin conditii
de frontiera.
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Aspecte matematice

3.1 Consideratiuni preliminare

Formularile matematice au ca scop transpunerea ecuatiilor fizice ce caracterizeaza un
anumit fenomen 1n limbaj matematic, care se refera la spatiul abstract al operatorilor
si functionalelor matematice, cu scopul de a formula corect, in termeni matematici,
problema de rezolvat. Aceasta transpunere se bazeaza pe faptul ca, in multe cazuri,
fenomene fizice diferite sunt caracterizate de marimi cu proprietati matematice
similare, respectiv intre care se pot stabili relatii similare. In acest sens, formularile
matematice trateaza toate aceste fenomene diferite in mod unitar, lucrul fiind posibil
prin transpunerea descrierii respectivelor fenomene 1n spatii vectoriale abstracte in
interiorul carora semnificatia fizica nu mai este evidenta. Acest fapt nu reduce insa
importanta bunei cunoasteri a principiilor fizice, Intrucat metoda matematica nu
face decét sa valideze corectitudinea unui set de ecuatii, dar nu poate verifica modul
in care aceste ecuatii reflecta cu adevarat fenomenul fizic respectiv.

Cadrul matematic ce guverneaza aceasta abordare este analiza functionalda
([38], [99], [97], [46], [138]). Conceptul fundamental al analizei functionale este cel
de spatiu abstract. Apartenenta unui element la acest spatiu presupune respectarea
unor anumite axiome matematice care nu au nicio legatura cu semnificatia fizica
reala a multimilor de elemente respective. Din aceasta cauza spatiile abstracte au o
aplicabilitate extrem de larga. Mai mult, seturi de axiome diferite genereaza spatii
abstracte diferite: se constata ca aplicatiile (operatori) stabilite intre doua astfel
de spatii constituie ele insele niste spatii abstracte. Devine astfel posibila punerea
in evidenta a existentei unor relatii intre membrii unor spatii abstracte, relatii ce
nu erau catusi de putin evidente initial (respectiv in lumea reald). Aceasta metoda
axiomatic - abstracta a analizei functionale dezvolta un set coerent si consistent
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de teoreme ce pot fi aplicate oricaror multimi de elemente ce respecta axiomele
initiale ([58], [84], [98]). Nu exista vreo restrictie asupra dimensiunii multimilor de
obiecte matematice (coordonate generalizate) ce reflectd un anumit fenomen fizic,
prin urmare el poate fi descris si dimensionat ca atare.
In esenta, formularea matematica presupune gasirea unei aplicatii A : X —
Y definita pe spatiul solutiilor X, cu valori in spatiul Y al datelor de intrare ale
problemei:
A(x) =y. (3.1)
Pentru ca problema sa fie corect formulata, solutia trebuie sa existe (A este
surjectiva), sa fie unica (A este si injectiva) si stabila (A este bine conditionata, deci
continud), adica variatia ei sa fie marginita de variatia datelor de intrare (excitatii),
amplificate eventual cu o constanta suficient de mica. In acest sens, domeniile X
si Y reprezinta spatii abstracte, caracterizate axiomatic de proprietati algebrice
si topologice bine definite. Numai in baza acestor proprietati se pot demonstra
existenta si unicitatea solutiei ceea ce asigura buna formulare a problemei [84] [159],

[72], (1.
In cele ce urmeaza vor fi folosite urmatoarele notiuni tipice analizei functionale
197], [6):

(AF1) spatiu vectorial metric normat - spatiu abstract ai carui elemente pot fi:

« vectori, elemente dintr-un spatiu n-dimensional V - notat cu [V]"; in

lucrare va fi utilizat frecvent spatiul tridimensional [V]? - de coordonate
scalare reale din R respectiv complexe din C;

o functii scalare cu valori intr-un domeniu scalar U din R sau C, respectiv

vectoriale cu valori intr-un domeniu [V]™;

Structura acestor spatii este descrisa de operatiile algebrice de adunare si
inmultire cu un scalar precum si de notiunile topologice de distanta (metrica),
respectiv norma si seminorma in baza carora se pot defini proprietatile de
convergenta, continuitate si diferentiabilitate; cele mai importante clase de
spatii vectoriale normate utilizate in aceasta lucrare sunt:

o clasa spatiilor Banach ([99],[97],[46])- spatii metrice vectoriale normate
complete, in care orice sir Cauchy (cu distanta intre doua elemente
succesive convergenta catre zero) este convergent;

o clasa spatiilor Hilbert ([99], [97], [46],[138])- spatii Banach pe care este
definita si notiunea de produs scalar pe baza caruia se definesc norma
spatiului respectiv, precum si notiunea de ortogonalitate;
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(AF2) izomorfism - un concept care reflecta identitatea structurala a doua spatii
abstracte bazate pe elemente de aceeasi natura; de exemplu, un izomorifism
intre doua spatii vectoriale conserva structura reprezentata de operatiile
algebrice, distanta si norma ce caracterizeaza cele doua spatii, chiar daca
semnificatia elementelor celor doua spatii nu este identica In lumea concreta
[97], [46].

(AF3) operatori liniari - aplicatii liniare T : X — Y, unde X si Y sunt spatii
vectoriale normate, respectiv functionale liniare - aplicatii liniare ¢ : U — K|
unde U este un spatiu vectorial normat, iar K este un camp de scalari din R
sau C. Pe un spatiu normat, totalitatea functionalelor ¢ marginite formeaza
la randul lor, un spatiu vectorial normat, numit spatiu dual si care va primi
notatia U’ ([97]-Def.2.10-3); spatiul dual este izomorf cu spatiul initial si este
un spatiu Banach chiar daca cel initial nu are aceasta proprietate.

Scrierea unei formulari matematice a problemei de rezolvat presupune parcur-
gerea urmatoarelor etape:

1. descrierea domeniului de calcul pe care sa se poata defini corect operatorii si
functionalele asociate aplicatiei A;

2. descrierea conditiilor pe care trebuie sa le Indeplineasca elementele vectoriale
si scalare asociate problemei(date, solutie) astfel incit ele s poata constitui
spatii vectoriale normate - cf. pe Intreg domeniul de calcul si definirea
acestor spatii;

3. stabilirea de operatori si functionale intre spatiile care definesc operatorul A
al problemei (pct. 1) astfel incat, sa se poata descrie spatiile X, respectiv Y
din (3.1]) si sa se poata demonstra existenta, unicitatea si stabilitatea solutiei
€,

4. spatiile vectoriale nou formate se aleg astfel incat functionalele/operatorii
definiti sa pastreze descrierea aspectelor fizice ale problemei, materializate prin
proprietati de convergenta, marginire, si continuitate ale operatorilor initiali
si exprimate prin restrictii matematice impuse de:

o proprietati de material;
e excitatil interne;

o excitatii externe (conditii de fronitera);
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« conditii initiale - pentru fenomenele tranzitorii.

Descrierile de mai sus formeaza cadrul functional al problemei de rezolvat.
Ele vor fi tratate in continuare la modul general, urméand a fi aplicate ulterior pe
probleme concrete.

3.2 Formulari slabe.

Sistemul de ecuatii este, de regula, unul de ecuatii diferentiale cu derivate
patiale, ce reprezinta forma tare a problemei. Formularile slabe sunt asociate
(nu In mod unic) unei clase de metode, dedicate rezolvarii ecuatiilor diferentiale,
care presupun testarea modului in care o solutie aproximativa prestabilita, satisface
solutia ecuatiilor In anumite conditii. Membrii acestei clase sunt cunoscuti sub
denumirea de metode ansatz ([73] [84] [159]). Conform acestor metode solutia se
aproximeaza cu ajutorul unei combinatii liniare de functii de baza (numite si functii
de Incercare) alese astfel incat sa respecte anumite conditii (fac parte dintr-un anumit
spatiu functional). Problema consta in determinarea coeficientilor acestei combinatii
liniare.

Pentru ecuatii diferentiale de ordin k formularile matematice tari impun
cautarea unor solutii din spatiul functiilor de k ori derivabile (C*(Q)). Formularile
slabe admit ca solutii functii ce nu sunt netede peste tot domeniul ci netede aproape
peste tot domeniul de calcul, fiind suficienta demonstrarea integrabilitatii derivatelor
de ordin k£ — 1. Solutia este determinata prin minimizarea, sau chiar anularea,
proiectiei reziduului ecuatiei de rezolvat, ponderat cu o serie de functii, numite de
test, pe o multimea de functiilor de test. Spatiul functiilor de test, care se aleg
identic cu functiile de incercare, este izomorf cu cel al solutiilor. Aceasta abordare,
datorata lui Galerkin permite modelari mai apropiate de realitatea fizica decat cele
oferite de catre formularile matematice tar: ([98] [73]). Apropierea se reflecta si in
faptul ca majoritatea fenomenelor fizice evolueaza conform unor legi caracterizate
de formulari energetice de maxim sau minim, care corespund minimului reziduului
ponderat.

De fiecare data insa, trebuie definit spatiul functional care sa asigure existenta
si unicitatea solutiilor slabe. In continuare vor fi prezentate aspectele cele mai
importante necesare definirii cadrului functional adecvat formularilor matematice
variationale slabe asociate modelelor fizice descrise in capitolul [2]
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3.2.1 Distributii

Formularile slabe au la baza notiunea de distributie care generalizeaza notiunea
clasica de functie, astfel incat obiectul matematic obtinut sa poata fi derivat fara
restrictii. Distibutiile sunt definite cu ajutorul unor functii de test ¢, indefinit
derivabile si cu suport compact pe un domeniu €2 C R”. Daca acestor functii
din spatiul C§°(£2) li se asociaza o topologie care reflecta notiunea naturala de
convergenta (convergentd uniforma, impreuna cu toate derivatele partiale de orice
ordin ale functiei respective) se poate defini un spatiu vectorial, D(2), al functiilor
de test ([137], [100] - Teorema 9.8):

D) ={peCy(Q)]IY €Qa. i supp ¢, C Y, Vn eN; (3.2)
Jpe Q lim 0%p = 0%, Ya = (ag, -+ ,apy) € Nm.} (3.3)

unde 0%p reprezinta derivata de ordin a a functiei ¢. Pe spatiul D(Q2) C C°(Q2)
se poate defini notiunea de functie generalizata (sau distributie) ca o functionala
liniara [I00] - Teorema 9.10:

T:D(Q) = ReuT(p) L<T, p>. (3.4)

Functia este generalizata in sensul ca argumentul sau nu este reprezentat de
un set de coordonate din R™ ci de un set de n functii de test din D(€2). Multimea
functionalelor < T, - > formeaza un spatiu vectorial, dual spatiului D(Q) si este
notat cu D'(§2). Spatiul distributiilor, D'(2) C (C5°(2))’, este dotat cu o topolgie de
tip - (:3), adicd un sir {T,,} converge catre distributia 7', dacd < T,,, p >—<
T, ¢ > pentru Vo € D(Q)), n € N.

Distributiile au avantajul, fata de functiile definite de analiza matematica, ca
sunt Intotdeauna diferentiabile. O clasa importanta de distributii, este cea asociata
functiilor f, local integrabile pe domeniul Q (f € L} (Q)) si definite ca:

Ty, o) = /Q fodr Yo e D) (3.5)

si cunoscuta ca clasa distributiilor standard, iar notatia < T, - > ca produsul de
dualitate standard. Spre deosebire de formularile care ataseaza fiecarui punct = €
M C R o functie f(z) cu f : M — R, distributiile standard T" ataseaza fiecarei
functii de test ¢ din Q, integrala [ fo. Distributia astfel definitd reprezintd o
medie a efectului pe care functia f il are asupra functiilor de test. Asocierea este
potrivita functiilor ce reflecta evolutia unui fenomen fizic, determinata prin medierea
ponderata a informatiilor obtinute cu ajutorul unui set de ,dispozitive" de testare
(functii de test)([58], [137]).
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Derivata partiala a unei functionale 7" in raport cu o variabila z; se defineste

ca:
or or Op
= (— T, D .
G () = () (T, 52), Vo € DO (3.
Pentru distributiile standard, pentru V f € L} (), se scrie:
aTf Oy
d :
Gt = | f52 e (3.7

iar daca presupunem ca derivata (3.7)) este tot o distributie de tip standard, atunci

0
/fa:f de = (T,,, p) = /ngdx- (3.8)

Se spune atunci ca f este diferentiabila in sens slab, iar derivata partiala generalizata
(sau in sens slab)([73], [46]), in raport cu variabila x; este chiar functia g; si:

/ f&p dx = —/ gipdzr, Yo e D). (3.9)
o 0z Q

Spre deosebire de derivata clasica ce descrie punctual tendinta de evolutie a
functiei f, derivata generalizata indica efectul pe care aceasta tendinta il are asupra
oricarui membru al unui set de functii de test. Acest efect este relevat prin integrala
din membrul drept al , efect egal cu cel al functiei f asupra derivatei analoage
a functiei de test (membrul stang al (3.9)). In acest mod, conditia restrictiva, de
continuitate a functiei f in fiecare punct al domeniului €2, se relaxeaza la aceea de
continuitate pe portiuni pe acelasi domeniu; de unde si denumirea de forma slaba a
derivater functiei f. Cu ajutorul relatiei se pune n evidenta nu numai evolutia
functiei f pe €2, dar si modul de propagare a componentelor ei pe frontierele de
separatie intre subdomeniile (portiunile) pe care aceasta este continua.

Similar relatiei (3.9)) se scrie si derivata generalizata de ordin « daca 3g, €
LP(Q) astfel ncat:

8%0
8:100‘

do = (— 1)&/ Gopdi, Yo = (an,--+  am) € N™ i Vi € D(Q).  (3.10)
Q

Distributiile standard sunt asociate unor functii clasice, continui sau nu, iar
distributia asociata este mereu derivabila; derivata (3.10) nu mai este mereu o
distributie standard, ci poate fi una de tip Dirac, care nu mai este asociata unei
functii clasice.
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3.2.2 Spatii vectoriale Sobolev.

3.2.2.1 Definitii

In contextul celor prezentate in cap. [3.1] spatiile vectoriale Sobolev pot fi definite
astfel ([35]):

WmP ={v e LP(Q); 0%v € LP(Q),Va<m}, 1 <p<oo,meN, (3.11)

unde L? este clasa spatiilor de functii integrabile Lebesgue ([97],[46]) - spatii Banach
de functii definite pe un domeniu deschis si marginit €2 din R", de putere p integrabila
Lebesgue:

LP(Q) = {v : /Q |v(z) P dx < —i—oo} cul <p<oo. (3.12)

1/p
cu norma ||v|[zr = {/ lvu(x)|P d:v] : (3.13)
0

Se poate afirma ca spatiile Sobolev W™P(2) contin toate functiile din LP(2) pentru
care toate derivatele slabe pand la ordinul m (cf. (3.10))) sunt tot din LP(2), sau, intr-
o alta exprimare, spatiile Sobolev contin toate functiile cu grad de derivabilitate m si
de integrabilitate p. Practic, spatiile descrise de contin functiile ce sunt solutii
ale sistemelor de ecuatii cu derivate partiale de ordin maxim m. Se demonstreaza
([100] - Teorema 10.5 si Ex.10.9) ca spatiul W™P(Q2) este un spatiu Banach, inzestrat
cu norma:
1/p
lallwms % [[ullmp = [ > ol d%’] =

2 0<al<m

" (3.14)
[Huu’ip A > |8°‘u|pd:z:] 1<p<oo,
1<lal<m

respectiv seminorma:

1/p
U] mp = [ > [0%ul? dx] : (3.15)

Q |ajl=m

Tindnd cont de definirea si proprietatile de convergenta ale spatiului D(€2) (cf. ,
respectiv (3.3])), putem concluziona c&, pentru m > 1, toate limitele sirurilor de
distributii sunt incluse Intr-un spatiu Sobolev, notat cu Wy"(Q)), reprezentand,
deci, Inchiderea spatiului D(2) in raport cu norma || - || p:

WP (@) = D) 1, (3.16)
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iar Wy (Q) C W™P(Q) sunt functiile ce satisfac conditii omogene pe Intreaga
frontiera 0f). In cazul particular m = 0, se poate observa ca inchiderea spatiului
D(Q) este LP(Q) - spatiul functiilor integrabile, dar nederivabile. Aceste relatii
de inchidere, denumite si proprietati de densitate, reprezinta punctul de plecare
pentru stabilirea cadrului functional care asigura existenta si unicitatea solutiilor
formularilor slabe ale problemelor multifizice (v. si proprietatile de densitate date
de teorema Meyers si Serrin - (3.30))).

Multimea functionalelor definite pe spatiul W5"", cu 1 < p < oo, formeaza
spatiul vectorial dual, notat in mod uzual cu W~ si este format numai din
distributii care se pot descrie prin ([110]):

foWrP — WP 1< p< oo, cu (3.17)
f = Z aafou <f07"' ) fm) € Lpl Si
| <m
< fyu> :/ > fad%u | da, (3.18)
€ \laj<m
unde p’ este complementul Hoélder al lui p ([97]-inegalitatea Holder):
1 1
L 3.19
p 7 (3.19)

Spatiul W~™"" este inzestrat cu norma tipica pentru spatiile duale ([97] - Definitia
2.10-3), derivata din relatia de dualitate standard (3.18)):

< f,u>

| fll—mpy = sup (3.20)

ueWwm? | 2 [lm,p
u£0
Pentru a putea studia comportamentul functiilor din W™?(Q), pe frontiera 02, este
utila definirea spatiilor Sobolev fractionare [72], notate cu W*? unde m < s < m+1
si dotate cu seminorma:

o= [ [ (0, .

Astfel, exprimédnd s = m+ 0, cu 0 < 0 < 1, m € N, un spatiu Sobolev fractionar

pote fi definit ca:
WeP = {u€ WrP(Q) |[0%],y < +00, V]a| = m, QCRY},  (3.22)

nzestrat cu norma:

|laf=r

1/p
[ullsp = [|\u\|ﬁw+ > If?“UIZ,p] (3.23)

98



Modelarea si Simularea MEMS

O tratare detaliata referitoare la spatiile Sobolev fractionare, cunoscute si ca spatii
Sobolev - Slobodeckij, se gaseste in [39]. Similar cu spatiile WP pentru spatiile
W*? se definesc dualele W=, In ceea ce priveste proprietatile de densitate, nu se
poate arata ca spatiul D(2) este dens in W*P pentru orice s ([I00]). Rezulta deci
ca:

Wi P(Q) € WP(Q). (3.24)
In rest, se demonstreaza ([I10]-pp.96-99) ca proprietatile spatiilor Sobolev intregi
se extind si pentru spatiile Sobolev fractionare. Mai inainte insa de a discuta
despre proprietatile esentiale ale spatiillor Sobolev, trebuie subliniat ca, in cazul
definirii pe un spatiu marginit €2, este necesar ca frontiera acestuia, 02, sa fie
caracterizatd de anumite proprietati de regularitate (netezime) care sunt definite
precis prin conceptul de domeniu Lipschitz, prezentat in continuare.

3.2.2.2 Domenii Lipschitz

Fie Q C R? un domeniu, deschis, simplu conex si marginit de frontiera 9Q. Putem
defini, pe aceasta frontiera, functii de clasa C*(0f) ifinit derivabile, daca frontiera
0N este continua in sens Lipschitz [123], adicd este caracterizata de urmatoarele
proprietati [72], [159], [55]:

1. Poate fi definita de un set finit de domenii w; fiecare reprezentand cate o
vecinatate a unui punct oarecare y; € 0§2:

Fiecare astfel de domeniu are asociat un set de coordonate ortogonale locale

(xliu 1'2“ x37,)7

2. Pe fiecare domeniu w; se poate defini o functie f;(x1,,x9,), continua in sens
Lipschitz [123] astfel incat, f; sa reprezinte limita frontierei 0 pe fiecare w;:

x3, < fi(x1,, 22,)} (3.26)
MNNw; = {(‘Tlm L2;5 x3i)|x3i = fi(xli; 5(721)} (3.27)

Qn w; = {($1i,$2i,$3i)

Conform celor de mai sus, frontiera 02 este formata dintr-un set de subdomenii
descrise parametric prin functii definite pe R? care in mod ideal ar trebui si fie
netede peste toata 0€). Aceasta exprimare este echivalenta afirmatia ca suprafata
cu forma complexd 92 C R3 ar fi obtinutd prin proiectia continui unui plan din
R?, al coordonatelor parametrice. De aici si necesitatea de derivabilitate, respectiv

marginire in sens Lipschitz, a functiei f din (3.26]), (3.27)).
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Generalizand, se poate spune ci un spatiu marginit Q@ € RY are o frontiera
finita, 9Q € RY, echivalents cu un plan in N — 1 dimensiuni - un hiperplan, proiectat
pe 092. 0N este o frontiera Lipschitz, daca aproape peste tot, a N-a coordonata a
oricarui punct de pe 0f) este data de o functie marginita in sens Lipschitz. Astfel,
aceasta functie este fie neteda peste tot, 0€2 putand fi in acest caz o sfera, fie 92 este
o reuniune disjuncta de tip si pentru Vw; din exista functia Lipschitz
xn, = fi(®1,, T+, xy-1,) (v. figl3d). Asa cum se va vedea in capitolul urmétor,

Figura 3.1: (a)- domeniu marginit de o suprafata neteda peste tot (sferica): coordonatele
sunt definite parametric: x1(r, ¢,0) = r sinfcosp, x2(r, p,0) = r sinbsing, x3(r,¢,0) =
7 cost; pentru VP € Q, r(z) < f(p,0)),,
L), volum discretizat intr-o reuniune disjuncta de volume tetraedrale, ce aproximeaza

= R; (b) - domeniu Lipschitz sferic cu frontiera

suprafata 02 printr-o reuniune disjuncta de suprafete triunghiulare {w;}; pozitia oricarui
punct de pe suprafata w; poate fi exprimata fata de pozitia oricarui punct din € prin
transformarea afina: 'F’M =7 + A\, A € R., vectorul f]wi fiind invariant, aproape peste
toata frontiera 02, fata de pozitia rq. Exceptie fac punctele de pe muchiile comune ale
suprafetelor {w;} pentru care cdmpul vectorial al normalelor la aceste suprafete nu mai
este continuu.

pentru a genera formulari numerice, domeniile 3D din lumea reala, sunt aproximate
prin discretizare intr-o retea de volume poliedrale. In consecinta, frontiera unui astfel
de domeniu aproximativ este o retea finita de suprafete poligonale. Echivalent, in
2D, discutam de o retea de discretizare formata din suprafete poligonale, marginita
de o frontiera poligonala.

Spunem ca aceste frontiere sunt continue Lipschitz, daca pe aproape peste
toata frontiera au sens definirea vectorului normala exterioara 7, respectiv a
elementului de arie dA; exceptiile sunt reprezentate de catre un set finit de puncte
- anumite muchii, respectiv colturi. Orice domeniu cu o astfel de frontiera este
denumit domeniu Lipschitz. El este suficient de neted pentru a permite scrierea
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relatiilor de tip Gauss-Ostrogradski si Stokes si poate avea forme suficent de generale
pentru toate aplicatiile practice, ingineresti. Conditia de pastrare a uniformitatii
"aproape peste tot" este aceea ca domeniul €2 sa se afle pe aceeasi parte a frontierei
00). Astfel de geometrii permit existenta colturilor si a muchiilor, dar nu pot contine
puncte care ar impune ca 0f) sa lase taieturi prin domeniul 2.

Figura 3.2: Domeniu ce nu indeplineste conditiile Lipschitz: pentru Vy; €
[b, ], 3 o vecinatate w; in care gasim o pereche (r1,r2) pentru care f(r;) < w/2 si
f(r2) > /2. Domeniul Q se afla de ambele parti ale portiunii de frontiera BC

Un exemplu de domeniu care nu este Lipschitz este cel din fig. [3.2] in care,
pentru orice punct de pe portiunea BC exista o vecinatate w; astfel incat:
fiiwi=[bd = R, fi(r) = { filry) < w/zws/;fl(m) > /2 o er%réiz € win®
(3.28)
O discutie detaliata despre domeniile Lipschitz poate fi gasita in [I10]-pp.89-
93. In continuare vom presupune ca toate domeniile de calcul, pe care sunt definite
campurile vectoriale sunt domenii Lipschitz.

3.2.2.3 Proprietati de densitate

In [35] si (JLI00)- Teoremal(.15) este prezentatd demonstratia unei importante
teoreme a matematicienilor Meyers si Serrin a carei principala concluzie este ca
functiile netede peste tot RY sunt dense in spatiul Sobolev W™P(Q). Fie:

D) = {¢lv € DR}, (3.29)

extinderea spatiului distributiilor (3.2)) la intreg RY. Cu aceasti notatie, se poate
spune ca teorema Meyers si Serrin afirma ca

spatiul D(Q) este dens in W™P pentru Vm > 0si 1 < p < 0. (3.30)
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Consecinta esentiala a acestei teoreme este ca elementele din spatiul Sobolev
W™P(Q), respectiv solutii ale sistemelor de ecuatii cu derivate partiale de ordin
maxim m, pot fi aproximate oricit de bine cu functii de test definite pe RY ([41],
[38],[73],[84]). Practic, proprietatea de densitate arata echivalenta sistemelor
de ecuatii cu derivate partiale, asociate unei anumite formulari matematice tari,
avand ca solutii functii clasice derivabile punctual, cu sistemele de ecuatii ale
formularii slabe corespondente, scrise cu functii generalizate din spatiile Sobolev
(v.(3.10)). Astfel de proprietati de densitate stau la baza tuturor demonstratiilor
care verifica echivalenta pomenita mai sus.

O alta consecinta, utila in tratarea conditiilor de frontiera asociate sistemelor
de ecuatii diferentiale cu derivate partiale, se refera la faptul ca spatiul Wy""(Q)
definit in reprezinta inchiderea spatiului CJ*(Q2):

W) = e @), (331)
iar Wy""(Q) poate fi definit ca ([43] - Lema 8.9):
WP(Q) = {v e W™P(Q) |v = 0% = 0 pe 90, Vo < m}. (3.32)

Notam cu v extensia prin 0 in afara domeniului © a unei functii v € W™P(Q):

() = {"U(J?) pentru z € () (3.33)

0 pentru z € RV \ Q

Relatia (3.32)) arata ca daca v € W™P(Q), atunci v € W;"(€2). Se poate demonstra
astfel ([110]- Teorema A.4) ca, daca 2 este un domeniu marginit si m > 1, se poate
gasi un operator de extensie liniar si continuu 7"

T: W™ (Q) — W™P(RY), ad. Tu, =v, Yo € W™P(Q). (3.34)

Extensiile definite in si permit demonstrarea proprietatilor functiilor
din W™P(Q), pornind de la cazul general Q = RY. In virtutea celor de mai sus,
aceasta metoda se poate utiliza in cazul domeniilor Lipschitz. In lucrarea de fata nu
vor fi folosite decat spatii Sobolev cu p = 2. Legate de acestea, o a treia importanta
proprietate (demonstrata in [I10]-Teorema 3.16) arata ca daca €2 este un domeniu
Lipschitz si s > 0, atunci:

Ws2(Q) = H*(Q), (3.35)

normele celor doua spatii fiind echivalente. Cazul p = 2, respectiv spatiile H?,
reprezinta singura clasa de spatii Sobolev care sunt Hilbert, pe ele putandu-se defini
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produsul scalar a doua functii, respectiv norma indusa de acesta (v. [97]-Cap. 3.1-
1). Casiin cazul general, se face diferentierea intre spatiile H™ cu m € N si spatiul
fractionar H®* cu s = m + o unde 0 < o0 < 1. In acest sens, se poate observa ca
pentru p = 2, norma este indusa din produsul scalar:

= > 80‘ 0%(x), pentru x € R, respectiv
la|<m
(3.36)
(u, / 0°u(z)0%v(x), pentru z € C,
la|<m

unde T este conjugatul complex al numarului complex x. In mod similar, pentru
spatiile H*, norma (3.23)), este indusa de produsul scalar:

[0°u(z) — 0u(y)][0"u(z) — 0u(y)]
(u,v)s = drdy (3.37)

Iw —y|VrEe

Spatiul H™ poate fi definit ca:
H™(Q) ={ve L*(Q); 0*v € L*(Q), Ya <m}, sia, meN, (3.38)

pentru care produsul scalar (3.36) induce norma:

1/2
[ull g |IUI|m—[ > |8“u|2dx] : (3.39)

Q 0<|al<m
respectiv seminorma:
1/2
U]y = [ > |8au|2dx] : (3.40)
Q |a|=m

Multimea functionalelor definite pe spatiul H™, formeaza spatiul vectorial dual,
pentru care notatia consacrata este H~™ = (H™)":

T:H" — H™ (3.41)

inzestrat cu norma tipica spatiilor duale (v. [97]-Cap 2.7-1):

<T, u>
| T ||-m= sup ——— (3.42)

eam || u[|m
u#0

In legatura cu spatiile H™ este de mentionat ([43]-Cap.9) relatia de densitate valabila
pentru cazul m = 0, daca () este un domeniu Lipschitz:

LA(Q) = G ", (3.43)
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deoarece pentru m = 0 se regaseste spatiul L? al functiilor de patrat integrabil:
L*(Q) := {p]| /Q ©*dr < oo} (3.44)
inzestrat cu produsul scalar:
(u,v)g = /Q w-vdr, wuve[LX(Q)", kel,3 (3.45)
respectiv norma indusa de catre produsul :

/Q u? d:c} v (3.46)

Proprietatile de mai sus au fost descrise pentru functii v, de argument scalar:

lullo =

v : 0 — K, unde K poate fi R sau C. Ele pot fi usor extinse pentru functii
de argument vectorial cu d componente: v : Q@ — K% In acest caz, notatiile
folosite pentru spatiile Sobolev vor fi [W™P(Q)]%, respectiv [H™(Q)]¢ si [L*(Q2)]%.
Problemele fizice analizate in aceasta lucrare, vor fi definite pe domenii 2D (d = 2),
respectiv 3D (d = 3), cele mai utilizate spatii Hilbert fiind cu m € {0, 1, 2}, respectiv
s € {1/2, 3/2}.

In acest capitol au fost prezentate doar cateva dintre proprietatile de densitate
(incluziune) ale spatiilor Sobolev, care ne aratd cum elementele spatiilor Sobolev
pot fi aproximate oricat de bine de functii clasice netede. Acestea sunt descrise In
formularea mai generala a celebrei teoreme de incluziune a lui Sobolev: sunt stabilite
cu exactitate care sunt conditiile pe care trebuie sa le Indeplineasca parametrii m € N
sil < p < oo astfel incét sa se poata asigura echivalenta dintre diferite spatii Sobolev
si spatiile functiilor netede. Enuntul si demonstratia teoremei sunt foarte tehnice
si depasesc cadrul acestei lucrari. Ele pot fi gasite in mai multe carti dedicate
subiectului, printre care [35], [114], [110], [100].

Aceleasi probleme se pun si pentru functiile ce descriu conditiile de frontiera
din formularile matematice ale problemelor fizice. In acest caz insa, lucrurile sunt
mai complicate, datorita neregularitatilor frontierelor ce descriu modelul fizic, fiind
necesara apelarea la spatiile Sobolev fractionare, precum si la operatori diferentiali
dedicati. De aceea pentru acest caz, am rezervat mai jos un subcapitol separat.

3.2.3 Operatori diferentiali pe domeniul () tridimensional

Prezentul capitol, enumera principalii operatori utilizati in formularile matematice
"tari" ale problemelor fizice studiate in aceasta lucrare. Mai jos, sunt aplicatii
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ale acestora pentru functii scalare p din L?(Q), respectiv functii vectoriale @ din
[L2(£2)]3, unde © este un domeniu 2 C R3:
G - gradient:

oy - do - dp -
gradg0:Vg0:aZ-1zl+¢- L

unde 1,, reprezinta versorul coordonatei z;; ¢ = 1,2, 3,

R - rotor: . ~ .
1., 1., 1.
rotu =V Xud=|u uy us (3.48)
I )

D - divergenta:
. - 6u1 6u2 aU3
divi=V.-u= , 3.49
v u a$1 + 8$2 + 0$3 ( )

unde @ = Y3 u; - 1,

Daca pentru exprimarea operatorilor (3.47)), (3.48) si (3.49) se folosesc derivate
generalizate (cf. (3.9)) rezulta expresiile operatorilor generalizati corespunzatori si
anume ([73]):

1 Gradientul generalizat § = Vi ([52]) al functiei scalare ¢ € L*(Q) astfel incat:
/ VT — —/ G-, — —/ (Vo) §dr, Yo e D] (3.50)

Q Q Q
2 Rotorul generalizat 7=V x 4 al functiei vectoriale @ € [L?*(Q2)]® astfel incat:
/Q - (V xv)de = /Q - vdr, = /Q(V x i) - vdr, Vv e [DRQ) (3.51)
3 Divergenta generalizatd d = V-4 a functiei vectoriale @ € [L?(Q2)]? astfel incat:

/Qﬁ~(Vg0)da::—/Qdgpd:c,:—/Q(VwZ’)godx, Vo e D)  (3.52)

Pe baza definitiior operatorilor generalizati de mai sus, se poate demonstra usor ca

si pentru o distributie scalard 1) € D'(Q), respectiv vectoriald @ € [D'(Q)]%, exist,
in sens generalizat, relatiile:

V x (Vy) =0, (3.53)

V- (V xu)=0. (3.54)
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3.2.4 Spatii Sobolev si operatori diferentiali pe frontiera o)

Datorita particularitatilor frontierei 0€2, a domeniului €2, discutate in subcapitolul
(3.2.2.2), se constata ca functiile din spatiile Sobolev W™P(2), nu isi mai pastreaza
proprietatile de derivabilitate pe toata aceasta frontiera ([114], [41]). Asa cum am
aratat in cap. [3.2.2.2| (exemplul din fig. frontiera 0Q2 a domeniului Lipschitz
OM este in 3D o reuniune disjuncta de suprafete poligonale, respectiv in 2D un
contur poligonal (reuniune disjuncta de segmente drepte sau curbe). Proprietatea
de densitate , ce presupune convergenta uniforma a tuturor sirurilor din D(£2)
in W™P(2) nu mai este valabila pe toate muchiile dintre suprafetele, respectiv in
toate punctele dintre segmentele, ce formeaza frontiera 0f).

Necesitatea definirii unor spatii Sobolev pentru conditiile de frontiera este
justificata de formularile slabe derivate din formularile tari ale problemelor, prin
proiectia, in sens distributional, a acestora din urma pe functii de test, scalare sau
vectoriale, prin relatii de tip . In mod uzual, dezvoltarea acestor proiectii se
efectueaza in baza teoremelor Gauss-Ostrogradski, sau Stokes ce se pot demonstra
relativ usor pentru un domeniu €2 marginit de o suprafata Lipschitz 0Q ([110]-
Teorema 3.34):

Teorema 3.2.1. Fie o functie vectoriald @ € [CY(Q)]?, unde @ : R — RY, si
Q C R? este un domeniu Lipschitz, marginit de frontiera O pe care se poate defini
vectorul normald exterioarda de versor m pentru d = 3, respectiv tangent la frontierd
de versor T, pentru d = 2. Atunci, pentru cele doud cazuri, existd relatiile:

/ V.-7dy = / v-7dA (Gauss-Ostrogradski) (3.55)
pentru un domeniu QQC R?, si ¥ € Fgl(ﬂ)]?’, respectiv:
/ VxU-ﬁdA:/ v-7dS ( Stokes) (3.56)
pentru un dOmeng;'u QCR? sive [aC'Ql(Q)]2

De unde rezulta imediat relatiile Green, de integrare prin parti, in care p €
CH(Q), iar 7,4 € [CY(Q))?:

/U-(Vgp)dV:—/ @-(Vﬁ)dV—l—/ il - 7 dA (3.57)

Q Q o0

/(Vxﬁ)-ﬁd\i:/ U-VdeV—/ 5 (i x 7) dA (3.58)
Q Q o0
/gp(V-U)de—/ﬁ-nglV%—/ ot -ndA (3.59)
Q Q o0
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Se poate observa cum identitatile integrale - se reduc la expresiile
operatorilor generalizati - , daca impunem ca functiile de test ¢ si U sa
aiba suport compact pe 2. Ca urmare, pe 9€) ar trebui definit un spatiu Sobolev
pentru care notiunile de restrictie ¢, si 9j,, a unei functii ¢, respectiv ¢" definite
pe €2 sa aiba sens.

Un prim pas, in acest sens, ar fi definirea operatorilor gradient (V), rotor (Vx),
respectiv divergentd (V-) pe frontiera 99 a domeniului @ C R3. Reprezentarea

parametrica a frontierei 09 (v. fig. este data de un camp vectorial:
7= 7(p1,p2), cu: R* = R?

o P1.p2) . (3.60)

si 7= (ri(p1,p2), r2(p1,p2), r3(p1,p2))" -

Putem defini pe aceastd suprafatd o functie scalard F(py, p2), cu F : 99 — HY(09),
unde spatiul H! este spatiul Sobolev H™ cum = 1 (v. cap{3.2.5)). Definim gradientul
de suprafata al functiei F' prin:

or o or or

VoF = — + = , 3.61
’ Op19p1 ~ Op2 Opy ( )
- or L or . : : :
unde 7, = %, respectiv 7, = . reprezinta vectori ortogonali, tangenti la
1

suprafata 02 in punctul de calcul, generand planul tangent la 02 in acel punct.
Prin urmare daca definim spatiul cAmpurilor vectoriale tangente la frontiera OS2 ca:

L? = {u|u e [L*(0Q)]°, i - @ =0, aproape peste tot pe 90} , (3.62)

putem exprima domeniul de definitie si codomeniul operatorului gradient de
suprafata prin:
Vo @ HY(0Q) — L2(09). (3.63)

Gradientul de suprafata este o masura a variatiei functiei scalare F' pe frontiera
092, directia sa indicdnd punctul de pe suprafata in care F' are o valoare (local)
extrema. Se pot remarca doua relatii utile pentru exprimarea componentelor
tangentiale ale functiilor pe frontiera 92 (v. fig. si anume:

VoF = —(VF x 1) x 1 (3.64)
oF
VQF = VF|aQ — %n (365)

Din cele de mai sus rezulta, In mod natural, expresia divergentei de suprafata,
operator notat cu V-, ce se poate aplica, vectorilor din planul tangent la 9€) intr-
un punct al acesteia. Altfel spus:

Va0 L2(092) — L*(09), (3.66)
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Figura 3.3: Gradientul superficial al functiei F' pe frontiera 02; se pot observa cele doua
componente, tangentiale la suprafata OS2 in originea corespunzatoare vectorului VF: Vo F,
respectiv 77 X VF', precum si compunerea vectoriala . Este pus in evidenta si rotorul
superficial vectorial 62)(, ca o rotatie cu m/2 a gradientului VoF (v. (3.69)).

Daca @ € L2(99)), atunci se poate scrie divergenta de suprafatd in sens generalizat,
ca dy = Vs - 1, astfel incat:

/ i (Vb)) dA = —/ doytp dA = —/ (V- @) dA, Ve H(Q) (3.67)
o0 o0

o0

Pentru o suprafata 0f2 neteda, expresia clasica a divergentei superficiale (v. discutia

si relatiile (4.110) din cap. [4.1.6) rezultd ca un caz particular al divergentei
superficiale generalizate (3.67)):

VQ : ?I - (ﬁg - ’Jl) . ﬁ12. (368)

In sfarsit, pentru operatorul rotor (Vx), fiind o forma diferentiald de ordin 2, in
cazul domeniilor bidimensionale se pot defini doua variante, in functie de operand
(scalar sau vectorial) ([159],[114]):

1. Rotorul superficial vectorial, notat cu ?gx, sau Rot este aplicat unei
distributii scalare (forma diferentiala de ordin 0) rezultdnd un vector cu doua
componente nenule(forma diferentiala de ordin 2); el este determinat printr-o
rotatie cu m/2 a gradientului superficial (v. (3.63)) al unei functii scalare din
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HY(09Q) (v. fig. [3.3)):

Vox : HY(09) = L2(69), (3.69)
Vo x F = —ii x VyF; (3.70)

Daca F' = F(p1, p2) atunci se poate scrie:

%xF:(aF, 8F>. (3.71)

8371’2 al‘ p1

2. Rotorul superficial clasic (Vox, sau rot), aplicat distributiilor vectoriale cu
doua componente nenule, rezultdnd un vector cu o singura componenta,
putand fi asimilat unei forme diferentiale de ordin 0, fapt care atrage
operatorului numele de rotor scalar:

Vaox @ L2(09) — L*(09), ai. daca @ € L2(09) atunci: (3.72)
/ (Vo x @)pdA= | @ -VxydA, Yioe HY(I); (3.73)
o0

a0
Daca @ = (uy(p1, p2), uz(p1, p2))T, atunci de poate scrie:

8%2 81/4

O0x,, Oz,

—

Vgxu:

(3.74)
Pasul urmator consta in stabilirea spatiilor Sobolev compatibile cu operatorii
susmentionati. In [I10]-(Teorema 3.38) este demonstrata urmatoarea:

Teorema 3.2.2. Fie Q) € R" un domeniu Lipschitz cu o frontiera 0S) si fie % >
q > %, pentru care definim un operator traq : D(Q) — D(9Q) astfel:

traqu(§2) = ), (3.75)

In aceste conditii, operatorul trspq admite o unica definire ca operator liniar,
continuu, marginit si inversabil, si anume:

tran + HY(Q) — HT 2(09) (3.76)

Operatorul (3.76) poartda denumirea de operator de urmd, aplicatia trag(v)
reprezentand urma functiei v pe frontiera 0€2. Operatorul invers este:

trys « HO2(0Q) — HU(Q), (3.77)
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cu:
(troq o trpe)(v) =v Vo € HI2(99), (3.78)

In plus, deocarece D(f)) este dens in HY()) in virtutea relatiei (3.30), rezulta

proprietatea de marginire, deci si de continutate, a operatorului de urma:

3C >0, ad. |[traav) < Clolluagey, Vo € D). (3.79)

H"% (00
Teorema arata faptul ca este posibila stabilirea unui spatiu functional Sobolev
pentru conditiile de frontiera satisfacute de functii apartindnd unui spatiu Sobolev
definit pe domeniul Lipschitz 2. Legatura dintre cele doua spatii este asigurata
de operatorul trgg definit in teorema. In particular, tindnd cont de (3.32)), pentru
qg=m =1, p =2, se poate defini spatiul functiilor Lipschitz cu conditii Dirichlet
omogene pe 02 ([I10]-Lema 3.40):

Hy(Q) = {v € H'(Q)|traa(v) = 0}. (3.80)

In acest moment, dispunem de operatorii diferentiali implicati in formularile
matematice slabe ale problemelor fizice, precum si de cadrul general al spatiilor
Sobolev compatibile cu acesti operatori atat in domeniul €2, cat si pe frotiera sa.
Daca spatiile Sobolev fractionare sunt potrivite pentru reprezentarea functiilor pe
frontiera 02, respectiv pentru termenii de tip |, aq din relatiile - , este
necesara particularizarea spatiilor Sobolev si pentru termenii integrali aplicati pe
Q) pentru fiecare tip de operator din aceleasi relatii. In acest mod, se poate stabili
cadrul functional necesar abordarilor numerice in mod consistent si coerent cu modul
de comportare al tuturor functiilor implicate in formularile matematice definite pe
Q, respectiv 0€2. Tot in baza acestui cadru functional, devine posibila determinarea
unor criterii de evaluare a preciziei de aproximare a modelului real, cu ajutorul
modelelor numerice aproximative.

3.2.5 Spatiul H1

Spatiul vectorial Sobolev H! = W2 rezultd iIn mod natural din relatia
discutata in cap. [3.2.2.3, motiv pentru care se mai numeste si spatiul functiilor
grad-conforme. Spatiul Hilbert H! contine functiile L? cu gradient generalizat de
patrat integrabil. Functiile sunt scalare, definite pe un domeniu deschis Q C R?, cu
d € {2,3} si marginit de frontiera Lipschitz 0f2:

H'(Q) = {p € L*(Q)| Vyp € [L2(Q)]"} (3.81)
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inzestrat cu produsul scalar:

(o)1 = / (Vo Vi +py)de ¢, € H(Q) (3.82)
Q
ce induce norma:
not 2 2 1/2 1/2
el = llell = . [Vol? +el?] du| = [[IVells + ll#ll3] (3.83)
respectiv seminorma:
ot 1/2
el 2 ol = | [ 1Voitds] =1Vl (3.5)

Pentru spatiile H!, proprietatea (3.30]) se scrie astfel:

HY(©Q) = c~@)" (3.85)

Relatia garanteazi ci clasa functiilor din H* este echivalentd cu clasa solutiilor
formularilor tari ale sistemelor de ecuatii cu derivate partiale, din care deriva
formulari slabe reprezentate prin sisteme de ecuatii cu derivate partiale de ordin
I. Spatiul conditiilor de frontiera Dirichlet asociate acestui tip de ecuatii rezulta din
Teorema pentru ¢ = 1 si este generat cu ajutorul operatorului de urma tryg:

troq @ H'Y(Q) — HY?(0Q), unde (3.86)
HY2(0Q) := {g € L*(09Q) : T € H'(Q) pentru care tron ¢ = ¢|,, = g} (3.87)

Proprietatea de densitate se extinde si asupra functiilor din H/%:
HY2(00) = C=(@q) ", (3.88)
iar, conform Teoremei rezulta si marginirea operatorului de urma din (3.86)):
3C >0, al.|traa(v)|12 < Clv]li, Yo € H(Q) (3.89)

Norma in spatiul H'/? este definiti conform relatiei (3.23) ca:

|2 1/2
= 3.90
e [ B e (3.90)

unde d reprezinta dimensiunea spatiului in care este inclus domeniul 2 (2 sau 3 in
cazul nostru). De exemplu, pentru o conditie Dirichlet o € H/2(99) se poate scrie
ca:

Jve H(2) si C >0, a. 1. trog(v) = a si ||afli < C |l (3.91)
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Pentru rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale de ordin unu, pentru care se dau
conditiile pe frontiera 0, este necesara si definirea spatiului functiilor de test, care
se anuleaza pe 0f2, conform proprietatii (3.32]):

Hy () = {v € HY(Q) |tron(v) = gzbg = 0} : (3.92)

v
Pentru cazul particular al conditiilor de frontiera omogene Neumann pure (— =

on

0 pe tot 02), pentru asigurarea unicitatii solutiei trebuie adaugata si o conditie de
etalonare (masura nula pe 2), care presupune folosirea functiilor de test din spatiul

cat de mai jos (v. (3.200) si discutia - problemei |3.3.3)):

H'(Q)/R = {vEHl(QH vdxzo} . (3.93)

o0

3.2.6 Spatiul H(rot)

Spatiul H(rot,) este format din distributii ce apartin spatiului [D(Q)]¢,(d €
{1,2,3} (v. cap. care admit un rotor de patrat integrabil - de unde si
denumirea de functii rot-conforme. Aceste distributii sunt functii de clasa [L*(Q)]¢,
la care se adauga cateva proprietati de densitate specifice, care permit definirea
spatiilor vectoriale ale solutiilor problemelor cu formulari slabe bazate pe operatorul
rotor (Vx). In consecinta, spatiul vectorial al distributiilor rot-conforme definite
pe domeniul €2, face parte din clasa de echivalenta Sobolev pentru m = 1, p = 2
fiind deci un spatiu Hilbert. In lucrarea de fata vom presupune ca domeniul €2 este
inclus in RY, cu N = 2, sau N = 3 si ca este un domeniu Lipschitz, beneficiind de

proprietatile specificate in cap. [3.2.2.2] Pentru Q C R3:
H(rot,Q) = {@ € [L*(V)]* |V x @ € [L*(N)]*}, (3.94)

iar operatorul V x este de forma (3.48)).
Pentru N = 2:

« operatorul rotor va primi notatia €2>< daca este aplicat distributiilor scalare
din D(Q2)’, expresia sa fiind data de (3.69):

H(Rot,9) := {p € Q)| Vs x p € [LAQ)), (3.95)
Spatiul (3.95)) are proprietati similare cu spatiul H!(Q) definit in (3.81)).
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» operatorul rotor va primi notatia Vo x daca este aplicat distributiilor vectoriale
din [D(Q2)']?, iar atunci expresia sa va fi datd de (3.72).

H(rot, Q) := {@ € [L*(Q))* |V x 4 € L*(Q)}, (3.96)

Spatiile (3.94)), (3.96]) sunt inzestrate cu produsul scalar:

(U, V)ror = (V X @,V X ¥)g + (€,V)y, u,U € H(rot,Q), (3.97)
ce induce norma:
ot = (IV > @5+ [1al5)"?, (3.98)
respectiv seminorma:
|tlror = [IV X @]l (3.99)

Notam cu Hy(rot, §2) spatiul distributiilor rot-conforme pentru care integrala pe
frontiera 02 din formula Green ([3.58)) se anuleaza. In virtutea relatiei de densitate

(3.31]), putem afirma, ci:
Hy(rot, ) = [D(Q)[¥ ", cu N € {2,3}. (3.100)

Pornind de la aceasta observatie, in [72]-(Lema2.4.) este evidentiat un alt mod de
definire a spatiului (3.100f), prin demonstrarea faptului ca daca, si numai daca, o
functie « € H(rot, (2), satisface egalitatea:

/ (V xu) vdr — / i-(Vx0)de =0, V7e[C™(Q)° (3.101)
Q Q

atunci @ € Hy(rot, ). Lema (3.101)) este o varianta a formulei Green ([3.58) pentru
spatiul functiilor rot-conforme. Dupa un alt set de deductii destul de laborioase
d.p.d.v. matematic, in aceeasi lucrare se demonstreaza o proprietate de densitate
importanta pentru spatiul H(rot, {2) si anume:

7l ot

H(rot,Q) = [D(Q)] ,cu N € {2,3}. (3.102)

Relatia garanteaza ca clasa de distributii din H(rot,(2) este echivalenta
cu clasa solutiilor formularilor tari ale problemelor fizice descrise cu ajutorul unui
potential vector, probleme din care deriva formulari slabe reprezentate de expresii
liniare cu operatori de tip (3.48)), (3.69)), (3.72).

Pentru formularile reprezentate cu ajutorul functiilor din H(rot,()), pe

frontierele domeniilor este de interes comportarea componentelor tangentiale ale
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campurilor vectoriale (v. discutia din Cap.. Pentru caracterizarea spatiul
acestor conditii de frontiera trebuiesc luate in considerare, separat, cazurile
domeniilor  C RY bidimensionale (N = 2), respectiv in trei dimensiuni (N = 3).
Pentru ambele situatii, putem defini operatori de urma (v. teorema ), care
aplicati distributiilor vectoriale 7 € [D(Q)]Y, dau componentele tangentiale ale
urmelor acestora pe frontiera Lipschitz 0€2:

tr(7) = Ujpq - T pentru Q C R (3.103)
tr,(¥) = T X 7 pentru  C R?; (3.104)
try(7) = (Ton x @) X @ pentru Q C R?; (3.105)

unde 7 este versorul tangentei, respectiv 7 este versorul normalei in orice punct
continut de frontiera 92 (v. fig. |3.4)).

Figura 3.4: Urmele tangentiale ¥, pentru un domeniu 2D (Q C R?) -(a), respectiv @, si
U pentru un domeniu 3D (2 C R3)-(b). Definitia naturald, a componentei tangentiale
la frontiera OS2, a vectorului ¢ este data de relatia vp = ¥ — (- 7i)ri. Ca atare, pentru
domeniile 2D ea este .- data de ; pentru domeniile 3D aceastd componenta este
ur, data de , cu toate ca si vectorul ' X 7@ este tangent la 9€) si are acelasi modul
ca si Ur.

In virtutea proprietatii de densitate (3.102)), operatorii (3.103)) si (3.104)) pot fi
extinsi, si peste spatiul H(rot, 2), astfel incit este posibila scrierea formulei Green

(3.58)) pentru Vi € H(rot, Q) si Vo € [H'(Q)]* ([114])-Teorema3.29):

pentru Q C R®,  tr, : H(rot,Q) — [HY3(00)]%,

/(vm)-vdv_/ﬁ.(vw)dv- 7 tr. (@) dA,
Q Q 0N

(3.106)
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respectiv, pentru Vi € H(rot, ) si Vo € HY(Q):

pentru @ C R?,  tr, : H(rot,Q) — H '/%(9Q),
) (3.107)
/ (Vo x @) dV = / (?2 X ) dV — / otr, (1) dA,
Q Q

o0N

Datorita faptului ca spatiul [H~1/2(92)]¢, dual al spatiului [H'/2(99)]%, poate
contine vectori, care sa nu fie tangenti la frontiera 92, operatorii (3.106]) si (3.107)) nu

sunt surjectivi pe domeniile precizate, prin urmare notiunea de componenta tangenta
a urmei oricarei functii @ € H(rot, {2) nu este bine definitd. Pentru a indeplini acest
deziderat, ar trebui identificat un spatiu definit pe 0S2, in care fiecare element al sau
sa fie urma tangentiald a unei functii din H(rot, §2):

3l
||

(3.108)

m
||

X(09Q) = {w € [HY*(Q)* |37 € H(rot,Q), ai. tr (i) = x
X(09Q) = {y € H7V2(Q) |30 € H(rot, ), ai. tr. (@)

‘H/—"H/—’

In continuare, va fi tratat cazul general ) C R3.
Intr-o prima etapa, definim spatiul functiilor vectoriale ce au componenta
normala nula pe frontiera 0€:

1/2 (092) {w € [HY2(00))? | & -7t = 0, aproape peste tot pe 09} (3.109)
Ca urmare, putem stabili o prima caracteristica a spatului X (0f2) pe care il cautam:
X(09) ¢ H'*(069) (3.110)

In a doua etapa alegem pentru ¢ orice functie vectoriala din H (rot, 2) derivata din
gradientul unui camp scalar :

7=V, e H(Q) (3.111)

In acest caz, tindnd cont si de (3.64)), putem scrie integrala de suprafata din membrul

drept al (3.106)) astfel:
Uoq = Vo = (Vi x 1) x 1t = trp(v), (3.112)

iar relatia Green ([3.106]) devine:

/ (V x i) - VipdV = — / trp(5) - tr, () dA. (3.113)

o0
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Acum, intergdnd prin parti membrul stang al egalitatii (3.113]), similar cu relatia
Green (3.57)) (in care inlocuim formal ¢ cu ¢ si 4 cu V x @), obtinem:

B(V x ) - i dA = —/ tr (i) - Vo dA. (3.114)

o0 o0

Comparand cu (3.67)), observam ca relatia (3.114)) este de fapt expresia divergentei
superficiale generalizate a urmei tangentiale tr,(u):

VQtl"T(ﬁ) = (V X ﬁ‘ag) - 7. (3.115)

Cum relatia (3.115) este valabild pentru orice @ € [H~Y2(0)])%, rezulta c&

divergenta superficiala a urmei tr, () este bine definita pe frontiera 9€). Ca urmare,
spatiul X (0€2) cautat este:

X(09Q) "= H2(div,0Q) = {@ € H, /*(0Q)| Vo(@) € HT2(00)} . (3.116)

Prin urmare, pentru orice functie g € H~Y?(div,0f), existd o functie @ €
H(rot, ), astfel Incat tr (@) = g. Altfe spus, In problemele fizice caracterizate
printr-un potential vector, distributia acestuia in interiorul domeniului de calcul
este bine stabilita de catre distributia componentelor sale tangentiale pe frontiera
domeniului, atdta timp cit aceste componente sunt functii din H~2(div, 09).
Pentru rezolvarea acestui tip de problema, este necesara si cunoasterea spatiului
functiilor de test din H(rot, §2), respectiv a functiilor rot-conforme ce au componente
tangentiale omogene pe frontiera 9€). Acest spatiu, definit initial prin relatia de
densitate , respectiv conditia , este reprezentat sintetic prin definitia

de mai jos:
Hy(rot, Q) = Ker(try) = {i € H(rot,Q) | (doq x 1) x =0} . (3.117)

In cazul unui domeniu compus dintr-o reuniune disjuncta de subdomenii, posibil cu

caracteristici fizice diferite, proprietatile de frontiera (3.116)), (3.117) ale urmelor

functiilor rot-conforme, garanteaza conservarea componentelor lor tangentiale la
trecerea prin suprafetele de separatie dintre subdomeniile vecine. Ca urmare, spatiile

(13.94) si (3.116)) sunt potrivite pentru tratarea numerica a problemelor fizice descrise
de functii vectoriale exprimate local prin rotorul lor, iar global prin circulatia lor

pe varietati geometrice de speta I. Un exemplu tipic in electromagnetism este
reprezentat de intensitatile cAmpurilor electric, respectiv magnetic.
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3.2.7 Spatiul H(div)

Spatiul H(div, Q) este compus din distributii din spatiul [D(Q)]4, (d € {2,3} (v.
cap. [3.2.1) a caror divergenta este de patrat integrabil - de unde si denumirea
de functii div-conforme.  Aceste distributii sunt functii de clasd [L*(Q)]¢, la
care se adauga cateva proprietati de densitate specifice, care permit definirea
spatiilor vectoriale ale solutiilor problemelor cu formulari slabe bazate pe operatorul
divergenta (V). In consecinta, spatiul vectorial al distributiilor div-conforme
definite pe domeniul €2, face parte din clasa de echivalenta Sobolev pentru m = 1,
p = 2, fiind deci un spatiu Hilbert. Domeniul  este inclus in R? este presupus a fi
un domeniu Lipschitz, conform cap. [3.2.2.2

H(div,Q) := {@ € [L*(Q)]*|V -7 € L*(Q)} (3.118)
Spatiul este Inzestrat cu produsul scalar:
(U, V)aiy = (V -4,V - U)o + (U, V)y, u,v € H(div,Q), (3.119)
produs ce, induce norma:
1l = (IV - @3+ N1l (3.120)
precum si seminorma:
|t aiv = ||V - @l]o- (3.121)

La fel ca si in cazul spatiilor functiilor rot-conforme, pentru spatiile functiilor div-
conforme este demonstrata proprietatea de densitate ([72]-Teorema 2.4):

H(div, Q) = D@4 "™ (3.122)

Proprietatea (3.122]) garanteaza ca clasa de distributii din H(div, 2) este echivalenta
cu clasa solutiilor formularilor matematice tari ale problemelor fizice, din care deriva
formulari slabe bazate pe expresii liniare cu operatori de tip , .

Pentru formularile reprezentate cu ajutorul functiilor din H(div,2), pe
frontierele domeniilor este de interes comportarea componentelor normale ale
campurilor vectoriale (v. discutia din cap. Putem defini un operator de
urma (v. teorema (3.2.2))), care aplicat unei distributii vectoriale ¢ € [D(Q2)]%,
da componentele normale ale urmei acestei distributii (urma normald) pe frontiera
Lipschitz 0€2:

t1,, (V) = Ujgq - 11 (3.123)

unde 77 este versorul normalei in orice punct continut de frontiera 0f).
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Plecand de la proprietatea de densitate (3.122]), operatorul (3.123)) poate fi
extins si peste spatiul H(div, ), astfel incat este posibila scrierea formulei Green

(3.59) pentru Vi € H(div,Q) si Vo € H'(Q) ([114]-Teorema3.24):
tr, : H(div,Q) — H2(0Q),
/ o (V-0)dV = —/ U-V@dV—ir/ ptr, (V) dA
Q Q

o0

(3.124)

Apoi, bazat pe existenta si unicitatea solutiei ecuatiei eliptice Neumann (v. (3.3.3])
din caLp7 in aceeasi teorema de mai sus, este demostrata si surjectivitatea
operatorului tr,, astfel incAt spatiul H—'/2(0€2) rezulta a fis codomeniul acestui
operator (v. si [72]-Corolar 2.8) adica:

H™Y2(00Q) = {¢| 3 € H(div,Q), ai. tr,(7) = ¢}. (3.125)

Notam cu Hy(div, ) spatiul distributiilor div-conforme pentru care integrala pe
frontiera 02 din formula Green (3.59) se anuleaza. In virtutea relatiei de densitate

(3.31]), putem afirma, ca:
Ho(div, ) = DN cu N e {2,3). (3.126)

Pornind de la aceasta proprietate de densitate, se poate arata mai departe ([72]-
Teorema 2.6) ci spatiul distributiilor [D(Q)]Y este dens in spatiul nucleu al
operatorului tr,, astfel incat spatiul Hy(div, <)) poate fi caracterizat astfel:

Hy(div, Q) = Ker(tr,) = {t € H(div,Q)|Vjpq -7 =0} . (3.127)

In cazul unui domeniu compus dintr-o reuniune disjuncta de subdomenii, posibil cu
caracteristici fizice diferite, proprietatea , a urmelor functiilor div-conforme,
garanteaza conservarea componentelor lor normale la trecerea prin suprafetele de
separatie dintre subdomeniile vecine. Ca urmare, spatiile sunt potrivite
pentru tratarea numerica a problemelor fizice descrise de functii vectoriale exprimate
local prin divergenta lor si global prin fluxul lor pe varietati geometrice de speta a
[T-a. Un exemplu tipic in electromagnetism este reprezentat de inductiile electrica,
respectiv magnetica.

3.2.8 Complexul De Rham

Spatiile functionale (3.44]), (3.81), (3.94), (3.118)) definite pe un domeniu € simplu
conex formeaza o secventa exacta ([145], [42]): spatiile vectoriale pot fi asezate
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intr-o secventa in care imaginea unui operator diferential definit pe unul din spatii
formeaza nucleul spatiului imediat urmator din acea secventa:

R — H'(Q) ~ H(rot, Q) 5 H(div, Q) ~ L*(Q) — {0}. (3.128)
(3.128]) este cunoscuta ca secventa De Rham. Se pot observa urmatoarele relatii:

1.
ker(VH(Q)) = {p € H'(Q) |V =0} =

{ee H(Q)|p=cteR} =Im(R— H(Q)). (3.129)
ker(V x H(rot,Q)) ={u € H(rot,Q) |V x 4 =0} =
{@ e H(rot,Q)|u=Vyp, o H(Q)} =Im (VH'(Q)) .

Daca domeniul €2 este Lipschitz si simplu conex cu frontiera conexa, atunci se

(3.130)

demonstreaza ([42], [114]) ci se poate defini un operator invers g~ ! : ker(V x
H(rot,)) — H(Q) astfel incat:

daca @ € ker(V x H(rot,(2)), atunci (3.131)

Jpc H'(Q), ai g li=¢=i=Ve. (3.132)

In cazul in care domeniul €2 nu este simplu conex, exista posibilitatea ca

existenta conditiei (3.131]) sa nu implice neaparat relatia (3.132)), caz in care
(3.130]) sa se scrie ca o relatie de incluziune ([42]-cap.5, [78]):

Im (VH'(Q)) C ker(V x H(rot,()). (3.133)

ker(V - H(div,Q)) = {0 € H(div,Q) |V -7 =0} = (3.134)
{7 € H(div,Q) |7 =V x @, i € H(rot,Q)} = Im (V x H(rot,Q)).

Daca domeniul €2 este Lipschitz si simplu conex cu frontiera conexa, atunci se

demonstreaza ([42], [114]) c& se poate defini un operator invers 7! : ker(V -
H(div,Q)) — H(rot, Q) astfel incat:

daca v € ker(V - H(div,(?)), atunci (3.135)

Jii € H(rot,Q), ai r == 0=V x 1. (3.136)

In cazul In care domeniul €2 nu este simplu conex, exista posibilitatea ca

existenta conditiei (3.135]) sa nu implice neaparat relatia (3.136)), caz in care
(3.134) sa se scrie ca o relatie de incluziune ([42]-cap.5, [78]):

Im(V x H(rot,Q)) C ker(V - H(div, 2)). (3.137)
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4. In final:
ker(L*(Q) — {0}) = L*(Q) = Im(V - H(div,Q)) (3.138)

Secventa exacta (3.128)) poate fi scrisa si pentru functiile ce satisfac conditii omogene
pe intreaga frontiera 0€2:

R — HYQ) % Hy(rot, Q) 55 Ho(div, Q) 5 L2(Q) — {0}, (3.139)
unde spatiul L§ = {f € Ly(Q)| [, f dx = 0} reprezinta spatiul functiilor integrabile

a caror medie este nula pe domeniul 2. In spatiul real 2D secventa (|3.128) poate
avea urmatoarele doua variante:

R — HY(Q) 2 H(rot, Q) Y25 L2 (Q) — {0}, (3.140)
R H'(Q) Y25 H(div, Q) ¥ 12(Q) — {0}. (3.141)

Importanta secventelor exacte de mai sus rezida in faptul ca ele reflecta izomorfismul
existent Intre spatiile legate prin sageti, precum si metoda de constructie a unei
clase de functii din alta. In ([42])-Cap.5, se demonstreaza ca secventa De Rham este
valabila atit pentru operatorii grad, div, rot, in forma 'clasica" (sens tare), dar si
pentru forma slaba a acestora, iar dupa cum se va vedea in capitolul urmator,
secventa este utila si pentru descrierea operatorilor de interpolare prin
care se genereaza spatiile vectoriale corespunzatoare domeniului §2 discretizat in
elemente spatiale finite. Tot cu ajutorul secventei de Rham se poate pune in
evidenta ([I14]-Teorema 3.45), intr-o maniera foarte elegantd matematic, teorema
de descompunere Helmholtz, fundamentala in analiza vectoriala, care garanteaza
posibilitatea descompunerii unice, a oricarui cAmp vectorial @ € [L*(2)]3, intr-
un camp irotational, reprezentat prin gradientul unui potential scalar si un camp
solenoidal, reprezentat prin rotorul unui potential vector:

i=Vo+V xA, (3.142)
unicitatea descompunerii fiind asigurata prin impunerea unor conditii de etalonare

a potentialelor pe frontiera domeniului €2.

3.2.9 Existenta si unicitatea solutiilor formularilor slabe

Existenta si unicitatea solutiei unei probleme variationale implica definirea unui set
de proprietati care trebuiesc satisfacute de catre formularile abstracte ale cadrului
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functional asociat problemei respective. Aceste formulari au la baza notiunea de
functionala biliniara definita astfel ([38], [99], [53], [159]):

A, )+ UxV =R
A(u,v) = Flw)cuuelU, veV, (3.143)
iar U, V sunt spatii Hilbert cu normele |||y, ||||v
si care satisface relatiile definitorii ale unei aplicatii liniare:
Ala-uy + 5 - ug, v) = a- A(ug, v) + - A(ug, v) (3.144)
A(u, oc- vy + - v2) = a - A(u, v1) + 8- A(u, v2)
pentru Vo, 8 € R si ug, ug € U, vy, v € V

In cazul In care «, f € C functionala (3.143)) se numeste de tip sesquiliniar, iar
relatiile (3.144]) se scriu tinand cont de proprietatile produsului scalar intre marimi
complexe:

Ala-uy + 8- ug, v) = a- A(ug, v) + 5 - A(ug, v) (3.145)
Au, a vy + B-vy) =a- A(u, v1) + B - A(u, v9)
pentru Vo, f € C si ug, ug € U, vy, 13 €V

unde @ este conjugatul numarului complex a. Totodata se observa ca functia F
face parte din multimea operatorilor definiti pe V', deci F € V', unde V' reprezinta
dualul spatiului V.

Demonstrarea existentei solutiei unice a formularii slabe a unei probleme este
strans legata de punerea in evidenta, pentru , a urmatoarelor proprietati:

o Marginire:

J constanta M > 0 a.i. |A(u, v)| < M|ullv]vlly Yu e UVv eV, (3.146)

e Coercivitate:

3 constanta v > 0 ad. A(u, u) > y|ullf, VueU. (3.147)

Teorema Lax-Milgram ([99], [159], [73] [84]) stabileste criteriile de garantare a
existentei solutiei unice pentru urmatoarea problema:

Se da FeV
Se cere  sa se determine u € V ali.: (3.148)
A(u, v) =F(v) YweV
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Teorema 3.2.3 (Lax - Milgram). Fie a : V x V. — C o aplicatie sesquiliniard

(v. (3.145) ), marginita (v. si coerciva (v. |3.147). Atunci, pentru orice

functionala liniara continua F € V', exista o solutie unica w € V' care satisface

egalitatea:

A(u, v) = F(v) YoeV (3.149)

In plus, soultia u satisface urmatoarea restrictie (conditie de stabilitate):

v (3.150)

M
[ullvy < —|If]
f)/

unde M si~y sunt constantele din|3.140 si|3.147

O aplicatie particulara ce se bazeaza pe teorema |3.2.3| este cazul biliniarelor
simetrice A, pentru care se poate enunta urmatoarea teorema ([73] [84]):

Teorema 3.2.4. Fiea : V xV — C o aplicatie biliniara si care indeplineste
conditiile teoremei[3.2.5 In plus A(-, -) este simetricd, adicd:

A(u,v) = A(v,u) Yu,v €V

In aceste conditiiu € V este o solutie a problemei de gasire a minimului functionalei

energetice:
1
W(v) := 3 A(v,v) = F(v) Yv eV adica (3.151)
W(u) = Hél‘gl W(v). (3.152)

daca st numai daca u este o solutie a ecuatier (3.149)).

Aceasta teorema reprezinta formularea variationala Ritz si poate fi aplicata
direct ecuatiei Poisson cu conditii Dirichlet omogene.

3.3 Formulari matematice pentru o ecuatie elip-
tica

In majoritatea cazurilor, clasa ecuatiilor eliptice este caracteristica modelelor
matematice asociate regimurilor stationare ale fenomenelor fizice ([73], [143],
[150], [76]). In cele ce urmeaza, voi pune in evidentd formularile tare, slaba,
respectiv numerica pentru o problema generala ce se poate modela cu o astfel
de ecuatie Poisson generalizata, de tip div-grad. Ea este ecuatia fundamentala
a regimului electrostatic, satisfacuta de potentialul electrostatic V', intensitatea
campului electrostatic E fiind gradientul cu semn schimbat, al potentialului V.
Ecuatii similare se intalnesc in regimul magnetostatic si electrocinetic stationar.
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3.3.1 Formulare matematica tare

Fie Q € R? cu d = 2, 3, un domeniu deschis, marginit de frontiera de tip Lipschitz
09, cu Q = QU IQ(fig. [3.5). Forma tare a problemei presupune rezolvarea unei
ecuatii eliptice de ordin doi de forma:

—V-(a-Vu)+b-u = fpeQ, (3.153)
u = gpeaQD?
a@—i-q-u = 1 pedQly,
on

d

si presupune gasirea solutiei u € [C*(Q2)]?. Conditiile de frontiera sunt de tip

00 =00y Uy
09 © 2=9un

Figura 3.5: Domeniul Q2 pe care se rezolva ecuatia eliptica (3.153)) este de tip Lipschitz.
Frontiera 052 este o curba pentru d = 2, respectiv suprafata pentru d = 3

Dirichlet pe portiunea de forntiera d€p, respectiv Neumann (pentru ¢ = 0), sau
Robin (pentru ¢ # 0) pe portiunea de forntiera 0Qy. Totodatd, portiunile de
frontiera indeplinesc conditiile:

0Ny = O (3.154)
0 Uy = 9.

a = a(x) este un tensor de ordin 0 sau 2, continuu si pozitiv definit pe 2: Jag, a; € R,
cu 0 < ag < ay, astfel Incat:

agla? <ol -a(z)-a < a]a?, Vr € Q, a € RY, (3.155)

iar b, f, ¢ si r sunt functii definite pe € si satisfac urméatoarele conditii:

b = b(x) >0siqg=q(x)>0,Vre (3.156)
b, g, ¢, 7 € C°(Q),
feL*9). (3.157)
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3.3.2 Unicitatea solutiei in formulare tare

Rezovarea ecuatiei presupune gasirea unei functii potential, caracteristice
fenomenului fizic modelat de aceasta [I50]. Existenta solutiei va fi analizata in
subcapitolul urmator. Distributia de potential u se poate determina in mod unic
daca sunt cunoscute:

e in orice punct din domeniu sursele de camp - date de distributii interne
domeniului  (functiile b si f), sau de surse externe de caAmp date prin cel
putin de una dintre conditiile de frontiera pe 9Qp (functia g) si/sau 0Qn
(functiile ¢ si r);

e tensorul a, In orice punct din domeniu, reprezentand caracteristicile locale ale
materialului;

Metoda de demonstrare a unicitatii solutiei se bazeaza pe determinarea functionalei
energetice asociate relatiei diferentiale , cu ajutorul careia se pune in
evidenta imposibilitatea de a avea doua solutii diferite pentru aceeasi ecuatie [84].
Pentru aceasta, proiectam egalitatea pe setul de functii solutie u, folosind
produsul scalar in sens L?:

/Q_u.(v.(a.vU))dV+/ﬂu-b-udV:/Qu-de. (3.158)

Dupa integrarea prin parti a primului termen din membrul stang si aplicarea
teoremei divergentei, putem separa (tot in membrul stdng) expresia functionalei
energetice in raport cu functia potential u:

/Q<a-(Vu)2+b-u2>dV+/ q-utdA =

00N

/u~de+/ u-(aVu)-ndA—i—/ r-udA (3.159)
0 20p o0

Acum presupunem existenta a doua solutii diferite pentru ecuatia si anume
u’, respectiv u” si definim diferenta lor ca fiind w = v’ — «”. In virtutea liniaritatii
operatorului diferential ce construieste , se poate afirma ca w satisface ecuatia
de mai jos, cu conditii de frontiera omogene:

—V-(a-Vw)+b-w = 0pe, (3.160)
w = 0pedfQp,
aa—w—i-q-w = 0 pedfly.
on
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Aplicand acelasi tratament prin care am obtiut egalitatea (3.159), dar tinand cont
de conditiile de frontiera omogene rezulta:

/ (a-(Vw)2+b-w2) dV+/ aw®-qdA =0, (3.161)
Q oy

tindnd cont de (3.155) si (3.156)) rezulta ca:

a-(Vw)? +b-w* = 0si (3.162)
q'wQ = 07

adica w = u' — u” = 0, deci cele doua presupuse solutii diferite se confunda intr-o
unica solutie.

In cazul in care b(z) = 0 pe 2 si g(z) = 0 pe IQy (conditii de frontiera pur
Dirichlet), atunci relatia indica faptul ca w este constanta pe tot domeniul
Q. Din conditiile de frontiera Dirichlet omogene rezulti c& aceastd constantd nu
poate fi decat 0, deci si In acest caz solutia este unica.

Exista o situatie speciald, si anume aceea in care b(z) = 0 si nu exista decat
conditii de frontiera Neumann, adica:

0Q0p =0 si g(z) = 0. (3.163)
In acest caz din egalitatea (3.162)) rezulta:
(Vw)* =0, (3.164)

garantand ca solutia diferenta w este constanta, dar, neavand conditii Dirichlet,
aceasta constanta ramane nedeterminata. Cu alte cuvinte, in cazul b(z) = 0, cu
conditiile de frontiera (conditii pur Neumann) solutia ecuatiei este
determinabila pana la o constanta arbitrara. Solutia problemei Neumann devine
unica in cazul aplicarii unei conditii de etalonare - valoarea medie a potentialului
este impusa nula. Pentru garantarea existentei, solutiei este necesara si suficienta,
indeplinirea unei conditii de compatibilitate intre sursele de cAmp f(x) si r(x),
conditie ce rezulta prin impunerea unei valori particulare constanta pentru solutia

u in expresia functionalei energetice (3.159)) ([108], [118]):

/de+/ rdA = 0. (3.165)
Q 0N

Cu aceasta conditie, ecuatia (3.153|), admite ca solutie o familie de functii ce difera
intre ele printr-o constanta aditiva. O discutie referitoare la aceasta situatie va fi
efectuata in subcapitolul [3.3.5
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3.3.3 Formulare matematica slaba

Formularea matematica slaba a ecuatiei (3.153)) se obtine prin proiectarea ecuatiei
diferentiale pe spatiul generat de o baza de functii test v € H} (), - definit in ([3.92)).
In sens slab - se rezolva urmatoarea problema:

Problema 3.3.1. Pentru ecuatia:
(=V(aVu), v)+ (bu, v) = (f, v) (3.166)
cu conditiile de frontiera:
u=gq pe 0S)p
ou (3.167)

a— +qu=1 pedQdy
on

si in conditiile pentru a, respectiv:
b.f € [HN Q)] = H (),
g€ H2(0Qp),
q,r € H_%(aQN),
se cauta solutia:
u€ HL(Q) = {x € H(Q)|troq,(r) =g} Vv € H,. (3.168)

In operatorul (-, -) reprezintd produsul scalar in sens L?. Expresia
rezultata prin proiectie, se integreaza apoi prin parti, obtindndu-se in final o egalitate
de tip . Rezolvarea problemei presupune determinarea solutiei u, in
conditiile , pentru ecuatia de mai jos:

A(u, v) = F(v) cu, (3.169)
A:HY Q) x Hy(Q) — RsiF:HY(Q) — R,

al carei membri sunt urmatorii:

Au, v) = /(aVu'Vv—H%u«v)dV—l—/ qg-u-vdA
0

0N
Fv) = /fvdV—i—/ rudA.
Q 00N
Membrul drept al (3.169) poate fi exprimat cu ajutorul produsului de dualitate:

(F, v) = / fu dV+/ rvdA =< f, v > g+ < troay(u), v > |say, (3.170)
Q NN
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de unde:
1F 110 < C (11l 0 + ooy (@l -1200, ) - (3.171)
Ecuatia (3.166)) se poate scrie condensat:

A ) = F7 Y
(u 111) ( v) (:Ul1 (3.172)
uwe Hp(Q)siVv e Hy.

3.3.4 Existenta si unicitatea solutiei in formulare slaba

Existenta si unicitatea solutiei pentru problema ({3.3.1]) sunt garantate de teorema

Lax-Milgram ([3.2.3]) ce presupune indeplinirea conditiilor (3.146)), respectiv (3.147)

pentru operatorul biliniar A(-, -).

1. Marginirea A(-, -)

|A(u, v)| < |/ aVu-VodV]+ |/ b-u-vdV|+| q-u-vdA|. (3.173)
Q Q 0N

Tindnd cont de marginirea tensorului a(x), precum si de inegalitatile Cauchy-

Schwarz ([97], [99]), Poincaré ([72], [73], [97]) si de poprietatea de continuitate

(3.79) a operatorului de urma, pentru fiecare din termenii de mai sus se poate

scrie:
]/QaVu -VodV] < a1|(u, v)|1.0 < a1Chl|ull1al|v] e, (3.174)
|| bru-vdV]=|(bu, v)loq < bllullocllvilee < bCi|ullLallvle,
o (3.175)
| a-u-vaal <alulosnlivlosn < Callulhallvlho (3.176)
N

unde C; € R, 7 = 1,2,3. Functiile b si ¢ fiind pozitiv definite, se poate gasi
un interval W C €2 pentru care b(x) > by, respectiv ¢(z) > co, Vo € W. Prin
urmare se poate spune ca A(-, -) este un operator marginit deoarece:

E'M(Q) = alcl + bgCQ -+ Cng, a. 1. ‘A(U, U)‘ S MHUHLQHUHLQ' (3177)

2. Coercivitatea A(-, -) Presupunem ca A nu este coerciv. Acest fapt ar implica
faptul ca, in virtutea proprietatii de compactitate ([97]) a domeniului €2, sa
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existe un sir marginit {z,,} In H*(Q) (fie, de exemplu, ||z||;1 o =k € R, k > 0),
pentru care:
lim A(z,, z,) =0 in metrica H*. (3.178)

n—oo

Tot in virtutea proprietatii de compactitate, orice subsir {xz,,} al sirului {z,}
va avea limita z tot in H*(Q):

lim ||z, — 2|10 =0. (3.179)

i—00

Limita (3.179) este valabila si in sens slab ([73]), exprimatd cu ajutorul
produsului de dualitate:

<. > HY(Q) — HHY(Q),

astfel pentru Vw € H'(Q):

lim < (x,,—2), w > 0= lim [/ V(z,, —x)-Vw dV+/ (Tp, —x) -wdV| =0,
Q

1—>00 1—>00 Q
(3.180)
care pentru w = x, se scrie:

- / (Vz)*dV + lim [ Va,VrdV + lim [ (2, —z)-2dV =0, (3.181)
0 Q

1—00 1—00 Q

de unde, folosind inegalitatea Holder [97):

/ (V)2 dV = |z]1.0
Q

i—00 1—00

1/2 1/2
= lim Vz,,VzdV < lim U ]V:rni\de} [/ |Vx]2dV}
Q Q

i—00

OM
= lim/ |V, |*dV, (3.182)
Q

adica:
[zle < Jim |2, [10- (3.183)

Acum, din ipoteza ([3.178]), rezulta:

lim A(z,, z,) = lim {/ a(Vw,)?dV + / b dV +/ qr? dA} =0
(3.184)
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Tinand cont de pozitiv definirea functiilor a, b, ¢, rezulta:

lim [ (Vaz,)?dV =0,

n—oo

lim [ 22dV =0,
n—oo Q
lim 2 dA =0

Din (3.185)) si (3.183]), rezulta:

2|10 < nh_{ﬂw |T0, 1.0 = nh—>Holo/g; (Va,)?dV =0,
deci:
|zll0 = llzllogo + 21,0 = |2]oo =k > 0.
Totodata:

din (3.185)), rezulta ca x este constant pe €2,
din (3.186|), rezulta ca x = 0 pe €2,
din (3.189)), rezulta ca x > 0 pe €.

(3.185)
(3.186)

(3.187)

(3.188)

(3.189)

(3.190)

aparand o contradictie care neaga ipoteza (3.178)), fiind posibila validarea

proprietatii de coercivitate (3.147) prin urmatoarea formulare:

Pentru V {z,} C H'(Q) marginit in sens || - ||1.q, operatorul A(-, -)

este marginit inferior de valori nenule, prin urmare: (3.191)

39(Q) > 0al A(u, u) > yl|ulliqg, Yue H(Q).

In aceastd formulare, existenta sirurilor {z, } mérginite si cu limita in H'(Q)

este garantatd de faptul cd spatiul H'(2) este complet.

(3.177) si (3.191)) demonstreaza existenta si unicitatea solutiei problemei
(3.3.1), conform teoremei Lax-Millgram, care garanteaza si continua dependenta

a solutiei de forma domeniului (2 precum si de excitatii:
[ullo < C)Fl 10,

Daca regrupam termenii ecuatiei (3.166|) astfel:

/(aVU-VU+b-u-v)dV+/
0

N

(q-u—r)-vdA:/fvdV,
Q
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si, iIn membrul stang, integram prin parti primul termen din integrala de volum,
tinand cont de faptul cd v € Hj (), obtinem:

/[—V(aVu)—l—b-u]vdV—i—/ (aau—l—q-u—r) vdA:/fvdV,
Q N on Q

relatie in care

gt 0
a— cu—r=
on 1

reprezenta conditia pe frontiera 0€2y din ecuatia (3.153)) si este satifacuta automat
de ecuatia:

—V-(a-Vu)+b-u=f,

fiind deci o conditie de frontiera naturala. In consecinta, pentru rezolvarea
este necesara numai precizarea conditiei de frontiera Dirichlet, pe 9Qp,
aceasta fiind una esentiala. Se pot desprinde cateva caracteristici principale ale
formularii slabe , caracteristici ce evidentiaza avantajele utilizarii acestui tip
de formulare fata de cea tare ([84]):

o Nivelul de derivabilitate necesar pentru functiile ce descriu formularea slaba,
scade cu un ordin fata de cel impus de ecuatia diferentiala tare;

o Conditiile Neumann sau Robin sunt satisfacute In mod natural, expresiile
acestora fiind incluse In ecuatia caracteristica formularii slabe. Conditia
esentiala ce trebuie impusa este numai cea Dirichlet; lipsa acesteia duce insa la
necesitatea aplicarii unor conditii suplimentare de compatibilitate si etalonare;

« Este suficienta continuitatea pe portiuni a functiei a(x) ce descrie caracteristica
de material, nefiind necesara derivarea ei pe parcursul calculelor;

o Solutia formularii slabe verifica ecuatia la nivel functional, prin proiectie pe
un set de functii de test ce constituie o baza a spatiului vectorial asociat
domeniului pe care este definita problema, spre deosebire de forma tare ce
impune gasirea solutiei in fiecare punct al acestui domeniu.

3.3.5 Forme particulare de ecuatii eliptice

Putem particulariza problema (3.3.1) pentru cazuri des intilnite in aplicatiile
practice de modelare multifizica. In problemele de mai jos domeniul € este
considerat a fi de tip Lipschitz, deschis si marginit de forntiera simplu conexa 0f).
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Problema 3.3.2 (Dirichlet). Pentru ecuatia:
(=V(aV),v) =< f,v>

cu conditiile de frontiera:
u = gp pe dN) cu,

si f € H1(Q), respectiv conditiile (3.155) pentru a, se cautd solutia:
ue H(Q) = {z € H'(Q)|troao = gp} Yo e Hj.
In urma proiectiei pe spatiul functiilor de test, operatorul A are forma:

A(u, v) = / aVuVuvdV
Q

gp = 0: Din relatia rezultd marginirea acestuia (conditia ([3.14€])). Pentru
gp = 0, adicd u € H}(Q), din proprietétile (3.157)), si inegalitatea Poincaré
- Friedrichs rezulta coercivitatea aceluiasi operator (conditia (3.147))). Prin
urmare solutia u € H}(Q) a problemei exista, este unica si urmareste
continuu variatiile de domeniu si surse:

[Fll-10 < CEO)f]l-10-

gp # 0: Pentru acest caz, fie u € H'(Q) si up € H'(Q). Putem defini functia:

. HY(Q) = H Q) U HY?(Q), cu proprietatea
{90 (@) — H™ Q) U HY3(@), cu prop 5109
Y =u—up pe {2
Pentru ecuatia:
—V(aVy) = e ()
(aVe)=f p (3.193)
p=0 pe 0N).
cu formularea slaba corespondenta:
Alp, v) =< f, v > e Q)
{ (psv)=<f p (3.104)
t’f‘ag(g@) = 0

cautam solutia ¢ = (u —up) € H} pentru Vv € H}. Fiind similard cu cea din
cazul precedent, putem afirma ca ecuatia (3.194]) are solutie unica. Aceasta
afirmatie este echivalenta cu urmatoarea: spatiul vectorial

Hp = {z € H'(Q)ftron(z — gp) € Hy(Q)}
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reprezinta spatiul solutiilor unice pentru o ecuatie cu forma slaba:

{A(u, v)=<f,v> peQ

troa(u) = ap (3.195)

care nu este alta decat ecuatia din problema ((3.3.2) cu conditii de frontiera
Dirichlet neomogene.

In ambele cazuri de mai sus solutia ecuatiei (3.3.2)) urmareste contiuu variatiile
domeniului €2, respectiv a surselor de camp reprezentate de f si gp:

lullzre < CQ) (Ifla-1.0 + ltroa(w)ll sz 00) - (3.196)

In cazul in care frontiera pe care sunt puse conditiile Dirichlet este o submultime
0 p a frontierei 02 D 9p atunci se defineste un spatiu vectorial de extensie prin
zero a spatiului conditiilor de frontiera Dirichlet HY/2(0Qp) ([72], [157]):

Hy*(0p) = {u € H'/*(0Qp)| £(u) € H/*(0Q)} . (3.197)

In concluzie se poate afirma ci: Problema (3.3.2) admite o unicd solutie in H' (),
pentru care ezistd constanta C(2) astfel incat:

lullne <€) (Iflla-10+ 1190l 172 55, ) - (3.198)

Netezimea solutiei v depinde deci, de regularitatea domeniului de calcul, precum si
de reqularitatea functiilor de excitatie [ si gp.

Problema 3.3.3 (Neumann). Pentru ecuatia:
(—V(CLV>, U) =< f7 v >

cu conditiile de frontiera:

a% = gn pe 0N) cu,
on

fe HYQ), gv € HY2(Q), conditiile (3.155) pentru a si indeplinirea conditiei de
compatibilitate: (3.165))

/de+/ gy dA = 0. (3.199)
Q 00N

se cauta solutia intr-u spatiu vectorial definit astfel incat existenta si unicitatea
acesteia sa fie asigurata.
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De observat ca in expresiile problemei apar numai derivatele functiei
necunoscute, fiind evident faptul ca, incercarea de a determina solutii direct in
spatiul H'(f2), duce la gisirea unei familii de functii ce difers intre ele prin constante
aditive. Prin urmare, Incercam gasirea solutiei tocmai intr-un astfel de spatiu,
traditional numit spatiul cat [97], definit astfel:

He 2 HY(Q)/R={zec H(Q)|Iyec H(Q), siKeRail z=y+K}. (3.200)

Constantele IC genereaza astfel clase de echivalenta, cum ar fi, de exemplu, locul
geometric al punctelor cu acelasi potential fatd de unul ales ca referinta (v. si
relatia ) Ca functie (potential) de referinta pentru fiecare astfel de clasa se
alege aceea pentru care se poate impune o conditie de valoare medie nula pe €2 ([84],

[157]), adica:
/ edV =0,
Q

denumita conditie de etalonare. Existenta acestei conditii este legata de posibilitatea
de definire pe H'(Q) si Hi(Q) a functiilor potential scalar ¢, provenite din cAmpuri
vectoriale irotationale, adica de conditia ca ker(rot, H'(Q)) = V(H()).

In [T18] este demonstrati teorema care afirmi ci pentru  C R? marginit,
simplu conex si Lipschitzian, spatiul definit de este un spatiu Hilbert,
inzestrat cu norma:

not

ull g1 /ri) = llulle = ,gelﬂ |u — K| g1(e- (3.201)

Mai mult, seminorma |ul;q este echivalentd cu norma (3.201). Legat de spatiile
cat, precum si de teorema de mai sus, in aceeasi lucrare, se demonstreaza faptul
ca existenta si unicitatea solutiei problemei sunt date, pe langa conditiile
teoremei Lax-Milgram, de existenta conditiei de compatibilitate , respectiv
de etalonare, de tip valoare medie nula.

In urma proiectiei pe spatiul functiilor de test, putem stabili pentru problema
(3.3.3)) urmatoarea formulare slaba echivalenta:

/ aVug - Vo dV = / fuedV —I—/ gnUxcdA, (3.202)
Q Q a0

scrisa in notatie compacta:

A(u;c, UIC) =< F, v >,
unde F : Hi(Q) x Hi(Q) — H™ (),

cu < F, v >—/fv;ch—|—/ JnUcdA.
Q a0

(3.203)
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Pentru cautam solutia ux € Hi(S2) pentru Vv € Hy(Q2). Marginirea si
coercivitatea operatorului A(ui, vx) se demonstreaza similar cu problemele de mai
sus, folosind definitia (3.201]), echivalenta normelor |[u|| 1 /ro) si |uli,o, precum si
inegalitatea Poincaré.

In final, In baza teoremei Lax-Milgram si in conditiile existentei functiilor
potential scalar pe H(2), se poate afirma c& Problema admite o unica solutie
in HY(Q), pentru care existd constanta C(Q) astfel incat:

lullre < CQ) (1f 112 + llgnll-172,00) - (3.204)

Netezimea solutiei u depinde deci, de regularitatea domeniului de calcul, precum si
de reqularitatea functiilor de excitatie f si gy .

\J

3.4 Ecuatii ale elasticitatii liniare

In cele ce urmeaza, luam in considerare un corp perfect elastic, aflat In repaus
(vectorul viteza este nul). Materialul din care este alcatuit corpul este omogen si
izotrop. Asupra corpului actioneaza umatoarele forte (v. fig. |3.6):

» o forta de volum cu densitate b;
« pe o portiune de frontiera a corpului, o forta de suprafata cu tensiunea t.

Pentru caracterizarea starii elastice a corpului trebuiesc scrise urmatoarele tipuri de
ecuatii fundamentale:

e ecuatii de echilibru;
« ecuatii de compatibilitate geometrica ;
» ecuatii constitutive.

3.4.1 Forma tare

Din punct de vedere matematic, corpul ocupa un domeniu conex ) C R3, considerat
Lipschitzian, fiind marginit de frontiera 9Q = 9Qp U 99, cu 0Qp N 9, = 0.

Conform celor de mai sus, se obtine formularea tare a problemei de elasticitate
liniara astfel [122]:

1. ecuatiile de echilibru:

{—Va(u) =b pe volumul Q - cf. legii (2.4.2)), (3.205)

on=t pe frontiera 0€); - cf. legii (2.4.2]),
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_______ n
%/ dA( %:?~ndz4
Q

;O
\ R

K 2

Figura 3.6: Corp omogen cu caractreistici elastice liniare si izotrope, asupra caruia
actioneaza atat o forta de volum cat si una de suprafatd pe portiunea de frontiera 0€2;

2. ecuatiile de compatibilitate geometrica cf. relatiei (2.69), Intre tensorul
deformatiilor € si vectorul deplasare u:

= 1
e(u) = 5 (IV-ul+[V-uT), (3.206)
dica:
adica 6“_1(6ui+8uj) (3.207)
K 2 a.ij aﬂfj ’ ’

3. ecuatiile liniare de material conform legii lui Hooke pentru medii omogene si
izotrope:
[o(w)] = [d] - [e(w)], (3.208)

unde [d] este matricea de rigiditate pentru medii liniare, omogene si izotrope
specificata n ([2.98)), de unde ([86], [76]):

oij(u) = Xo;;V - u + 2pe;(u), (3.209)
unde 9;; este simbolul Kroneker, \ = myﬁﬁ si p = wa) = G sunt

parametrii Lamé, E este modulul Young de elasticitate longitudinala, G este
modulul de elasticitate transversala, iar v este coeficientul Poisson pentru
materialul respectiv ([107]).

Tinand cont de cele de mai sus, se poate formula urmatoarea problema:
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Problema 3.4.1. Pentru ecuatia:
— VAV +2ule(u)]]=b  peQ, (3.210)

cu conditiile de frontiera:

u=u e 02
b PeOD (3.211)
on=t  pe 0
A st p numere reale strict pozitive,
(3.212)
[I] este matricea unitate de dimensiune corspunzatoare,
se cauta solutia:
u € [C*(Q)]°. (3.213)

Pentru fiecare componenta i a fortei de volum b ecuatia (3.210f) se poate scrie:

3
0
j=1 J

3.4.2 Forma slaba

Formularea slaba pentru problema ((3.210]) se obtine, ca si in cazul problemei eliptice
Poisson, prin proiectarea ei pe spatiul functiilor de test v € [H}(2)]3, iar apoi prin
integrare prin parti. In forma slaba enuntul problemei (3.4.1]) devine:

Problema 3.4.2. Pentru ecuatia:

| OV a9 v 2t el av = [

b-vdV+/ t-vdA (3.214)
Q 0

cu conditiile de frontiera:

{u =up pedlp (3.215)

on=t  pe O

cu.

be [H QP

up € [Hz(00p)]°,

t € [H = (00)),
se cauta solutia:

u€ [HH(Q)? = {2 € [H (Q))P|troa, (x) =up} Vv e [Hy(Q)].  (3.216)
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Ecuatia (3.214) pune in evidenta operatorul biliniar A(u, v), respectiv
produsul de dualitate < F, v >, scriindu-se n notatie compacta astfel:

(A(u, v) =< F, v >,

cu A(u, v) = / (AV -uV - v+ 2ue(u) : €(v))dV

Q

si <F,v>= / b-vdV +/ t-vdA.cu F: [LXQ)P x [HY(Q)P — [H(Q)P,

(3.217)
Produsul ¢(u) : €(v) este un produs scalar tensorial:
3
e(u) re(v) = D e;(u)e;(v). (3.218)
ij=1

Existenta si unicitatea solutiei se demonstreaza prin demonstrarea inde-
plinirii conditiilor de marginire si coercivitate impuse de teorema Lax-Milgram,
dupa modelul demonstratiei din cap. [3.3.4] Acea demonstratie folosea inegalitatile
Poincaré-Friedrichs aplicabile pentru functii scalare. Analoagele lor pentru functiile
tensoriale €(u) sunt inegalitatile lui Korn ale caror demonstratii pot fi gasite in [79)
si afirma ca intr-un domeniu marginit Lipschitzian (2 exista relatiile:

o < [le@Pav =23 [a@?dv,  uelm@)r  (219)

i,j=1J9

Jullfgn < C /Q le(w)|?dV, u € H = [HY(Q)]"/RB si C = C(Q) € R(3.220)

Spatiul cat H din (3.220)) este spatiul solutiilor care difera intre ele printr-o functie
r = (A+Bx) € RB, si care reprezinta translatia (A # 0 si B = 0), respectiv rotatia
(A = 0si B # 0) corpului fara deformare (corp rigid), fiind echivalentul spatiului
cat definit, pentru functii scalare (v. ([3.200)) ce diferd printr-o constants aditiva (v.
tratarea problemei (3.3.3))). Marginirea si coercivitatea operatorului A(u, v) din
se demonstreaza folosind inegalitatile Cauchy-Schwarz, Friedrichs (pentru
scalari) si Korn pentru n = 3 ((3.219) si (3.220])). O abordare aprofundata asupra

acestei demonstratii si discutii pentru cazuri particulare se pot gasi in [86] si [79].

In concluzie, se poate afirma ca problema admite solutie unica. In
plus, din teorema Lax-Milgram si rezulta si dependenta variatiei solutiilor
de variatiile datelor de intrare:

el ir05 < C(Q) (1Bl 08 + Il =12 o2y ) - (3.221)
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3.4.3 Concluzii referitoare la aspectele matematice

Concluzia generala a acestui capitol este ca, pentru o corecta formulare matematica
se utilizeaza forma slaba a problemei. Conform acestei formulari, se cauta o solutie
u, Intr-un spatiu U al functiilor de incercare cu conditii de frontiera esentiale, care
este un spatiu Sobolev; solutia u trebuie sa satisfaca egalitatea:

A(u,v) = F(v) pentru Yv € V, (3.222)

unde V' este spatiul Sobolev al functiilor de test cu conditii esentiale nule.

Problema slaba este deci definitd de functionala biliniara A(u,v) si de
functionala liniara F(v), dar si de cele doua spatii Sobolev, ale functiilor de
test, respectiv de incercare. Un aspect esential in formularea matematica este
identificarea cadrului functional al problemei, adica a celor doua spatii de functii.

Dupa cum se va vedea 1n continuare, in functie de problema fizica, aceste spatii
Sobolev reprezinta unul din spatiile secventei De Rham, respectiv ale functiilor grad-
, rot-, sau div-conforme. Formularea slaba permite demonstrarea conditiilor de buna
formulare si identificarea conditiilor de frontiera esentiale si a celor naturale, ultimele
fiind satisfacute in sens slab.
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Aspecte numerice

4.1 Discretizarea cu elemente finite

Subcapitolul de fata incepe printr-o scurta prezentare a metodei elementului finit,
bazata pe formularea slaba expusa in subcapitolul precedent, cu accent pe una
din cele mai utilizate variante cunoscuta sub numele de "metoda Galerkin". Sunt
discutate aspecte geometrice, functionale si fizice ale metodei. In final, este pus
in evidenta modul de generare si partitionare in blocuri matriceale a sistemului de
ecuatii rezultat, putdndu-se astfel vorbi de o imagine matriceala a domeniului fizic
modelat.

In cele ce urmeaza ) este un domeniu deschis din R? d = 1, 2, 3, iar
U(Q) reprezinta un spatiu vectorial Hilbert, definit pe 2. Conform celor expuse
in capitolul formularea slaba a unei probleme de cAmp fizic, se poate enunta
astfel:

Problema 4.1.1. Pentru ecuatia:
A(u, v) = F(v), (4.1)
se cauta solutia:

u € Up(QQ) pentru Vv € Uy, unde Up(Q) ={x € U(Q)|trsa,(z) =gp} (4.2)
siUy={x e UQ)|troa,(x) =0} - spatiul functiilor de test,

presupunand indeplinite urmatoarele conditii:

[A(u, v)| < Mllully - [[v]lv, Vu, v € U(Q), M >0 (4.3)
[A(u, w)| > allullf, Vu € U(), a>0.
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Din punct de vedere matematic, aplicarea metodei elementului finit pentru
problema presupune definirea unor aspecte atat geometrice cat si functionale.
Totodata, oridecateori este posibil, este foarte utila si evidentierea semnificatiilor
fizice ale aspectelor de mai sus, ca criteriu de evaluare si intelegere a modului de
aplicare a metodei.

Domeniul €2 se aproximeaza cu un subdomeniu finit €2, obtinut prin reuniunea
disjuncta a unui numar de N(h) subdomenii €, astfel:

(ﬁh = U W
1<k<N(h)
Qi = Q) U 08y, fiecare subdomeniu este inchis de frontiera 9, neteda pe portiuni;
Q:NQ; =0, pentruV1<i, j <N(h)sii#j;
pentru Vi, 3j # i, a.d. frontiera comund I';; = Q; N Q; # 0;

(V€2;, are cel putin un vecin ;, si In acest caz frontiera comuna intre cele

| doud subdomenii este nevida).

(4.5)
Indicele h se refera la finetea de aproximare a domeniului €2. Din punct de vedere
geometric, h permite definirea unei familii de domenii 2, astfel Incat:

lim Q= €. (4.6)

Din punct de vedere functional, pe domeniul Q, se defineste un spatiu vectorial
inchis, cu dimensiune finita, U,(£2,). In ipoteza ca exista o familie de operatori
rp : U — Uy cu rpv = vy, astfel Incat:

}llin% rpv = v, limita In sens tare, Vo € U, (4.7)
—
se poate enunta urmatoarea forma discreta pentru problema (4.1.1))([42], [48]):

Problema 4.1.2. Pentru ecuatia:
Alup, vn) = F(vn), (4.8)
se cauta solutia:

up € UDh(Qh) = {l’ € Uh(Qh)‘tT’QQDh<£L'> = gD} = UD N Uh, Vvh S Uof, (49)
Ccu Uoh = Uo N Uh.

presupundnd indeplinite conditiile (4.4]) si (4.3)).
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De regula, operatorul r;, este un polinom de interpolare ce determina valorile
solutiei aproximative uy(zp,), xn, € Qp In functie de valorile u(z;), z; €  intr-un
set de N(h) elemente spatiale din €.

Se poate demonstra usor ([48]) ca relatiile si sunt valabile si pentru

forma discreta (4.1.2)), si anume:

|Alun, vn)| < Mlunllv, - [lvnllv, Yup, vn € Up(Q2), M >0 (4.10)
|A(un, un)| > allunllz, Vup, € Up(Q), a >0, (4.11)

de unde rezulta existenta si unicitatea solutiei problemei . De remarcat
ca prin solutie trebuie intelese valorile determinate in punctele din domeniul 2
(respectiv €p,), exclusiv cele de pe portiunea de frontiera 0Qp (respectiv 0€2),
aceastea din urma contribuind direct la termenul liber al ecuatiei. In baza relatiei

de marginire (4.10]) se poate scrie ca:

lim [A(up, mv) — A(up, v)] =0, Yv € Uy, (4.12)

h—0

Totodata din (4.7) rezulta ca:

lim F(rpv) = F(v) (4.13)

h—0

In final, din relatiile (4.12]) si (4.13)), se poate concluziona ([48]) ca solutia problemei
discrete este o aproximare, dependenta de h, a solutiei problemei (4.1.1)) astfel incét:

}lliH(l) up = u, limitd in sens tare pe domeniul U(€2). (4.14)
_>
Mai departe, se pot scrie urmatoarele egalitati:

A(u, v) = F(v), Yv e Uy
A(up, v) = F(v), Yv € Uy, deci (4.15)
A(u — up,v) =0Vv € U,

In termeni geometrici, relatia de ortogonalitate (4.15)) arata ca proiectia distantei
|u — uy| pe spatiul functiilor de test este nuld (v. fig. [4.1)). Solutia aproximativa uy,
determinata prin metoda elementelor finite este, deci, cea mai apropiata de solutia
exacta u, dintre toate solutiile aproximative din spatiul Uy (£2), intrucit segmentul
|u—wup| este perpendicular pe spatiul Up, al functiilor care satisfac problema .

Distanta |u — uy| este evaluata in sensul normei A(u, u) care, din punct de
vedere fizic, reprezinta energia campului vectorial u in domeniul €. Interpretarea
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Figura 4.1: Interpretarea geometrica a solutiei date de metoda Galerkin ([42]): proiectiile
punctelor, u; din spatiul Up, si u din Up, pe spatiul Uy coincid. In consecinta |u —

up|LUn,, deci ||lu —upl|lu, = inf |lu—rpolu,
ho

fizica a ar fi deci, ca solutia aproximativa wu,, determinata prin metoda
elementelor finite reprezinta acel set de functii ce minimizeaza energia sistemului
fizic modelat:

Alup, up) < Alw, w), Vw =rpv, v € U. (4.16)

In lucrarea sa, dedicata tehnicilor de aproximare variationala a problemelor
la limita ([48]), Jean Céa demonstreaza o relatie de estimare a preciziei cu care
uy, aproximeaza solutia exacta u, pentru operatori coercivi (probleme eliptice) si
autoadjuncti, prin urmaroarea teorema:

Teorema 4.1.1. Daca u si up, sunt solutiile problemelor (4.1.1)), respectiv (4.1.2)),
aproximarea cea mai buna, pentru u dintre toate functiile din Uy, este uy, iar eroarea
de aproximare satisface relatia:

M M
lu —upl|lo <4/ — lu—rpollu =1/ - lu — vy, pentru Vv, € Uy, (4.17)

unde M si « sunt constantele de marginire (continuitate) din (4.3)), respectiv de
coercivitate din (4.4)).

O estimare a preciziei de aproximare poate fi data si de relatia ([42], [159]):
lu—upllo < C(u)h®, (4.18)
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unde C'(u) este o constanta ce depinde exclusiv de solutia u si de regularitatea
acesteia, iar « este o constanta pozitiva ce reflecta gradul p al polinoamelor de
interpolare r,. Relatiile si reprezinta ideile ce stau la baza tehnicilor
de reducere a erorii de determinare a solutiei problemei , precum si de
imbunatatire a vitezei de convergenta si anume:

o rafinarea retelei de discretizare - in special in jurul punctelor singulare (v. cap.
3.2.2.2)) - cunoscuta ca metoda de tip h;

o marirea gradului polinoamelor de interpolare - cunoscuta ca metoda de tip p.

Evaluarea preciziei prin (4.18]) nu este deloc simpla, intrucat constanta C' nu poate fi
determinata inainte de rezolvare, regularitatea (netezimea) solutiei fiind influentata
atat de regularitatea excitatiei F, precum si de netezimea conditiilor de frontiera si
de continuitatea proprietatilor de material ([84], [42])(v. si relatiile (3.198)), (3.204)).
De aceea, pentru o prima estimare, se folosesc estimatori de ordin 1 (o = 1), ce
implica polinoame de interpolare de ordin 1, urmand apoi a se lua decizii asupra
tehnicilor optime de imbunatatire a preciziei, respectiv vitezei de convergen‘géﬂ

Spatiul finit U}, este generat de un set de N(h) functii de baza {y;} numite
functii de forma, sau de interpolare, aproximarile u, € U}, fiind combinatii
liniare de aceste functii:

Z uj p;(x (4.19)

unde N = N(h) este dimensiunea spatiului U,. Cei N coeficienti u; din expresia
(4.19) poarta denumirea de grade de libertate. Ca urmare, ecuatia de rezolvat in

problema (4.1.2)) se poate scrie astfel:

A <§:1 u; pi(x), v) = F(v), (4.20)

Metoda Galerkin, propune exprimarea atat a functiilor necunoscute v cat si a
functiilor de test cu ajutorul aceluiasi set de functii de baza {y;} ce genereaza spatiul
V' al functiilor de test. Prin urmare poiectia (4.20) capata urmatoarea forma:

(Z uj pi(x Z v pi(a > =7 (% Uj Wj(@) ) (4.21)

'In contextul de mai sus, notatia corectd pentru spatiul Uj, al solutiilor aproximative ar trebui
sa fie Upp pentru a evidentia dependenta solutiei de valorile h si p ([60]).
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iar relatia (4.21)) trebuie sa fie adevarata pentru orice set de coeficienti {v;}. Daca

alegem ca v; = 9,5, cu d;; simbolul Kronecker, atunci se obtine un sistem liniar de

R
N ecuatii cu N necunoscute, de forma:

A (2:1 uj @j(x)’ 901($>) = ]:<901<l’)), respectiv

; uj Alp;(2), pi(e)) = Flpi(@)). (4.22)

In cele prezentate pana acum, spatiul V}, este o aproximare finita a spatiului infinit V'
al functiilor de test, oricare dintre bazele ¢; fiind incluse in V. O astfel de aproximare
poarta denumirea de aproximare internd si face posibila generarea elementelor finite
conforme. In cazuri mai generale, se pot folosi si baze ale unor spatii de functii de
test in care spatiul V este inclus, caz in care vorbim de aprozimatii externe pentru
care elementele finite asociate sunt neconforme, dar care permit modelarea cu o buna
precizie a problemelor neeliptice, si/sau a celor definite pe geometrii complexe [84].
Cele doua tipuri de proximatii sus pomenite au fost definite prima data de Jean Céa
([48]). Daca solutia problemei este unica, rezulta ca si sistemul de ecuatii
este de tip Cramer, admitand tot o solutie unica. In consecinta, gradele de
libertate reprezentate de elementele vectorului solutie w; sunt liniar independente,
formand, la randul lor, un set de functii de baza ce genereaza spatiul vectorial al
functiilor F(p;), spatiu dual celui generat de functiile de forma, fiind si izomorf cu
acesta.

Alici trebuie remarcat, ca exista situatii in care modelul matematic al sistemului
fizic nu permite independenta oricarui tip de grade de libertate considerate in
expresia (4.20). De exemplu, gradele de libertate reprezentate de valori nodale
(v. cap nu sunt independente pe frontiera 0f) pe care se impune conditia de
flux magnetic constant F: [, B-ndA= [, Vx A -ndA=F,[42]. Ca urmare,
proprietatea de independenta trebuie demonstrata pentru orice set de functii alese
ca grade de libertate.

Putem acum sa enumeram cele trei entitati matematice care caracterizeaza un
element finit, si anume ([49]):

1. suportul spatial al elementului reprezentat de subdomeniul €2, nevid, marginit
si inchis de o frontiera nedeta pe portiuni, notata cu 9€:

2. spatiul Py al functiilor de forma definit pe fiecare din subdomeniile €2, spatiu
de dimensiune finita m:

’Pk:{go'f,...,cpﬁbkof:()k—)ﬂ%,lSkgm}, (4.23)
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3. spatiul gradelor de libertate (notate in ({4.19) cu u;) N, de dimensiune m,
definit pe elementul €2, care determina in mod unic de setul de m functii de
forma locale ale spatiului Py:

Ne={NF|1<i<m}. (4.24)
Unicitatea solutiei {u;} implicd dualitatea spatiilor Py si Nj.

Odatd alese subdomeniile €, trebuiesc alese spatiile Py, respectiv Ny, astfel incat
elementul finit reprezentat de tripletul {2, Py, N} sd indeplineascd urmatoarele
proprietati:

(P1) proprietatea de conformitate, care se refera la faptul ca solutiile u; sunt
functii continue pe Uy, iar restrictiile lor pe fiecare din portiunile €2, apartin
spatiului functional P. In consecinta, spatiul Uy, al functiilor ce aproximeaza
solutia exacta u in fiecare punct determinat de vectorul de coordonate x din
(), se poate descrie astfel:

Up = {un(x), cu uy : Q, — R |y, continua pe Q, si uf(x) € Py, VO € O},
(4.25)
unde uf (x) = Upyg, -

Pe fiecare element (), functia necunoscuta este reprezentata local printr-o
combinatie liniara de cele m functii de baza locale ©¥(x), din spatiul Py (v.
(4.19)), iar x = (z1, z2)7 pentru domenii 2D, respectiv x = (x1, To, x3)7
pentru domenii 3D:

uhi(x) = f: V() ok (), (4.26)

unde £ este indicele elementului spatial 2, iar ¢ este indicele local al variabilei
nodale careia 1i este asociata functia de forma respectiva. Aici prin nod se
intelege o notiune abstracta prin care se identificdi domeniul spatial (vertex,
laturd, fata, sau volum) asociat functiei ¢¥(x), domeniu ciruia i se asociaza si
functia variabild nodald NF(x). In aceasta acceptiune, setul de functii de baza
ce genereaza spatiul Py, poarta denumirea de bazd nodald a acestui spatiu ((J60],
[159]). Functiile uj, sunt continue global pe intreg spatiul functional Uy, ele
fiind combinatii liniare de functiile de forma {y;(x)} descrise mai sus, indexate
dupa j ca indice global. Continuitatea se intelege in sens slab, conform normei
induse in spatiul functional U, C U. Prin urmare este necesar ca si spatiile
P, si fie subspatii ale spatiului U. Functiile de forma ¢¥(x) trebuie astfel
alese incat si asigure continuitatea restrictiilor functiilor uf la trecerea prin
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(P2)

frontierele dintre subdomeniile €0, respectiv continuitatea globala pe U, a
functiilor uy. In consecinta proprietatea de conformitate (4.25)) se poate scrie
ca:

Un = {un(x) | uf (x) € Un(%), Y% € Q5 wy € C2(QMv nU(Q)}
(4.27)
Functiile de forma se pot imparti in doua mari clase ([60]):

a. definite pe domenii ce constituie frontiera comuna dintre elemente vecine
(vertexuri, laturi, fete - v. cap. ; in acest caz, suportul acestor
functii de forma este reprezentat de reuniunea subdomeniilor vecine 2
care contin aceasta frontiera comuna;

b. definite pe un domeniu interior al elementului, suportul acestor functii
fiind inclus numai In elementul €.

proprietatea de unisolventa care reflecta faptul ca unicitatea solutiei
implica dualitatea spatiilor Py si N,. Operatorul specificat in relatia (4.7))
este un operator de interpolare, definit global prin:

v : U(Q) — Uxy(), (4.28)

si care creaza in spatiul finit Uy, o imagine discreta a spatiului Sobolev U(€2).
Acesta din urm&, poate fi inclus intr-unul din spatiile H!'(Q), H(rot,),
H(div, (), respectiv L?*(€2), descrise in Cap. , iar forma generala a
operatorului de intrepolare este:

v =11 (v) = 3 N} (v(x))j (), (4.29)

unde {N!} este setul de grade de libertate (valori nodale) asociate, dupa
indexul global j, bazei nodale globale {gogj} Gradele de libertate pot fi privite
ca functii care extrag din spatiul solutiilor, setul de valori nodale asociate bazei
{gpgf} alese; ele se pot defini, deci, ca functionale pe spatiul U}, al functiilor
solutie generat de baza nodala {gp?}, cu valori in spatiul dual al acestuia:

NY v — NY(v) C Up (), cuwv e Up(Q)) C U(Q). (4.30)

J

Local, pentru fiecare din subdomeniile €, operatorul (4.28|) poate fi definit
astfel:
Y - U(Q) = Un(Q), (4.31)
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cu expresia cf. (4.26):

k UU — .kUU ’?UX
v =T 0) = X N ()l (), (4.32)

unde m = dim(Py) = dim(Ny),

astfel Tncat:
11 (v) o, = 1 (v). (4.33)

Din (4.30) si (4.32) deducem ca spatiul Ny este dualul spatiului Pj. Deci
aplicatia oricarui operator T : P, — N} poate fi reprezentata ca o combinatie
liniard de elementele bazei { N }:

m

Teh =3 iN/, (4.34)

i=1
intre elementele bazelor din cele doua spatii duale existand relatia ([97] -
p.114):

Nf(@?) = 0y (4.35)

unde ¢;; este simbolul Kronecker.

In concluzie, tindnd cont de (4.29), (4.30) si (4.31), putem defini un element finit si
prin tripletul {2, Py, I1§}, mai potrivit elementelor finite reprezentate prin functii
de forma polinomiale de grad mai mare decat 1, respectiv pentru cazul optimizarilor

de tip p (relatia (4.18)) si [159], [117], [60]).

Observatii 4.1.1. 1. Odata aleasa o baza locala de functii de forma Py, atunci
pentru demonstrarea proprietatic de conformitate a unui element finit si
anume:

PrCU U, CU, (4.36)

este suficienta demonstrarea continuitatii, in sensul normei || - ||v, a functiilor
de formad, la trecerea prin frontierele de separatie dintre subdomeniile Uy, ([132)],
[159/7 [80/).‘

(a) Functiile u din spatiul H*() trebuie sd fie continue pe fiecare interfatd
comuna I';; = 0€); N 0K

troq, (u') = trag, (v’) pe T'yj; (4.37)

(b) Functiile u din spatiul H(rot, Q) trebuie sa conserve componenta tangentiald
la trecerea prin fiecare interfata comuna I';; = 082 N OSY;:

trti‘rij (ul) = trtill“ij (Uj) pe L'ij; (438)
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(¢) Functiile w din spatiul H(div, Q) trebuie sa conserve componenta normald
la trecerea prin fiecare interfata comuna I';; = 082 N OSY;:

0, (uz) = 7,1, (u]) pe I'ij; (4.39)

2. Unisolventa unui element finit, conform in spatiul functional U, poate fi
demonstratd dacd functiile de formd ©F asociate subdomeniului € sunt
independente, fiind unic determinate de baza de grade de libertate NV =

{Nv, .. Nk}, Ca atare, trebuie ardtatd existenta implicatiei:
STNfUO =0, NV =0,V1<i<m. (4.40)

1

Se spune despre un astfel de element finit ca este tzoparametric, m de grade
de libertate asociate acestuia (valori nodale), determinand in mod unic cele m
functii ale bazei nodale a elementului finit respectiv.

4.1.1 Discretizarea spatiala

Suportul spatial pentru Uy, este reprezentat de impartirea domeniului Q C R? intr-o
multime finita, 7,(2), de elemente geometrice disjuncte 2, numita triangulatie.
Fiecare element geometric este marginit de frontiera 0€);. Pentru d = 1, aceste
elemente sunt segmente de dreapta marginite de cate doua puncte numite vertex-
uri. Pentru d = 2, elementele sunt poligonale, marginite fiecare de cate un set de
laturi si noduri. Pentru d = 3 elementele sunt poliedrale, fiind marginite in acest
caz de cate un set de noduri, laturi, respectiv fete.
In continuare voi folosi urmatoarele notatii:

e V), pentru multimea vertexurilor din 75(€2), respectiv V pentru dimensiunea
acestei multimi;

e Vi pentru multimea vertexurilor din elementul €, respectiv Vi pentru
dimensiunea acestei multimi;

o &, pentru multimea laturilor din 7,(£2), respectiv E pentru dimensiunea acestei
multimi;

e & pentru multimea laturilor din €2, respectiv Ex pentru dimensiunea acestei
multimi;

» Fp, pentru multimea fetelor din 75(€2), respectiv F pentru dimensiunea acestei
multimi;
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o Fi pentru multimea fetelor din €, respectiv Fy pentru dimensiunea acestei
multimi;

o TP pentru dimensiunea triangulatiei 7 (2).

Practic T,(£2) acopera o aproximatie a domeniului €2, notata aici cu €, astfel

incat:
U % = Q, (4.41)
ke€Th(2)
0 2; si 2; nu sunt vecine,
Vi#j7, 4NQ;, = toate nodurile, laturile comune €2; si € vecine si d = 2,

toate nodurile, laturile, fetele comune  €); si €2; vecine si d = 3,

Reteaua cu proprietatile (4.41) nu permite existenta de noduri, sau laturi necuplate
la toate elementele Invecinate (elemente "agatate')(v. fig. 4.2)). Indicele h reprezinta

(a)
Figura 4.2: Retea de discretizare conforma (a), respectiv neconforma (b)

o conditie de etalonare dimensionala a elementelor T}, [I32]. De exemplu, aceasta
poate fi marginea superioara a multimii formate din cele mai mari dimensiuni ale
elemetelor (2. Conditia mentionata nu este insa suficienta, fiind necesare si restrictii
de forma - limitari ale valorilor unghiurilor dintre laturile poligoanelor (caz 2D), sau
dintre fetele poliedrelor (caz 3D) (J42]). Astfel, se poate defini o masura a finetei
retelei de discretizare, ce face posibila generarea unei familii de domenii €, (v.
subcap. anterior) cu
}llig(l) Qn, =Q.

2Ar trebui ca dimensiunile legate de triangulatia 7;, s& poarte si indicele inferior h, specificAnd
astfel dependenta dimensiunii respective de finetea de discretizare; intrucat insa, pe parcursul
lucrarii, nu se vor naste confuzii, pentru simplitatea scrierii, voi folosi simbolurile acestor dimensiuni
fara indicele inferior h.
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4.1.2 Coordonate baricentrice. Elementul master

Coordonatele baricentrice au un rol important in definirea functiilor de forma. Intr-
un spatiu 2D se pot defini pe poligoane (de ex. triunghi, patrulater), iar in spatiul
3D le putem defini pe poliedre (de ex. tetraedru, paralelipiped). In continuare ne
vom referi la triunghiuri, respectiv tetraedre. Consideram un triunghi A ale carui
varfuri (vertexuri) sunt pozitionate fata de un punct de referinta O prin vectorii ry,
ro si r3. Pentru orice punct P din interiorul acestui triunghi, exista un triplet unic
de parametri [A1, A9, A3], astfel incat pozitia acestui punct este data de vectorul
([1410,[47], [120]):
r = \I'| + Aoy + A3rs
cu.Ai::“4Ai,¢e;{1,2,3} (4.42)
Aa
de unde \; + X+ A3 =1, \; € RT

Ap, reprezinta aria triunghiului A; (v. fig. K.3) . Tripletul [\;] reprezinta
coordonatele baricentrice ale punctului P fata de triunghiul A. Prin urmare, orice
punct P din acest triunghi are urmatoarele coordonate carteziene:

xr = )\11’1 + )\21‘2 + )\3ZL’3
Y= My1 + A2y + Azys,

sau folosind (4.42):

Tr = >\12L’1 —+ )\21’2 + (]. - )\1 - )\2).%‘3 (443)
Y=y + Aayz + (1 — A1 — M)y,

Se poate constata ca vertexurile triunghiului A au coordonatele baricentrice cu
urmatoarea proprietate:

unde § este simbolul Kroneker.

Daca asociem laturilor triunghiului A sensuri de referinta, le putem privi ca pe
niste vectori, caz in care coordonatele baricentrice pot fi exprimate folosind
expresiile vectoriale ale ariilor respective (ariile sunt pozitive daca sensul produsului
vectorial este determinat de o rotatie in sens trigonometric a vectorilor implicati):

(P-P’H-i X PPH—Q) -k

A =
det A

L 1<i<3, (4.45)
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P, [1,0,0]

P, [0,1,0,0]

P,[0,0,0,1]

Figura 4.3: Coordonate baricentrice. (a) - Raportate la un triunghi (2D): toate punctele
continute in latura £;, opusa varfului P;, sunt caracterizate de relatia A; = 0; punctul
median M; al laturii ¢, opuse varfului ¢ are A\; = 0 si celelate doua coordonate baricentrice
egale cu 1/2; centrul de greutate P, al triunghiului A are coordonatele baricentrice [1/3,
1/3,1/3]. (b) - Raportate la un tetraedru (3D); toate punctele continute in fata F;, opusa
varfului P;, sunt caracterizate de relatia A; = 0; centrul de greutate G; al fetei F; are A; =0
si celelate trei coordonate baricentrice egale cu 1/3; centrul de greutate P, al tetraedrului
are coordonatele baricentrice [1/4, 1/4, 1/4, 1/4].

unde indicii strict mai mari decat 3 se inteleg in sens modulo(3) (de ex. pentru i =
3,i+1 = 1); det 4 este determinantul egal cu dublul ariei triunghiului A:

Ty oy 1
det g = |9 yo 1| =2AA. (4.46)
r3 yz 1

In consecinta, gradientul coordonatei baricentrice \;(x) este constant:

N - . B
vy = Li1Piea Xk _ |PPsf-  m (4.47)
’ det 4 det 4 h;’ '

unde 77; este normala exterioara triunghiului, la latura opusa vertexului i (v. fig.
4.4), iar h; este inaltimea triunghiului A, corespunzatoare varfului P; (fig. [4.4). In

concluzie, gradientul functiei coordonata baricentrica A;(x) fata de triunghiul A este

1

un camp vectorial uniform de modul Tl directie normala pe latura opusa varfului
1

1 si sens inspre interiorul triunghiului.

In cazul 3D, al unui tetraedru T'h, fiecare punct din acesta este caracterizat de
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Figura 4.4: Gradientii coordonatelor baricentrice pentru un triunghi (spatiu 2D)

cate patru coordonate baricentrice:

r = AT+ Ao + Agrg + M1y

cu )\ = Vi {1,2,3,4} (4.48)

VTh,
$i>\1+)\2+/\3+/\4:1, )\Z'GR+

Vry, este volumul tetraedrului definit de punctul interior P si fata JF;, opusa
vertexului P;. Pentru varfuri coordonatele satisfac relatia (4.44]). Daca asociem
sensuri de referinta laturilor tetraedrului, se poate defini o orientare a acestuia in
functie de semnul determinantului generat de coordonatele vertexurilor Py, --- | P,
determinant egal in modul cu de 6 ori volumul Vpp:

T 1oz 1

To Y2 2 1
det = = 6Vry,. 4.49
Ve T3 Yz z3 1 Th ( )

Ty Yo 24 1
Pentru exemplul din fig. cu dety,, dat de relatia (4.49), orientarea este pozitiva
daca burghiul drept, rotit in sensul de parcurgere al fetei { P, P3, P;}, se deplaseaza

catre al patrulea varf P, necontinut in acea fata.
Astfel expresia coordonatei A\; din relatia (4.48|) se poate scrie:

L ==
_ VThl . %Alnl . PP2

At

Vi Vrn
3]}1 A [(zg — x)cos(ar) + (yo — y)cos(Br1) + (22 — z)cos(m1)] = (4.50)
Th
hll [(zg — x)cos(an) + (y2 — y)cos(Br) + (22 — z)cos(11)],
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Figura 4.5: In tetraedrul {P;, P5, P3, Py}, vectorii luati in ordinea {Pl?g,Pl?g,P1?4}
genereaza o valoare pozitiva pentru determinantul dety,, ; de remarcat ca setul de vertexuri
{P,, P3, P;} luati in aceeasi ordine, genereaza o orientare in sens negativ fata de suprafata
orientata deoarece, conform regulii burghiului drept, rotatia in aceasta ordine, determina
deplasarea burghiului in sens invers normalei exterioare a fetei. Gradientii coordonatelor

baricentrice A;(x) sunt constanti si orientati inspre interiorul tetraedrului.

unde hry = 7y - 1_5]52> este naltimea dusa din varful P pe fata Fi, respectiv proiectia
muchiei orientate PP, pe normala iy, iar cos(aq), cos(31), cos(y;) sunt cosinusurile
directoare ale acesteia din urma. Se poate constata ca si in cazul tetraedrului,
gradientul functiei baricentrice \; este constant si anume:

A= —— 4.51
V 1 hl’ ( )
si generalizand:
i
Ai = ——. 4.52
VA= (4.52)

In concluzie, gradientul functiei coordonata baricentrica \;(x) fata de tetraedrul Th
este un camp vectorial uniform de modul 1/|h;|, directie normala pe fata opusa
varfului ¢ si sens inspre interiorul tetraderului.

Mai departe, rezulta imediat expresia ariei fetei F; in functie de \;:

A = 3V | VAL (4.53)

Observatii 4.1.2. Putem mentiona doua consecinte, utile in descrierea elementelor
finite, rezultate din cele de mai sus ([42],[1520]):

1. Circulatia functiei V;(x) pe un segment Pi Py este egala cu diferenta dintre
valorile functiei V;(x) in cele doud puncte:
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2. Pentru oricare laturd P, P; dintr-un tetraedru (1 < k, j < 4) se poate scrie:

—1 dacai=k,

—

PyP; -VA(x) =<0 dacii#k sii#j (4.55)
1 daca i = j

Este avantajos ca, mai intai, analiza si reprezentarea discretizarilor cu elemente
triunghiulare (2D), respectiv tetraedrale (3D) sa se efectueze pe elemente de referinta
("master" - [60], [159], [84]), descrise in coordonate & € [0, 1] ca in fig. si pe
care le notdm cu 7. Elementele reprezentate in "coordonate fizice reale" urmeaza a
fi obtinute prin transformari afine (translatii si rotatii). Din , rezulta imediat

P5(1,0,0)
[0?07170}

&2

[0?170’0]

(b)

Figura 4.6: (a) - Triunghi de referinta (2D); (b) - tetraedru de referinta; in paranteze
rotunde sunt coordonatele carteziene, iar intre parantezele patrate sunt coordonatele
baricentrice.

expresiile coordonatelor baricentrice ca functii de £ pentru triunghiul de referinta:

M) =1—6 &,
A2 (§) = &1,
A3(&) = &,
T CRP={£]0<&<1,0<6 +6& <1},

(4.56)
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respectiv pentru tetraedrul de referinta:

)\1(5) =1-& — & — &3,

Aa(§) = &1,
)\3(5) = &2, (4-57)
A(§) = &,

cul CRO={€]0<&<1,0<E +6+& <1}

In mod similar, se pot determina coordonatele baricentrice, respectiv functiile
A; si pentru alte elemente geometrice utilizate pentru discretizarea spatiala a
domeniului €2, cum ar fi elemente patrulatere drepte, derivate dintr-un patrat
de referinta (2D), respectiv prisme pentru domeniile 3D ([60], [I32]). Asa cum
se va vedea si In continuare, reprezentarea spatiala in coordonate baricentrice
este avantajoasa pentru descrierea functiilor de forma asociate elementelor finite
conforme. Totodata transformarea cartezian -> baricentric permite calcularea
mult mai simpla a integralelor pe suprafetele triunghiurilor, respectiv pe volumele
tetraedrelor ([116]).

4.1.3 Transformari afine

Coordonatele elementelor ce descriu domeniul fizic pe care se rezolva sistemul PDE
se obtin din coordonatele elementelor de referinta prin transformari afine (translatii
si rotatii). Putem defini un operator de transformare ®;, din domeniul 7', in domeniul

le

D, - T—) Qk,

) (4.58)
x = y(€) = Bpt + by, Ve € T,

unde By, reprezinta o rotatie, fiind o matrice reala de ordin d, iar by, este matricea
coloana de dimensiune d a vectorului de translatie. Transformarea ®; este
bijectiva, continua si derivabila. Elementele matricelor By si by se pot determina
usor din conditiile de transformare de la coordonatele carteziene ale vertex-urilor
elementului de referinta la coordonatele (numite si coordonate globale) elementului
real corespondent ([84]). De exemplu, pentru d = 3, pentru fiecare vertex 1 < i < 4

(v. fig. [4.7):

By Biy Bis 51i by Xy,
Byy Bay Bz |- &, |+ b2 ] = | zo (4.59)
Bsi Bsy Bss &, bs T3,
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Va(x1,,X2,, X3,)

2,5 X3,)

3
$l)\x2

&2 Va(xX1,, X2,, X3,)

&

P5(0,1,0)

Figura 4.7: Transformarea unui tetraedru de referintd 7" intr-unul din tetraedrele ()
retelei de discretizare a modelului fizic.

Operatorul definit de este bijectiv, pentru fiecare k£ imaginea sa
reprezentand imaginea elementului master T pe elementul fizic ;. Functiile
de forma asociate elementului €2 pot fi determinate din functiile de forma ale
elementului de referinta prin relatia:

@i(x) = $i(§), unde x = P (&)
deci ¢;(x) = p; 0 P, (x) (4.60)
Prin urmare, spatiul functiilor de forma locale (v.(4.23) ) pentru orice element €2

poate fi descris ca imagine a spatiului functiilor de forma definite pe elementul
master astfel:

Pr = {SOZ‘ =Qiod,t g€ ﬁk} (4.61)
unde:

este spatiul functiilor de forma asociate elementului master T. Matricea Jacobian
a transformarii afine (4.58) notata cu Fg(§) este chiar By, iar Jacobianul asociat
este Ji(€) = det(By), ambele fiind invariante pe 7. In consecintd, putem scrie
transformarea (4.60) aplicata operatorului V astfel:
T o A _ 1T o 4
Vi(x) = [Fkl} \% (901' © @kl(x)) = [sz 1] V(). (4.63)

O masura locala a indicelui hy, poate fi reprezentata de norma matricei
Jacobian Fy, Jacobianul fiind si o masura a gradului de deformare a elementului
spatial real (€2;) fata de elementul de referinta 7"

hi(z) =|| Fi(z) || (4.64)

156



Modelarea si Simularea MEMS

Astfel indicele de rafinare h pentru intreaga retea de discretizare este:
h = Supgkgdim(n)hk(x)- (4.65)

Pentru cea mai buna conditionare, in mod ideal, numarul de conditionare al matricei
F ar trebui sa fie unitar:
—1
[ - [[Fe = 1. (4.66)

Daca forma elementului spatial real este insa degenerata (unghiuri ascutite foarte
mici, respectiv obtuze foarte mari) atunci produsul celor doua norme poate fi departe
de unitate. Acesta este un semnal ca geometria spatiului discretizat €2, va genera
erori numerice importante (v. conditia lui Zlamal in [42]), fapt care poate duce
la blocarea rezolvarii numerice a sistemului de ecuatii . Prin urmare, este
de preferat ca numarul de conditionare sa fie marginit intre valori cat mai
apropiate de unitate pentru toate elementele triangulatiei 7, caz in care se spune
ca aceasta este cvasiuniforma ([I59]). Aceasta situatie are loc atunci cand celulule
reale sunt aproape asemanatoare (au unghiuri aproape egale) cu celula master.

Pentru majoritatea tipurilor de element finit, functiile de forma sunt poli-
noame. Transformarea afina are avantajul ca pastreaza gradele polinoamelor
de interpolare utilizate pe elementul de referinta si pentru elementul real. Estimarile
erorilor de interpolare in functie de gradul polinoamelor de interpolare, ce se
efectueaza pe elementul de referinta, pot fi preluate si pentru elementele fizic reale
ale Intregii retele de discretizare.

4.1.4 Elementul finit conform in H!

Elementele finite conforme in spatiul H' sunt potrivite pentru rezolvarea probleme-
lor in care necunoscutele sunt functii potential scalar din H', de regula solutii ale
unui sistem de ecuatii cu derivate partiale de tip div — grad.

Pe un element master (descris in subcap. , se poate defini spatiul de
functii de forma:

P ={fi|@: T =R, ¢ = N(€), 1<i < Vi =d+1]
cu dim(P71) = 3 pentru triunghiul master (spatiu 2D), respectiv.  (4.67)
dim(P*') = 4 pentru tetraedrul master (spatiu 3D),

de unde rezulta imediat ca ¢;(&;) = 6;;: functiile de forma @; sunt unitare in fiecare
vertex al elementului master care poarta acelasi index. In cazul in care functiile ¢;
sunt polinoame de ordin 1, elementul este de liniar (de ordin I). Daca spatiul P#! din
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(4.67)) este format de seturile de polinoame (4.56), respectiv (4.57)), atunci PHI1 (T) C
P(T) ¢ HYT), unde Py(T) este spatiul polinoamelor de ordin 1, de variabil

scalar, definite pe 7. Aplicand transformarea (4.60) rezulta spatiul functiilor de
forma definite pe un element local 2:

Pl = {ol [ ] € Pi(Q), ¢f(x) = Xi(x)} (4.68)

cu proprietatea ci in fiecare vertex functiile de forma sunt unitare: ¢F(x;) = d;;.
Tinand cont ca transformarea nu modifica gradul polinoamelor se poate afirma
ca:
P () € H'Y () (4.69)
Datorita faptului ca functiile ¥ (x) au valori 1 sau 0 in vertexuri si o variatie liniara
pe laturi, se poate arata foarte usor continuitatea acestora la trecerea prin frontiera
comuna (vertexuri, laturi, fete) dintre doua elemente vecine. Prin urmare conditia,
, de conformitate H' este indeplinitd. Pe de alta parte, se poate remarca
faptul ca Vi;(x) este constanta pe orice subspatiu €, nefiind continua la trecerea
de la un element la altul: Vi, € Py(€y).
Pentru elementele liniare conforme in H*', gradele de libertate NjH L folosite
reprezinta potentialele scalare asociate vertexurilor elementelor €2;. Tinand cont de

(4.30) se poate scrie:
NI v = u(xg), cu 1 <5<V, (4.70)

unde 7 este indexul global al vertexurilor din €2,. Solutia aproximativa locala este
data de operatorul de interpolare local reprezentat de o combinatie liniara de functii
de forma independente ([42]):

Vi
() = I (0) = 35 N (0) ), (@71

unde i este indexul local al vertexurilor din €. Independenta functiilor ¥ este
echivalentd cu proprietatea de unisolventd (4.40) a elementului finit H' conform
descris de urmatorul triplet:

1. Domeniul spatial €2;
2. Spatiul functiilor de forma P71
P = Lok |oF € Pi(Qn), oF(x) = Nil2)} (4.72)

unde P () este spatiul polinoamelor de ordin 1, de variabila scalara, definite
pe Qk
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3. Spatiul gradelor de libertate N1:

NI = (N NP1 ) = w(x), 1< < Vi) (4.73)

Solutia aproximativa globala este data de operatorul de interpolare global descris in
(4.28):
7 HY(Q) — Wi (),
v
up =7 (w) =3 N (w)e)(x), (4.74)

=1
cu I (u)|g, = TTHM (u).

unde W/ reprezinta spatiul solutiilor formei discrete a problemei (4.1.1]), corespun-
zatoare cautdrii solutiei in spatiul Uy C Hy(Q):

Wy = {un(x) € H'(Q) |ufi(x) € P Q) € H' (Q), V% € Tr} (4.75)

4.1.5 Elementul finit conform in H(rot)

In cazul problemelor in care necunoscutele sunt functii de potential vector (de
exemplu probleme de tip rot-rot) definite pe un domeniu €2, solutia este cautata
in spatiul H(rot,(2). Este cazul regimului magnetic stationar, pentru care este
avantajoasa folosirea unor elemente finite conforme in spatiul H(rot,€2,). Aceasta
presupune ca functiile necunoscute sa fie continue pe portiuni, in sens || « ||yot, D€
tot €2, . Pentru astfel de functii, se urmareste, saltul componentei tangentiale a
campului vectorial la trecerea prin forntiera dintre doua subdomenii incluse in €2y,
datorita in principal, interpretarilor fizice asociate acestui salt (de ex. una din
consecintele legii lui Ampére din electromagnetism - V.).

Daca notam cu [7]g,, saltul componentei tangentiale a campului vectorial v
la terecea prin interfata X;; dintre doua subdomenii €2; si ; (v. fig. 7 luand ca
referinta sensul de trecere de la ; Inspre €); se poate scrie:

[Ut]Zij =V — Uy = _ﬁij X [ﬁw X U]Eij = (476)
—1i;5 X (1 X U; + 1 X Uj) .
Prin urmare, la tercerea prin ¥;;, functiile din H(rot,(2;,) pot fi continue in sens

| - [|rot, caz in care:
[y s, =0, (4.77)

ij

respectiv pot avea un salt finit:

)

=5, cu |9 < . (4.78)

[ﬁz‘j X 17]2
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Figura 4.8: Interpretarea fizici a saltului componentei tangentiale al unei functii
vectoriale la trecerea prin frontiera ¥;; este legata de circulatia functiei pe o curba inchisa,
notata aici cu I';;, avand forma unui patrulater foarte ingust (6 — 0), cu laturile lungi ~; si
74, paralele cu frontiera si situate in subdomeniile €2;, respectiv €2;. In acest caz, evaluarea
integralei este aproximata cu circulatia componentelor tangentiale pe laturile ~, respectiv
evaluarea fluxului rotorului superficial V, x ¥ pe suprafata S subantinsa de curba I';;:

$p,, U-dr= [ (@7 = 05 7)) = = [fg 7 x [7ii < ]
&3
A EQ
P .
&
Ly
L,
&1
P, Ly f)'z B
(a) (b)

Figura 4.9: Triunghi (a), respectiv tetraedru (b) de referinta cu laturi orientate. Pentru
fiecare latura se definesc un vertex initial si unul final. De exemplu, (a): pentru latura
Ly a triunghiului V;,, = 132, respectiv Vi, = Pg, iar functia de forma asociata acestei
laturi este @ = AaV A3 — A3V g si (b): pentru latura £; a tetraedrului Vj, = P, respectiv
Vl(fm = ]52, iar functia de forma asociata laturii £ este @ = AV Ay — AV
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Conform celor de mai sus, pentru elementul finit conform in H(rot), este
naturala alegerea unor functii de forma cu proprietati legate de circulatia, respectiv
de comportamentul componentei tangentiale ale campului vectorial v pe laturile
(muchiile) triangulatiei 7,. In acest caz este utila alegerea sensului de referinta
asociat laturii ¢ prin stabilirea (arbitrara) la capetele laturii a unui nod initial,
respectiv al unuia final (v. fig. [4.9). Elementele finite conforme in H(rot) sunt
derivate din cele conforme in H! prin aplicarea operatorului V, urmérind secventa
exactd de Rham, descrisa in subcap ([60], [94]). Operatorul V transforma
spatiul Ppyq(T) € HY(T), al polinoamelor de variabile scalare si de grad maxim
k41, in spatiul [P,)4(T") C H(rot,T) al polinoamelor de grad maxim k, de argument
vectorial (d = 2, 3), rezultdnd urmatoarea secventa exacta:

R — Pt (T) 5 [P)UT) 225 [Po_1)U(TD). (4.79)

Spatiul P;.1 poate fi privit ca suma directa intre subspatiul inchis Py si un com-
plement algebric (nu este unic) ([97]) notat Py, reprezentand spatiul polinoamelor
omogene de ordin maxim k + 1 ([60]):

Piy1 =P, @ Pyyq. (4.80)

In ([I14]) este demonstrata descompunerea Helmholtz generalizata (in sens
slab) a spatiului [Pg]%:
[P = V(Pyy1) © Ry, (4.81)
unde:

Ry = [P 1] @ Sk, (4.82)
cu [Si] = {q|q € [P]? x-q = 0} fiind spatiul polinoamelor omogene de ordin
maxim %, de agument din R%, ortogonale pe spatiul 7. Inlocuind (£.80) si (4.81) in
[@.79) si elimindnd din primii doi membri Py, respectiv V(Pey), secventa (4.79)

devine:

R — Po(T) 5 Ru(T) 25 [Pe_t]U(T). (4.83)
Astfel se defineste:
Prof(T) = Ry(T) € H(rot, T), (4.84)

ca spatiu al functiilor de forma pentru elementul Nédélec de ordin k, de prima speta

([19)).

Cea mai restransa baza nodala conforma in spatiul H(rot,T), se obtine pentru
k =1, pentru care secventa exacta (4.79) se scrie:

A

R — P(T) -5 [PP(T) & [S1]3(T) % {0}. (4.85)
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Pe elementul master, aceastd baza nodald descrie spatiul P9t ai cdrui membri

corespund elementului Whitney de ordin 1, dupa numele matematicianului care le-
a formulat pentru prima data intr-un tratat dedicat geometriei diferentiale ([I56],
[42]); ulterior, elementul a fost reformulat de Nédélec ([I19]), ca element de muchie
de ordin 1:

Prot = [P)"@® S) = Ry. (4.86)

cu spatii de functii de forma:

fc}t = {a + (&, —fl)T la € R2 be R} pentru domenii 2D,

(4.87)
f‘}t = {a +bxx|a,be R3} pentru domenii 3D.

Functiile de forma definite pe triunghiul, respectiv tetraedrul de referinta, sunt
asociate laturilor acestora, iar reprezentarea lor in coordonate baricentrice \;(§) €
Py (T) este urmatoarea:

zpfc;t _ {Arot| ot e (Pl @[S 1<i < Lk}
51 7€) = Nip (O) VN, () = Aif, (VAL (6),
cu Ly = 3 pentru triunghi, respectiv (4.88)
Ly = 6 pentru tetraedru,

iar ¢ este indexul local al laturilor elementului master.

Pentru claritate, urmatoarele proprietati for fi evidentiate pe cazul particular al
functiei de forma @T° asociata laturii £, din tetraedrul de referinta, latura orientata
de la nodul P; la nodul P,. De aici, se pot deduce foarte usor, proprietatile analoage

ale celorlalte functii de forma: ©5°f, ... Qo
Cu ajutorul relatiei (4.55)) si a faptului ca A; + Ay = 1 pe latura £;, putem
deduce expresia componentei tangentiale a functiei vectoriale &°" pe laceastd
latura: _
PP
@{ot . 7—_'1 _ @{ot . Al A2 _
| PPy (4.89)

= —>
,\/\71 (V)\QP1P2) — >\ (V)\l 1 2) == %,
| PP |PiBy| | PLP|

de unde rezulta ca circulatia functiei de forma wmt

acelasi indice, fiind nula pe celelalte laturi. Generalizand:

este unitara doar pe latura cu

~rot =

(4.90)
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L

Py

Figura 4.10: Liniile de cAmp pentru functia de forma &f°*' pentru elementele master

triunghi (a), respectiv tetraedru (b).

respectiv:
/ W5 T =65, 1 < i, j < m. (4.91)
L;

Se poate observa ci rotorul functiei &}°*" este constant:

V x C?){Otl =2 (V)\l X V)\g) s (492)
iar pe fetele laterale laturii L; avem:
A
@f"t = ——lﬁg pe fata F»
ho

(4.93)

A
@{Ot = —{—h—zﬁl pe fata Fi,

de unde deducem ca functia OF°* reprezinta un cAmp vectorial ce se roteste in jurul

laturii ce nu contine vertexurile P, si P, (muchia opusa muchiei ﬁl), fiind nula pe
acea latura. Rotirea 1n sensul campului deplaseaza burghiul drept catre vertexul
opus fetei ce contine latura Ly (asemanator regulii stabilite pentru orientarea
tetraedrului) (v. fig, [4.10-(b)). Acest camp vectorial este normal pe cele doua fete
laterale F; respectiv J; si tangential pe celelalte doua fete care se intersecteaza dupa
latura £1: F si F4. Mai mult, pe aceste ultime doua fete componenta tangentiala
nu depinde decat de coordonatele baricentrice A si Ao, fiind astfel identica pe ambele
parti ale acestor fete.

Din cele de mai sus rezulta faptul ca functiile de forma &%, din spatiul 75}”‘“
din , au componenta tangentiala continua la trecerea prin oricare fata de
frontiera dintre doua tetradere vecine. O logica asemanatoare se aplica si pentru
elementele 2D triunghiulare, acolo fiind vorba despre continuitatea componentelor
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tangentiale ale functiilor de forma la trecerea prin orice latura de frontiera dintre
doudt triunghiuri vecine (v. fig, [4.10] - (a)). Prin urmare conditia (4.38)) de
conformitate H(rot) este Tndephmta

Tinand cont de (4.91]), variabila nodala asociata elementulul nodal @F°t, este
aleasa a fi in acest caz, circulatia functiei vectoriale necunoscute b pe latura i
Nrot . 5 — / b-d7, cul <i<Ly (4.94)

Putem deci exprima functia necunoscuta, la nivel de element master, prin
combinatia liniara:

=Y Nrotgret (4.95)

i=1

f3>l

Daca impunem ¢ = 0, rezulta si anularea componentelor tangentiale ale ¢’ pe oricare
din laturile elementului master: - 7; = 0, V1 < j < m; apoi, luand In considerare

(4.90), rezulta:

. N 1 &
NFotQrot . 7 = Nfot = 0 & NI =0, V1 < j < Ly. (4.96)

1 L

NgE

7

In consecinta este demonstrata implicatia de unisolventa (|4.40)).

In concluzie, tripletul de referinta {T Pf N ot} reprezintd un element finit
conform si unisolvent in H(rot, ).

Pentru determinarea elementului finit din domeniul fizic, trebuie aplicata
elementelor tripletului de mai sus transformarea afina , adaptata la faptul
ci trebuie s& transforme V X @ in V x @. In [I14] (Lema 3.57) se demonstreazs ci
daca functiei vectoriale aeH (rot, T ) i se aplica transformarea ® definita in (4.63)),
rezulta functia o cu:

7= [F;']" do®,; " si@C H(rot, ), (4.97)
respectiv:
(a). pentru cazul 2D
Vxii=J;'V x (io®;!), (4.98)
(b). pentru cazul 3D
V x i = J BV x (do @) (4.99)

(c). componentele tangentiale pe laturi se transforma astfel:

(@- 7)o Py = (4.100)

||F ||
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(d). de unde rezulta si circulatia acestora pe una din laturile elementului finit fizic:

/ ﬁ.fdx:/fi.?dg. (4.101)
(L) L

Transformarea afina lasa neschimbata actiunea operatorilor gradient si rotor
(respectv componenta tangentiala) si integrala la trecerea de la domeniul T la Q,
pastrandu-se astfel neschibata si secventa . Din rezulta si modul de
obtinere a gradelor de libertate pe elementul finit fizic €y, conform cu H(rot), din
cel definit pe elementul master:

—
A

Neot (@) = [ I BER | de = N7 (@) (4.102)
I ELT |
La nivel global, pe domeniul €2:
NTot 6—>/ - d, (4.103)
L;

unde j este indexul global al laturilor (muchiilor) din §2,. Solutia aproximativa
locala este descrisa de functii independente, descrise de operatorul de interpolare
local:

o, (x) = 7% (0) Z N7 D)wix), (4.104)
=1

unde i este indexul local al laturilor din €, iar w¥f(x) este functia de forma
corespunzatoare muchiei ¢ din ;. Expresia acestei functii de forma se determina
din functiile de forma ale elementului de referinta cu ajutorul transformarii (4.63):

WE(X) = Ay (X) Vi, (%) = Ny (X)L, (%) = [FY]T (R)@i(%) (4.105)

In concluzie, putem descrie elementul finit Nédélec de ordin 1, de speta intai, prin
urmatorul triplet:
1. Domeniul spatial €2

roty .

2. Spatiul functiilor de forma P *:

Pmt’“ = {wf | wf € Rp(Q),
Wf(x) = )‘Zm< )V/\lfm( ) - )‘ifm(x)v}‘im(x)v 1<i< Lk‘} )

unde ¢ este indexul local al laturilor elementului €2;.
(4.106)
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rot.

3. Spatiul gradelor de libertate Ny¢":

i(}tk _ {Nirot | NFot — / U(x)-d7, 1<i < Lk} , (4.107)
c

Solutia aproximativa globala este data de operatorul de interpolare global descris in

[@2R):
1’[‘1"0[t : H(rot, Q) — V}ll7[(Qh),

E
up, :Hﬁt(ﬁ) = Z N;Ot(ﬁ)wj(x), (4.108)
j=1

rot — _ roty —
cu I i|q, = I} %4
unde V}; reprezintd spatiul functional al solutiilor formei discrete a problemei
(4.1.1)), corespunzatoare cautarii solutiei in spatiul vectorial UF°* C Hy(rot, 2):

Vi,[ = {’Jh(X> € H(I‘Ot, Q) | ﬁZ(X) S Rk(Qk) C H(I‘Ot, Qk>,VQk € 77L} . (4109)

4.1.6 Elementul finit conform in H(div)

Pentru problemele pentru care cAmpul vectorial necunoscut este cautat in spatiul
H(div) (de ex. inductia electrica, sau cea magnetica in problemele de electromagne-
tism), este avantajoasa folosirea unor elemente finite conforme in spatiul H (div, ).
Aceasta presupune ca functiile necunoscute sa fie continue pe portiuni, in sens
| - ||4iv, Pe tot . Pentru astfel de functii se urmareste saltul componentei normale
a campului vectorial la trecerea prin frontiera dintre doua subdomenii incluse in €y,
datorita interpretarilor fizice asociate acestui salt (de ex. una din consecintele legii

fluxului magnetic - v. (2.3.2))).

Daca notam cu [, saltul componentei normale a cAmpului vectorial ¥ la
trecerea prin interfata 3;; dintre doua subdomenii €; si ; (v. fig. [4.11), luand
ca referinta sensul de trecere de la €; Inspre €); se poate scrie:

(4.110)

nij~vi—nij~vj:ni-vi—i—nj-vj.

Prin urmare, la tercerea prin ¥;;, functiile din H(div, ) pot fi continue in
sens || - ||giv, caz in care:
iy -, =0 (a.111)

respectiv pot avea un salt finit:

[ 'ﬂ&j =s, cu |s| < oo. (4.112)
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Figura 4.11: Interpretarea fizica a saltului componentei normale al unei functii vectoriale
la trecerea prin frontiera J;; este legata de evaluarea fluxului functiei respective pe o
suprafata cilindrica, notata aici cu S;j, care la limita, tinde spre un punct situat pe ¥;;
(6 — 0, p — 0). Aplicand teorema lui Ostrogradski, rezulta ca acest flux este egal cu
integrala de volum a divergentei superficiale V@ pe volumul cilindric Vg;; inchis de S;;:

$o, o U AA= [y odivggdV = [ [Fls,; dV

Pentru elementul finit conform in H(div), tridimensional, este potrivita alegerea
unor functii de forma cu proprietati legate de comportamentul componentei normale
a cAmpului vectorial ¥/ pe fetele tetraedrelor (fluxuri) triangulatiei 7;, pentru domenii
3D, respectiv pe laturile triunghiurilor pentru triangulatii 2D. Fetele vor fi orientate,
iar sensul de referinta este dat de normala exterioara pe suprafata respectiva (v. fig.
4.12)). Din acest motiv acest tip de elemente poarta si denumirea de elemente de
fata.

Elementele conforme in H (div) sunt derivate din cele conforme in H(rot) prin
aplicarea operatorului rot (Vx), urmind secventa exacta de Rham, in variantele
sale pentru domenii 2D (v. (3.140))), respectiv 3D (v. (3.139))). Pentru domeniile
2D functiile de forma w™* sunt obtinute prin rotirea cu 7/2 a functiilor wf®*. De
exemplu pentru latura £; a triunghiului master din ﬁg.(a)7 functia de forma

este:
QP = X\ Vodg — A3V g =

- - . (4.113)
>\2k‘ X V)\g — )\3]{5 X V)\Q =k X (:){Otl.
Pentru fata orientati F a tetraedrului de referintd cf. fig (b):
~ div ~rot ~rot ~rot
W' = AV X s + AV X @)% + A3V X g™t =
1 O o O (4.114)

2 [AQ(V}\;L X v>\3) + )\4<V)\3 X V)\Q) + )\3(V>\2 X V)\4)]
Spatiul functional din care fac parte functiile de forma & este ([114]):

Dk = [Pk_l]d D Pk_lx, Cu X = {1‘1, s ,l’d}T, (4115)
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Figura 4.12: (a) Triunghi de referinta; toate laturile sunt orientate la fel relativ la
normalele exterioare proprii. (b)Tetraedru de referinta cu fete orientate. Sensul pozitiv de
parcurgere a laturilor unei fete este sensul de rotatie al burghiului drept care 1l deplaseaza
in sensul normalei exterioare a fetei respective.

unde d = 2 pentru domeniile 2D, respectiv d = 3 pentru domeniile 3D. In [I14] -
Lema 5.13 - se demonstreaza ca V- Dy, = Pj_1, astfel Incat secventa exacta de spatii
functionale ale functiilor de forma conforme, corespunzatoare secventei de Rham

(13.128)) este:

R — P, — Ry % Dy 5 P,_; — {0}. (4.116)

Functiile de forma (4.113]) si (4.114) sunt asociate elementelor finite de fata,
cunoscute sub denumirea de Raviart-Thomas ([I14], [94]). Cel mai restrans spatiu al

acestor functii de forma este Dy (k = 1), al carui descriere in coordonate carteziene
este:

plivi — {a+bx|aeR? beR}
dim(P¥1) = 3, pentru d = 2 (4.117)
dim(P¥1) = 4, pentru d = 3,

iar in coordonate baricentrice:
Pdlvl — {@?7,1)1 ’d\)glvl c [Pk—l]d D Pk—1X7 1 S i S m}

cu wf“” dat de (4.113)) pentru d = 2, m = 3, respectiv
w dat de (#.114) pentru d = 3, m = 4

si ¢ indexul local al laturilor, respectiv fetelor elementului master.

(4.118)

Elementele din (4.117) corespund elementelor Whitney de ordin 2 ([156], [42]).
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Tinand cont de faptul ca:

A = 0 pe Fi si (4.119)
4 . 4 R
ZAizlpeTéZ)\izlpe]—"l si
=1 =2
1
V=t
' A

si Inlocuind relatiile (4.119)) in (4. 114|) obtinem pentru componenta functiei de forma

div1 qups normala exterioard fetei F:

, 2
(I)ilwl . ﬁl (V)\Q X V)\4) V)\;g (4120)
VA
Deoarece directia vectorului VJ; este normala pe fata F;, respectiv directia V;
normala pe ﬁ], deducem cé vectorul (V; x V) este paralel cu latura comuna
a fetelor F; si .7-" (fig. 4 . Pentru exemplul nostru, cu orientarile laturilor din

=
fig. 4.12] sensul vectorului (VAy x V) este cel al vectorului P, P;. Se poate usor

demonstra ca:

=
PP
Vi x V)= 4.121
2 X 4 6V, ) ( )
iar din (4.53|) rezulta:
1 3V
VA Ay ( )

unde V; si Ay sunt volumul tetraedrului 7 , Tespectiv aria fetei Fi. In plus, se poate
observa ca:

=
— PPy (—ii
PPV = 13h(”3> — 1 (4.123)
3

Inlocuind relatiile de mai sus in (4.120)) rezulta:

=
. PP 1
=V ARV 1 (4.124)
Ay GVT Ay

d)ilwl .

St

Similar, pentru cazul 2D:

Wi = (Vs X Vo) i =
1
LoAn 1
L (4.125)
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e VA x VA
i ()

Wi ()

)
: t\
- R
J LR
e
) .
’ 7z
— L
i ) <\ VA x VA
— 4 s
i p
p
)

P,

— P
i ()

(a)

(b)

Figura 4.13: (a)- Pe triunghiul master, vectorii cAmpului w{™* sunt coliniari cu laturile

vecine cu latura £, avind componenta normald nuld pe acestea; in vertexurile P» si P3
se poate observa relatia de ortogonalitate intre functiile de forma din H(rot) si cele din

H(div); divergenta cAmpului w{™! este constanti pe triunghi fiind egald cu 1/A. (b)

.. A . di .. . . )
- Pe tetraedrul master, vectorii cAmpului w{""' sunt coliniari cu laturile ce se sprijina
pe vertexurile fetei /7, avind componenta normala nuld pe fetele subantinse de acestea;

divy

divergenta cAmpului wi""" este constanta pe tetraedru fiind egala cu 1/3V;.

Deci fluxul functiei de formi wi™* pe fata F;:

ﬂ Qo7 dAy = 1, (4.126)
Fi1

respectiv pe latura L din triunghi:

/ of iy dly = 1. (4.127)
L

In general:

// Ot dA; = by, (4.128)

Fi

L;

In concluzie, wi™*

reprezinta un camp vectorial cu componenta normala constanta
si flux unitar pe fata F; si componente normale nule (flux nul) pe celelalte fete ale
tetraedrului de referinta (v. fig. . Componenta normala de pe fata F; este

continua la trecerea prin aceasta suprafata fiind egala cu inversul ariei acesteia.
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Din cele de mai sus rezulta faptul ca functiile de forma wd“’l

din spatiul
Pdivi ay componenta normala continua la trecerea prin oricare fata de frontiera
dintre doua tetradere vecine. O logica asemanatoare se aplica si pentru elementele
2D triunghiulare, acolo fiind vorba despre continuitatea componentelor normale ale
functiilor de forma la trecerea prin orice latura de frontiera dintre doua triunghiuri

vecine (v. fig, - (a)). Prin urmare conditia (4.39) de conformitate H(div) este

indeplinita.

Hdiv , este

Tinand cont de (4.128)), variabila nodala asociata elementulul nodal @w;
aleasa a fi in acest caz, ﬂuxul functiei vectoriale necunoscute & pe fata (pentru

domenii 2D - latura) i
N 5 // b dA;, cul <i<m. (4.130)

Putem deci exprima functia necunoscuta, la nivel de element master, prin combinatia
liniara:

@>l

Z dw1 Adwl (4131>

Daca impunem ¢ = 0, rezulta si anularea componentelor normale ale ¥ pe oricare
din fetele elementului master: v -1; = 0, V1 < j < m; apoi, luand in considerare

(4.124]), rezulta:

1
=0& N™ =0,V1<j<m, (4.132)

i Nidivlw;livl = Ndw1
i=1 j

In consecinta este demonstrata implicatia de unisolventa .

In concluzie, tripletul de referinti {T", P4t N'#1} reprezintd un element finit
conform si unisolvent in H(div,T").

La fel ca si in cazul elementelor finite conforme in H(rot,(2), pentru
determinarea elementului finit din domeniul fizic, trebuie aplicata elementelor
tripletului de mai sus transformarea afina , intr-o forma la care operatorul V-
raméne invariant. In [I14] (Lema 3.59) se demonstreaza ca transformarea potrivita
acestui scop este cea cunoscutd sub numele de transformarea Piola ([136]):

=T, ot (4.133)
Ji
unde notatiile sunt cele folosite in cap. 4.1.2, iar @ C H(div, Q) si @& € H(div,T).
Rezulta urmatoarele relatii de transformare care lasa invariante relatiile definite pe
domeniul T, al elementului master:
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(a). divergenta:

1 .
v-ﬁzjkv-ao@,;l; (4.134)

(b). componenta normala pe o fata de element:

oL 1
(u-n): TV-17 (
Jo | (Fp) 'l

I~
|
N——
o
2

(4.135)

(c). Operatorul de integrare pe suprafata:

//f A = /ﬁ [Tl || (D)7 || dA; (4.136)

(d). Operatorul produs vectorial, respectiv relatia V@ x Vi cu P, € Hl(T):

F —
V xu= J—V x 1o @', respectiv (4.137)
k
F N
Vo x Vi = 7k(wa x Vi) o & L. (4.138)

Din relatiile (4.137)), rezulta prin aplicarea transformarii (4.133), functiile de forma
corespunzatoare elementului finit real, de ordin unu, H(div) conform. Pentru

exemplul din (4.114)):

wfivl _ E@Zdivl o q)lzl _
Ji (4.139)
2 [/\Q(V)\4 X V)\3) + )\4(V)\3 X V)\Q) + /\3(V)\2 X V)\4)],

cu proprietatea similara cu (4.128)):

A

J

. 1 .
div — T\—1 A div — .
wy 1-n-alA-:// gy F —;"" s dA; = sign(Jy) 045
s = VD) dA; = sign() 6
(4.140)
La fel, in virtutea relatiei (4.136]), rezulta invarianta gradelor de libertate ale
elementelor div conforme alese pentru elementul de referinta (cf. (4.130)):

N 6—>// U, dA; cul <i <m. (4.141)
Fi

unde j este indexul global al fetelor din €2;,. Solutia aproximativa locala este descrisa
de functii independente, descrise de operatorul de interpolare local:

(2

i (x) = T (5) = >° NS (0™ (x), (4.142)
i=1

unde ¢ este indexul local al fetelor din €. In concluzie, putem descrie elementul
finit Raviart-Tomas de ordin 1, prin urmatorul triplet:
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1. Domeniul spatial {2
2. Spatiul functiilor de forma P4v1;

sz‘m — {w;iivl |wz§liv1 c ([Pk:—l]d D pk—lx) (Qk)7 1 S i S m}
cu wf““ dat de expresii de forma (4.113|) pentru d = 2, m = 3, respectiv

wf””l dat de expresii de forma (4.114]) pentru d =3, m =4
(4.143)

3. Spatiul gradelor de libertate N4t

Ndz‘vl . {deml |dew1 _/
= ; f =

Fi

Solutia aproximativa globala este data de operatorul de interpolare descris in (4.28)):

F
iy, = 1% (@) = Y NI (@)w! (x), (4.145)
j=1
cu
% . H(div, Q) — O (), (4.146)

unde Q) reprezinta spatiul discret al solutiilor aproximative, obtinute prin discreti-
zarea problemei (4.1.1)) cu elemente finite Raviart-Thomas de ordin 1:

Q,, = {iin(x) € H(div, Q) | i@}(x) € Dy() C H(div, %),V € Tr}.  (4.147)

4.1.7 Elementul finit conform in L2

Elementul finit conform in L?(Q), este definibil numai pentru domeniile Q C R3.
Functia de forma asociata, notata cu w? ! este derivata, din cea a elementului conform
in H(div), prin aplicarea operatorului div (V-), urmand secventa exacta de Rham.
Pentru tetraedrul de referintd 7' se poate scrie, in functie de orice functie de forma

definiti pe o fatd F; (cf. ([.118)) a acestuia:

: 3 1
O =V = = — (4.148)
3Vr  Vr

de unde proprietatea:

M &% dv; = 1. (4.149)
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Prin urmare, functia de forma % este o constanti reald, fiind deci un membru al
multimii polinoamelor reale de ordin 0 - Py(7") € L*(T). Trecerea de la elementul
master la cel fizic se poate face folosind transformarea Piola (4.133)).

W = Tt 0 7 cu w™ € Py() C L2y (4.150)
Elementul fizic are urmatoarea proprietate:

/// w?l dv; = /// V- w?m dv; = // w?m dA; =

' (4.151)

F; )
Z // w?wl dAZ = 5”
m=1 m

Aceasta functie de forma corespunde elementului Whitney de ordin 3 ([156], [42])
si nu este continua la trecerea de la un element la altul. Variabila nodala asociata
elementului nodal este integrala de volum a functiei de forma interpolata cu ajutorul
unei functii polinomiale de grad I:

J\/;Q’ Do — /// oprdv, cul € N (4.152)
Qf

Pentru ordinul 1, py = 1, iar elementul finit conform in L2(£);) este definit de
urmatorul triplet:

1. Domeniul spatial ;
2. Spatiul functiilor de forma P

PO = {w Wt € Po(),wit = -1, (4.153)

3. Spatiul gradelor de libertate A/V1:

N = {N,Sl | N — ///v wdv}, (4.154)

unde V), este volumul tetraedrului €.

Solutia aproximativa globala este data de catre functia de interpolare:

T
U =" (p) = > N (9, (4.155)
=1
cu ’
I : L2(Q) — SHQy) (4.156)

unde S} reprezinta spatiul discret al solutiilor aproximative, obtinute prin discreti-
zarea problemei (4.1.1)) cu elemente finite ordin 1 din L?:

Sy ={v € L*(Q) g}, € Po() C L*(), Y € Tr} . (4.157)
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4.1.8 Complexul De Rham discret

Din cele de mai sus, se poate demonstra ([42]-Cap.5), ca spatiile functionale ale
elementelor conforme, (4.75)), (4.109)), (4.147), (4.157), pot fi asezate intr-o secventa
De Rham (v. (3.128))) exacta, in raport cu operatorii grad, rot, div, in conditiile

in care domeniul {2 este simplu conex si marginit de o frontiera conexa. Pentru
domeniile in 3 dimensiuni, secventa este urmatoarea:

R— W, -5V, 25 0 5 S — {0} (4.158)

Trebuie 1nsa remarcat ci operatorii de interpolare globala 117! , [1ret ([4.108)),
I1%v ([4.145)), respectiv 1% nu sunt bine definiti pe spatiile H(2), H(rot, ),
H(div, ), L*(Q2) ([114]), intrucat conditiile de frontiers isi gdsesec corespondentul
functional in spatii Sobolev fractionare (v. operatorii de urma , ,
(3.124])). Ca urmare, in scopul de a reprezenta imaginea secventei exacte De
Rham pentru problema discretizata, prin folosirea functiilor de interpolare
specificate mai sus, trebuie pornit de la spatii pe care aceste interpolari sunt bine
definite:

a) Teorema 5.49 din [T114] stabileste spatiul pe care operatorul de interpolare T11!
este bine definit, si anume:

W = H(Q) c H(Q), >0, (4.159)
. w — wi. (4.160)
Conform secventei exacte (4.158)):
Im(VW,) = ker(V x V, ;). (4.161)
de unde:
vV (W) =110V (W), (4.162)

cu I1*°* dat de (4.164).

b) Lema 5.38 din [I14] stabileste spatiul pe care operatorul de interpolare IT*°*
este bine definit, si anume:

v={ie [13+9(@)]” € H(rot,Q), |V x it € [HF(@)], 6 > 0},
(4.163)
It - V=V, . (4.164)
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Conform secventei exacte (4.158]):
Im (V x V) = ker(V - Qy). (4.165)

de unde:
V x (I°%(V)) = I (V x (V)), (4.166)

iar 1% este dat de (4.168)).

c¢) Lema 5.15 din [I14] stabileste spatiul pe care operatorul de interpolare 14V
este bine definit, si anume:

Q={ie [1H3+(Q)]” € H(div, ), |V - € LX(Q), § > 0}, (4167)

nv. Q — 9. (4.168)
Conform secventei exacte ([4.158)):
Im (V- Q) = ker(L*(2)). (4.169)
din care:

V- (I*(Q)) =1"(V - Q),

o . . . ) (4.170)
si II° : S — S, este bine definit pe S = L*(2) (v.(4.156])).

Ca urmare, secventa ([4.158)) se poate scrie astfel (pentru claritatea schemei, nu am
mai mentionat capetele secventei):

HY(Q) - H(rot,Q) 5% H(div,Q) -  L*Q)

u U U 1

W 1% Q S (4.171)
\L HHl \L Hrot \L Hdiv \L H01

W) R ol Y, s

Pentru domeniile 2D disctretizate, secventa exacta (4.158|) poate capata 2 forme,
derivate din formele (3.140]) cu aceleasi limitari de mai sus, din cazul domeniilor 3D

discretizate: o o
R— W, =3V, 23S — {0},

1 €2><

(4.172)
R— W, —5 Q) V25 8E s {0},

In [I59] este demonstrata o metoda de constructie a elementelor finite de grad
superior, conforme cu spatiile H'(Q2), H(rot,Q), H(div,Q), L*(Q). Procedura
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porneste de la ideea alegerii spatiilor functionale ale elementelor generate, astfel
incat acestea sa formeze o secventa exacta atat la nivel local, de element
de referinta, dar si la nivel global al intregului spatiu discretizat. Stabilirea
acestor spatii functionale polinomiale aflate In secventa exacta nu mai necesita apoi
generarea separata a spatiilor functiilor de forma. Este suficienta generarea unor
functii polinomiale generate de o cate o baza din spatiile respective. In acest mod,
se pot construi retele de discretizare neuniforme, adaptate dinamic necesitatilor
de Tmbunatatire a performantelor de timp si precizie ale algoritmului numeric de
element finit.

Aceste optimizari se pot efectua atat prin marirea ordinului polinoamelor
de interpolare (metoda p), dar si prin rafinarea locala a retelei de discretizare
(metoda h) fara a avea obligativitatea de a efectua aceste rafinari in mod uniform.
De exemplu, este posibila utilizarea unei discretizari cu elemente triunghiulare,
pentru care se pot defini elemente de muchie de ordin diferit pentru fiecare
latura, in conditiile in care distributia ordinului polinomial adoptat pentru laturi
satisface anumite reguli derivate din ideea ca spatiile polinomiale folosite sa pastreze
proprietatea de secventa exacta ([159]-Teorema 5.32 si observatia 5.33). Dezvoltari
similare, se pot gasi si in [60], [59].

4.1.9 Concluzii referitoare la aspectele numerice

Se poate concluziona ca pentru rezolvarea problemelelor fizice complexe, descrise de
ecuatii cu derivate partiale este necesara folosirea metodelor numerice, dintre care,
cea mai populara este Metoda Elementelor Finite. Aceasta se bazeaza pe formularea
slaba a problemei matematice si pe aproximarea spatiului n care se calcueaza solutia
cu un spatiu discret de dimensiune finita, izomorf cu cel al functiilor de test, numit
spatiul functiilor de forma.

Pentru a genera aceste spatii se descompune domeniul de calcul intr-o multime
finita de celule de forme geometrice simple, cel mai frecvent triunghiuri sau tetraedre.
Finetea discretizarii spatiale este descrisa de parametrul A, numit norma retelei,
reprezentand dimensiunea maxima a celulelor. Solutia se aproximeaza in fiecare
celula cu un polinom de grad p, cel mai simplu fiind cazul in care p = 1. Valorile
solutiei numerice in cele N noduri ale retelei de discretizare alcatuiesc gradele de
libertate ale problemei, si determina in mod univoc solutia numerica, solutie ce
pastreaza proprietatea de continuitate pe intreg domeniul de calcul. Spatiul gradelor
de libertate, dual al spatiului functiilor de forma, este un element esential al metodei.
Solutia numerica, reprezentata prin valorile gradelor de libertate, se obtine prin
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rezolvarea unui sistem de N ecuatii algebrice liniare, sistem generat din forma slaba
discreta A(up,v,) = F(vy). Fiecare element contribuie la matricea sistemului in
pozitiile determinate de indecsii globali - dupa care se numara gradele de libertate - ai
variabilelor nodale asociate fiecarui element, si de indexul global al elementului care
il identifica in multimea elementelor rezultate din discretizarea domeniului asociat
problemei. Cu cat h este mai mic, cu atat N este mai mare si solutia numerica se
apropie mai mult de cea exacta.

Pentru a standardiza implementarea metodei elementelor finite se foloseste un
element master, de referinta, care este apoi mapat pe fiecare celula din retea folosind
o transformare afina.

Functionala biliniara A(.,.) este exprimata ca produs scalar al functiilor de
test si de incercare, adica integrala, pe domeniul de calcul, din constanta de material
inmultita cu produsul a doi operatori diferentiali (grad in cazul problemelor scalare
de tip div — grad, sau rot in cazul problemelor vectoriale de tip rot-rot) aplicati
functiilor de forma de test, respectiv de incercare. Pentru calculul numeric al
integralei se considera fiecare celula omogena si se aplica metoda de integrare Gauss,
care da rezultate exacte in cazul polinoamelor. Fiecare element contribuie la termenii
liberi, cu o integrala pe element estimata numeric tot cu metoda Gauss, din sursele
de camp proiectate pe functiile de test, surse asociate termenilor liberi corespnzatori
nodurilor elementului.

Prin alegerea corecta a cadrului functional, solutia numerica obtinuta este
grad-, rot-, sau div-conforma, dupa cum trebuie sa fie campul fizic ce se doreste a fi
calculat. Forma diferentiald (de ordin 1, 2 sau 3) caracteristica marimii locale prin
care se descrie problema fizica, reprezinta legatura esentiala intre aspectele fizice,
cele matematice si cele numerice.
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Aspecte computationale practice.
Studiul unui dispozitiv MEMS

5.1 Dispozitive MEMS

Dispozitivele MEMS (Micro Electro Mechanical Systems) au aparut din necesitatea
de a adauga circuitelor integrate posibilitatea de a avea functii de comutare si/sau de
traductoare ale unor marimi neelectrice (miscare in 3D, vibratie, presiune, iluminare,
temperatura) in marimi electrice. Cele mai frecvente variante constructive presupun
existenta unor microelemente mobile, care se deformeaza sau se deplaseaza fie sub
influenta actiunii marimilor neelectrice, fie sub actiunea unor forte electrice - de
regula electrostatice. In mod curent, dispozitivele MEMS au aplicatii in domeniile
IT (imprimante, hard-discuri) [95], medical [31], telefonie mobila [64], aplicatii RF
[134], aplicatii militare [32].

Pentru proiectarea, apoi executia dispozitivelor MEMS este necesara o intelegere
cat mai exacta a proceselor fizice ce se desfasoara in acestea. Chiar si pentru
configuratiile simple, respectiva analiza nu este usoara datorita in special dime-
siunilor reduse ale domeniului de simulat (de ordinul 107¢ <+ 107%m), domeniu in
care trebuie sa coexiste mai multe fenomene fizice: electrostatic, elastic, termic,
curgere a fluidelor, vibratii ale unor membrane elastice; in plus legile ce guverneaza
aceste fenomene au un mod particular de aplicare datorita interactiunilor ce apar
intre fenomenele susamintite, Intr-un spatiu atat de restrans: de exemplu forta de
gravitatie este neglijabila fata de cea de atractie electrostatica, sau fata de influenta
fluidului in care se miscd membranele mobile ale MEMS [134].

Ca urmare, tehnicile de modelare multifizica isi gasesc un teren foarte bun
de aplicare in domeniul simularii functionarii acestor microsisteme electromecanice.
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Sistemele de ecuatii sunt in cele mai multe cazuri neliniare trebuind totodata sa
surprinda stansele cuplaje dintre diferitele fenomenele fizice ce descriu starile statice
sau dinamice ale unui dispozitiv MEMS. Modelarile nu trebuie numai sa descrie
cu acuratete functionarea unui MEMS, dar ar trebui sa indeplineasca si rolul de
predictor al evolutiei in timp a starii componentelor acestuia, cu precadere a celor
mobile (membrane, lamele, etc.), stabilind astfel jaloanele duratelor de viata si de
functionare sigura ale dispozitivului [102].

Pentru modelarea multifizica a MEMS, pot fi abordate tehnici la nivel sistemic,
pe baza carora se pot face simulari la nivel functional in scopul de a determina
comportamentul general al microsistemului in functie de excitatiile tipice care pot fi
aplicate acestuia pe durata functionarii sale: de exemplu, se pot determina limitele
unor solicitari mecanice, electrice sau termice la care sunt supuse componentele
unui MEMS. Mult mai precise sunt insa simularile care se efectueaza la nivel fizic,
si care pornesc de la scrierea ecuatiilor ce caracterizeaza fenomenele fizice ce descriu
functionarea dispozitivului, precum si a cuplajelor ce se stabilesc intre acestea.
Sistemele de ecuatii rezulate sunt cu derivare partiale, si, de regula, pentru rezolvarea
acestora pe domenii bi sau tridimensionale se utilizeaza metoda elementelor finite
(MEF) [112].
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5.2 Un model simplu de microcomutator capacitiv
RF

Dispozitivele MEMS au capatat o larga intrebuintare in transmisia si prelucrarea
semnalelor de RF cu frecvente de pana la 100Ghz in special datorita pierderilor
mici si dimensiunilor reduse pe care le au In comparatie cu circuitele clasice cu
componente discrete sau integrate hibrid [81],[112]. Unul dintre cele mai raspandite
modele de microcomutator RF este ghidul de unda coplanar - prescurtat CPW
(Coplanar Waveguide). In fig. se regaseste imaginea de principiu a unui astfel
de dispozitiv MEMS.

Bare conectate la potentialul
de referinta (masa)

Substrat

Bara de semnal RF

Figura 5.1: Dispozitiv MEMS de tip CPW. Semnalul RF trece prin bara centrald; aceasta
este incadrata de doua bare de masa (legate la potentialul de referinta al intregului circuit).
Campul electromagnetic se propaga prin conductorul central evoludnd intre frontierele
laterale conectate la potentialul de referintd. Barele conductoare se obtin prin depunerea
de material conductor (de reguld Au) pe aceeasi parte a unui substrat de Si. In scopul
reducerii pierderilor in substrat, intre acesta si straturile conductoare se depune un strat
izolator foarte subtire.

Ghidul de unda CPW poate fi transformat intr-un comutator RF odata ce
intre barele laterale se depune o lamela conductoare elastica ce poate fi atrasa
electrostatic spre bara centrala. Acest fapt se obtine prin aplicarea unei diferente de
potential continua intre conductorul central si barele laterale aflate in contact direct
cu lamela mobild (v. fig]5.2). Peste electrodul central este depus un strat dielectric
(izolator). Practic, daca tensiunea V, nu este aplicata, capacitatea dintre lamela si
electrodul central este minima (Cy,;,, ), stabilind o anumita frecventa de taiere pentru
semnalele RF ce trec prin circuitul ce contine acest comutator. La aplicarea unei
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valori critice a tensiunii, numitd tensiune de minima actionare (in limba engleza
»pull in”) si notata in continuare cu Vpy, lamela atinge stratul dielectric depus peste
electrodul central, capacitatea astfel formata fiind maxima, fapt ce duce la reducerea
impedantei capacitive a dispozitivului, prin urmare la modificarea benzii de trecere
a semnalelor RF prin circuit.

mms Semnal RF - e

L o
Al Semal RF
—=

cmin cmax
| Electrod lameld Al->0 |
iincastraté la capete L +

Substrat \

Va
\ i .
Electrod fix A2 Strat dielectric ‘ [ ‘ | ‘ |lr/—/—‘<¥ A2-->Va
+

(a) (b)

Figura 5.2: Principiul de functionare al unui sunt capacitiv realizat cu un microcomutator
integrat. Suntul este deschis atunci cand nu este aplicata tensiunea continua de comanda
Vo (a); Suntul se inchide complet dacad se aplica tensiunea critica V, = Vpr; se poate
observa ca valoarea capacitatii (deci si a frecventei de taiere) poate fi controlata in tensiune
atata timp cat 0 < V, < Vpy.

In fig]p.3] sunt prezentate doua variante de sunturi capacitive in constructie

CPW.

®

Figura 5.3: (a) - sunt capacitiv produs de Raytheon (imagine preluata din [133]); (b) -
sunt capacitiv produs de Analog Devices (imagine preluata din [81]).
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Latimea barelor laterale si a celei centrale este de 120um, iar distanta dintre
bare este de cate 80um; membrana elastica este perforata cu gauri de 2um utile atat
in procesul tehnologic, dar si functional - usurdnd deplasarea membranei in mediul
de gaz inert in care se afla intreg micromecanismul. Capacitatea minima a unui
astfel de sunt este de 20-50 fF, iar cea maxima de 3-5pF ([133]).

Figura 5.4: Reprezentarea de principiu a functiondrii a unui dispozitiv MEMS cu
actionare electrostatica. Figura de fata a fost obtinutd prin prelucrarea unei imagini
din [81].

Principial, un dispozitiv  MEMS electrostatic poate fi reprezentat ca un
condensator plan format dintr-o armatura fixa si una mobila departata initial de
cea fixa cu distanta gy (v. ﬁg.. Armatura fixa este conectata la potentialul de
referintd (masa), iar cea mobila la un potential de comanda V, fata de referinta.
Daca tensiunea de comanda este mai mica decét valoarea critica Vp; (tensiune de
,pull-in”) armatura efectueaza o deplasare u dupa care raméane stabil in acea pozitie.
Daca tensiunea de comanda este mai mare decit Vp; atunci armatura mobila se
lipeste de cea fixa. Ideal, tensiunea de actionare ar trebui sa fie egala cu Vp;.

5.3 Problema 1D pentru microsuntul electrosta-
tic.

Problema este una cuplata, de electrostatica si elasticitate liniara, care pot fi descrise
pe domeniile reprezentate in fig. [5.5 Sub influenta fortei electrostatice, armatura
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A y?‘j
il n
- — + } Y = 9o
V___ | Iu
@ . . 2 . y=g
QE ﬁe
€0
0
. ’_‘A:l;,X'w
| r =1y
0| | x

Figura 5.5: Domeniile geometrice ale modelului 1D pentru un microsunt rezistiv. Ambele

armaturi au aceeasi arie A = [, X w.

mobila este atrasa spre armatura fixa. Daca cele doua armaturi au suprafete
conductoare avem de a face cu un sunt rezistiv. In cazul in care pe suprafata
conductoare a armaturii fixe este depus un strat dielectric izolator atunci suntul
este capacitiv. Pentru simplitate problema va fi studiata pentru cazul rezistiv.

Domeniul 2z a problemei electrostatice este descris de dreptunghiul format de
armaturile plan paralele ale condensatorului. Armatura mobila a acestuia evolueaza
de la distanta initiala gy fata de armatura fixa, pana la o distanta g determinata de
tensiunea de comanda V, aplicata intre cele doua armaturi:

QE = [O,Zb] X [0,9] (51)

Problema electrostatica este una plan paralela, in care potentialul electric are linii
echipotentiale paralele cu armaturile. Dielectricul dintre cele doua armaturi este
aerul. Formularea matematica a acestei probleme este urmatoarea:

In domeniul Qg se cauta solutia ecuatiei:

0%v
ain = O, cuv e O2<Q), (52)
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cu conditiile de frontiera:

v(y) = V,, pentruy =0,

v(y) =0, pentru y = g, (5.3)
0
v 0, pentru z = 0,2 = [,
on
Pentru un g fixat, ecuatia (5.2)) are solutia analitica:
Y
v(y) = Va(l - 5) (5.4)

In consecinta campul electrostatic are expresia:

—

E(y) = ‘35‘, Yy € (0, 9). (5.5)

Forta electrostatica ce actioneaza asupra suprafetei armaturii mobile poate fi
determinata prin doua metode:

1. evaluarea tensiunii maxwelliene Intr-un punct de pe suprafata armaturii:

1 - o 1 Vf
Te(g) = —550E<9)D(9) = —550?; (5-6>

unde D este inductia electrica, iar ¢y este permitivitatea electrica a aerului.
Forta totala rezulta a fi:

- 1 v o 1 Vf -
Fe(g) = —550? At = —§€0? Aj, (5-7)

unde A = [, X w este aria suprafetei fiecareia dintre armaturi.

2. evaluare energetica prin aplicarea primei legi a termodinamicii : forta
este determinata din lucrul mecanic efectuat de catre campul electrostatic
pentru deplasarea armaturii pe o distanta suficient de mica - notata cu dy -
pentru a putea considera aceasta forta constanta:

oW, =0L = F, dy, (5.8)
unde:
5We - We(g + 5y) - We(g)7 (59)
din care rezulta ca:
1 Va2 -

Fe(g) = —550m Aj. (5.10)
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Pentru dy — 0 relatia (5.10) este echivalenta cu (5.7). La aceeasi expresie
se ajunge si prin aplicarea teoremei fortelor generalizate in camp electrostatic
(2.28) pentru potential electric constant:

o) — oW,

1 V2oL
e(g) ag Ty

R A 5.11
oy d = gt AL (5.11)

In problema mecanica ne intereseaza determinarea deplasarii «, a unui punct
material asociat armaturii, deplasare datorata actiunii fortei electrostatice. Aceasta
marime rezulta din scrierea ecuatiei de echilibru static al fortelor ce actioneaza
asupra punctului material. Se poate arata foarte simplu ca in ecuatia de echilibru
static, forta gravitationala nu are nicio influenta, ecuatia de echilibru fiind:

F,+F. =0, (5.12)
adica,
1 1%
— —gp—+——A+ku= 1
250 (0 — u)? +ku=0, (5.13)
respectiv:
1 V2

unde k este constanta elastica a arcului care produce revenirea armaturii mobile,
iar gy este distanta initiala dintre cele doua armaturi. Problema de determinare a
deplasarii @ in functie de V, este una cuplata electromecanica - presupunand deci
rezolvarea simultana sau succesiva a unei probleme electrice (PE), respectiv a uneia
mecanice - de elasticitate (PM). Cu toate ca fiecare dintre cele doua probleme,
tratata separat, este liniara, problema cuplata este neliniara din doua motive:

1. Forta electrostatica F., care reprezinta legatura dintre cele doua probleme este
dependenta de patratul excitatiei V;

2. Domeniul €2, pe care se rezolva PE este dependent de distanta g, respectiv de
deplasarea u, care se determina din PM, in functie de Fv.

Problema se poate aborda fie prin rezolvarea unui unic sistem de ecuatii rezultat
din scrierea compacta a ecuatiilor PE, respectiv PM, fie prin rezolvarea succesiv
separata a celor doua probleme, conform organigramei din fig. |5.6, Ecuatia
reprezinta legatura dintre tensiunea de actionare V, si distanta g:

Valg) = \/520],{4 9*(90 — 9) (5.15)
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initializare:
citeste: V,, nit,q., €rrg
k=0:
Gk = go;
uy, = 0;
duy, = 0;

repeta

— Y= 9
Determin F,,, . (ux) prin V=V I_ B
rezolvarea problemei PE | 17770000000 ; P-’ -------- — Y= Gk
pe domeniul: 0 E, €ht1

QEk - [Oa lb] X [0: gk] 0

—+ ¥ =90
Determin du 1 dugyy $ En,

produs de F,, , (uy) EREEE TR —+ Y =0k
FoTTT T Y= Gkl

prin rezolvarea problemei PM

Upt1 = Ug + dujpy
Gl = Gr — Ayt
E=k+1

ana cand : .
p scrie:

dukj:l
U

<err )
= €rrg Ky Grtty Urgt

sau

k > nitmax
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Figura 5.6: Organigrama de rezolvare iterativa a problemei electromecanica neliniara,
2D, pentru o tensiune de actionare V.
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Pe intervalul [0, go] functia V,(g) admite un maxim ce rezulta din anularea derivatei:
Va
dg B
Ecuatia (5.15), admite pentru o anumitd tensiune V, doud solutii gi» € [0, go]
[74],[112], [103):

0. (5.16)

1. una instabila, in care armatura mobila nu poate ramane in repaus, ci se
deplaseaza venind in contact cu armatura fixa;
2. una stabila, in care armatura mobila raméne in repaus.

Cea mai mica tensiune care aduce armatura in zona instabila, producand contactul
ei cu cea fixa este tensiunea minima de actionare Vpy, se determina prin inlocuirea

solutiei ecuatiei (5.16)) in relatia ((5.15)):

8kgsd
Vor = 5.17
PE=\275,A (5.17)

si se obtine pentru gp; = %go. Cu ajutorul relatiilor (5.15) si (5.17)) se poate

determina o forma normalizata a legaturii dintre V, si g, respectiv u = gy — ¢:

( ) _2Tg90—9 (90 g 1) (5.18)
Vrr 4 go 90

a carei reprezentare este in fig. [5.7

In cazul suntului capacitiv (v. fig. in problema electrostatica, apare un
strat dielectric de grosime t,4, respectiv de permitivitate relativa €, > 1. In aceasta
situatie, deplasarea maxima gy a armaturii mobile este considerata intre pozitia sa
initiala si suprafata superioara a dielectricului mentionat. Distanta maxima dintre
cele doua armaturi este gy + t4, iar cea minima este t,4.

Utilizand aceeasi abordare, dar tindnd cont de stratul dielectric de grosime ¢4
si permitivitatea electrica e, rezulta urmatoarele relatii:

« Ecuatia de echilibru static:

1 V2
(9 2)
» Tensiunea de minima actionare si distanta corespunzatoare:
8k ta\’
Vpr = \/ <Qo+d>
275014 87’ (520)

()
gprr 3 3. )
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Dependenta V/VPI de u/g0

1,2
=
% N 00
= 0,93 0,99 "B 0,92
= o o8
0,8 X
0,74 e
‘. 0.65 — @ — Caract.
0,6 > N instabilad
~ —_——1C ct.
/ & 0,46 aract
0.4 N stabild
! ~
~
W 0,25
0,2
A
AS
A Y
0 B
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
(u/g0)

Figura 5.7: Caracteristica normalizata a tensiunii Vp; in raport cu deplasarea u = gg — g

a armaturii mobile. Curba desenaté cu linie Intrerupta reprezinta zona de instabilitate.

Curba desenata cu linie plind reprezinta pe intervalul [0, go/3] zona de stabilitate, iar pe

intervalul (go/3, go] reprezinta evolutia reald a armaturii mobile: pentru orice tensiune

Vo > Vpr armatura mobila se lipeste de cea fixa.

A y ;
A
Yy=go+ta
— y=gttg
F
g, =1 ¢
1 y:td
o
—! ’—‘A:lew
| lz=0
0] | T

Figura 5.8: Domeniile geometrice ale modelului 1D pentru un microsunt capacitiv.
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o Forma normalizata a legaturii dintre V, si g, respectiv u = gy — g:

Va 2_27 go— ¢ go— ¢ 2
(VPI> _Z(go—i-;%f) ((go—i-if_) _1> (5.21)

Caracteristica ([5.21)) este similard cu ce din figl5.7

Pentru modelul 1D se pot face urmatoarele observatii, utile si pentru cazurile
de modele 2D si 3D:

» teniunea Vp; depinde de proprietatile elastice ale membranei mobile, precum
si de distanta initiala go;

 distanta dintre armaturi critica - gp; depinde numai de gg; cu toate ca acest
fapt este teoretic valabil numai pentru modelul 1D, se va vedea in continuare
ca zona de instabilitate a armaturii mobile incepe si la celelate modele pentru
un spatiu dintre armaturi de aproximativ % 9o-

5.4 Un model 2D pentru suntul capacitiv

In continuare va fi analizat un model 2D al unui sunt capacitiv simplu produs
de firma Raytheon (v.fig/5.3). Dimensiunile sunt cele reale, preluate din lucrari
in care au fost studiate diverse aspecte fizice ale acestui tip de dispozitiv MEMS
[131], [I35], [I03]. Modelul este unul foarte des utilizat pentru circuitele utilizate in
prelucrarea semnalelor cu frecvente cuprinse pornind din gama megahertzilor pana
in cea a zecilor de gigahertzi. Schita 2D a dispozitivului este redata in fig[5.9] iar
dimensiunile si proprietatile de material in tabelul [5.1]
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Denumire Valoare | Parametru
Lungime membrana mobila 280pum Iy
Grosime membrana mobila 0,4um hy
Latime membrana mobila 120pm wy
Lungime conductor central 240pum ler
Grosime conductor central 0,4pm hel
Latime conductor central 120pm Wep
Grosime strat dielectric 0, 1um tq
Inaltime conductoare laterale 4pum Pepuw
Latime conductor lateral 120pum Wepw
Lungime conductor lateral 240pm | lepw = la
Distanta initiala dintre armaturi | 3, 5um 9o

Tabela 5.1: Valorile asociate parametrilor specificati in modelul din fig[5.9}

5.4.1 Formulari tari

Ca si in cazul 1D, separam problema neliniara cuplata, in doua probleme liniare:
una de electrostatica, iar alta de elastostatica.
Problema electrica este definita pe un domeniu (g, care este de fapt spatiul

curins intre:
sus - fata inferioara a membranei elastice - notata cu I'g, ;
jos - suprafata conductoare a barei centrale peste care este depus startul de
dielectric, notata cu I'g,, impreuna cu suprafatele de substrat dintre barele
laterale si conductorul central, notate cu I'g,;
lateral - fetele barelor dinspre bara centrald - notate cu I'g,,,,;
Cu aceste notatii (v. fig]5.10]) frontiera 0Qg se poate scrie astfel:

d0p =T, UTg,, UTg UTg,. (5.22)

Forma tare a problemei presupune rezolvarea ecuatiei eliptice (v. cap. [3.3]) de ordin
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Sectiunea A

-

Figura 5.9: Sectiune transversala si vedere de sus pentru microsuntul capacitiv. Sectiunea
transversala A-A este folositd pentru modelul 2D al problemei plan-paralela.

doi:
—V - (eVv) = 0peQpg, (5.23)
v = V,pelg, (5.24)
v = 0pel'y, Ul'g,,, (5.25)
ov
% =0 pe PES;

impunand gasirea solutiei v € C?*(Qg) cu Qp C R? Din punctul de vedere al
proprietatilor de material, domeniul 9Qg este compus din doua zone:

1. startul dielectric de grosime ¢, depus peste conductorul central: in mod uzual,
acest strat este din nitrida de Si (Si3Nis) cu permitivitate electrica relativa
e =T1.
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I'g
|\f_ﬁm l'g, E}” g‘”“ [, Fl‘"’,'
i /
Qg I'g, ( Q0 ‘,j
|FE=<1 |FE&3 YA
FE(';U'LU = FEr‘pu'l U FEr-pu'? ]'—“‘Ul = FJ‘UH U F*'”l?

FE& = FE.q U FERQ

(a) (b)

Figura 5.10: Domeniile 2D ale problemelor plan paralele: electrostatica - (a); elastostatica

- (b).
2. restul de domeniu, care in practica este umplut cu un gaz inert pentru care
e = 1.

Problema mecanica este definita pe un domeniu €2,,, care reprezinta de fapt corpul
lamelei elastice limitat de:

sus - fata superioara a membranei elastice - notata cu ["yy,;
jos - fata inferioara a membranei elastice - notata cu I'yy,;

lateral - fetele determinate de cele doua sectiuni transversale prin lamela in punctele
de Incastrare a acesteia in barele laterale - notate cu I'yy;;

Cu aceste notatii (v. figf5.10) frontiera 02y, se poate scrie astfel:
Oy =Ty, U, Uy, (5.26)

Forma tare a problemei presupune rezolvarea ecuatiei caracteristice problemelor de
elasticitate liniara (v. Problema [3.4.1):

— V[AV(@)[I] 4 2u [e(u)]] =0 pe Qur, (5.27)
unde [I] este matricea unitate de ordin 2, cu conditiile de frontiera:

u=0 pe FMH (5 28)
o =1, pelu, '

se cautd solutia: u € [C?(2y7)]%. Lamela elastica este din Al, material presupus a fi
omogen si izotrop. Proprietatile de material de interes sunt:

Coeficientul Poisson v = 0, 35,
(5.29)

Modulul Young de elasticitate longitudinala £ = 70GPa.
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Cu ajutorul acestor coeficienti de material, se determina parametrii Lamé (v.

cap|2.4.6)), A si u, ce intervin in ecuatia ((5.27)):

N Ev

T (1+v)(1-2v)

B (5.30)
AT

Cuplajul dintre cele doua probleme este dat de forta electrostatica ce actioneaza
asupra suprafetei inferioare a lamelei elastice si care rezulta din problema electrica.
Forta electrostatica este una superficiala si actioneaza pe frontiera comuna (notata
in continuare cu I', dintre domeniile Qg si ,:

T, =Tg =Ty, (5.31)

Asemanator celor discutate in cazul problemei 1D, aceasta forta poate fi determinata
prin doua metode:

1. evaluarea tensorului tensiunii maxwelliene intr-un punct de pe suprafata

armaturii - conform ([2.32)):

— 1 (E? - E? E.E Ty T
Te = &g 2( x y) : ) Y , _ 11 12 (532)
E.E, 5 (—E2+ E2) Ty Tho
Unde E, = —%* si B, = —g—; sunt componentele vectorului intensitate a

campului electrostatic. Din ((5.32)) rezulta tensorul tensiunilor mecanice intr-
un punct de pe frontiera I'y:

o o T11 T12
O-yz Uyy T21 T22
iar conform conditiei de frontiera ([5.28)) pe ['y:
7 Ty Tho n
( ) = ( A (5.34)
179 Ty T ny
2. evaluare energetica prin aplicarea teoremei fortelor generalizate in camp
electrostatic (2.28) pentru potential electric constant:

oW, »  OW, -
= o i+ 3y J. (5.35)

SHL
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5.4.2 Formulari slabe

Formularea matematica slaba a ecuatiei ([5.23|) se obtine prin proiectarea acesteia
pe spatiul generat de o bazd de functii test ¢ € H}(Qg), - definit in (3.92).
In sens slab - se rezolva urmatoarea problema: pentru ecuatia:

(=V(eVw), ) =0, siec e R, (5.36)
cu conditiile de frontiera:

v=1V, pe I'g,,

v=20 pe FEb U PEcp'w7 (537>
ov
— =0 Ig,.
on pe % B
se cauta solutia:
UEH}D(QE):{erl(QE)]trpEd(a:):Va} Vo€ Hj. (5.38)

Expresia rezultata prin proiectie, se integreaza apoi prin parti, obtinandu-se in final
o egalitate de tip (3.143)). Rezolvarea problemei electrice presupune determinarea
solutiei v, in conditiile ([5.38]), pentru ecuatia de mai jos:

A(v, ¢) =0 cu,
(v, ) 1 (5.39)
A:H (QE) X HQ(QE> — R,
unde:
A(v, @) = / (eVu-Vy) dA. (5.40)
Qg
Existenta si unicitatea solutiei problemei electrostatice sunt discutate si demonstrate
in cap3.3.4]

Formularea slaba pentru problema de elasticitate se obtine, ca si in cazul
problemei electrice, prin proiectarea formularii tari pe spatiul functiilor de
test w € [HY(Qy)]?, iar apoi prin integrare prin parti. In form& slabd enuntul
problemei mecanice devine: pentru ecuatia:

/ (AV - 0V - 0 + 2pe(id) : () VdA = | £, @dr (5.41)
Qur

T,

cu conditiile de frontiera:

(5.42)
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se cauta solutia:
w € [Hp(Qu)] = {z € [H'(Qu))*|trry,, () =0} Ywe [Hy(Qu)]”.  (5.43)

Ecuatia (5.41)) pune in evidenta operatorul biliniar A(w, W), respectiv produsul
de dualitate < F', W >, scriindu-se in notatie compacta astfel:

cu A(u, W) = / (AV - UV - W+ 2ue(d) : e(w)) dA

) ar (5.44)

$i<F,zﬁ>:/ ty - wdr,
Ly,

Lcu F o [L(Qu)]? x [Hy (Qu)]* — [HH( Q)]

Produsul €(%) : () este un produs scalar tensorial:

3

() : e(W) = > €;(w0)e;(w). (5.45)

ij=1

Existenta si unicitatea solutiei problemei de elasticitate sunt discutate si demon-

strate 1n cap3.4.2|

Pentru formularile slabe, conditia de cuplaj este aceeasi ca si In cazul

formularilor tari (v.(5.33)), (5.35)).

5.5 Modelul 3D pentru suntul capacitiv

In acest capitol se regasesc formularile tari, respectiv slaba pentru modelul 3D pentu
acelasi sunt capacitiv prezentat in capitolele anterioare. In fig[5.T1] este figurat
domeniul problemei electrostatice. Pe figura apar notatiile utilizate la specificarea
conditiilor de frontiera. Urmeaza apoi, fara explicatii suplimentare, formularile tari
si slabe din care reies si spatiile vectoriale in care se cauta solutiile. Problema
neliniara cuplata, este separata in doua probleme liniare: una de electrostatica, iar
alta de elastostatica.

5.5.1 Formulari tari

Problema electrica este definita pe un domeniu g, reprezentidnd un paralelipiped
delimitat de urmatoarele fete:
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sus - baza superioara in plan paralel cu planul 2Oz la cota y = hey; In baza
superioara este inclusa fata inferioara a membranei elastice - notata cu Qg ;

jos - baza inferioara in planul xOz; in acelasi plan este plasat si stratul conductor al
barei centrale, de Inaltime h,; al carui suprafata este notata cu Qg,, impreuna
cu suprafatele de substrat izolator dintre barele laterale si conductorul central;

lateral - fetele barelor laterale dinspre bara centrala - notate cu g, perpendiculare
pe axa Ox plasate la cotele x = —1,/2, respectiv x = [,/2; fetele laterale
perpendiculare pe axa Oz plasate la cotele z = —lp, /2, respectiv z = Iy /2.

Reuniunea zonelor de suprafata laterala ce nu contin material conductor este notata
cu 0Qg,. Cu aceste notatii (v. figfs.11)) frontiera 0Qg se poate scrie astfel:

005 = 00, U5 . UdQs, UdQs,. (5.46)

cpw

Forma tare a problemei presupune rezolvarea ecuatiei eliptice (v. cap. [3.3)) de ordin
doi:

-V - (eVv) = 0peQpg, (5.47)
v = V, pedQg,, (5.48)
v = 0pedQp UNg,,, (5.49)
v
an = 0 pe g,

impunand gasirea solutiei v € C*(Qg) cu Qp C R® Din punctul de vedere al
proprietatilor de material, domeniul 9Qg este compus din doua zone:

1. startul dielectric de grosime t; depus peste conductorul central cu permitivitate
electrica relativa e, = 7.

2. restul de domeniu, pentru care ¢, = 1.

Problema mecanica este definita pe un domeniu {2,,, care reprezinta corpul lamelei
elastice, In forma de paralelipiped a carui baza inferioara se suprapune peste
suprafata 0€1g, definita in problema electrica:

sus - fata superioara a membranei elastice - notata cu 9€2y,;
jos - fata inferioara a membranei elastice - notata cu 92y, (se supraune peste 0€2g, );

lateral - fetele determinate de cele doua sectiuni transversale prin lamela in punctele
de incastrare a acesteia In barele laterale - notate cu 9€yy,;
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Sectiunea A - A Sectiunea B - B
T : —lb/Z

2= Hopuw/2

~
~

0, =g, U, ., 00, — O \ (9, V00, U, )
Figura 5.11: Modelul 3D al problemei de electrostatica.
Cu aceste notatii frontiera 0€2); se poate scrie astfel:
O = 00y, U 0y, U Oy, - (5.50)

Forma tare a problemei presupune rezolvarea ecuatiei caracteristice problemelor de
elasticitate liniara (v. Problema [3.4.1]):

— VIAV@) I +2ule(u)]] =0  pe Qy, (5.51)

unde [I] este matricea unitate de ordin 3, cu conditiile de frontiera:

, (5.52)
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se cauta solutia: u € [C?(Qy)]3. Lamela elastica este din Al, material presupus a fi
omogen si izotrop. Proprietatile de material de interes sunt cele specificate pentru
modelul 2D.

Cuplajul dintre cele doua probleme este dat de forta electrostatica ce actioneaza
asupra suprafetei inferioare a lamelei elastice si care rezulta din problema electrica.
Forta electrostatica este una superficiala si actioneaza pe frontiera comuna (notata
in continuare cu 0€), dintre domeniile Qp si ,;:

00y = 00, = Oy, (5.53)

Asemanator celor discutate in cazul problemei 2D, aceasta forta poate fi determinata
prin doua metode:

1. evaluarea tensorului tensiunii maxwelliene intr-un punct de pe suprafata
armaturii - conform ([2.32)), din care rezulta tensorul tensiunilor mecanice intr-
un punct de pe frontiera 0€:

Oz Ozy Ogs Eﬁ — E; — Ef 2E. B, 2F,.F,
€
Ope Oy Oy | = 50 2F,E, —E?+ E2 - E? 2E,E,
O Ozy O 2F.F, 2E.E, —E? — Eg + E?
(5.54)
care inlocuitid in conditia (5.52) determini ¢ pe frontiera 0Q,. FE, = —%,
E, = —% si B, = —% sunt componentele vectorului intensitate a campului
y 5 z
electrostatic.

2. evaluare energetica prin aplicarea teoremei fortelor generalizate in camp
electrostatic (2.28) pentru potential electric constant:

oW, - W, - OW, -
1+ +

=5 5 o F (5.55)

5.5.2 Formulari slabe

Formularea matematica slaba a ecuatiei (5.47)) se obtine prin proiectarea acesteia
pe spatiul generat de o baza de functii test ¢ € H}(Qp),

In sens slab - se rezolva urmatoarea problema: pentru ecuatia:
(=V(eV), ) =0, sie € RT, (5.56)
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cu conditiile de frontiera:

v="V, pedQg,,

v=20 pe 8QEb U 8QEcpw7 (557)
ov
— = Qg, .
o 0 pedQg,
se cauta solutia:
ve Hp(Qp) ={x e H'(Qp)|tron,, =Va} Ve € Hy. (5.58)

Expresia rezultata prin proiectie, se integreaza apoi prin parti, obtinandu-se in final
o egalitate de tip (3.143). Rezolvarea problemei electrice presupune determinarea
solutiei v, in conditiile (5.57)), pentru ecuatia de mai jos:

{.A(v, ¢) =0 cu, (5.59)
A:HY (Qp) x H3(Qp) — R,
unde:

Av, p) = /Q (eVu-Ve) dV. (5.60)

Existenta si unicitatea solutiei problemei electrostatice sunt discutate si demonstrate

in cap3.3.4

Formularea slaba pentru problema de elasticitate se obtine, ca si in cazul
problemei electrice, prin proiectarea flormularii tari pe spatiul functiilor de
test w € [Hg(Qr)]?, iar apoi prin integrare prin parti. In formi slabd enuntul
problemei mecanice devine: pentru ecuatia:

/ (AV -4V - 0 + 2pue(0) :e(@U))dV:/ ty -0 dA (5.61)
Qs 8QMb

cu conditiile de frontiera:

{ﬁ =0 pe GQMZ, (5 62)

ol =1, pe Oy, ity € [H 200,
se cauta solutia:
u € [Hp(Q)]? = {z € [HY ()] tron,, (r) =0} Vw e [Hy(Q)?.  (5.63)
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Ecuatia (5.61)) pune in evidenta operatorul biliniar A(, W), respectiv produsul
de dualitate < F', & >, scriindu-se in notatie compacta astfel:

(A(id, &) =< F, @ >,

(

P

£y

cu

) :/ AV - @V - @ + 2ue(@) - (@) dV
har (5.64)

—

si < F, @ >= / t
9,

Leu F: [L2(un)]® x [Hy ()] — [H™ ()],

@ dA,

(=

Existenta si unicitatea solutiei problemei de elasticitate sunt discutate si demon-

strate in cap[3.4.2]

Pentru formularile slabe, conditia de cuplaj este aceeasi ca si in cazul

formularilor tari (v.(5.54])).

5.6 Rezolvari numerice prin metoda elementelor
finite

Acest capitol este dedicat rezolvarii numerice a problemelor 2D si 3D pentru
suntul capacitiv Raytheon descris mai sus. In acest scop am folosit un pachet
software denumit FreeFEM+4+ [75],[76]. Dupa o scurta introducere referitoare la
FreeFEM -+, sunt prezentate modurile de descriere si de rezolvare a problemelor
decsrise In cap5.4] si 5.5 prin metoda elementelor finite (MEF), folosind algoritmi
seriali.

5.6.1 Pachetul software FreeFEM -+

In contextul prezentei lucrari, alegerea acestui pachet software nu este intamplatoare,
intrucat FreeFEM++ este un software dedicat rezolvarii ecuatiior cu derivate
partiale pentru probleme multifizice, neliniare. Programul este scris in C++4, iar
descrierea problemelor si rezolvarea lor se face printr-un limbaj ce reprezentand un
subset al C++.

In plus, asa cum sugereaza si denumirea, este vorba de un software ce se
poate prelua, instala si utiliza la intreaga sa capacitate in mod gratuit. Spre
deosebire de softurile comerciale echivalente, FreeFem-+-+ nu are o interfata de
preprocesare grafica a geometriilor asociate problemelor de rezolvat: descrierea
acestora se efectueaza exclusiv prin limbajul propriu. Pentru vizualizarea modelelor
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geometrice, precum si a rezultatelor problemelor, FreeFem+-+ are cateva module
dedicate, Insa cu posibilitati destul de reduse de evidentiere grafica a marimilor fizice
determinate/prelucrate. Echipa de dezvoltatori pune insa la dispozitia utilizatorilor
atat functii de interfatare cu programe specializate cu posibilitati grafice mai multe
(Matlab©, Octave, Gnuplot, Paraview) precum si modul de structurare a datelor de
I/E.

FreeFem--+ este scris de matematicieni, iar pentru utilizarea sa este absolut
necesar ca utilizatorul sa fie familiarizat, cel putin la nivel mediu, cu analiza
functionala si modul de aplicare a acesteia in rezolvarea problemelor cu derivate
partiale prin cu ajutorul MEF:

o FreeFem+-+ are o biblioteca de functii matematice de nivel 1nalt, care permit
descrierea directa a unei formulari slabe, la modul general, asa cum a fost
descris si in cap - relatia (3.143)). De exemplu formularea slaba ,
, pentru problema 2D de mai sus se descriu astfel:

solve Electro(v, fi) = // v-necunoscuta, fi-functii de test
int2d(The) ( EPS*grad(v)’*grad(fi) ) // biliniara
+ on(GammaEd, v=Va) //cond. de frontiera

<+

on(GammaEb, v=0)

<+

on(GammaEcpwl, v=0)

<+

on(GammaEcpw2, v=0);

o pachetul FreeFem++ contine o varietate de biblioteci matematice dedicate

algebrei liniare, multe dintre ele cu posibilitate de a rula pe procesoare paralele
(BLAS, ScaAPACK, PETSc, ARPACK);

 1n scopul rezolvarii problemelor de optimizare in mod dinamic, sau de rezolvare
a problemelor In miscare este disponibi un set de biblioteci dedicate generarii,
deformarii dinamice, respectiv optimizarii retelelor de discretizare cu elemente
triunghiulare, sau tetraedrale (Mmg, mshmet, Gmm++, Ipopt);

o retelelor de discretizare generate li se pot atasa elemente finite de diverse

tipuri si ordine: nodale (v.capi.1.4), de muchie (v.cap , de suprafata
(v.capf4.1.6, de volum(v.cap4.1.7);

5.6.2 Rezolvare numerica iterativa

Utilizarea MEF pentru rezolvarea numerica a problemelor din cap. [5.4] si 5.5
presupune mai intéi, cf. cap[4.I]stabilirea urmatoarelor entitati matematice:
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1. suportul spatial pe care se aplica metoda, in speta stabilirea retelelor de
discretizare ale domeniilor 2z, respectiv €2y, retele care vor genera domeniile
apoximative (1g, pentru PE, respectiv (1, pentru PM; fiecare retea este
reprezentata respectiv de triangulatiile:

T, = Tn(Qg,) si (5.65)

Dupa descrierea geometriei lor, discretizarea domeniilor va fi efectuata auto-
mat de FreeFEM++ folosind elemente triunghiulare pentru problema 2D,
respectiv tetraedrale prntru problema 3D.

2. spatiul functiilor de forma ce se asociaza elementelor geometrice ale retelei de
discretizare:

« pentru functiile constante pe portiuni, dar care pot fi discontinui de la un
element la altul (de ex. permitivitatea electricd) vom folosi spatiul P%
al functiilor de forma asociate elementului finit conform in L? (v. (4.153))

din cap[L17);

o pentru functiile continui vom folosi spatiul P al functiilor de forma
asociate elementului finit conform in H' (v. (4.72)) din cap ;

3. spatiul N'H! al gradelor de libertate pentru elementul finit conform in H' (v.
(4.73) din capl4.1.4)) si dual cu spatiul functiilor de forma PHx;

Pentru inceput se vor folosi elemente nodale de ordin 1. Apoi, pentru imbunatatirea
acuratetei calculelor vor fi folosite elemente nodale de ordin 2. Astfel, spatiile
functionale ale solutiilor numerice pentru cele doua probleme vor fi respectiv:

WEh {on(x) € H'(Qp,) |vi(x) € P™(Qp,) C H(Qp,), Vg, € Ti, }, (5.67)
= {up(x) € H'(Quy,) | v (x) € P™(Q,) € H (Qr,), Y, € Tar }, (5.68)

unde m reprezintii ordinul elementului, iar P™(€2) este spatiul polinoamelor de ordin
m definite pe ). Trebuie precizat ca reprezinta spatiul fiecarei componente a
vectorului solutie @ din fiecare nod al retelei de discretizare.

Fie Ng,, respectiv Ny, numarul de grade de libertate asociate triangulatiilor
Tg,, respectiv Tg, si fie seturile de functii de baza ¢™, respectiv @ cu care se
pot genera spatiile Wi | respectiv Wy . Atunci putem scrie ca pentru PE solutia
numerica aproximativa este:

Ng,

=Y Nge"(x), (5.69)

=1
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unde N E; sunt potentialele nodale ce trebuiesc determinate.
Solutia aproximativa, reprezentand componentele vectorului deplasare @ din
PM, sunt date de:

Num h

up(x) = ; N;\‘/[J.w;].m(x), (5.70)

unde NX/[J. sunt deplasarile nodale (dupa 2 respectiv 3 directii). In consecinta, in
urma discretizarii Galerkin a ecuatiei (5.39)), rezulta un sistem liniar de Ng, ecuatii

cu tot atatea necunoscute, ecuatii de forma:

> NE]-/Q eV;(x) - Vipi(x) = 0, (5.71)

iar in urma discretizarii Galerkin a ecuatiei ((5.64)), rezulta un sistem liniar de Ny,

ecuatii cu tot atatea necunoscute, ecuatii de forma:

Ny,

ZNM]-/ [)\V-@V-Wi—FZue(u?j):e(u?i)]d\/:/ f-ddA, (5.72)
j=1 Qar 0,

Daca in ecuatiile (5.71)) se inlocuiesc potentialele cunoscute ale nodurilor
situate pe frontiera Dirichlet, in termenul liber este pusa in evidenta sursa de camp
electric a PE. Rezulta un sistem de ecuatii liniar ce se poate scrie compact:

Ap-v=W, (5.73)

cu dimensiunea Ng, — Np,, unde Np, este numarul de grade de libertate de pe
frontiera Dirichlet. Ag reprezinta matricea de rigiditate a PE.
Sistemul de ecuatii ale PM se poate scrie compact:

unde A este matricea de rigiditate a PM.

Conform celor prezentate pentru modelul 1D (v.cap5.3)), rezulta ca W depinde
de tensiunea de comanda V,, precum si de deplasarea @ deoarece reteaua de
discretizare se modifica odata cu modificarea frontierelor I'y (cazul 2D), respectiv
0 (cazul 3D). La randul ei, excitatia problemei mecanice, reprezentata prin
termenul liber f reprezentand forta superficiala ce actioneaza pe frontiera Iy,
respectiv 0§, este forta electrostatica determinata in PE, deci depinde atat de setul
de potentiale v, cat si de setul de deplasari u din iteratia precedenta, set care a
influentat distributia de potential electric in domeniul 2.
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Prin urmare, fiecare iteratie neliniara k poate fi scrisa compact astfel:

{Vk = [AEk—1(uk_1)]_ ' Wk_l(uk_l’ Va) (575)

Uy — [AMkfl] ! . f(Vk, Va).

In consecinta putem aplica urmatorul algoritm numeric iterativ pentru determinarea
deplasarii @, a membranei mobile, in cazul aplicarii unei tensiuni de comanda V,:

Date intrare: ;

Va s // tensiunea de comandi
Nitmas // numdr maxim de iteratii
ertadm ; // eroarea admisi
; // domenii geometrice nedeformate pentru ambele probleme
Qg;
Qur;
Initializare
k=0; // contor iteratii
ut =0 ; // deplasare maximd cumulatd a lamei elastice
g=4g0; // distanta mimimd dintre armdturi (gap)
u; =0 ; // init. vector deplasare curentd
[ ]
repeta
u, — Qp, ; // discretizare PE cu deplasarea « curentd
w, — Qs // discretizare PM cu deplasarea u curentd
Vier = [Ag, (wp)] - Wi(ug, Vo) ; // PE
fr1(Vie, V) 5 // det. forta superficiald pe lama elastici
uk+1 = [AMk]il . fk+1(Vk, ‘/a) ) // PM
ut = ut + max(Ugiq) ; // noua deplasare cumulatd maximid
g =90—ut; // mnoul gap
k=Fk+1,;

pana cand (|mazx(uy) — mazx(ug_1)|| < erregm sau k > nit,q..);

Date iesire: k£ — 1, ut, g;
Pseudocod 1: Pseudocodului algoritmului iterativ pentru determinarea deplasarii

lamei elastice pentru o anumita tensiune de comanda V.
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5.6.3 Problema2D

Pentru analiza cu MEF a problemelor expuse mai sus, pentru fiecare dintre domeniile
00, respectiv 0€y,, trebuie mai intai stabilite atat finetea retelelei de discretizare,
precum si tipul de element finit folosit. Apoi trebuie selectat ordinul spatiilor
polinomiale asociate elementelor finite folosite, spatii carora vor apartine solutiile
aproximative ale problemelor. Asa cum am mentionat in cap., este indicat a
porni cu o retea de discretizare pe cat posibil uniforma si cu elemente de ordin intai.
Dupa o prima estimare, urmeaza apoi luarea unei decizii referitoare la modalitatile
de imbunatatire ale preciziei, respectiv a vitezei de convergenta. Tinand cont de

faptul ca formularile slabe (5.36) si (5.41)) au solutii in spatii H', putem folosi

elemente finite nodale - conforme cu acest tip de spatiu vectorial (v.cap}4.1.4]). Desi
are o geometrie simpla (v. figs.9)), suntul capacitiv de modelat pune probleme in
alegerea unei retele de discretizare din mai multe motive:

1. lungimea sa, dictata de lungimea lamelei elastice, este 70 de ori mai mare
decat inaltimea, fapt ce impune algerea unei retele de discretizare care sa
limiteze numarul elementelor triunghiulare cu forme dezavantajoase, ce pot

introduce erori numerice de nedorit (v. capl4.1.3] relatiile (4.64) - (4.66]));

acelasi fenomen afecteaza ambele domenii Qg si 3

2. existenta colturilor datorate formei conductorului central, care reprezinta
puncte de discontinuitate pentru normala frontierei 0Qg (v. cap|3.2.2.2));

3. la fiecare iteratie, conform algoritmului , zona de aer dintre lama elastica si
suprafata dielectricului depus pe conductorul central se micsoreaza, necesitand
re-discretizarea domeniului 2z , cu o probabilitate crescatoare de a fi generate
triunghiuri cu un factor de forma dezavantajos;

4. nu In ultimul rand, trebuie luata in considerare neliniaritatea problemei si
modalitatea de determinare si transmitere a marimii de cuplaj intre cele doua
domenii, respectiv forta electrostatica pe suprafata comuna 0€2: trebuie tinut
cont de faptul ca valorile numerice sunt determinate pe nodurile retelei de
discretizare asociata domeniului Qg transferandu-se - sursa de camp - pe
nodurile frontierei domeniului €2,;; o interpolare incorecta, sau Insotita de
erori numerice mari, a acestui set de valori poate duce la instabilitati numerice
importante.

In cazul In care simularile 2D vor fi urmate de cele efectuate pe un model
echivalent 3D, mult mai complex, este recomandabil a se efectua mai intai evaluari
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Figura 5.12: Reteaua de discretizare de referinta pentru aproximativ 1/2 din microsuntul
capacitiv.

numerice pe modelul 2D care sunt mult mai putin costisitoare din punctul de vedere
as efortului de calcul.

Pentru inceput am stabilit cate o retea de discretizare de referinta, pentru
fiecare domeniu (v.fig5.12]si [5.14)), denumite in continuare ,reteaua E0”, respectiv
,reteaua MO”. Fiecarei retele li s-a asociat cate un spatiu de elemente finite nodale
de ordin unu (tip P1 - in terminologia FreeFEM+4+ ). Retelele de elemente finite
astfel formate au urmatoarele caracteristici:

o reteaua EO pentru domeniul Qg: 3943 triunghiuri, 2347 vertexuri, 8636 grade
de libertate (prescurtat - DOF);

o reteaua MO pentru domeniul €2,,: 2264 triunghiuri, 1701 vertexuri, 7930 DOF;

5.6.4 Evaluarea retelei de elemente finite cu elemente de
ordin I

Pentru a avea un control calitativ asupra simularilor 2D, putem efectua mai intéi o
evaluare a modelului 1D din capl5.3] Acest control este util in primul rand din punct
de vedere calitativ, iar numeric, poate oferi informatii suficiente despre ordinele
de marime ale valorilor marimilor implicate in modelare. In acest sens, putem
dimensiona armaturile condensatorului din fig. astfel:

Iy + 1.
o lungime medie: [, = b; L — 200pm,
latimea armaturii egala cu cea a lamelei elastice: w = wb. (5.76)
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gap = 3.5e-06; gk/g0 = 1; Wm = 35.4529nJ Vec Value
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Figura 5.13: Reteaua de discretizare de referintd pentru o zona centrala a lamelei
elastice (domeniul Q). Tindnd cont ca acest domeniu este paralelipipedic, reteaua de
discretizare este uniforma peste tot. Poate fi observata distributia vectorului deplasare @

corespunzatoare domeniului nedeformat.

Va = 15V, gap = 3.5e-06; gkig0 = 1; We = 35.2154nJ IsoValue
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Figura 5.14: Reteaua de discretizare de referinta pentru o zona adomeniului 2, care
contine si unul din colturile conductorului central. Pot fi observate liniile echipotentiale
ale potentialului electric, corespunzatoare domeniului nedeformat.
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Figura 5.15: Caracteristica tensiunii de comanda V, in raport cu deplasarea u = gg — g
a armaturii mobile. Curba desenata cu linie intrerupta reprezintd zona de instabilitate.
Curba desenaté cu linie plind reprezinta pe intervalul [0, go/3] zona de stabilitate, iar pe
intervalul (go/3,go] reprezinta evolutia reald a armaturii mobile: pentru orice tensiune
Vo, > Vpr armatura mobila se lipeste de cea fixa.

Notatiile pentru modelul 2D sunt cele din tabl5.1] Constanta elastica pentru
contactul mobil, poate fi aproximata cu o relatie practica, folosita in [135] si anume:

3
= S2EhYw lf;b %~ 9, 5N/m. (5.77)
b
Cu aceste valori, folosind relatiile ([5.20]) si putem detremina tensiunea Vp; = 30,8V
si distanta gp; = 2,34um, iar din putem trasa caracteristica Vpr(u) =
Vpi(go — g) (v-figh.13).

Din caracteristica tipica din fig[5.15] se poate observa ca, pe masurd ce
tensiunea de comanda se apropie de valoarea critica Vpy, algoritmul iterativ neliniar,
va gasi din ce In ce mai greu solutia, putand deveni fie divergent, fie sa nu mai
reuseasca sa atinga precizia solicitata. Atat reteaua de disctretizare cat si ordinele
elementelor finite folosite pot influenta fenomenele numerice mentionate mai sus.
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De aceea, am considerat ca modelele folosite pentru evaluare ar trebui testate atat
pentru o excitatie medie, dar si pentru o excitatie mai aproape de tensiunea critica.

Pentru evaluari au fost folosite trei variante de retele de discretizare derivate
din cea de referinta mentionata mai sus (ﬁg. si , denumite In continuare
L, Refx0,77, [ Refx2” respectiv ,Refx3”.  Multiplicatorii deriva din raportul
numerelor gradelor de libertate asociate acestor retele fata de cel al retelei de
referinta:

o Reteaua Refx0,7 este obtinuta prin reducerea finetei de discretizare aproxi-
mativ doua ori pentru domeniul €2, reteaua pentru g ramanand neschim-

bata (v. fig. [5.17));

« Reteaua Refx3 este obtinuta prin divizarea in trei a tuturor triunghiurilor din
reteaua de referinta din cele doua domenii (v. fig. [5.17));

o Reteaua Refx2 este obtiunta din Refx3 in sensul reducerii rafinarii retelei
domeniului Q2 numai in jurul punctelor de singularitate reprezentate de cele
doua colturi ale conductorului central (v. fig. [5.18]).

Refx0,7 < Referinta — Refx3 — Refx2
NT NV DOF| NT NV DOF| NT NV DOF| NT NV DOF
Qp | 2943 2347 2347 | 3943 2347 3943 | 15772 8636 8636 | 4877 2841 2841
Qu | 286 288 1148 | 568 568 2268 | 2264 1701 7930 | 2264 1701 7930

Tabela 5.2: Caracteristicile retelelor de discretizare de referinta, respectiv derivate din
aceasta. Semnificatia notatiilor este: NT - nr. de triunghiuri, NV - nr. de vertexuri, DOF
- grade de libertate.

Primul set de evaluari a fost efectuat pentru o tensiune de comanda V, = 15V,
iar al doilea set pentru V,, = 22V. Au fost urmarite pe parcursul iteratiilor, evolutiile
urmatoarelor marimi:

« depasarea u, respectiv eroarea relativa eps,, a deplasarii armaturii, care repre-
zinta marimea de control a convergentei algoritmului (V.tab. si figh.19));

« viteza de convergenta (numar de iteratii) pentru o eroare relativa limita impusa

de 0,03% (v.tabl5.4]si figl5.20);

« Forta electrostatica rezultata din problema electrica si modul in care a raspuns
simularea problemei mecanice la aceasta excitatie (V.tab si figlh.21));
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/< ) B

Figura 5.16: Reteaua de discretizare Refx 0,7 pentru o zona centrala a dispozitivului din
jurul unuia dintre cele doua puncte de singularitate ale Q.
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Figura 5.17: Reteaua de discretizare Refx 3.
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Figura 5.18: Reteaua de discretizare Refx 2.
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o timpul de calcul pe intreg algoritmul (V.tab;

kit | Referinta | Refx0,7 | Refx3 | Refx2
(%] (%] o] | [

1 0,0747 0,0424 | 0,368 | 0,366

2 0,0242 0,0404 | 0,306 | 0,308
3 0,0358 | 0,133 | 0,132
4 0,0341 | 0,051 | 0,049
5 0,0304 | 0,014 | 0,015

6 0,0286

t[s] 0,226 0,450 2,1 1,7

Tabela 5.3: Evolutia erorilor relative pentru modelele cu elemente nodale de ordin 1,
diferite fineti de discretizare, pentru V, = 15V. Eroarea limita impusa a fost de 0,03%.
La numarul de iteratii se mai adauga si cea initiala (pentru deplasare initiald u = 0),
iteratie pentru care nu se poate determina eroarea relativa fata de 0.

X
Fl
1]
o
v
()
2 01
-
1]
9
§
II’ L — — -
Nr. iteratii
0,01
1 2 3 4 5 6

—&—Referinta —@—Referintax 0,7 Referintd x 3 Referintd x 2,5

Figura 5.19: Evolutia erorilor relative pentru modelele cu elemente nodale de ordin 1,
diferite fineti de discretizare pentru V, = 15V (v.tabl5.3)).
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kit | Referinta | Refx0,7 | Refx3 | Refx2
[pm)] [pm] | [pm] | [pm]

0,227 0,085 0,687 | 0,686
0,471 0173 | 1,121 | 1,122
0,715 0,266 1,422 | 1,423
0,362 1,683 | 1,684
0,461 1,931 | 1,932
0,562 2,182 | 2,185
0,667

OO W I~ O

Tabela 5.4: Evolutia deplasarilor membranei mobile pentru modelele cu elemente nodale
de ordin 1, diferite fineti de discretizare, pentru V, = 15V. Iteratia O corespunde
determinarii fortei electrostatice pentru domeniul Qg nedeformat, imediat dupa aplicarea
tensiunii de comanda. Eroarea limita impusa a fost de 0,03%.

2,5

Deplasarea u [um]
N

15

05 / /

// Nr. iteratii

0 1 2 3 4 5 6

0

—0—Referinti —@—Referinta x 0,7 Referinta x 3 Referintd x 2,5

Figura 5.20: Evolutia deplasarilor membranei mobile pentru modelele cu elemente nodale
de ordin 1, diferite fineti de discretizare, pentru V, = 15V (v.tab)5.4)).
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kit | Referinta | Refx0,7 | Refx3 | Refx2
[mN] | [mN] | [mN] | [mN]
9,73 9,73 9,74 9,74

10,94 10,16 | 14,18 | 14,23
12,53 10,65 18,87 | 18,88
11,19 | 23,81 | 23,85
11,79 | 29,79 | 29,95
12,40 | 38,03 | 38,29
13,21

OO W I~ O

Tabela 5.5: Evolutia fortelor electrostatice pentru modelele cu elemente nodale de ordin
1, diferite fineti de discretizare, pentru V, = 15V . Iteratia 0 corespunde determinarii
fortei electrostatice pentru domeniul (g nedeformat, imediat dupa aplicarea tensiunii de
comanda. Eroarea limita impusa a fost de 0,03%.

39

34

Forta [mN]

29

24

=

19

=

Nr. iteratii

0 1 2 3 4 5 6

—&—Referinta  —@—Referintad x 0,7 Referintd x 3 #4— Referintd x 2,5

Figura 5.21: Evolutia fortelor electrostatice pentru modelele cu elemente nodale de ordin
1, diferite fineti de discretizare, pentru V, = 15V. (v.tabl5.5)).
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Wa = 15V, u = 1.932690-06mM; g'gl = 0.447787; We - 6B.2721n]

l=oValue

Figura 5.22: Distributia potentialului electric in domeniul g, pentru reteaua Refx2 si
Vo = 15V, penultima iteratie (u = 1,932um).

Simularile au fost rulate pe un Laptop Dell Inspiron, dotat cu un procesor
i7-8550U @1,80Ghz si 16Gb RAM, sub sistemul de operare Windows100©.
Din tabelele de date si graficele asociate, putem trage urmatoarele concluzii:

1. referitor la erori, viteza de convergenta si timp, putem despinde doua grupari:
retaua de referinta si Ref.x0.7 au comportari apropiate ca precizie; rularea
pentru reteaua de referinta s-a incheiat numai dupa 3 iteratii, timpul de
rezolvare fiind de 2 ori mai mic fatd de reteaua Ref.x0.7(v.tabl5.2). A
doua grupare este cea a retelelor mai fine pentru care rezultatele sunt foarte
apropiate; reteaua Ref. x2 este totusi mai avantajoasa datorita numarului mai
mic de DOF, respectiv a timpului de rezolvare care a fost cu 35% mai mic fata
de reteaua Ref.x3.

2. din punct de vedere al apropierii valorilor finale ale deplasarilor, pot fi pastrate
aceleasi grupari ca si in cazul erorilor; solutia determinata cu ajutorul celei
mai rare retele este de cu 6,6% mai mica decit in cazul retelei de referinta. De
remarcat insa, diferenta mare dintre rezultatele celor doua grupari: deplasarea
determinata pe baza retelelor de discretizare mai fine este de aproximativ de
trei ori mai mare decat cea determinata cu ajutorul retelelor mai rare; acest
fapt poate fi explicat odata cu analiza evolutiei fortelor electrostatice (v. pct.
urmator);
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3. pe baza analizei fortelor (tab. se pot observa urmatoarele: dupa ,iteratia
0” forta electrostatica determinata cu ajutorul tuturor modelelor este foarte
apropiata (intre 0 si 0,1% diferenta fata de referintd); raspunsul problemei
mecanice la aceeasi excitatie insa, este sensibil diferit de la un caz la altul,
fenomenul depinzand de densitatea retelelor de discretizare: de remarcat, ca
raspunsurile modelelor mecanice cu retele de discretizare mai fina, practic
se confunda - si asta datorita faptului ca intre cazurile Ref.x2 si Ref. X3 nu
exista diferente de finete intre retelele problemei mecanice, ci numai intre cele
ale retelelor de discretizare ale problemei electrice. Putem trage concluzia de
aici ca formularea slaba , tratata cu elemente nodale are o senzitivitate
mare la finetea de reprezentare numerica, fapt nu tocmai avantajos; un studiu
mai aprofundat al acestei teme depaseste tematica prezentei lucrari, dar idei
de abordare si de compensare ale acestor instabilitati pot fi gasite in [74], [I12],
[86].

Din cele de mai sus, tindnd cont de similitudini, am retinut doar doua modele:

1. modelul cu cea mai rara discretizare a domeniului Q,; (Refx0,7), datorita
apropierii rezultatelor cu cele de la modelul de referinta, precum si datorita
unui plus de stabilitate numerica - necesara evaluarilor pentru tensiuni
mai apropiate de tensiunea Vpj, care, conform evaluarilor 1D ar trebui sa
depaseasca 20V,

2. modelul Refx2 datorita similitudinii rezultatelor sale cu cele de la modelul
Refx4, dar cu avantajul de a avea mai putine ecuatii de rezolvat.

Pentru aceste doua modele, am efectuat simulari pentru V, = 22V si o
precizie limita admisa tot de 0,03%. De data aceasta am retinut numai evolutia
erorii relative, a vitezei de convergenta si a evolutiei deplasarii membranei elastice.
Rezultatele pot vizualizate in graficele de mai jos.
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Figura 5.23: Evolutia erorilor relative pentru modelele cu elemente nodale de ordin 1
selectate din prima evaluare; V, = 22V si eroare limita impusa de 0,03%.
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Figura 5.24: Evolutia deplasarilor membranei mobile pentru modelele cu elemente nodale
de ordin 1 selectate din prima evaluare; V, = 22V si eroare limita impusa de 0,03%.

Din graficele de mai sus, putem trage urmatoarele concluzii:

1. Simularea pentru modelul cu retea de discretizare mai rara nu reuseste sa
atinga eroarea impusa, dupa care devine divergent. Procesul a fost oprit pentru
o deplasare u = 3,029um, deoarece la urmatoarea iteratie rezultatul depasea
spatiul initial gy = 3, bum.

2. Modelul cu retea mai fina este convergent dupa doar doua iteratii, iar rezultatul
u = 2,57um este de presupus a fi in zona instabila a caracteristicii V,(u),
depasind mai mult de doua ori estimarea initiala de 1/3gg, care ar fi corespuns
limitei zonei de stabilitate.

5.6.5 Influenta modului de determinare a fortei electrosta-
tice

Acum este momentul de a aduce 1n discutie cele doua metode de a evalua forta
electrostatica pe care caAmpul electric din domeniul (2 o exercita asupra suprafetei
lamelei elastice a suntului capacitiv:
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« evaluarea tensiunilor Maxwelliene, rezultate din rezolvarea problemei electrice
la iteratia k;

« prin raportarea variatiei energiei electrostatice la variatia deplasarii u:

We, — We, |
—_— 5.78

unde duy_; reprezinta deplasarea membranei elastice determinata din pro-
blema mecanica in iteratia recedenta (v. algoritmul .

Cele doua metode au fost discutate in varianta 1D, de unde a rezultat perfecta lor
compatibilitate. Atunci cand evaluarile se efectueaza pe domenii aproximate prin
discretizari cu elemente finite, desi metodele au, teoretic, acelasi efect, din punct de
vedere numeric apar diferente:

e prima metoda presupune evaluarea punctuala a tensorului tensiunilor Maxwe-
lliene (2.32)), reprezentand chiar tensorul eforturilor unitare @ din problema de
elasticitate (v.(2.63));

« a doua metoda presupune evaluarea energiilor in seturi de elemente finite care
isi schimba forma de la o iteratie la alta, chiar daca ele sunt dispuse in aceeasi
zona a domeniului electric;

Din acest motiv, am rulat setul de simulari efectuate cu cele doua modele pentru
V, = 22V, dar evaluand forta electrostatica prin a doua metoda, cu relatia .
In acest caz, iIntucat la pasul initial (k = 0) nu este disponibila delpasarea du_; forta
electrostatica este determinata cu ajutorul tensunilor maxwelliene, iar in la iteratiile
urmatoare ea este calculata prin metoda energetica.

Rezultatele sunt prezentate in graficele de mai jos:
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Figura 5.25: Evolutia erorilor relative pentru modelele cu elemente nodale de ordin 1
selectate din prima evaluare. Forta electrostatica este determinata prin metoda energetica.
Vo, = 22V si eroare limita impusa de 0,03%.
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Figura 5.26: Evolutia deplasarilor membranei mobile pentru modelele cu elemente nodale
de ordin 1 selectate din prima evaluare. Forta electrostatica este determinata prin metoda
energeticd. V, = 22V si eroare limitd impusa de 0,03%.

Din graficele de mai sus, putem trage urmatoarele concluzii:

1. De data aceasta, spre deosebire de cazul anterior (v.fig}5.23)), simularea pentru
modelul cu retea de discretizare mai rara este convergent, iar rezultatul este
unul rezonabil: uv = 0,61um.

2. Modelul cu retea mai fina este nu reuseste sa atinga precizia dorita, dar, spre
deosebire de cazul precedent evolutia erorii pentru acest model este asemenea
celei pentru modelul convergent. Eroarea minima atinsa pe parcursul
iteratiilor este de 0,043%, iar rezultatul corespunzator este u = 2,44um fiind
mai redusa cu 5% fata de rezultatul anterior. Rezultatul poate fi insa presupus
in zona instabila a caracteristicii V,(u), conform estimarilor calitativ numerice
efectuate initial pentru modelul 1D. Cu toate acestea, se poate concluziona
ca folosirea metodei energetice pentru evaluarea fortelor duce la o mai buna
stabilitate a procesului iterativ catre o eroare limita posibila.
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5.6.6 Caracteristica V,(u)

In continuare, este util a trasa graficul dependentei tensiunii de actionare in functie
de deplasarea lamelei elastice rezultate din determinarile numerice cu elemente finite,
si de a o compara cu graficul determinat analitic pentru problema 1D. Pentru
trasarea caracteristicii, au fost efectuate simulari pentru cele 2 modelele 2D selectate
in cap[5.6.4) pentru un interval V, € [5,31]V. Pasul h,, de crestere a tensiunii de
actionare a fost scazut pe intervalul mai apropiat de tensiunea Vp; determinata
teoretic:

1,0V pentru V, € [5,10],
hy, =140,5V pentru V, € (10, 20), (5.79)
0,25V pentru V, € [20,31].

Deoarece modelul discretizat pentru problema mecanica a rezultat a fi foarte
sensibil la varierea finetei retelei de discretizare, am preferat, pentru €2;;, pastrarea
retelei rare din cazul Refx0,7. Tot din acest motiv, punerea in evidenta a influentei
elementelor nodale de ordin II pentru 2,; nu este relevanta atata timp cat raspunsul
numeric al modelului nu este controlabil. Ca urmare, am folosit elemente de ordin
II, doar pentru problema electrica. Reteaua de discretizare cu o buna uniformitate
si frontiera 0Q2g cu doar cateva puncte de singularitate, nu implica obtinerea unor
diferente spectaculoase, la utilizarea elementelor finite de ordin II fata de cele de
ordin I.

Folosind notatiile din tabl5.2] caracteristicile retelelor utilizate cu elemente

finite de ordin II pe Qg sunt:

o Qp: NT = 4877, 2841, 10558;

o Oy NT = 286, NV = 288, DOF = 1148.

Reteaua geometrica pentru cazul Refx2 este aceeasi, dar numarul de grade de
libertate s-a marit, tinAnd cont ci pentru elementele finite H!' conforme gradele
de libertate sunt plasate atat in vertexuri, dar si in punctele mediane de pe laturile
triunghiurilor.
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Figura 5.27: Curba deplasarii u a armaturii mobile functie de tensiunea de actionare V.

Simularile au fost efectuate pentru cele doua modalitati de calcul al fortei
electrostatice: cu tensiui maxwelliene, respectiv energetic. ~Se poate observa
din figf5.27, ca aplicarea metodei energetice duce la un parcurs mai neted al
caracteristicii, care este si cea mai apropiata de cea teoretica pentru modelul 1D.
Influenta elementelor finite de ordin II se face simtita pentru cazul aplicarii metodei
tensiunilor maxwelliene, in sensul unei usoare ,neteziri” a caracteristicii.

5.6.7 Problema 3D

Modelul 3D al suntului capacitiv descris in fig[5.9si tab[5.I]include si addncimea, in
speta, latimea lamelei elastice, precum si lungimea conductoarelor laterale si central.

Considerand modelul ca pe o cutie paralelipipedica, putem completa restul de spatiu
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al cutiei cu aer (adica un material cu permitivitate relativa unitara), astfel incat
simularile sa poata pune in evidenta si efectele de capat ale intensitatii campului
electric, intre muchiile lamelei elastice si conductorul central.

Tehnica prin care FreeFEM-++ poate genera un model 3D este aceea de a
copia 1n mai multe planuri paralele situate la diferite cote z un model 2D construit
initial in planul xOy. Mai mult, nu este obligatoriu ca aceste plane paralele sa se
suprapuna exact (prisma obtinuta nu trebuie sa fie neaparat dreapta). Fiecare vertex
din planul de baza are cate un corespondent in planurile superioare, iar curba care
leaga aceste vertexuri omoloage, este descrisa de o ecuatie parametrica in functie de
z. Practic, un model 3D in FreeFEM++ este descris de o familie de suprafete (in
engleza ,layer”) definita in coordonare (x, y) reunita cu o familie de curbe definite

n z.

Modelul 3D al microsuntului capacitiv poate fi generat prin multiplicarea pe
axa Oz a modelului 2D generat 1n capitolul anterior; straturile in care lamela
conductoare nu mai exista, au proprietatile de material ale aerului.

In fig5.28 - fig[5.30] sunt prezentate cateva vederi ale modelului 3D pentru
domeniul electric Q.

Modelul 3D al microsuntului capacitiv din figurile de mai sus a fost generat
prin translatarea modelului 2D in varianta Refx0,7 in ideea de a generat cat mai
putine ecuatii. Retelelor de discretizare li s-au asociat grade de libertate de ordin I
pentru problema mecanica, respectiv de ordin II pentru problema electrica. Folosind
notatiile din tab[5.2] (NT reprezintd numérul de tetraedre), caracteristicile retelelor
utilizate cu elemente finite de ordin II pe Qg sunt:

e Qp: NT = 787.746, NV = 153.195, DOF = 1.136.844;

o Oy NT =6.864, NV = 2.592, DOF = 23.328.

Am efectuat o simulare similara cu cea din capJ5.6.4] pentru modelul 2D, si
anume pentru V, = 15V si o eroare relativa limita impusa de 0,03%. Rezultatele,
comparativ cu modelul 2D sunt in tabelul de mai jos:
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Figura 5.28: Vedere de perspectiva a modelului 3D pentru domeniul . Banda din mijloc

este fata inferioara a lamelei elastice, flancata de zone de aer care acopera conductorul
central si dielectricul t4. Acestea din urma, fiind de aproximativ 10 ori mai inguste decat
spatiul dintre conductoare pot fi vazute fie intr-o vedere de detaliu, fie intr-o vedere in
care nu sunt randate suprafetele ce inchid volumul domeniului. Liniile paralele cu lamela
elastica identifica suprafetele dintre layere-le folosite pentru a construi modelul 3D din cel
2D.

3D 2D

kit | err u err u
6] | [pm] | %] | [pm]
0 - 0,119 - 0,085
1 10,061 | 0,246 | 0,0424 | 0,173
2 10,048 | 0,379 | 0,0404 | 0,266
3 10,036 | 0,517 | 0,0358 | 0,362
4 10,035 | 0,659 | 0,0341 | 0,461
5 10,023 | 0,805 | 0,0304 | 0,562
6 0,0286 | 0,667
t[s] 540 0,450

Tabela 5.6: Comparativ al erorilor relative si a deplasarilor pentru modelele 2D si 3D.
Finetea de discretizare a fost conform retelei Refx0,7, V, = 15V, si eroarea limita impusa

0,03%.
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Figura 5.29: Vedere de perspectiva a modelului 3D pentru domeniul Qg dar fara fete

opace. Vederea este la o scara mult prea mica pentru a face vizibile mai n detaliu reteua
de discretizare. Pot fi identificate acum ambele zone ale conductoarelor centrale - mobil
si fix, precum si interfetele dintre layere-le ce construiesc modelul 3D.

0,07

0,06 &\

Erori relative epsu[%]

0,05

0,0286009

2
00 3Nr. iteratii

1 2 3 4 5 6

Model 2D —@—model 3D

Figura 5.31: Diagrama comparativa a erorilor relative pentru simularile cu modelele cu
elemente nodale de ordin I 2D si 3D. Finetea de discretizare a fost conform retelei Refx0,7,
V, = 15V, si eroarea limita impusa 0, Oé’)g%.
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Figura 5.30: Detaliu in vedere de perspectiva a modelului 3D pentru o portiune a
domeniului Qg dinspre baza sa. Pot fi identificate suprafata superioara a conductorului

central fix, precum si dielectricul depus peste acesta.

H
3
© 0,805
g
a
50,75
2 0,667038
o
0,5
0,25
Nr. iteratii
0
0 1 2 3 4 5 6

2D 3D

Figura 5.32: Diagrama comparativa a deplasarii v pentru simularile cu modelele cu
elemente nodale de ordin I 2D si 3D. Finetea de discretizare a fost conform retelei Refx0,7,

Vo, = 15V si eroarea limita impusa 0, 03%.
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Figura 5.33: Vedere de ansamblu a unei sectiuni yOz prin dispozitiv. Linia cotata

reprezinta latimea lamelei elastice, iar pe sirurile de elemente marcate cu sageti se poate
identifica umflarea liniilor da cAmp electric intre muchia lamelei si planul conductorului
central.

Din tabJ5.6] si fig]5.31] rezulta ca simularea pentru modelul 3D a ajuns
la precizia solicitata cu o iteratie mai putin decat in cazul 2D. Timpul de calcul
a fost insa de 1200 de ori mai mare, datorita faptului ca modelul 3D a presupus
rezolvarea la fiecare iteratie un numar de 330 de ori mai mare de ecuatii. Diferenta
relativa dintre rezultatele celor doua simulari este 17% fata de simularea 2D cu retea
de discretizare Refx0,7. Fatd de simularea cu modelul de referintd 2D (v. tabl5.4)
diferenta este de doar 1,5% fata de acesta din urma. Rezultatul este coerent cu faptul
ca simularea 3D surprinde si efectul de capat al liniilor de camp electric manifestat
intre cele doua armaturi pe toata latimea contactului fix, in cosecintaenergia de
actionare determinata in 3D este mai mare decat cea determinata in 2D. In
continuare sunt prezentate cateva imagini cu rezultatele simularii 3D. Posibilitatile
intefetei grafice ale FreeFEM-++ nu permit vizualizarea corecta a vectorilor liniilor
de cimp electric E, respectiv a vectorilor campului vectorial deplasare #. Prin
urmare sunt afisate variatiile modulelor pe componente si anume £, pentru campul
electric, respectiv separat u, si u, pentru campul deplasare.
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Figura 5.34: Detaliu al fig cu imaginea si valorile codificate colorat pentru modulul
componentei E, intre muchia lamelei si planul conductorului central.

Figura 5.36: Distributia componentei u, a vectorului deplasare pe domeniul lamelei
elastice pr. Deplasarea este maxima in zona de mijloc a lamelei. Valorile, indicate
prin codul culorilor sunt cele corespunzatoare simularii pentru V, = 15V (v|5.6)).
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Figura 5.35: Distributia potentialului electric pe o sectiune ,in trepte” in planul yOx
prin domeniul Qg. Se poate observa distributia potentialului pe spatiul dintre electrodul
central si lamela elasticd, pentru mai multe cote z.

Figura 5.37: Distributia componentei u, a vectorului deplasare pe domeniul lamelei

elastice 2. Componenta dupa z a deplasarii isi schimba semnul la trecerea prin axa
de simetrie transversala, dupa axa Ox lamela fiind solicitata la Intindere.
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In final, am trasat dependenta V,(u) corespunzatoare modelului 3D utilizat
si In determinarile de mai sus. Pasul h,, de crestere a tensiunii de actionare a
fost constant, de 0,5V. Pe acelasi grafic sunt reprezentate atat caracteristica ce
corespunde modelului 3D, cit si cea trasatd in fig]5.27] corespunzatoare modelului
2D cu care a fost generat modelul 3D curent. Ambele folosesc elemente finite nodale
de ordin I, iar metoda de calcul a fortei electrostatice este cea a evaluarii tensiunilor
maxwelliene pe suprafata inferioara a electrodului elastic.

u(Va) 2D-versus 3D

12

deplasarea u[pum]

08

0,6

04

0,2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Va[V]

A Va_P1P1_Maxwell ® u3D ——Poly.(Va_P1P1_Maxwell) ===Poly.(u_3D)

Figura 5.38: Curba deplasarii u a armaturii mobile functie de tensiunea de actionare
V,. Comparatie intre caracteristica trasata prin simulari cu modelul 2D, cu retea de
discretizare Refx0,7 si cea trasata prin simulari cu modelul 3D, obtinut prin multiplicarea
pe mai multe nivele a aceleiasi retele 2D - Refx0,7.

Comparatia grafica din fig[5.3§ valideaza modelul 3D in raport cu cel 2D.
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Caracteristica 3D este mai aproape de realitate Intrucat surprinde mai realist
distributia campului electric, In comparatie cu modelul2D. Cu toate acestea,
simularea 3D a durat 153 minute, in comparatie cu cea 2D care a durat numai
148sec., deci de aproximativ 60 de ori mai mult! Desi modelul dispozitivului studiat,
datorita simetriilor proprii, ar fi putut fi redus la 1/2 in cazul 2D, respectiv la 1/4 in
cazul 3D am preferat folosirea intregii sale geometrii tocmai pentru a putea efectua
comparatii cu un volum mai mare de calcule. La ora actuald sisteme de ordinul 10°
ecuatii sunt comune, punandu-se problema tratarii unor modele ce genereaza ecuatii
cu cateva ordine mai mari.

5.7 Procesarea paralela

Simularea microsuntului capacitiv din cap[5.6a fost efectuata atat pentru modelele
2D cat si pentru cel 3D utilizdnd un algoritm serial (v. pseudocodul . Principalul
modul consumator de timp este cel de rezolvare a sistemului de ecuatii liniare.
El este apelat la fiecare iteratie din setul de iteratii neliniare, parcurse pentru
fiecare dintre tensiunile de actionare V,. De aici si timpii considerabili de rezolvare
mentionati In subcapitolul precedent. Metoda de rezolvare implicita utilizata de
FreeFEM++ este una directa, selectata din biblioteca matematica UMFPACK,
metoda care are avantajul de a fi robusta, dar mare consumatoare de resurse de
memorie, fapt constatat in principal la modelul 3D. O clasa de metode alternativa
de tratare numerica ar fi cea a metodelor iterative, care, pe langa avantajul unui
consum mult mai mic de memorie, este un candidat bun pentru implementari pe
procesoare paralele [61]. Dezavantajul major al metodelor de rezolvare iterative, mai
ales pentru probleme de mari dimensiuni, consta in lipsa de robustete. O metoda
hibrida, care impaca in mod rezonabil consumul de resurse de calcul cu dezideratul
de stabilitate numerica este metoda descompunerii domeniilor, metoda ce este foarte
bine implementabila si pe procesoare paralele [61], [157], [144], [70].

Ideea centrala este aceea de a Tmparti problema definita pe un domeniu dat,
in mai multe probleme ce se pot rezolva, separat, pe partitii ale domeniului initial.
Conditia principala este de a se asigura convergenta catre aceeasi limita pentru
solutiile de pe zonele comune ale subdomeniilor in cauza. Aceste zone pot fi
portiuni comune, in cazul in care interioarele subdomeniilor au zone de intersectie
nevida (partitionare cu suprapuneri), sau frontiera comuna dintre ele, atunci cand
subdomeniile sunt adiacente (partitionare disjuncta).

Clasa de aplicatii dedicata rezolvarii ecuatiilor cu derivate partiale (PDE) poate
capata diverse aspecte, in functie de modul de abordare ([144],[157]) si anume:
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o descompunerea structurilor de date utilizate astfel incat procesul de rezolvare
sa poata fi "paralelizat", adica distribuit spre executie mai multor procesoare

(v. subcap|L.4));

e descompunerea domeniului fizic al problemei in regiuni disjuncte, sau partial
suprapuse ce pot fi tratate matematic cu ecuatii diferite; in acest caz se acorda
importanta asigurarii conditiilor de continuitate la trecerea prin frontierele
de separatie pentru componentele normale si/sau tangentiale ale marimilor
vectoriale implicate;

e descompunerea unui sistem de ecuatii liniare de mari dimensiuni, respectiv
a vectorului solutie, In mai multe blocuri mai mici ce pot fi tratate separat;
sistemul de ecuatii initial este rezultatul discretizarii ecuatiilor PDE pe intreg
domeniul de calcul; acest caz este de fapt o descompunere a metodei de
rezolvare a sistemului de ecuatii iIn "submetode' mai mici ce pot fi tratate
in paralel; in acest sens, se poate mentiona folosirea solutiilor pe domeniile
descompuse ca preconditionare pentru accelerarea convergentei unor metode
de tip Krylov.

De remarcat este faptul ca, in cazul aplicatiilor stiintifice profesionale, toate cele
trei aspecte de mai sus pot fi intalnite simultan in acelasi pachet software dedicat.
In consecinta, in contextul actual al dezvoltarii metodelor de procesare paralela
(v. cap{l]), metodele de descompunere a domeniului sunt atractive din urmatoarele
motive principale:

« implementare naturala si deci eficienta pe sisteme de procesare paralela;
« ofera metode de tratare mai simpla a domeniilor cu geometrie complicata;

o algoritmii corespunzatori proprietati de convergenta foarte bune - tinzand spre
complexitate O(N) pentru o problema cu N grade de libertate ([144]).

In cazul de fata, tindnd cont ca este domeniul care solicita cel mai mare efort
de calcul, am descompus problema de electrostatica 2D in 4 subdomenii care se
suprapun pe cate o portiune ingusta, aleasa convenabil pentru a permite descrierea
usoara a geometriilor asociate (v. ﬁg. Alegerea corespunde numarului de
procesoare reale disponibile pe calculatorul pe care am efectuat simularile (V.
Procesul de rezolvare este unul iterativ. Forma tare a problemei presupune
rezolvarea, la fiecare iteratie (k), a ecuatiei eliptice (v. cap. de ordin doi,
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Qg Y Qg I
2EEb /Y \ =Fhi / ! \
\ Qj Q?' Qp
"|
N AN
QEaq; QEa,

Figura 5.39: Subdomeniul €;. Frontierele suprapuse cu subdomeniile invecinate §2; si ©,
sunt I';;, respectiv I';,. Portiuni din frontiera intregului domeniu al PE sunt I'g, pentru
lama elastica, respectiv I'gg4, pentru bara centrala.

51 WO/FrecFem+: type return key to proceed (or ? for help on other) - o B3

Figura 5.40: Domeniul Qg impartit in patru subdomenii care se suprapun pe cate o fasie
ingusta 1n jurul fiecarei frontiere comune.

pe fiecare subdomeniu €;:

V- (eVo®) = 0peQ, (5.80)
v® = oY pe Iy, pentru j =1, , na; (5.81)
W™ =V, pe Tk, (5.82)
v® = 0 pe T, . (5.83)
v
= 0pel
on Pet Bus

unde na,; este numarul de subdomenii vecine cu ;. Formele slabe sunt similare
conform celor discutate in subcap5.4.2

In fig. pot fi observate limitele celor patru subdomenii in care a fost
impartit domeniul problemei electrice.

In fig. [5.41] - [5.43] se pot observa evolutiile liniilor echipotentiale la frontiera
dintre subdomeniile €2 si €2;.
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iter=1; errt = 0.01176

Figura 5.41: Simulare prin metoda descompunerii domeniului. Problema de electrostatica
2D, a microsuntului este rezovata in paralel pe patru procesoare, fiecare ocupandu-se
de cate un subdomeniu (v.ﬁg. Initial, pe frontierele comune sunt impuse conditii
Dirichlet omogene. Potentialul de actionare a lamei elastice este V, = 15V. Se pot
observa liniile de potential constant din vecinatatea frontierei comune dintre subdomeniile
Qo si 1, corespunzatoare primei iteratii. Eroarea in sens euclidian dintre valorile din
stanga si dreapta frontierei comune este de ordinul 102

iter = 6; errt = 0.00091

152101

Figura 5.42: Simulare prin metoda descompunerii domeniului pentru problema de
electrostatica 2D a microsuntului capacitiv. Sunt figurate liniile de potential constant
din vecinatatea frontierei comune dintre subdomeniile €2 si €2, corespunzatoare iteratiei
a sasea. Se poate observa evolutia acestora fata de prima iteratie. Eroarea in sens euclidian
dintre valorile din stdnga si dreapta frontierei comune este de ordinul 1073
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iter = 13: errt = 0.00027

1.52+01

Figura 5.43: Simulare prin metoda descompunerii domeniului pentru problema de
electrostatica 2D a microsuntului capacitiv. Sunt figurate liniile de potential constant
din vecinatatea frontierei comune dintre subdomeniile € si €21, corespunzatoare ultimei
iteratii. Eroarea In sens euclidian dintre valorile din stanga si dreapta frontierei comune
este de ordinul 1074

Din punctul de vedere al efortului de calcul, s-a dovedit a fi relevanta
comparatia evolutiilor rezolvarii problemei de elctrostatica din cadrul unei singure
iteratii neliniare a algoritmului . Am rezumat datele relevante in tab Pentru
paralelizare am folosit modelul MPI - prezentat in subcapll.6.3] FreeFEM++
are un modul (ff-mpirun) si un set de functii dedicate paralelismului conform
bibliotecii asociate modelului amintit. De data aceasta testele au fost efectuate
pe acelasi Laptop Dell Inspiron, dotat cu un procesor i7-8550U @1,80Ghz si 16Gb
RAM, dar sub sistemul de operare LINUX, varianta UBUNTU V18.10 (https:
//wiki.ubuntu.com/CosmicCuttlefish). Procesarea paralela a fost gestionata de
Mpi V4.0.

Pe baza tab5.7]si tab5.7 se pot face urmatoarele observatii:

« initial, finetea de discretizare a unui domeniu este stabilita in FreeFEM-++4
prin impunerea numarului de noduri pe fiecare frontiera a acestuia; reteua
de discretizare este generata apoi automat; consecinta este ca retelele de
discretizare asociate subdomeniilor rezultate din descompunere sunt sensibil
mai fine decat reteaua de discretizare care acopera zona corespondenta din

modelul intreg (v. tabl5.7);

e cu toate acestea, timpul de calcul consumat de implementarea paralela este
mai mic decat varianta seriala, acest timp fiind de fapt impus de cel mai lent
dintre procesele paralele, la care se adauga timpul consumat de secventa ce
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Procesare — Serial Paralel
DOF t tepec DOF t Benec S
Ordin EF | 0 P 0 P
[s] | [us/DOF] [s] | [us/DOF]
P1 4381 | 0,19 43 7073 | 0,13 18 2,39
P2 16492 | 0,86 52 26912 | 0,62 23 2,26

Tabela 5.7: Timpii de rulare pentru o iteratie a problemei electrice. Comparativ
intre algoritmul serial si cel paralel (descompunerea domeniilor), pentru elemente
finite de ordin 1 (P1), respectiv ordin 2 (P2). Numarul gradelor de libertate se
refera la suma gradelor de libertate utilizate de toate procesele implicate. spe.
reprezinta timpul specific pe grad de libertate - determinat cu relatia ¢t/ DOF.

PO P1 P2 P3 | Total
P1 | 2811 | 719 | 720 | 2823 | 7073
P2 | 10847 | 2631 | 2635 | 10799 | 26912

Tabela 5.8: Numarul de grade de libertate pe fiecare din cele patru subdomenii
atribuite celor patru procesoare paralele.

ruleaza serial;

e pentru a putea efectua o comparatie reala am determinat timpul specific, notat
cu tspec Si determinat ca raportul dintre timpul total consumat de proces
si numarul de grade de libertate (DOF) ce stabilesc dimensiunea problemei
atribuita procesorului respectiv.

« se poate constata ca cresterea de viteza S dereminata ca tpec,,, i/ tspecyarate
ramane practic invarianta la cresterea de aproximativ patru ori a dimensiunii
problemei.

 daca se foloseste expresia (1.4]) datd de Legea lui Amdahl pentru S = 2,3 si
p = 4 procesoare, rezulta aproximativ ponderea portiunii seriale a algoritmului
asociat metodei de descompunere a domeniilor, si anume a = 25%.

5.8 Concluzii referitoare la aspecte computationale

In prezentul capitol au fost parcurse practic, pentru un microsunt capacitiv, etapele
procesului de modelare multifizica prezentate in cap[2.}
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» modelare conceptuala, soldata cu constuctia unui domeniu geometric simplu,
dar relevant;

» modelarea analitic-aproximativa printr-o problema 1D care pemite incadrarea
corecta fizic si matematic a comportamentului dispozitivului studiat;

o modelare matematica pe parcursul careia au fost exprimate formularile tari
prin scrierea ecuatiilor tipice legilor ce guverneaza campul electrostatic,
respectiv mecanica statica; de aici au rezultat marimile ce trebuie determinate
pentru caracterizarea anumitor aspecte functionale ale microsuntului, precum
si spatiile vectoriale in care acestea vor fi cautate; urmeaza apoi tratarea in
sens distributional a problemei ce duce la generarea formularii slabe a acesteia,
constituita din ecuatii cu drivate partiale impreuna cu spatiile Hilbert de care
apartin solutiile;

« modelare numerica utilizand metoda elementelor finite; prin precizarea spatiilor
functionale pentru solutii se pot alege elementele finite, conforme cu spatiile
precizate, potrivite pentru discretizarea geometrica si numerica a formularii
slabe.

o validarea modelului. Nu am intentionat - in acest capitol - compararea
rezultatelor simularilor cu rezultate practice sau teoretice de referinta: am
preferat evidentierea catorva din problemele ce pot aparea pe parcursul
simularii numerice, si unele din cauzele care le pot produce. Mi s-a parut
importanta evidentierea multitudinii de aspecte (fara a avea pretentia ca au
fost epuizate toate) ce trebuiesc luate in considerare in procesul de modelare
multifizica: ecuatiile formularii tari sunt fidele fenomenelor fizice studiate,
reflectand continuitatea acestora. In momentul migrarii in lumea numerica, ce
nu le poate trata, deocamdata, decat discontinuu, prin discretizare, aceleasi
ecuatii sunt afectate de erori numerice, care, daca nu sunt controlate corect
duc la rezultate imprevizibile sau incoerente. Aici stapanirea matematicii, in
speta a analizei functionale, este de o extrema importanta pentru intelegerea si
tratarea corecta a erorilor ce, in mod inevitabil fac parte din universul numeric.

Tot in acest capitol, sunt evidentiate legaturile cu principiile elementului finit
expuse in cap. 4: fara o buna intelegere a acestora, modelarea numerica
prin aceasta metoda se reduce la un interesant exercitiu de utilizare a unor
pachete software dedicate. Este motivul pentru care am folosit FreeFEM ++
, software care nu poate fi abordat nicicum fara o intelegere prealabila a
principiilor de baza ale analizei functionale, precum si ale elementului finit.
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e In urma rezolvarii problemei 3D asociate suntului capacitiv, a devenit evident
faptul ca, chiar si pentru un model de o complexitate redusa in contextul
tehnic actual, algoritmul serial este un consumator important de spatiu si
timp In universul digital; una din variantele ce are mare potential de a reduce
timpul de calcul, este procesarea paralela, lucru dovedit pe rularile efectuate,
ce-i drept cu numai patru procesoare, pentru problema 2D: aici trebuie avute
in vedere atat matematica ce face posibila paralelizarea algoritmilor seriali,
precum si modelele software de implementare a acestora.
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Capitolul 6

Concluzii

6.1 Concluzii generale

Primul capitol contureaza contextul tehnic actual al lumii digitale.

Lumea digitala a devenit, pe departe, cea mai importanta resursa de informatie
solicitata in orice domeniu: de la cea mai simpla reteta de bucatarie, pana la
complexe retete tehnico-stiintifice.

De aici tendinta, aparent de neoprit, pentru posibilitatea de a prelucra si
a stoca un volum cat mai mare de date, intr-un timp cadt mai redus, respectiv
intr-un spatiu cat mai redus. Comunitatea stiintifica are un dublu rol: pe de o
parte cea de consumatoare masiva de resurse de calcul, iar pe de alta parte cea
de creatoare si dezvoltatoare ale acelor resurse de calcul. Din punct de vedere
hardware, o prima etapa de dezvoltare a fost aceea in care cresterea frecventei de
lucru per procesor a fost limitata de cantitatea mare de caldura degajata de acest
regim de lucru. Acum ne aflam in plina dezvoltare a etapei urmatoare si anume
cea a folosirii a cdt mai multe procesoare in paralel. In primul capitol (subcap.
- sunt evidentiate principalele jaloane care au marcat evolutia arhitecturilor
hardware ale procesoarelor, arhitecturi care, in ultimele lor variante, contin ele insele
unitati logice ce pot rula seturi de instructiuni in paralel. Mai mult, procesorul ce
conduce unitatea centrala a unui calculator poate lucra, pentru rezolvarea aceleiasi
probleme, 1n paralel cu procesorul grafic al aceluiasi sistem. Dezvoltarea rapida a
arhitecturilor hardware, a atras dupa sine, deschiderea catre aplicatii software noi,
materializate prin algoritmi dedicati, preocupati mai putin de a face economie de
memorie, ci mai mult de cresterea si contolul acuratetii calculelor numerice, precum
si de reducerea timpului de calcul. Modelul clasic al programarii structurate, utilizat
pentru implementarea algoritmilor seriali a fost inlocuit cu modele ale programarii
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paralele, prezentate in subcap. Este subliniat aici faptul ca modalitatile de
paralelizare ale unui algoritm nu se pot Inscrie unor asa zise retete, ci, mai degraba,
trebuie sa respecte anumite principii, avand ca scop esential indeplinirea unor criterii
generale de eficienta ale programului. Tot in acest capitol sunt prezentate doua
metodologii de paralelizare:

« una datorata din 1995 lui Foster([69]) si descriptibila prin secventa: ,Partition
-> Communication -> Agglomeration -> Mapping” (prescurtat PCAM);

o cealalta datorata lui Mattson [I09] ce propune in 2004 o sistematizare a
procesului de programare paralela, grupand multitudinile de tehnici tipice
acestui proces (v. fig{l.16) - in grupe de modele (patterns) definite la nivel
abstract.

O concluzie importanta a subcap. este faptul ca unul din cele mai potrivite
modele de paralelizare ale unui algoritm complex, este un model hibrid de
programare paralela, reprezentativ pentru majoritatea cazurilor ce apar in practica,
model ce poarta denumirea de ,Single Program Multiple Data” (SPMD) - v. fig.
INE

O alta concluzie ar fi faptul ca algoritmii nu pot fi paralelizati in totalitate, in
fiecare dintre acestia existand segmente seriale. De aici apar limitari ale programarii
paralele evidentiate pe scurt, in subcap[L.5] prin cuantificirile efectuate de Amdahl,
respectiv de Gustavson.

Pentru ca tabloul sa fie complet, era necesara si prezentarea instrumentelor
software utilizate pentru implementarea practica a principiilor descrise mai sus,
prezentare realizata in subcap. [[.6l Una din concluziile importante al subcapitolului
ar fi ca trecerea de la implementarea algoritmilor secventiali, la implementari
paralele, nu se poate face (cel putin la ora actuald) cu ajutorul unor ,compilatoare
automate”, dedicate acestei conversii. Putem desprinde insa doua clase mari de
instrumente software In domeniul aplicatiilor paralele, dupa modul de gestionare
a datelor: procesare a datelor stocate in zone de memorie partajata (bibliotecile
Pthreads si OpenMP), respectiv procesare a datelor stocate in zone de memorie
distribuite, conectate prin intermediul unui sistem de mesaje (modelul MPT).

Concluzia principala a primului capitol priveste problemele stiintifice si
ingineresti actuale, de mare complexitate, necesitand, pentru a fi rezolvate, o putere
de calcul pe masura. In consecinta, s-a dezvoltat o noua disciplina numita "Calcule
Stiintifice de Inalta Performanta" (High Performance Scientific Computing, prescur-
tat - HPSC). Caracteristica esentialda a HPSC este interdisciplinaritatea: abordarea
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el presupune cunostinte de fizica, inginerie, matematica, metode numerice, precum
si de tehnologia informatiei

Este motivul pentru care capitolul al doilea este dedicat aspectelor legate
de domeniile fizicii implicate 1n activitatea de cercetare desfasurata pe parcursul
elaborarii prezentei teze si anume: teoria campului electromagnetic si teoria
elasticitatii in medii liniare. Pentru fiecare din aceste domenii, sunt prezentate pe
scurt marimile fizice caracteristice, proprietati de material, marimi fizice de masura,
sistemul legilor fundamentale ce guverneaza domeniul fizic respectiv, Impreuna
cu legile de conservare caracteristice. Concluzia esentiala a capitolului se refera
la modul in care aceste marimi caracterizeaza domeniile fizice (local, global), cu
implicatii directe In scrierea sistemelor de ecuatii caracteristice legilor fundamentale,
de material, respectiv de conservare: membrul stang al acestor ecuatii este o
reflectare a proprietatilor de material din domeniul fizic considerat, iar membrul
drept contine marimile ce descriu sursele de camp, fie interne, fie externe, caz in
care sunt reprezentate prin conditii de frontiera.

Capitolul al treilea, este dedicat, In mod natural, aspectelor matematice
implicate In modelarea problemelor multifizice. In acest tip de probleme coexista
ecuatii, care chiar daca sunt din aceeasi categorie (de ex. exprima legi fundamentale,
sau de conservare) ele sunt scrise in functie de marimi fizice diferite, pot fi aplicate pe
spatii geometrice de spete diferite, si sunt masurabile cu unitati de masura diferite.
Sunt cauze pentru care un astfel de spatiu, compus din mai multe domenii fizce,
este dificil de tratat in aceasta forma, cu un aparat matematic unitar din categoria
analizei matematice clasice.

Solutia pe care matematica o ofera pentru analiza fenomenelor multifizice (si
nu numai) este analiza functionald, prin conceptul ei fundamental de spatiu abstract.
Apartenenta unui element la acest spatiu presupune respectarea unor anumite
axiome matematice, dar nu impune nicio constrangere referitoare la semnificatia
fizica elementului, respectiv multimii de elemente in cauza. Gradul de abstractizare
al acestor spatii, tine cont totusi de o proprietate ce caracterizeaza toate marimile
din lumea fizica macroscopica ce ne inconjoara si anume continuitatea. Notiunea de
continuitate este Insa mult mai generala decat cea specificata de analiza matematica.
In analiza functionala continuitatea este asimilata termenilor de ,continuitate
aproape peste tot”, sau ,continuitate in sens generalizat”, termeni descrisi pe baza
definirii notiunii de convergenta in sensul dat de teoria distributiilor (v. relatiile
- ) De aici rezulta mai apoi notiunea de derivare in sens generalizat
(distributional), respectiv notiunile de gradient, rotor, divergenta generalizate.
Formularile matematice asociate spatiilor fizice reale sunt caracterizate de ecuatii
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ce constituie forma tare a acestor formulari. Spatiile functionale abstracte pot fi
generate, pentru un anumit domeniu, prin seturi de functii de baza ce satisfac
conditii nule pe limitele domeniului respectiv (functii de test). Trecerea din
spatiul fizic real 1n spatiul functional abstract se realizeaza prin proiectia ecuatiilor
caracteristice formei tari pe setul de functii de test, obtinandu-se astfel formularea
slaba a problemei multifizice de rezolvat - de forma . Forma slaba a
problemelor multifizice, presupune existenta in membrul stang a unei functionale
biliniare - A(u, v) - respectiv in membrul drept a unei functionale liniare - F(v).

Functionala corespunzatoare formularii slabe este intodeauna derivabila in sens
generalizat, deci continua. Pe baza formularii slabe se demonstreaza existenta si
unicitatea solutiilor (v.subcap. Cum ecuatiile de rezolvat sunt diferentiale,
solutiile lor apartin unui spatiu functional Sobolev (V.Subcap..

Concluzia esentiala a capitolului subliniaza importanta identificarii cadrului
functional al problemei, adica a spatiilor corespunzatoare functionalei biliniare
A(u,v) si de functionala liniara F(v). Un ghid remarcabil pentru aceasta
identificare, este secventa exacta de Rham , secventa ce reflecta izomorfismul
existent Intre spatiile implicate In acest complex, precum si metoda de constructie
a unei clase de functii din alta.

Rezolvarea ecuatiilor formei slabe poate fi efectuata in majoritatea covarsitoare
a cazurilor numai apeland la tehnici numerice ceea ce presupune trecerea din lumea
continua in universul digital, discontinuu. Este tema capitolului patru al prezentei
lucrari. Trecerea susmentionata nu se poate face dacat pe baza aproximarii spatiului
geometric al problemei multifizice cu un set de celule de forme geometrice simple, cel
mai frecvent triunghiuri sau tetraedre. Pe acest domeniu aproximativ, de dimensiune
finita, se defineste un spatiu functional izomorf cu cel al functiilor de test, numit
spatiul functiilor de forma.

Solutia se aproximeaza in fiecare celula cu un polinom de grad p, cel mai
simplu fiind cazul in care p = 1. Valorile solutiei numerice se determina in N noduri
ale retelei de discretizare. Aici prin nod se intelege o notiune abstracta prin care
se identifica domeniul spatial (vertex, latura, fata, sau volum) asociat functiei de
forma, domeniu caruia i se atribuie si functia variabila nodala. Variabilele nodale
alcatuiesc gradele de libertate ale problemei, si determina In mod univoc solutia
numerica, solutie ce pastreaza proprietatea de continuitate pe intreg domeniul de
calcul. Spatiul gradelor de libertate, dual al spatiului functiilor de forma, este un
element esential al metodei. Solutia numerica, reprezentata prin valorile gradelor de
libertate, se obtine prin rezolvarea unui sistem de N ecuatii algebrice liniare, sistem
generat din forma slaba discreta A(up,vp) = F(vp).

244



Modelarea si Simularea MEMS

Alegerea corecta a cadrului functional, implica determinarea unei solutii
numerice care este grad-, rot-, sau div-conforma. Ca urmare, si elementele finite
utilizate, dupa caz, vor fi conforme cu operatorii diferentiali mentionati. Aceste
elemente sunt strans legate de forma diferentiald (de ordin 1, 2 sau 3) caracteristica
marimii locale prin care se descrie problema fizica. Asa cum spatiile Sobolev grad-,
rot-, sau div-conforme, sunt conectate intre ele prin secventa exacta de Rham, tot
asa si elementele finite conforme corespunzator, respecta aceleasi secventa - discreta
de data aceasta (v.secventa (4.158)). Concluzia esentiald este c& forma diferentiald,
prin imaginea secventei de Rham, reprezinta legatura esentiala intre aspectele fizice,
matematice si numerice ale problemelor multifizice.

6.2 Lucrari publicate.

In capitolul 5 au fost parcurse practic, pentru un microsunt capacitiv, etapele
procesului de modelare multifizica prezentate in cap2.I] Aplicatia este una care
a constituit subiectele de cercetare ale proiectelor ,, ToMeMs” PN-II-PT-PCCA-
2011-3 (http://mems.lmn.pub.ro/), respectiv din cadrul programului ,Excellence
Research Grant Program”, UPB — GEX 2017. Ctr. Nr. 05/25.09.2017, desfasurate
in cadrul Laboratorului de Modelare Numerica al Facultatii de Inginerie electrica,
al Universitatii Politehnica Bucuresti. Tematica prezentei lucrari a generat, in
contextul proiectelor amintite, mai multe lucrari prezentate in cadrul unor conferinte
internationale de prestigiu:

e ,An Object Oriented Data Structure Designed for Multiphysics Simulations
on Parallel Computers”; autori: Mihai Popescu, Aurel-Sorin Lup , Gabriela
Ciuprina, Daniel Ioan; lucrare prezentata la conferinta ATEE-2015, Bucuresti
[129]. Lucrarea propune o structura de date orientata pe obiecte ce poate
fi utilizata pentru implementarea algoritmilor specifici simularii multifizice.
Structurile de date au fost implementate in C++- si testate partial pe simularea
unui microcomutator MEMS. Lucrarea a reprezentat un inceput de drum
pentru generarea unei biblioteci de clase C++ dedicate modelarii mulifizice;

o ,Using Object Oriented Data Structures for Optimizing MEMS Devices on
Parallel Computers”; autori: Mihai Popescu, Aurel-Sorin Lup, Ruxandra
Barbulescu, Gabriela Ciuprina si Daniel loan; lucrare prezentata la The
XVII International Symposium on Electromagnetic Fields in Mechatronics,
Electrical and Electronic Engineering, Valencia, Spania, 2015 [127]. Lucrarea
prezinta structura de date orientata pe obiecte propusa initial in [129], dar mult
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si tratarea acestora pe procesoare paralele, fara a impune o comunicatie
interprocese intensiva, deci consumatoare de timp. Sunt prezentate rezultate
ale rularilor pe cluster-ul Laboratorului de Modelare Numerica (v.subcap1.7));

o Parametric Multiphysics 3D Modelling of a Bridge Type MEMS Capacitive
Switch”; autori: Aurel-Sorin Lup, Gabriela Ciuprina, Mihai Popescu si
Daniel Ioan; lucrare prezentata la The XVII International Symposium on
Electromagnetic Fields in Mechatronics, Electrical and Electronic Engineering,
Valencia, Spania, 2015 [104]. Lucrarea prezinta simulari multifizice 3D ale unui
microsunt capacitiv, realizate cu pachetul software Comsol Multiphysics V4.4.
Simularile au fost efectuate atat in regim static, precum si dinamic pentru
diverse tensiuni de actionare, dar si pentru diferite lungimi ale membranei

elastice (v.cap[p));

o ,HPC in Multiphysics Analysis of RF-mems Capacitive Switches”; autori:
Sorin Lup, Gabriela Ciuprina, Mihai Popescu si Daniel loan; lucrare prezentata
la STELA 2018 - The XXth International Symposium on Electrical Apparatus
and Technologies, Burgas, Bulgaria [I05]. Lucrarea prezinta o comparatie
intre simularile neliniare de regim static efectuate pe de o parte cu pachetul
software Comsol Multiphysics si pe de alta parte cu FreeFEM++ in scopul de
a determina tensiunea de minima actionare a unui microcomutator capacitiv.
Iteratiile Comsol au fost efectuate serial, pe cand cele cu FreeFEM++ au
fost efectuate in paralel pe 8 procesoare;

o A Parallel Algorithm for Multipysics Analysys of RE-MEMS”; autori: Mihai
Popescu, Sorin Lup, Gabriela Ciuprina, Daniel loan si Ruxandra Barbulescu,
SCEE 2018 — The 12th International Conference on Scientific Computing in
Electrical Engineering, 23 — 27 September 2018, Sicilia, Italia [128]. Lucrarea
reia tema prezentata in [105], dar cu o abordare teoretica efectuata cu ajutorul
formularilor slabe. Implementarea cu FreeFEM-++ rezulta in acest mod
natural, rularea pe procesoare paralele fiind mai eficienta. Comparatiile au
fost efectuate cu un model de referinta Comsol Multiphysics.

6.3 Contributii originale

1. Contributii la elaborarea a trei lucrari prezentate la conferinte cotate ISI,
dintre care una ca prim autor:
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e ,An Object Oriented Data Structure Designed for Multiphysics Simula-
tions on Parallel Computers”; autori: Mihai Popescu, Aurel-Sorin Lup ,
Gabriela Ciuprina, Daniel Ioan; lucrare prezentata la conferinta ATEE-
2015, Bucuresti [129];

o ,Parametric Multiphysics 3D Modelling of a Bridge Type MEMS Ca-
pacitive Switch”; autori: Aurel-Sorin Lup, Gabriela Ciuprina, Mihai
Popescu si Daniel loan; lucrare prezentata la The XVII International
Symposium on Electromagnetic Fields in Mechatronics, Electrical and
Electronic Engineering, Valencia, Spania, 2015 [104].

o ,Coupled multiphysics-RF reduced models for MEMS”; autori: Gabriela
Ciuprina, Daniel Ioan, Aurel-Sorin Lup, Mihai Popescu, Ruxandra
Barbulescu, Alexandra Stefanescu; lucrare prezentata la IEEE 1st
International Conference on Power Electronics, Intelligent Control and

Energy Systems (ICPEICES) 2016- Dehli [50] .

2. Prezentarea sintetica, intr-un singur document (Cap, a celor mai importante
instrumente hardware si software impreuna cu modelele de programare, care
sunt folosite In mod curent pentru programarea de inalta performanta (High
Performance Computing);

3. Sintetizarea, intr-o ordine logica, a aparatului matematic, foarte complex, care
sta la baza acelei laturi a analizei functionale folosita in tratarea formularilor
slabe ale problemelor multifizice. Sarcina nu a fost tocmai simpla, intrucat
literatura matematica In domeniu este foarte bogata, avandu-si inceputurile
in prima parte a sec. XIX. Mai mult, aproape fiecare matematician ce a adus
contributii importante in domeniu, a introdus notatii, respectiv demonstratii
proprii, care au ingreunat lectura, intelegerea si mai ales conectarea cu lucrarile
altor matematicieni, precum si cu realitatea fizica;

4. Expunerea intr-o ordine coerenta a intreg aparatului matematic ce duce la
constructia elementului finit, conform caracterizarii sale generale efectuata in
primul subcapitol (Subcap.. Apoi, folosind acest aparat, sunt specificate
modalitatile de constructie ale elementelor finite de ordin I, grad-, rot-, si div-
conforme, in corespondenta cu secventa de Rham discreta , discutata
in ultima parte (subcapi4.1.8) a capitolului dedicat aspectelor numerice.

Cu toate ca proiectele materializate prin lucrarile publicate si expuse mai
sus au avut, prin colaboratorii sai si aspecte fizic practice, lucrarea de fata
nu si-a propus compararea rezultatelor simularilor cu rezultate practice sau
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teoretice de referinta, comparatii care au fost dealtfel subiect al lucrarilor
prezentate in conferintele mentionate. In lucrare am preferat evidentierea
catorva din problemele ce pot aparea pe parcursul simularii numerice, si unele
din cauzele care le pot produce. Este importanta evidentierea multitudinii
de aspecte (fara a avea pretentia ca au fost epuizate toate) ce trebuie luate
in considerare, pe parcursul procesului de modelare multifizica: ecuatiile
formularii tari sunt fidele fenomenelor fizice studiate, reflectand continuitatea
acestora. Trecerea in universul functional al formularilor slabe este necesara
ca metoda ce reprezinta un pas important spre formularea numerica. Acesta
trecere relaxeaza conditiile de existenta ale proprietatii de continuitate,
permitand analiza cu un aparat unitar a unei largi varietati de domenii fizice.
In momentul migrarii in universul numeric, ce nu poate trata ecuatiile decat
pe portiuni, prin discretizare, calculele sunt afectate de erori numerice, care,
daca nu sunt controlate corect, duc la rezultate imprevizibile sau incoerente.
De aici si importanta respectarii modului de constructie al elementelor finite
(v. secventa De Rham), deoarece conformitatea cu formele diferentiale ce
descriu ecuatiile reprezinta garantia pastrarii proprietatilor de continuitate
esentiale inclusiv in universul digital. Aici merita subliniat ceea ce am afirmat
mai sus, si anume ca formele diferentiale, prin imaginea secventei de Rham,
reprezinta legatura esentiala intre aspectele fizice, matematice si numerice ale
problemelor multifizice.

5. Consider ca acest parcurs, prezentat sintetic, dar complet si coerent, este
contributia originala principala adusa de prezenta lucrare. Urmand exemplul
din cap[5], pot fi abordate si alte probleme multifizice, urmarind toate aspectele
fizice, matematice si computationale descrise in ordinea fireasca a aplicabilitatii
lor, pe parcursul prezentei teze. Totodata aceasta lucrare intentioneaza a
atrage atentia asupra importantei insusirii, de catre orice specialist, doritor
a lucra In domeniul modelarii problemelor multifizice, a principiilor analizei
functionale. Stapanirea matematicii, in speta a analizei functionale, este de
o extrema importanta pentru intelegerea si tratarea corecta a problemelor
multifizice. In incheiere, merita accentuat faptul ca fara o buna intelegere
a matematicii mentionate, modelarea numerica multifizica se reduce la un
interesant exercitiu de utilizare a unor pachete software dedicate, dar fara o
reala si concreta utilitate practica.
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6.4 Perspective

Cu toate ca lucrul la prezenta teza a fost marcat de multe discontinuitati si
framantari, a existat un moment de la care ideile expuse au inceput sa capete
coerenta si claritate. Unul dintre cele mai benefice experiente pentru doctorand si
implicit si pentru lucrare, a fost procesul de studiu si selectie al mai multor lucrari
valoroase de fizica, matematica pura, matematica aplicata si tehnici de programare
paralela. Toate acestea, in incercarea de a contura o metoda de lucru utila oricarui
specialist aflat la Inceput de drum in universul modelarii multifizice. In mod cert
calea propusa nu este unica, dar la fel de cert este ca si alte metode de lucru ar
trebui sa poposeasca cel putin in fiecare din urmatoarele universuri:

1. marimi si legi fizice ale tuturor fenomenelor implicate in modelul studiat;
2. analiza functionala;

3. modelare numerica;

4. High Performance Computing (HPC).

O buna parte din lucrarea de fata, este dedicata primelor trei aspecte enumerate mai
sus. Desi teza contine informatii de natura teoretica (cap. |1 si practica (cap. |9)
referitoare la cel de-al patrulea aspect, ramane in perspectiva completarea acestora
cu cercetari si lucrari dedicate urmatoarelor tematici:

o dezvoltarea unei metode de lucru, bogat documentata cu exemple si studii de
caz, ce presupune descompunerea automata a domeniului multifize studiat in
mai multe subdomenii geometrice, in functie de numarul de nuclee de procesare
(,cores”) disponibile. Fiecarui subdomeniu i se ataseaza atat cate o retea de
discretizare, precum si cate o implementare a unei formulari variationale. In
acest mod, Intreaga problema poate fi tratata numeric cu ajutorul mai multor
nuclee de procesare, fiecare responsabil de cate un subdomeniu;

e pentru rezolvarea sistemului de ecuatii global asamblat cu ajutorul procesoa-
relor mentionate pot fi utilizate:

— solvere paralele ce utilizeaza metode directe (de ex. MUMPS [34], PETSc
133]);

— solvere paralele bazate pe metode semiiterative cum ar fi gradienti
conjugati (GC), sau reziduu minim generalizat (GMRES), utilizdnd ca
preconditionare descompunerea domeniilor mentionata mai sus.
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e provocarea la ora actuala este ca tehnologia hardware avanseaza mult mai
rapid decat aplicatiile soft dedicate: un software scris acum, nu va rula
neaparat mai eficient pe o noua generatie hardware care bate la usa.
Iata motivul pentru care, varii metode de modelare multifizica ar trebui
implementate cu ajutorul a cel putin doua sau trei pachete software disponibile
in universul HPC, dintre care cel putin, unul comercial.

e in lucrarea de fata am folosit FreeFEM+-+ care s-a imbogatit in ultimii doi
ani cu o biblioteca de functii dedicata metodelor mentionate mai sus (https:
//doc.freefem.org/documentation/ffddm/);

« un pachet software similar, aflat in plina dezvoltare este si ,ONELAB” (https:
//onelab.info/), care are la baza generatorul de retea de discretizare Gmsh
(https://gmsh.info/)) [71] avind avantajul unei interfete grafice proprii mult
mai performante decat FreeFEM-++ ; beneficiind si de un solver propriu,
ONELAB poate fi interfatat cu usurinta cu diverse biblioteci matematice utile
in modelarea multifizica prin tehnici de HPC;

» metode de analiza asemanatoare pot fi testate si cu pachete software co-
merciale, cum ar i COMSOL Multiphysics ©(https://wuw.comsol.com);
robustetea solverului, posibilitatatile de pre si posprocesare, precum si suportul
documentaristic de care se bucura un astfel de software, sunt umbrite de lipsa
de flexibilitate impusa de lipsa de acces la codurile sursa ale programului.

Am enumerat mai sus cateva din perspectivele ce se deschid spre continuarea
dezvoltarii tematicii propuse de prezenta teza. O parte din ele vor constitui subiectul
unor cercetari si publicatii viitoare ale autorului, cu speranta ca ele vor atrage si
specialisti mai tineri pe aceasta cale, nu tocmai usoara, dar cu un deosebit potential
stiintific, al modelarii multifizice.
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Al. Cod FreeFem-+-+ problema
2D.
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model 2D cu notatii identice cu cele din textul lucrarii;
algoritmul iterativ descris de Pseudocodul 1 din lucrare
scalari: nici una

versiunea folosita pentru teza

scris de: Mihai Popescu

* Ver: 3.1/20.09.2021
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// ======= parametri geometrici generali ===================
real 1b = 280e-6, // lungime membrana
hb = 0.4e-6, // grosime membrana
wb = 120e-6, // latime membrana
lel = 240e-6, // lungime conductor central
wel = 120e-6, // latime conductor central
hel = 0.4e-6, // inaltime conductor central
td = 0.1e-6, // grosime dielectric peste c.central
hcpw = 4e-6, // inaltime conductor lateral
lcpw = 240e-6, // lungime conductor lateral
wcpw = 120e-6, // latime conductor lateral
g0 = 3.5e-6; // gap initial
// ========= excitatii =================
real VaMax = 31, // tensiune electr. fix - mobil MAX
VaMin = 5, // tensiune electr. fix - mobil MIN
Vref = 0; //potential de referinta
// ======= materiale =======================================

// caracteristici de material in domeniul electric
real EPSO = 1e-9/(36%pi),
Er = 7.;

// caracteristici de material membrana mobila
real E = 70e9; // Young Al

real niu 0.35; // coef Poisson Al

real rho = 2700; // kg/mc densitate Al

// parametrii Lame

real mu = E/(2*(1+niu));

real lambda = E*niu/((1+niu)*(1-2*niu));
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// frontiere fixe zona aer intre dielectric,

// ======= variabile comune celor doua probleme =================
real errdu = -1; // err. relativa a deplasarii max. la iteratia curenta
// ======= constante diverse ======================================
bool FORCEOK = false; // semnalizare forta de actionare ok
bool TOOSMALL = false; // semnalizare forta de actionare prea mica
bool TOOLARGE = false; // semnalizare forta de actionare prea mare
int NITMAX = 100; // numar maxim de iteratii neliniare
real dlt = 0.0le-6; // numar foarte mic, folosit pt aproximari
// ======================= frontiere fixe ================================
// frontiere domeniul electric (OmegaE) -> etichete - [80 - 89]
int GammaEd = 80,

GammaEb = 81,

GammaCPW1 = 82,

GammaCPW2 = 83;

electrod mobil si pereti laterali

// front. superioara este a contactului mobil; se va deforma la fiecare iteratie

border GEcpwl(t=0, hcpw) {x=-1b/2; y=-t; label=GammaCPW1l; }; // peretele stang

border GEs1(t=0, (lb-wel)/2-td) {x=-1b/2+t; y=-hcpw;} // baza substrat stanga

border db1(t=0, td) {x=-wel/2-td+t; y=-hcpw;l}; // baza dielectric td st.

border GEd1(t=0, hel) {x=-wel/2; y=-hcpw+t; label=GammaEd;}; // st. electrod fix

border GEdt(t=0, wel) {x=-wel/2+t; y=-hcpw+hel; label=GammaEd;}// top electrod fix

border GEdr(t=0, hel) {x=wel/2; y=-hcpw+hel-t; label=GammaEd;} // dr. electrod fix

border db2(t=0, td) {x=wel/2+t; y=-hcpw;l}; // baza dielectric td dr.

border GEs2(t=0, (lb-wel)/2-td) {x=wel/2+td+t; y=-hcpw;} // baza substrat dreapta

border GEcpw2(t=-hcpw, 0) {x=1b/2; y=t; label=GammaCPW2;};// perete dreapta

border GEb(t=-1b/2, 1b/2) {x=-t; y=0; label=GammaEb;}; // contact mobil
nedeformat

border dr(t=0, hel+td) {x=wel/2+td; y=-hcpw+t;}; // dreapta dielectric

border dt(t=0, wel+2%td) {x=wel/2+td-t; y=-hcpw+hel+td;}; // top dielectric

border dl1(t=0, hel+td) {x=-wel/2-td; y=-hcpw+hel+td-t;}; // stanga dielectric

// frontiere domeniu mecanic (omegalM) -> etichete - [90 - 99]

int GammaMb = 90,
GammaMll = 91,
GammaM1l2 = 92;
// frontiere initiale electrod mobil; mesh-ul se va deforma la fiecare iteratie
border GM11(t=0, hb) { x=-1b/2; y=hb-t; label=GammaM1l1l;}; // stanga el. mobil
border GMb(t=0, 1b) { x=-1b/2+t; y=0 ;label=GammaMb;l}; // baza el. mobil
border GM12(t=0, hb) { x=1b/2; y=t ;label=GammaM12;}; // dreapta el.mobil
border GMt(t=0, 1b) { x=1b/2-t; y=hb;}; // top el.mobil
// ======= constante utilizate pentru discretizare
int ncpw = 4, // nr. intervale pe GammaCPWx
nb=ncpw*ceil (1b/hcpw), // nr. interv. pe Gamma_b in raport cu GammaCPWx
multb = 2, // multiplicator.nr. intervale pe GammaMb/GammaEb
nes = ncpw*ceil ((lb-wel)/2./hcpw), //n interv pe GammaEs in raport cu hcpw
ndb = 4, // nr. intervale pe bazele dielectricului
nhel = 6, // nr. intervale pe inaltimile cond. central
nwel = nbx*ceil(wel/lb); // nr. interv. pe fata cond central
int nll = 4; // nr. interv pe grosime lama elastica
// ========== initializare ==================================
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int itk = 0, // contor interatii neliniare
itv = 1; // contor iteratii Va
real VaNew = O, // tensiune Va la pasul curent
stepV = 1; // pas de incrementare tensiune Va
real gap0O = hcpw-hel-td,
margErrPi = 0.03, // marja de eroare initial [%]
gapnou = 0, // gap-uri generate in iteratiile mnelin.
gapvechi = gapO;
real dltUynou = O, // deplasare calc. la itk
dltUyvechi = 0; // deplasare calc. la itk-1
real tO, deltaT; // masura timp

ofstream carVa("VPI_OmEM_P1P1_W.txt"); // fisier date iesire

// ========== jteratii Va =====================================
for ( VaNew = VaMin; VaNew <= VaMax; VaNew = VaNew+stepV ) {

// === initializari pentru fiecare valoare Va =============
itk = 0;

gapvechi = gapO;

t0 = clock();

real WeOld = 0; // energie electrica itk-1
TOOLARGE = false; // semnalizare forta de actionare prea mare
TOOSMALL = false; // semnalizare forta de actionare prea mica

// pas incrementare Va functie de interval
if ( (VaNew > 10) && (VaNew < 20) ) stepV = 0.5;
if ( VaNew >= 20 ) stepV = 0.25;

cout << endl << "Iteratia " << itv << " pentru Va = " << VaNew << "V'";

// prb. mecanica ---- revenire la lamela nedeformata ------
mesh Thm = buildmesh(GM11(nll) + GMb(ceil(nb/2)) + GM12(nll) + GMt(ceil(mnb/1)))

//Thm = splitmesh(Thm, 2); // rafinare de 4 ori a retelei

//Thm = splitmesh(Thm, 1+1*(abs(x)>=1.1%*wel)); // rafinare in jurul colturilor

fespace Vmh(Thm, P1); // spatiu functional pb. mecanica, elemente H1 de ord.1

Vmh ux, uy, wx, wWy; // [ux, uyl->deplasari nec.; [wx, wy]l->func.de test

Vmh uycrt = O, // deplasarea cumulata pt. iteratia curenta pe y si x
uxcrt = 0;

Vmh sigmall, sigma22, sigmal2;

// ========== iteratii neliniare ==========================
while ( itk < NITMAX ) {

// mesh prb. electric cu deformatie contact mobil
border GEbDef (t=-1b/2, 1b/2) {
x=-t;
y=uycrt (t,0) *(t>=-1b/2+d1lt)*(t<=1b/2-d1lt);
label=GammaEb;
}; // contact mobil deformat

// mesh PE deformat la fiecare iteratie

mesh The = buildmesh( GEcpwl (ncpw) + GEsl(mes) + dbl(ndb)
+ GEdl(nhel) + GEdt(nwel) + GEdr(mnhel)
+ db2(ndb) + GEs2(nes) + GEcpw2(ncpw) + GEbDef (multb*nb)
+ dr(nhel) + dt(nwel)+ dl(mhel) );
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fespace Veh(The, P1); // spatiu functional PE, elemente H1, de ord. 1

fespace Ph(The, PO); // spatiu funct. PE, elemente L2, ord. 1
Veh uh, fi; // uh->potentiale necunoscute, fi->func.de test
Veh T11, T22, T12; // tensiuni maxwelliene din problema electrica
Veh Ex, Ey; // comp. vector intensitate camp electric

//The = splitmesh( The, 2 ); // rafinare de 4 ori
int rd = The(-wel/2.-td/2., -hcpw+td).region; // pct. interior dielectric
Ph EPS = EPSO*(1 + (Er-1)*(region==rd)); // spatiu constante material

// problema de electrostatica
macro grad(u) [dx(u), dy(u)]l //EOM
solve Electro(uh, fi) = int2d(The) ( EPS*grad(uh)’ *grad(fi) ) //~’
+ on(GammaEd, uh=VaNew)
+ on(GammaEb, uh=Vref)
+ on(GammaCPW1, uh=Vref)
+ on(GammaCPW2, uh=Vref);
// calcul camp electrostatic
Ex = -dx(uh);
Ey = -dy(uh);
//calcul tensiuni maxwelliene
Ti1 = EPSO*(Ex*Ex - 0.5%(Ex*Ex + Ey+*Ey));
T22 EPSO*(Ey*Ey - 0.5*x(Ex*Ex + Ey*Ey));
T12 = EPSO*Ex*Ey;
// energia electrostatica
real We = 0.5%int2d(The) ( EPS*grad(uh)’ *grad(uh) ); //~’

// problema elasticitate, sigma_xy este furnizat de problema electrica
sigmall = T11;

sigma22 = T22;

sigmal2 = T12;

real FeW = 0; // forta determinata din variatia de energie
if ( itk > 0 ) FeW = (We - WeO0ld)/dltUyvechi;

WeOld = We;

// lungime lama deformata din iteratia precedenta
real lbcrt = int1d(Thm, GammaMb) (1.);

// problema mecanica de elasticitate cu excitatie din tens. maxwelliene
macro div(p, r) ( dx(p) + dy(r) ) //
problem ElasticTM([ux, uyl, [wx, wyl) =
int2d (Thm) (
lambdax*div (ux,uy)*div(wx,wy) +
2. *xmu*(dx (ux)*dx (wx) + dy(uy)x*dy(wy) +
0.5%(dx (uy)+dy (ux))*(dx (wy) +dy (wx)) )
)
- int1d(Thm, GammaMb) ( ( sigmall*N.x*wx + sigma22*N.y*wy +
sigmal2*(N.x*xwy + N.y*wx) ) )
+ on(GammaMl1l, ux=0, uy=0)
+ on(GammaM12, ux=0, uy=0);

// problema mecanica de elasticitate cu excitatie din calcul energetic
problem ElasticFW([ux, uyl, [wx, wyl) =
int2d (Thm) (

lambdax*div (ux,uy)*div(wx,wy) +

2.xmu* (dx (ux)*dx (wx) + dy(uy)x*dy(wy) +
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/7

0.5%(dx (uy)+dy (ux)) *(dx (wy)+dy (wx)) )
)

- int1d (Thm, GammaMb) ( FeWxwy/lbcrt )

+ on(GammaMl1l, ux=0, uy=0)

+ on(GammaMl2, ux=0, uy=0);

// pt. calcul energetic prima it. se face cu tensiuni maxwelliene
// daca se folosesc numai tens. maxwelliene atunci

// tb. pusa conditia ( itk >= 0 )

if ( itk == 0 ) ElasticTM;

else ElasticFW;

// energia mecanica de deformatie
real Wm = 0.5%int2d (Thm) ( 2*mu*(dx (ux)*dx(ux) + dy(uy)*dy(uy) +
(dx (uy)+dy (ux) ) *(dx (uy)+dy (ux)) /2) +lambda*div (ux ,uy) *div (ux,uy) )

dltUynou = (uyl[].min); // deformatie curenta
gapnou = gapvechi - abs(dltUynou); // gap curent
if ( itk > 0 )
errdu = (dltUynou - dltUyvechi)/dltUyvechi; // eroare re. deformatie
else
errdu = -1.;

// afisare rezultate la iteratia neliniara curenta

cout << endl << "DOF = " << 2%ux.n << "\tWe = " << 1e9*We << "nJ; Wm = "
<< 1e9%Wm << "nJ; " << endl;
cout << endl << "Itk: " << itk << ";\tD1tUy_nou = " << dltUynou
<< "\tgapnou = " << gapnoux*le6 << "\terr_delta_u = " << errdu*100
<< "J\t raport_g = " << gapnou/gap0 << "; u = " << (gO-gapnou)*1e6 << endl
if (gapnou < 0) { // daca am depasit gap-ul initial, atunci iesire
if ( itk == 0 ) { // daca se intampla la prima iter., Va e prea mare
TOOLARGE = true;
TOOSMALL = false;
}
else {
TOOLARGE = false;
TOOSMALL = true; // daca nu e prima iteratie, treci la Va urmator
}
break;

if (abs(errdu) < margErrPi) { // daca am atins err admisibila, iesire
TOOSMALL = true;
TOOLARGE = false;
plot (Thm, The, wait=1); // pauza de verificare mesh-uri

break;
}
uycrt = uycrt + uy; // noua forma a lamei deformabile
uxcrt = uxcrt + ux;
dltUyvechi = dltUynou; // memorez deplasare curenta
gapvechi = gapnou; // memorez gap curent
Thm = movemesh(Thm, [x+ux, y+uyl); // deformez mesh lama elastica
itk = itk + 1; // iteratia urmatoare
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}

}
if ( itk >= NITMAX ) { // nu am ajuns la precizie in NITMAX
TOOLARGE = false;
TOOSMALL = true;
}
// afisare rezultate iteratii neliniare
cout << "TOOLARGE = " << TOOLARGE << "; TOOSMALL = " << TOOSMALL << endl;
cout << "niter = " << itk << "; gap pentru Va = " << VaNew << "V este " <<
gapvechi
<< " adica " << gapvechi/gap0 << "din gap ini,; u = " << g0 - gapvechi
<< endl << "=====================================\n";
deltaT = clock() - tO0; // masor timp pe setul de ietratii neliniare

// scriere date in fisier

carVa << itv << "; " << itk << "; " << VaNew << "; " << gapnoux*le6 << o
<< (g0 - gapnou)*le6 << "; " << deltaT << endl;

itv++;

// afisare diverse rezultate

//plot (Thm, [ux, uyl, value=1, wait=1);
//plot(uh, fill=1, wait=1);

//plot (Thm, [Ex, Eyl, value=1, wait=1);

carVa.flush;
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model 3D cu notatii identice cu cele din textul lucrarii;
algoritmul iterativ descris de Pseudocodul 1 din lucrare

scalari: nici una

versiunea folosita pentru teza

* X X X ¥

scris de: Mihai Popescu
* Ver: 2.0/22.09.2021
ke ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok /

load "msh3" // modul discretizare 3D
load "medit" // modul vizualizare 3D
// ======= parametri geometrici generali ==========================
real 1b = 280e-6, // lungime membrana
hb = 0.4e-6, // grosime membrana
wb = 120e-6, // latime membrana
lel = 240e-6, // lungime conductor central
wel = 120e-6, // latime conductor central
hel = 0.4e-6, // inaltime conductor central
td = 0.1e-6, // grosime dielectric peste c.central
hcpw = 4e-6, // inaltime conductor lateral
lcpw = 240e-6, // lungime conductor lateral
wcpw = 120e-6, // latime conductor lateral
g0 = 3.5e-6; // gap initial
// ========= excitatii =================
real VaMax = 31, // tensiune electr. fix - mobil MAX
VaMin = 5, // tensiune electr. fix - mobil MIN
Vref = 0; //potential de referinta
// ======= materiale =======================================

// caracteristici de material in domeniul electric
real EPSO = 1e-9/(26%*pi),
Er = 7.;

// caracteristici de material membrana mobil
real E = 70e9; // Young Al

real niu 0.35; // coef Poisson Al

real rho = 2700; // kg/mc densitate Al

// parametrii Lame
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real mu = E/(2*(1+niu));

real lambda = E*niu/((1+niu)*(1-2%niu));

// ======= variabile comune celor doua probleme

real errdu = -1; // err. relativa a deplasarii max. la iteratia curenta
// ======= constante diverse ======================================

bool FORCEOK = false; // semnalizare forta de actionare ok

bool TOOSMALL = false; // semnalizare forta de actionare prea mica
bool TOOLARGE = false; // semnalizare forta de actionare prea mare

int NITMAX = 100; // numare maxim de iteratii neliniare

real dlt = 0.01le-6; // numar foarte mic, folosit pt aproximari

// ======================= frontiere fixe 2D ================================
// frontiere domeniul electric 2D (OmegaE) -> etichete - [80 - 89]

int GammaEd = 80,

GammaEb = 81,

GammaCPW1 = 82,

GammaCPW2 = 83,

GammaEs = 84;
// fr. fixe zona aer intre dielectric, electrod mobil si pereti laterali izolatori
// fr. superioara este cea a contactului mobil; se va deforma la fiecare iteratie
border GEcpwl(t=0, hcpw) {x=-1b/2; y=-t; label=GammaCPW1l; }; // peretele stang
border GEs1(t=0, (1lb-wel)/2-td)

{x=-1b/2+t; y=-hcpw; label=GammaEs; }; // baza substrat stanga

border db1(t=0, td) {x=-wel/2-td+t; y=-hcpw;l}; // baza dielectric td st

border GEdl(t=0, hel) {x=-wel/2; y=-hcpw+t; label=GammaEd;}; // stanga electrod fix
border GEdt(t=0, wel) {x=-wel/2+t; y=-hcpw+hel; label=GammaEd;};// top electrod fix
border GEdr(t=0, hel) {x=wel/2; y=-hcpw+hel-t; label=GammaEd;}; // dr. electrod fix
border db2(t=0, td) {x=wel/2+t; y=-hcpw;}; // baza dielectric td dr

border GEs2(t=0, (1lb-wel)/2-td)
{x=wel/2+td+t; y=-hcpw; label=GammaEs; }; // baza substrat dr.
border GEcpw2(t=-hcpw, 0) {x=1b/2; y=t; label=GammaCPW2;}; // perete dreapta

border GEb(t=-1b/2, 1b/2) {x=-t; y=0; label=GammaEb;}; // contact mobil nedef.
border dr(t=0, hel+td) {x=wel/2+td; y=-hcpw+t;}; // dreapta dielectric
border dt(t=0, wel+2%td) {x=wel/2+td-t; y=-hcpw+hel+td;}; // top dielectric
border dl(t=0, hel+td) {x=-wel/2-td; y=-hcpw+hel+td-t;}; // stanga dielectric

// frontiere domeniu mecanic 2D (omegaM) -> etichete - [90 - 99]

int GammaMb = 90,

GammaM1l1l = 91,
GammaM12 = 92;
// frontiere initiale electrod mobil;
// reteaua de discretizare se va deforma la fiecare iteratie

border GM11(t=0, hb) { x=-1b/2; y=hb-t; label=GammaM1l1l;}; // stanga el. mobil
border GMb(t=0, 1b) { x=-1b/2+t; y=0 ;label=GammaMb;l}; // baza el. mobil
border GM12(t=0, hb) { x=1b/2; y=t ;label=GammaM1l2;}; // dreapta el.mobil
border GMt(t=0, 1b) { x=1b/2-t; y=hb;}; // top el.mobil
// ======= constante utilizate pentru discretizare
int ncpw = 4, // nr. intervale pe GammaCPWx
nb=ncpw*ceil (1b/hcpw), // nr. interv. pe Gamma_b in raport cu inaltimea hcpw
multb = 2, // multiplicator. nr. noduri pe fr. (GammaMb/GammaEb)
nes = ncpw*ceil ((1b-wel)/2./hcpw), //n interv pe GammaEs in raport cu hcpw
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ndb = 4, // nr. interv. pe bazele dielectricului
nhel = 6, // nr. interv. pe inaltimile cond. central
nwel = nb*ceil(wel/1lb); // nr.interv. pe fata cond.central
int nll = 4; // nr. interv pe grosime lama elastica
// ========== initializare ==================================
verbosity = 0;
int itk = 0, // contor interatii neliniare
itv = 1; // contor iteratii Va
real VaNew = 0, // tensiune Va la pasul curent
stepV = 0.5; // pas de incrementare tensiune Va
real gap0 = hcpw-hel-td,
margErrPi = 0.03, // marja de eroare initial [%]
gapnou = 0, // gap-uri generate in iteratiile mnelin.
gapvechi = gap0,
uCrt = 0; // deplasarea curenta
real dltUynou = O, // deplasare calc. la itk
dltUyvechi = 0; // deplasare calc. la itk-1
real tO, deltaT; // masura timp

ofstream carVa("caract_VaT.txt");

// ========== jteratii Va ================================
for ( VaNew = VaMin; VaNew <= VaMax; VaNew = VaNew+stepV ) {

// === initializari pentru fiecare valoare Va =============
itk = 0;

gapvechi = gapO;

t0 = clock();

real WeOld = 0; // energie electrica itk-1

TOOLARGE = false; // semnalizare forta de actionare prea mare
TOOSMALL = false; // semnalizare forta de actionare prea mica

cout << endl << "Iteratia " << itv << " pentru Va = " << VaNew << "V'";
// prb. mecanica 2D ---- revenire la lamela nedeformata ------

mesh Thm = buildmesh( GM11(nll) + GMb(ceil(mnb/2)) +
GM12(nl1) + GMt(ceil(nb/1)) );
//Thm = splitmesh(Thm, 2); // rafinare de 4 ori a retelei
//Thm = splitmesh(Thm, 1+1*(abs(x)>=1.1%wel)); // rafinare in jurul colturilor

// mesh 3D - problema mecanica
mesh3 Thm3 = buildlayers( Thm, 8, zbound=[-wb/2., wb/2.] );

fespace Vmh(Thm3, [P1, P1, P1]); // spatiu functional PM, elemente H1, ord.1

Vmh [ux, uy, uzl], [wx, wy, wz]; // [ux, uy, uzl->deplasari nec.;
// [wx, wy, wzl->functii de test
Vmh [uxcrt, uycrt, uzcrt] = [0, O, 0]; // deplasarea cumulata
// ========== jteratii probleme ==========================

while ( itk < NITMAX ) {
// mesh prb. electric cu deformatie contact mobil

t0 = clock();

border GEbDef (t=-1b/2, 1b/2) {
x=-t;
y=uycrt (t,0,0) *(t>=-1b/2+d1lt) *(t<=1b/2-d1t);
label=GammaEb;

}; // contact mobil deformat
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//
//
//

real ymin = uycrt[].min;
cout << endl << ">>> " << ymin << " <<< "; // poz.curenta a lamei

// mesh PE deformat la fiecare iteratie

mesh The = buildmesh( GEcpwl(ncpw) + GEsl(mnes) + dbil(ndb)
+ GEd1l(nhel) + GEdt(nwel) + GEdr (nhel)
+ db2(ndb) + GEs2(nes) + GEcpw2(ncpw) + GEbDef (multb*nb)
+ dr (nhel) + dt(nwel)+ dl(nhel) );

The = splitmesh(The, 1+
1*(sqrt (square (x+wel/2+td)+square (y+hcpw-hel-td)) <=hcpw)+
1x(sqrt (square (x-wel/2-td)+square (y+hcpw-hel-td)) <=hcpw)) ;

int [int] potreftoair = [GammaEb, GammaEs];
int cpwlayers = 8;

// compunere layer-e mesh
// conductor central - mijloc z \in [-wb/4., wb/4.] - 6 layers
mesh3 The3cec = buildlayers(The, 6, zbound=[-wb/4., wb/4.]);

// conductor central - spate z \in [-wb/2., -wb/4.] - 6 layers
mesh3 The3ceb = buildlayers(The, 6, zbound=[-wb/2., -wb/4.]1);
// conductor central - fatza z \in [wb/4., wb/2.] - 6 layers
mesh3 The3cef = buildlayers(The, 6, zbound=[wb/4, wb/2]);

// conductor central - 18 layers

mesh3 The3ce = The3ceb + The3cec + The3cef; // mesh central

// mesh aer spate z \in [-wb, -3xwb/4] - 2 layers
mesh3 The3bkl = buildlayers(The, 2, zbound=[-wb, -3*wb/4]);

// mesh aer inainte de cond.central z \in [-3*wb/4, -wb/2] - 6 layers
mesh3 The3bk2 = buildlayers(The, 6, zbound=[-3*wb/4, -wb/2]);
mesh3 The3bk = The3bkl + The3bk2; // mesh spate
The3bk = change (The3bk, label=potreftoair); // propagare atribute

// mesh aer dupa cond.central z \in [wb/2, 3*wb/4] - 6 layers
mesh3 The3frl = buildlayers(The, 6, zbound=[wb/2, 3*wb/4]);
// mesh aer fatza z \in [3*wb/4, wb] - 6 layers

mesh3 The3fr2 = buildlayers(The, 2, zbound=[3*wb/4, wb]);

mesh3 The3fr = The3frl + The3fr2; // mesh fatza

The3fr = change(The3fr, label=potreftoair); // propagare atribute
mesh3 The3 = The3bk + The3ce + The3fr; // mesh complet PE

int diel = The(-(wel+td)/2, -hcpw+td).region; // id regiune dielectric
int aer = The(-wel-2*td, -hcpw+td).region; // id regiune aer;

fespace Veh(The3, P2); // spatiu functional PE, elemente H1, ord. 2

fespace Ph(The3, PO); // spatii funct. PE, elem. L2
Veh uh, fi; // uh->func.necunoscute, fi->func.de test
Veh T11, T22, T33,
T12,T13, T23; // tensiuni maxwelliene din problema electrica
Veh Ex, Ey, Ez; // comp. vector int.camp electric

Ph EPS = EPSO*(1 + (Er-1)*(region==diel)); // atrib. prop. de material

// afisare caracteristici mesh + DOF

cout << endl << "[DOF_E, DOF_M] = " << uh[]l.n << ", " << 3*ux[].n
<< "; NTe = " << The3d.nt << "; NVe = " << The3.nv
<< "; NTm = " << Thm3.nt << "; NVm = " << Thm3.nv << endl;
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//

// problema de electrostatica
macro grad(u) [dx(u), dy(u), dz(u)] //EOM
solve Electro(uh, fi, solver=CG, eps=le-4) =
int3d (The3) ( EPS*grad(uh)’*grad(fi) ) //~’
+ on(GammaEd, uh=VaNew)
+ on(GammaEb, uh=Vref)
+ on(GammaCPW1, uh=Vref)
+ on(GammaCPW2, uh=Vref);
// calcul camp electrostatic

Ex = -dx(uh);
Ey = -dy(uh);
Ez = -dz(uh);

// calcul tensiuni maxwelliene

Ti1l = EPS*(Ex*Ex - 0.5%(Ex*Ex + Ey*Ey + Ez*Ez));

T22 = EPS*(Ey*Ey - 0.5%x(Ex*Ex + Ey*Ey + EzxEz));

T33 = EPS*(Ez*Ez - 0.5%(Ex*Ex + Ey*Ey + Ezx*Ez));

T12 = EPS*Ex*Ey; T13 = EPS*Ex*Ez; T23 = EPS*Ey*Ez;
real deltatE = clock() - tO; // timp solver electric

t0 = clock();

Problema de elasticitate
real sqrt2 = sqrt(2.);
macro epsilon(ul, u2, u3) [
dx(ul), dy(u2), dz(u3),
(dz(u2) + dy(u3))/sqrt2,
(dz(ul) + dx(u3))/sqrt2,
(dy(ul) + dx(u2))/sqrt2 1 //
macro div(ul, u2, u3) (dx(ul) + dy(u2) + dz(u3)) //

solve Elastic ([ux, uy, uzl, [wx, wy, wzl)
= int3d (Thm3) (
lambdax*div (ux, uy, uz)*div(wx, wy, wz) +
2.*xmu*x( epsilon(ux, uy, uz)’ *epsilon(ux, wy, wz) )
) /7
- int2d (Thm3, GammaMb) (
T11*N.x*wx + T22*N.y*wy + T33*N.z*wz +
T12x(N.x*wy + N.y*wx) +
T23*(N.y*xwz + N.z*wy) +
T13*(N.z*wx + N.x*wz)
)
on(GammaM1l1l, ux=0, uy=0, uz=0)
on(GammaM12, ux=0, uy=0, uz=0);

dltUynou = (uyl[].min); // deformatie curenta
gapnou = gapvechi - abs(dltUynou); // gap curent

real pg = gapnou/gapO; // (gap curent)/gapO
real deltatM = clock() - tO; // timp solver mecanic

if ( itk > 1)
errdu = (dltUynou - dltUyvechi)/dltUyvechi;

else

errdu = -1.;
// energii pe subdomenii - zona umflari camp electric, zona centrala
real Wt3d = int3d(The3) (EPS*x(Ex*Ex + Ey*Ey + EzxEz)/2.);

real Wc3d = int3d(The3ce) (EPS*(Ex*Ex + Ey*Ey + Ezx*Ez)/2.);
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}
if (

cout
cout

real Wc3ext = int3d(The3fr) (EPS*(Ex*Ex + Ey*Ey + EzxEz)/2.) +
int3d (The3bk) (EPS*(Ex*Ex + Ey*Ey + EzxEz)/2.);

real Wm3 = int3d(Thm3) (

lambda*div (ux, uy, uz)*div(ux, uy, uz)

+ 2.xmu*( epsilon(ux, uy, uz)’ *epsilon(ux, uy, uz) ) //’

)

real Wm3nJ = 1el2*Wm3; // energia in pJ
real We3nJ = Wt3d*1lel2; // energia in pJ

// afisare rezultate la iteratia neliniara curenta

cout << endl << "Itk: " << itk << "; DltUy_nou = " << dltUynou
<< "; gapnou = " << le6*gapnou << "; errdu = " << errdux*x100
<< "J; rap_g = " << gapnou/gap0 << "; u = " << (gapO-gapnou)*le6
<< endl;
if (gapnou < 0) { // daca am depasit gap-ul initial, atunci iesire
if ( itk == 0 ) { // daca se intampla la prima iteratie, Va e prea
mare
TOOLARGE = true;
TOOSMALL = false;
}
else {
TOOLARGE = false;
TOOSMALL = true;
}
break;
}
if (abs(errdu) < margErrPi) { // daca am atins err admisibila, iesire
TOOSMALL = true;
TOOLARGE = false;
[uxcrt, uycrt, uzcrt] = [uxcrt, uycrt, uzcrt]l + [ux, uy, uzl;
uCrt = abs(uycrt[].min);
// scriere rezultate
carVa << itk << "; " << VaNew << "; " << uCrt*le6 << "; " << pg
<< "; " << abs(errdu) << "; " << deltatE+deltatM << "; " << We3nlJ
<< "; " << Wm3nJ <<"; " << uh[].n+3*uy[]l.n << endl;
break;
}
[uxcrt, uycrt, uzcrt] = [uxcrt, uycrt, uzcrt] +
[ux, uy, uzl]; // noua forma a lamei elastice
uCrt = abs(uycrt[].min); // memorez deplasare curenta
carVa << itk << "; " << VaNew << "; " << uCrtx*le6 << "; " << pg
<< "; " << abs(errdu) << "; " << deltatE+deltatM << "; "
<< We3dnJ << "; " << Wm3nJ <<"; " << uh[].n+3*uy[]l.n << endl;
dltUyvechi = dltUynou;
gapvechi = gapnou;

Thm3 = movemesh(Thm3, [x+ux, y+uy, z]);
itk = itk + 1;

itk > NITMAX ) {
TOOLARGE = false;
TOOSMALL = true;

<< "TOOLARGE = " << TOOLARGE << "; TOOSMALL = " << TOOSMALL << endl;

<< "nmiter = " << itk << "; gap pentru Va = " << VaNew << "V este "

<< gapvechi << " adica " << gapvechi/gap0 << "din gap initial" <<

endl << "===========================================================\n";
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carVa << itv << "\t"
<< gapvechi/gap0 << endl;

itv++;

// afisare diverse rezultate

//real delta =

//plot (Thm, delta, fill=1,

//plot (Thm, [ux, uyl, value=1,

//plot (Thm3, The3, fill=1, wait=1);

//plot(uh, fill=1, wait=1);

//plot (Thm, [Ex, Eyl,

value=1,

value=1,

}

carVa.flush;

<< VaNew/VaMax <<

"\t" << gapvechi*le6 << "\t

sqrt (ux*ux + uy*uy + uz*uz);

wait=1);

wait=1);

wait=1);
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A3. Cod FreeFem-++ DDM
paralel.

/3 % ok ok sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok sk ok sk sk ok ok sk sk ok sk ok ok ok sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk ok ok K ok ok
model 2D cu notatii identice cu cele din textul lucrarii;
algoritmul iterativ descris de Pseudocodul 1 din lucrare
rulat pentru o singura iteratie neliniara - test DDM
problema de electrostatica ruleaza pe 4 procesoare in paralel

versiunea folosita pentru teza
scris de: Mihai Popescu
Ver: 1.1/20.10.2021

*
*
*
*
* scalari: nici una
*
*
*
sk sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok 3k K 3k K ok ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk sk sk ok ok ok 3k 3k K 3k ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k /

// ======= initializere comunitate procesoare in paralel
mpiComm comm(mpiCommWorld, O, 0);
if (mpisize != 4)
cout << endl << "Numar incorect de procesoare!" <<
" Rulati numai cu 4 procese!" << endl;

// ======= parametri geometrici generali ==========================
real 1b = 280e-6, // lungime membrana

hb = 0.4e-6, // grosime membrana

wb = 120e-6, // latime membrana

lel = 240e-6, // lungime conductor central

wel = 120e-6, // latime conductor central

hel = 0.4e-6, // inaltime conductor central

td = 0.1e-6, // grosime dielectric peste c.central

hcpw = 4e-6, // inaltime conductor lateral

lcpw = 240e-6, // lungime conductor lateral
wcpw = 120e-6, // latime conductor lateral

g0 = 3.5e-6; // gap initial

// ========= excitatii ===s==============

real VaMax = 15, // tensiune electr. fix - mobil MAX
VaMin = 15, // tensiune electr. fix - mobil MIN
Vref = 0; //potential de referinta

// ======= pateriale ========================s===============

// caracteristic de material in domeniul electric
real EPSO = 1e-9/(36%pi),
Er = 7.;
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real E =
real niu
real rho

real tO,

real dltUynou
dltUyvechi = 0;

70e9; //
= 0.35; //

// caracteristici de material membrana mobila

Young Al
coef Poisson Al

= 2700; // kg/mc demnsitate Al

// parametrii Lame

int nll = 4;

0,

deltaT;

string fname = "VPI_

real mu = E/(2*%(1+niu));

real lambda = E*niu/((l1+niu)*(1-2%niu));

// ======= variabile comune celor doua probleme =================

real errdu = -1; // err. relativa a deplasarii max. la iteratia curenta
real errpe = 1le-3; // err.euclidiana intre solutiile a 2 subd.adiacente
// ======= constante diverse ======================================
bool FORCEOK = false; // semnalizare forta de actionare ok

bool TOOSMALL = false; // semnalizare forta de actionare prea mica
bool TOOLARGE = false; // semnalizare forta de actionare prea mare
int NITMAX = 100; // numar maxim de iteratii neliniare

real dlt = 0.01le-6; // numar foarte mic, folosit pt aproximari

// ======= constante utilizate pentru discretizare

int ncpw = 4, // n intervale pe GammaCPWx
nb=ncpw*ceil (1b/hcpw), // n. interv. pe Gamma_b
multb = 2, // multiplicator. nr. noduri pe fr. comuna PE - PB
nes ncpw*ceil ((1b-wel)/2./hcpw), //n interv pe GammaEs
ndb 4, // n interv. pe bazele dielectricului
nhel 6, // n interv. pe inaltimile cond. central
nwel = nbxceil(wel/lb); // n interv. pe fatza cond central

// n interv pe grosime lama elastica

// ========== initializare ==================================
verbosity = 0;
int itk = O, // contor interatii neliniare
itv = 1; // contor iteratii Va
real VaNew = 0, // tensiune Va la pasul curent
stepV = 1; // pas de incrementare tensiune Va
real gapO = hcpw-hel-td,
margErrPi = 0.03, // marja de eroare initial [%]
gapnou = 0, // gap-uri generate in iteratiile nelin.

gapvechi = gapO;

// deplasare calc. la itk
// deplasare calc. la itk-1
// masura timp

P1P1_proc" + mpirank + ".txt'";

ofstream carVa(fname); // fisier date iesire

real[int] xrd(mpisize), // coordonate puncte din dielectric
yrd(mpisize); // pt.setare materiale pt.fiecare retea The

xrd [0] = -wel/2.-td/2.; // coordonate punct din dielectric in The [0]

yrd[0] = -hcpw+td;

xrd[1] = -wel/4.; // coordonate punct din dielectric in The [1]

yrd[1] = -hcpw + hel + td/2.;

xrd [1] = +wel/4.; // coordonate punct din dielectric in The [2]

yrd[1] = -hcpw + hel + td/2.;

xrd [0] = +wel/2. + td/2.; // coordonate punct din dielectric in The [3]

yrd[0] = -hcpw + td;
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// frontiere domeniul electric (OmegaE) -> etichete - [80 - 89]
// frontiera GammaEb este cea a contactului mobil; se deform. la fiecare iter.
int GammaEd = 80, // eticheta cond.fr. potential bara centrala

GammaEb = 81, // eticheta cond.fr. potential lama elastica

GammaCPW1 = GammaEb, // eticheta cond.fr. pereti lat.;

GammaCPW2 = GammaEb,

GammaO1l = 84, // eticheta cond.fr. intre PeO si Pel.;

Gammal2 = 85, // eticheta cond.fr. intre Pel si Pe2.;

Gamma23 = 86; // eticheta cond.fr. intre Pe2 si Pe3.;

// fiecare subdom. are cate o fr.de vecinatate in stanga si una in dreapta
int [int] GammalLeft = [GammaCPW1l, GammaOl, Gammal2, Gamma23],
GammaRight = [GammaOl, Gammal2, Gamma23, GammaCPW2];

// ========== jteratii Va =====================================
for ( VaNew = VaMin; VaNew <= VaMax; VaNew = VaNew+stepV ) {

// === initializari pentru fiecare valoare Va =============
itk = 0;

gapvechi = gapO;

t0 = clock();

real WeOld = 0; // energie electrica itk-1
TOOLARGE = false; // semnalizare forta de actionare prea mare
TOOSMALL = false; // semnalizare forta de actionare prea mica

// pas incrementare Va functie de interval
if ( (VaNew > 10) && (VaNew < 20) ) stepV = 0.5;
if ( VaNew >= 20 ) stepV = 0.25;

// cout << endl << "Iteratia " << itv << " pentru Va = " << VaNew << "V";
// frontiere domeniu mecanic (omegaM) -> etichete - [90 - 99]
int GammaMbO 90,

GammaMbl = 91,

GammaMb2 = 92,

GammaMb3 = 94,

GammaMl1l = 95,

GammaM1l2 = 96,

GammaMb = 97;

// frontiere init.electrod mobil; reteaua de discr. se def.la fiecare iter.
border GM11(t=0, hb) { x=-1b/2; y=hb-t; label=GammaMl1l;}; // stanga el. mobil

border GMb(t=0, 1b) { x=-1b/2+t; y=0 ;label=GammaMb;}; // baza el. mobil
border GM12(t=0, hb) { x=1b/2; y=t ;label=GammaMl2;}; // dreapta el.mobil
border GMt(t=0, 1b) { x=1b/2-t; y=hb;}; // top el.mobil

// prb. mecanica ---- revenire la lamela nedeformata ------

mesh Thm = buildmesh(GM11(nll) + GMb(ceil(nb/2)) + GM12(nll) + GMt(ceil(mnb/1)))

>

fespace Vmh(Thm, P1); // spatiu functional pb. mecanica, elemente H1 de ord.1
Vmh uycrt = 0; // deplasarea cumulata pt. iteratia curenta pe y si x
Vmh ux, uy, wx, wy; // [ux, uyl->deplasari nec.; [wx, wy]l->func.de test

Vmh sigmall=0, sigma22=0, sigmal2=0;

// ========== iteratii neliniare ==========================
// while ( itk < NITMAX ) { // studiem o singua iteratie
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// ============= MESH ELECTRO ==========================
t0 = clock();
mesh[int] The(mpisize); // retele de discretizare locale
if (mpirank == 0) { // -——-------------o oo Rank0 ----
// frontiere procesor 0
real[int, int] CO = [ [-1b/2, o],
[-1b/2, -hecpw],
[-wel/2, -hcpwl],
[-wel/2, uycrt (-wel/2, 0)1,
[-wel/2, -hcpw+hell,
[-wel/2, -hcpw+hel+td],

[-wel/2-td, -hcpw+hel+td],
[-wel/2-td, -hcpw] 1;
// peretele stang
border GEcpwl(t=0, C0(0,1)-C0(1,1)) {x=C0(0, 0); y=C0(0,1)-t;
label=GammaCPW1;}
// baza substrat st.
border GEs1(t=0, CO(7,0)-C0(1,0))  {x=CO(1,0)+t; y=CO(1,1);}
// baza dielectric st.
border db1(t=0, C0(2,0)-C0(7,0)) {x=C0(7,0)+t; y=C0(7,1);}
// stanga electrod fix
border GEd1(t=0, C0(4,1)-C0(2,1)) {x=C0(2,0); y=C0(2,1)+t;
label=GammaEd ;}
// strat dielectric
border d101(t=0, C0(5,1)-C0(4,1)) {x=C0(4,0); y=C0(4,1)+t;
label=GammaO1;}
border GEO01(t=0, C0(3,1)-C0(5,1)) { //aer pana la pozitia lamei elastice
x = C0(5,0);

y = CO(5,1)+t;
label = GammaO1l;
}
border GEbO(t=C0(3,0), C0(0,0)) { // portiunea O din lama elastica
x = t;
y = uycrt(t,0)*(t>=C0(0,0)+d1lt);
label = GammaEb;
}

// strat diel.oriz.
border dh0(t=0, C0(5,0)-C0(6,0)) {x=C0(5,0)-t; y=C0(6,1);}
// fatza diel.stanga
border dl(t=0, C0(6,1)-C0(7,1)) {x=C0(6,0); y=C0(6,1)-t;}

// mesh PEO deformat la fiecare iteratie
The [0] = buildmesh( GEcpwl (ncpw) + GEsl(nes) + dbl(ndb) + GEdl(nhel) +
d101 (ndb) + GEO1(ncpw) + GEbO(multbx*nb/4) +
dh0(ndb) + dl(nhel) );
} // ---- end Rank0 -----

else if (mpirank == 1) { // -—-----------—--—--—---——————— rank 1 ------
// frontiere procesor 1
real[int, int] C1 = [ [-wel/2-td, wuycrt(-wel/2-td, 0)],
[-wel/2-td, -hcpw+hell,

[td, -hcpw+hell,
[td, uycrt (td, 0)],
[-wel/2, -hcpw+hell],
[td, -hcpw+hel+td],
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border GE10(t=0,

[-wel/2-td, -hcpw+hel+td] 1;

c1(0,1)-c1(6,1)) { // fr.

x = C1(0,0);
y = C1(0,1)-t;
label = GammaO1l;

}
// strat dielectr
border d110(t=0,

ic

C1(6,1)-C1(1,1)) {x=C1(1,0);

y=C1(6,1)-t;

stanga x=-wel/2-td

label=GammaO1;}

// strat dielectric oriz.
border dhi1(t=0, C1(4,0)-C1(1,0))
// top electrod fix

{x=C1(1,0)+t; y=C1(4,1); }

border GEdt1(t=0, C1(2,0)-C1(4,0)) {x=C1(4,0)+t; y=C1(4,1); label=GammaEd;}
//fr. dr. dielectric x=td
border dc12(t=0, C1(5,1)-C1(2,1)) {x=C1(2,0); y=C1(2,1)+t; label=Gammal2;}
// fr. dreapta aer x=td
border GE12(t=0, C1(3,1)-C1(5,1)) {x=C1(5,0); y=C1(5,1)+t; label=Gammal2;}
border GEb1(t=C1(3,0), C1(0,0)) { // portiumnea 1 din lama elastica
X = t;
y = uycrt(t,0);
label = GammaEb;
}
border dt1(t=0, C1(5,0)-C1(6,0)) {x=C1(5,0)-t; y=C1(5,1);} // top diel.
// mesh PE1 deformat la fiecare iteratie
The [1] = buildmesh( GE10(ncpw) + d110(ndb) + dhi(ndb) + GEdtl(nwel) +
dc12(ndb) + GE12(ncpw) +
GEb1 (multb*nb/4) + dti(nwel) );
} // endif miprank == 1
else if (mpirank == 2) { // -——----"--"--"----------——— rank 2 ------
// frontiere procesor 2
real[int, int] C2 = [ [-td, ol,
[-t4d, ~hcpw+hell],
[wel/2+td, ~-hcpw+hell,
[wel/2+td, o1,
[-td, -hcpw+hel+td],
[wel/2, -hcpw+hell,
[wel/2+td, -hcpw+hel+td] ];
// fr. stanga x=-td
border GE21(t=0, €C2(0,1)-C2(4,1)) {x=C2(0,0); y=C2(0,1)-t; label=Gammal2;}
// strat dielectric x=-td
border dc21(t=0, C2(4,1)-C2(1,1)) {x=C2(4,0); y=C2(4,1)-t; label=Gammal2;}
// top electrod fix
border GEdt2(t=0, C2(5,0)-C2(1,0)) {x=C2(1,0)+t; y=C2(1,1); label=GammaEd;}
border db21(t=0, C2(2,0)-C2(5,0)) {x=C2(5,0)+t; y=C2(5,1);}
border d123(t=0, C2(6,1)-C2(2,1)) {x=C2(2,0); y=C2(2,1)+t; label=Gamma23;}
// fr.dr.procesor 2
border GE23(t=0, C2(3,1)-C2(6,1)) {x=C2(6,0); y=C2(6,1)+t; label=Gamma23;}
border GEb2(t=C2(3,0), C2(0,0) ) { // portiunea 2 din lama elastica
X = t;
y = uycrt(t, 0);
label = GammaEb;

}
border dt2(t=0,
dielectric

// mesh PE2 deformat la f
The [2] =

c2(6,0)-C2(4,0))

{x=C2(6,0)-t;

iecare iteratie

buildmesh ( GE21 (ncpw) + dc21(ndb) + GEdt2(nwel) +

269

y=C2(6,1);} // top



Anexa 3. Cod paralel

db21 (ndb) + d123(ndb) + GE23(ncpw) +
GEb2 (multb*nb/4) + dt2(nwel) );

} // endif miprank == 2
else if (mpirank == 3)
// frontiere procesor 3

real[int, int] C3 = [ [wel/2, uycrt(wel/2,0)],
[wel/2, -hcpw],
[1v/2, -hcpw],
[1b/2, ol,
[wel/2, -hcpw+hel+td],
[wel/2, -hcpw+hell],
[wel/2+td, ~-hcpw],
[wel/2+td, ~-hcpw+hel+td] 1;
// fr. stanga proc.3

border GE32(t=0, C3(0,1)-C3(4,1)) {x=C3(0,0); y=C3(0,1)-t; label=Gamma23;}
border d132(t=0, C3(4,1)-C3(5,1)) {x=C3(4,0); y=C3(4,1)-t; label=Gamma23;}
// dr. electrod fix

border GEdr(t=0, C3(5,1)-C3(1,1)) {x=C3(5,0); y=C3(5,1)-t; label=GammaEd;}
// baza dielectric td dr.

border db2(t=0, C3(6,0)-C3(1,0)) {x=C3(1,0)+t; y=C3(1,1);}

// baza substrat dreapta

border GEs2(t=0, C3(2,0)-C3(6,0)) {x=C3(6,0)+t; y=C3(6,1);}

// perete dreapta
border GEcpw2(t=0, C3(3,1)-C3(2,1))
{x=C3(2,0);

€3(0,0)) {

y=C3(2,1) +t;
border GEb3(t=C3(3,0),
x=t;
y=uycrt (t,0) *(£<(C3(3,0)-dlt));
label=GammaEb;
}
border dr (t=0,
border dh3(t=0, C3(7,0)-C3(4,0)) {x=C3(7,0)-t;

// mesh PE3 deformat la fiecare iteratie

label=GammaCPW2;}

The [3] = buildmesh( GE32(ncpw) + dl132(ndb) + GEdr (nhel) +
db2(ndb) + GEs2(mnes) + GEcpw2(ncpw) +
GEb3 (multb*nb/4) + dr(nhel) + dh3(ndb) );
} // endif miprank == 3

mpiBarrier (comm) ;

// migrare retea discretizare catre celelalte procese

// portiunea 3 din lama elastica

€3(7,1)-C3(6,1)) {x=C3(7,0); y=C3(6,1)+t;} // dreapta diel.
y=C3(7,1);} // top diel.

broadcast (processor (0), The[0]); // Th[0] catre celelalte procese
broadcast (processor (1), The[1]l); // Th[1] catre celelalte procese
broadcast (processor (2), The[2]); // Th[2] catre celelalte procese
broadcast (processor (3), The[3]); // Th[3] catre celelalte procese
cout << endl << "Processor " << mpirank << " mesh ready! " << endl;

// ========== FESPACE ==============================
mpiBarrier (comm) ;
func Pk = P1; // ordin elemente finite
int inf = (mpirank - 1)*(mpirank > 0);
int sup = (mpirank + 1)*(mpirank < mpisize-1) +

mpirank * (mpirank == mpisize-1);

fespace Veh(The[mpirank], Pk); // spatiu functional PE, elemente H1, de ord.1
fespace Ph(The[mpirank], PO); // spatii funct. PE, elem. L2 stocare prop.mat.
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Veh uh=0, fij; // uh->potentiale necunoscute, fi->func.de test
Veh T11, T22, T12; // tensiuni maxwelliene din problema electrica
Veh Ex, Ey; // comp. vector intensitate camp electric

fespace VehLeft (The[inf], Pk);
fespace VehRight (The[sup], Pk);

VehLeft uRxLeft = 0; // spatiu receptor de la subdom. vecin din stanga
VehRight uRxRight = 0; // spatiu receptor de la subdom. vecin din dreapta

// ====== problema ==================

int rd = The[mpirank](xrd[mpirank], yrd[mpirank]).region; //pct.dielectric

Ph EPS = EPSOx*(1 + (Er-1)x*(region==rd)); // atrib. constante de material

// problema de electrostatica
macro grad(u) [dx(u), dy(u)] //EOM
problem pe(uh, fi, init=ik, solver=Cholesky)
= int2d (The [mpirank]) ( EPS*grad(uh) ’ *grad(fi) )//’
+ on(GammaEd, uh=VaNew)
+ on(GammaEb, uh=Vref)
+ on(GammaLeft [mpirank], uh=uRxLeft)
+ on(GammaRight [mpirank], uh=uRxRight);

if (mpirank == 0) cout << endl << " start loop " << emndl;

for (int i = 0; i < 15 ; i++ ) {

real[int] errlocal(mpisize);

real errt;

mpiRequest [int] rq(4*mpisize); // status Rx/Tx

pe; // rezolva problema

cout << endl << "problem PE" << mpirank << " solved! " << endl;

mpiBarrier (comm) ;

if (mpirank > 0) // update frontiere
Irecv(processor (inf, comm, rqlmpirank]), uRxLeft[]);
if (mpirank < mpisize)
Irecv(processor (sup, comm, rql[mpisize+mpirank]), uRxRight[]);
if (mpirank > 0)
Isend (processor (inf, comm, rq[2*mpisize+mpirank]), uh([]);
if (mpirank < mpisize)
Isend (processor (sup, comm, rq[3*mpisize+mpirank]), uh([]);
for (int j = 0; j < 4*mpisize; ++j) int k = mpiWaitAny(rq);

cout << endl << "Transfer between proc. " << mpiramnk <<
" and proc. " << inf << " ready! " << endl;
if (mpirank < mpisize-1) { // - calc.err pe fr.de vecinatate

errlocal [mpirank] = intld(The[mpirank], GammaRight[mpirank])
(square(uh - uRxRight));

}
broadcast (processor (1), errlocal[1]);
broadcast (processor (2), errlocal[2]);

if (mpirank == 0) {
deltaT = clock() - tO;
errt = sqrt(errlocal [0] + errlocal[1l] + errlocall[2]);
cout << " Errt la diter. " << i << " = " K< errt <<
"; t = " << deltaT << endl;
}
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Anexa 3. Cod paralel

broadcast (processor (0), errt);
if (errt <= errpe) break;

}

cout << endl << "Proc. " << mpiramk << "; DOF = " << uh.n <<
"5 timp = " << clock()-t0 << endl;

// calcul camp electrostatic

Ex = -dx(uh);

Ey = -dy(uh);

//calcul tensiuni maxwelliene
Til = EPSO*(Ex*Ex - 0.5%(Ex*Ex + Ey*Ey));
T22 = EPSO*(Ey*Ey - 0.5x(Ex*Ex + Ey*Ey));
T12 = EPSO*Ex*Ey;
// energia electrostatica
real We = 0.5%int2d (The [mpirank]) ( EPS*grad(uh)’*grad(uh) );//’
carVa << "proc. " << mpirank << "We = " << We << endl
<< "sigmall = " << sigmalll[];
}

carVa.flush;
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