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Nota

Acest indrumar prezinta lucrarile de laborator efectuate in prezent de studentii Facultatii
de Inginerie Electrica, in cadrul disciplinei Metode numerice. Partea teoretica a acestor
lucrari este preluata in cea mai mare parte din cartea Metode numerice in ingineria
electrica [1], In timp ce programele demonstrative la care se face referire, au fost rescrise
integral in Scilab (G. Ciuprina). De asemenea, in lucrarea de fata au fost adaugate
exercitii explicative (G. Ciuprina gi M. Rebican) pentru a facilita intelegerea metodelor
explicate.



Lucrarea O

Preliminarii asupra Laboratorulu: de
Metode Numerice

0.1 Informatii utile

Lista de lucrari

—_

. Algoritmi si structuri de date

2. Erori in calculele numericei

3. Metoda Gauss - fara si cu pivotare

4. Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor liniare
5. Rezolvarea circuitelor rezistive liniare

6. Interpolarea numerica a functiilor

7. Derivarea numerica a functiilor

8. Integrarea numerica a functiilor

9. Rezolvarea ecuatiilor neliniare

10. Rezolvarea ecuatiilor diferentiale

Calendar

e Saptamana 1 (S1): Prezentarea laboratorului

1
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e S52: L1 + L2 - seminar

e S3: L1 + L2 - laborator

e S4: L3 + L4 - seminar

e S5: L3 + L4 - laborator

e S6: L5 seminar

e S7: T1 - Test de aplicatii numerice si intrebari - partea I
e S58: L6 - seminar

e 59: L6 - laborator

e S10: L7 4 L8 - seminar

e S11: L7 + L8 - laborator

e S12: L9 + L10 - seminar

e S13: L19 + L10 - laborator

e S14: T2 - Test de aplicatii numerice si intrebari - partea a II-a; test de implementare

Regulament

Un student poate intra in examen doar daca participa la minim 5 sedinte de
seminar (din maxim 6), 4 sedinte de laborator (din maxim 5) si cele doua teste de aplicatii
numerice sgi intrebarisi testul de implementare. Practic, se admite o singura absenta la
seminar si o singura absenta la laborator.

De mentionat ca laboratorul reprezinta 50 % din punctajul notei la aceasta disciplina.
Desi teoretic este posibil ca un student care are punctaj zero la laborator sa promoveze
aceasta disciplina, acumuland punctaj maxim la examen, experienta anilor anteriori nu a
oferit niciun astfel de exemplu.

Deoarece posibilitatile de recuperare a laboratoarelor sunt limitate, refacerea unei
lucrari de seminar sau laborator se poate realiza numai in cursul saptamanii afectate
lucrarii si numai in masura in care exista un calculator liber. Este permisa refacerea
lucrarii numai la grupele din seria de care apartine studentul respectiv. Nu se refac
lucrari de seminar sau laborator la sfarsitul semestrului!

Inainte de fiecare sedinta de seminar se recomanda ca fiecare student sa citeasca
lucrarea care urmeaza a fi efectuata, conform calendarului. Se va pune accent in special
pe aspecte teoretice gi exemple rezolvate.
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La inceputul unei gedinte de laborator fiecare student trebuie sa prezinte un pre-
referat al lucrarii care urmeaza a fi efectuata, conform calendarului. Studentii care nu
au pre-referate nu vor fi primiti sa efectueze lucrarea. Pe parcursul sedintei, studentul
isi completeaza pre-referatul cu date, grafice si concluzii. Studentii trebuie sa aiba la ei
hartie milimetrica pentru trasarea graficelor. Astfel, se realizeaza referatul, care trebuie
predat la inceputul sedintei din saptamana urmatoare.

Modul de notare al laboratorului
Fiecare tema de laborator (L*) este punctata cu o nota intre 1 si 10 pentru referat.

Referatul va contine:

1. Numele studentului si grupa din care face parte

2. Numele cadrului didactic indrumator

3. Titlul lucrarii

4. Scopul lucrarii

5. Rezultate experimentale, grafice, etc. (conform cerintelor din indrumar)

6. Observatii si concluzii

Pre-referatul va contine punctele 1, 2, 3, 4 din referat.

Foarte important:

e Observatiile si, mai ales, concluziile au ponderea cea mai mare in nota primita pe
referat. Un referat fara observatii si concluzii poate avea nota maxima 4 din 10.
Doua sau mai multe referate care contin observatii si concluzii identice vor avea
fiecare nota 1.

e Referatul nu trebuie sa contina: descrierea lucrarii, principiul algoritmilor, pseu-
docodul algoritmilor.

e Testele de aplicatii numerice si intrebari (din saptaméanile 7 gi 14) vor fi realizate
in scris gi constau in rezolvarea numerica a unor exemple cu ajutorul metodelor
studiate. Testele de aplicatii si intrebari vor fi punctate cu note intre 1 si 10.

e Testul de implementare (din saptamana 14) va consta in implementarea in lim-
bajul de programare C sau limbajul Matlab (Scilab) a unuia din pseudocodurile
lucrarilor studiate. Testul de implementare va fi punctat cu o nota intre 1 si 10.
Pentru pregatirea acestui test, studentii vor fi incurajati sa exerseze implementarea
algoritmilor pe parcursul sedintelor de laborator.
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e Nota de laborator reprezinta 50% din nota disciplinei Metode Numerice in Ingineria
FElectrica, si se calculeaza astfel:

— 15% pentru referate;
— 30% pentru cele doua teste de aplicatii numerice;

— 5% pentru testul de implementare.

Modul de calcul al notei finale va fi prezentat la curs.

0.2 Modul de desfagsurare a unei sedinte de seminar
sau laborator

Fiecare sedinta de seminar sau laborator dureaza 2 ore gi are o anumita tematica (vezi

subcapitolul [0.T]).

In cadrul sedintei de seminar sunt prezentate studentilor de catre cadrul didactic
urmatoarele chestiuni despre lucrarea respectiva: aspecte teoretice si exemple rezolvate.
De asemenea, se vor prezenta pe scurt chestiunile de studiat si modul de lucru, aspecte
necesare pentru efectuarea lucrarii de laborator in saptamana urmatoare.

De mentionat ca exemplele rezolvate la fiecare sedinta de seminar sunt esentiale pentru
cele doua teste de aplicatii numerice.

Activitatile propriu-zise pe care trebuie sa le desfagsoare fiecare student intr-o sedinta
de laborator sunt prezentate mai jos.

Prima activitate consta in exploatarea unor programe demonstrative ce ilus-
treaza tematica lucrarii.

Sistemul de operare sub care se lucreaza este Linux (http://www.linux.org/)). Pro-
gramele demonstrative sunt scrise in Scilab (http://www.scilab.org/) dar exploatarea
lor nu necesita cunoasterea acestui limbaj de programare. In urma exploatarii acestor pro-
grame, studentul trebuie sa redacteze un referat, conform cerintelor fiecarei lucrari, si
sa 1l predea la sfarsitul sedintei.

In misura timpului disponibil, se va implementa cel putin unul din algoritmii studiati
in cadrul temei respective. Implementarea se va efectua in limbajul C sau limbajul Scilab,
in concordanta cu pseudocodul prezentat in lucrare.


http://www.linux.org/
http://www.scilab.org/

0.3. Programe demonstrative )

Metode Mumerice in Ingineria Electrica - Lucrari de lshorator

LO1 - Implementarea structurilor de date =i & algoritmilor numerici
LOZ - Erori in rezolvarea problemelor numerice

LO3 - Fezolvarea zistemelor de ecuatii liniare prin netoda Gauss

L0323 - Metode iterative de rezolvare a sistemelor algebrice liniare

L10 - Analiza numerica a circuitelor liniare in regim permanent

L11 - Interpolarea polinomizla & functiilor reale

L1d - Derivarea numerica a functiilor reale

L15 - Integrarea numerica a functiilor reale

L16 - Fezolvarea numerica prin metode iterative & ecustiilor rneliniare
L13 - Rezolvarea ecustiilor diferentiale ordinare cu conditii initiale prin metoda Euler
L20 - Analiza numerica a circuitelor electrice in regim tranzitoriu

Figura 1: Meniul principal al programelor demonstrative.

0.3 Programe demonstrative

Pentru lansarea programelor demonstrative faceti un singur clic pe icoana cu sigla
LMN. In continuare urmati modul de lucru descris in indrumar.

Observatie: programele demonstrative sunt disponibile la adresa
http://mn.1lmn.pub.ro/. Pentru a putea lucra cu ele trebuie sa aveti instalate sistemul de
operare [Linux/ si pachetul de programe Scilab. Arhiva LMN.tar.gz trebuie decomprimata
si dezarhivata. Lansati Scilab si la consola acestuia tastati exec(main.sci). Meniul
principal este cel prezentat in figura [II

Nota importanta

Pentru ca un referat sa fie luat in considerare, prezenta la laborator este obligatorie.
Este obligatoriu ca exploatarea acestor programe sa fie facuta sub indrumarea cadrului
didactic.

Exercitii:
1. Intrati in contul dvs.;
2. Remarcati icoana LMN si executati un singur clic pe ea;

3. Inchideti programele demonstrative.



http://mn.lmn.pub.ro/
http://www.linux.org/
http://www.scilab.org/
http://mn.lmn.pub.ro/lmn.tar
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0.4 Implementare in C

Inainte de toate, va este utila o reimprospatare a cunostiintelor de C dobandite in anii
anteriori.

Metodele numerice ce vor fi studiate implementeaza in exclusivitate algoritmi numerici,
care efectueaza de cele mai multe ori calcule cu vectori si matrice.

De aceea, in cele ce urmeaza vom face cateva consideratii asupra declararii si alocarii
vectorilor si matricelor, astfel incat activitatea de programare in cadrul acestui laborator
sa fie cat mai eficienta.

Pentru inceput insa, va recomandam sa studiati cu atentie urmatoarele exemple si
apoi, pentru intelegerea lor, sa cititi paragrafele urmatoare.

0.4.1 Exemple

La adresa http://mn.lmn.pub.ro/ gasiti doua exemple pentru a va familiariza cu
stilul de lucru al acestui laborator.

1. Creati un director numit L0 cu comanda mkdir LO
2. Descarcati figierele nrutil Imn.c, nrutil lmn.h, aduna vec.c, rwmatrix.c.
3. Comentati continutul acestor figiere.

4. Compilati primul exemplu cu comanda

gcc aduna_vec.c nrutil_lmn.c -o aduna_vec
5. Executati programul cu comanda

./aduna_vec
6. Compilati al doilea exemplu cu comanda

gce rw_matrix.c nrutil_lmn.c -o rw_matrix
7. Executati programul cu comanda

./rw_matrix


http://mn.lmn.pub.ro/
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Observatie:

Comanda de compilare contine un figier sursa C (in care se afla funtia main si o
functie ce implementeaza un anumit pseudocod), apoi figierul nrutil lmn.c (in care se
afla functiile de alocare/dealocare de memorie). Numele ce urmeaza dupa -o este numele
programului executabil generat.

[ata continutul acestor figiere:

Figierul aduna vec.c

#include "nrutil lmn.h"
void aduna_vectoril (int , VECTOR , VECTOR , VECTOR );

int

main (void)

{

/* program principal - adunarea a doi vectori
* apeleaza aduna_vectori */

int n; /* dimensiunea vectorilor */
VECTOR a, b; /* vectorii de intrare */
VECTOR c; /* vectorul rezultat ¢ = a + b */

int i;

printf ("\n Introduceti dimensiunea vectorilor ");
scanf ("%d", &n);

/* aloca spatiu de memorie pentru vectori */
a = vector (1, n);

b = vector (1, n);
= vector (1, n);

/* citeste vectorii a si b */
for (i = 1; i <= n; i++)

{
printf ("\n al¥d] = ", i);
scanf ("%f", &alil);
}
for (i = 1; i <= n; i++)
{
printf ("\n b[%d] =", i);
scanf ("%f", &b[il);
}

aduna_vectoril (m, a, b, c);

/* afiseaza rezultat */
printf ("\n Rezultatul este \n");
for (i = 1; i <= n; i++)
printf ("c[%d] = %f \n", i, c[il);

/* elibereaza spatiu de memorie */
free_vector (a, 1, n);
free_vector (b, 1, n);
free_vector (c, 1, n);
return (0);

¥
void
aduna_vectoril (int n, VECTOR a, VECTOR b, VECTOR c)
{
/* aduna doi vectori a + b, a caror indecsi incep de la 1 */
int i;
for (i = 1; i <= n; i++)
cli] = alil + blil;
}

Fisierul rw matrix.c:

#include "nrutil lmn.h"
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int
main (void)
{

/* program principal - citeste o matrice patrata, reala, si o scrie */

int n; /* dimensiunea matricelor */

MATRIX a; /* matricea */

int i, j;

printf ("\n Introduceti dimensiunea matricei ");

scanf ("%d", &n);

/* aloca spatiu de memorie pentru matrice */
a = matrix (1, n, 1, n);

/* citeste matricea */
for (i = 1; i <= n; i++)
for (j = 1; j <= n; j++)

{
printf ("\n al%d][%4d] =", i, j);
scanf ("%f", &alil[j1);

}

/* afiseaza matricea */
printf ("\n Matricea citita este \n");
for (i = 1; i <= n; i++)
for (j = 1; j <= n; j++)
printf ("al%d] [%d] = %f \n", i, j, alil[jD);

/* elibereaza spatiu de memorie */
free_matrix (a, 1, n, 1, n);
return (0);

}

Figierul nrutil_lmn.c

#include "nrutil_lmn.h"

void
nrerror (char error_text[])
{
fprintf (stderr, "Run-time error...\n");
fprintf (stderr, "/s\n", error_text);
fprintf (stderr, "...now exiting to system...\n");
exit (1);

VECTOR
vector (int nl, int nh)
{

VECTOR v;

v = (float *) malloc ((unsigned) (nh - nl + 1) * sizeof (float));
if (lv)

nrerror ("allocation failure in vector()");
return v - nl;

}

IVECTOR
ivector (int nl, int nh)
{

IVECTOR v;

v = (int *) malloc ((unsigned) (mh - nl + 1) * sizeof (int));
if (tv)

nrerror ("allocation failure in ivector()");
return v - nl;

}

MATRIX
matrix (int nrl, int nrh, int ncl, int nch)
{

int i;

MATRIX m;

m = (float **) malloc ((unsigned) (nrh - nrl + 1) * sizeof (float *));
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if (!m)
nrerror ("allocation failure 1 in matrix()");
m -= nrl;

for (i = nrl; i <= nrh; i++)

{
m[i] = (float *) malloc ((unsigned) (nch - ncl + 1) * sizeof (float));
if ('m[il)
nrerror ("allocation failure 2 in matrix()");
m[i] -= ncl;
}
return m;
}
IMATRIX
imatrix (int nrl, int nrh, int ncl, int nch)
{
int i;
IMATRIX m;

m = (int *x) malloc ((unsigned) (nrh - nrl + 1) * sizeof (int *));
if ('m)

nrerror ("allocation failure 1 in imatrix()");
m -= nrl;

for (i = nrl; i <= nrh; i++)

{
m[i] = (int *) malloc ((unsigned) (nch - ncl + 1) * sizeof (int));
if (!m[il)
nrerror ("allocation failure 2 in imatrix()");
m[i] -= ncl;
}
return m;
¥
void
free_vector (VECTOR v, int nl, int nh)
{
free ((char *) (v + nl));
}
void
free_ivector (IVECTOR v, int nl, int nh)
{
free ((char *) (v + nl));
s
void
free_matrix (MATRIX m, int nrl, int nrh, int ncl, int nch)
{
int i;

for (i = nrh; i >= nrl; i--)
free ((char *) (m[i]l + ncl));
free ((char *) (m + nrl));

}

void
free_imatrix (IMATRIX m, int nrl, int nrh, int ncl, int nch)
{

int ij;

for (i = nrh; i >= nrl; i--)
free ((char *) (m[i] + ncl));
free ((char *) (m + nrl));

Y

Figierul nrutil lmn.h

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>
#include<malloc.h>
#include<time.h>

typedef float **MATRIX;
typedef float *VECTOR;
typedef int **IMATRIX;
typedef int *IVECTOR;

void nrerror (char error_text[]);
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VECTOR vector (int nl, int nh);

IVECTOR ivector (int nl, int nh);

MATRIX matrix (int nrl, int nrh, int ncl, int nch);

IMATRIX imatrix (int nrl, int nrh, int ncl, int nch);

void free_vector (VECTOR v, int nl, int nh);

void free_ivector (IVECTOR v, int nl, int nh);

void free_matrix (MATRIX m, int nrl, int nrh, int ncl, int nch);
void free_imatrix (IMATRIX m, int nrl, int nrh, int ncl, int nch);

0.4.2 Vectori

In C exista o stransa corespondenta intre adrese (pointeri) si tablouri. In acest paragraf
vom considera tablourile unidimensionale.

Valoarea reprezentata de a[j] este acelasi lucru cu *(a+j) adica ”continutul adresei
obtinute incrementand pointer-ul a cu j. O consecinta a acestei definitii este aceea ca
daca a este adresa unei locatii valide, atunci a[0] este intotdeauna definit. Tablourile
unidimenionale au in C, In mod natural, originea in 0. Un gir definit de

float b[4]

are referintele valide b[0], b[1], b[2] si b[3], dar nu si b[4].

Problema este ca multi algoritmi sunt descrisi in mod natural cu indici care incep de la
1. Cu siguranta ca acesti algoritmi pot fi modificati, dar aceasta presupune o aritmetica
suplimentara in operarea cu indici, lucru care nu este prea placut. Putem insa folosi
puterea limbajului C pentru ca aceasta problema sa dispara. Ideea este simpla:

float b[4], *Dbb;
bb =b - 1;

Pointer-ul bb indica acum o locatie inaintea lui b. In consecinta, elementele bb[1],
bb[2], bb[3] si bb[4] exista si vectorul bb are indici ce pornesc de la 1.

Uneori este convenabil sa avem vectori care pornesc din 0, iar alteori este convenabil sa
avem vectori care pornesc din 1. De exemplu, coeficientii unui polinom ag+ a1z +. .. a,z"
necesita un vector cu indici ce incep cu 0, pe cand termenul liber al unui sistem de ecuatii

bi,i =1,...,n necesita un vector cu indici ce incep din 1.

Pentru a evita rescrierea algoritmilor ce sunt dedusi in mod natural cu indici ce pornesc
de la 1, puteti folosi o functie cu urmatoarea definitie.

typedef float *VECTOR;

VECTOR vector (int nl, int nh)
{
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VECTOR v;

v = (float *) malloc ((unsigned) (nh - nl + 1) * sizeof (float));
if (1v)

nrerror ("allocation failure in vector()");
return v - nl;

Aceasta functie aloca un vector de variable de tip float, care vor fi accesate cu indici
cupringi intre nl si nh.

O utilizare tipica a acestei functii este

float *b;
b = vector(1,7);

Aceasta functie precum si functii similare ce aloca vectori de intregi se gasesc in figierul
nrutil 1lmn.c pe care il puteti descarca de la adresa http://mn.lmn.pub.ro/.

Acest figier contine si rutinele corespunzatoare de dealocare. De exemplu, pentru
dealocarea memoriei ocupate de vectorul definit mai sus, instructiunea este

free_vector(b,1,7);

0.4.3 Matrice

A

Problema indicilor ce pornesc de la 0 sau de la 1 apare si in cazul matricelor. In
sintaxa C, lucrul cu tabele bidimensionale este putin mai complicat. Sa consideram o
valoare reala a[i] [j] unde i si j sunt intregi. Un compilator de C va genera coduri
magina diferite pentru aceasta referinta, aceasta depinzand de declaratia pentru variabila
a. Daca a a fost declarata de dimensiune fixa, de exemplu float a[2] [4] atunci codul
masina ar putea fi descris astfel: "la adresa a aduna de 4 ori i, apoi aduna j si intoarce
valoarea astfel adresata. Observati ca valoarea constanta 4 trebuie cunoscuta pentru a
efectua in mod corect calculele.

Sa presupunem ca a a fost declarat ca float **a. Atunci codul magina a[i] [j] este
"la adresa a aduna i, valoarea astfel adresata consider-o o noua adresa, la care aduna j
si Intoarce valoarea astfel adresata.

[ustrarea celor doua moduri de accesare a unei valori este data in figura 2l Observati
ca in al doilea caz nu este necesara cunoagterea dimensiunii matricei gi ca nu este nevoie
de nici o inmultire. O indirectare suplimentara inlocuieste aceste informatii. Aceasta a
doua schema o recomandam pentru lucrul la laboratorul de metode numerice.


http://mn.lmn.pub.ro/
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Figura 2: Doua scheme de memorare pentru matricea m. Liniile intrerupte reprezinta
pointeri la adrese, iar liniile continue conecteaza locatii de memorie secventiale. (a)

Pointer la un tablou bidimensional de dimensiune fixata; (b) Pointer la un tablou de
pointeri catre pointeri la linii.

Ideea pe scurt: vom evita tablourile bidimensionale de dimensiune fixa. Ele nu sunt
structuri de date potrivite pentru reprezentarea matricelor in calculele stiintifice.



Lucrarea 1

Implementarea structurilor de date
sl a algoritmilor numerici

1.1 Caracterizarea lucrarii

Rezolvarea problemelor stiintifice si tehnice cu ajutorul calculatorului numeric pre-
supune identificarea unei metode matematice de rezolvare si apoi implementarea acesteia
pe un sistem de calcul.

In afara algoritmului propriu-zis de rezolvare, un rol la fel de important in implementare
il are si alegerea exacta a structurilor de date. In final, programul se bazeaza pe algoritm
(descrierea operatiilor ce vor fi efectuate pentru obtinerea solutiei) gi pe structura de
date (modul in care se reprezinta datele de intrare, variabilele intermediare si datele de
iegire). Pentru descrierea structurilor de date si a algoritmilor se poate utiliza un limbaj
de programare (Basic, FORTRAN, Pascal, C, etc.) sau un pseudolimbaj cu o sintaxa mai
putin rigida. Pentru a evidentia invarianta algoritmilor la limbajul ales se prefera a doua
metoda.

Scopul acestei lucrari este de a familiariza utilizatorii cu gandirea algoritmica struc-
turata (prin folosirea pseudocodului), de a evidentia metodele de implementare a pseu-
docodului in diferite limbaje de programare si, nu in ultimul rand, de a evidentia importanta
tipurilor abstracte de date cu caracter matematic (vectori, matrice, numere complexe,
etc.).

1.2 Descrierea pseudolimbajului

Pseudocodul (pseudolimbajul) este o metoda simpla si eficienta pentru reprezentarea
unui algoritm si a structurilor de date asociate. Pseudocodul este de fapt un text alcatuit

13
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din linii (randuri), fiecare continand, de regula, o declaratie (al carei scop principal consta
in descrierea datelor) sau o instructiune (care descrie o operatie ce va fi efectuata).

O linie de pseudocod este alcatuita din cuvinte si simboluri (caractere speciale nealfanu-
merice). Anumite cuvinte, cu o semnificatie bine determinata, independente de aplicatjie,
se numesc cuvinte cheie si pentru a fi deosebite de celelalte cuvinte, specifice aplicatiei
sunt de obicei ingrosate.

Orice linie poate contine precizari suplimentare, numite comentarii, care ajuta la
intelegerea pseudocodului, fara sa faca parte din descrierea propriu-zisa a algoritmului
sau a structurii de date. Comentariile sunt plasate la sfargitul liniei cu caracterul 7;”.

1.2.1 Structuri de date

Declaratiile se refera la datele cu care se opereaza si care pot fi de tip simplu (funda-
mental) sau structurate (agregate).

Se considera urmatoarele categorii de date fundamentale:

e logic - date cu doua valori (0 = fals gi 1 = adevarat);
e intreg - date care pot avea valori intregi;
e real - aproximari ale numerelor reale;

e caracter - litera, cifra sau semn special (aritmetic sau de punctuatie).
Exemple de declaratii ale unor variabile de tip fundamental:

logic [1,12,13
intreg i, Jj, s
real a,m,z,j
caracter ¢

Se constata ca o declaratie contine cuvantul cheie ce specifica tipul, urmat de lista nu-
melor variabilelor de tipul respectiv, nume separate prin virgula. Numele variabilelor sunt
cuvinte alcatuite din litere si cifre (primul caracter trebuie sa fie litera) si au semnificatia
limitata la aplicatia respectiva. Se recomanda ca numele variabilelor sa fie sugestiv alese
(de exemplu: "masa”, ”"volum”, ”curent”, etc.), iar pentru eliminarea ambiguitatilor,
fiecare marime cu care se opereaza intr-o problema sa aiba propria sa declaratie, eventual
insotita de un comentariu:

real ¢ ; sarcina corpului
real | . intensitatea curentului
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Pentru rezolvarea unor probleme mai complicate, tipurile fundamentale de date nu
sunt suficiente, ci este necesara o "agregare” a datelor. Acest lucru se realizeaza prin
folosirea cuvintelor cheie:

e tablou - structura de date ce contine un numar cunoscut de elemente de acelasi tip;

e inregistrare - structura de date ce poate contine elemente de tipuri diferite.

O declaratie de variabila de tip tablou contine cuvantul cheie tablou, numele tabloului
(variabilei) si dimensiunea acestuia.

Exemple de declaratii de tablou:

e tablou real V[3] ; V este un tablou de trei elemente reale

e tablou intreg a[5], b[7] ; a este un tablou de 5 intregi si b este un tablou de 7 intregi

Cu toate ca tabloul are un singur nume pentru intreaga structura de date, elementele
acestuia se identifica folosind indexul (numarul de ordine al elementului), ca de exemplu:
V(1), V(2), b(5), etc. In pseudocod se permite si folosirea notatiilor V4, Va, bs, etc. sau
Vi, cu conditia ca i sa fie cuprins intre 1 si dimensiunea tabloului (pentru tabloul V' de
nau sus, 1 <i < 3).

Exemplu de declaratie a unei inregistrari:

inregistrare punct
logic cartezian
real x;
real x,

Aceasta inregistrare se refera la conceptul de ”punct”, care este definit ca o agregare a
unei variabile logice ”cartezian” si a doua variabile reale x, x5. Punctul poate fi descris
prin coordonate carteziene (cartezian = adevarat, x; = x, 9 = y) sau polare (cartezian
= fals, x; = raza, xs = unghiul).

Un alt exemplu 1l constituie :
inregistrare monom

intreg n
real a
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care reprezinta monomul ax”, descris de ordinul intreg n si coeficientul real a.

Referirea la un element al inregistrarii se face prin numele inregistrarii urmat de nu-
mele campului (elementului), nume separate prin caracterul ”.”, de exemplu: monom.a,
punct.cartezian, etc.

In pseudolimbaj se admit mai multe niveluri de agregare, deci se pot construi tabele
de tabele, tablou de inregistrari sau alte combinatii.

Pentru a usura astfel de constructii se introduce cuvantul cheie tip, care atunci cand
precede o declaratie are ca efect extinderea tipurilor standard logic, intreg, real, carac-
ter, tablou, inregistrare cu un nou tip de date definit de utilizator si indicat de numele
"variabilei” introdus prin declaratia respectiva.

De exemplu:

tip tablou real vector[3] ; introduce tipul vector

inregistrare monom ; introduce tipul monom
intreg n
real a
Declaratia:

tip tablou monom polinom[10]

introduce tipul ”polinom” ca fiind un tablou de 10 elemente, fiecare element fiind de tip
monom.

1.2.2 Structuri de control

Instructiunile unui pseudocod descriu operatiile pe care le va efectua sistemul de calcul
cu datele descrise anterior prin declaratii. Instructiunile sunt de doua feluri: simple si
structurate.

Instructiunile simple sunt:

e de atribuire;
e de intrare;

e de iegire.
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Instructiunea de atribuire are sintaxa:

variabila = expresie

in care "variabila” este numele unei variabile a carei valoare va fi modificata in urma
instructiunii, iar ”expresie” este o constructie sintactica alcatuita din constante, variabile,
operatori gi paranteze, dupa regulile uzuale din algebra. Efectul executiei instructiunii de
atribuire consta in evaluarea expresiei si modificarea in concordanta a variabilei al carei
nume se afla la stanga semnului egal.

Se considera ca operanzii care intervin in expresii au valori corespunzatoare unuia din
tipurile fundamentale. Daca operanzii sunt de tip logic, atunci se admit operatorii logici
nu, sau, si, ca in exemplele:

logic I1, 12, I3
11 = nu (12)
I3 =11 sau 12
I3=11sil2

Daca operanzii sunt numerici (real sau intreg) se admit operatori aritmetici (+, -, *,

/) sau de relatie (=,#, <, >,<,>), ca in exemplele:

real a, b, x, y;

logic I1;

y = (ax+b)/(2x — b)
1= (z<b)si(x>a)

In primul caz rezultatul este de tip numeric, iar in al doilea caz, de tip logic.

Operanzii de tip caracter admit doar operatori de relatie (se admite ordonarea lexi-
cografica conform codului ASCII), ca in exemplul:

2=C>"A . caracterul continut de variabila C este ulterior literei ' A’
Instructiunile de intrare-iesire au sintaxa:

citeste variabile
scrie variabile
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Prima instructiune are ca efect transferul pe canalul de intrare al unei valori (de exemplu
introducerea ei de la tastatura), care modifica valoarea variabilei specificate, iar a doua
are ca efect transferul valorii variabilei pe canalul de iegire (de exemplu afisarea pe ecran

sau tiparirea la imprimanta).

De exemplu, pseudocodul:

real z,y,s,p
citeste z,y
s=x+y
p=uxy

scrie s, p
stop

reprezinta un program simplu, capabil sa calculeze suma i produsul a doua numere reale.
Programul se incheie printr-o alta instructiune simpla, cu sintaxa:

stop

care are ca efect terminarea execufier programului respectiv.

Pentru realizarea unor operatii mai complicate se folosesc in afara instructiunilor sim-

ple, instructiunile structurate, care sunt:

secventa;

decizia (cu sau fara alternativa);

ciclul (cu test initial, cu test final sau cu contor);

rutina (procedura sau functie).

Secventa (sau blocul de instructiuni) reprezinta un sir de instructiuni simple sau struc-
turate (scrise cate una pe linie, in linii succesive), care se executa una dupa alta, in ordinea

in care au fost scrise.
Programul anterior este un exemplu de secventa.

Decizia este o instructiune care permite controlul executiei gi are una din urmatoarele

variante de secventa:

e decizia stmpla
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daca conditie atunci
secventa

o decizia cu alternativa

daca conditie atunci
secventa 1
altfel
secventa 2

in care ”conditie” este o expresie de tip logic, iar "secventa” este o secventa de una sau
mai multe instructiuni. Pentru a usura intelegerea acestei instructiuni se constata ca
secventele sunt scrise indentat (retrase fata de cuvantul cheie daca). In urma executiei
acestei instructiuni se evalueaza expresia logica ”conditie”. Daca valoarea rezultata este
adevarata, atunci se executda ”secventa” (respectiv "secventa 1”), altfel se continua cu
instructiunea urmatoare (respectiv se executa ”secventa 27).

Exemple de instructiuni de decizie:

; functia matematica modul y = |z|
daca x > 0 atunci

y=2x
altfel

y=—x

Pentru implementarea functiei definite pe portiuni:

0, r<—1
y=1< 2z, —-1<z<1
z?, x>1
se poate folosi pseudocodul:
daca r < —1 atunci
y=20
altfel daca (z > —1) si (x < 1)
Yy =2z

altfel
y=x
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Ciclul reprezinta o instructiune care permite repetarea unei secvente. Se deosebesc trei
feluri de cicluri:

e cu test initial;
e cu test final;

e cu contor.
Ciclul cu test initial are sintaxa:

cat timp conditie repeta
secventa

Efectul este evaluarea expresiei logice ” conditie”. Daca rezultatul este afirmativ (adevarat),
atunci se executa secventa si ciclul se reia pana cand ”conditie” devine falsa, dupa care se
sare peste "secventa” si se continua cu urmatoarea instructiune. Se constata ca este posi-
bila repetarea infinita a ciclului daca valoarea logica a conditiei ramane mereu adevarata.
Este responsabilitatea programatorului sa asigure caracterul finit al ciclului.

In exemplul urmator:

k=1

s=0

cat timp a; > 0 repeta
s = 5+ ag
k=k+1

scrie s

este utilizat ciclul cu test initial pentru a aduna elementele unui tablou pana la intalnirea
primului element negativ.

Cliclul cu test final are sintaxa:
repeta

secventa
pana cand conditie

"secventa” fiind executata repetat pana cand ”conditie” devine adevarata. Spre deosebire
de ciclul cu test initial, in acest caz corpul ciclului este executat cel putin o data.

In exemplul urmator se calculeaza cu eroare impusa suma seriei cu termenul general

(=1)*/k!
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intreg k

real s, t, eps

t=1

k=1

s=0

repeta
=3
s=s+t
k=k+1

pana cand [t| < eps

Ciclul cu contor permite repetarea unei secvente de un numar determinat de ori. Sin-
taxa ciclului cu contor este:

pentru contor = val_in, val_fin, pas repeta
secventa

in care ”contor” este numele unei variabile de tip intreg, "val_in”, "val_fin” si ”pas” sunt
constante sau expresii de tip intreg. Secventa de instructiuni din corpul ciclului este
repetata pentru valori succesive ale contorului, pornind de la valoarea initiala ”val_in”,
incrementat cu pasul ”pas” pana cand acesta depaseste valoarea finala ”val_fin”. Daca in
instructiune lipseste valoarea ”pas” se presupune ca aceasta are valoarea implicita ”1”.

In exemplul urmator:

s=0
pentru k= 1,n

s= S8+ ag
scrie s

se calculeaza suma primelor n elemente ale tabloului a.

Se intalnesc des situatii in care o anumita secventa de instructiuni trebuie executata de
mai multe ori, In momente diferite ale executiei unui program. Pentru a evita rescrierea
de mai multe ori a acestei secvente se foloseste conceptul de rutind.

O rutina reprezinta o secventa de declaratii si instructiuni careia i se atribuie un nume.
Daca intr-un program se face apel la o rutina, controlul se transfera rutinei, iar dupa
incheierea acesteia se revine in programul apelant. In consecinta, o rutina presupune
pe de o parte definitia acesteia (prin specificarea declaratiilor i instructiunilor care o
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alcatuiesc), iar pe de alta parte apelul ei. Utilizarea rutinelor este justificata chiar si in
cazul in care ele sunt apelate o singura data in program, deoarece ele permit structurarea
modulara a unui algoritm. Pentru a realiza aceasta, o rutina trebuie sa aiba o anumita
consistenta, sa indeplineasca o functie bine definita, ceea ce permite reutilizarea ei i in
alte programe.

Dupa modul de apelare, rutinele se impart in doua categorii:

e proceduri;

o functii.
Procedura este definita printr-o constructie sintactica de forma:

procedura nume(listd parametri formali)
secventa
retur

in care "nume” este numele procedurii alcatuit din caractere alfanumerice, iar ”lista para-
metrilor formali” contine nume de variabile separate prin virgule. O parte din parametrii
formali sunt parametrii de intrare (ai caror valori provin din programul apelant si se
transfera procedurii), iar restul sunt parametrii de iegire (ai caror valori se determina in
procedura si se transfera programului apelant). Apelul unei proceduri astfel definite se
face prin invocarea numelui ei urmat de lista parametrilor actuali:

nume (lista de parametri actuali)

Parametrii actuali trebuie sa concorde ca numar, tip si ordine cu cei formali (dar nu
obligatoriu si ca nume).

In exemplul urmator:

citeste a,b

sumaprod (a, b, s,p)
scrie s, p

sumaprod (s, p, sl, pl)
scrie s, pl

se face apel la procedura definita astfel:
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procedura sumaprod (x,y, suma, prod)
real z,y, suma, prod

suma =z +y

prod = xy
retur

in care are x,y sunt parametri formali de intrare gi suma, prod sunt parametri formali de
iegire. In urma primului apel al acestei proceduri (cu parametri actuali de intrare a,b) se
calculeaza si se afiseaza s = a+ b, p = ab, iar In urma celui de al doilea apel se calculeaza
si se afigeaza s1 =s+p=a+ b+ ab, pl = sp = (a + b)ab.

In cazul unei proceduri, numarul parametrilor de intrare sau de iegire este arbitrar
(poate fi inclusiv nul).

O alta varianta de rutina este functia, la care toti parametrii formali sunt parametri de
intrare, dar rutina de tip functie intoarce o valoare. Definitia functiei se realizeaza prin
constructia sintactica:

functie nume (lista parametrii formali)
secventa
intoarce valoare

Functia poate fi apelata ca operand intr-o expresie, in particular intr-o atribuire de
tipul
valoare = nume (lista de parametri actuali)

Functia se aseamana cu o procedura cu un singur parametru de iesire dar, fata de
aceasta, are o flexibilitate suplimentara in apel. Exemplul urmator:

real a,b,x

citeste a,b

x = min(a, b)/max(a, b)
scrie x

foloseste doua functii max si min definite prin:

functie max(z, y) ; valoare maxima
real x,y, m
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daca z > y atunci
m=x
altfel
m=Yy
intoarce m

functie min(z,y) ; valoare minim3
real x,y,m
daca z > y atunci
m=y
altfel
m=ux

intoarce m

Functiile elementare (modul, radical, putere, exponentiala, logaritm, sin, cos, tg, sh, ch,
th) se considera predefinite in pseudocod, deoarece majoritatea limbajelor de programare
de nivel inalt le au implementate.

1.3 Tipuri abstracte de date

Tipurile abstracte de date reprezinta concepte importante ale programarii structurate
moderne.

Un tip abstract de date este o structura de date definita de utilizator (folosind cuvantul
cheie tip) completata cu o serie de rutine (proceduri sau functii), care definesc operatiile
ce pot fi executate cu date de acest tip. In acest fel se extind tipurile fundamentale
de date (logic, intreg, real, care reprezinta algebra booleana, inelul z si corpul r) prin
implementarea gi a altor structuri matematice (algebrice sau topologice) cum sunt spatiile
vectoriale, corpul numerelor complexe, inelul polinoamelor sau al matricelor.

Aceste structuri de prima importanta in matematica se intalnesc in rezolvarea pe cale
numerica a multor probleme stiintifice sau tehnice. FEle nu sunt legate de o anumita
aplicatie ci au un caracter general.

In continuare sunt prezentate in pseudocod cateva din tipurile abstracte de date uzuale.
Spatiul vectorial n-dimensional R"

Un element v = (vy,vs,...,v,) al spatiului R" poate fi reprezentat ca un tablou cu n
componente reale. Operatiile algebrice caracteristice unui spatiu vectorial sunt:
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e adunarea u,v € R"

U+v=(Ur,...,uy) + (V1,...,0,) = (ug + V1, ..., U, +Vp)

e inmultirea cu un scalar a € R, v € R"

av = a(vy, va, ..., v,) = (av1, avy, ..., avy,).

Elementul nul 0 = (0,0...0) € R™ are toate componentele nule, iar opusul unui vector
—v = (—vy,...,—v,) = —1 - v. Implementarea acestui tip abstract de date este realizata
de pseudocodul:

tip tablou real vector (n)

procedura adv(u, v, w) ; adunarea vectorilor w = u + v
vector u, v : date de intrare
vector w ; suma - data de iesire

pentru:=1,n
W; = U; —+ Vi

retur
procedura inm(a, v, w) : iTnmulteste vectorul v cu scalarul a
real a : data de intrare
vector v : vector de intrare
vector w : rezultd w =av
pentru:=1n
w; = av;
retur

Spatiul euclidian

Spatiul euclidian este un spatiu vectorial inzestrat cu o norma care provine dintr-un
produs scalar:

n
w-v = (ug,Ug,...,up) " (V1,02,...,0,) = g UV,
i=1
unde u,v € R". Norma euclidiana este o aplicatie pozitiv definita:
|- :R" = ®r
Jull = Vu - u
cunoscuta si sub numele de modulul vectorului.

Pentru definirea unui spatiu euclidian se foloseste pseudocodul:
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tip vector euclidian

functie produs(u,v) ; produsul scalar
euclidian u, v ; factori
real p ; produsul scalar p = uv
p=20
pentrui=1,n
P =P+ u;
intoarce p

functia norma (u) ; norma euclidiand a vectorului u
euclidian u, v
real norma
norma = +/produs(u, u)

intoarce norma

Inelul polinoamelor

Un polinom algebric de gradul n este o constructie de forma:
P(z) = ap + a1z + asx® + ... + apa”

definita de coeficientii p = (ag, a1, ..., a,), deci este reprezentabil printr-un tablou real.
Un polinom este un element al unui spatiu liniar (vectorial) deoarece suma a doua poli-
noame se realizeaza prin suma coeficientilor, iar produsul cu un scalar prin inmultirea
tuturor coeficientilor cu scalarul respectiv. Prin produsul a doua polinoame de acelasi
grad se obtine un polinom de grad dublu. Daca:

n

P(z) = Z a; "

i=0
si

i=0
atunci

=0
mght = (Z()bo + (a0b1 -+ ale)QT + (&ng + albl + CLQb())[L’Q + ...

P(2)Q(z) = (Z) (Zb) -

O operatie importanta este cea de evaluare a unui polinom. Pentru a micsora efortul
de calcul, aceasta va fi efectuata sub forma:

P(z) = ap + a1z + asx® + .. + anz™ = ag + x(ay + x(ag + z(az + z(...))))
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care evitd calculul puterilor z*.

Urmatorul pseudocod permite implementarea acestui tip abstract de date:

tip vector polinom
procedura prodp(n,r, ¢, p); inmultirea polinoamelor p = rq

intreg n ; gradul factorilor
polinom r, ¢ : factori
polinom p ; rezultat
intreg ¢, j, k ;variabile intermediare
pentru : = 0,2n

pi =0

pentru: =0,n
pentru j =0,n

k=147 ; gradul monomului rezultat
Pk = Dk + 73iq;
retur
functie evalp(n, p, x) ; evalueazd polinomul p(x)
intreg n ; gradul polinomului
polinom p ; tabelul coeficientilor
real z ; variabile independenta
real v ; valoare polinom
v = pn
pentrui=n—1,0,—1
v =p; +0T
intoarce v

Inelul matricelor patratice (R™*™)

nxn

O matrice patrata A € R este un tablou bidimensional:

aix Qi - Qip

Q21 Qg2 -+ Ay
A = agliz1mj=1,0 =

Ap1 Ap2 - Ann

nxn

Suma a doua matrice: A = [a;;], B = [b; ;] € R"*" se realizeaza pe elemente:

A + B = [aij + bﬁ],
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inmultirea cu un scalar o € Rr este definita de:

aA = |aal,
iar produsul a doua matrice patrate este o matrice de acelasi tip

n

AB = [az’j][sz] = [Z aikbkj]izl,n;jzl,n~

k=1
Pentru implementarea acestui tip abstract de date se foloseste pseudocodul:

tip tablou real matrice (n,n)
procedura adm(a, b, ¢)
matrice a, b
matrice c
pentrui=1,n
pentru j =1.n

Cij = CLZ'j + bij

: adunarea matricelorc =a + b
: termeni

. rezultat

retur

procedura inm(a, b, ¢) ; Tnmulteste matricea b cu scalarul «

real «
matrice b : termeni
matrice ¢ . rezultat

pentrui=1,n
pentru j =1,n

Cij = Oébij
retur

procedura prodm(a, b, ¢)
matrice a, b
matrice ¢
pentrui=1,n
pentru j =1,n
cij =0
pentru k=1,n

Cij = Qikbrj + ¢ij

; Tnmultirea matricelor
. factori

; produs

retur
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Corpul numerelor complexea

Un numar complex z = a + jb este reprezentat printr-o pereche de numere reale (a -
partea reald, b - partea imaginara).

Adunarea numerelor complexe z; = a;+7b1, 20 = as+jbs se realizeaza conform relatiei:

21+ 29 = (a1 + CLQ) +j(b1 + bg)

Elementul neutru fata de adunare este 0 = 0 + 50, iar opusul unui numar complex
—z=—(a+jb) = —a — jb.

inmulgirea numerelor complexe z; = a; + jby, 20 = as + jby este realizata de operatia:

2122 = (a1 + jb1)(az + jb2) = ayaz — biby + j(a1by + agby).

Elementul neutru fata de inmultire este 1 = 1 + 50, iar inversul unui numar complex

1/z=1/(a+ jb) = (a — jb)/(a® + b?).

O functie importanta este modulul unui numar complex, definit prin:

|z| = |a + jb| = Va® + b2.
Urmatorul pseudocod implementeaza acest tip abstract de date:

tip inregistrare complex

real : re
real : im
procedura sumac(u, v, w) ; calculeazd suma numerelor complexe
complex u, v ; termeni
complex w TW=1u-+vV

w.re =u.re + v.re
W.AM = w.Am + v.am

retur

procedura prodc(u, v, w) ; calculeaza produsul numerelor complexe
complex u, v ; termeni
complex w W = uv

w.re = u.re-v.re — u.im - v.am
W.AM = W.re - v.im -+ u.1m - v.re
retur
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procedura difc(u, v, w) ; calculeaza diferenta numerelor complexe
complex u, v ; termeni
complex w

w.re =u.re —v.re

WM = UM — V.M

retur
procedura rapc(u, v, w) ; calculeaza raportul numerelor complexe
complex u, v ; termeni
complex w
real v2
v2 =v.re-v.re+vam-v.am
w.re = (uw.re-v.re+w.im - v.am)/v2
w.am = (w.im - v.re — u.re - v.im)/v2
retur
functia modulc(u) ; calculeaza modulul numarului complex
complex u
real m

m = +/(w.re - u.re + wim - w.im)
intoarce m

Urmatorul exemplu de program:

complex Z1, 72,73, 74,7
citeste 71, 72

prodc (Z1,72,7Z3)

sumac (Z1, 22, Z4)

rapc (Z3,74,7)

scrie Z

stop

permite calculul impedantei complexe echivalente a doua elemente cu impedante complexe
date, conectate in paralel.
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1.4 Complexitatea algoritmilor

Calitatea unui algoritm care se presupune ca permite obtinerea solutiei corecte este
apreciata prin eficienta sa spatiald (memoria necesara datelor si programului) si temporala
(timpul de calcul necesar obtinerii solutiei).

De exemplu, algoritmul pentru inmultirea matricelor patrate n dimensionale necesita
3n? locatii de memorie (in fiecare memorandu-se un numar real, element al matricei A, B
sau C'). Daca dimensiunea n a matricei cregte de 10 ori, spatiul necesar creste de 100 ori,
motiv pentru care se spune ci algoritmul este de ordinul 2 si se scrie M = O(n?).

Pentru evaluarea modului in care timpul de calcul depinde de dimensiunea problemei
rezolvata de algoritm, se adopta ca referinta timpul necesar efectuarii unei operatii ele-
mentare (adunare sau inmultire de numere reale) si apoi se evalueaza numarul acestor
operatii. De exemplu, pentru calculul produsului scalar a doi vectori n dimensionali se
efectueaza n — 1 adunari si n Inmultiri deci un total de 2n — 1 operatii. Deoarece la
dublarea dimensiunii se dubleaza practic numarul de operatii, se spune ca acest algoritm
are ordinul de complexitate liniar §i se noteaza T = O(n).

In algoritmii numerici timpul de calcul este consumat mai ales in operatiile repetate
ciclic. Ordinul de complexiate este in general dat de numarul ciclurilor incluse unul in
altul, ca in exemplele:

c=ab :ordinul 0

pentru:=1,n
c; = a; b :ordinul 1

pentrui=1,n
pentru j =1,n
Cij = a; — b; : ordinul 2

pentrui=1,n
pentru j =1,n
pentruk=1,n
¢ij = aiby; ; ordinul 3

In consecinta, produsul scalar a 2 vectori este un algoritm de ordinul 1, T = O(n), iar
produsul a dou# matrice patrate este de ordinul 3, T = O(n?).
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Aceeasi problema poate avea doi sau mai multi algoritmi de rezolvare cu ordine de
complexitate diferite. De exemplu, pentru evaluarea unui polinom se poate folosi proce-
dura:

functie evalpp (n,p, x)

intreg n ; gradul polinomului
polinom p ; coeficientii polinomului
real z ; variabila independenta
real v ; valoarea polinomului
real xk ; variabila intermediara
U = Po
pentrui:=1,n

rk = p;

pentru k=11

rk =zk-x
v=uv+zk

intoarce v

Acest algoritm are ordinul de complexitate T = O(n?/2), deci timpul de calcul cregte
practic cu patratul gradului polinomului, fata de algoritmul folosit in procedura evalp,
care are ordinul de complexitate liniar T = O(n) si care este deci mai avantajos.

O metoda eficienta pentru micsorarea timpului de calcul consta in scoaterea in afara
ciclurilor a calculelor repetate, care au rezultate identice. De exemplu, daca se doreste

" ocu a;; = f(x;)g(y;) In care evaluarile functiilor f

generarea matriceli A = [a;;] € R
si g cer un efort de calcul mult mai mare decat o inmultire, se poate folosi algoritmul

"natural”:

pentru:=1,n
pentru j =1,n
ai; = f(x:) - 9(y;)

cu ordinul de complexitate O(2n?), in care s-a folosit ca operatie de referinta evaluarea
functiei f sau g.

Daca evaluarea functiei f se face in afara ciclului interior:

pentrui=1,n

fr = f(z;)

pentru j =1,n
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ai; = fx - g(y;)

timpul de calcul scade practic la juméatate, numarul de evaluari ale functiilor fiind n(n+1)
si ordinul de complexitate O(n?). Acest ordin se reduce si mai mult, daci se adoptd
algoritmul:

pentrui:=1n

fai = f(x;)
pentru j =1.n
9y; = 9(y;)

pentrui=1n
pentru j =1,n
aij = fxi- gy;

cu ordinul de complexitate liniar O(2n). Reducerea timpului de calcul s-a facut pe seama

~

cresterii necesarului de memorie. In prima variantda M = O(n? + 2n), in a doua M =
O(n?+2n+1), iar in a treia M = O(n?+4n). La dimensiuni mari ale lui n insi, necesarul
de memorie suplimentar este nesemnificativ, astfel incat varianta a treia, cu timp de calcul
liniar este cea mai buna.

1.5 Chestiuni de studiat

1. Analiza experimentala a complexitatii unui algoritm;
2. Utilizarea tipurilor abstracte de date in electrotehnica;
3. Utilizarea unor tipuri abstracte de date intr-un limbaj de nivel inalt;

4. Cautarea pe Internet a unor informatii legate de implementarea unor structuri de
date.

1.6 Modul de lucru

Pentru desfasurarea lucrarii se lanseaza programele demonstrative (clic pe pictograma
LMN) si apoi se selecteaza lucrarea Implementarea structurilor de date si a algoritmilor
numertci din meniul principal afigat.

Se afiseaza meniul lucrarii care are doua optiuni:
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e Analiza algoritmilor

e (Calcule in complex

Utilizatorul va selecta succesiv optiunile dorite.
a) Analiza experimentald a complexitatii unui algoritm

Se selecteaza optiunea Analiza algoritmilor din meniul lucrarii. Aceasta are ca efect
lansarea unui submeniu din care se pot apela urmatoarele proceduri:

e produs scalar a doi vectori n dimensionali;
e produsul a doua polinoame de grad n;

e produsul a doua matrice patrate de n x n elemente.

Pentru fiecare din cele trei cazuri, utilizatorul trebuie sa aleaga valorile lui n. De exemplu,
pentru valoarea initiala 0, valoare finala 100000 si pas 10000, produsul scalar va fi apelat,
succesiv pentru n = 10000, 20000, 30000, 40000, 50000, 60000, 70000, 80000, 90000, 100000.
Programul calculeaza produsul scalar a doi vectori aleatori de dimensiune n si afiseaza in
consola Scilab timpul de calcul.

Datele trebuie trecute intr-un tabel de tipul

n 20000 | 40000 | 60000 | 80000 | 100000
Timp CPU [
(produs scalar)

Pentru produsul a doua polinoame, dimensiunile recomandate sunt n = 50, 100, 150,
200, 250, 300.

Pentru produsul a doua matrice, dimensiunile recomandate sunt n = 10, 20, 30, 40,
50, 60, 70, 80..

Se vor reprezenta grafic pe hartie milimetrica cele trei curbe si se vor compara rezul-
tatele cu estimarile teoretice.

Indicatie: se va verifica in cazul produsului scalar ca raportul timp/dimensiune este
aproximativ constant, in cazul produsului a doua polinoame ca raportul timp/(dimensiune
la patrat) este aproximativ constant, etc..

Din datele obtinute in cele trei cazuri se va estima timpul CPU al unei operatii ele-
mentare (se considera ca timpul unei adunari este egal cu timpul unui inmultiri).

b) Utilizarea tipurilor abstracte de date in electrotehnica
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Se selecteaza optiunea Calcule in complex, care are ca efect lansarea unui program ce
permite efectuarea diferitelor calcule algebrice cu numere complexe. Programul emuleaza
un calculator de buzunar, care folosegte notatia poloneza inversa (operand, operand, op-
erator), dar care nu opereaza cu numere reale ci cu numere complexe.

Introducerea operanzilor in stiva se face prin selectarea butonului:
Stiva — Inserare element.

Selectarea butonului Stiva permite gi apelul unor funtii utile ca:
Stiva — Qtergere element sau

Stiva — Repeta varf stiva

Programul permite aplicarea unor operatori unari elementului care se afla in varful
stivei. Acestia sunt:

Operatori_unari — Opus
Operatori_unari — Invers
Operatori_unari — Conjugat

Programul permite si aplicarea unor operatori binari, operanzii fiind in acest caz penul-
timul gi ultimul element (varful) din stiva. Pentru aceasta selectati, respectiv:

Operatori_binari — Adunare
Operatori_binari — Scadere
Operatori_binari — Inmultire
Operatori_binari — Impartire

Stiva este vizualizata pe ecran pe cinci coloane (numar curent, parte reala, parte
imaginara, modul §i argument exprimat in radiani. Operatorii unari actioneaza asupra
ultimului element introdus in stiva, inlocuindu-l cu valoarea obtinuta in urma aplicarii
operatorului, iar stiva nu isi modifica dimensiunea.

Operatorii binari folosesc ca operanzi ultimele 2 elemente din stiva iar rezultatul
inlocuiegte aceste 2 elemente (stiva se micgoreaza cu un element).

In consecinta operatorii unari pot fi aplicati, daca in stiva se afla cel putin un element,
iar operatorii binari, daca in stiva se afla cel putin 2 elemente.

Stiva este alimentata prin introducerea unui nou numéar complex (dimensiunea ei cregte
cu un element).

Pentru a facilita manipularea stivei sunt disponibili alti 2 operatori cu caracter nenu-
meric (repetd varful stivei, sterge varful stivei), care modifica (incrementeaza respectiv
decrementeaza) inaltimea stivei.
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Se propune folosirea acestui program in rezolvarea unei probleme de electrotehnica si
anume studiul unui circuit de curent alternativ format din trei impedante Z; = 10 + 57,
Zy=3—Tj, Zy =5+ 2j conectate mixt (Z, in paralel cu Z, si rezultatul in serie cu Z,)
alimentat de la o sursa cu t.e.m reprezentata in complex ca £ = 1007.

Se vor calcula succesiv

Z12 = (Z1Z2)/(Z1 + Z2) = 1/(1/21 + 1/&2)
A Lo+ Zs
1 E/Z
11 = Zz/(zl + Zz) = l/(zl/z2 + 1)
12 Ml/(zl +Zz) :l_ll
S A5
§2 = 22]22
Sy = ZyI’
§c §1 + §2 + £3
Zl(t> Il\/isin(wt —+ 9251)
ip(t) = L/2sin(wt + ¢y)

c) Implementarea unor tipuri abstracte de date intr-un limbaj de nivel inalt

Descarcati de la adresa http://mn.1lmn.pub.ro/| figierele complex.c, complex.h si
elth.c. Figierele complex.* sunt aceleasi cu
http://www.numerical-recipes.com/pubdom/complex.c.txt, respectiv
http://www.numerical-recipes.com/pubdom/complex.h.txt. Studiati modul de im-
plementare corpul numerelor complexe in limbajul C.

In fisierul elth.c este inceputa rezolvarea problemei de electrotehnica de la punctul

b). Comanda de compilare este
gcc elth.c complex.c -1lm -o elth
Programul obtinut se executa cu
./elth

Continuati scrierea programului care va va permite sa rezolvati aceeagi problema.
Verificati rezultatele cu cele pe care le-ati obtinut la punctul b.

d) Cautarea pe Internet a unor informatii legate de implementarea unor structuri de
date


http://mn.lmn.pub.ro/
http://www.numerical-recipes.com/pubdom/complex.c.txt
http://www.numerical-recipes.com/pubdom/complex.h.txt
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Cautati pe Internet biblioteci informatii legate de implementarea matricelor rare (ma-
trice cu multe elemente nule). Cuvinte cheie recomandate: Sparse Matriz Compression
Formats, Sparse Matriz Storage Format.

1.7 Exemple

1.7.1 Exemple rezolvate

1. Fie pseudocodul de mai jos:

; datele de intrare ale problemei

intreg n ; dimensiunea problemei
real ¢
tablou real a[n], b[n] ; indicele tabloului incepe de la 1

; datele de iesire ale problemei
real s
. variabile intermediare
intreg ¢
. introducerea datelor de intrare
citeste n
citeste c
pentru:=1,n

citeste a;, b;
. initializarea solutiei
s=0
; calculul solutiei
pentru:=1,n

s=s+a;/b;-c
; afisarea solutiei
scrie s

Se cer:

(a) sa se estimeze ordinul de complexitate al algoritmului din punct de vedere al
timpului de calcul si al necesarului de memorie. Se considera ca operatii ele-
mentare (de referinta) urmatoarele operatii: +, -, *, /, iar ca locatie elementara
de memorie, locatia ocupata de un numarul real;

(b) sa se scrie formula matematica de calcul a variabilei s, in functie de datele
problemei;

(c) sa se optimizeze algoritmul in sensul reducerii timpului de calcul gi sa se pre-
cizeze noul timp de calcul.
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Rezolvare:

(a)

(c)

Algoritmul contine un singur ciclu cu contor, in cadrul caruia se repeta de n
ori o instructiune de atribuire, in care se efectueaza operatii elementare. Din
aceste motive, ne agteptam ca timpul de calcul sa depinda liniar de dimensiunea
problemei, n (7"~ O(n)).

In continuare vom estima exact timpul de calcul. Pentru fiecare valoare a
contorului 7, in interiorul ciclului, se efectucaza 3 operatii elementare (+, /, *).
Deoarece i ia valori de la 1 la n, numarul total de operatii elementare efectuate
este 3n. Astfel, ordinul de complexitate al algoritmului din punct de vedere
al timpului de calcul este 7' = O(3n) = O(n). De exemplu, daca dimensiunea
problemei creste de 10 ori, timpul de calcul va cregte de 10 ori. Acest algoritm
are ordinul de complexitate liniar (de ordinul 1).

Pentru estimarea necesarului de memorie este necesar sa se evalueze numarul
de locatii de memorie utilizate, mai precis, numarul de variabile reale declarate
la inceputul algoritmului. Astfel, sunt declarate 2 numere reale (s si ¢) si 2
tablouri de numere reale de dimensiune n (a si b), in total 2n 4+ 2 numerele
reale. Spunem ca ordinul de complexitate al algoritmului din punct de vedere
al necesarului de memorie este M = O(2n + 2) = O(n). De exemplu, daca se
creste de 10 ori dimensiunea tablourilor, spatiul de memorie necesar creste de
aproximativ 10 ori. Din punct de vedere al necesarului de memorie, algoritmul
este de ordinul 1.

Se observa ca algoritmul implementeaza urmatoarea formula matematica:

Pentru reducerea timpului de calcul, inmultirea cu variabila ¢ poate fi scoasa
in afara ciclului:

s=0
pentrui:=1n

s = s+ a;/b;
s=s-c

Aceasta corespunde evaludrii expresiei s cu formula s = ¢ | a;/b;. Numarul
de operatii elementare efectuate este 2n + 1, iar ordinul de complexitate din
punct de vedere al timpului de calcul devine T'= O(2n + 1) = O(n). Aceasta
varianta a algoritmului este mai rapida decat varianta initiala (de aproximativ
1.5 ori).

2. Fie pseudocodul de mai jos:
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. declararea variabilelor
intreg n, ¢

real s
tablou real a[n][n]
. introducerea datelor de intrare

. instructiuni
s=0
pentru:=1,n

pentru j =1,n
=5+ ai;-vji-y/e

scrie s

Se cer:

(a)
(b)

()

()

sa se declare variabilele j, ¢ si v;

sa se estimeze ordinul de complexitate al algoritmului din punct de vedere
al timpului de calcul si al necesarului de memorie. Se considera ca operatii
elementare (de referintd) urmatoarele operatii: +, -, *, /, ,/, iar ca locatie
elementara de memorie, locatia ocupata de un numarul real;

sa se scrie formula matematica de calcul a variabilei s, in functie de datele
problemei;

sa se optimizeze algoritmul in sensul reducerii timpului de calcul gi sa se pre-
cizeze timpul de calcul.

Rezolvare:

(a)

Deoarece variabila j este un contor, cu valori de la 1 la n (variabila intreaga),
J trebuie declarat ca un intreg. Variabilele ¢ §i v sunt utilizate la calculul
rezultatului final, variabila reala s, astfel, ¢ gi v sunt numere reale. Mai mult,
in algoritm, referirea la variabila v se face prin v;, unde j = 1, n, ceea ce
inseamna ca variabila v reprezinta un tablou de numere reale de dimensiune n.
In concluzie, declaratiile sunt:

intreg j

real c

tablou real v[n]

Algoritmul contine doua cicluri cu contor (de la 1 la n) imbricate. Instructiunea
de atribuire din interiorul ciclurilor se repetd de n? ori si contine operatii ele-
mentare. Ne asteptam ca ordinul de complexitate si fie T' &~ O(n?).

Pentru fiecare valoare a contoarelor ¢ si 7, in interiorul ciclurilor, se efectueaza
4 operatii elementare (+, *, * va ). Pentru fiecare valoare a lui i se efectueaza
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4n operatii. Cum sunt n valori posibile pentru ¢, numarul total de operatii ele-
mentare efectuate va fi n* (4n) = 4n?. Ordinul de complexitate al algoritmului
din punct de vedere al timpului de calcul este T = O(4n?) = O(n?). Acest
algoritm are ordinul de complexitate patratic (de ordinul 2). De exemplu, daca
n creste de 10 ori, timpul de calcul creste de 100 = 10? ori.

In algoritm sunt declarate dous variabile reale (s si ¢), un tablou unidimen-
sional (vector) de numere reale de dimensiune n (v) si un tablou bidimensional
(matrice) de numere reale de dimensiune n x n (a). In total, sunt declarate
n? 4+ n + 2 numerele reale. Astfel, ordinul de complexitate al algoritmului din
punct de vedere al necesarului de memorie este M = O(n? + n + 2) = O(n?).
Se observa ca, gi din punctul de vedere al necesarului de memorie, algoritmul
este de ordinul 2.

Algoritmul implementeaza urmatoarea formula matematica:

n n
S:E E CL,‘J"UJ"\/E

i=1 j=1

Reducerea timpului de calcul se poate realiza prin scoaterea Inmultirii cu /c
in afara ciclurilor:

s=0
pentrui:=1n
pentru j =1, n

s:s+ai7j-2}j

s=15-4/c
Aceasta corespunde implementarii formulei matematice:
n n
S:\/EE E ;.5 Vj.
i=1 j=1

Acum, numéarul de operatii elementare efectuate este 2n? + 2, iar ordinul de
complexitate din punct de vedere al timpului de calcul devine T' = O(2n?+2) &

O(n?).

3. Flie pseudocodul de mai jos:

; declaratii variabile

intreg n, ¢

real p, a, rez, term
tablou real b[n]

. introducere date de intrare
citeste n
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pentrui:=1,n

citeste b;

citeste a, p
. initializare solutie

rez =10
; calcul solutie
pentrui:=1,n

term =p+ f(b;)
term = term - f(a)
rez = rez +term

. afisare solutie
scrie rez

Se cer:

(a)

(b)
()

sa se estimeze ordinul de complexitate al algoritmului din punct de vedere
al timpului de calcul si al necesarului de memorie. Se considera ca operatie
elementara (de referinta) evaluarea functiei f, iar ca locatie elementara de
memorie, locatia ocupata de un numarul real;

sa se scrie formula matematica de calcul a rezultatului rez, in functie de datele
problemei;

sa se optimizeze algoritmul in sensul reducerii timpului de calcul gi sa se pre-
cizeze timpul de calcul.

Rezolvare:

(a)

Exista un singur ciclu cu contor in interiorul caruia exista operatia de referinta.
Ne agteptam ca ordinul de complexitate din punct de vedere al timpului de
calcul sa fie T = O(n).
intr—adevé,r, pentru fiecare valoare 7, in interiorul ciclului se efectueaza 2 evaluari
ale functiei, deci 2 operatii elementare. Deoarece ¢ poate lua n valori, rezulta
ca numarul total de operatii elementare este 2n. Deci, T = O(2n) = O(n).
Pentru a estima necesarul de memorie, este util sa se inspecteze declaratiile ce
contin cuvantul cheie real. Sunt declarati 4 scalari reali si un tablou de reali
cu n componente. In consecintd, M = O(n +4) = O(n).
Se observa ca algoritmul implementeaza urmatoarea formula matematica:

n

rez=_[p+ f(b)]- f(a).

i=1
Algoritmul poate fi imbunatatit din punct de vedere al timpului de calcul
observand ca f(a) este evaluat in mod inutil de n ori, de fiecare data cand se
schimba valoarea contorului. Aceasta evaluare poate fi scoasa in afara ciclului,
astfel:
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real val
rez=20
val = f(a)

pentru:=1,n
term =p+ f(b;)
term = term - val
rez = rez 4+ term

Acum, avem T'=0(n) i M = O(n+5) = O(n).
Aceasta varianta este de 2 ori mai rapida decat varianta initiala. Costul
imbunatatirii este nesemnificativ, memorarea unei noi variabile reale val.

Aceasta implementare corespunde evaluarii rezultatului cu formula:

n

rez = f(a) Y [p+ f(b)].

i=1
4. Fie pseudocodul de mai jos:
intreg n, 7, j, k
real p, rez, s, tq, to
tablou real a[n], b[n]
citeste n
pentrui=1,n
citeste a;, b;
citeste p
rez =10
pentrui=1,n
rez =rez + f(a;)

li=p

pentru j =1,n
ty = g(b;)
s=0
pentru k =1,n

s=s+ f(a;)

tQ = tg +s
=1t

rez =rez + 1t

scrie rez

Se cer:

(a) sa se estimeze ordinul de complexitate al algoritmului din punct de vedere
al timpului de calcul si al necesarului de memorie. Se considera ca operatii
elementare (de referinta) evaluarile functiilor f si g, iar ca locatie elementara
de memorie, locatia ocupata de un numarul real;
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(b)

()

sa se scrie formula matematica de calcul a rezultatului rez, in functie de datele
problemei;

sa se optimizeze algoritmul in sensul reducerii timpului de calcul gi sa se pre-
cizeze timpul de calcul.

Rezolvare:

(a)

Sunt 3 cicluri imbricate, ciclul din interior continand operatia elementara, astfel
este de asteptat sa avem T = O(n?).

intr—adevér, numarul de operatii elementare pentru valori fixe ale contorilor i, 7,
k este 1 (o evaluare a functiei f); numarul de operatii elementare pentru valori
fixe ale contorilor i, j este n+1 (n evaluari ale functiei f i o evaluare a functiei
g), numarul de operatii elementare pentru i fixat este n(n+1)+1 = n?+n+1.
Astfel, numarul total de operatii elementare este n(n?+n+ 1) = n +n? + n.
Deci, T = O(n*+n%+n) = O(n?). Inspectand declaratiile care contin cuvantul
cheie real, se observa ca necesarul de memorie este M = O(2n + 5) = O(n).

Formula matematica:

rez = Z{f(ai) +pH

=1

9(by) + Zﬂai)] } .

k=1

Simplificarea pseudocodului se realizeaza simplificand formula de calcul. Notam:

n

S=3" fla) P=p]]la(b;)+5].

=1

Atunci:
n

rez = Z[f(ai) + P| = Zf(ai) +nP =S+nP.

i=1 =1

Algoritmul devine:

S=0
pentrui=1,n

S =5+ fla;)
P=p

pentru j =1,n
P=p-lg(bj) + 5]
rez=S-+n-P

Acum, ordinul de complexitate din punct de vedere al timpului de calcul este
T =0(2n) = O(n).
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1.7.2 Exemple propuse

1. Fie pseudocodul de mai jos:

intreg n

real s

tablou real bn] ; indicele tabloului Tncepe de la 1
S =

pentru:=1,n

s =5+ +/a;/b;-In(c)

Se cer:

(a) sa se declare variabilele i, ¢ si a;

(b) sa se estimeze ordinul de complexitate al algoritmului din punct de vedere
al timpului de calcul si al necesarului de memorie. Se considera ca operatii
elementare (de referintd) urmatoarele operatii: +, -, *, /, |/, In, iar ca locatie
elementara de memorie, locatia ocupata de un numarul real;

(c) sa se scrie formula matematica de calcul a variabilei s, in functie de datele
problemei;

(d) sa se optimizeze algoritmul in sensul reducerii timpului de calcul si sa se pre-
cizeze timpul de calcul.

2. Fie pseudocodul de mai jos:

intreg n
real p
tablou real z[n]

pentrui=1,n
p=p-sin(zi/y; — 2) - Jw
Se cer:
(a) sa se declare variabilele i, w, y si z;
(b) sa se estimeze T'= O(?) si M = O(?). Operatiile elementare se considera: +,
- %/, Vo sin. Locatia elementara de memorie este locatia ocupata de un

numarul real;

(c) sa se scrie formula matematica de calcul a variabilei p, in functie de datele
problemei;

(d) sa se optimizeze algoritmul in sensul reducerii timpului de calcul si sa se pre-
cizeze timpul de calcul.
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3. Fie pseudocodul de mai jos:

intreg n, ¢
real rez, t, t1, to
tablou real a[n]

rez =10

pentru:=1,n
t1=f(p)-a;
t2=f(p)- fla;)
t =11+ 12

rez =rez+t

Se cer:

(a) sa se estimeze T = O(7) i M = O(?7). Se considera ca operatie elementara
evaluarea functiei f. Locatia elementara de memorie este locatia ocupata de
un numarul real;

(b) sa se scrie formula matematica de calcul a variabilei rez, in functie de datele
problemei;

(c) sa se optimizeze algoritmul in sensul reducerii timpului de calcul gi sa se pre-

cizeze timpul de calcul.

4. Fie pseudocodul de mai jos:

intreg n, ¢
real rez, t, a, b
tablou real p[n]

rez =10

pentrui:=1n
t=f(p:) +0
t=t-f(a)

rez =rez+t

Se cer:

(a) sa se estimeze T' = O(7) si M = O(?). Se considera ca operatie elementara
evaluarea functiei f. Locatia elementara de memorie este locatia ocupata de
un numarul real;

(b) sa se scrie formula matematica de calcul a variabilei rez, in functie de datele
problemei;

(c) sa se optimizeze algoritmul in sensul reducerii timpului de calcul si sa se pre-
cizeze timpul de calcul.
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5. Fie pseudocodul de mai jos:

intreg n, ¢
real x
tablou real c[n][n]
pentrui=1,n
pentru j =1,n
Cij =V ai;+n(y)-bi;

Se cer:
(a) sa se declare variabilele j, y, a si b;
(b) sa se estimeze T' = O(7) si M = O(?). Operatiile elementare se considera:
+ - %5/, NE In. Locatia elementara de memorie este locatia ocupata de un
numarul real;

(c) sa se scrie formula matematica de calcul a variabilei ¢, in functie de datele
problemei;

(d) sa se optimizeze algoritmul in sensul reducerii timpului de calcul si sa se pre-
cizeze timpul de calcul.

1.8 Intrebiri si probleme

1. Sa se implementeze un tip abstract de date, care sa permita reprezentarea cu maxima
eficienta spatiala a polinoamelor cu multi coeficienti nuli, (de exemplu p(x) = 1 +
205

2. Sa se implementeze un tip abstract de date care sa permita reprezentarea eficienta
a matricelor cu multe elemente nule ("matrice rare”).

3. Sa se defineasca o functie care sa permita calculul normei Cebigev a unui vector

el = ma [v

)

$i a unei matrice
n
|A]| = max > " |ay;|
i=1n
j=1

4. Sa se scrie pseudocodul procedurilor de impartire, derivare si integrare a poli-
noamelor.

5. Sa se defineasca urmatoarele tipuri de date: spatiu vectorial complex @"), inelul
matricelor patrate cu elemente complexe @"*™), inelul polinoamelor cu coeficienti
complecsi.
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6.

7.

10.

11.

12.

Sa se scrie o procedura de inmultire a matricelor dreptunghiulare.

Sa se defineasca si implementeze un tip abstract de date avand ca elemente vectori
tridimensionali ®R?, cu care si se efectueze adunari, Inmultiri cu scalari, Inmultiri
scalare si vectoriale.

Sa se defineasca si sa se implementeze un tip abstrat de date avand ca elemente
impedantele cu care se pot face operatii de conexiune serie si paralel. Sa se conceapa
un program capabil sa determine impedanta complexa de transfer a unui cuadripol
pasiv.

Sa se implementeze acelasi tip abstract de date in doua sau trei limbaje diferite de
programare. Sa se compare rezultatele din punctul de vedere al eficientei spatiale
si temporale.

Sa se studieze rutinele dedicate manipularii vectorilor, matricelor, si polinoamelor
dintr-o biblioteca matematica standard.

Sa se defineasca si implementeze un tip abstract de date ale carui elemente sunt
functii rationale cu coeficienti reali. Cum poate fi folosit un astfel de tip de date in
analiza circuitelor electrice liniare in regim tranzitoriu?

Sa se defineasca un tip abstract de date ale carui elemente reprezinta serii Fourier
trunchiate. Cum poate fi folosit acest tip de date in analiza cu calculatorul a cir-
cuitelor liniare in regim periodic permanent nesinusoidal?
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Lucrarea 2

Erori in rezolvarea problemelor
numerice

2.1 Caracterizarea lucrarii

In majoritatea cazurilor, algoritmii cu caracter numeric, dupa implementarea lor pe
un sistem de calcul determina nu solutia exacta a problemei ci o aproximare numerica a
acesteia.

Scopul acestei lucrari este de a evidentia modul in care pot fi caracterizate erorile
numerice, motivele aparitiei acestora si modul in care acestea se propaga. Se studiaza
erorile inerente (datorate datelor de intrare), erorile de rotunjire (datorate reprezentarii
finite, aproximative a numerelor reale) si erorile de trunchiere (datorate aproximarii finite
a unor procese teoretic infinite).

2.2 Principiul lucrarii

Pentru a caracteriza abaterea unei variabile numerice de la valoarea sa exacta se poate
folosi eroarea absoluta, definita prin:

e =x — ", (2.1)
in care x este valoarea exacta a variabilei, iar x* este valoarea sa aproximativa. Deoarece in
majoritatea cazurilor valoarea exacta nu este cunoscuta se prefera utilizarea unei margin:
superioare a erorii absolute:

*
a; > |ex| = |z —z*|. (2.2)
In acest caz, in locul valorii exacte = se opereaza cu intervalul:

F—a, <z <z"+a,. (2.3)

49
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O alta modalitate de caracterizare a abaterii unei variabile de la valoarea exacta este

eroarea relativa: .
€, T —X

Ex = Z = 7 (24)
sau marginea superioarda a acesteia:
ay |z — x|
I,=— >lepsy| = —— (2.5)
] |z]

In majoritatea calculelor tehnice, marimile rezultate in urma masurarii sunt cunoscute
cu 3 maxim 6 cifre semnificative exacte, ceea ce corespunde unor erori relative cuprinse
in intervalul 1072 <+ 107°.

2.2.1 Erori de rotunjire
Una din cauzele frecvente de eroare in calculele cu numere reale se datoreaza reprezentarii
finite a acestor numere in sistemele de calcul.

Modul uzual de reprezentare a unui numar real intr-un sistem de calcul este de forma:
ot = £0,kkk ... k- 10T = m . 10°, (2.6)

unde k este cifra (0,1,...,9), m se numegte mantisa, iar e exponent. Cu exceptia
numarului nul, la care m = 0, in rest mantisa satisface relatia:

0.1< |m|<1. (2.7)

Presupunand ca mantisa este reprezentata cu n cifre, rezulta ca prin aceasta reprezentare
cifrele “I” din reprezentarea exacta:

r=20.kk.. . kIll...-10%"* (2.8)

n

sunt pierdute prin rotunjire.
In consecinta, eroarea relativa de rotunjire

lz—2*|  0,0...00...-10% 0,1...
lz|  0,kk...ll...-10%F  0.kk. ..

Ep = 107" = 10"t (2.9)
depinde de numarul de cifre semnificative folosite in reprezentarea numarului real si nu
de valoarea numarului. Aceasta eroare relativa de rotunjire, specifica sistemului de calcul
(calculator + mediu de programare) este cel mai mare numar real, care adaugat la unitate
nu "modifica” valoarea acesteia. Ordinul de marime al erorii relative de rotunjire in
sistemele uzuale de calcul este 107° + 10720 si poate fi determinat pe fiecare sistem de
calcul cu urmatorul algoritm:
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; calculeaza eroarea relativa de rotunjire

real err
err=1
repeta
err=err/2
pana cand (1 + err = 1)
scrie err

Eroarea relativa de rotunjire err este cunoscuta sub numele de zeroul masinii i nu
trebuie confundata cu cel mai mic numar pozitiv, nenul, reprezentabil in calculator.

2.2.2 FErori inerente

Datele de intrare folosite in rezolvarea unei probleme tehnice provin in multe cazuri
din determinari experimentale. Rezultatul oricarei masuratori este susceptibil de erori si
chiar daca datele de intrare sunt cunoscute cu maxima precizie ele pot fi afectate de erori
de rotunjire.

Erorile datelor de intrare Intr-un algoritm se numesc erori inerente. Aceste erori se
propaga in procesul de calcul gi afecteaza in final solutia problemei. Chiar daca algoritmul
de calcul nu poate fi facut responsabil de prezenta erorilor in datele de intrare, el poate
influenta precizia solutiei. Un algoritm la care eroarea relativa a solutiei nu depaseste
erorile relative ale datelor de intrare este un algoritm stabil din punct de vedere numeric.
In schimb, daci erorile relative ale solutiei sunt mult mai mari decat cele ale datelor de
intrare se spune ¢ algoritmul de rezolvare prezintd instabilitdti numerice. In acest caz
este posibil ca abateri foarte mici ale datelor de intrare sa determine abateri mari ale
solutiei numerice fata de cea exacta, si sa faca solutia numerica inutilizabila. Daca se
noteaza cu y solutia problemei, iar cu 1, xo, ..., x,, datele acesteia, procedeul de calcul va
consta n fond in evaluarea functiei y = f(z1, xo, ..., )

Considerand erorile absolute suficient de mici, acestea se pot aproxima cu diferentiala:

of of of

dy = —d —d oo+ ——dz,,

Y 8ZE1 Tt 8x2 T2t + 8[En o
of of of

_ Y7 . e . 2.1
“ 8x16‘r1 * Oy Coz T oot Oy, Can (2.10)
Erorile relative satisfac relatia:
of of of
y'gy—a—xll’l‘&pl+8—x2$2'€z2+"'+a—xnl’n'€mn. (211)

Deoarece in sistemele numerice de calcul, cele mai complicate proceduri se reduc in
final la operatii aritmetice, va fi analizata propagarea erorilor in cazul celor patru operatii
aritmetice elementare:
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Adunarea:

y = f(z1,22) = 21 + 22,

€y = €y T €y,
g X2
gy = ———€4 + ———E4y. (2.12)
T + T2 T + i)

Daca cei doi termeni x1, x5 au acelasi semn, adunarea este o operatie stabila numeric,

deoarece
T i)
— <1 — <1 Eyl < €mr |+ €201 -
el ESU Pl S B Y S LA PR
Scaderea:
Yy = f(xth) = X1 — Lo,
€y = g — Cqy,
T T

gy = —1 e, - —= ¢, (2.13)

Ty — Xy T — Xy

Daca x, i xo au acelagi semn, operatia de scadere este instabila numeric. Eroarea
relativa a diferentei poate depasgi cu multe ordine de marime eroarea termenilor, prin
fenomenul numit de anulare prin scadere, ca in exemplul:

21 =0,12345+ 1% ; 25 = 0,12344 £ 1% ; y = 21 — 25 = 0,00001 £ 3 - 10'%.

inmul‘girea:
Yy = f(ﬂfl,ifz) = T122
€y = X6z + T1€y,
Ey = Eg +Eq (2.14)

Inmultirea este o operatie stabila din punct de vedere numeric deoarece

eyl < lew |+ [exy]-

impért;irea:
I
Yy = f(xbx?) = ZE_27
1 T
€y = —€p — —=€
Yy 1'2 1 (1'2)2 9
Ey = Eg — Egy (2.15)

Si impartirea este o operatie stabila din punct de vedere numeric deoarece

eyl < lem] + lea]-
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In aceste evaluari ale erorilor s-a considerat ca toate calculele se efectueaza exact. In
realitate, rezultatul este rotunjit (la numarul de cifre semnificative specifice sistemului de
calcul) si eroarea relativa a rezultatului este majorata cu eroarea relativa de rotunjire.

In cazul in care prezinta importanta deosebita evaluarea erorii unui calcul numeric se
poate utiliza urmatorul tip abstract de date care permite controlul propagarii erorii. In
acest tip de date numerele reale x sunt reprezentate prin valoarea x si marginea erorii
relative I';, deci prin intervalul:

(1 -T,) <z <z*(1+T,). (2.16)

real tip inregistrare interval

real val :valoare
real er ;marginea erorii relative
procedura suma (x,y,s) ;calculeazd s = x +y

interval x,y, s
s.wal = z.val + y.val
s.er = err + (|z.val - z.er| + |y.val - y.er|)/|s.vall

retur

procedura dif(x,y,d) :calculeaza d = x -y
interval x,y,d
d.val = x.val — y.val
d.er = err + (|x.wval - z.er| + |y.val - y.er|)/|d.val|

retur

procedura prod(x,y,p) ;calculeaza p = x *y
interval x,y,p
p.val = x.val - y.val
p.er = err + |x.er| + |y.er|

retur

procedura rap(x,y,c) ;calculeazi c =x / y
interval x,y, ¢
cval = x.wal /y.val
cer = err + |v.er| + |y.er|

retur

2.2.3 Erori de trunchiere

In esenta, metodele numerice constau in reducerea rezolvarii unei probleme complicate
la un numar finit de etape simple, care in fond sunt operatii aritmetice elementare. Da-
torita caracterului finit al oricarui algoritm, incercarea de a rezolva probleme de analiza
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matematica, ce presupun teoretic o infinitate de pasi (cum sunt de exemplu calculele
limitelor) determina aparitia unor erori de metoda numite erori de trunchiere.

Calculul numeric al limitelor de sgiruri, serii sau functii (inclusiv calculul numeric
al derivatelor gi integralelor, care se reduc in fond tot la calculul limitelor) presupune
trunchierea unui proces numeric infinit. Pentru a evidentia eroarea de trunchiere se con-
sidera un gir numeric xx = 1,2,...,n convergent catre limita x = limy_,o xx. Conform
definitiei convergentei, pentru orice € exista un n astfel incat |z — zx| < e, pentru orice
k> n In consecinta, pentru o eroare £ impusa exista un rang finit n, astfel incat
T, reprezinta o aproximare satisfacatoare pentru limita x. Rezulta ca, dupa evaluarea
unui numar n suficient de mare de termeni, ultimul poate fi adoptat ca solutie numerica
x* = x,, cuo eroare de trunchiere dependenta de acest n. In general, eroarea de trunchiere
este cu atat mai mica cu cat numarul de termeni calculati este mai mare. Modul in care
eroarea de trunchiere depinde de n caracterizeaza viteza de convergenta a algoritmului.
Se spune ca un algoritm are wviteza de convergenta de ordinul p, daca exista o constanta
c > 0, astfel incat eroarea de trunchiere satisface inegalitatea:

C
eal = Iz =l < —, (2.17)

pentru orice n > 1. Se constata ca ordinul vitezei de convergenta a unui algoritm este
dat de panta dreptei ce margineste superior graficul functiei || = f(n) in scara dublu
logaritmica.

O categorie importanta de procese numerice infinite o reprezinta seriile Taylor. Aces-
tea, fiind serii de puteri, pot fi utilizate la evaluarea functiilor elementare (sinus, cosinus,
exponentiala, logaritm, etc.) si a celor speciale (Bessel, integrale eliptice ) prin reducerea
la operatjii aritmetice elementare (adunari si inmultiri).

Pentru a exemplifica modul in care poate fi sumata numeric o serie cu controlul erorii
de trunchiere se considera dezvoltarea in serie Taylor a functiei y = sin x:

x> x0T
y:x—g%—a—ﬁ—k... (2.18)
Termenul general al seriei poate fi calculat recursiv:
(=D* s x’
Th = ——"— =Tk . 2.19
S O DT U0k —1)(2k — 2) (2.19)

Prin trunchierea seriei la rangul n se obtine

y* = ’; —((2;11 :) - z? L (2.20)

Deoarece seria este alternanta, eroarea de trunchiere este majorata de modulul primului

termen neglijat:
ol
eyl =y -y’ < i (2.21)
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Rezulta urmatorul pseudocod pentru evaluarea functiei sinus cu o eroare de trunchiere
mai mica decat eroarea de rotunjire.

functia sinus(z)

real z,t, s

intreg k

t==x

s=1

k=1

repeta
k=k+2
t=—tz?/k/(k —1)
s=s4+1

pana cand [t| <err

intoarce s

Efortul de calcul pentru evaluarea functiei creste odata cu scaderea erorii impuse, dar
si cu cregterea modulului variabilei z. Deoarece functia sin(x) este periodica, algoritmul
poate fi imbunatatit prin reducerea variabilei la primul cerc (sau chiar la primul cadran).

2.3 Chestiuni de studiat

1. Determinarea erorii relative de rotunjire a sistemului de calcul;
2. Analiza propagarii erorilor inerente;
3. Analiza erorii de trunchiere;

4. Implementarea unor algoritmi numerici care controleaza eroarea.

2.4 Modul de lucru

Pentru desfasurarea lucrarii lansati lucrarea Erori in rezolvarea problemelor numerice
din meniul general. Aceasta are ca urmare lansarea urmatorului meniu:

e Eroarea de rotunjire
e (alcule cu controlul erorii

e FErori de trunchiere
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2.4.1 Determinarea erorii relative de rotunjire a sistemului de
calcul

Se selecteaza optiunea FEroarea de rotunjire care are ca efect calculul si afisarea erorii
relative de rotunjire specifice sistemului.

2.4.2 Analiza propagarii erorilor inerente

Se selecteaza optiunea Calcule cu controlul erorit din meniul principal, care are ca
efect lansarea unui program ce emuleaza un calculator de buzunar care foloseste notatia
poloneza inversa (operand, operand, operator). Acest calculator nu opereaza cu numere
reale ci cu intervale (valoare numerica si margine superioara a erorii relative).

Programul permite introducerea fie a operanzilor (valoare si eroare relativa) fie a op-
eratorilor unari (I - invers, O - opus, V - radical ) sau binari ( +-* /).

Operanzii sunt introdusi intr-o stiva vizualizata pe ecran de 5 coloane (numar de ordine,
valoare numerica, eroare relativa, limita minima si limita maxima a valorii exacte).

Operatorii unari actioneaza asupra ultimului element introdus in stiva, inlocuindu-1 cu
valoarea obtinuta in urma aplicarii operatorului (stiva nu igi modifica dimensiunea).

Operatori binari folosesc ca operanzi ultimele doua elemente din stiva, iar rezultatul
inlocuiegte aceste elemente (stiva se micgoreaza cu o unitate).

Pentru a facilita manipularea stivei sunt disponibili inca doi operatori unari, cu car-
acter nenumeric (R - repeta varful stivei si E - extrage element din stiva), care modifica
(incrementeaza respectiv decrementeaza) inaltimea stivei.

Se propune rezolvarea ecuatiei de gradul doi:
ar® +bx +c =0,

in care a = 1, b = —100.01, ¢ = 1 (cu radacinile x; = 100; xs = 0,01). Valorile a, b, ¢ se

vor introduce cu erorile relative de 0.1% = 0.001. Se vor nota valorile intermediare:

A = b —4ac,

—b+ VA

r = —
2a

—b— VA

Ty = —F
2a

si erorile relative asociate.

Pentru a evita erorile datorate anularii prin scadere, se va calcula a doua radacina pe

baza relatiei 129 = ¢/a
c
Ty = —.
axr,
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Se vor compara erorile relative gi absolute ale rezultatelor obtinute pe cele doua cai.

2.4.3 Analiza erorii de trunchiere

Se selecteaza optiunea FErori de trunchiere din meniul principal, care are ca efect

lansarea unui program care realizeaza sumarea urmatoarelor serii:

e Taylor pentru functia exponentiala

e Taylor pentru functia sinus

e Taylor pentru functia logaritm natural
e Fourier pentru functia crenel

e armonica alternanta

e armonica alternanta cu convergenta imbunatatita prin metoda Euler

Dupa selectarea seriei si alegerea valorii variabilei independente x, programul calculeaza

si afiseaza suma partiala a seriei si eroarea absoluta de trunchiere pentru diferite ordine,

apoi reprezinta grafic variatia erorii in functie de numarul de termeni sumati. Pentru a

putea facilita comparatiile se pot reprezenta si mai multe grafice de erori simultan.

Se recomanda observarea convergentei

e seriilor Taylor pentru evaluarea expresiilor:

— exp(0), exp(1), exp(5), exp(-10), exp(10),
— sin(0), sin(1), sin(10),
— In(1), In(0.1), In(1.1).

Reamintim ca dezvoltarile in serie Taylor sunt:

2 3 4

. T T T
e A TR TIE

. 1'3 .ZU5 .177

sin(w) = wogrtg gt

In(z) = (z—1)— (

e seriei Fourie pentru evaluarea expresiilor:

— crenel(1), crenel(0.1).
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Functia crenel este definita astfel

dacasin(x) > 0
dacasin(x) <0

crenel (z) = { 4

_T
4

iar dezvoltarea ei 1n serie Fourier conduce la

sin(3z)  sin(bz)
3 + 5 -

crenel (z) = sin(z) +

e armonicii alternante

o

1 1 1 1
A=1l—-4-—-4. . .= —1)k+i_
SRICI ;( ) k

e armonicii alternante cu convergenta imbunatatita

1 1

_ _1 1_1 _ (21@—1_%)
A=1-o+o 4+..._o.5+2—4k

k=1

Se vor comenta rezultatele si se va aprecia viteza de convergenta.

Indicafie: Pentru estimarea vitezei de convergenta se calculeaza panta dreptei ce
margineste graficul erorii, in scara dublu logaritmica.

2.4.4 Implementarea unor algoritmi cu controlul erorii

Se va genera pseudocodul functiei cosinus, determinata prin serie Taylor trunchiata
pana la atingerea unei erori de trunchiere impuse. Se va implementa acest algoritm intr-
un limbaj de programare sub forma unei functii cosinus(x,ert), in care = este variabila
independenta iar ert este eroarea de trunchiere impusa. Se va implementa algoritmul de
determinare al erorii relative de rotunjire err, iar in final se va implementa algoritmul de
evaluare a functiei cosinus cu ert = err si cu controlul propagarii erorii, sub forma unei
proceduri care sa calculeze cos(x) i eroarea relativa asociata.

2.5 Exemple

2.5.1 Exemple rezolvate

1. S& se calculeze o margine a erorii relative pentru aproximarea numarului v/2 cu 2
cifre semnificative exacte.

Rezolvare:
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Notam cu z = /2 = 1.4142. . ., valoarea exacta a numarului V2. Aproximarea cu
2 cifre semnificative exacte a lui /2 este: z* = 1.41.

Eroarea absoluta este: e, =z — x* =1.4142... — 1.41 = 0.0042. . ..
Eroarea relativa este:
. e, 0.0042...
Tox 1.4142..)0
care este marginita de:
0.005

el < =5 = 0.0035... < 0.0036 = 0.36%.

Deci: V2 = 1.41 + 0.36%.

2. Fiex =543+ 1%, y = —5.42 + 2%, . =3 + 1%.
Sa se calculeze (z + y) - z. Comentati rezultatul obtinut.
Rezolvare:

Mai intai se efectueaza operatia din paranteze, care este, de fapt, o scadere: x+vy =
5.43 — 5.42 = 0.01. Eroarea relativa va fi marginita de:

543 1 0.42 2

Y 0.01 100 0.01 100

Tty

Fx—i-y = T

x—i—y‘

= 5.43 4+ 10.84 = 16.27 = 1627%.

Eroarea este foarte mare deoarece au fost scazute doua numere foarte apropiate (a
aparut fenomenul de anulare prin scadere).

Rezultatul final (z + y) - z = 0.03 este calculat cu o eroare relativa marginita de:

1627 L 1628

Ty = Tyry + T, = = % 1698%.
(@ty) +uF 100 7100~ 100 628%

3. Fiex =23+2%, y =324+ 3%, 2 =5.5+5%.
Sa se calculeze (z +y) + z si © + (y + z). Comentati rezultatele obtinute.
Rezolvare:
Sa calculam (z + y) + z. Mai intéi se efectueaza operatia din paranteze: = + y =

2.3+ 3.2 = 5.5. Eroarea relativa va fi marginita de:

LF+L
r+y r+y

. T (222)

293 2 32 3 9258
r,,, —=2. 2 ;22 2 _ 299 _ 9530
=55 100 55 100 100 ¢
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Rezultatul final (x + y) + 2z = 5.5 + 5.5 = 11.0 este calculat cu o eroare relativa
marginita de:

r+y

rEE r.: (2.23)

Laty)4z = Ty

(x+y)+2z

55 142 1 55 5 379
D, = o0 . 22— 29 — 3.79
G+ = 17 55 700 T 11100 100 %.

In continuare calculam x + (y + z). Mai intai se efectueaza operatia din paranteze
y+ 2z =3.2+5.5=_8.7. Eroarea relativa va fi marginita de:

z

AP
y+z

Fy—i—z - ‘

32 3 55 5 4.26
F = T T —_— = 4 26
vt = g7 100 T 87 100 100 %.

Rezultatul final x 4+ (y + z) = 2.3 + 8.7 = 11.0 este calculat cu o eroare relativa
marginita de:

T
T+ (y + 2)

y+z
Tt T Lyes (2.25)

Tot(yt2) = z

23 2 87 371 1 379
Ty = o 2 20 200 — 3.79
o) =7 100 T 11 847 100 100 %.

Observam ca:

Laty)+z = Davyrs)-
Intr-adevér, inlocuind relatia (2.22) in relatia (Z.23), obtinem:

z
rT+y+z

T
rT+y+z

Y
Loty = + g Y L. (2.26)

Similar, inlocuind (2:24)) in (225), obtinem exact acelasi rezultat, (2:26]).

In realitate, In aceste calcule nu am tinut cont de erorile de rotunjire eps. Acestea
se suprapun peste erorile inerente, astfel incat este mai corect sa scriem:

| | F 2.27
= | s 227
Urmeaza ca:
T+y Z
| ,=|— Ty, +|—————|T', + eps. 2.28
= =y 2| Y (x—i-y)—i-z‘ p (2.28)
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Inlocuind (Z27) in (228), rezult ci:

T Yy
Lipr)ss = |———— _ _— ———~ | eps+eps.
)t =y 2 z+y+z| ! |rty+z vyt T
Similar se obtine:
) Ty 2 r+y+z| Y lr+y+z r+y+z pseps.

In consecinta:

F(m—l—y)—i—z # F:c+(y+z)-

Adunarea numerelor reale pe un sistem de calcul nu este asociativa.

2.5.2 Exemple propuse

1.

Sa se calculeze o margine a erorii relative pentru aproximarea numarului 7 cu 3 cifre
semnificative exacte.

Sa se calculeze o margine a erorii relative pentru aproximarea numarului e cu 2 cifre
semnificative exacte.

Fie x = 2.01 £ 1%, y = 4.24 £ 4%, z = 2.12 + 2%.

Sa se calculeze  — y/z. Comentati rezultatul obtinut.

Fiex =312+ 1%, y =2+ 1%, 2z = 1.21 &+ 2%.

Sa se calculeze = x y + z.

2.6 Intrebiri si probleme

. Cum poate fi caracterizata eroarea unei variabile vectoriale x?

Implementati algoritmul de determinare a erorii relative de rotunjire in diferite
limbaje de programare (in simpla si dubla precizie) si apoi comparati rezultatele.

Ce modificari trebuie aduse algoritmului de determinare a erorii relative de rotunjire
pentru ca acesta sa determine nu numai ordinul de marime al erorii ci si valoarea
sa exacta?

Definiti si implementati un tip abstract de date, care sa reprezinte fiecare numar real
ca o pereche de numere reale ce 1l incadreaza (valoare maxima, valoare minima).
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5. Este adunarea numerelor reale rotunjite o operatie asociativa? Pentru a aduna mai
multe numere reale diferite cu eroare minima ele trebuie sortate in ordine crescatoare
sau descrescatoare?

6. Pentru a micsora erorile de rotunjire la sumarea unei serii cum trebuie adunati
termenii, in ordine crescatoare sau descrescatoare?

7. Folositi optiunea Calcule cu controlul erorii pentru a determina rezistenta de sunt
ce trebuie folosita la transformarea unui galvanometru de I1mA (in clasa 2%) a carui
rezistenta R = 57.5() a fost determinata cu precizie de 0,5(%) intr-un ampermetru
de 1A.

8. Generati un algoritm pentru rezolvarea unei ecuatii de gradul doi, care evita fenomenul
de anulare prin scadere.

9. Generati gi implementati un algoritm, pentru evaluarea functiilor Bessel.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768, France - 1830, France)

A
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Fourier.html


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Taylor.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fourier.html

Lucrarea 3

Rezolvarea sistemelor de ecuatii
liniare prin metoda Gauss. Strategii
de pivotare in rezolvarea sistemelor
algebrice liniare

3.1 Metoda Gauss fara pivotare

3.1.1 Caracterizarea metodei

Metoda Gauss este o metoda directa de rezolvare a sistemelor de ecuatii algebrice liniare
care au matricea sistemului patrata si nesingulara. Solutia sistemului se obtine dupa un
numar finit de pasi.

In lucrare se prezinta principiul metodei si se analizeaza algoritmul atat din punctul
de vedere al complexitatii cat si al stabilitatii numerice, evidentiindu-se limitele acestei
metode.

3.1.2 Principiul metodei

Fie sistemul de ecuatii:

any +aprs + ...+ aipty, = b1
91 T1 + QooTa + ... + Aok, = by

...... (3.1)
1Tl + GpaZo + ...+ QppTyn, = by

63
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sau 1n forma matriceala

Az =b (3.2)

A fiind matricea patrata n X n - dimensionala, iar b si x doi vectori n - dimensionali.
Cunoscand matricea sistemului A gi termenul liber b se pune problema determinarii solutiei
x.

Inmultind prima ecuatie, pe rand, cu —a;; /aq1, pentru i = 2,...,n, apoi adunand-o la
ecuatia cu numarul ¢, se elimina x; din toate ecuatiile, cu exceptia primei ecuatii:

anry +aprs+ ...+ apt, = b1
22T + ...+ AopnT, = bQ
...... (3.3)
oo + ...+ Ty, = by
Coeficientii care apar in linile 2, ..., n, desi modificati, s-au notat in acelagi mod,
deoarece ei se vor memora in aceleasi locatii de memorie.
Inmultind a doua ecuatie cu a;3 /a9y si adunand-o apoi la ecuatia i, pentrui = 3, ..., n,
se elimina x5 din toate ecuatiile aflate sub linia a doua.
Se continua astfel pana se aduce sistemul la forma:
a11r1 + a2 + ... + 1T, = b1
a92To + ...+ A9pnT, = bQ
...... (3.4)
Apndyp = bn
unde aqq,...,ann, b1,...,b, au alte valori decat in sistemul initial.
Necunoscutele se determina prin retrosubstitutie:
bn
L = )
a"I’LTL
. bn—l — Ap—1,nTn
Tp—1 = )
p—1,n-1
n
b= X (kT
A, J;
n
b — D i Q1,5
T = .
an

Etapa de aducere a matricei A la forma triunghiulara se numeste eliminare sau trian-
gularizare, iar etapa de determinare a solutiilor - substitutie regresiva sau retrosubstitutie.
Fiecare din elementele agg, cu k= 1,2, ..., n se numeste pivot.
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Daca la o etapa a algoritmului se intalnegte un pivot nul, pentru a evita o impartire
la 0 este necesara o permutare a liniilor (sau a liniilor i coloanelor) in scopul aducerii pe
linia 7, coloana ¢ a unui element nenul. Aceasta operatie poarta numele de pivotare.

3.1.3 Pseudocodul algoritmului Gauss fara pivotare

procedura gauss_fp(n, a,b, x)
tablou real a(n,n),b(n), z(n)
‘eliminare
pentruk=1n—1
pentrui=%t+1,n
b= aik/akk
pentru j =k+1,n
Q55 = Qi5 — Q5P
bi = b; — byp
;retrosubstitutie
Ty = bp/ann
pentrut=n—1,1,—1
s=2b;
pentru j=n,t+1,-1
5§ =8 — ;T
T = s/a;
retur

Procedura are parametrii:

e de intrare:

— n = dimensiunea sistemului;
— a(n,n) = matricea sistemului;

— b(n) = vectorul termenilor liberi;
e de iegire:

— x(n) = vectorul solutie.

;etapele eliminarii
;parcurge coloana de sub pivot

;parcurge linia 4, la dreapta
;pivotul

Matricea A este adusa la forma superior triunghiulara dupa n — 1 pagi. La fiecare pas
k, linia k si cele de deasupra ei, colona k si cele din stanga ei nu sunt afectate.
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3.1.4 Analiza complexitatii

Efort de calcul

Pentru trecerea de la pasul k la pasul k + 1 se efectueaza:

e (n—k)(n—k+1) inmultiri,
o (n—k)(n—k+1) adunari,
e (n — k) impartiri.

In consecinta, pentru trecerea de la matricea initiala la forma superior triunghiulara,
se vor efectua:

) Zz;i(n —k)(n —k+1) =n(n?—1)/3 inmultiri,
o X' n—k)(n—k+1) = n(n?—1)/3 aduniri,

o > (n—k)=n(n—1)/2 impartiri.
In etapa de retrosubstitutie se mai efectueaza:

o > (n—i)=mn(n—1)/2 inmultiri,
o > (n—i)=mn(n—1)/2 aduniri,
e 7 impartiri.

Deci, 1n total se efectueaza:

e n(n—1)(2n+5)/6 inmultiri,

e n(n—1)(2n+5)/6 adunari,

e n(n+ 1)/2 impartiri.

Deoarece, in general, timpul necesar calculatorului pentru a efectua o inmultire sau o

impartire este aproximativ egal cu cel consumat pentru o adunare, efortul de calcul este
2n(2n? 4+ 6n — 2)/6 operatii aritmetice elementare.

Dacd n este mare (n > 2), efortul de calcul este de ordinul 2n3/3 si se noteaza O(2n3/3).
Necesarul de memorie

Pentru memorarea matricei A si a vectorilor b si x sunt necesare: n?+n-+n = n(n+2)
locatii de memorie, fiecare locatie de memorie fiind rezervata unui numar real.
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3.1.5 Analiza erorilor
Rulat pe un calculator ipotetic de precizie infinita, algoritmul Gauss permite determinarea
solutiei exacte a sistemului. Cu alte cuvinte acest algoritm nu introduce eroare de metoda.

Pot apare insa erori de rotunjire, datorate preciziei finite a echipamentului de calcul.
Aceste erori cresc odata cu cresterea dimensiunii n a sistemului.

Metoda Gauss In aceasta varianta (fara pivotare) poate genera instabilitati numerice
chiar daca nu se intalneste vreun element a; nul, din cauza erorilor de rotunjire.

Pentru evaluarea erorii se poate folosi reziduul
r=Ax -0, (3.6)

mai precis norma lui. Aceasta norma poate fi evaluata euclidian:

Il = [>_rk (3.7)

7]} = max ||ref|, k=1,...,n. (3.8)

sau in sens Cebigev:

Eroarea relativa se defineste ca
er = Irll/lloll. (3.9)

Norma reziduului definita anterior, nu trebuie confundata cu norma erorii adevarate:

¢ = [lzadevirat — <l (3.10)
Eroarea relativa adevarata se defineste ca:
e = e/lzadeviratll (3.11)

Calculul erorii (BI0) ar necesita insa cunoasterea solutiei exacte a sistemului. De
aceea, in practica se face doar o ewaluare a erorii, folosind norma reziduului, care insa
poate avea o valoare mai mare sau mai mica decat eroarea reala.

3.2 Strategii de pivotare in rezolvarea sistemelor al-
gebrice liniare
3.2.1 Caracterizarea metodei

Pivotarea este o metoda care permite extinderea domeniului de aplicabilitate a metodei
Gauss si Imbunatatirea stabilitatii ei numerice.
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In acest paragraf se analizeaza diferite strategii de pivotare si efectele lor asupra erorii
cu care se obtine solutia.

3.2.2 Principiul metodei

La rezolvarea unui sistem de ecuatii prin metode directe, de exemplu prin metoda Gauss,
poate apare situatia in care un element pivot ay; este nul, chiar daca matricea sistemului
este nesingulara. Metodele directe necesitand impartirea la pivot, sistemul nu se poate
rezolva in forma data.

Permutarea liniilor gi/sau a coloanelor astfel incat sa se aduca pe pozitia diagonala
(k, k), un element nenul se numeste pivotare. Pentru a obtine o buna stabilitate numerica
(erori de rotunjire minime) se prefera alegerea ca pivot a unui element de modul maxim.

Se pot utiliza trei strategii de pivotare: partiala, totala sau diagonala.

Pivotarea partiala consta in cautarea pivotului de modul maxim printre toti coeficientii
aflati sub linia & gi pe coloana k gi aducerea acestui element pe pozitia (k, k) prin permutari
de linii (ceea ce este echivalent cu schimbarea ordinii ecuatiilor).

Pivotarea totala consta in cautarea pivotului de modul maxim printre toti coeficientii
aflati sub linia & i la dreapta coloanei k si aducerea acestui element pe pozitia (k, k) prin
permutari de linii si de coloane (se schimba atat ordinea liniilor cét si cea a coloanelor).

Pivotarea diagonala consta in cautarea pivotului optim doar printre elementele di-
agonale a;;, cu i > k. Aducerea acestui element pe pozitia (k, k) se face, ca si la pivotarea
totala, prin permutari de linii si coloane. Avantajul acestei strategii de pivotare este
pastrarea simetriei matricei sistemului.

La metoda cu pivotare partiala, unde se fac doar permutari de linii, ordinea necunos-
cutelor in fiecare ecuatie nu se modifica. La metodele cu pivotare totala sau diagonala,
datorita permutarii coloanelor, se modifica si ordinea necunoscutelor in sistem. De aceea,
aceste strategii impun memorarea permutarilor de coloane facute pe parcursul algoritmu-
lui, pentru a se putea reconstitui la sfarsit ordinea initiala a necunoscutelor.

3.2.3 Pseudocodul algoritmului Gauss cu pivotare partiala

functia gausspp (n, a, b, x)
tablou real a(n,n), b(n), x(n)

; eliminare ; etapele eliminarii
pentruk=1n—-1 ; gasire pivot
max = k

pentrum=%k+1,n
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daca |G| > |amas k| atunci maz =
daca a4, = 0 atunci intoarce 1 :
daca max # k atunci ;
pentru m =k.n
temp = agm

Ak = Amaz,m

Amaz,m = temp
temp = by, ;
bk - bmaz

bmaz = temp ;
pentrui=F%Lt+1,n ;
daca a;;, # 0 atunci
p= az‘k/akk
pentru j =k+1,n ;
Qjj = Qjj — Qfj * P ;
b =b; — by -p
; retrosubstitutie
daca a,,,, = 0 atunci intoarce 1 :
Tp = bn/an,n
pentru:=n—1,1,—-1
S = bz
pentru j =n,1+1,—1
S =8 =0 Ty
Ty = S/au‘
intoarce 0

Functia are parametrii:

e de intrare:

n = dimensiunea sistemului;
a(n,n) = matricea sistemului;
b(n) = vectorul termenilor liberi.

e de iegire:
x(n) = vectorul solutjiei.

Functia intoarce:

0 - daca algoritmul s-a executat integral;
1 - daca matricea sistemului este singulara.

m
eroare
permuta liniile max, k

permutad termenii liberi

s-a gasit pivotul
parcurge coloana de sub pivot

parcurge linia i
la dreapta pivotului

€roare
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3.2.4 Analiza complexitatii

Efort de calcul

Daca se neglijeaja timpul consumat datorita permutarilor de linii, efortul de calcul la
procedura Gauss cu pivotare este de ordinul O(2n3/3), ca si la cea fard pivotare.

Necesarul de memorie

Pentru memorarea matricei A si a vectorilor b i x sunt necesare:
n*+n+n=n(n+2)

locatii, fiecare locatie de memorie fiind rezervata unui numar real.

3.2.5 Analiza erorilor

Erorile se calculeaza la fel ca la algoritmul Gauss fara pivotare. Desi stabilitatea numerica
a algoritmului cu pivotare este in general mai buna, totusi, erorile de rotunjire pot afecta
grav solutia in cazul sistemelor slab conditionate.

3.3 Chestiuni de studiat

1. Rezolvarea unor sisteme algebrice liniare;
2. Analiza experimentala a algoritmilor;
3. Implementarea algoritmilor intr-un limbaj de programare;

4. Cautare de informatii legate de aceasta tema.

3.4 Modul de lucru

Se selecteaza lucrarea Rezolvarea sistemelor cu metoda Gauss din meniul principal. Aceasta
are ca efect lansarea urmatorului meniu:

e Rezolvare sisteme de ecuatii

e Analiza algoritmilor
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3.4.1 Rezolvarea unor sisteme algebrice liniare

Se selecteaza optiunea Rezolvare sisteme de ecuatii.

Se vor introduce parametrii necesari pentru rezolvarea urmatoarelor sisteme:

(331 + 2 + 3 4+ x4 + x5 = 9 R: z1=1
21‘1 + T2 —f- T3 —|— 3?[74 —|— Ty = 12 To = 2
r1 + xo + 33 + x4 + 225 = 17 T3 =3
2%1 + 3.%2 + x3 + 233'4 + x5 = 15 Ty = 1

L ry + X2 + x3 + x4 + 4375 = 15 Ty = 2

T + i) — 21’3 = -3 R: r = 2
3ZL'1 + r3 = 10 To = 3
r1 + 2z + x3 = 12 T3 =4

y o+ oz 4

2 + y + 2z = 11

r + 2y + =z 7

r + 2y + z =7

r 4+ 2y + 2z = 10

2 + 4y + 3z = 11

mx; + 1000z, = 1000
100024 = 1000
unde m ia valorile: 1000, 100, 10, 1, 10—, 1074, 10~?, 1075,

Se vor selecta pe rand metoda fara pivotare si apoi cu pivotare. Se vor comenta

rezultatele obtinute.

3.4.2 Analiza experimentala a algoritmului

Se selecteaza optiunea Analiza algoritmilor.

Astfel, se apeleaza un program care rezolva sisteme de ecuatii liniare de diferite marimi
prin metoda Gauss fara pivotare, Gauss cu pivotare partiala si Gauss cu pivotare totala.

Parametrul de intrare al programului este dimensiunea sistemului, n. Dupa preluarea
acestui parametru programul genereaza aleator un sistem de n ecuatii si n necunoscute,
il rezolva si afiseaza: eroarea absoluta, eroarea relativa si reziduul rezultatului, calculate
fiecare cu formula normei Euclidiene, sau a normei Cebigev (in total 6 valori). Se afiseaza

de asemenea timpul de calcul.
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Pentru a simplifica operatia de culegere a datelor numerice, programul cere valoarea
initiala a lui n, valoarea finala si pasul. Se recomanda folosirea urmatoarelor valori:
valoare initiala 10, valoare finala 100, pas 10, ceea ce corespunde sirului de valori n =
10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100.

Rezultatele numerice sunt afisate in consola Scilab si reprezentate grafic.

Se vor nota pentru fiecare n gi fiecare metoda eroarea relativa (norma Euclidiana si
norma Cebisev) si reziduul relativ (norma euclidiana), precum gi timpul de calcul.

| n | I E 1 90 | 100 |
timp G.fp
[s] G.pp
G.p-t
er.rel G.fp
(Euclid) | G.p.p.
er.rel G.fp
(Cebisev) | G.p.p.
reziduu rel. | G.f.p
(Euclid) | G.p.p.

Se vor reprezenta pe hartie milimetrica:

e curba timpului de calcul in functie de dimensiunea sistemului n;

e curbele erorilor de calcul in functie de n.

3.4.3 Implementarea algoritmilor intr-un limbaj de programare
Se va implementa o procedura proprie de rezolvare a unui sistem de ecuatii prin metoda
Gauss fara pivotare. Se va compila procedura eliminindu-se eventualele erori.

Se va scrie pseudocodul si se va implementa pe calculator un program care apeleaza
procedura de la punctul anterior si rezolva sistemul de ecuatii:

2 + y + =z 7 R: x=1
r +y + z = 6 Yy =2
2 + y + 3z = 13 z2=3

Acest program va permite introducerea datelor de la consola si afisarea pe ecran a
solutiei. Se vor nota si comenta rezultatele obtinute, eventualele dificultati aparute pe
parcursul lucrului.
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3.4.4 Cautare de informatii

Cautati pe Internet informatii (coduri) legate de metoda Gauss pentru rezolvarea directa
a sistemelor de ecuatii liniare. Exemple de cuvinte cheie: Gauss elimination and back
substitution.

3.5 Exemple

3.5.1 Exemple rezolvate

1. Fie sistemul de ecuatii:

r + 2y — z =4
20 + 2y — 3z = 2
—3r + 2y + 2z = 2

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda Gauss.
Rezolvare:

Deoarece matricea coeficientilor sistemului de ecuatii este patrata si nesingulara,
metoda Gauss se poate aplica pentru rezolvarea sistemului de ecuatii.

Metoda Gauss consta in etapa de eliminare si etapa de retrosubstitutie.

In etapa de eliminare (sau triangularizare) matricea coeficientilor sistemului de
ecuatii se aduce la forma superior triunghiulara.

Pentru triangularizarea matricii, prima ecuatie (linie, notata L; in ¢ ele ce urmeaza)
se inmultegte cu —(2/1) si se aduna la a doua ecuatie (linie, L) pentru a se elimina
termenul in z din a doua ecuatie. De notat ca, dupa acest pas, prima ecuatie nu se
modifica, doar a doua ecuatie sufera modificari, conform relatiei L), = Lo+ (—2)- L;.

Ly v+ 2y - zo= 4 [ (=)

Ly 2v + 2y — 3z = 2 Lh=Lo+(—2)-Ly
_ S

Ls =3z + 2y + 2z 2

Ly r + 2y — z = 4

L, - 2y — = —6

Ls —3r + 2y + 2z = 2

In continuare, prima ecuatie (L) se inmulteste cu —[(—3)/1] si se aduni la a treia
ecuatie (L3), astfel eliminandu-se termenul in z si din a treia ecuatie (L = Ly + 3 -
Ly).
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Ly T+ 2y — z = 4 |-(-32)

L - 2y — = —6

Ls —3r 4+ 2y + 2z p Ly=LatsIn
Ly r 4+ 2y — z = 4

L - 2y — z = —6

L + 8y — 2z = U4

Se observa ca elementele de sub elementul diagonal din prima ecuatie sunt nuli.

Mai departe, se urmareste anularea elementelor de sub elementul diagonal din a
doua ecuatie.

Astfel, a doua ecuatie (L}) se inmulteste cu —[8/(—2)] si se aduna la a treia ecuatie
(L%), eliminandu-se termenul in y din a treia ecuatie (L% = L4 +4 - L))). De notat
ca ecuatia a doua (L)) nu sufera modificari.

Ly r + 2y — z = 4

LIQ a 2y - == _6 ’(__i) " / /
L + 8y — 2= U4 Bimlaghla
Ly r 4+ 2y — z = 4

L - 2y — = —6

LY — 5z = —10

Se observa ca matricea coeficientilor ultimului sistem de ecuatii este superior tri-
unghiulara.

Necunoscutele sistemului se determina in etapa de retrosubstitutie (substitutie
regresiva).
In ultima ecuatie apare o singura necunoscuta, z, care se calculeaza astfel:

~10
_ Y
T 5

In a doua ecuatie, avem tot o singura necunoscuta, y, deoarece z este deja calculat
la pasul precedent. Astfel:
_—6+2z —6+2

_ 2.
Iy=73 9

In sfarsit, in prima ecuatie, singura necunoscuta este acum x, iar y si 2z fiind calculate
la pagii anteriori. Rezulta:

49
x:+ﬂz4—4+2:2.
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Solutia sistemului de ecuatii este (2, 2, 2).

2. Fie sistemul de ecuatii:

- + 2y + 4z = 5
3r — y + =z = 3
2z - y + z = =2

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda Gauss.
Rezolvare:
Etapa de eliminare:

e Prima ecuatie (L;) se inmultegte cu —[3/(—1)] si se aduna la a doua ecuatie (Ls),
astfel se elimina termenul in = din a doua ecuatie. Doar a doua ecuatie se modifica

e Prima ecuatie (L;) se inmulteste cu —[(—2)/(—1)] si se aduna la a treia ecuatie
(L3), astfel se elimina termenul in x si din a treia ecuatie (L = Ly + (—2) - Ly).

De precizat ca prima ecuatie (L;) nu se modifica.

— = (=3 (=2
Ly r + 2y + 4z 5 |-( _1> |- ( _1> LymlLat3Ls
L2 3.’17 - y + z = 3 s
Lj —2r — y 4+ z = =2 Léngz)'Ll
Ly —r + 2y + 4z = 5
L, 5y + 13z = 18
r, 5y — 7z = —12

e A doua ecuatie (L)) se inmulteste cu —[(—5)/5] si se aduna la a treia ecuatie (L}),
eliminandu-se y din a treia ecuatie (L5 = L5 + 1 - L}).

De notat ca ecuatia a doua (Lj) nu sufera modificari.

Ly - + 2y + 4z = )

L, 5y + 13z = 18 |- (—32)

L — By — Tr = —12 HiLarts
Ly -xr + 2y + 4z = 5

L, 5y + 13z = 18

L 6z = 6

Se observa ca matricea coeficientilor ultimului sistem de ecuatii este superior tri-
unghiulara.
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Etapa de retrosubstitutie:

e Necunoscutele sistemului se determing astfel:

6 _

=1

18-132 __ 18-13 _
=5

5—2y—4z _ 5—2—4 __ 1

-1 -1

|8 < W
|

Solutia sistemului de ecuatii este (1, 1, 1).

. Fie sistemul de ecuatii:

—2r + y — z = =3
—dx + 4y + 2z = 7
6z + 2y + 3z = 19

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda Gauss.
Rezolvare:

Etapa de eliminare:

L -2 — = -3 |.(—= (=5

1 r + Yy z | ( _2) | ( _2) Lh=Lo+(~2)-Ly
L, —4r + 4y + = 7 —

Ly 6x + 2y + 3z = 19 Li=La{3-Ls

L, —2r + y — z = =3

L 2y + 3z = 13 |-(-2)

L, 5y = 10 L3=Lst(55/2) L
L, —2r + y - z = =3

L, 2y + 3z = 13

1 M

Matricea coeficientilor ultimului sistem de ecuatii este superior triunghiulara.

Se observa ca in ultima ecuatie a penultimului sistem de ecuatii de mai sus exista
o singura necunoscuta, y. Determinarea lui y din aceasta ecuatie este corecta din
punct de vedere matematic, dar nu este conform metodei Gauss. La metoda Gauss,
necunoscutele sistemului se determina cand matricea sistemului are o forma superior
triunghiulara, ceea ce nu este cazul matricii penultimului sistem de ecuatii.

Etapa de retrosubstitutie:
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z = —#%=3
2
. 13°3: _ 13-9 _
v Ly 2323
_ —3—ytz _ —3-243 _
r = —— =—====1

Solutia sistemului de ecuatii este (1, 2, 3).
4. Fie sistemul de ecuatii:

2y — 3z = —1
r + Yy -
—2x + 3y + =z =

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda Gauss.
Rezolvare:
Etapa de eliminare:

In prima ecuatie coeficientul diagonal (pivotul, termenul in z) este nul, ceea ce ar
duce la o impartire la zero in etapa de eliminare. Din acest motiv, trebuie sa se
aplice o tehnica de pivotare. Se va utiliza pivotarea partiala (permutarea a doua
linii), fiind cea mai ugor de aplicat.

Pentru a obtine erori de rotunjire minime, se permuta prima ecuatie (cu pivot nul)
cu ecuatia care are termenul in z maxim in modul (coeficientul de sub pivotul nul).
Se observa ca a treia ecuatie indeplinegte aceasta conditie (| — 2| > [1]).

Astfel, prima ecuatie se permuta cu a treia ecuatie, iar sistemul de ecuatii devine:

L —2r + 3y + =z (=)

Lo T+ oy - 2= 1 Lhy=Lo+(1/2)-L,
Ly 2y — 3z = -1 -

Ly -2 4+ 3y + =z = 2

L/2 %y a %z - 2 |(_§) " ’ ’
Ly 2 — 3z = -1 LY=L +(S4/5) Ly
L} 2 + 3y + oz = 2

Ly - 3% = 7%

Matricea coeficientilor ultimului sistem de ecuatii este superior triunghiulara.

Etapa de retrosubstitutie:
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Solutia sistemului de ecuatii este (1, 1, 1).

5. Fie sistemul de ecuatii:

2x
—3x

—= =1
o 1
222 — 222 =1
2723yfz 22—3—1
= = =1
Yy + 2 + w
2y — 2z + w =
29 + 2z — w =
y + z + 2w

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda Gauss.

Rezolvare:

Etapa de eliminare:

—r +
2 —
—3r +
x —_—
-r +

y + 2
2y z
2y + =z
3y + =z
y + =z
y — 2z

2y + 2z

2w

w
3w
4w
3w

|- (—27)

L/2=L2+2~L1

Lé=L3+i —3)~L1

Lg=L4 +L1

In a doua ecuatie coeficientul diagonal (pivotul, termenul in y) este nul, fiind nece-

sara o pivotare partiala.

Pentru a obtine erori de rotunjire minime, se permuta a doua ecuatie (cu pivot nul)

cu ecuaftia care are termenul in y maxim in modul (coeficientul de sub pivotul nul).

Se observa ca a patra ecuatie indeplineste aceasta conditie (| — 2| > | — 1]).

Astfel, a doua ecuatie se permuta cu a patra ecuatie, iar sistemul de ecuatii devine:
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Ly [~z + ¥y + 2z + w = 2

L -2 + 22 + 3w = 3 |-(-3)

Lg -y — 2z — 4w = -7 Lg:nguz).Lg
Ly o\ z + 3w = 4

Ly [+ y + 2z + w 2

Ly -2+ 2+ 3w = 3

LY - 3z — %w = —177 |(__L3)

L : o+ 3w 1 R

\

Li [z 4+ y+ 2z + w 2

Ly - %+ 2+ 3w = 3

L// _ 32 — Ew = —1—7

L?” QZU} 22

4 L 6 6

Matricea coeficientilor ultimului sistem de ecuatii este superior triunghiulara.

Etapa de retrosubstitutie:

T = = =1.

Solutia sistemului de ecuatii este (1, 1, 1, 1).

3.5.2 Exemple propuse

1. Fie sistemul de ecuatii:

v — y + =z = 3
dr — by + 2z = =2
—xr 4+ 2y + 4z = 5

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda directa Gauss.

2. Fie sistemul de ecuatii:

r + y — 3z = -1
2+ y — = 2
r -y — -1

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda directa Gauss.
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3. Fie sistemul de ecuatii:

r + 2y — z = 2
2 — y — 2z = -1
-r + y + z = 1

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda Gauss.

4. Fie sistemul de ecuatii:

y + 2z =3
2 +y — z =1
-r — Yy + 2z = 2

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda Gauss.

5. Fie sistemul de ecuatii:

-r + y + z = 1
2c — 2y — z = -1
-3 + y + z = -1

Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda Gauss.

3.6 Intrebiri

. Cum se pot verifica solutiile obtinute in urma rezolvarii unui sistem de ecuatii? Cum

s-ar putea evalua eroarea cu care s-au determinat necunoscutele?

. Dati exemplu de un sistem, cu matricea A nesingulara, care nu poate fi rezolvat

prin algoritmul Gauss fara pivotare.

. Care este ordinul de complexitate al algoritmului Gauss? Sa se compare valoarea

teoretica cu valorile obtinute in urma experimentarilor.

. Sa se evalueze durata medie a unei operatii matematice elementare.

. Cum variaza erorile de calcul introduse de algoritmul Gauss cu dimensiunea sis-

temului? Care este explicatia?

. Cat de bine este evaluata eroarea adevarata prin norma reziduului?

. Evidentiati utilitatea acestei proceduri in electrotehnica.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Ce modificari trebuie aduse procedurii pentru a rezolva sisteme cu coeficienti com-
plecsi?

Ce alte imbunatatiri se pot aduce procedurii?
Ce limitari are algoritmul prezentat in capitolul 37

Cum variaza timpul de calcul la rezolvarea de sisteme liniare prin metodele Gauss
fara pivotare si cu pivotare? Care este explicatia?

Care sunt avantajele si dezavantajele metodelor cu pivotare?

Cum variaza erorile de calcul introduse de algoritmul Gauss pentru metodele: fara
pivotare, cu pivotare partiala, cu pivotare totala?

Sa se faca o analiza a celor trei metode, luand in consideratie erorile si timpul de
calcul. Care este metoda optima?

Ce modificari trebuie aduse algoritmului pentru a rezolva sistemul cu coeficienti
complecsi?

Ce alte imbunatatiri se pot aduce algoritmului?

Documentati-va in literatura de specialitate gi pe internet cum poate fi evaluata
erorea solutiei numerice a unui sistem de ecuatii algebrice liniare, atunci cand ter-
menul liber este perturbat. Ce se intelege printr-un sistem liniar bine conditionat
si, respectiv, slab conditionat? Cum se defineste "numarul de conditionare” si cum
se foloseste acesta pentru a stabili gradul de conditionare al unei probleme?

Cum se rezolva sistemele algebrice liniare prin metode directe in mediul MAT-
LAB/SCILAB?

Identificati in biblioteca matematica descrisa in [2] functii avansate pentru rezolvarea
cu metode directe a sistemelor de ecuatii algebrice liniare. Ce aduc nou aceste functii
fata de cea folosita in lucrare?
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Johann Carl Friedrich Gauss (1777, Brunswick - 1855 Hanover
(acum Germania)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Gauss.html
http:/ /scienceworld.wolfram.com /biography /Gauss.html

Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821, Rusia - 1894, Rusia)

http://scienceworld.wolfram.com/biography/Chebyshev.html

! QF ' Euclid of Alexandria (aprox. 325 BC - aprox. 265 BC, Alexandria,

| "Fh.-ﬁ | Egipt)
.-__h #;%- gip

&

._.-'

http: //www-gap.des.st-and.ac.uk/ history /Mathematicians/Euclid.htm]
http://scienceworld.wolfram.com /biography /FEuclid.html


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Gauss.html
http://scienceworld.wolfram.com/biography/Gauss.html
http://scienceworld.wolfram.com/biography/Chebyshev.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euclid.html
http://scienceworld.wolfram.com/biography/Euclid.html

Lucrarea 4

Metode 1terative de rezolvare a
sistemelor algebrice liniare

4.1 Caracterizarea metodelor

Metodele iterative sunt metode care permit obtinerea solutiei numerice a unui sistem de
ecuatii, prin generarea unui sir care tinde catre solutia exacta. Elementele acestui sir
de iteratii se calculeaza recursiv, iar procesul se opreste dupa un numar finit de pasi, la
indeplinirea criteriului de eroare.

Chiar daca solutia obtinuta prin metode iterative este afectata de erori de trunchiere,
erori care nu apar in cazul metodelor directe, este totusi posibil ca solutia iterativa sa fie
mai precisa decat cea obtinuta prin metode directe. Pentru o anumita clasa de sisteme,
metodele iterative sunt superioare atat din punctul de vedere al erorii cat si din cel al
efortului de cacul.

4.2 Principiul metodei

In lucrare se prezinta cele mai simple metode iterative pentru rezolvarea sistemelor alge-
brice liniare si se descrie clasa sistemelor pentru care acestea pot fi aplicate.

Metodele iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare sunt metodele in care
termenul x*) al sirului solutiilor se obtine din termenul anterior, x*=1.

Solutia exacta se obtine teoretic dupa un numar infinit de iteratii. In practica, prin
efectuarea unui numar finit de iteratii, se poate ajunge la o aproximare suficient de buna a
solutiei exacte. Daca girul iteratiilor este convergent, cu cat se efecteaza mai multe iteratii,
cu atat solutia numerica este mai precis determinata, erorile, atat cele de trunchiere cat
si cele de rotunjire, devenind tot mai mici.
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In metodele iterative, se porneste de la o initializare arbitrara pentru vectorul solutie
numerica x°. Pentru a determina noua valoare a solutiei numerice, se rescrie ecuatia sub
forma:

x = F(x), (4.1)

in care F' se numeste aplicatie cu punct fix, iar la fiecare pas k al algoritmului, se determina
noua solutie numerica din relatia:

x" = F(xFh). (4.2)
Pentru a aduce sistemul de rezolvat
Ax=Db (4.3)

la forma unei aplicatii cu punct fix, in general se cauta o descompunere a matricei A
intr-o diferenta de doua matrice:
A=B-C, (4.4)

sistemul putand fi astfel adus la forma:

x =B (b + Cx), (4.5)
solutia la pasul & fiind:
x" = B71(Cx"! +b), (4.6)
sau
x" = Mx*! 4 u, (4.7)

in care M = B7!C se numeste matrice de iteratie, iar u = B~ 'b.

Una din problemele metodelor iterative este convergenta sirului de iterafii. Se demon-
streaza ca o conditie suficienta pentru ca metoda sa fie convergenta este ca valorile proprii
ale matricei de iteratie M = B7!C sa fie toate, in modul, mai mici decat 1. Definind
raza de convergentd a matricei M, p(M), ca fiind modulul celei mai mari valori proprii,
conditia de convergenta se scrie:

p(M) < 1 (4.8)

Aceasta conditie de convergenta este corelata cu norma matricei de iteratie M. Se demon-
streaza ca, pentru orice matrice, exista urmatoarea relatie intre norma si raza sa de
convergenta:

p(M) < |[M] (4.9)

Prin urmare, daca matricea M are norma subunitara (||M]| < 1), raza sa de convergenta
va fi i ea mai mica decat 1, iar metoda iterativa va fi in acest caz convergenta.

Metodele iterative cele mai cunoscute sunt:

e metoda deplasarilor simultane (Jacobi),
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e metoda deplasarilor succesive (Gauss-Seidel),

e metoda suprarelaxarilor succesive(Frankel-Young),
e metoda directiilor alternante (Peaceman-Rachford),
e metoda iteratiilor bloc,

e metoda factorizarii incomplete,

e metoda Southwell.

Metoda Jacobi a deplasarilor simultane consta in alegerea partititiei matricei A astfel:
B este matricea alcatuita din elementele diagonale ale lui A

B =D, (4.10)
iar matricea C contine restul elementelor din matricea A, luate cu semn schimbat:
C=—-(L+U), (4.11)

in care s-au notat cu L si U triunghiul inferior, respectiv cel superior din A. Cu aceasta
descompunere, vectorul solutie la fiecare pas k va avea expresia:

x" =D b — (L4 U)x*1), (4.12)
iar matricea de iteratie M va fi:
M=-D'(L+U). (4.13)
Se considera linia i a sistemului de ecuatii care trebuie rezolvat:
anxy, + apre + ...+ aix; + ...+ Ty, = b; (4.14)

Partitionarea aleasa pentru matricea A revine la a determina pe x; la pasul curent k din
ecuatia ¢, cu relatia:
bi — no a; '1'1?_1
> =1, ij
ok = =Lt WY (4.15)

KA
Qg

in care x; din membrul stang reprezinta componenta ¢ a noii solutii, iar x; din membrul
drept sunt valorile obtinute la precedentul pas al iteratiei. Se observa ca, pentru deter-
minarea noii solutii, trebuie cunoscute, pe tot parcursul iteratiei k, valorile solutiei de la
pasul anterior k£ — 1.

In metoda Gauss-Seidel, a deplasarilor succesive, partitionarea se alege astfel:

B=D+L, (4.16)
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matricea B continand astfel partea inferior triunghiulara a matricei A inclusiv diagonala,
iar

C=-U (4.17)

matricea C continand partea superior triunghiulara a matricei. Matricea de iteratie va
avea forma

M=-(D+L)'U. (4.18)

Aceasta partitionare presupune ca in membrul stang al ecuatiei ¢ din sistem raman ter-
menii care contin x;, 7 < ¢, iar in membrul drept trec toti ceilali termeni:

a;1r1 + QT2 + ...+ aux; = bz — Qi i4+1T541 — - - - T Aipndyp. (419)

Ca gi pana acum, componentele vectorului solutie aflate in membrul stang reprezinta
valori "noi”, calculate la pasul curent k, pe cand componentele din membrul drept sunt
cele calculate la pasul anterior. Din aceasta relatie rezulta valoarea componentei z; la
pasul curent:

i—1 n
(*) (k1)
o A . (4.20)

Qi

Se observa ca o componenta x; a solutiei la pasul k este calculata in functie de componen-
tele precedente 1,...,7 — 1, deja calculate la pasul curent si de urmatoarele componente
1+ 1,...,n, calculate la pasul precedent. Algoritmul nu necesita pastrarea vechii com-
ponente 7, dupa ce cea noua a fost calculata, de aceea x; nou se poate plasa in memorie
in aceeasi locatie ca si vechea valoare. Astfel, algoritmul Gauss-Seidel nu necesita spatiu
pentru memorarea decat a unui vector solutie, spre deosebire de algoritmul Jacobi, unde
trebuiau memorati atat x nou cat si x vechi. In metoda Gauss-Seidel, imediat ce o compo-
nenta a fost determinata, ea este folosita in calculele urmatoare, inlocuind valoarea veche
care se pierde, idee cunoscuta sub numele de principiul lui Seidel.

Una din problemele care apar la rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin metode
iterative este alegerea criteriului de oprire a procesului iterativ. O metoda de a rezolva
aceasta problema a criteriului de oprire consta in evaluarea, dupa fiecare iteratie, a erorii
Cauchy

e = ||Xnou o Xvechi“ (421)

si intreruperea calculelor atunci cand aceasta valoare devine mai mica decat eroarea im-

pusa, €.

In ceea ce priveste convergenta metodelor, se demonstreaza ca la metodele Jacobi si
Gauss-Seidel, o conditie suficienta ca metodele sa fie convergente este ca matricea A a
sistemului sa fie diagonal dominanta, adica

J#
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Desigur, aga cum s-a aratat, conditia de mai sus este echivalenta cu impunerea conditiei
ca norma matricei de iteratie sa fie subunitara, procesul iterativ fiind cu atat mai rapid
convergent cu cat norma matricei de iteratie este mai mica. In cazul matricelor simetrice
si pozitiv definite, metoda Gauss-Seidel este de aproximativ 2 ori mai rapida decat metoda
Jacobi. Acest avantaj, corelat si cu necesitatea memorarii unui singur vector solutie, face
ca metoda Gauss-Seidel sa fie preferabila metodei Jacobi din toate punctele de vedere.

4.3 Pseudocodul algoritmilor
Urmatoarea procedura permite rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin metoda Jacob:.

procedura Jacobi (n,a,b,x,nrit,eps)
tablou real a(n,n),b(n),x(n)

integ nrit
real eps
tablou real zn(N) ; X nou
. initializari
k=0 ; contor iteratii
pentru i=1,n
;=10 ; initializarea solutiei
; iteratii
repeta ; parcurge iteratiile
err= 0; ; eroarea la pasul curent
pentru i= 1,n ; parcurge ecuatiile
s = b(7)
pentru j=1,n ; parcurge ecuatia i

s =5 —afi,j)(j)
s =s+a(i,i)x(i)
xn(i) = s/a(i, 1) ; X nou
s = |zn(i) — z(i)|
daca err < s atunci err = s
pentru i= 1,n
x(i) = zn(1) ; Tnlocuieste x vechi cu x nou
k=k+1 ; incrementeaza contor iteratii
pana cand (err < eps) sau (k > nrit)
retur

Urmatoarea procedura permite rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin metoda
Gauss-Seidel
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procedura Gauss-Seidel(n,a,b,x,nrit,eps)
tablou real a(n,n), b(n), x(n)
intreg nrit

real eps
initializari
k=0 ; contor iteratii
pentru i=1,n
z(1) =0 ; initializarea solutiei
; iteratii
repeta ; parcurge iteratiile
err =0 ; eroarea la pasul curent
pentru i=1,n ; parcurge ecuatiile
s = b(1)
pentru j=1n ; parcurge ecuatia i
s = s — a(i, j)a(j)
s = (s+a(i,i)x(i))/ali,i)
err = err + (s — x(1))
z(i) =s ; X nou
k=k+1 ; incrementeaza contor iteratii

err = sqrt(err)
pana cand (err < eps) sau (k > nrit)
retur

Procedurile Jacobi gi Gauss-Seidel au parametrii:

e de intrare

— n = dimensiunea sistemului;

— a(n,n) = matricea sistemului;

— b(n) = vectorul termenilor liberi;
— nrit = numarul maxim de iteratii;

— eps = eroarea admisa;

e de iegire x(n) = vectorul solutie.

Pentru a demonstra modul diferit in care se poate evalua eroarea, in algoritmul Jacobi
s-a folosit norma Cebisev a erorii, iar in algoritmul Gauss-Seidel norma Euclidiana.
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4.4 Analiza algoritmilor

Efort de calcul

Pentru o iteratie, ordinul de complexitate al metodelor Jacobi gi Gauss-Seidel este
O(n(n + 2)). Efortul de calcul pentru rezolvarea intregului sistem de ecuatii liniare prin
metode iterative este de ordinul O(mn?), in care numarul total de iteratii m care vor
fi efectuate nu este in general cunoscut dinainte. Efortul de calcul depinde de norma
matricei de iteratie, fiind cu atat mai mic cu cat norma este mai mica.

Necesar de memorie

Pentru memorarea matricei sistemului, a vectorilor termen liber si solutie sunt necesare
n?+2n locatii de memorie. In plus, la algoritmul Jacobi mai sunt necesare n locatii pentru
memorarea solutiei obtinute la pasul curent.

Daca matricea sistemului este o matrice rara, atunci metodele iterative se dovedesc
extrem de eficiente din punctul de vedere al memoriei, ele negenerand umpleri.

Analiza erorilor

Spre deosebire de metodele directe, la care singurele erori care apar sunt cele de rotun-
jire, la metodele iterative apar i erori de trunchiere prin retinerea din sirul convergent
catre solutia exacta, a unui numar finit de termeni. Datorita convergentei lor, metodele
iterative au proprietatea remarcabila de a corecta erorile de rotunjire aparute pe parcurs.

Eroarea absoluta la itertia k este de cel putin | M|| ori mai mica decat eroarea de la
pasul anterior:

er = [Ix" — x[| < [M][[|x"*~" = x|| = [M]lex—1 < [|M]|*eo. (4.23)

Se constata ca eroarea finala depinde de eroarea initiala, de numarul de iteratii efectu-
ate gi de norma matricei de iteratie, care determina viteza de convergenta. Aceeasi relatie
este valabild si pentru reziduul ||Ax* — b].

4.5 Chestiuni de studiat

Rezolvarea unor sisteme de ecuatii liniare prin metodele Jacobi gi Gauss-Seidel;

Analiza experimentala a erorilor si a efortului de calcul, la metodele Jacobi si Gauss-
Seidel;

Implementarea algoritmilor;

Cautare de informatii pe Internet.
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4.6 Mod de lucru

Pentru desfagurarea lucrarii se selecteaza lucrarea Metode iterative de rezolvare a sis-
temelor algebrice liniare din meniul general de lucrari.

Aceasta are ca efect afisarea meniului:

1. Rezolvare de sisteme cu metodele Jacobi/Gauss-Seidel

2. Analiza algoritmilor

4.6.1 Rezolvarea unor sisteme de ecuatii liniare prin metodele
Jacobi/Gauss-Seidel

Programul lansat permite rezolvarea unor sisteme liniare prin metode iterative.

Se vor introduce:

e numarul de ecuatii;

e clementele a(i, j) ale matricei sistemului;
e termenii liberi b(7);

e eroarea admisa;

e numarul maxim de iteratii admis.

Programul afiseaza in consola Scilab informatii despre procesul iterativ: daca a fost
convergent sau nu, norma matricei de iteratie, in cazul in care procesul a fost convergent,
cate iteratii au fost necesare si care este solutia.

Se vor introduce parametrii necesari pentru rezolvarea urmatoarelor sisteme:

Ty + X = 5 R x1=2
201 + 3xe = 13 To =3

Se va inversa ordinea ecuatiilor si se va comenta efectul asupra solutiei.
8.1'1 -+ 2512'2 + X3 = 15 R: xr = 1

10x; + 4dz9 + 23 21 To = 2
505(71 + 251’2 + 8.173 = 124 133:3
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200 4+ 9 + x3 = T R: =1

r1 + 239 + w3 = 8 To =

Ty + X3 + x3 = 6 Ty =
32’]1 -+ r3 = 10 R: T = 2
I -+ 2$2 + T3 = 12 To = 3
I —|— T + 21’3 = 13 T3 = 4

Se va inversa ordinea a doua ecuatii din sistem si se va comenta efectul asupra solutiei.

Se vor comenta rezultatele obtinute, convergenta metodelor pentru fiecare sistem re-
zolvat.

4.6.2 Analiza experimentala a algoritmilor

Se selecteaza optiunea Analiza algoritmilor. Aceasta are ca efect afisarea unui meniu cu
optiunile:

e Eroarea in functie de numarul de iteratii;

e Numarul de iteratii in functie de norma matricei de iteratie.

La selectarea optiunii Eroarea in functie de numarul de iteratii, utilizatorul introduce:
norma matricei de iteratie Jacobi si numarul de ecuatii (valoare initiala, valoare finala,
pas). Astfel se apeleaza un program care rezolva, pe baza celor doua metode iterative,
sisteme de ecuatii liniare generate aleator. Programul afiseaza rezultatele numerice in
consola Scilab si reprezinta grafic variatia erorii Cauchy in functie de iteratie. Valorile
recomandate sunt: norma matricei de iteratie Jacobi 0.5, dimensiunile sistemelor 20, 40,
60. Datele se pot nota intr-un tabel de tipul:

iteratii | 1] 5] 9] 13| 17|

n =20 eroare J

eroare GS

n =40 | eroare J

eroare GS

n =60 | eroareJ

eroare GS
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Se vor reprezenta pe acelagi grafic erorile in functie de numarul de iteratii. Se vor
comenta rezultatele obtinute.

La selectarea optiunii Numarul de iteratii in functie de norma matricei de iteratie
utilizatorul alege dimensiunea n a sistemului si eroarea de oprire. Programul afiseaza
numarul de iteratii necesar celor doua metode pentru sisteme generate aleator, de dimen-
siune n, avand norma matricei de iteratie 0.1, 0.2, ..., 0.9. Datele se pot nota intr-un
tabel de tipul:

norma matricei Jacobi [ 0.1[02]...[0.9]

nr. iteratii Jacobi

nr. iteratii Gauss-Seidel

Se vor reprezenta pe acelasi grafic numarul de iteratii in functie de norma matricei. Se
vor comenta rezultatele obtinute.

4.6.3 Implementarea algoritmilor

Se va implementa pe calculator, in limbajul C, o procedura proprie de rezolvare a unui
sistem de ecuatii liniare, prin una din cele doua metode iterative. Se va compila si testa
procedura, eliminandu-se eventualele erori.

Se va scrie pseudocodul si se va implementa pe calculator un program principal, care
apeleaza procedura anterioara si rezolva sistemul de ecuatii:

2v + z = 9 R: x=1
r +y + z = 6 Yy =2
y + 3z = 11 z=3

Acest program va permite introducerea datelor de la consola si afisarea pe ecran a
solutiei. Se vor nota si comenta rezultatele obtinute si eventualele dificultati aparute pe
parcursul lucrului.

4.6.4 Cautare de informatii pe Internet

Se vor cauta pe Internet informatii (coduri) legate de rezolvarea iterativa a sistemelor
algebrice de ecuatii prin metode iterative. Cuvinte cheie recomandate: [terative methods
for algebraic systems, Jacobi, Gauss-Seidel.
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4.7 Exemple

4.7.1 Exemple rezolvate
1. Fie sistemul de ecuatii:
r — 2y = —2
—3r + 2y = —6
(a) sa se determine solutia sistemului de ecuatii pentru primele doua iteratii ale
metodei Jacobi, cunoscand solutia initiald (9 = y© = 0;

(b) sa se ilustreze grafic procesul iterativ gi sa se comenteze convergenta lui;

(c) sa se comenteze rezultatele obtinute atunci cand se schimba ordinea ecuatiilor.
Rezolvare:

(a) Iteratiile metodei Jacobi se calculeaza conform formulelor:

) = 94 0y
2yt = —6 + 3z

Solutia la prima iteratie este:

gV = 24290 =2
64320
yH = o0 g
iar la a doua iteratie:
z? = 242y =_-2_6=-8
6432 _6—
y® = 643l _ 66 _ .

(b) Din punct de vedere geometric, rezolvarea sistemului este echivalenta cu gasirea
punctului de intersectie al dreptelor ecuatiilor, Dy i Ds:

D, : r—2y+2=0
Dy: =32+2y+6=0

Vom reprezenta grafic aceste drepte. Dreapta D; taie axele in punctele de
coordonate (0,1) si (—2,0). Dreapta D, taie axele in punctele de coordonate
(0,—3) si (2,0). Dreptele Dy gi Dy sunt concurente in punctul (4, 3), solutia
sistemului de ecuatji.

Procesul iterativ este ilustrat in figura [l si se observa ca este divergent. Desi
problema este bine formulata matematic (solutia exista si este unica), metoda
Jacobi esueaza.
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Fig. 1. Proces iterativ divergent al metodei Jacobi

Convergenta metodei depinde de proprietatile matricei de iteratie. Daca notam
A=D+ L+ U, atunci M = =D~ (L + U) este matricea de iteratie in cazul
metodei Jacobi.

In cazul problemei considerate:

Do (PO L 00N (02
0 2 -3 0 0 O
-1
10 0 -2 1 0 0 -2 0 2
M = — . = — l . = § .
0 2 3 0 0 1 30 30
Raza spectrala (de convergenta) a matricei de iteratie M este: p(M) = max | Ails

unde \; sunt valorile proprii, care reprezinta solutiile ecuatiei det(M —\I) = 0.

In cazul studiat:

-2 2
3 )\>:>det(]\/[—)\[):)\2—3:().
3

Valorile proprii sunt A\; o = +/3, iar p(M) = max I\i| =3

Deoarece p(M) > 1, procesul iterativ este divergent.
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/«ra

Fig. 2. Proces iterativ convergent al metodei Jacobi

(¢) In cazul in care se schimba ordinea ecuatiilor, sistemul de rezolvat este:

-3z + 2y = —6
r — 2y = -2

Solutia la prima iteratie se calculeaza astfel:
3z = —6 -2y M =2
—2yM = —2— 20 — 1
Iar solutia la a doua iteratie este:

-3z = —6—2yM 2z = %
{ —2y? = —2 M { y? =2

Procedeul iterativ este convergent asa cum se observa in figura [2

Intr-adevar, pentru acest sistem, matricea de iteratie este:

Mo _ 3 0 0 2 _ (3 0 0 2
0 -2 10 0 —% 10
iar valorile proprii sunt solutiile ecuatiei:

A

@uM—Anzoz:’_l
2

Deci:
2 1 1

V3

g

S
7

= O

O Wi
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Deoarece p(M) < 1, procesul iterativ este convergent.

Aceeasi concluzie se poate obtine daca se observa ca matricea sistemului este
diagonal dominanta (vezi relatia (£.22])). Aceasta este o conditie suficienta de
convergenta.

Inegalitatea (4.22) este adevarata pentru cele doua ecuatii ale sistemului:
[=3> 12, [—2[>]1],

deci matricea sistemului este diagonal dominanta, ceea ce este echivalent cu
||M]| < 1. Pentru orice matrice avem p(M) < ||M||, astfel ca p(M) < 1.

2. Fie sistemul de ecuatii de la exercitiul anterior:

r — 2y = =2
—3r + 2y = —6
sa se determine solutia sistemului de ecuatii pentru primele doua iteratii ale
metodei Gauss-Seidel, cunoscand solutia initiald z(© = ¢ = 0;

sa se ilustreze grafic procesul iterativ si sa se comenteze convergenta lui;

sa se comenteze rezultatele obtinute atunci cand se schimba ordinea ecuatiilor.

Rezolvare:

(a)

Iteratiile metodei Gauss-Seidel se calculeaza conform formulelor:

L) gy 9,0
2y(k+1) — —6+3$(k+1)

Solutia la prima iteratie este:

M = —242y0 = 2
632D g
y) = 6+23 = 62 6 — g,
iar la a doua iteratie:
2@ = 242y =-2-12=-14
6432 _6_
y? = 6+23 = 62 42 — 94,

Procesul iterativ este ilustrat in figura [3] i se observa ca este divergent. Desi
problema este bine formulata matematic (solutia exista si este unica), metoda
Gauss-Seidel esueaza.

Matricea de iteratie in cazul metodei Gauss-Seidel este M = —(D + L)~'U.

In cazul problemei considerate:
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! (XZ =y2)

Fig. 3. Proces iterativ divergent al metodei Gauss-Seidel

o TONT (0 =2\ _ (1 0N[0 -2)_[02
B -3 2 0o 0/ 3 4 0 0/ \03)
Raza spectrala (de convergenta) a matricei de iteratie M este: p(M) = max I\l

unde \; sunt valorile proprii, care sunt solutiile ecuatiei det(M — \I) = 0.

In cazul studiat:

-A 2

M—/\I:( NS

) — det(M — ) = —A(3—\) = 0.

Valorile proprii sunt A\; = 0, Ay = 3, iar p(M) = max I\i| = 3.
Deoarece p(M) > 1, procesul iterativ este divergent.

(c) In cazul in care se schimbi ordinea ecuatiilor, sistemul de rezolvat este:
—3r + 2y = —6
r — 2y = -2
Solutia la prima iteratie se calculeaza astfel:

32D = —6— 24O 21— 9
{ -2y = —2 M { 2
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/’ (0,-3)

Fig. 4. Proces iterativ convergent al metodei Gauss-Seidel

[ar solutia la a doua iteratie este:

— _ 10
{ -3z = —6 -2y { 2 = L

oy = g ,® Y@ —

wlco

Procedeul iterativ este convergent aga cum se observa in figura [4l

Intr-adevar, pentru acest sistem, matricea de iteratie este:

v () (0 8) (T D68

iar valorile proprii sunt solutiile ecuatiei:

VR
o O
W= wIN
N—

-\ 2
det(M—)\[):O:>’ 0 %_i =0.
Deci:
—)\(1—/\):0:>)\1=0,A2=1:>P(M):max|/\i|:l'
3 3 =12 3

Deoarece p(M) < 1, procesul iterativ este convergent.
3. Fie sistemul de ecuatii:

d3r — y + 2z = 3
v — 6y + 2z = =2
- + 2y + 4z = 5



4.7. Exemple 99

Sa se comenteze convergenta metodelor iterative si sa se determine solutia sistemu-
lui de ecuatii pentru primele doua iteratii ale metodelor Jacobi gi Gauss-Seidel,
cunoscand solutia initiald z(¥ = y(© = 2 = .

Rezolvare:

Deoarece matricea coeficientilor sistemului este diagonal dominanta, metodele iter-
ative Jacobi gi Gauss-Seidel sunt convergente.

De exemplu, pentru prima ecuatie a unui sistem, conform relatiei (£22]), trebuie sa
fie adevarata inegalitatea: |aq1| > |a12| + |ais|.

Pentru sistemul de ecuatii considerat, inegalitatea (£.22)) este adevarata pentru toate
cele trei ecuatii:

Bl > [ =1 +[1, [=6[>[3[+][1], [4>]=1]+][2],

deci matricea sistemului este diagonal dominanta, ceea ce este echivalent cu || M|| <
1. Pentru orice matrice avem p(M) < ||M]||, astfel ca p(M) < 1, ceea ce Inseamna
ca metodele iterative sunt convergente pentru acest sistem.

Metoda Jacobi

Solutia la o anumita iteratie se determina in functie de solutia calculata la iteratia
precedenta.

Conform relatiei (4I3]), din prima ecuatie a sistemului se determina:

o 3+y0—20 340-0
X = = —
3 3

L,

iar din ecuatiile a doua si a treia rezulta urmatoarele componente ale solutiei la
prima iteratie:

o —2-320-20 —2-0-0 1

oo —6 T 6 3
Z(l)_5—|—x(0)—2y(0)_5+0—0_§

B 4 44

La a doua iteratie a metodei Jacobi solutia sistemului este:

3 3 T 36

1 5
x(2):3+y(1)—z(1) _3+3-1 25

@ —2-3xW -z —2-3-% 25

y —= _6 = _6 :ﬂ’
2
o d+a -2y 541-5 4
4 4 3

Metoda Gauss-Seidel
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Solutia la o anumita iteratie se determina in functie de componentele solutiei deja
calculate la iteratia curenta si restul componentelor solutiei calculate la iteratia
precedenta.

Conform relatiei (£20), din prima ecuatie a sistemului se determina:

0) _ ,(0) _
3 3

iar din ecuatiile a doua si a treia rezulta urmatoarele componente ale solutiei la
prima iteratie:

o —2-3W -0 —2-3-0 5
yo= —6 — T 6 6
5
4 4 12

La a doua iteratie a metodei Gauss-Seidel solutia sistemului este:

5 13

3 3 12
6 —6 36°
11 35
Jo 5?2?54 - 143
1 4 144

4. Fie sistemul de ecuatii:

r — 2y + 2z = 2
2c — y + 2z = 6
r + 2y + 2z = 8

Sa se comenteze convergenta metodelor iterative gi sa se determine solutia sistemu-
lui de ecuatii pentru primele doua iteratii ale metodelor Jacobi si Gauss-Seidel,
cunoscand solutia initiala 29 = y© = 20 = 1.

Rezolvare:

Inegalitatea (£22) nu este adevarata pentru cele trei ecuatii ale sistemului consid-
erat:

[ <i=2[+02, [=1<[20+]2, [1]>[1]+]2]

Totusi, degi matricea nu este diagonal dominanta, nu putem concluziona ca metodele
iterative nu sunt convergente.

Conditia necesara gi suficienta de convergenta este ca raza de convergenta sa fie
subunitara (£.8).
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Pentru sistemul considerat, deoarece matricea sistemului nu este diagonal domi-
nanta, norma matricei de iteratie este supraunitara. Se cunoaste ca raza de convergenta
este mai mica decat norma matricei de iteratie (€9]), insd nu putem afirma ca raza
de convergenta este supraunitara.

Raza de convergenta trebuie calculata pentru a preciza convergenta sirului de solutii.

In cazul metodei Jacobi, matricea de iteratie este:

1 00 0 -2 2 0 2 =2
M=-|0 -1 0 2 02 |= 2 0 2|,
0 01 1 2 0 -1 -2 0
iar valorile proprii sunt solutiile ecuatiei:
A 2 =2
det(M —\) =0 = 2 =\ 2 |=0.
-1 =2 =

Deci:
N 420 +4=0= p(M) = lg1la2xg|)\i| =2>1.

In cazul metodei Gauss-Seidel, matricea de iteratie este:

1 00\ /0 -2 2 0 2 -2
M=—12 -1 0 0 02 |=160 4 =2 |,
1 21 0 00 0 —10 6
iar valorile proprii sunt solutiile ecuatiei:
-2 -2
det(M — \) =0 = 0 4—-Xx -2 |[=0.
0 —10 6—A\

Deci:

A=A 410\ —4) = 0= p(M) = max [\;| = 9.58 > 1.

)

Pentru ambele metode raza de convergenta este supraunitara, deci metodele iterative
nu sunt convergente pentru acest sistem.

Metoda Jacobi

La prima iteratie a metodei Jacobi solutia sistemului este:

L0 _ 2720 — 220

=2+2-2=2
1 * ’
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@ _ 6200 —2:©
—1
8 — 20 — 2y

e —8—-1-2=5.
: 1

La a doua iteratie a metodei Jacobi solutia sistemului este:

L _ 220 —2:0

=2-4-10=-12,

1
6 — 221 — 9251
Y@ — "”_1 S (6-4-10) =38,
8 — (1) — 9291
2@ = ml Y _g-2+4=10.

Metoda Gauss-Seidel

La prima iteratie a metodei Gauss-Seidel solutia sistemului este:

Lo 2t 2y©) — 2200

—242-2=2
1 - ’
_ 92 _ 9,0
OB = —(6-1-2) =0,
_ ) gy
MO xl L —8-2+0=6.

La a doua iteratie a metodei Gauss-Seidel solutia sistemului este:

1

=2+0—12=—10,

(2 _ 6—22® — 20

y = —(6+20—12) = —14,

-1
8 — (2 _ 9242
=27 : Y — 8410+ 28 = 46.
4.7.2 Exemple propuse
1. Fie sistemul de ecuatii:
2 + y = —4
3r + by = 15

(a) sa se determine solutia sistemului de ecuatii pentru primele doua iteratii ale
metodelor Jacobi si Gauss-Seidel, cunoscand solutia initiala 2(® = 3©) = 0;

(b) sa se ilustreze grafic procesul iterativ i sa se comenteze convergenta lui;
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(c) sa se comenteze rezultatele obtinute atunci cand se schimba ordinea ecuatiilor.

2. Fie sistemul de ecuatii:
3r + 5y = 15
2 + y = —4

(a) sa se determine solutia sistemului de ecuatii pentru primele doua iteratii ale
metodelor Jacobi si Gauss-Seidel, cunoscand solutia initiald 2(©) = y(© = 0;

(b) sa se ilustreze grafic procesul iterativ si sa se comenteze convergenta lui;

(c) sa se comenteze rezultatele obtinute atunci cand se schimba ordinea ecuatiilor.

3. Fie sistemul de ecuatii:

r + y — 3z = -1
2 + y — = 2
rx -y — z = —1

Sa se comenteze convergenta metodelor iterative si sa se determine solutia sistemu-
lui de ecuatii pentru primele doua iteratii ale metodelor Jacobi si Gauss-Seidel,
cunoscand solutia initiala (¥ = y(© = 2 = .

4. Fie sistemul de ecuatii:

dr + 2y — =z = b
r — 3y + =z = -1
- + y + 4z = 4

Sa se comenteze convergenta metodelor iterative si sa se determine solutia sistemu-
lui de ecuatii pentru primele doua iteratii ale metodelor Jacobi gi Gauss-Seidel,
cunoscand solutia initiald z(¥ = y(© = 2 = .

5. Fie sistemul de ecuatii:

Sa se comenteze convergenta metodelor iterative si sa se determine solutia sistemu-
lui de ecuatii pentru primele doua iteratii ale metodelor Jacobi gi Gauss-Seidel,
cunoscand solutia initiald (@ = y© = 20 = .
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4.8 Intrebiri si probleme

10.

11.

12.

Dati o explicatie calitativa pentru convergenta mai rapida a metodei Gauss-Seidel
fata de metoda Jacobi.

. Exista sisteme de ecuatii, nedominant diagonale, care se pot rezolva totusi prin

metoda Gauss-Seidel, desi metoda Jacobi nu este convergenta?

Care este explicatia ca inversand ordinea a 2 ecuatii in sistemele propuse pentru
rezolvare cu primul program demonstrativ, metodele iterative nu conduc la obtinerea
solutiei?

Cum scade eroarea in functie de numarul de iteratii, la metodele Jacobi si Gauss-
Seidel? Cum este corelata scaderea erorii cu norma matricei de iteratie?

Scrieti pseudocodul unei proceduri care sa genereze, cu ajutorul unui generator de
numere aleatoare, o matrice a carei norma este data.

Care sunt matricele B gi C in care s-a partitionat matricea sistemului la o metoda
iterativa care ar folosi urmatoarea expresie pentru determinare a componentei 7 a
solutiei :

n 1—1
E k E : k—1
bi — Clz‘j(L'j — Clz‘j.’L'j
j=1

j=i+1

o
Qi

Scrieti pseudocodul unui polialgoritm de rezolvare a unui sistem de ecuatii liniare
prin metode directe a carui solutie este rafinata ulterior prin metode iterative, in
vederea eliminarii erorilor de rotunjire.

. Analizati teoretic modul in care depinde numarul de iteratii m, necesare atingerii

unei precizii dorite, in functie de norma matricei M.

Modificati pseudocodul algoritmului Gauss-Seidel prin adoptarea unui criteriu de
eroare relativ la norma reziduului ||Ax — bl].

Scrieti un algoritm de rezolvare iterativa a unui sistem cu matrice tridiagonala.

Scrieti un algoritm de rezolvare iterativa a sistemului Ax = b bazat pe partitia:
A=B-C=L+D-(-U),

cu D matrice bloc diagonala.

Documentati-va in literatura de specialitate si pe internet ce inseamna precondi-
tionarea? Cum influenteaza aceasta operatie numarul de conditionare si viteza de
convergenta a rezolvarii sistemelor liniare prin metode iterative?
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13. Rezolvatiin mediul MATLAB/SCILAB, un sistem de ecuatii liniare algebrice folosind
o metoda iterativa. Evaluati viteza de convergenta a procesului iterativ.

14. Identificati in biblioteca matematica descrisa in [2] functii avansate pentru rezolvarea
cu metode directe a sistemelor de ecuatii algebrice liniare cu matrice rare. Ce aduc
nou aceste functii fata de cea folosita in lucrare?

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804, Prusia - 1851, Germania)

http:/ /www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Jacobi.html
http://scienceworld.wolfram.com /biography /Jacobi.html

Philipp Ludwig von Seidel (1821, Germania - 1896, Germania)
http:/ /www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Seidel.html

Augustin Louis Cauchy (1789,Franta - 1857, Franta)

http:/ /www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history /Mathematicians /Cauchy.html
http://scienceworld.wolfram.com /biography /Cauchy.html


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Jacobi.html
http://scienceworld.wolfram.com/biography/Jacobi.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Seidel.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Cauchy.html
http://scienceworld.wolfram.com/biography/Cauchy.html
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Lucrarea 5

Analiza numerica a circuitelor
electrice liniare in regim permanent

5.1 Caracterizarea lucrarii

Cele mai simple circuite electrice sunt circuitele rezistive liniare. Studiul acestor circuite
este o problema foarte importanta, deoarece se constata ca si analiza altor categorii de
circuite, cum sunt cele neliniare sau cele in regim tranzitoriu, se reduce in final la aceasta
problema. Circuitele electrice rezistive liniare sunt caracterizate de sisteme de ecuatii alge-
brice liniare formate din ecuatiile lui Kirchhoff si din relatiile constitutive ale elementelor.
Din punct de vedere matematic, analiza unui astfel de circuit se reduce la rezolvarea unui
sistem liniar.

Analiza asistata de calculator a circuitelor electrice presupune nu numai rezolvarea nu-
merica a ecuatiilor asociate acestor circuite ci si generarea automata, cu ajutorul calcula-
torului a acestor ecuatii. Ecuatiile unui circuit electric pot avea diferite forme echivalente.
Cea mai eficienta tehnica de scriere automata a ecuatiilor s-a dovedit a fi tehnica nodala,
bazata pe metoda potentialelor la noduri.

In lucrare se prezinta tehnica nodala aplicata in analiza circuitelor electrice liniare,
de curent continuu si alternativ. Pentru descrierea circuitelor a fost ales un limbaj de
maxima simplitate, orientat pe laturi.

5.2 Principiul metodei

Se considera un circuit electric cu N noduri si L laturi. Pe fiecare latura k a acestui
circuit se afla un rezistor liniar cu rezistenta Ry, eventual inseriat cu o sursa cu t.e.m. Ej,

107
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Figura 5.1: Latura standard considerata pentru analiza circuitelor rezistive liniare de
curent continuu.

astfel Incat:
uk:Rkik—Ek, k:1,2,...,L, (51)

unde uy, este tensiunea la bornele laturii &, iar iy este curentul ce strabate latura (figura
B.T).
Relatia (5.1]) se poate scrie si sub forma:

Uk + E
= —Rk

in care G = 1/Ry, este conductanta laturii, presupusa marginita, iar J, = Ej /Ry este

(23 = Gkuk + Jk7 (52)

curentul electromotor al generatorului de curent Norton echivalent laturii. S-a presupus
ca nici o latura nu are rezistenta nula.

Daca se noteazd cu i = [i1,49,...,iz]" vectorul intensitatilor curentilor din laturile
circuitului, cu u = [uy, us,...,ur]’ vectorul tensiunilor la bornele laturilor gi cu v =
T

[U1,v2,...,un_1]" vectorul potentialelor nodurilor, atunci teoremele lui Kirchhoff capata

urmatoarea forma matriceala:
Ai = 0, (5.3

u = Alv,

W~
~— ~~—

1)xL

in care s-a notat cu A € RV matricea redusa a incidentelor laturi-noduri.

Problema fundamentala a analizei circutelor electrice rezistive liniare consta in deter-
minarea vectorilor u, i gi v, atunci cand se cunosc parametrii Ry, Ey, pentru k=1,...,L
si topologia circuitului descrisa, de exemplu, prin matricea A. Solutia acestei probleme
se determind prin rezolvarea sistemului de ecuatii algebrice liniare (5.11), (5.3)), (5.4).

Scriind si ecuatiile constitutive ale laturilor (5.1]) sub forma matriceala:

u=Ri—E, (5.5)
unde R = diag(Ry, Ry, ..., Ry) € rRE*E este matricea rezistentelor laturilor, iar E =
[E1, Es, ..., Er]T este matricea t.e.m., rezulta, prin eliminarea vectorilor u si i din (53],

(E4), si (B5):
Ai=AR '(u+E)=AR'AT" + AR'E =0. (5.6)
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Daca se noteaza cu G = AR™'AT matricea conductantelor nodale si cuig = —~AR™'E
matricea injectiilor de curent in noduri (suma curentilor de scurtcircuit) rezulta sistemul
de ecuatii algebrice liniare

Gv =ig (5.7)

specific tehnicii nodale, matricea G fiind o matrice patrata de dimensiune N — 1. Prin
rezolvarea acestui sistem, rezultd potentialele nodurilor v = G lig, din care se calculeaza
cu (5.4) tensiunile gi cu (5.3) curentii.

Se constata ca fiecare latura k, conectata intre nodurile initial ni si final nf, contribuie
la patru termeni ai matricei G si la doi termeni ai vectorului ig:

Matricea G vectorul ig
coloana ni coloana nf
linia ni 1/ Ry, —1/Ry, —Ey /Ry,
linia nf  —1/Ry 1/ Ry Ex/ Ry,

Aceasta observatie permite generarea automata a matricelor G, ig, prin parcurgerea
laturilor gi adunarea contributiei fiecarei laturi, la aceste matrice. Se constata ca matricea
G este diagonal dominanta, ceea ce permite rezolvarea sistemului liniar atat cu metode
iterative cat si cu metode directe, fara pivotare.

Analiza circuitelor electrice liniare in curent alternativ prin tehnica nodala presupune
reprezentarea circuitului in complex. Daci se noteaza cu I €a*, U €al, V eaV 1,
vectorii curentilor, tensiunilor gi respectiv potentialelor complexe, ecuatiile circuitului au
forma matriceala:

Al = 0,

U = ATV,

U = ZI-E, (5.8)
in care Z = diag(Z,,Z,,...,Z;) € a?*F este matricea impedantelor complexe ale la-
turilor, iar E = diag (E,, E,,...,E;)" este matricea tensiunilor electromotoare com-

plexe. Impedantele complexe ale elementelor ideale sunt: la rezistor Zp = R, la bobina

Z; = jwL, iar la condensator Z, = unde w este pulsatia (frecventa unghiulara) in

1
JwC?
radiani/s.

Prin eliminari succesive din (5.8)) se obtine:
YV = I, (5.9)

in care Y = Z7'AT este matricea admitantelor nodale, iar Is = —AZ~'E este matricea
injectiilor de curent din noduri. Prin rezolvarea sistemului algebric liniar (59]) rezulta
potentialele V = Y ~'Ig.

In consecinta, analiza de curent alternativ se desfagoara similar cu cea de curent con-
tinuu, cu deosebirea ca in acest caz se opereaza cu numere complexe.
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5.3 Pseudocodul metodei

Urmatorul pseudocod descrie analiza unui circuit rezistiv liniar, de curent continuu.

. Introducerea datelor de descriere a circuitului

citeste V ; numarul de noduri

citeste L ; numarul de laturi

pentru k=1, L ; parcurge laturi
citeste nig, nf; : nodurile initial si final
citeste Ry, Ej ; rezistenta si t.e.m

; Rezolva circuitul prin tehnica nodala si determina vectorul v al potentialelor
nodal (N, L, ni, nf, R, E, v)

; Calculeaza si afiseaza solutia

pg =0 . puterea generata
pc =20 ; puterea consumata
pentru k=1, L ; parcurge laturile
U = Upi(k) — Unf(k) : tensiunea la bornele laturii
i = (u+ Eg)/Ry ; curentul din latura
pg = pg + Eyi
pc = pc + Ryi?

scrie k, u, ¢
scrie pc, pg ; bilantul de puteri

Acest program apeleaza procedura nodal, care determina potentialele nodurilor:

procedura nodal (N, L, ni, nf, R, E, v)

. analizeaza circuitul rezistiv liniar cu tehnica nodala
intreg N numar de noduri
intreg L

tablou intreg ni(L)
tablou intreg nf(L)
tablou real R(L) rezistetele laturilor

tablou real F(L) ; t.e.m. ale laturilor
tablou real v(NV)

numar de laturi

noduri initiale

noduri finale

potentialele nodurilor
(date de iesire)
matricea conductantelor nodale

tablou real G(N, N)
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tablou real is(L)
pentrui: =1 N

; vectorul injectiilor de curent
; initializeaza matricea sistemului

is(i) =0
pentru j =1, N
G(i,j) =0

pentru k=1L ; parcurge laturi
nl = ni(k)
n2 = nf(k)
G(nl,nl) = G( + 1/ Ry
G(n2,n2) = G( + 1/Ry,
G(nl,n2) = G(nl,n2) — 1/Ry
G(n2,nl) = G(n2,nl) — 1/Ry
is(nl) =is(nl) — Ex/Ry
is(n2) =is(n2) + Ex/ Ry

retur

. rezolva sistem liniar cu N-1 ecuatii
; cu matricea G si termenul liber is

In procedura nodal se apeleaza procedura Gauss, care determina vectorul v al poten-
tialelor, prin rezolvarea sistemului liniar Gv = ig cu metoda eliminarii gaussiene. Pentru
a simplifica algoritmii, matricea G generata are dimensiunea N x N, dar la rezolvarea
sistemului aceasta se considera de dimensiuni (N —1) x (N —1), ceea ce corespunde alegerii
ultimului nod, ca nod de referinta. Algoritmul prezentat poate fi extins fara dificultati
pentru a permite analiza circuitelor care contin gi surse de curent.

Daca se opereaza cu variabile complexe si nu cu variabile reale, procedura nodal se
poate aplica la analiza circuitelor de curent alternativ. Se va nota cu nodal-cx varianta
acestei proceduri, in care declaratia real se inlocuieste cu complex.

Urmatorul pseudocod descrie algoritmul de analiza a circuitelor de curent al-

ternativ.

. Introducerea datelor de descriere

citeste V

citeste L

citeste f

pentru k=1,L
citeste niy, nf;
citeste tipy
citeste py
citeste e,

: numar de noduri
: numar de laturi
; frecventa in Hz

; tipul elementului R, L sau C
; parametrul elementului pasiv
: valoarea efectiva
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citeste fi; ; faza initiala
w=2-7w-f . pulsatia
pentru k=1L
daca tip, = L atunci
Zy, = complex (0, wpy,)
altfel daca tip, = C atunci
Zy, = complex (0, —1/(wpg))
altfel
Zy, = complex(pg, 0)
Ey, = complex(egcos(fir), exsin(fiy))

; Determina potentialele complexe ale nodurilor
nodal-cx (N, L, ni, nf, Z, E, V)

: Calculeaza si afiseza solutia
Sg = complex(0,0) . puterea complex3d generatd
Sc = complex(0,0) . puterea complexd consumat3
pentru k=1, L
U = Vaitk) = Vs
I = U+ Ex)/Z
Sg=Sg+ E} - conjugat(I)
Sc= Sc+ Z - |I?

scrie k - latura

scrie || ; valoarea efectiva

scrie arg([l) ; faza curentului
scrie Re(Sg) ; puterea generata activa P,
scrie Im(Sg) ; puterea generata reactiva (),
scrie Re(Sc) ; puterea consumata activa P.
scrie Im(Sc) ; puterea consumata reactivd ),

Daca partea de analiza a acestui program este repetata ciclic pentru diferite frecvente
se obtin caracteristicile de frecventa ale circuitului.

5.4 Analiza algoritmilor

Necesarul de memorie

Memoria necesara in analiza circuitelor electrice rezistive liniare este ocupata de:

e 2 vectori intregi ni, nf de dimensiune L;
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e 2 vectori reali R, E de dimensiune L;
e 1 vector real ig de dimensiune NV;

e 1 matrice G de dimensiune N x N.

Se constata ca necesarul de memorie depinde patratic de dimensiunea circuitului, car-
acterizata in principal prin numarul de noduri N.

Efort de calcul

Timpul de calcul necesar analizei este folosit in special pentru rezolvarea sistemului

liniar de dimensiune NV, deci ordinul de complexitate al algoritmului de analiza este cubic
O(2N3/3).

Analiza erorilor

Erorile numerice aparute in analiza circuitelor sunt:

e crori inerente, in datele de intrare;

e crori de rotunjire, datorate reprezentarii finite.

Erorile inerente si de rotunjire se propaga in procesul de calcul si pot genera instabilitati
numerice, cu atat mai mari, cu cat sistemul de ecuatii este mai slab conditionat.

Daca circuitul analizat are rezistente foarte diferite, atunci instabilitatile numerice pot
deveni importante. Asa se intampla, daca de exemplu, una din rezistentele laturilor tinde
catre zero (conductanta tinde catre infinit, ceea ce determina valori foarte mari pentru
unele din elementele matricei G).

5.5 Chestiuni de studiat

1. Analiza numerica a unui circuit rezistiv liniar in regim stationar (curent continuu);
2. Analiza numerica a unui circuit liniar in regim sinusoidal (curent alternativ);
3. Implementarea unui algoritm de analiza numerica a unui circuit electric liniar;

4. Cautarea de informatii pe Internet.
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5.6 Modul de lucru

Pentru desfagsurarea lucrarii se selecteaza lucrarea Analiza numerica a circuitelor liniare
in regim permanent din meniul principal de lucrari.

Aceasta are ca efect lansarea unui meniu cu urmatoarele optiuni:

e Circuite de curent continuu;

e Circuite de curent alternativ,

din care utilizatorul selecteaza optiunea dorita.

5.6.1 Analiza numerica a unui circuit rezistiv liniar

Prin selectarea optiunii Circuite de curent continuu din meniul principal se lanseaza un
program de analiza a circuitelor electrice de tip R, F.

Programul solicita din partea utilizatorului urmatoarele informatii de descriere a cir-
cuitului:

e numarul de noduri;
e numarul de laturi;
e pentru fiecare latura de circuit:

— nodul initial al laturii;

— nodul final al laturii;

rezistenta din latura;

— t.e.m. a sursei de tensiune.

Dupa introducerea datelor, programul analizeaza circuitul introdus cu metoda potentialelor
la noduri si sunt afisate pentru fiecare latura valoarea tensiunii si cea a intensitatii curen-
tului. Sunt calculate si afisate valorile puterii consumate si puterii generate.

Pentru a analiza un circuit electric cu ajutorul acestui program, acesta trebuie ” pregatit”
in felul urmator:

e se numeroteaza nodurile de la 1 la N;

e se numeroteaza laturile de la 1 la L;
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e se alege pentru fiecare latura un sens de parcurs, orientat de la borna minus la borna
plus a sursei de tensiune, daca aceasta exista, si arbitrar in caz contrar.

Se recomanda analiza unui circuit electric simplu, de exemplu cu L =3 si N = 2, a
carei solutie este cunoscuta. Se va studia solutia numerica obtinuta, pentru valori extreme
(foarte mari gi foarte mici) ale uneia din rezistentele circuitului.

5.6.2 Analiza unui circuit de curent alternativ

Prin selectarea optiunii Circuite de curent alternativ se lanseaza un program, care permite
analiza unui circuit electric in regim sinusoidal.

Pentru descrierea circuitului, in afara de numarul de laturi, numarul de noduri si a
frecventei de lucru (exprimata in Hz), pentru fiecare latura se descrie:

e nodul initial si final;

e tipul elementului pasiv din latura (R, L sau C);

e valoarea parametrului elementului pasiv (R, L sau C');

e valoarea efectiva a t.e.m. a sursei de tensiune din latura;

e faza initiala a t.e.m. a sursei de tensiune (in grade).

Dupa introducerea datelor se analizeaza circuitul cu metoda nodala si se afisaza, pentru
fiecare latura:

e valoarea efectiva a curentului;

e faza initiala a curentului.

In final se afigseaza puterile active si reactive, consumate si generate. Se recomanda
sa se analizeze numeric functionarea unui circuit electric stabilizator de curent de tip
Boucherot pentru diferite valori ale rezistentei de sarcina. Reamintim ca un circuit de tip
Boucherot este un circuit de tipul celui din figura 5.2

Pentru acest circuit curentul I, prin impedanta Z5 nu depinde de valoarea acestei
impedante daca Z, + Z, = 0. Pentru a justifica acest lucru este suficient sa se calculeze
curentul [;:

E Z, EZ,

Z,+ ZZQQEZE Lo+ Zsy B 2, Zy+ (Zy + 2Zy) 23

|~
w
Il

Este evident ca, daca Z, + Z, = 0 curentul /; nu depinde de Z;, si anume el este

I, =

IN] =



116 Capitolul 5. Analiza numericd a circuitelor electrice liniare in regim permanent

)
¥

Figura 5.2: Circuit de tip Boucherot. (Z, + Z, = 0 si I35 nu depinde de Z5)

5.6.3 Implementarea algoritmilor

Se va implementa in limbajul C, algoritmul de analiza a circuitelor electrice rezistive
liniare. Programul va fi editat, compilat, executat si testat pentru un circuit simplu.
5.6.4 Cautarea de informatii pe Internet

Cautati pe Internet informatii (coduri) legate de rezolvarea circuitelor electrice. Exemple
de cuvinte cheie: electric circuits simulation.

5.7 Exemple

5.7.1 Exemple rezolvate

1. Fie circuitul de curent continuu din figura Se cunosc: Ry = 18, Ry = 20,
Ry =3Q, Ry = 4Q, R5 = 58, Rg = 612, By = 10V, E3 = 30V, E5 = 50V.

Se cer:

e Sa se precizeze numarul de noduri, numarul de laturi si, pentru fiecare latura,
nodul initial, nodul final, rezistenta si t.e.m. a sursei de tensiune.

Ce dimensiuni au matricea G si vectorul ig asamblate de algoritm?

Sa se determine contributiile laturilor 3 si 4 la matricea G si vectorul ig.

Care sunt matricea G i vectorul ig asamblate?

Care este sistemul de ecuatii de rezolvat?

Rezolvare:
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Ry,
Ea(

[Rs

@ RrRs¢ O

Fig. 5. Circuit rezistiv liniar de curent continuu

Pentru circuitul din figura Bl numarul de noduri este N = 4, iar numarul de laturi
este L = 6.

Pentru laturile cu surse de tensiune, sensul laturii este sensul intern al sursei de
tensiune, iar pentru restul laturilor, sensul laturii este ales de utilizator.

| Latura | Nodul initial | Nodul final | R[Q] | E[V] |

1 2 1 1 10
2 1 2 2 0
3 4 1 3 30
4 2 3 4 0
) 4 3 ) 50
6 4 3 6 0

Deoarece numarul total de noduri este 4, matricea G asamblata de algoritm are
dimensiunea (4,4), iar vectorul ig are dimensiunea 4.

Contributiile laturii 3 la matricea G gi vectorul is:

G | s
1 1] o
3 3 3
_1 1%
3 3 3

Contributiile laturii 4 la matricea G i vectorul ig:
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G | is |
) )
L
—5] a2 |0
Matricea G si vectorul ig asamblate:
G is
1+343| —1—3 -1 1042
) 1,1 )
—1—3 1+ 51T 1 —11 : —%)0
1 1 1 1 5
1 — Z1—1—15 +16 1_51_ g1 303 50
~3 "5 "6 |3tstgl =5 %

Nodul 4 este nod de referinta.

Matricea G a sistemului de rezolvat se obtine din matricea G asamblata prin elim-
inarea ultimei linii si a ultimei coloane. Vectorul ig al sistemului de rezolvat se
obtine din vectorul ig asamblat prin eliminarea ultimei linii.

Matricea G si vectorul ig ale sistemului de ecuatii de rezolvat:

G | s
1+5+5 | —1—3 1042
1 1 1 1
i ML e s e
—3 atgtg| ¥

2. Fie circuitul de curent alternativ din figura [t Se cunosc: frecventa f = 50Hz,

Ry = 3Q, Ry = 1Q, Rs = 4Q, L, = ﬁH’ Ly = %Ha Cs3 = ﬁlﬂ Ce = ﬁF,

e1(t) = 30v/2sin(wt)V, es(t) = 20sin(wt + V.

Sa se precizeze numarul de noduri, numarul de laturi si, pentru fiecare latura, nodul
initial, nodul final, impedanta si valoarea complexa a t.e.m. a sursei de tensiune.

Rezolvare:

Pentru circuitul din figura [0, numarul de noduri este N = 4, iar numarul de laturi
este L = 6.

Pentru laturile cu surse de tensiune, sensul laturii este sensul intern al sursei de
tensiune, iar pentru restul laturilor, sensul laturii este ales de utilizator.

Transformarea in complex simplificat a unei valori instantanee a t.e.m. este:

e(t) = EvV2sin(wt 4+ @) — E = Ee’? = Elcos(ip) + jsin(p)].
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B 2 Ro H H " = Ce
e1(D (VEs
W L, @

Fig. 6. Circuit rezistiv liniar de curent alternativ

Astfel: . R 50 - 20
= [§) = s g = ——€ = —1.
=1 5 \/5 \/5]

Impedantele rezistorului, bobinei gi condesatorului sunt:

1 1
Zp=R, Z,=jwlL, Z,=-—=—j—7,
4R Ly = Jw E2¥e) jwC ]wC
unde w = 27 f = 1007 este pulsatia.
De exemplu, impedantele laturilor 1 si 3 sunt:
Z,=jwly =25, Zy=R3—j—=1—].
4y = Jwin Js 43 3 ch3 J

| Latura | Nodul initial | Nodul final | Z | E |

1 1 4 2; | 30
2 1 4 3 0
3 4 3 1—j] 0
4 2 1 35 | 0
20
6 2 3 45 | 0

5.7.2 Exemple propuse

1. Fie circuitul de curent continuu din figura [t Se cunosc: R; = 1§, Ry = 2,
Rg — ]_Q, R4 — 39, R5 — QQ, R@ — 4Q, E3 — ]_OV, E4 — QOV, E5 — 10V, E(; = 30V.

Se cer:

e Sa se precizeze numarul de noduri, numarul de laturi si, pentru fiecare latura,
nodul initial, nodul final, rezistenta si t.e.m. a sursei de tensiune.
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(Ve DES

R
Cy—
E; R3

Fig. 7. Circuit rezistiv liniar de curent continuu

E Cs H Rg
BN Al

L3 R3

Fig. 8. Circuit rezistiv liniar de curent alternativ

Ce dimensiuni au matricea G si vectorul ig asamblate de algoritm?

Sa se determine contributiile laturilor 2 gi 3 la matricea G i vectorul is.

Care sunt matricea G i vectorul ig asamblate?

Care este sistemul de ecuatii de rezolvat?

2. Fie circuitul de curent alternativ din figura 8 Se cunosc: frecventa f = 50Hz,

R2 :5Q, Rg :29, R6 :397 Lg - LH, L5 - ﬁH, Cl = ﬁF, 04 - ;F

1007
C5 _ ﬁF, el(t) _ 20\/531n(wt + 7-‘-)\/'7 eﬁ(t) =10 sin(wt + %)V

Sa se precizeze numarul de noduri, numarul de laturi si, pentru fiecare latura, nodul
initial, nodul final, impedanta si valoarea complexa a t.e.m.
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5.8 Intrebiri si probleme

1. Cum trebuie modificat algoritmul de analiza a circuitelor electrice rezistive liniare,
pentru a admite si surse ideale de curent, conectate in paralel cu fiecare latura?

2. Extindeti algoritmul de analiza a circuitelor electrice rezistive liniare pentru a admite
si surse comandate liniar in tensiune.

3. Modificati algoritmul de analiza nodala, astfel incat sa admita si elemente coman-
date in curent (surse de tensiune sau surse comandate liniar in curent).

4. Modificati algoritmul de analiza in curent alternativ, astfel incat aceasta sa admita
si bobine cuplate mutual.

5. Analizati comparativ cele doua metode de descriere a unui circuit: cea orientata
pe elemente (se dau nodurile fiecarui element) si cea orientatd pe noduri (se dau
elementele, care concura la fiecare nod).

6. Analizati modul in care se pot folosi tehnicile de matrice rare la analiza circuitelor
electrice liniare.

7. Generati un algoritm de analiza a circuitelor de curent alternativ, pentru un sistem
care nu admite operatii cu numere complexe.

8. Generati un algoritm de analiza a datelor de descriere a unui circuit, care permite
simbolizarea nodurilor prin nume alfanumerice si care testeaza corectitudinea de-
scrierii.

9. Comparati diferitele metode de scriere ale ecuatiilor unui circuit electric rezistiv
liniar.

P i

Gustav Robert Kirchhoff (1824, Prusia - 1887, Germania)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Kirchhoff.html
http://scienceworld.wolfram.com/biography/Kirchhoff.html


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Kirchhoff.html
http://scienceworld.wolfram.com/biography/Kirchhoff.html
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Lucrarea 6

Interpolarea polinomiala a functiilor
reale

6.1 Caracterizarea metodei

Functiile numerice se pot reprezenta in sistemele de calcul prin doua metode principial
diferite:

e prin cod, indicand algoritmul care permite evaluarea functiei in orice punct al dome-
niului de definitie;

e prin date, indicand valorile functiei numai intr-o retea de puncte din domeniul de
definitie, numite noduri.

Evaluarea unei functii reprezentate tabelar (prin date) presupune aproximarea ei (inter-
polarea) in intervalele dintre nodurile retelei, in orice punct al domeniului de definitie. Una
din cele mai simple metode de interpolare consta in aproximarea functiei cu un polinom.
In acest caz evaluarea functiei se reduce la operatii aritmetice elementare (adunari si
inmultiri).

Scopul lucrarii este de a evidentia cele mai eficiente metode de determinare a poli-
nomului de interpolare. In lucrare se studiaza efortul de calcul, eroarea introdusa prin
interpolare polinomiala si limitele acestei metode de aproximare.

123
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6.2 Principiul metodei

Se considera functia reald de variabila reald f : [a,b] — R ale carei valori sunt cunoscute
intr-o retea de noduri a = xg < 1 < ... < x, = b:

To X1 Tn
U Yo Y1 - Un

in care Y = f(xg).

Problema fundamentald a interpolarii consta in determinarea unei functii g : [a, b] — R,
care aproximeaza functia f satisfacand conditiile: g(zo) = vo,9(1) = Y1, v, 9(T0) = Yn.
De obicei functia g este cautata de forma unei combinatii liniare

g(x) = chbk(x) (6.1)

de functii by : [a,b] — R, numite functii de baza. Daca in general problema interpolarii
nu are solutie unica, prin alegerea functiilor de baza problema este bine formulata si
are solutie unica, cu conditia ca aceste functii sa fie liniar independente. In acest caz,
problema interpolarii se reduce la determinarea coeficientilor cg, c1, ..., ¢,, care alcatuiesc
vectorul ¢ = [cg, c1, ..., c,]T € ROHD,

Metoda clasica

Alegand functiile de baza de forma 1, z,22%,..., 2", respectiv by, = 2*, functia de inter-
polare este un polinom:

g(x) =) enat,
k=0

de gradul n care satisface conditiile de interpolare:
g(zk):yk7 k:Oa1a27"'7n'

Exista deci o legatura stransa intre gradul polinomului de interpolare i numarul de puncte
ale tabelului de valori, si anume gradul polinomului este cu 1 mai mic decat numarul de
puncte din tabel (prin doua puncte trece o dreapta, prin trei puncte trece o parabola,
etc.).

In consecinta, coeficientii polinomului de interpolare satisfac sistemul de ecuatii alge-

brice liniare:
Co+ 1o + Cert + o+l = Yo
Co+c1my + et + et = oy

(6.2)

Co+C1In+02Ii+---+cnxz = Yn
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sau sub forma matriceala:

Ac=y,
in care y = [yo, %1, - -, ¥n)’ € RV iar
1 zg 23 -+
1z 23 - af ) )
A=\ e rHx(n+D) (6.3)
1 x, 22 --- a"

este o matrice nesingulara, daca xz; # x; pentru ¢ # j.

In acest fel, problema interpolarii presupune parcurgerea etapelor:

e determinarea coeficientilor polinomului de interpolare prin rezolvarea unui sistem
liniar de ecuatii algebrice;

e cvaluarea polinomului interpolant.

Aceasta tehnica de interpolare poate fi aplicata doar pentru valori mici ale gradului
(n < 5), deoarece are doua mari dezavantaje:

1. efortul de calcul pentru determinarea coeficientilor este relativ mare, ordinul de
complexitate al celui mai eficient algoritm de rezolvare a unui sistem liniar general

fiind O(2n3/3);

2. erorile solutiei sunt mari, deoarece sistemul este slab conditionat pentru valori mari
ale gradului n.

Metoda Lagrange

O metoda care evita aceste dezavantaje este metoda Lagrange, in care functiile de baza
se aleg de forma:

bo(z) = (z—a)(@—ax2) (v — )
bi(z) = (z—wo)(z—22) - (x—20)
(6.4)

bo(x) = (2 —mo)(x —21) - (¥ = Zpa)

sau in general:

b(z) = | I] (=) (6.5)
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Impunand polinomului
g@) =Y o [ @-m)
k=0 i=0,i#k

conditiile de interpolare, rezulta sistemul de ecuatii algebrice liniare:

g(xo) = Co(xo —951)($0—5U2)"'($0 —l’n) = Yo
g(z1) = alzr—xo)(w1 —x2) -~ (T1 —T0) = W
g(xn) = Cn(xn_xo) : (xn _xl)"'(xn_xn—l) = Un

cu structura diagonala. Solutia acestui sistem este:

Yk
H?:O,i;ék(xk — ;)

Ci —

iar polinomul de interpolare are expresia

n n

o) = we [T S =S ),

k=0  i=0,ik

in care s-a notat cu l(z) polinomul lui Lagrange.

(6.6)

(6.8)

(6.9)

Metoda Lagrange elimina dezavantajele metodei ”clasice”, in schimb timpul necesar

evaludrii polinomului de interpolare cregte de la ordinul liniar O(n) la cel patratic O(n?).

Metoda Newton

O alta metoda pentru determinarea polinomului de interpolare este metoda Newton,

in care functiile de baza se aleg de forma:
bo(!L’) =1

bi(x) = (z—x0)
by(z) = (z—ao)(x— 1)

bu(z) = (v —z0)(x — 1) - (¥ — Tn1)

sau 1n general:

k—1

) = [T =)

i=0

Impunand polinomului
n k—1
g(k) =) || (@ — )

(6.10)

(6.11)
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conditiile de interpolare:

g(xo) = co=1uo
g(x1) = co+a(xy—x0) =y
g(x2) = co+ iz —20) + Co(T2 — 20) (T2 — 21) = U2
(6.12)
g(xn) = co+c1(xy —x0) + oy — x0) (X0 — 1) + - =Yy

rezulta un sistem algebric liniar cu structura triunghiular inferioara, a carui rezolvare
poate fi realizata prin metoda substitutiei progresive. Coeficientii polinomului de inter-
polare Newton sunt:

o = Yo
c = (y1—co)/(x1—20) = (Y1 — Yo) (71 — T0)
co = (yoa—co—ci(xa —20))/ (22 — 20) /(2 — 1)
(6.13)
e = (Yo — o — c1(@n — @) — (T — o) (0 — x1) -+ ) /(T — w0)/ -+ /(T — Tp1)

Un concept aflat intr-o stransa relatie cu polinomul de interpolare Newton este cel
al diferentelor divizate de ordinul k ale unei functii f, valori notate cu f[---] si care se
definesc recursiv prin:

Flaosan, - yg] = L0 2] = Slwo, @ o @] (6.14)

T — Xo

iar in particular, in cazul diferentei divizate de ordinul 1:

flzo, 1] = 1=t (6.15)

T, — T

Se constata ca valorile coeficientilor ¢; din polinomul de interpolare Newton sunt date
de diferentele divizate

ek = flro, w1, )
si:
n n k—1
g(x) = Z cebp(x) = Z flzo, w1, -+, xp] H(m — ;). (6.16)
k=0 k=0 i=0

Determinarea coeficientilor polinomului Newton este facilitata de utilizarea tabelei
diferentelor divizate, in care elementele se calculeaza recursiv:
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X y ord.1l ord.2 ord.3 ord.4
Lo | Yo
f[l"o, 1’1]
T | Y1 flwo, w1, 2]
fla1, zo] flzo, .., xs3]
Ty | Y2 fla1, o, 23] flzos .-, x4]
flza, x5] flz1, ..., x4
T3 | Y3 f[332, I3, 9134]
f[xg, I4]
T4 | Y4

Prima ”linie” a acestui tabel contine chiar coeficientii polinomului de interpolare New-

ton. Diferentele divizate de diferite ordine reprezinta aproximari ale derivatelor de ordin

corespunzator ale functiei in sensul ca daca f(z) are m derivate pe intervalul [a, b] exista

un punct a < z < b astfel incat:

fim(2)
f[x();xla"' 7I'm] - m' (617)
in care xg, 1, . .., T, sunt puncte distincte din intervalul [a, b].

Metoda de interpolare Newton are urmatoarele avantaje:

realizeaza un compromis optim intre efortul de constructie si cel de evaluare;

algoritmul este relativ stabil din punct de vedere numeric, avand erori numerice
acceptabile ale rezultatelor;

e permite marirea gradului polinomului de interpolare, prin adaugarea unui nod nou
in reteaua de interpolare, cu reutilizarea coeficientilor de la gradul anterior, care nu
se modifica, deci cu un efort minim de calcul;

e are posibilitatea de a controla eroarea de interpolare;

e prin marirea succesiva a gradului polinomului de interpolare pana la atingerea pre-
ciziei dorite, timpul de calcul este dependent de eroarea impusa, avand valori mari
doar in cazurile in care se doreste o precizie ridicata;

e coeficientii polinomului Newton reprezinta diferentele divizate de interpolat, ceea ce
faciliteaza calculul numeric al polinomului de interpolare.

Observatie:

Cele trei metode prezentate (clasica, Lagrange, Newton) sunt metode de interpolare

globala. Ele cauta un polinom de grad n ce trece prin cele n + 1 puncte ale tabelului de
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date. Deoarece acest polinom este unic (de exemplu, daca n = 1, exista o dreapta unica
ce trece prin cele doua puncte, daca n = 2, exista o parabola unica ce trece prin cele trei
puncte, etc.), cele trei metode rulate pe un calculator ideal, de precizie infinita (in care
nu exista erori de rotunjire) ar da acelasi rezultat.

6.3 Pseudocodul algoritmilor

Metoda clasica

Determinarea coeficientilor polinomului de interpolare se poate face cu urmatoarea
procedura, care apeleaza la randul ei procedura Gauss, de rezolvare a sistemelor algebrice

liniare.
procedura interp(n, z,y, ¢) ; determina coeficientii polinomului de interpolare
intreg n ; gradul polinomului de interpolare
tablou real z(n) ; abscisele punctelor de interpolare
tablou real y(n) ; ordonatele punctelor de interpolare
tablou real ¢(n) ; coeficientii polinomului (date de iesire), indicii sunt de la 0 la n
tablou real a(n,n) : matricea sistemului, cu indicide la 0 la n
pentru:=0,n
app =1
pentru j =1,n
pentru: =0,n
A5 = Qjj—1T;
GaussO(n+1, a, y, ¢) ; rezolva sistemul liniar ac = y cu n + 1 ecuatii
retur

Atentie: Tabloul de date are indici de la 0 la n. Procedura Gauss implementata in
lucrarea 3 folosea indici de la 1 la n. Ea trebuie rescrisa pentru a trata matrice in care
notatia indicelor este de la 0 la n. De aceea pseudocodul de mai sus apeleaza o functie
GaussO.

Pentru evaluarea polinomului se poate folosi rutina evalp prezentata in lucrarea 1.
Metoda Lagrange fara pregatire

Procedura de interpolare Lagrange admite urmatoarea reprezentare in pseudocod:

functia interp-L (n, x, vy, xcrt) ; evalueaza polinomul de interpolare
; Lagrange in punctul xcrt
intreg n ; gradul polinomului
tablou real z(n), y(n) ; reteaua de interpolare, indici de la 0 la n
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real xcrt ; variabila independent3
real ycrt ; valoarea polinomului in xcrt
real p ; variabild intermediara
yert =0
pentru k£ =0,n
p=1

pentru j =0,n
daca j # k atunci
p=p-(z—x;)/(z, — z;)
yert = yert +yi - p
intoarce ycrt

Metoda Lagrange cu pregatire

Daca polinomul este evaluat intr-un numar mare de puncte, diferite de nodurile retelei
de interpolare, atunci este avantajoasa urmatoarea forma a polinomului de interpolare

6.4):

o(z) = <x—wo><x—w1>-~-<x—xn>i( “). (6.18)

r—x
k=0 K
n care ¢ este dat de relatia (6.8]).

Aceasta metoda admite urmatorul pseudocod:

procedura prep-L(n, x, y, ) . pregateste datele pentru interpolarea Lagrange
intreg n ; gradul polinomului
tablou real z(n),y(n) ; reteaua de interpolare, indici de la 0 la n
c(n) ; coeficientii polinomului de iesire, indici de la 0 la n
pentru k£ =0,n
Ck = Yk

pentru j =0,n
daca j # k atunci

cr = cx/(Th — T5)

retur
functia eval-L (n, x, y, xcrt) ; evalueaza polinomul Lagrange in punctul zcrt cu
; coeficientii ¢ calculati cu prep-L
intreg n ; gradul polinomului
tablou real z(n), ; abscisele punctelor de interpolare, indici de la 0 la n
tablou real ¢(n) ; coeficientii polinomului, indici de la 0 la n
real zert ; varibild independenta

p=1
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pentru £k =0,n
p = p(xert — xy)
daca p = 0 atunci intoarce y;
yert =0
pentru k£ =0,n
yert = yert + ¢ /(xert — xy)
yert = p - yert
intoarce ycrt

Metoda Newton

Problema determinarii coeficientilor polinomului Newton are o solutie dependenta de
reprezentarea datelor.

Daca se genereaza diferentele divizate si se memoreaza intr-un tabel bidimensional cu
elementele:

aij = flzi- o wigy)

pentrui¢=0,1,...,n8i j=0,1,...,(n — 1) si a;; = 0 pentru j > n — ¢, atunci pe prima
linie a acestui tabel se obtin coeficientii polinomului de interpolare Newton ¢, = agy:

Jg=0 J=1 J=2
1=0: Zo flo] flwo, 21] flwo, 1, 2]
i=1: Z1 fld] flw1, 2] fley, o, 23] -0 = [ay]
i=2: T flz2] flza, x3] flz2, 3, 4]

i=n—1: z,1 flra1] flra-1,20] O

i=mn: Tn flzn] 0 0
procedura prep-N (n, x, y, ) ; determind coeficientii polinomului
; de interpolare Newton
intreg n ; gradul polinomului
tablou real z(n), y(n) ; reteaua de interpolare, indici de la 0 la n
tablou real ¢(n) ; coeficientii polinomului, indici de la 0 la n

; (date de iesire)
pentru i =0,n
aio = Yi
pentru j = 1,n
pentru:=0,n—7
aij = (Qiyjj—1 — Gij—1)/(Tj41 — 2;)
pentru i =0,n
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c; = agl

retur

functia eval-N (n, x, y, xcrt) . evalueaza polinomul Newton

intreg n ; gradul polinomului
tablou real z(n), . abscisele punctelor de interpolare, indici de la 0 la n
tablou real ¢(n) . coeficientii polinomului, indici de la 0 la n
real zort : varibild independenta
yert = ¢,

pentru k=n—1,0,—1
yert = o + (zert — xy)yert
intoarce ycrt

Evaluarea polinomului Newton se bazeaza pe observatia ca acesta poate fi scris sub
forma:

g(w) =co+ (z —xo)(c1 + (x —x1) (2 + - + (¥ — Tp2)(Cn1 + n(T —Tpy) - +)

mult mai avantajoasa din punctul de vedere al efortului de calcul decat forma (6.11]).

6.4 Analiza complexitatii algoritmilor

6.4.1 Efort de calcul

Metoda clasica de interpolare polinomiala, bazata pe rezolvarea unui sistem de ecuatii
liniare necesita un efort de calcul de ordinul O(2n?/3) pentru determinarea coeficientilor
polinomului gi un efort liniar O(2n) pentru evaluarea polinomului. Daca se efectueaza m
evaluari, efortul global de calcul este O(2n3/3 + 2mn).

La metoda Lagrange, efortul de calcul pentru evaluarea polinomului Lagrange intr-un
punct cu relatia ([6.9) este de ordinul O(4n?). Daca se utilizeaza relatia (6.I8), atunci
pregatirea datelor (procedura prep-L) necesitd un efort de calcul de ordinul O(2n?), iar
evaluarea (functia eval-L) necesita un efort de calcul de ordinul O(5n), deci un efort de
calcul global cu ordinul O(2n? + 5mn).

In cazul metodei Newton efortul de pregitire are ordinul O(3n2/2), iar efortul de

evaluare are ordinul O(2n), ceea ce corespunde unui efort de calcul global de ordinul
0(3n?/2 + 2mn).

Urmatorul tabel sintetizeaza rezultatele obtinute si evidentiaza eficienta metodei New-
ton:
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Metoda H Timp de pregatire ‘ Timp de evaluare ‘ Timp total

Clasica 2n3/3 2n 2n3/3 4+ 2nm
Lagrange (6.9) — 4n? 4n’m
Lagrange (6.I8)) 2n? 5n 2n? + 5nm

Newton 3n?/2 2n 3n?/2 + 2nm

6.4.2 Necesar de memorie

Din punctul de vedere al eficientei spatiale metoda clasica necesita un spatiu de memorie
de ordine O(n?) pe cand in cazul metodei Lagrange spatiul de memorie necesar are ordinul
liniar O(2n) pentru varianta (6.9) si O(3n) pentru varianta (6.18).

Metoda Newton, asa cum a fost descrisa in procedura prep-N, necesita un spatiu de
memorie O(n?) pentru determinarea coeficientilor. Deoarece juméatate din acest spatiu
este neutilizat, structura de date poate fi modificata prin memorarea diferentelor divizate
intr-un tablou unidimensional, ceea ce conduce la un necesar de memorie de ordinul

O(n?/2).

6.5 Eroarea de interpolare

Problema generala a interpolarii nu are solutie unica, existand o infinitate de functii g(x),
care interpoleaza functia f(z) pe o retea data. Mai mult, abaterea dintre functia ”exacta”
f(z) si aproximarea sa g(x) poate fi facuta oricat de mare, chiar daca g(zy) = f(x) pentru
k=0,1,---,n. Daca in schimb, functia f(z) are derivate de ordin superior pe intervalul
la, b], atunci eroarea de aproximare a ei cu un polinom interpolat g(x) este marginita.

Daca se noteaza cu:
e(z) = f(z) — g(x),
eroarea absoluta, in care g(z) este polinomul de interpolare pe reteaua zg,x1,..., Ty,
atunci:

e(x) = flxo,x1,. .., 20, z]. (6.19)

Folosind relatiile (6.16) si (6.17) rezulta ca exista un punct z € [a, b] astfel incat:

e(x) = T 1 R H T — ;). (6.20)

Daca |f™)(2)| < M, pentru orice a < < b, atunci eroarea de interpolare satisface
inegalitatea:

e(2)] < L f[ T — 5. (6.21)
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In particular, in cazul interpolarii liniare pe reteaua cu doua puncte xg, z; eroarea de
interpolare satisface inegalitatea:

M.
()] < 2o = wollw — 1],

in care My > |f"(2)] cu zp < z < x1. Se constata ca eroarea de interpolare se anuleaza in
nodurile retelei zy, x1 §i ca nu poate depasgi valoarea:

in care s-a notat cu h = xy — xo lungimea intervalului.

Interpolarea parabolica (cu polinom de gradul doi) va avea o eroare care depinde de
valoarea maxima a modului derivatei a treia a functiei de interpolat. In general, daca
h = b — a, rezulta inegalitatea:

Mn+1

R R

htL (6.22)

care evidentiaza dependenta erorii de lungimea h a intervalului de interpolat.

Daca marginile My, M3, My, ... ale derivatelor alcatuiesc un gir monoton descrescator
(My41 < My), atunci relatiile (6:19) si (6.21]) evidentieaza faptul ca ultimul termen din
polinomul interpolat Newton reprezinta o aproximare a erorii de interpolare pentru poli-
nomul de grad n — 1.

Din rezultatele prezentate s-ar parea ca marind gradul polinomului de interpolare,
eroarea de interpolare trebuie sa scada. In realitate, aceasta afirmatie nu este exacta. Un

exemplu celebru este cel dat de Runge, care a aratat ca pentru functia f : [=5,5] — R,
definita prin:
1
r) = ———

care este o functie suficient de neteda, interpolarea pe o retea uniforma de noduri este
numeric instabila. Pe masura ce cregte numarul de noduri (si implicit gradul polinomului)
creste si eroarea de interpolare, datorita oscilatiei polinomului interpolat intre punctele
retelei. Aceasta lipsa de convergenta a polinomului de grad ni catre f(x), cand gradul n
tinde catre infinit este cunoscuta sub numele de efectul Runge.

Pentru a elimina efectul Runge se recomanda alegerea nodurilor de interpolare in
pozitia corespunzatoare radacinilor polinomului Cebigev:

a+b b—a (n—k)r
_ n=n)m 2
T, 5 + 5 COS( - ), (6.23)

unde £k =0,1,...,n
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Erorile prezentate sunt in fond erori de trunchiere, dar intr-o interpolare apar si erori
inerente sau de rotunjire.

Erorile inerente se datoreaza abaterilor datelor de intrare de la valoarea exacta. In-
terpolarea polinomiala avand un caracter global, o abatere intr-un nod xj se face simtita
nu numai local, in vecinatatea nodului z; ci pe intreg domeniu [a,b]. Daca de exemplu
yp = yr + e, este afectata de eroarea e,, atunci rezultatul interpolarii g(z)* = g(z) + ¢,

n
I
e, =€ _
g Yy xk_%j

J=0,j7#k

are o eroare:

care se anuleaza in nodurile z; cu j diferit de &, deci este chiar polinomul Lagrange I (z)
multiplicat cu e,. Acest polinom poate lua in intervalul [a, b] valori mult mai mari ca e,
Alegand nodurile conform radacinilor polinomului Cebigev, atunci polinomul Lagrange
I (x) se identifica cu polinomul Cebigev de grad k, care are oscilatie minima in intervalul
la, b]. In consecinta, interpolarea Cebigev asigura nu numai erori de trunchiere ci si erori
de rotunjire minime.

Spre deosebire de erorile de trunchiere, erorile de rotunjire depind de metoda adoptata.
Deoarece polinomul de interpolare al unei retele de date este unic (nu depinde de metoda
prin care a fost calculat), erorile de aproximare in cazul operarii cu un sistem de calcul
ideal (fara erori de rotunjire) sunt aceleasi indiferent daca polinomul a fost determinat
prin metoda clasica, Lagrange sau Newton.

Modul in care se propaga erorile de rotunjire depinde de stabilitatea numerica a
metodei. Metoda Lagrange este foarte stabila numeric, deoarece elementele bazei sunt
ortogonale si sistemul de rezolvat (cu structura diagonald) este foarte bine conditionat.
Metoda ”clasica” este foarte instabila deoarece sistemul care se rezolva este slab conditionat,
mai ales pentru polinoame de grad mare. Metoda Newton prezinta o stabilitate numerica
acceptabila.

Erorile prezentate limiteaza drastic utilizarea interpolarii polinomiale globale. Nu este
recomandabila aceasta metoda pentru interpolarea datelor experimentale, succeptibile de
erori mari. Ea poate fi aplicata cu succes la interpolarea functiilor evaluate algoritmic,
care sunt suficient de netede (de preferinta analitice), fara modificari prea rapide ale pan-
tei (de preferinta la functii monotone). Daca nodurile retelei de interpolare pot fi alese
de utilizator, atunci se recomanda ca ele sa fie mai dese spre marginile intervalului, de
preferinta conform relatiei ([6.23)). Din pacate, nici alegerea nodurilor conform acestei
relatii nu rezolva complet problema interpolarii polinomiale. Faber a demonstrat o teo-
rema care afirma ca pentru orice sir de retele de discretizare cu un numar de noduri n
tinzand catre infinit exista cel putin o functie continua pentru care procedura de interpo-
lare este divergenta, in sensul ca eroarea de interpolare tinde la infinit. Aceasta teorema
evidentieaza limitarea majora a metodei interpolarii polinomiale globale.
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6.6 Chestiuni de studiat

1. Interpolarea polinomiala a functiilor pe retele uniforme sau neuniforme (conform
radacinilor polinoamelor Cebigev);

2. Analiza experimentala a erorilor;
3. Analiza experimentala a timpului de calcul;
4. Implementarea gi testarea unor algoritmi de interpolare polinomiala;

5. Cautare de informatii pe Internet.

6.7 Mod de lucru

Pentru desfagurarea lucrarii selectati optiunea Interpolarea polinomiala a functiilor reale
din meniul principal de lucrari. Aceasta are ca urmare lansarea urmatorului meniu:

e Interpolarea polinomiala uniforma /Cebigev
e Analiza algoritmilor - erori

e Analiza algoritmilor - timpi de calcul

6.7.1 Interpolarea polinomiala a functiilor pe retele unifor-
me/Cebisev

Se selecteaza din meniul principal optiunea Interpolare polinomiald, care lanseaza un
program de interpolare mai intai pe o retea cu pas constant gi apoi pe o retea cu pas
neuniform, in concordanta cu radacinile polinoamelor Cebigev. Programul afiseaza lista
functiilor f(z) care pot fi interpolate:

e sin(x)

e exp(x)

In(|z)

th(z)

Runge: 1/(1 + z?)

]



6.7. Mod de lucru 137

o Vx|

Dupa selectarea functiei programul solicita limitele domeniului de definitie a < x < bsi
gradul polinomului de interpolare. Se reprezinta grafic functia exacta f(z) si interpolarea
sa polinomiald ¢(x) in ambele cazuri (uniform/neuniform). In consola Scilab se afiseazs
eroarea de interpolare max,<,<p | f(x) — g(x)] .

Se vor studia interpolarile polinomiale pentru cele 7 functii predefinite, cu diferite valori
ale gradului polinomului. Pentru una din functii (in afara functiei sin) se va reprezenta
grafic modul de variatie a erorii in functie de numarul nodurilor de interpolare (de la 2
la 20). Se recomanda sa se aleagd o functie pentru care se remarca efectul Runge. Se vor
comenta rezultatele obtinute.

6.7.2 Analiza experimentala a erorilor de interpolare

Se selecteaza optiunea Analiza algoritmilor - erori din meniul principal al lucrarii. Pro-
gramul lansat determina eroarea de interpolare a functiei sin(z) pe o perioada, in cazul
folosirii metodelor de interpolare: clasica, Lagrange, Newton. Programul solicita valoarea
initiala, valoarea finala si pasul pentru gradul polinomului de interpolare. Valorile reco-
mandate pentru gradul polinomului sunt 1,2,3,4,5,6,7,8 (valoarea initiala 1, valoarea finala

8, pas 1).

Se vor nota erorile gi se vor comenta rezultatele. Se va reprezenta grafic eroarea in
functie de gradul polinomului de interpolare.

6.7.3 Analiza experimentala a timpului de calcul necesar inter-
polarii polinomiale

Se selecteaza optiunea Analiza algoritmilor - timpi de calcul din meniul principal al
lucrarii. Programul lansat determina timpul de calcul necesar interpolarii functiei sin(x)
pe o perioada, in cazul folosirii metodelor de interpolare: clasica, Lagrange, Newton.

Singura data de intrare este numarul de noduri n din reteaua de interpolare. Se
va reprezenta grafic modul de varitie a timpului de calcul (separat pentru pregatire si
interpolare) n, pentru n variind de la 20 la 100, cu pas 20.

6.7.4 Implementarea unor algoritmi de interpolare polinomiala

Se va implementa in limbajul C algoritmul Lagrange de interpolare. Se va scrie un program
de testare, care va permite introducerea datelor n - gradul polinomului de interpolare, x, y
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- tabelele de date (cu n+1 puncte) si afisarea rezultatelor interpolarii la mijlocul distantei
dintre nodurile de interpolare x.

6.7.5 Cautare de informatii pe Internet

Cautati pe Internet informatii legate de interpolarea functiilor. Cuvinte cheie recoman-
date: interpolation, fitting.

6.8 Exemple

6.8.1 Exemple rezolvate

1. Fie functia y = f(x) definita tabelar:

1 2 4

Cat este gradul polinomului de interpolare globala?

(a)
(b) Care sunt conditiile de interpolare?
) Care este sistemul de ecuatii asamblat in metoda clasica de interpolare?
(d) Care sunt polinoamele Lagrange asociate diviziunii [124]?
) Care este polinomul de interpolare Lagrange?
Care este tabelul de diferente divizate?
(

)
g) Care este polinomul de interpolare Newton?
) Care este valoarea functiei in punctul z = 37

Rezolvare:

(a) Gradul polinomului de interpolare globala g(z) este cu o unitate mai mic decat
numarul de noduri ale retelei de discretizare in care este cunoscuta functia
f(z). Pentru exemplul dat, functia y = f(x) are valori date in 3 noduri, si in
consecinta gradul polinomului de interpolare este n = 2.

(b) Conditiile de interpolare sunt g(zx) = yx, k = 0,n. Aceste conditii impun ca
functia de interpolare g(x) sa aiba aceleasi valori ca functia f(z) in nodurile
retelei de discretizare:



6.8. Exemple 139

9(z0) = yo = g(1)
g(z1) =y = g(2)
9(w2) =y = g(4)

2,
1, (6.24)
3.

~ n
(c) In metoda clasica de interpolare, functia de interpolare este g(z) = > cpat.
k=0
In cazul acestei probleme, avem:
g(x) = co + 17 + co? (6.25)

Din cele n + 1 conditii de interpolare rezulta un sistem (6.2)) de n + 1 ecuatii
cu n + 1 necunoscute (coeficientii ¢x, k = 0,n).

Conditiile de interpolare (6.24]) scrise pentru functia g(z) data de (€25]) conduc
la urmatorul sistem de ecuatii:

cp + c1 + cy = 2
co + 2C1 -+ 462
Co + 401 + 1602 =

I
w

(d) Polinomul Lagrange [;, asociat unei diviziuni x; are urmatoarea forma:

z Xr — T;
(x) = ] P

i=0,i#k

Pentru exemplul considerat, diviziunea are 3 puncte, in consecinta vor fi 3
polinoame Lagrange de grad 2:
(r—z)(z—m) (x—2)(x—4) a2>°—6x+8

o= 1 e ooy 3

)= T] ;k__g;i,:((x_%)(x_@) (r—D(@—4) 2 —bz+4

20,1 ry — 1’0)(1‘1 — 112) (2 — 1)(2 — 4) -2 ’
B 2 -z,  (z—z)(z—mx) (r—-1)(z—-2) 2*-3x+2
L) = igﬁ zp — 1 (v —x0)(me— 1)  (4—-1)(4-2) 6 ‘

(e) Polinomul de interpolare Lagrange este: g(x) = > ygli(x).
k=0
In cazul particular studiat:

9(z) = yolo(x) + yili(z) + yala(2),
si inlocuind expresiile polinomului Lagrange de mai sus, rezulta:

x2 —6x+8 2 —br+4 2 —3x+2 222—9x+13
g(x) =2 3 +1 — +3 6 = 3 :
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(f) Tabelul de diferente divizate este:

X y ord.1 ord.2
ro=1]|1yo=2
flzo, x1] = —1
r1=2|y=1 f[x0,$1,$2]=§
flz1,xe] =1
To=4|ys=3

Diferentele divizate de ordinul 1, respectiv ordinul 2 se calculeaza cu formula

([6.14), astfel:

yr—Y% _1-2
Tr1 — X 2—1

o y2—yr 3—1
f[xth]—IQ—J}l —4—2_

ooz, = 02 0] 120D 2

f[x0=xl] = —1,

1

Y

(g) Polinomul de interpolare Newton (6.I6]) este:

k

g(x) = Zf[mo,ﬂfla"' , Tk | (x — ;).

I
—

N
Il
o

In cazul studiat:

9(x) = yo + flwo, v1](x — 20) + flro, 21, 22) (T — 20) (T — 71) =

22% — 9 + 13

:2+(—1)($—1)+§(x—1)(;1:—2): .

Observatie: polinomul de interpolare globala g(z) este unic, indiferent de
metoda de interpolare utilizata. De aceea, rezultatul obtinut este identic cu

rezultatul de la punctul (e).

(h) In punctul z = 3, polinomul de interpolare este:

2.32-9.3+13 4

9(3) = 5 3

2. Fie functia y = f(z) definita tabelar:

Se cer:

(a) Cat este gradul polinomului de interpolare globala?
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Care sunt conditiile de interpolare?
Care este sistemul de ecuatii asamblat in metoda clasica de interpolare?

Care sunt polinoamele Lagrange asociate diviziunii [235]?

)
)
)
e) Care este polinomul de interpolare Lagrange?
) Care este tabelul de diferente divizate?

) Care este polinomul de interpolare Newton?

) Care este valoarea functiei in punctul z = 47

)

Care este polinomul de interpolare in ipoteza adaugarii punctului (1,0) in
tabelul de valori?

Rezolvare:

(a) Deoarece reteaua de discretizare are 3 noduri, gradul polinomului de interpolare
este n = 2.

(b) Conditiile de interpolare sunt:

9(2) =5,
9(3) =T,
g(b) =11.

(c) Impunand conditiile de interpolare expresiei g(x) = co + c1@ + co2?, rezulta
sistemul de ecuatii in metoda clasica de interpolare:

co + 201 -+ 402 = 5
Co + 361 + 902 = 7
cop + 501 + 2502 = 11

(d) Polinoamele Lagrange sunt:

o) = Em o= (-3 —5)  a?—8r415
’ (o — 21)(T0 — 72) (2—-3)(2-5) 3 ’
()= E=m)E—2) _(@-2)@-5) 2" -Tr+10
1 (1 —20)(v1 —72)  (3—2)(3-5) ) )
la(z) (@—zo)(x—m) _(@=2(x=3) 2> -52+6
2 (xg —xo)(x2 — 1) (5 —2)(5—3) 5 .

(e) Polinomul de interpolare Lagrange este:

x? —8xr + 15 1‘2—7$+10+

9(x) = yolo(x) + y1li(w) + yala(z) =5 5 + 7 —

x2—5a:—|—6_ 122+ 6

11
* 6 6

=2x + 1.
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Gradul polinomului de interpolare este 1, desi avem 3 noduri in reteaua de
discretizare. Aceasta se explica prin faptul ca cele trei noduri sunt situate pe
dreapta 2x + 1 = y.

Tabelul de diferente divizate este:

X y ord.1 ord.2
To=2| Yyg=205
f[x()?xl] =2
=3y =7 flzo, x1,22] =0
flz1, 0] =2
To =05 |y =11

Diferentele divizate de ordinul 1, respectiv ordinul 2 sunt:

Y1 —% T—5
f[$0,$1]—$1_x0—3_2—

2,

Y2 — U1 11-7
—= — :2
fla1, x] e :
fle, @o] — flwg, 2] 2 -2

To — Xg _5—2:

flxo, x1,22) = 0.

Ultima diferenta divizata egala cu zero indica faptul ca polinomul de interpolare
nu este de grad 2.

Polinomul de interpolare Newton este:
g9(x) = yo + flzo, z1](x — x0) + flzo, 1, 22)(x — 20)(x — 1) =
=5+4+2(x—-2)4+0x—2)(z—3) =2+ 1.
In punctul z = 4, polinomul de interpolare este:

g(4)=2-44+1=09.

In situatia in care tabelului de valori i se adauga un punct, metoda Newton
este cea mai avantajoasa metoda deoarece aceasta permite refolosirea calculelor
deja efectuate.

Tabelul de diferente divizate se completeaza cu noua valoare astfel:

x|y |ord.l |ord.2 | ord.3
215
2
317 0
3
, 8
5111 -3
1
4
110
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Diferentele divizate care apar prin adaugarea punctului (1,0) sunt:

Ys — Y2 _0—11_11

f[x27x3]:l‘3—332 N 1-5 _I’

Flay, 2o, 13) = flxe, x3] — flxn, 2o _ 11/4 -2 _ _§

T3 — I 1-3 87
- fl1, @o, x3] — flwo, 1, 2] _ —3/8-10 _ 3
f[950,$1,$27933]— T3 — 0 T 1-92 8
Polinomul de interpolare este:
3 3, 3 2
h(z) = g(z) + g(x —2)(x—=3)(x—5)=2x+1+ g(:v — 10z* + 31x — 30) =

= —Xr —

8 1Tt

Se observa ca nu este nevoie ca punctele diviziunii sa fie sortate. De aseme-

3 15 109 41
3_ 02, Y *

nea, in cazul aplicarii metodei clasice sau Lagrange, efortul de calcul efectuat
anterior s-ar fi pierdut.

3. Fie functia y = f(z) definita tabelar:

Cat este gradul polinomului de interpolare globala?

(a)
(b) Care sunt conditiile de interpolare?
) Care este sistemul de ecuatii asamblat in metoda clasica de interpolare?
Care sunt polinoamele Lagrange asociate diviziunii [1235]7
Care este polinomul de interpolare Lagrange?
Care este tabelul de diferente divizate?
(

)
g) Care este polinomul de interpolare Newton?
)

Care este valoarea functiei in punctul x = 47

Rezolvare:

(a) Deoarece reteaua de discretizare are 4 noduri, gradul polinomului de interpolare
este n = 3.
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(b) Conditiile de interpolare sunt;

(c) Conditiile de interpolare impuse polinomului g(z) = ¢y + c1x + cox? + 323
conduc la sistemul de ecuatii in metoda clasica de interpolare:

Co+1'01—|—12'02+13'03 = 3 Co —f- C1 + Co —|— C3 3
co+2-c1+2% co+2%c5 = 2 ) + 2¢; + 4y + 8z = 2
Co + 3- c1 + 32 - Co + 33 +C3 — 4 co + 361 + 902 -+ 2703 =4
co+5-c1+5% ca+5¢c5 = 1 co + Hey + 25c, + 125¢s 1
(d) Polinoamele Lagrange sunt:
Io(x) = (x —x1)(x — z2)(x — x3) (x—2)(x—3)(x—5) a®—102%+ 31z —30
0 (zo — x1)(z0 — m2)(z0 — 3) (1 —2)(1—3)(1—5) —8 ’

l(z) = (z—m)(w—m)(w—w3) (=D =3)(x=5) a*—92°+23r—15
(21 — @) (1 — 2) (21 — 23) (2-1)(2-3)(2-5) 3 )
hiz) = EmTE@—n)@—z) _(a-D(e-2(@-5) 282’4172 - 10
(w2 — 20) (22 — 71) (T2 — 73) 3—1)(3-2)(3-5) 4 )

)

(3= 1)
Is(x) = (z —20)(@ —2)(z — 2) — (z —1)(z —2)(z—3) $3—6x2+11x—6.
(3 — wo) (w3 — w1 (w3 —x2) ~ (5-1)(5~2)(5~3) 24

(e) Polinomul de interpolare Lagrange este:

2 — 102% 4+ 31z — 30 23 — 922 +23x — 15
9(x) = yolo(w) + y1li(x) + yala(z) =3 +2

-8 3
+4x3 — 822+ 17x — 10+1953 — 622+ 112 —6 _ —162°% + 13222 — 308z + 264 _
—4 24 24
2, 11, 77
=37 —i-?x — Ex%—ll.
(f) Tabelul de diferente divizate este:
X y ord.1 ord.2 ord.3
ro=1|yo=3
flwo, z1] = —1
r1=2 |y =2 f[x07x1,$2]:%
flzr, o) =2 flzo, x1, 22, 23] = —%
Ty =3 |y2=4 f[9517$2,x3]:_%
f[ZEQ,ZL’g] = _%
T3 = 5) Ys = 1
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Diferentele divizate de ordinele 1, 2 si 3 sunt:

1 —Y% 2-3
f[xo,wl]—l’l—l‘o_2—1 a

_1’

yo—y1  4—-2

flov @] = To—x1 3—2 =2
= n
floo,an, ) = LAz Son] 22020 2
flxy, xo, x3) = f[@;xx:ai : Qxl’xﬂ - _5%__22 = —g;
Flzo, 71, 0, 73] = f[iEl’fBQ,ﬂ?;?]) : io[l“o,l"b@] _ _5%__1% _ _;

(g) Polinomul de interpolare Newton este:
9(x) = yo + flzo, x1](x — @0) + flwo, 21, 22](x — wo)(x — 21)+

+ flzo, 1, T2, 23] (T — o) (T — 1) (T — 22),

3 2
gx)=3+(-1)(z—1)+ 5(95 —1)(x—2)+ <—§> (x—=1)(z—=2)(x—3) =
2 11
= —§x3 + 7372 — %x +11.
(h) In punctul z = 4, polinomul de interpolare este:
2 11
g(4) = =243 + —4% Ly +11 = 5.

3 2 6

6.8.2 Exemple propuse

1. Fie functia y = f(x) definita tabelar:

x[2 4 5]
y|[1 3 2]

Se cer:

(a) Cat este gradul polinomului de interpolare globala?

(b) Care sunt conditiile de interpolare?

(c) Care este sistemul de ecuatii asamblat in metoda clasica de interpolare?
)

(d) Care sunt polinoamele Lagrange asociate diviziunii [24 5]7
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e) Care este polinomul de interpolare Lagrange?

(
(f

)

) Care este tabelul de diferente divizate?

(g) Care este polinomul de interpolare Newton?
)

(h) Care este valoarea functiei in punctul z = 37

2. Fie functia y = f(x) definita tabelar:

| w
Lo | Ot

Se cer:

(a

) Cat este gradul polinomului de interpolare globala?
(b) Care sunt conditiile de interpolare?
)

c) Care este sistemul de ecuatii asamblat in metoda clasica de interpolare?

(
(d) Care sunt polinoamele Lagrange asociate diviziunii [135]?

)
)

f) Care este tabelul de diferente divizate?

e) Care este polinomul de interpolare Lagrange?

(
(

g) Care este polinomul de interpolare Newton?

()
(h) Care este valoarea functiei in punctul z = 27

(i) Care este polinomul de interpolare in ipoteza adaugarii punctului (4,5) in
tabelul de valori?

3. Fie functia y = f(x) definita tabelar:

DN | —
W W
— |
NN

Se cer:

(a
(b
(c
(

) Cat este gradul polinomului de interpolare globala?
)
)
d) Care sunt polinoamele Lagrange asociate diviziunii [134 5]7
)
)
)
)

Care sunt conditiile de interpolare?

Care este sistemul de ecuatii asamblat in metoda clasica de interpolare?

e) Care este polinomul de interpolare Lagrange?

(
(

Care este tabelul de diferente divizate?

g) Care este polinomul de interpolare Newton?

(
(h

Care este valoarea functiei in punctul x = 27



6.9. Intrebari si probleme 147

6.9 Intrebiri si probleme

10.

Evaluati stabilitatea numerica a metodei interpolarii polinomiale.

Generati un algoritm de interpolare polinomiala a unei functii de doua variabile

f(x,y).

Implementati intr-un limbaj de nivel inalt algoritmul de interpolare Newton.

Determinati o aproximare polinomiala pentru caracteristica unei diode semiconduc-
toare i(u) = I,(e"/" —1), cu I, = 1078 A, v = 0,027 V si analizati eroarea introdusa
prin interpolare.

Determinati o aproximare polinomiala pentru caracteristica de magnetizare B =
poH + Bsth(pH/By), cu po = 47 - 1077 H/m, B, = 1.7 T, u = 10%p, si analizati
eroarea introdusa prin interpolare.

Analizati comportarea aproximarii polinomiale in exteriorul domeniului a < z <b
(problema extrapolarii).

Generati si implementati un algoritm de interpolare a unei functii reale impare si
periodice printr-un polinom trigonometric de forma

g(x) = Z ay sin(kwt).
k=1

Documentati-va in literatura de specialitate si pe internet ce inseamna interpolarea
polinomiala pe portiuni (de tip spline).

Rezolvati problemele 4 gi 5 in mediul MATLAB/SCILAB.

Identificati in biblioteca matematica descrisa in [2] functii avansate pentru inter-
polari gi aproximari polinomiale, rationale gi spline. Ce aduc nou aceste functii fata
de cea analizata in lucrare?
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Joseph-Louis Lagrange (1736, Sardinia-Piedmont, acum Italia -
1813, Franta

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Lagrange.html

Sir Isaac Newton (1643, Anglia - 1727, Anglia)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Newton.html

Carle David Tolme Runge (1856, Germania - 1927, Germania)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Runge.html


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Lagrange.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Newton.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Runge.html

Lucrarea 7

Derivarea numerica a functiilor reale

7.1 Caracterizarea metodelor de derivare numerica

Metodele numerice de derivare au o larga aplicabilitate in inginerie, de exemplu atunci
cand expresia analitica a derivatei functiei este complicata si cere un efort mare de evaluare
sau atunci cand functia are expresia necunoscuta (valorile sunt determinate experimental
sau rezulta dintr-un calcul numeric anterior). Aceste metode stau la baza rezolvarii
numerice a ecuatiilor diferentiale, foarte putine din acestea putand fi rezolvate prin metode
analitice.

Derivarea numerica se reduce la calcule aritmetice (adunéri, scaderi, inmultiri gi impar-
tiri), folosind formule relativ simple deduse prin aproximarea functiei de derivat printr-un
polinom de interpolare. In acest fel, din punct de vedere teoretic, problema derivarii
numerice se reduce, practic, la problema interpolarii functiilor.

In lucrare se studiaza erorile de trunchiere gi rotunjire si modul in care acestea depind
de ordinul aproximarii gi pasul retelei de interpolare.

7.2 Principiile metodelor

Problema derivarii numerice se formuleaza diferit in urmatoarele doua cazuri:

e functia este definita prin cod (este cunoscuta expresia ei analitica sau algoritmul de
evaluare pentru orice punct din domeniul de definitie);

e functia este definita prin date (este cunoscut tabelul valorilor functiei intr-o retea
finita de puncte din domeniul de definitie, numite noduri).

Fie o retea de discretizare:

149
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r:. X, L1, T2, ..., Ip
f : f07 fl) f27 cry f'fb
pe care sunt date valorile f, = f(z) ale unei functii reale f : [zg, x,] — R.

Daca se noteaza cu g : [z, x,] — R o functie care interpoleaza datele anterioare (de
exemplu, polinomul de interpolare de gradul n), atunci derivata functiei f(x) in punctul
x poate fi calculata aproximativ, evaluand ¢'(z).

De exemplu, in cazul n = 1, polinomul de interpolare

glx) = fofo__ill + 1;1__3;00 (7.1)
are derivata f
J(@) = 2D (72)
iar in cazul n = 2:
(= m) (2 —2) (x — o) (x — 22) (x — z0)(x — 29)
9(@) = fo (zo — 1) (w0 — 22) th (21 — o) (@1 — 72) MRk (w2 — o) (w2 — 21)
o 2 — (1 + 22) 2r — (2o + 22) 2r — (g + x1)
gle) = fo (zo — 1) (w0 — 72) T (21 — o) (21 — 72) " 2(1‘2 — xp)(22 — 1) (73)

Calculele pot fi continuate pentru grade superioare, prin folosirea polinomului Newton
de interpolare.

In cazul retelei de noduri echidistante cu pasul
h=x — (7.4)

aceste relatii capata o forma mult mai simpla:

g/<x): fl;f(), (75)

pentru ordinul n =1 si

x— (xg+h) m—(:vo—l—%)

r — (20 + 30)
: DY | It (7.6

h2

g'(x) = fo

pentru n = 2.

—2fi

Polinomul de interpolare de grad doi devine, dupa derivare, o functie de gradul intai
care, in cele trei noduri ale retelei are valorile:

g'(zg) = %(—3f0+4f1—f2); (7.7)
g'(z1) = %(ﬁ—fo); (7.8)

g(e2) = 5 (fo—Afi+3f) (7.9
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Aceste trei relatii reprezinta aproximari de ordinul doi ale primei derivate, cunos-
cute sub numele de relatii cu diferente finite progresive, centrate si respectiv regresive.
Aproximarile de ordin doi ofera erori de trunchiere mai mici decat aproximarile progre-
sive gi regresive de ordinul intai:

g = (= fo) (7.10)
g'(z1) = %(fl_fO)S (7.11)

obtinute folosind polinomul de gradul n = 1.

Se constata ca pentru aproximarea derivatei intr-un nod al retelei de discretizare se
folosesc valorile functiei in nodurile vecine. Cu cat ordinul aproximarii este mai mare, cu
atat sunt utilizate mai multe noduri din vecinatatea iar calculul este mai complicat.

Derivatele de ordin superior se pot evalua numeric prin aplicarea recursiva a formulelor
de calcul pentru prima derivata. De exemplu, folosind succesiv relatia (7.8)) a diferentelor
finite centrate de ordinul doi, pentru o discretizare locala cu pasul h/2 si cu notatiile:

f(xi+h/2) = fiv1/2 flei—h/2) = fi—1/2, se obtine:

fit1—Ffi fi—fi
F'ay) = iz~ fia _ 202 2D _ firn = 2fi + fia

2(h/2) h h? ’

(7.12)

rezultat care corespunde derivarii directe a polinomului de interpolare g(x), pentru aprox-
imarea de ordinul doi. Acest rezultat are avantajul unei precizii maxime pentru reteaua
considerata gi pentru trei evaluari a functiei f.

In cazul unei retele neuniforme cu: xy — xg = hy, 9 — x1 = hs, rezulta:

9 ; 9 i 9
hi+hy) " hihy P (hy + ha)he

g//(l') = f0h1< (713)

Formulele de derivare numerica obtinute se pot aplica gi in calculul derivatelor partiale.

Rezultatele obtinute pentru cazul functiilor definite tabelar se aplica si in cazul functiilor
definite prin cod, cu observatia ca: f; = f(x;) si fix1 = f(z; + h), In care pasul h se alege
astfel incat erorile numerice sa fie cat mai mici.

7.3 Analiza algoritmilor

Analiza erorilor

Deoarece valoarea exacta a derivatei se obtine printr-un proces infinit de trecere la

o) — i D) = @)

h—0 h ’

limita:

(7.14)
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evaluarea numerica este afectata de o eroare de trunchiere. Teoretic, eroarea de trunchiere
este cu atat mai mica cu cat ordinul aproximarii este mai mare. In realitate, din cauza
fenomenului Runge (evidentiat la interpolarea polinomiala), formulele de derivare de or-
din superior sunt afectate, in anumite cazuri, de erori mari de trunchiere (mai ales la
prelucrarea datelor experimentale). In acest caz se recomandi folosirea relatiilor de ordin
mic, cea mai indicata fiind relatia cu diferente finite centrate de ordinul doi.

Erorile care apar prin folosirea formulelor de derivare numerica depind de doi factori:

e pasul de derivare h;

e gradul polinomului de interpolare n.

Pasul de derivare are o valoare optima, finita, pentru care eroarea este minima.

Pentru h > hoptirrp predomina eroarea de trunchiere, datorata trunchierii seriei Taylor.
In general, eroarea de trunchiere are ordinul O(h™), deci scade cu micgorarea pasului h si

cresterea gradului n.

Pentru h < hoptim? predomina eroarea de rotunjire cauzata de faptul ca sistemul nu
poate retine decat un numar limitat de zecimale. Aceasta eroare creste pe masura scaderii
pasului h, datorita fenomenului de ”anulare prin scadere”.

Pentru evaluarea erorii de trunchiere se foloseste dezvoltarea in serie Taylor:

Flor) = Flao) + 1 f (o) + 5 £(2), (7.15)

de unde rezulta: f g L
fl(zo) = - n > - §f”(2) = ¢'(wo) + O(h), (7.16)

deci o eroare de trunchiere O(h) pentru relatia cu diferente finite de ordinul intai.

Efort de calcul

Timpul de calcul cregte cu cregterea ordinului n al aproximarii, fiind necesare n + 1
evaluari ale functiei f pentru calculul primei derivate.

Derivatele de ordin superior se pot calcula numeric prin aplicarea recursiva a formulei
de derivare de ordinul intai, dar erorile sunt tot mai mari pentru derivatele de ordin
superior, generand importante instabilitati numerice.

7.4 Pseudocodul metodei

Metodele de derivare numerica se transpun usor in orice limbaj de programare, datorita
simplitatii formulelor de calcul.

Ca date de intrare pentru calculul derivatei functiei f sunt necesare doar:
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e punctul z (in care se calculeaza derivata);

e pasul de derivare h (distanta intre doua puncte ale retelei de noduri).

Daca functia este data tabelar, datele de intrare trebuie sa fie completate cu:

e tabelul nodurilor retelei gi al valorilor functiei in aceste noduri.

In cazul functiilor definite prin cod, calculul primei derivate prin metoda diferentelor

finite progresive de ordinul 1 se poate face utilizand pseudocodul urméator (care determina
automat valoarea optima a pasului de derivare ):

functia derivare (z,h) ; deriveaza functia f in punctul x, cu pasul initial A
real x
real h
nrit = 10 ; numarul maxim de iteratii pentru

determinarea pasului optim

err = 1e-20 ; eroarea relativa de rotunjire
f0 = f(x) ; valoarea functiei in punctul de derivare
e = err(|f0|+err) ; eroarea absolutd de rotunjire
k=0 ; contor iteratii
repeta
k = k+1
f1 = f(x+h)
f2 = f(x+2h)

d2 = |[f0-2f1+f2|/h*  ; modulul dublei derivate
daca d2 = 0 atunci

hO = h
altfel

hO = sqrt(2e/d2) ; pasul optim

r = h/h0 ; rata de modificare a pasului

h = h0 ; actualizeaza pasul la valoarea optima
pana cand (k > nrit sau (r < 2 si r > 1/2))
df = (f(x+h)-f0)/h ; derivata progresivd de ordinul 1

intoarce df

Aplicand functia derivare pentru valori negative ale parametrului h, valoarea intoarsa
df va fi derivata regresiva de ordinul 1. Derivata centrata se poate calcula ca media
aritmetica a valorilor regresiva si progresiva.

In cazul functiilor tabelare, calculul derivatei admite urmatoarea reprezentare in pseu-
docod:
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procedura derivtab (n, x0, h, f, df); calculeaza tabelul de derivare a functiei f,
; dat prin vectorii x si f, in n+1 puncte

intreg n : dimensiunea tabloului

real x0 ; nodul initial

real h ; pasul retelei

tablou real f(n) ; tabloul valorilor functiei

tablou real df(n) ; tabloul valorilor derivatei (date de iesire)

df(0) = (-3f(0) + 4f(1) - f(2))/2h
df(n) = (f(n-2) - 4f(n-1) + 3f(n))/2h
pentrui =1, n-1

df(i) = (f(i+1) - f(i-1))/2h

retur

7.5 Chestiuni de studiat

1. Evaluarea numerica a primei derivate;

2. Analiza experimentala a erorii de derivare numerica;
3. Analiza derivarii numerice de ordin superior;

4. Implementarea algoritmului;

5. Cautare de informatii pe Internet.

7.6 Modul de lucru

Pentru desfagurarea lucrarii selectati optiunea Derivarea numerica a functiilor reale din
meniul principal de lucrari. Aceasta are ca urmare lansarea urmatorului meniu:

e Program demonstrativ
e Analiza erorilor

e Derivare de ordin superior
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7.6.1 Evaluarea numerica a primei derivate

Se selecteaza din meniul principal optiunea Program demonstrativ. Acest program cal-
culeaza derivatele unor functii definite prin cod si pune in evidenta ordinul de marime
a erorilor ce apar, dependenta acestora de modul de interpolare (progresiva, regresiva si
centrata), de pasul de derivare (valoare data de utilizator gi valoare optima, determinata
de program), de functia de derivat si de punctul in care se calculeaza derivata.

Utilizatorul alege:

e functia de derivat;
e punctul z0 in care se calculeaza derivata;

e pasul de derivare h.

Functia de derivat se poate alege din cele 6 functii afisate:

e sin(x)
o tg(x)
Programul afiseaza valoarea exacta a derivatei gi valorile aproximative calculate prin

diferite metode si erorile absolute (de rotunjire gi de trunchiere).

Se vor comenta rezultatele obtinute si se va studia eficienta algoritmului de optimizare
a pasului.

7.6.2 Analiza experimentala a erorii de derivare numerica

Se selecteaza optiunea Analiza erorilor din meniul principal.

Programul ilustreaza dependenta erorii de pasul de derivare folosit si evidentiaza pon-
derile celor doua tipuri de erori (de rotunjire si de trunchiere).

Se folosesc succesiv formulele diferentelor finite centrate de ordin 2, 4, respectiv 6, pen-
tru calculul derivatei functiei sinus in punctul 7 /4. Se poate observa, astfel, i dependenta
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ordinului de marime al erorilor de ordinul polinomului de interpolare. Graficele sunt afiste
in scara dublu-logaritmica, pentru a se putea vizualiza In amanunt tot intervalul ”activ”
al variatiei erorilor.

Dupa afisarea unui grafic, in consola Scilab se afigseaza eroarea minima si pasul pentru
care este obtinuta. Se va estima din grafic valorea pasului optim gi ordinul erorii de
trunchiere in functie de pasul de derivare.

Se vor analiza i comenta rezultatele obtinute.

7.6.3 Analiza derivarii numerice de ordin superior

Se selecteaza optiunea Deriwvare de ordin superior. Programul calculeaza si reprezinta
grafic derivatele succesive de ordin superior ale functiei exponentiale exp(x), definite pe
intervalul [X'min, Xmaz]. Se afiseaza de fiecare data si graficul exact al derivatei respec-
tive, care este tot exp(z).

Datele de intrare ale programului sunt:

e ordinul maxim al derivatei de reprezentat;
e X minim,;

e X maxim;

e numarul de noduri.

Programul evalueaza derivatele in punctele interioare ale retelei cu metoda diferentelor
finite centrate de ordinul 2, iar pentru punctele periferice foloseste metoda diferentelor
finite progresive respectiv regresive de ordinul 3.

Se recomanda analiza propagarii erorilor la calculul pana la ordinul 5, pe o retea cu 100
de noduri ce discretizeaza intervalul [0, 10], precum si intervalul [0, 1]. Se vor comenta
comparativ rezultatele obtinute.

7.6.4 Implementarea algoritmului

Se va scrie, in limbajul de programare C, o functie care sa permita calculul numeric al
derivatei intai, prin metoda diferentelor finite centrate pentru

f() = —— In(a).

sin(x)
Folosind aceasta functie, se va scrie apoi un program care sa aiba ca date de intrare pasul

de derivare si punctul in care se calculeaza derivata si care sa afiseze valorile numerice ale
derivatei.
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7.6.5 Cautare de informatii pe Internet

Cautati pe Internet informatii si coduri legate de derivarea numerica a functiilor. Cuvinte
cheie recomandate: numerical derivative.

7.7 Exemple

7.7.1 Exemple rezolvate

1. Fie functia y = f(z) definita tabelar:

x|1 2 3 4
yi2 1 3 5

Sa se determine derivata functiei in nodurile retelei de discretizare utilizand dife-
rentele finite astfel: formulele progresiva si regresiva de ordinul intai pentru primul
si respectiv ultimul nod, formula centrata de ordinul doi pentru nodurile interioare.

Rezolvare:
Reteaua de discretizare este uniforma cu pasul h =27y —2p=2—-1=1.

Derivata progresiva ((T.I0) si derivata regresiva (.I1) de ordinul intai in primul nod
si respectiv ultimul nod sunt:

/ Ys — Y2 5—3
= = = 2.
y3 h,

Derivatele centrate de ordinul doi (Z.8) in nodurile interioare sunt:

_ Y=Y _3-2

, 1
h 2h 2 2’

293—91_5—1_
2h 2

Y

2. Fie functia y = f(x) definita tabelar:
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Sa se determine derivata functiei in nodurile retelei de discretizare utilizand dife-
rentele finite astfel: formulele progresiva si regresiva de ordinul intai pentru primul
si respectiv ultimul nod, formula centrata de ordinul doi pentru nodul interior.

Rezolvare:
Reteaua de discretizare este uniforma cu pasul h=2; — 20 =3 —1=2.

Derivata progresiva ([7.10) si derivata regresiva (Z.11]) de ordinul intai in primul nod
si respectiv ultimul nod sunt:

/:yl_y0:7_4_§
o= 2 2
,:yg—yl _ 10—7:§
LT 2 2
Derivata centrata de ordinul doi ((Z.8) in nodul interior este:
/:yQ_yO _ 10_4:§
N Y

Cele trei derivate sunt egale deoarece punctele din tabel sunt plasate pe o dreapta.

. Fie functia y = f(x) definita tabelar:

x |1
y |3

3 5 79
1 2 4 1

Sa se determine derivata functiei in nodurile retelei de discretizare utilizand dife-
rentele finite astfel: formulele progresiva si regresiva de ordinul doi pentru primul
si respectiv ultimul nod, formula centrata de ordinul doi pentru nodurile interioare.

Rezolvare:
Reteaua de discretizare este uniforma cu pasul h =2, —2p =3 —1=2.

Derivata progresiva (7.7)) si derivata regresiva (7.9) de ordinul doi in primul nod si
respectiv ultimul nod sunt:

I —3yo +4y1 — o _ —9—|—4—2__Z
Yo = 2 -4 T
,_Ye—4ys+3y  2-16+3 11
Yo = 2h -4 T T

Derivatele centrate de ordinul doi (7.8)) in nodurile interioare sunt:

_p—w_2-3_ 1

—_~

Y

on 4 4
& 2h R
;o Ya—y2 12 1
y3 p— pr— = — —

2h 4 4
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4. Sa se estimeze ordinul de marime al pasului de derivare optim pentru evaluarea
numerica a derivatei functiei sin x cu o formula de derivare progresiva de ordinul 1.

Rezolvare:

Formula de calcul a pasului optim este:

M,
2500

hoptim = M,

In cazul functiei sinus, My = M, = 1. Considerand ey = 1076, rezultd un pas de
derivare optim de ordinul /iy, =2 1078,

7.7.2 Exemple propuse

1. Fie functia y = f(x) definita tabelar:

x |1
vy |1

3 7
2 1

)
4

Sa se determine derivata functiei in nodurile retelei de discretizare utilizand dife-
rentele finite astfel: formulele progresiva si regresiva de ordinul intai pentru primul
si respectiv ultimul nod, formula centrata de ordinul doi pentru nodurile interioare.

2. Fie functia y = f(x) definita tabelar:

v[1 4 2 3 5

Sa se determine derivata functiei in nodurile retelei de discretizare utilizand dife-
rentele finite astfel: formulele progresiva si regresiva de ordinul doi pentru primul
si respectiv ultimul nod, formula centrata de ordinul doi pentru nodurile interioare.

7.8 Probleme si intrebari

1. Deduceti formulele aproximative ale derivatelor centrate pana la ordinul 4.

2. Determinati expresia Laplaceanului functiei f(z,y), folosind diferentele finite cen-
trate de ordinul 2. Calculati valoarea Laplaceanului in punctul z = 1,y = 1, pentru
functia:

f (3: ) y) = l,:}yg

folosind formula obtinuta gi evaluati eroarea.
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3. Determinati expresiile aproximative centrate de ordinul 2 ale derivatelor intai si a
doua, in cazul in care pasul de derivare nu este constant. Se vor folosi notatiile:

x(i)—xz(i—1) = h
x(i+k)—ax(i) = kh

in care se presupun cunoscute: h, k, f(z(i — 1)), f(x(2)), f(x(i + k)).

4. Deduceti ordinul de marime al erorii maxime in cazul aproximarii centrate, progre-
sive si regresive de ordin n.

5. Evaluati ordinul erorii de rotunjire la metodele diferentelor finite de ordinul 1 si
ordinul 2. Analizati dependenta acestor erori de pasul h.

6. Argumentati algoritmul pentru determinarea pasului optim, folosit in functia derivare,
prezentata in pseudocod.

7. Generati un algoritm pentru determinarea pasului optim la diferente centrate.

8. Generati un algoritm pentru derivarea functiilor definite tabelar pe retele neuni-
forme.



Lucrarea 8

Integrarea numerica a functiilor reale

8.1 Caracterizarea metodelor de integrare numerica

Integrarea numerica se aplica functiilor care nu pot fi integrate analitic (sau ar nece-
sita calcule complicate) sau in cazul functiilor date tabelar, de exemplu cele rezultate
experimental.

In general, metodele de integrare numerica se bazeaza pe aproximarea functiei de
integrat prin functii mai simple, a caror integrala se poate evalua usor. O metoda de
aproximare frecvent utilizata in cadrul integralelor este metoda interpolarii polinomiale
pe portiunt.

Spre deosebire de derivarea numerica, integrarea este o operatie relativ stabila numeric,
dar mai lenta, din cauza numarului sporit de calcule care trebuie efectuate.

8.2 Principiul metodei

Se considera functia reala f : [a,b] — R, definita prin cod sau tabelar, intr-o retea de
n + 1 noduri: zg, x1,...x,. Se formuleaza problema calculului integralei:

b
I:/ f(z)dz. (8.1)

Metoda trapezelor

Este una dintre cele mai simple metode de integrare numerica, cu rezultate bune in
aplicatiile ingineregti.
Pe o retea de n 4+ 1 noduri echidistante, pasul retelei are valoarea
Iy — o

h= . (8.2)

n

161
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Metoda se bazeaza pe aproximarea variatiei functiei de integrat intre doua noduri
succesive ale retelei printr-un polinom de gradul intéi (o dreapta). Aceasta echivaleaza cu
aproximarea ariei subintinse de graficul functiei intre doua noduri succesive (i sii+1), cu
aria trapezului ”sprijinit” de axa Ox, determinat de abscisele x;, x;,1 si ordonatele f(x;)
si f(x;41). Prin insumarea ariilor tuturor trapezelor de acest fel care se formeaza intre
punctele a si b, se obtine valoarea aproximativa a integralei definite a lui f, intre aceste
puncte.

Aria unui trapez este

h(f(x:) + f(2is1))

I; = . 8.3
: (33)
Rezulta, prin insumare pentru ¢ = 0,...,n — 1, formula de integrare prin metoda
trapezelor:
b h
I= [ @) dom G0 + 20 4o+ 2 ) + f@). (8)

Metoda Simpson 1/3

Se aproximeaza variatia functiei de integrat intre trei noduri succesive (i — 1,4,7 + 1),
printr-un polinom de interpolare de gradul doi: P(x) = ag + a;x + asx? (o parabold).

Presupunand aceeasi retea de n + 1 noduri echidistante, dar cu n par, gi considerand
originea 1n punctul x;, se poate scrie:

f(xi—l) = P(—h) = ag — alh + a2h2,
f(zi) = P(0) =ao, (8.5)
f(xi—i-l = P(h) = Qo + alh + a2h2.

Asadar, se aproximeaza aria subintinsa de functia de integrat intre punctele xz; 1 si
x;11 cu aria subintinsa de parabola P dintre punctele —h si h:

h h h3
I, = / P(x)dx = / (ag + arx + axx®) dz = 2hag + 2§a2. (8.6)
—h —h

Din conditiile de interpolare se calculeaza:

ap = flzi); (8.7)
o fl@is) = 2f (@) + f(@i)
as = oh? (8.8)

necesare in evaluarea integralei

- h(f(wi—1) + 4f3($z‘) + f(Ii+1))_ (8.9)
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Insumand toate ariile I;, pentrui =1,3,5,...,n— 1, rezulta

I :/ f(x)de ~ g(f(l“o) +4f(x1) +2f(x2) +4f(23) + -+ f(2a)), (8.10)

cunoscuta sub numele de Formula lui Simpson 1/3.
Integrarea Romberg

Valoarea numerica a integralei depinde de pasul de integrare h, eroarea de trunchiere
scazand cu micgorarea pasului h. Se noteaza cu I, valoarea exacta a integralei si cu
I = I(h) valoarea ei numerica. Deoarece functia I(h) este para (trapezele obtinute pornind
din a cu pasul h sunt aceleasi cu cele obtinute pornind din b cu pasul —h), prin dezvoltarea
ei in serie Taylor in jurul lui 0 se obtine, in cazul metodei trapezelor:

]:]0+a0h2—|—a1h4—|—a2h6+... (811)

Retinand din aceasta serie numai doi termeni, se obtin pentru doua valori diferite hy si
hs ale pasului de integrare:

Il = I()—f—aoh%;
_[2 = Io—i‘aohg.

Din cele doua ecuatii rezulta urmatoarea aproximare pentru valoarea exacta a integralei:

B hil, — W31,

Iy = 8.12
0 h% — h% ) ( )
cunoscuta sub numele de formula de integrare Romberg.
Reducand succesiv valoarea lui h: hy > ho > hy > ... > hj... , se obtin valorile
integralei numerice:
hi Iy — h2I
Top = ’”;LZ _22 . k=1,2,..., (8.13)
k+1 k

care au precizie din ce In ce mai buna.

Formula lui Romberg se simplifica, daca la fiecare iteratie se injumatateste pasul de
integrare (hgy1 = hi/2):

4l — 1
Iop = "k (8.14)
3
Valorile numerice ale integralelor Iy, Ipo, los,. . ., calculate pe retele tot mai fine, pot fi

folosite pentru calculul unei valori numerice de precizie ridicata, prin aplicarea recursiva
a formulei Romberg:

e Nr. intervale: n 2n 4n . ..

o Met. trapezelor: ]01 102 ]03 ce
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e Romberg ord. 1: [;; = % I, = %

16110—111

e Romberg ord. 2: Iy = =&

In general, formula lui Romberg de ordinul k£ pentru injumatatirea pasului este

A1 s — Do
L, = ijjl_l Lk (8.15)

cuk=1,2,...sim =1,2,.... Iteratiile se pot opri pentru acel ordin m, la care eroarea

relativa

Imk - Im—l,k
Imk

este mai mica decat o valoare impusa.

8.3 Pseudocodul algoritmilor

In cazul functiilor definite prin cod, metoda trapezelor are urmatorul pseudocod:

functia trapez (a, b, n) ; calculeazd integrala definitd a
; functiei f in intervalul [a, 0],
. discretizat in n subintervale
; egale
real a,b
intreg n
h=(b-a)/n
rezultat = 0
pentruk=1n—1
rezultat = rezultat+f(a + kh)
rezultat=(2- rezultat +f(a) + f(b)) * h/2
intoarce rezultat

Pseudocodul metodei Simpson, pentru functiile definite tabelar, are forma:

citeste a,b ; limitele de integrare

citeste n ; trebuie sa fie par

pentru k£ =0,n ; valorile functiei in nodurile retelei
citeste y;

h=(b-a)/n

rezultat = 0
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pentru k=1,n—1,2

rezultat = rezultat +yi_1 + 4yx + Yr+1
rezultat = rezultat -h/3
scrie rezultat

Pseudocodul metodei Romberg este:

citeste a,b
citeste n ; numarul initial al subintervalelor de integrare
citeste eps ; diferenta maxima dintre rezultatele

; iteratiilor succesive

rezultat_nou = trapez (a, b, n)
repeta

rezultat_vechi = rezultat_nou

n=2n

rezultat_nou = trapez (a, b, n)

rezultat = (4- rezultat_nou - rezultat_vechi)/3
pana cand (|rezultat - rezultat_vechi|) <eps
scrie rezultat

8.4 Analiza algoritmilor

Analiza erorilor

In cazul integrarii numerice, se pot defini doua tipuri de erori:

e croarea locala, care apare prin aproximarea ariei subintinse pe un interval elementar
(de lungime h, respectiv 2h) cu aria elementara specifica metodei: aria trapezului
(la metoda trapezelor), respectiv aria subintinsa de parabola (la metoda Simpson).

e croarea globala, care apare prin aproximarea integralei cu suma ariilor elementare.

La metoda trapezelor, eroarea locald are ordinul O(h3), iar in cazul metodei Simpson

ea are ordinul O(h®). Eroarea globald este mai mare decat eroarea locald, avand ordinul
O(h?) respectiv O(h?).

Efort de calcul

Timpul de calcul depinde de numarul de noduri din reteaua de discretizare, avand
ordinul liniar O(n), atat in cazul metodei trapezelor cat si in cazul metodei Simpson.
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Metoda trapezelor e mai flexibila, deoarece foloseste o retea cu numar oarecare de
noduri, spre deosebire de metoda Simpson, care necesita un numar impar de noduri.
Aceasta din urma este insa mai precisa.

Metoda Romberg este cea mai exacta, dar si cea mai lenta, necesitand un numar relativ
mic de iteratii, insa la fiecare iteratie reteaua de noduri se indeseste de doua ori.

8.5 Chestiuni de studiat

1. Calculul numeric al integralei definite, pentru cateva functii elementare;
2. Analiza experimentala a erorii la integrarea numerica;
3. Implementarea algoritmului;

4. Cautarea de informatii pe Internet.

8.6 Modul de lucru

Pentru desfagurarea lucrarii se selecteaza lucrarea Integrarea numerica a functiilor reale
din meniul general de lucrari.

Aceasta are ca efect afigsarea meniului:

1. Program demonstrativ

2. Analiza erorilor

8.6.1 Calculul integralei unor functii elementare

In urma selectarii optiunii Program demonstrativ, se poate alege una din functiile:

e sin(z)

tg ()
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Dupa alegerea unei functii, utilizatorul trebuie sa introduca:

e limitele inferioara si superioara ale intervalului de integrare;

e numarul subintervalelor in care se imparte intervalul de integrare.

Dupa efectuarea calculelor, se traseaza graficul functiei pe domeniul de integrare,
punandu-se in evidenta trapezele corespunzatoare acestui domeniu.

In consola Scilab se afiseazi rezultatele:

e valoarea exacta a integralei definite;

e valoarea aproximativa si modulul erorii absolute.

Se vor comenta rezultatele obtinute.

8.6.2 Analiza erorii la integrarea numerica

Se selecteaza Analiza erorilor din meniul principal al lucrarii. Programul ilustreaza grafic
dependenta modulului erorilor absolute de pasul de integrare h. Se folosesc, pe rand,
metodele:

e trapezelor
e Simpson
e Romberg cu 2 iteratii

e Romberg cu 3 iteratii

pentru calculul integralei functiei sinus intre punctele 0 si 7.

Se vor analiza si comenta rezultatele obtinute. Se va estima ordinul erorii de trunchiere
pentru toate cele patru cazuri.

8.6.3 Implementarea algoritmului

Se va scrie in limbajul de programare C, un program care sa permita calculul integralei
definite a functiei f(x) = z?sin(z), folosind metoda Simpson 1/3. Datele de intrare ale
programului vor fi cele doua limite de integrare.
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8.6.4 Cautare de informatii pe Internet
Se vor cauta pe Internet informatii (coduri) legate de integrarea numerica a functiilor. Cu-

vinte cheie recomandate: Numerical Integration, Numerical Quadrature, Gauss Quadra-
ture.

8.7 Exemple

8.7.1 Exemple rezolvate

1. Fie functia f : [1,5] = R, y = f(z), definita tabelar:

x|1 2 4 5
yli2 1 3 5

Se cer:

(a) Reprezentati grafic interpolarea liniara pe portiuni a acestor date.

(b) Cate trapeze se considera in urma aplicarii metodei trapezelor pentru de-
terminarea integralei functiei f(x) pe intervalul [1,5]7 Indicati grafic aceste
trapeze pe figura de la punctul precedent.

(c¢) Reteaua de discretizare a domeniului de definitie a functiei f(z) este neuni-

forma?
5
(d) Sa se determine integrala I = [ f(z)dx prin metoda trapezelor.
1

(e) Se poate aplica metoda Simpson 1/3? Daca raspunsul este afirmativ, sa se

5
determine I = [ f(x)dz prin aceastd metoda.
1

Rezolvare:

(a) In figura [0 este reprezentata grafic interpolarea liniara pe portiuni a functiei
y = [f(x).
(b) Functia f(z) este cunoscuta in 4 puncte (3 segmente). Astfel, numarul de

trapeze considerat este 3. Cele trei trapeze sunt hasurate diferit in figura [

(¢) O retea de discretizare z, k = 0,n este uniforma daca pasul de discretizare
corespunzator unui segment, hy = xp —xx_1, k = 1,n, este constant, indiferent
de segmentul £ considerat. In cazul acestui exemplu, avem:

hlle—ZEO:Q—l:l,
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Fig. 9. Interpolarea liniara pe portiuni a functiei f

ho =20 —21=4—2=2,
hs =23 —29=5—4=1.
Deoarece pasul nu este constant pe intreg domeniul de definitie, reteaua de
discretizare este neuniforma.
(d) Aria primului trapez (83)) este:

Yo + Y1 2+1 3
9 (z1 — o) 9 ( ) 9

Iy

In mod similar se determina ariile celorlalte doua trapeze:

1+3
11: ($2—J]1):T(4—2):4,

345
=By ) =225y =a

Integrala prin metoda trapezelor se obtine prin insumarea ariilor trapezelor:

5
3 19
1

(e) Metoda Simpson 1/3 se poate aplica numai cand numarul de noduri este impar.
Pentru cazul dat, numarul de noduri este 4, si in consecinta, metoda Simpson
1/3 nu se poate aplica.

2. Fie functia f: [1,5] = R, y = f(x), definita tabelar:
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Fig. 10. Interpolarea liniara pe portiuni a functiei f

ot w
QO | W~

= | Ot

Se cer:

Reprezentati grafic interpolarea liniara pe portiuni a acestor date.

Cate trapeze se considera in urma aplicarii metodei trapezelor pentru de-
terminarea integralei functiei f(x) pe intervalul [1,5]7 Indicati grafic aceste
trapeze pe figura de la punctul precedent.

Reteaua de discretizare a domeniului de definitie a functiei f(x) este neuni-

forma?
5

Sa se determine integrala I = [ f(z)dx prin metoda trapezelor.
1

Se poate aplica metoda Simpson 1/37 Daca raspunsul este afirmativ, sa se

5
determine I = [ f(z)dx prin aceastd metoda.
1

Rezolvare:

(a)

(b)

In figura [10] este reprezentata grafic interpolarea liniara pe portiuni a functiei
y = f(z).
Deoarece gridul de discretizare al domeniului de definitie contine 5 puncte,

determinand o impartire in 4 segmente, numarul de trapeze considerat este 4.
Trapezele sunt hasurate diferit in figura 10
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()

()

Se observa ca pasul de discretizare corespunzator fiecarui segment este constant
pe intreg domeniul de definitie, A~ = 1. Din acest motiv, reteaua este uniforma.

Deoarece pasul este constant, se poate aplica direct formula simplificata pentru
retea uniforma a metodei trapezelor (8.4):

5
h 1
I:/f(ac)dxz§(y0+2y1+2y2+2y3+y4):5(2+2~1+2~5—|—2-3—|—4):12.
1

Alternativ, se pot insuma cele 4 arii ale trapezelor pentru determinarea inte-
)
gralei numerice.

Metoda Simpson 1/3 se poate aplica deoarece numarul de noduri este impar
(5).

Deoarece reteaua de discretizare este uniforma, se aplica formula (810):

5
h 1 32
I= /f(x) dx = g(yo+4y1+2y2+4y3+y4) = §(2+4-1+2-5+4-3+4) =5
1

3. Fie functia f: [1,11] = R, y = f(x), definita tabelar:

—_
—_

2O |
W | W
=~ | ot
=
ot
N | O

Se cer:

Cate trapeze se considera in urma aplicarii metodei trapezelor pentru deter-
minarea integralei functiei f(z) pe intervalul [1,11]7?

Reteaua de discretizare a domeniului de definitie a functiei f(x) este neuni-
forma?

1
S& se determine integrala I = [ 1f(x)dz prin metoda trapezelor.
1

Se poate aplica metoda Simpson 1/3? Daca raspunsul este afirmativ, sa se

1
determine [ = [ 1f(z)dx prin aceastd metoda
1

Rezolvare:

(a)

Functia f(z) este cunoscuta in 7 puncte. Acestea determina 6 segmente, care
discretizeaza domeniul de definitie [1,11]. Numarul de trapeze considerat este
6, egal cu numarul de segmente.
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(b) Se observa ca pasul de discretizare nu este constant pe fiecare segment:
h1:$1—$0:3—1:2, h3:$3—I2:6—5:1.

Astfel, reteaua de discretizare este neuniforma.

(c) Integrala prin metoda trapezelor, pentru o retea neuniforma, se determina prin

insumarea ariilor trapezelor:

+ + -
I:/f(q:)dx:yo yl(:cl—xo)—l—yl y2(:c2—x1)+y22y3(x3—:c2)+

2 2
1
+ + +
+y32y4<$4_x3)+y4 ys(x5—x4)+y52y6(6—x5)—
2+3 3+4 4+1 145
=—0B-1)+——06B-3)+—(6-5)+—(7—6)+
2 2 2 2
o+2 2+3 5 59
JrT(9—7)+T(11—9):5+7+§+3+7+5:7

(d) Metoda Simpson 1/3 se poate aplica deoarece numarul de noduri este impar
(7).
Reteaua este neuniforma, astfel integrala prin metoda Simpson 1/3 se deter-
mina prin insumarea ariilor suprafetelor subintinse de parabolele care trec prin
trei noduri consecutive (8.9]). In total, sunt trei parabole: [0, 1, 23] (pasul
este 2), [xq, 23, 4] (pasul este 1), [x4, x5, 2] (pasul este 2).

h 2
L= +4 +p) = 52+4-3+4) =12,

3
h 1 13
Iy =S ( +4ys +ya) = (444 14+5) = =,
h 2 32
f5:§(y4+4y5+yﬁ)=§(5+4'2+3):§-

11

13 32

8.7.2 Exemple propuse

1. Fie functia f: [1,6] = R, y = f(z), definita tabelar:

1 2 4 6
1 3 2 4

Se cer:
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Reprezentati grafic interpolarea liniara pe portiuni a acestor date.

Cate trapeze se considera in urma aplicarii metodei trapezelor pentru de-
terminarea integralei functiei f(x) pe intervalul [1,6]7 Indicati grafic aceste
trapeze pe figura de la punctul precedent.

Reteaua de discretizare a domeniului de definitie a functiei f(x) este neuni-

forma?
6

S& se determine integrala I = [ f(z)dz prin metoda trapezelor.
1

Se poate aplica metoda Simpson 1/37? Daca raspunsul este afirmativ, sa se

6
determine [ = [ f(x)dz prin aceastd metoda.
1

2. Fie functia f: [1,13] — R, y = f(x), definita tabelar:

x[1 3 5 7 9 11 13
v[1 4 2 3 1 2 5

Se cer:

Reprezentati grafic interpolarea liniara pe portiuni a acestor date.

Cate trapeze se considera in urma aplicarii metodei trapezelor pentru deter-
minarea integralei functiei f(z) pe intervalul [1,13]? Indicati grafic aceste
trapeze pe figura de la punctul precedent.

Reteaua de discretizare a domeniului de definitie a functiei f(x) este neuni-

forma?
13

S& se determine integrala I = [ f(z)dx prin metoda trapezelor.
1

Se poate aplica metoda Simpson 1/37? Daca raspunsul este afirmativ, sa se

13
determine [ = [ f(z)dx prin aceastd metoda.
1

3. Fie functia f : [1,7] — R, y = f(x), definita tabelar:

Se cer:

(a)
(b)

Reprezentati grafic interpolarea liniara pe portiuni a acestor date.

Cate trapeze se considera in urma aplicarii metodei trapezelor pentru de-
terminarea integralei functiei f(x) pe intervalul [1,7]7 Indicati grafic aceste
trapeze pe figura de la punctul precedent.
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(¢) Reteaua de discretizare a domeniului de definitie a functiei f(z) este neuni-

forma?

7
(d) S& se determine integrala I = [ f(z)dz prin metoda trapezelor.
1

(e) Se poate aplica metoda Simpson 1/3? Daca raspunsul este afirmativ, sa se

7
determine I = [ f(x)dz prin aceastd metoda.
1

8.8 Probleme si intrebari

1. Generati algoritmul metodei dreptunghiurilor, bazat pe aproximarea functiei de
integrat printr-o functie "scara”. Comparati precizia acestei metode cu metoda
trapezelor. Analizati cazul unei functii la care derivata a doua isi pastreaza semnul
pe intervalul de integrare.

2. Generati algoritmul metodei trapezelor pentru o functie definita tabelar, pe o retea
cu pas variabil. Aplicati algoritmul pentru datele de mai jos:

x|[1 7 9
v|[5 13 15

3. Demonstrati expresia ordinului erorii locale la metoda trapezelor.

4. Calculati integrala urmatoare, folosind metoda trapezelor si h, = h, =1 :

3 2
I:/ / xydaxdy.
0o Jo

Comparati cu rezultatul exact.

5. Obtineti formula Simpson 3/8, folosind un polinom de interpolare de ordinul 3. Ce
restrictie trebuie sa indeplineasca numarul de subintervale al retelei de discretizare?

6. Generati un algoritm de integrare numerica, bazat pe interpolarea ”spline” a functiei
de integrat.

7. Generati un algoritm de integrare numerica, bazat pe pseudocodul metodei Simpson,
dedicat functiilor definite prin cod. Modificati acest algoritm astfel incat sa fie
efectuat un numar minim de evaluari.

8. Generati un algoritm pentru calculul integralei duble: [ [ f(z,y)dzdy pe un drep-
tunghi discretizat cu o retea cu doi pasi constanti h, si respectiv hy,.



8.8. Probleme si intrebari 175

9.

10.

11.

12.

Generati un algoritm (metoda de integrare Gauss), bazat pe aproximarea

/_1 f(z)dz = wo f(xo) + wif(z1) + waf(xs).

Alegeti ponderile wy, wp, ws sinodurile zg, 1, x9 In mod optim, astfel incat
eroarea sa fie minima. Demonstrati ca pentru: z; =0, 9 = —z9 = 3/5 si w1 = 8/9,
wo = wy = 5/9 formula anterioara este exacta daca f(x) este un polinom de gradul

D.

Generati un algoritm de integrare numerica prin metoda trapezelor, la care reteaua
de noduri este adaptata functiei. Pornind de la o retea cu pas constant se vor
imbunatati succesiv acele subintervale pentru care eroarea locala de trunchiere

PP f(2)
T 12 92

(8.16)

cu z in subinterval, este maxima. Procesul de rafinare a retelei va continua pana
cand eroarea totala de trunchiere scade sub o limita impusa.

Calculati numeric integrala definita a unor functii date prin expresiile lor analitice

in mediul MATLAB/SCILAB.

Identificati in biblioteca matematica descrisa in [2] functii avansate pentru integrarea
numerica. Ce aduc nou aceste functii fata de cele analizate in lucrare?
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Thomas Simpson (1710, Anglia - 1761, Anglia)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Simpson.html

Lewis Fry Richardson (1881, Anglia - 1953, Scotjia)

n
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Richardson.html


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Simpson.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Richardson.html

Lucrarea 9

Rezolvarea numerica prin metode
iterative a ecuatiilor neliniare

9.1 Caracterizarea lucrarii

Rezolvarea numerica a unei ecuatii algebrice neliniare sau transcendente f(x) = 0 consta
in construirea unui sir xg, 1, x2, ..., Xk, ... convergent catre solutia x a ecuatiei consid-
erate. Se adopta drept solutie numerica un termen xj al girului suficient de apropiat de
limita x.

Modul in care este generat sirul determina calitatile metodei (viteza de convergenta,
eroare numerica, efort de calcul, etc.). De obicei girul este definit recurent, iar procesul
iterativ se opreste atunci cand distanta dintre doi termeni succesivi devine suficient de
mica sau | f(z)| este neglijabil.

9.2 Principiul lucrarii

Se considera o ecuatie neliniara:
f(z) =0, (9.1)

in care f este o functie continua definita pe intervalul [a, b] cu valori in R, iar = este solutia
exacta a ecuatiei (presupunand ca exista un x astfel Incat a < x < b si acesta este unic).

Pentru determinarea numerica a solutiei x se construieste un sir zg, 1, ..., Tk, ... con-
vergent catre solutia exacta = a ecuatiei. Termenul z; al sirului se determina in mod
recurent:

T = g(xk—1)7 (92>

177
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in functie de termenul precedent. Iteratiile se opresc atunci cand distanta dintre doi
termeni succesivi |xp — xp_1| este mai mica decat o valoare impusa €. Se presupune
ca valoarea xj, astfel obtinuta este o aproximare suficient de buna a solutiei exacte si se
adopta ca solutie numerica. In consecinta, metoda iterativa este caracterizata prin functia
de iteratie g, care trebuie aleasa astfel incat punctul ei fix = g(z) sa coincida cu solutia
ecuatiei f(z) = 0.

Metoda bisectiei

Una din cele mai simple metode iterative pentru rezolvarea unei ecuatii neliniare, dar
care nu se bazeaza pe constructia unei functii de iteratie, este metoda bisectiei, care se
bazeaza pe observatia ca f(x) are semne diferite la capetele intervalului [a, b], in interiorul
caruia se determina solutia, deci f(a)f(b) < 0. Considerand z,, = (a + b)/2, se va
injumatati intervalul [a, ] si se va selecta din cele doua subintervale acela care contine
solutia. Pentru aceasta se determina semnul valorii f(x,,) si se modifica a = x,, sau
b = x,, In functie de acest semn, astfel incat f(a)f(b) < 0. Sirul valorilor succesive ale lui
T, este convergent catre solutia exacta x. Procedura iterativa de injumatatire se opreste
atunci cand lungimea intervalului |b — a| devine mai mica decat eroarea impusa solutiei.

Metoda iteratiei simple

O alta varianta a metodei iterative este cunoscuta sub numele de metoda iteratiei
simple. Ea consta in transformarea ecuatiei f(z) = 0 intr-o ecuatie de forma = = g(x),
de exemplu, prin artificiul x = x + ¢f(x), in care g(z) = = + ¢f(x). Aparent, valoarea
constantei ¢ cu care se multiplica ecuatia f(x) = 0 nu este importanta, totusi se va
constata ca ea infuenteaza puternic convergenta sirului de iteratii.

In consecinta, in metoda iteratiei simple, sirul solutiilor numerice este generat de

relatia:
T = Tp_1 + cf (Tp—1) (9.3)
in care k = 1,2,...,n.
Se porneste de la o initializare arbitrara xq € [a, b] si se calculeaza succesiv xq, g, . . ., Tp

pana cand |z, — z,_1| < eps. O conditie suficienta pentru convergenta sirului (16.2) este
ca g sa fie o contractie, respectiv:

l9(z1) — g(x2)| < L|zy — 19 (9.4)

cu L strict subunitar, pentru orice z1, s € [a,b]. Daca f este derivabila, aceasta conditie
este satisfacuta atunci cand |¢'| < 1, deci:

1+cf(x)] <1, x€]la,b. (9.5)
Conditia (@.0) evidentiaza importanta constantei ¢, care trebuie sa aiba semn opus

derivatei functiei f si trebuie aleasa astfel incat |1 + cf’(x)| sa fie subunitar. Cu cat
lg'| = |1+ cf’(x)| este mai mic, cu atat girul iterativ este mai rapid convergent.
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Metoda Newton (a tangentelor)

Una din metodele iterative cele mai eficiente este metoda Newton, in care ¢ = ¢, se
modifica la fiecare iteratie, astfel incat 1 + ¢ f'(x) = 0, respectiv:

1
Cp = — : 9.6
T F(m) (56)
Rezulta urmatoarea relatie pentru definirea sirului solutiilor numerice in metoda Newton:
UCD (9.7)

Tpt1 = Tk —
f'(r)’
care evidentiaza faptul ca la fiecare iteratie graficul functiei este aproximat cu tangenta
dusa in punctul de coordonate zy, f(xy). Ecuatia dreptei tangente este:

y = f'(x)(x —ax) + f(zr), (9.8)
iar prin intersectia ei cu axa, rezulta, pentru y = 0:

_ flzx)
o) (9.9)

Din acest motiv, metoda Newton este cunoscuta gi sub numele de metoda tangentelor.

T =Tk = Tk

Dezavantajul acestei metode consta in faptul ca la fiecare iteratie trebuie evaluata derivata
f'(xy), ceea ce poate necesita un efort mare de calcul.

Metoda Newton-Kantorovici (a tangentelor paralele)

O varianta simplificata, cunoscuta sub numele de Newton-Kantorovici (a tangen-
telor paralele) foloseste o singura evaluare a derivatei in punctul initial ¢ = —1/f'(zo),
iar iteratiile sunt date de:

f(zx)
Lyl = T — 9.10
+ f/(l'[)> ( )

Aceasta metoda este, in fond, o varianta a metodei iteratiei simple, cu o alegere conven-

abila a factorului c.
Metoda Newton discreta (a secantelor)

Daca expresia derivatei f’(x) nu este cunoscuta, atunci metoda Newton si varianta sa
simplificata nu pot fi aplicate. In acest caz se poate face apel la aproximarea numerica a
derivatei:

[ (@) = foe) = f(x’“*l), (9.11)
Tk — Tg-1
aceasta reprezentand panta secantei ce unegte ultimele doua puncte din girul iterativ,
avand coordonatele xy_1, f(zx_1) si respectiv zy, f(zx). Metoda astfel obtinuta bazata pe
relatia iterativa:

Tpaq = X — f(op) (2 — 14—1)
k+1 k Fn) — f@na)

este cunoscuta sub numele de metoda Newton (sau metoda secantelor). Aceasta metoda

k=1,2,... (9.12)

foloseste o functie de iteratie de doua variabile zy1 = g(xy, x_1), deci necesita o initializare
dubla zy, x; (alese, de exemplu: zg = a,x; = b).
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9.3 Pseudocodul algoritmilor

Metoda bisectiei

Rezolvarea ecuatiei f(x) = 0 prin metoda bisectiei poate fi reprezentata in pseudocod
prin urmatoarea procedura:

procedura bisectie (a, b, eps, nit)

real a,b ; domeniul de definitie al functiei f
real eps ; eroarea impusa de solutie
intreg nit ; numar maxim de iteratii
intreg £ =0 ; contor iteratii
repeta
k=k+1
xm = (a+b)/2
daca f(zm)f(a) > 0 atunci
a=axm
altfel
b=axm

pana cand (b —a) < eps sau k > nit
daca k < nit
scrie zm ; solutie
retur

Metoda iteratiei simple

Rezolvarea ecuatiei f(x) = 0 prin metoda iteratiei simple poate fi reprezentata in
pseudocod prin urmatoarea procedura:

procedura iteratie simpld (o, eps, nit)

real z, ; initializare solutie

real eps ; eroarea impusa de solutie
intreg nit ; numar maxim de iteratii
intreg k =0 ; contor iteratii

real xvechi = xg ; initializarea solutiei
repeta

k=k+1

xnou = g(xvechi) unde g(x)=x-+cf(x)

d = |xnou — zvechi|
xvechi = xnou
pana cand d < eps sau k > nit
daca k < nit
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scrie znou
retur

Metoda Newton-Kantorovici (tangente paralele)

Rezolvarea ecuatiei f(z) = 0 prin metoda Newton-Kantorovici(tangente paralele)
poate fi reprezentata in pseudocod prin urmatoarea procedura:

procedura tangente paralele (zg, eps, nit)

real z, . initializare solutie
real eps ; eroarea impusa de solutie
intreg nit ; numar maxim de iteratii
real zvechi = xg ; initializarea solutiei
real fd = f'(zo) ; valoarea derivatei in zg
repeta

k=k+1

xnou = xvechi — f(xvechi)/ fd
d = |znou — zvechi]
xvechi = xnou
pana cand d < eps sau k > nit
daca k < nit
scrie znou
retur

Metoda Newton (tangente)

Rezolvarea ecuatiei f(x) = 0 prin metoda Newton (a tangentelor) poate fi reprezentata
in pseudocod prin urmatoarea procedura:

procedura Newton (g, eps, nit)

real z, ; initializare solutie
real eps ; eroarea impusa de solutie
intreg nit ; numar maxim de iteratii
intreg k =0 ; contor iteratii
real xvechi = xg ; initializarea solutiei
repeta

k=k+1

xnou = zvechi — f(xvechi)/ f'(xvechi)
d = |xnou — zvechi|
xvecht = xnou

pana cand d < eps sau k > nit

daca k£ < nit
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retur

Metoda Newton

scrie znou

discreta (a secantelor)

Rezolvarea ecuatiei f(z) = 0 prin metoda Newton discreta (a secantelor) poate fi

reprezentata in pseudocod prin urmatoarea procedura:

procedura secante (a, b, eps, nit)

real a,b ; domeniul de definitie al functiei
real eps ; eroarea impusa de solutie
intreg nit ; numar maxim de iteratii
intreg £k =0 ; contor iteratii

real zv =a ; initializari ale solutiei

real xvv =10

repeta

k=k+1

znou = xv — (xv — zvv) f(2v)/(f(xv) — f(zvV))
d = |xnou — zv|

TUY = TV

TV = Tnou

pana cand d < eps sau k > nit
daca k < nit

retur

9.4 Analiza

Efort de calcul

scrie znou

algoritmilor

Efortul de calcul pentru determinarea solutiei numerice este dependent de eroarea

impusa solutiei. In general, cu cat precizia impusa solutiei este mai mare, cu atat timpul

de calcul creste, deoarece sunt necesare mai multe iteratii.

Efortul de calcul pentru o iteratie depinde de metoda adoptata si el consta in principal

in evaluarea functiei f sau a derivatei acesteia:

’ Metoda

‘ Numar de evaluari pe iteratie ‘

Bisectiei

I[teratia simpla
Tangente paralele
Newton

Secante

2 evaluari pentru f (poate fi redusa la o evaluare)

1 evaluare pentru f

1 evaluare pentru f

1 evaluare pentru f si 1 evaluare pentru derivata f’

2 evaluari pentru f (poate fi redusa la o evaluare)
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Deoarece viteza cu care girul de iteratii converge catre solutia exacta este diferita de la
o metoda la alta, este posibil ca numarul de iteratii necesare atingerii unei precizii dorite
s fie mult mai mic in cazul metodei Newton decat in cazul metodei iteratiei simple. In
acest caz se obtine o eficienta globala superioara prin folosirea metodei Newton, chiar
daca la fiecare iteratie timpul de calcul este mai mare.

Analiza erorilor

O alta problema importanta in procedurile iterative consta in increderea care se poate
acorda solutiei numerice. Faptul ca doi termeni succesivi sunt suficient de apropiati
|zri1 — o] < eps nu inseamna intotdeauna ca acestia sunt foarte aproape de solutia
exacta z. Este posibil ca distanta err = |z541 — x| sa fie mult mai mare decat eps.
Folosind principiul contractiei se obtin urmatoarele relatii privind eroarea impusa eps si
eroarea reala err in cazul metodei iteratiei simple:

Ln+1
err = |xpp1 — x| < T L\xl — Zo| (9.13)
eps = |xpi — xn| < LV w — ] (9.14)

in care s-a notat cu L < 1 constanta Liepschitz a functiei de iteratie g, ce satisface:
l9(u) — g(v)| < Llu—v] (9.15)

pentru orice u,v din domeniul (a,b). Cu cat aceasta constanta are valori mai mici, cu
atat girul iterativ este mai rapid convergent, numarul de iteratii necesar atingerii preciziei

impuse fiind:
eps
log(l — L)————
n= sl )‘xl_‘”d (9.16)
log L '

Raportul dintre eroarea impusa si cea reala depinde de constanta L.

Deoarece in metoda bisectiei marginea erorii reale la iteratia n (merr,) satisface ine-
galitatea:
merr, < %, (9.17)
2
rezulta ca metoda iteratiei simple este mai avantajoasa decat metoda bisectiei, doar atunci

cand constanta Liepschitz L < 1/2.

Metoda Newton este mai rapid convergenta decat metoda iteratiei simple deoarece in
acest caz, eroarea reala la fiecare pas este:

et = |Tnp — 2| = |g(7,) — g(2)| < L(|7y — I|)2 (9.18)
spre deosebire de eroarea reala la fiecare pas in cazul metodei iteratiei simple:

errni1 = |Tn1 — x| = |g(zn) — g(2)] < Llwn — /. (9.19)
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In concluzie, efortul de calcul pentru determinarea solutiei numerice a unei ecuatii
neliniare printr-o metoda iterativa depinde de:

tipul ecuatiei;

initializarea adoptata (distanta fata de solutia exacta);

metoda iterativa adoptata,;

e croarea impusa solutiei numerice.

Metodele iterative nu sunt convergente in orice caz. Aceasta situatie poate avea loc
de exemplu, in cazul metodei iteratiei simple daca constanta L a functiei g are valori
supraunitare.

9.5 Chestiuni de studiat

1. Rezolvarea unor ecuatii neliniare prin diferite metode iterative;

2. Analiza experimentala a erorilor i a timpului de calcul la rezolvarea prin metode
iterative a ecuatiilor neliniare;

3. Implementarea intr-un limbaj de programare a unor algoritmi de rezolvare iterativa
a ecuatiilor neliniare si testarea acestora;

4. Cautarea de informatii pe Internet.

9.6 Modul de lucru

Pentru desfagurarea lucrarii selectati optiunea Rezolvarea numerica prin metode iterative
a ecualiilor neliniare din meniul principal de lucrari. Aceasta are ca urmare lansarea
urmatorului meniu:

e Rezolvare ecuatii

e Analiza rezolvarii

Utilizatorul va selecta optiunile din acest meniu.
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9.6.1 Rezolvarea unor ecuatii neliniare prin diferite metode ite-
rative

Prin selectarea optiunii Rezolvare ecuatiz din meniul lucrarii se apeleaza un program care
poate rezolva urmatoarele ecuatii neliniare:

e’ = ag

r+aglnx =a

Qo Sinx + a; cosx = as
asz® + agx® + a1 + a9 =0

in care ag, ai, as, as, sunt parametri reali ce vor fi introdusi de utilizator. Dupa introdu-
cerea acestor parametri, programul solicita domeniul de definitie [Zmin, Tmaz| al functiei,
numarul maxim de iteratii si apoi alegerea metodei de rezolvare dintre variantele:

1. metoda bisectiei;

2. metoda iteratiei simple (cu ¢ = —1);
3. metoda tangentelor paralele;

4. metoda tangentelor;

5. metoda secantelor.
In continuare programul afiseazd graficul functiei f () si marcheaza succesiv punctele
de coordonate xy, f(zx),k=0,1,2,...

Pentru trecerea la iteratia urmatoare trebuie apasata tasta <ENTER> in consola
Scilab.

Se recomanda rezolvarea ecuatiilor: e® = 2,z + Inx = 2,sin(x) + cos(z) = 1 si 22 = 2,
prin diferite metode. Se vor alege limitele x,,;, $1 Tmqe ale domeniului de definitie in mod
convenabil pentru fiecare ecuatie i se va comenta convergenta procesului iterativ, asa
cum este ea evidentiata din grafic.

Pentru fiecare metoda disponibila, se va cauta un exemplu de ecuatie, la care iteratiile
nu sunt convergente.

9.6.2 Analiza experimentala a erorilor si a timpului de calcul la
rezolvarea prin metode iterative a ecuatiilor neliniare

Prin selectarea optiunii Analiza rezolvarii din meniul principal se apeleaza un program
care rezolva ecuatia algebrica:

asx® + a1x +ag =0
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prin diferite metode iterative si anume:

1. metoda bisectiei;

2. metoda iteratiei simple;

3. metoda tangentelor paralele;
4. metoda tangentelor;

5. metoda secantelor.

La fiecare metoda este afigata si reprezentata grafic variatia erorii absolute reale |z —z|
(abaterea iteratiei curente fata de solutia exacta), a erorii aparente Cauchy |ry — xj_1]
(distanta dintre doua iteratii succesive egala cu modulul corectiei efectuate asupra ultimei
solutii numerice) si a reziduului |f(xy)| pe parcursul iteratiilor. Programul afiseaza si
timpul necesar pentru efectuarea unei iteratii.

2

Se va rezolva ecuatia z° = 2 si se va calcula timpul necesar atingerii unei precizii

dorite (de exemplu, primele trei cifre semnificative exacte) pentru solutia numerica. Se
vor compara rezultatele obtinute prin diferite metode (eficienta lor relativa in rezolvarea
problemei date) si se va determina metoda optima.

9.6.3 Implementarea algoritmilor de rezolvare iterativa a ecuatiilor
neliniare

Se va implementa in limbajul C una din procedurile de rezolvare iterativa prezentate. Se
va scrie un program principal, care va apela procedura implementata si care va rezolva
ecuatia algebrica neliniara:

asx® + asx® + a1 + ag = 0

Programul va permite:

e introducerea datelor ag, a1, as, as, a, b;
e rezolvarea ecuatiei prin apelul procedurii;

e afisarea rezultatelor: z - solutia numerica; k - numarul de iteratii; eps - eroarea
aparenta Cauchy.
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9.6.4 Cautare de informatii pe Internet

Cautati pe Internet informatii si coduri legate de rezolvarea numerica a ecuatiilor neliniare.
Cuvinte cheie recomandate: solving nonlinear equations, solving nonlinear systems, secant
method, etc.

9.7 Exemple

9.7.1 Exemple rezolvate
1. Fie functia f: R — R, f(z) = 2* — 9. Se cer:

(a) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei bisectiei pentru rezolvarea
ecuatiei f(x) = 0 in intervalul [a,b], unde a =0, b = 8.

(b) Sa se calculeze primele trei iteratii ale metodei Newton pentru rezolvarea
ecuatiei f(x) =0, pornind de la initializarea xo = 1, respectiv xy = —1.

(c) Comentati comportarea metodei Newton pentru rezolvarea ecuatiei f(z) = 0,
daca initializarea este xq = 0.

(d) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton-Kantorovici pentru
rezolvarea ecuatiei f(z) = 0, pornind de la initializarea xy = 2.

(e) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton discreta pentru re-
zolvarea ecuatiei f(x) = 0, pornind de la initializarea dubla zo = 0, z; = 1.

Rezolvare:

functia este continua, solutia este unica (problema este bine formulata matema-
tic) si functia isi schimba semnul in intervalul de cautare, [a,b] (f(a)f(b) < 0).
Pentru functia data avem: f(a) = f(0) = =9 si f(b) = f(8) = 55, adica
fla)f(b) =—-9-55 < 0.

La prima iteratie, & = 1, mijlocul intervalului este: x,,; = (a + b)/2 = 4,
f(xm1) = f(4) = 7. Deoarece f(a)f(xm1) = —9 -7 < 0, solutia se afla in
prima jumatate a intervalului [a, b]. Valoarea lui b se modifica, b = z,,; = 4.
Noul interval de cautare este [0, 4].

La a doua iteratie, & = 2, mijlocul intervalului este: xp,2 = (a +b)/2 = 2,
f(xm2) = f(2) = —5. Deoarece f(a)f(zmz) = —9-(=5) > 0, solutia se
afla in a doua jumatate a intervalului [a,b]. Acum, valoarea lui a se modifica,
a = Ty, = 2. Noul interval de cautare este [2,4].

Procedeul iterativ este ilustrat in figura [I1]
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Fix)

Fig. 11. Primele doua iteratii ale metodei bisectiei

(b) Formula de recurentd a metodei Newton (a tangentelor) pentru generarea
sirului de solutii este:

(k)
Tpt1 = T — ; s k:1,2,
f'(xk)
Se observa ca este necesara evaluarea derivatei la fiecare iteratie. In cazul
problemei considerate, f'(z) = 2z,

Daca initializarea este xy = 1, primele 3 iteratii ale metodei Newton sunt:
fwo) _,_JO) -8
(o) () 2
o) o J6) o 16 17,
f'(@1) f'(5) 105
fles) 17 JO7/5) 17T 32 257

1 = Ty — 5,

To = 1 —

o _r_ _ _ 20300
BT T ey T 5 f(7/5) 5 85 85
Procedeul iterativ este ilustrat in figura [blstanga.
Daca initializarea este xy = —1, primele 3 iteratii sunt:
f (o) f(=1) -8
— oy — — 11— —1-— =5
N P F=1) 2
f(@1) f(=5) 16 17
ST @) J(=5) —10° 5 |
17 —17/5 17 32 257
B S 1 U N O N SN

flze) 5 f/(—17/5) 5 8 85
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Figura 9.

1: Primele trei iteratii ale metodei Newton: stanga xy = 1, dreapta zo = —1.

Procedeul iterativ este ilustrat in figura [Ibldreapta.
Se observa ca, in functie de initializarea solutiei, metoda Newton converge catre

una dintre cele doud solutii exacte ale ecuatiei 22 — 9 = 0, z = £3.

Daca initializarea este o = 0, atunci prima iteratie a metodei Newton ar fi:

flay) _ o fO) _9

flzo) — F0) 0O

si metoda esueaza inca de la prima iteratie.

Ty = Ty —

Metoda Newton va egua daca o iteratie ajunge intr-un punct critic al functiei
(punct pentru care derivata este nuld). Din punct de vedere geometric, intr-un
punct critic, tangenta la graficul functiei f(z) este paralela cu abscisa OX,
deci nu exista intersectie cu aceasta, implicit solutie la iteratia urmatoare.

Formula de recurenta a metodei Newton-Kantorovici (a tangentelor paralele)
pentru generarea sirului de solutii este:

f(xx)

Lh+1 = Tk — f’(iCo)’

Se observa ca este necesara o singura evaluare a derivatei, f'(zq) = 2.

k=1,2

g Ly oo

Daca initializarea este xg = 2, primele 2 iteratii ale metodei Newton-Kantorovici

sunt: 5 . 13
xlzxo—MZQ—M:2—%:—:325,

(o) f(2) 4
flz) 13 f(13/4) 13 25 183
P~ 4 FB) 4 e e

Procedeul iterativ este ilustrat in figura [[elstanga.

To = 1 —
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Figura 9.2: Primele trei iteratii ale metodei: Newton Kantorovici (stanga), Newton dis-
creta (dreapta).

(e) Formula de recurenta a metodei Newton discreta (a secantelor) pentru gene-
rarea sirului de solutii este:

f(ar) () — x—1)

TR T T ) = flae)

Pornind de la initializarea dubla xq = 0, 1 = 1, primele 2 iteratii ale metodei

k=1,2,....

Newton discreta sunt:

o A ) o fFMA-0) -8
2T fa) — flwo) f(1) — f(0) T
gy =gy L@ mw) g JOO-D o 36 _9_ ¢

f(%) - f(x1> f(9) - f(l) ) )

Procedeul iterativ este ilustrat in figura [[e-dreapta.

2. Fie ecuatia neliniara 2% + x = 2. Se cer:
(a) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei bisectiei pentru rezolvarea
ecuatiei pentru z € [a,b], unde a = —6, b = 0.

(b) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton pentru rezolvarea
ecuatiei, pornind de la initializarea xy = 0.

(c) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton-Kantorovici pentru
rezolvarea ecuatiei, pornind de la initializarea zq = 0.

(d) S& se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton discreta pentru re-
zolvarea ecuatiei, pornind de la initializarea dubla xo = —1/2, x; = 0.
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Rezolvare:

La rezolvarea oricarei ecuatii neliniare este indicat sa avem forma f(z) = 0. In cazul
considerat, f(z) =22+ 1 — 2.

(a) Pentru functia data avem: f(a) = f(—6) = 28 si f(b) = f(0) = —2, adica
f(a)f(b) =28-(—2) < 0, o singura solutie in intervalul [a, b].
La prima iteratie, k = 1: 2,1 = (e +0)/2 = =3, f(xm1) = f(—3) = 4.
Deoarece f(a)f(zm1) = 28 -4 > 0, solutia se afla in a doua jumatate a in-
tervalului [a,b]. Valoarea lui a se modifica, a = z,,; = —3. Noul interval de
cautare este [—3, 0.

La a doua iteratie, k = 2: xp2 = (a +0)/2 = =3/2, f(zma) = f(—3/2) =
—5/4. Deoarece f(a)f(xm,) =4 (—5/4) <0, solutia se afla in prima jumatate
a intervalului [a,b]. Acum, valoarea lui b se modifica, b = z,,2 = —3/2. Noul
interval de cautare este [—3, —3/2].

(b) Pentru metoda Newton este necesara cunoasterea expresiei derivatei functiei.
In cazul problemei considerate, f'(x) = 2z + 1.

Pornind de la initializarea xq = 0, primele doua iteratii ale metodei Newton
sunt:

fao) O =2

filwo) — f(0) 1

f(.iCl)_Q f(Q)_Q_Z_lzgzl.Q.

flz) @2 " 5 5

1 =Ty — 2,

To = T1 —

¢) Pornind de la initializarea g = 0, rimele doua iteratii ale metodei Newton-
3 p ¥
Kantorovici sunt:

fla) _ SO =2,

T R T () R T

rK =2

fla) _, f@) 4

= — =22 9" =9
BTN T ) TR0 1
(d) Pornind de la initializarea dubla xy = —1/2, z; = 0, primele doua iteratii ale
metodei Newton discreta sunt:
SR {2 (CORr S NN 10| o VL) R S
f(z1) = f(zo) f(0) = f(=1/2) —2—(-9/4) "
py— gy — LN —w) JHE-0) 184 2,

f(za) — f(z1) f(4) = f(0) 20 5
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9.7.2 Exemple propuse

1. Fie functia f: R — IR, f(z) = 2? — 16. Se cer:
(a) Sa se calculeze primele doud iteratii ale metodei bisectiei pentru rezolvarea
ecuatiei f(x) = 0 in intervalul [a,b], unde a = 0, b = 12.

(b) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton pentru rezolvarea
ecuatiei f(x) =0, pornind de la initializarea xo = 1.

(c) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton-Kantorovici pentru
rezolvarea ecuatiei f(x) = 0, pornind de la initializarea xy = 1.

(d) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton discreta pentru re-
zolvarea ecuatiei f(z) = 0, pornind de la initializarea dubla zo = 0, z; = 1.
2. Fie ecuatia neliniara 2% + z = 6. Se cer:
(a) S&a se calculeze primele doua iteratii ale metodei bisectiei pentru rezolvarea
ecuatiei pentru = € [a,b], unde a = —8, b = 0.

(b) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton pentru rezolvarea
ecuatiei, pornind de la initializarea o = —1.

(c) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton-Kantorovici pentru
rezolvarea ecuatiei, pornind de la initializarea xo = —1.

(d) Sa se calculeze primele doua iteratii ale metodei Newton discreta pentru re-
zolvarea ecuatiei, pornind de la initializarea dubla zq = —2, 1 = —1.

9.8 Intrebiri si probleme

1. Comparati eficienta diferitelor metode iterative pentru rezolvarea aceleiasi ecuatii
neliniare;

2. Analizati cum depinde eficienta rezolvarii de initializarea adoptata;

3. Analizati cum depinde timpul de calcul pentru determinarea solutiei numerice a
unei ecuatii neliniare de eroarea impusa solutiei numerice;

4. Modificati algoritmul metodei bisectiei astfel incat sa se efectueze o singura evaluare
a functiei f la fiecare Injumatatire;

5. Analizati efectul pe care il are introducerea unui factor de relaxare (subrelaxare,
respectiv suprarelaxare) in iteratiile neliniare;

6. Care din metodele prezentate poate fi generalizata la rezolvarea unui sistem de
ecuatii neliniare gi cum se realizeaza aceasta generalizare?
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10.

Propuneti diferite criterii sigure pentru oprirea iteratiilor;

Generati un algoritm pentru determinarea iterativa a zerourilor functiei complexe
analitice.

Descrieti algoritmul Newton in cazul unui sistem de ecuatii algebrice neliniare. Cum
poate fi aplicat acest algoritm in analiza numerica a circuitelor electrice neliniare in
regim stationar (de c.c.)? Aratati ca la fiecare iteratie trebuie rezolvat un circuit
electric liniar, pentru care se poate aplica algoritmul din Lucrarea nr. 5.

Identificati in biblioteca matematica descrisa in [2] functii avansate pentru rezolvarea
sistemelor de ecuatii neliniare. Ce aduc nou aceste functii, fata de cele analizate in

lucrare?

Sir Isaac Newton (1643, Anglia - 1727, Anglia)

http: //www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Newton.html

Leonid Vitalyevich Kantorovich (1912, Rusia - 1986, URSS)

|
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Kantorovich.html

http://www.nobel.se/economics/laureates/1975 /kantorovich-autobio.html


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Newton.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Kantorovich.html
http://www.nobel.se/economics/laureates/1975/kantorovich-autobio.html
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Lucrarea 10

Rezolvarea ecuatiilor diferentiale
ordinare cu conditii initiale prin
metoda Euler

10.1 Caracterizarea metodei

Metoda Euler este o metoda elementara de integrare numerica a unei ecuatii diferentiale
cu conditii initiale de forma:

dy
E - f(tuy)

y(to) = wo
pentru intervalul de definitie tg <t < t,,42-

In aceastd metoda, pentru evaluarea numerica a derivatei se utilizeaza aproximarea
obtinuta prin retinerea primilor doi termeni din dezvoltarea in serie Taylor a functiei y(t).
Deoarece solutia numerica are pe fiecare pas de timp variatie liniara, se spune ca metoda
este de ordinul 1.

10.2 Principiul metodei

Se considera urmatoarea ecuatie diferentiala de ordinul I:

dy
E = f(t>y)
y(0) = o (10.1)

a carei solutie y(t) este o functie de timp definita pe intervalul [0, ¢,,0.].

195
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Rezolvarea numerica a ecuatiei (I0.]) consta in evaluarea functiei y(¢) in nodurile
0 <t <ty<...<tna aleintervalului de definitie. Se alege un pas de integrare h, astfel
incat intervalul [0, ¢4, s& fie Impartit in n pasi egali:

= Lmaz (10.2)

Nodurile intervalului de definitie sunt in acest caz urmatoarele:

to=0; t;1 = h; to = 2h; t3 = 3h;...;t, = nh =t,4..

Dezvoltarea in serie Taylor a functiei y(t) la dreapta punctului ¢; = ih este:
/ 1 hQ n h3
y(ti"i_h):yi‘i‘yih—i_yi?_'_yiE—*—"' (10.3)

unde y; = y(t;) sty = f(t;,y;). Daca se neglijeaza termenii de grad mai mare sau egal
cu 2, si se noteaza cu y;,1 solutia la momentul ¢;,; = ¢; + h, atunci se face urmatoarea
aproximare:

Yir1 = Yi + hf(ti, vi). (10.4)

Aceasta expresie reprezinta formula explicita a metodei lui Euler. Pornind de la
conditia initiala o, relatia (I0.4]) permite calculul succesiv al solutiei numerice yy, ya, . . . , Yn,
in toate nodurile retelei de discretizare.

Dezvoltarea in serie Taylor a functiei y(t) la stanga punctului ¢;1 1 = (i + 1)h este:

t' _ h _ . _a h /" h_2 I h_S 10 5
y(tivr ) = Yit1 Yig1 N+ Yiga 5 Yit1 6 + ... (10.5)

unde vy}, = f(tit1, ¥it1). Daca se neglijeaza in (I0L7) termenii de grad mai mare sau egal
cu 2 rezulta urmatoarea aproximare:

Yirr = Yi + hf (tig1, Yirr)- (10.6)

Aceasta expresie reprezinta formula implicita a metodei lui Euler. Determinarea
solutiei numerice presupune in acest caz rezolvarea la fiecare pas de timp a ecuatiei (10.6]).

10.3 Pseudocodul metodei

Rezolvarea prin metoda explicita este descrisa de urmatorul pseudocod:
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procedura euler_exp (x0, xmax, y0, h, y)

real x0, ; nod initial

real xmax, : nod final

real y0, ; conditia initiala

real h, ; pasul de integrare

tablou real y(n) ; vectorul solutiei numerice (indici de la 0)

t = x0

y(0) = y0

n = (xmax - x0)/h ; numar de pasi

pentrui=1n ; evalueaza functia in cele n noduri
y(i) = y(i-1) + h - func(t, y(i -1))
t=t+h

retur

Procedura are urmatorii parametri:

e de intrare:

— 20 = limita inferioara a intervalului de integrare;

— xmax = limita superioara a intervalului de integrare;
— y0 = conditia initiala;

— h = pasul de integrare.

e de iegire: y(n) = vectorul solutie.

Procedura apeleaza functia func ce evalueaza functia f(¢,y) din membrul drept al ecuatiei
(I0T)) pentru nodul 7.

Rezolvarea prin metoda tmplicita este descrisa de urmatorul pseudocod:

procedura euler_imp (x0, xmax, y0, h, err, itmax, y)

real x0, ; nodul initial

real xmax, : nod final

real yO0, ; conditia initiala

real h, ; pasul de integrare
real err : eroarea maxim admisa
intreg itmax ; nr. max. de iteratii
tablou real y(N) ; vectorul solutiei

t =x0

y(0) = y0

n = (xmax - x0)/h ; nr. de pasi
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pentrui=1n ; evalueaza functia n cele n noduri
t=t+h ; pas nou
ynou = y(i-1) + h - func(t, y(i-1))  ; prima evaluare se face cu metoda explicitd
j=0 ; contor iteratii
repeta

yvechi = ynou
ynou = y(i-1) + h - func(t, yvechi) ; evaluare noud

J=]+1

eps = abs(yvechi - ynou) ; evaluare eroare
pana cand (abs(eps) < err sau j > itmax)
y(i) = ynou

retur

Procedura are urmatorii parametri:

e de intrare:

20 - limita inferioara a intervalului de integrare;
— xmax - limita superioara a intervalului de integrare;

— 90 - conditia initiala;

h - pasul de integrare;
— erIT - eroarea maxima admisa;

— {tmax - nr. maxim de iteratii admis.

e de iegire: y(n) - vectorul solutiei numerice.
Procedura apeleaza functia func ce calculeaza valoarea functiei f(¢,y) din membrul
drept al ecuatiei (I0]) pentru nodul 4.

Metoda implementata pentru rezolvarea ecuatiei neliniare ([I0.6]) este metoda iteratiei
simple, la care initializarea este facuta prin valori date de relatia explicita (I04]).

10.4 Analiza algoritmului

Efortul de calcul

Deoarece durata evaluarii functiei f(¢,y) este in general mult mai mare decat durata
efectuarii catorva inmultirii si adunari, timpul de calcul depinde de numarul de evaluari
ale functiei f(t,vy).

In metoda explicita se efectueaza n evaluari ale functiei f.
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In cazul metodei implicite, aplicata pe aceeasi retea de discretizare, timpul de cal-
cul cregte odata cu cresterea preciziei de calcul dorite in rezolvarea iterativa a ecuatiei
neliniare (I0.6). Ciclul de iteratii corecteaza succesiv valoarea solutiei de la momentul
curent. Aceasta tehnica bazata pe relatiile (I0.4)) si (I0.6]) se numeste metoda predictiv-
corectiva.

Numarul de evaluari ale functiei f este majorat de n-itmax.

Deoarece metoda implicita are o stabilitate numerica superioara fata de metoda ex-
plicita, pentru calculul solutiei numerice la un moment dat (de exemplu t,,,,) cu o eroare
impusa, trebuie folosita o retea de discretizare mai fina in cazul utilizarii metodei ex-
plicite, ceea ce poate conduce la un efort de calcul global mai mic prin utilizarea metodei
implicite.

Necesar de memorie

Pentru memorarea vectorului y sunt necesare n locatii de memorie, fiecare din ele fiind
rezervata unui numar real. In scopul eliminarii acestui consum de memorie, solutia poate
fi afisata (sau salvata pe disc), imediat dupa ce a fost calculata.

Cele doua variante ale metodei Euler (explicita si implicita), necesita practic acelasi
necesar de memorie.

Analiza erorilor

Pentru o ecuatie diferentiala simpla de forma:

at — Y
y(0) = yo (10.7)

se demonstreaza ca eroarea de trunchiere cumulata dupa k pasi de integrare cu metoda
Euler explicita este:

epsi < hyoa’ty exp(aty,) = 0(h),
unde ty = hk, k # 1, iar epsy = |y(tx) — yx| este eroarea la pasul k.
Pentru k = 1:

eps1 < yoh*a® exp(ah) = 0(h?),

unde eps; este eroare locala, efectuata dupa un singur pas de integrare si care este cu un
ordin mai mare decat eroarea globala.

Eroarea de trunchiere este cu atat mai mica cu cat pasul de timp este mai mic. Pentru
a obtine aceeiagi eroare de trunchiere, in cazul metodei Euler explicite se impune alegerea
unui pas de timp mai mic decat in cazul metodei Euler implicite.
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In cazul in care se implementeaza metoda Euler pe un sistem de calcul care opereaza
cu g cifre semnificative, eroarea de rotunjire, care se adauga erorii de trunchiere, este:

10-9+!
ah

eps, = ’

Datorita efectului de anulare prin scadere, eroarea de rotunjire este cu atat mai mare
cu cat pasul h este mai mic. Prin urmare pasul de integrare poate fi scazut (in vederea
micsgorarii erorii de trunchiere) numai atat timp cat eroarea de rotunjire raméne suficient
de mica. Din acest punct de vedere se poate gasi un pas de integrare optim.

10.5 Chestiuni de studiat

1. Rezolvarea unor ecuatii diferentiale de ordinul 1;

2. Analiza experimentala a erorilor si a timpului de calcul in functie de pasul de inte-
grare i de eroarea impusa;

3. Rezolvarea unei ecuatii diferentiale asociate unui circuit electric, de ordin I, excitat

cu un impuls;
4. Implementarea algoritmului intr-un limbaj de programare si testarea rutinei;

5. Cautarea de informatii pe Internet.

10.6 Mod de lucru

Pentru desfagurarea lucrarii selectati optiunea Rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare
cu conditit initiale prim metoda Fuler din meniul principal de lucrari. Aceasta are ca

urmare lansarea urmatorului meniu:

e Rezolvare ecuatie test
e Analiza erori

e Analiza ecuatie

din care trebuie selectate succesiv optiunile.
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10.6.1 Rezolvarea unor ecuatii diferentiale de ordin 1

Se selecteaza optiunea Rezolvare ecuatie test. Programul rezolva prin metoda Euler o
ecuatie diferentiala de forma:

dy

A b 10.

i ay + (10.8)
y(0) = wo

unde y : [0, tne:] — R. Aceasta ecuatie se obtine din studiul regimului tranzitoriu pentru
urmatoarele circuite:

e Condensator de capacitate C' ce se Incarca de la o sursa de tensiune continua F,
printr-un rezistor de rezistenta R.

e Descarcarea unui condensator incarcat initial la tensiunea F pe un rezistor de
rezistenta R.

Conform ecuatiilor lui Kirchhoff, tensiunea la bornele condensatorului intr-un circuit
serie RC' excitat cu o sursa cu t.e.m. E satisface relatia:

du
RC— = F
@

u(0) = wg

unde ug este tensiunea initiala la bornele condensatorului.

Se vor determina, in cele doua cazuri, expresiile analitice ale tensiunii la bornele con-
densatorului.

Pentru R,C, E, cunoscute (de exemplu R = 10082, C' = 10uF, £ = 20 V) se vor
introduce coeficientii corespunzatori in ecuatia (I0.8)) si se vor compara graficele de variatie
a tensiunii la bornele condensatarului in timp cu graficele obtinute pe baza expresiei
analitice gasite.

Comparatiile se vor face pentru diferiti pasi de integrare: h = 7/10, h = 7, h = 27,
unde 7 = RC' este constanta de timp a circuitului.

Se va testa ecuatia si pentru valori negative ale lui R (de exemplu R = —100K€2).

Se vor comenta rezultatele.
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10.6.2 Analiza experimentala a erorilor si a timpului de calcul
in functie de pasul de integrare

Se selecteaza optiunea Analiza erori. Prin aceasta optiune, se apeleaza un program ce
rezolva o ecuatie diferentiala simpla de forma:

dy _
a Y
y(0) =1

pe domeniul [0, ,,4.]. Programul necesita si introducerea erorii admisibile si numarului
maxim de iteratii necesar rezolvarii ecuatiei neliniare la fiecare pas al metodei implicite.

Programul afigeaza:

e croarea locala pentru primul pas de calcul pentru metodele explicita si implicita;
e croarea globala pentru metodele explicita si implicita;

e pentru metoda implicita se afiseaza numarul maxim de iteratii necesare atingerii
preciziei dorite.

Se va alege t,,.. = 47 si se va rezolva ecuatia pentru diferiti pasi de timp h = 27,
h=7,h=7/10, h = 7/100, h = 7/1000.

Se vor reprezenta grafic pe hartie milimetrica:

e variatia erorii locale si globale in functie de h pentru metoda explicita;

e variatia erorii locale gi globale in functie de h pentru metoda implicita, pentru o
eroare impusa constanta de rezolvare a ecuatiei neliniare a unui pas.

e variatia numarului mediu de iteratii necesar metodei implicite in functie de eroarea
impusa rezolvarii ecuatiei neliniare, pentru h = 7/100.;

Se vor compara cele doua metode din punct de vedere al efortului de calcul necesar
obtinerii unei erori globale impuse.

10.6.3 Rezolvarea unei ecuatii diferentiale caracteristice unui
circuit electric de ordinul I

Se selecteaza optiunea Analiza ecuatie. In acest fel se apeleaza un program ce rezolva o
ecuatie de forma:

% = —y+f(t)

y(0) = 0
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unde:

f(t) = (h(t) — h(t — to)) A exp(bt) cos(wt + ¢),
iar h(t) reprezinta functia treapta unitate. Domeniul de integrare este [0, ¢4, iar pasul
de integrare este h = t,,4,/100.

Se introduc de la consola urmatorii parametri:
® t,... - intervalul de integrare;

e t; - durata excitatiei;

e A - amplitudinea excitatiei;

e b - constanta de relaxare a excitatiei;

e w - pulsatia excitatiei;

e ¢ - faza initiala a excitatiei.

Se observa ca:

e pentru b = 0,w = 0 51 ¢ = 0, excitatia este un impuls dreptunghiular de durata ¢,
iar daca ty > t,,4, €xcitatia este constanta;

e pentru A, b nenuli, w = 0 si ¢ = 0, excitatia este un impuls cu variatie exponentiala;
e pentru b = 0, excitatia este armonica;
e pentru b < 0, excitatia este oscilatorie amortizata;

e pentru b > 0, excitatia este oscilatorie amplificata.

Se vor analiza toate aceste cazuri si se vor comenta rezultatele obtinute.

10.6.4 Implementarea algoritmului intr-un limbaj de progra-
mare si testarea rutinei.

Se va implementa o procedura proprie de rezvoltare a unei ecuatii diferentiale, prin metoda

Euler explicita. Se va scrie pseudocodul si se va implementa un program ce apeleaza
procedura de la punctul anterior si rezolva ecuatia:

dy

dt

y(0) = o

—y + sin(wt)

Integrarea se face pe intervalul 0 < ¢t < t,,4.. Acest program va permite introducerea
de la consola a pulsatiei w, a conditjiei initiale y(0), a limitei superioare a intervalului de
integrare si a pasului h. Solutia va fi afisata alfanumeric pe ecran.
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10.6.5 Cautare de informatii pe Internet

Se vor cauta pe Internet informatii (coduri) legate de rezolvarea ecuatiilor diferentiale

ordinare. Cuvinte cheie recomandate: ordinary differential equations, Euler’s method.

10.7 Probleme si intrebari

10.

11.

. Poate fi scazut oricat de mult pasul de integrare in vederea micsorarii erorilor?

Justificati raspunsul.
Cum este influentata precizia metodei de precizia sistemului de calcul?
Scrieti o ecuatie de forma:
dy
= = t
y(0) = wo

pentru a descrie variatia curentului printr-o bobina cu inductivitate L si rezistenta
R ce este conectata la o sursa de t.e.m. continua de valoare F. Utilizati optiunea
Rezolvare ecuatie test pentru a o rezolva.

Dati exemple de categorii de circuite electrice ce se pot analiza cu metoda Euler.

Generati un algoritm care foloseste metoda Euler pentru rezolvarea unor sisteme de
ecuatii diferentiale de ordinul I.

Generati un algoritm care modifica automat pasul de integrare, pentru a mentine
eroarea globala la o valoare impusa cu un efort minim de calcul.

Scrieti un algoritm pentru calculul integralelor definite ale functiilor aplicand metoda
Euler.

Analizati deosebirea dintre stabilitatea unei ecuatii diferentiale si stabilitatea ei
numerica.

. imbunété‘gi@i algoritmul Euler considerand mai multi termeni din seria Taylor a

functiei y(t).

Scrieti o varianta a algoritmului euler_imp in care rezolvarea ecuatiei neliniare sa
se faca cu metoda Newton.

Descrieti rezolvarea numerica a unui sistem de ecuatii diferentiale ordinare. Cum
poate fi aplicat acest algoritm in analiza numerica a circuitelor electrice neliniare
in regim tranzitoriu? Aratati ca la fiecare pas de integrare in timp trebuie rezolvat
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un circuit electric liniar, pentru care se poate aplica algoritmul din Lucrarea nr. 5.
Cum se obtin circuitele companion, care sunt echivalente elementelor reactive: L,

C?

12. Rezolvati numeric diferite ecuatii de stare, liniare sau neliniare in mediul MAT-
LAB/SCILAB.

13. Identificati in biblioteca matematica descrisa in [2] functii avansate pentru integrarea
numerica a ecuatiilor diferentiale ordinare (Runge-Kutta, extrapolare Richardson,
predictor-corector, pentru ecuatii stiff). Ce aduc nou aceste functii, fata de cele
analizate in lucrare?

Leonhard Euler (1707, Elvetia - 1783, Rusia)

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Euler.html


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html
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