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Introducere Formularea problemei
Ideea metodei CMMP

Interpolare vs. aproximare

Notes
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Interpolare Aproximare

Se da un set de date (xk, yx), k =0,...,m, unde yx = f(xk).
Se cauta o aproximare notata g(x), unde g(xx) ~ yx.
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Introducere Formularea problemei
Ideea metodei CMMP

ldeea metodei

Functia de aproximare se cauta a.i:
l9(x) — f(x)||  minim&

Deoarece f este cunoscuta intr-un numar discret de puncte =
norma discreta (de exemplu norma Euclidiana discreta).
Metoda celor mai mici patrate (CMMP) cauta g a.i:

E= i(f(xk) —9(%))? minima (1)
k=0
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Introducere Formularea problemei
Ideea metodei CMMP

Notes
Regresia liniara
g(x)=co+cix ¢ =7 ¢ ="
Regresie liniara prin cmmp
5 T T T T
Exemplu: m = 3: (1,3), (2,1), (4,4). s |
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+  (4—cp—4c)> . ° i
0.5 4
o ; ; ; ;
0 1 2 3 4 5
X
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Introducere Formularea problemei
Ideea metodei CMMP
Notes
Regresia liniara
2 2 2
E(cp,c1) = (o—C —¢ix) + W —c —cix)” + (Y2 — G — CiX)” =
= B-c—o)f+(1—c—201)7 +(4—co —4cr). @
5 = 0 3cp+7¢; = 8
9% = { 7cf)°+21c11 Z 5, = =15 ¢ =05 @)
dcq -

Regresie liniara prin cmmp

g(1) =2,9(2) = 2.5, g(3) = 3.5;

min E = (3—2)2+ (1 —2.5)2 + (4 — 3.5)?
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Introducere Formularea problemei
Ideea metodei CMMP

Regresia liniara

E(cp.c1) = (o—0o—cix0)’+ (0 —co—c1x)? + (yo — co — o1xp)° =
= (B-co—ci)?+(1—cy—2c1)%+(4—cy— 4cy)?. @
& =0 3¢cg+7¢; = 8,
{3—5 _ = {7co+21c1 Z 5 = =15 ¢ =05 @)

Regresie liniara prin cmmp

g(1) =2,9(2) =2.5,9(3) = 3.5;
min E = (3—2)2 + (1 —2.5)2 + (4 — 3.5)2

05
0 ;
0 1 2 3 4 5
X
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Introducere Formularea problemei

Ideea metodei CMMP

Regresia liniara

Set oarecare de date:

m
E(co,c1) = (Vk — Co — C1xk)%, (4)
k=0
% = 0, N { Zr:n?:o —2(yk —co—c1xx) = 0,
& = 0. > ko —2Xk(Yk —Co — C1xk) = 0.
(5)
CodhoXk+Ci Y poXe = DiloXkVk-

Sistem normal
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Introducere Formularea problemei
Ideea metodei CMMP

Regresia liniara

Solutia se poate calcula explicit:

do di

Co = U? d (7)

unde

m m 2
d = (m+1)2x§—<2xk> , (8)
k=0 k=0

o - (59) (57)- (5+) ().
o g (50)(En) 1o

k=0
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Introducere Formularea problemei

Ideea metodei CMMP

Regresia liniara - alt rationament

Notes

Conditiile de interpolare pentru datele din tabel gi
g(x) =co+ c1x:

Cot+cCixk=Yx, k=1,...,m, (11)
= sistem supradeterminat de ecuatii. Daca notam
1 Xo Yo
as |l Ly (12
1 X Y
atunci (11) se scriu compact
Ac =y, (13)
unde ¢ = [¢p ¢1]7, iar sistemul normal este
ATAc=ATy. (14)
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Introducere Formularea problemei
Ideea metodei CMMP

Regresia liniara - alt rationament

Notes

Reluam exemplul simplu: m = 3: (1,3), (2,1), (4,4).

T 13
A=|1 2], y=|11], (15)
1 4 1 4
TA_| 3 7 o [ 8
N A (16)
{ 7¢cg+21c; = 21 = =15 ¢ =05 (17)
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Functii de baza
Algoritm

CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Cazul general

Metoda celor mai mici patrate nu este limitata la polinoame de
gradul intai.
Exemplu:
g(x) = coIn(x) + ¢ sin(x) + cov/x.

@ Se minimizeaza functia definitd de

E =Y 5o(f(x) — 9(x))?;
© Se impun conditiile de minimizare;
© Se rezolva un sistem algebric liniar de dimensiune 3.
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Functii de baza
Algoritm

CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Notes
Cazul general
In general, se cauta o aproximare de forma unui polinom
generalizat
n
a(x) =>_ cigj(x), (18)
j=0

unde ¢;(x) se numesc functii de baza.
OBS:n+1<m+1

2

m m n
2
E(Co,Cty--»Cn) = D _(G(xi)—F(x))2 = Cioj(Xk) — Yk
k=0 k=0 \ j=0
(19)
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Functii de baza
o . . Algoritm
CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP
Notes
Cazul general
2

E(GoCrv- - 0n) = S (9000~ 02 = 3 [ 3 6o ) — i
k=0 k

=0 \j=0
(20)
Punctul de minim al acestei functii este un punct critic:
oE
— = =0,...,n. 21
acl 07 I 07 b n ( )
Tnlocuind expresia (20) in (21) rezulta
n m m
> (Z @/(Xk)sﬁj(xk)) G = ykei(x), i=0,....n (22)
j=0 \k=0 k=0

Sistem normal dificil de rezolvat daca ¢, nu sunt alese

potrivit.
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Functii de baza
Algoritm

MMP pri | i lui |
C prin rezolvarea sistemului norma Alte aspecte ale CMMP

Notes
Cazul general - alt rationament
Conditiile de interpolare pentru datele din tabel si g(x)
g(Xk):yk, k:1,...,m, (23)
= sistem supradeterminat de ecuatii. Notam
¢o(X0) ¢1(X0) -+ ¥n(Xo) Yo
A <Po(.X1) 901(-X1) <Pn(_X1) e Y_1 R
©o(Xm) @1(Xm) - ©n(Xm) Ym
atunci (23) se scriu compact
Ac =Yy, (25)
unde ¢ = [Cy, €1 ... Cny4]’. Sistemul normal:
ATAc=Ay. (26)
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Funct_ii de baza
CMMP prin rezolvarea sistemului normal ﬁl?cogts:::ccto ale CMMP Notes

Functii de baza clasice

Sistemul normal de rezolvat

Nc =t (27)

are, in cazul regresiei liniare forma

. (28)

N — n7n+1 Zg::oxk } t— { 2;{?7:0}//(
ShioXk SomoXxE |’ > k=0 Xk Yk
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Functii de baza
Algoritm

CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Notes
Functii de baza clasice

Sistemul normal de rezolvat

Nc =t (29)
are, in cazul regresiei parabolice g(x) = ¢y + ¢1X + X2,
forma:

m m 2 m
m+1 > o Xg > k=0 Xxé Zr:nk:o Yk
m m m
N = 257:0 Xg anzo Xlé 257:0 X/ft , t= kazo Xg}’k
D k=0 Xk Dok—0Xk D-k—0Xk > k=0 Xk Yk
(30)
OBS:
Generalizarea este usoara pentru n > 2, dar sistemul este slab
conditionat. :(
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Functii de baza
q " N Algoritm
CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP
Notes

Functii de baza clasice

Sistemul normal de rezolvat

Nc =t (29)
are, in cazul regresiei parabolice g(x) = ¢y + ¢1X + cox2,
forma:

m+1 3o Xk Zg:o X Zr:nkm:o Yk
N= Zg:o Xk Z/;nn:o XE Zﬁn:o X/z , t= Zl/gn:o Xlé,Vk
SThoo Xk Lk-oXk Dok—oXk k=0 Xk Yk
(30)
OBS:
Generalizarea este usoara pentru n > 2, dar sistemul este slab
conditionat. :( Remedii ?
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Functii de baza
Algoritm

CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Notes
Functii de baza clasice
Remedii:
@ Folosirea unor alte functii de baza;
@ O alta strategie pentru CMMP, care nu rezolva sistemul
normal.
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Functii de baza
q " N Algoritm
CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Notes

Functii de baza - polinoame Chebyshev

In cazul in care se cauta polinoamelor algebrice, atunci

folosirea polinoamelor Chebyshev, definite recursiv ca:

To(x) = 1, (31)
Ti(x) = x, (32)
Ti(x) = 2xTi_1(x) — Tji_2(x), (33)

genereaza un sistem de ecuatii mult mai bine conditionat.

OBS: Exista un algoritm mai eficient de evaluare a aproximarii g(x)

cu polinoame Chebyshev, decat rezolvarea sistemului normal
[Cheney07].
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Functii de baza
Algoritm

MMP prin rezolvart istemului normal
e P T S M) e Alte aspecte ale CMMP

Notes
Functii de baza ortonormale
Ideal (din p.d.v. al conditionarii) - varianta in care matricea
coeficientilor este matricea unitate, adica daca
m . B
1 dacai=j
i(Xk)pi(Xk) = dji unde §;= <. 34
> i) = by i={ o a4
k=0
ceea ce inseamna ca functiile de baza sunt ortonormale.
m
Cj:Zykgaj(Xk), j=0,...,n (35)
k=0
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Functii de baza
o . . Algoritm
CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP
Notes

Functii de baza ortonormale

Daca notam cu G spatiul vectorial al functiilor generat de functii

de baza ¢;(x)

n
G=149:3c,Cr,...Cy astlel incatg(x) = Y cpj(x) ¢, (36)
=0

atunci o baza ortonormala se poate construi de exemplu
printr-o procedura Gram-Schmidt.
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Functii de baza
CMMP prin rezolvarea sistemului normal (gt

Alte aspecte ale CMMP
Algoritm - pasi principali

Date:
@ tabelul de valori;

@ valorile in care se doreste evaluarea polinomului de
aproximare.

Se aleg:

@ functiile de baza (in consecinta si gradul polinomului de
aproximare).

Se calculeaza:

@ valorile polinomului de aproximare in punctele dorite.
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Functii de baza
CMMP prin rezolvarea sistemului normal Rl

Alte aspecte ale CMMP
Algoritm - pasi principali

1. Asambleaza A siy
2. CalculeazaN=ATAsit=ATy

3. Rezolva sistemul patrat Nc =t = ¢

4. Evalueaza polinomul de aproximare g(x) in punctul dorit
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Notes

Notes




Functii de baza
Algoritm

MMP prin rezolvart istemului normal
e P A M i Alte aspecte ale CMMP

Notes

Algoritm - pasi principali

Obs:

o In cazuri particulare, se poate evita calculul explicit al
coeficientilor c.

@ Se poate ca tabelul de valori sa includa numere complexe.

in acest caz:
N=A"A  t=AMy

unde A" (notata uneori si cu A*) este transpusa

hermitiana adica (a'); = @j.

@ Sistemul normal A”Ac = A''y este nesingular dcaa si
numai daca A este de rang complet [Trefethen97].
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Functii de baza
Algoritm
Alte aspecte ale CMMP

Probleme de CMMP neliniare

CMMP prin rezolvarea sistemului normal
Notes

Pana acum polinoamele de interpolare = combinatii liniare de

coeficienti necunosculti.
Dar daca:

Pentru setul de date (xk, yx), Kk = 0, m se cauta g(x) = e ?

Metoda CMMP minimizeaza functia

E(c) =Y (6% — yy)? (37)
k=0

Minimul are loc pentru E’(c) = 0, deci

m
2 (6% — yx) e xy =0, (38)
k=0
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Functii de baza
Algoritm

CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Notes
Probleme de CMMP neliniare
Pentru setul de date (xk, yx), Kk = 0, m se cauta g(x) = e“~.
CMMP duce la
m
D (6% — yi) ek x, =0, (39)
k=0
ecuatie neliniara in ¢ =
@ rezolvare de ecualtii neliniare;
@ metode de minimizare.
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Functii de baza
o . . Algoritm
CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP
Notes

Probleme de CMMP neliniare

Pentru setul de date (xk, yx), Kk = 0, m se cauta g(x) = e%~.

Acestea sunt probleme de CMMP neliniare.
OBS:

Reformulare ca o problema de CMMP liniara:
Pentru setul de date (xk, In(yx)), kK = 0, m se cauta h(x) = cx.

Valoarea ¢ din problema reformulata nu este solutia ecuatiei

neliniare (39), dar aproximarea e"(*) s-ar putea sa fie
satisfacatoare.
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Functii de baza
Algoritm

CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Notes

Concluzii

@ Se cauta aproximarea unor date dintr-un tabel de valori;

@ CMMP gaseste o functie a.i. distanta dintre ea si tabelul

de date sa fie minima (in norma Euclidiana);

@ Aceasta problema este echivalenta cu rezolvarea unui
sistem de ecuatii supradimensionat Ac = y;

@ Acesta se poate aduce la un sistem de ecuatii normal, cu
matricea coeficientilor patrata;

@ Conditionarea sistemului normal depinde de alegerea

functiilor de baza;
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Functii de baza
Algoritm

CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Notes

Concluzii

@ Polinoamele algebrice clasice se pot folosi pentru regresii
liniare sau parabolice;

@ Pentru ordine mai mari e mai bine sa se foloseasca

polinoame Chebyshev;
@ O procedura eficienta poate folosi polinoame ortogonale

adaptate setului de date;

@ Gasirea ordinului optim se poate facand o analiza

statistica.
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Functii de baza
Algoritm

CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Notes

Concluzii

CMMP poate fi privita ca o metoda de rezolvare a unui sistem
supradeterminat, care a fost notat

Ac=vy.

Minimizarea normei Euclidiene discrete este echivalenta cu
minimizarea normei reziduului

r=Ac-y.

Exista si alfi algoritmi CMMP, care nu asambleaza sistemul
normal (bazati pe factorizare QR sau SVD).
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Functii de baza
Algoritm

CMMP prin rezolvarea sistemului normal Alte aspecte ale CMMP

Notes

Lectura obligatorie

[loan98] D. loan et al., Metode numerice in ingineria electrica,

Ed. Matrix Rom, Bucuresti, 1998. (Capitolul 13)

Cartea se gaseste la biblioteca UPB, puteti verifica accesand catalogul http://www.library.pub.ro/.
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