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Preliminarii

Scrierea formala a unei probleme

y:f(X), (1)

X - datele problemei (parametri independenti);

y - marimile de interes ce se doresc a fi estimate.

De exemplu, f poate reprezenta:

@ un proces de masurare a marimilor y pentru o anumita stare complet

caracterizata de x;
@ un program software complicat, capabil sa analizeze configuratia

caracterizata complet de datele x si sa calculeze printr-un algoritm de
postprocesare marimile y.
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Preliminarii

Formularea problemei (neriguros)

Se da o functie reprezentata prin date:
(Xk,Yk), kK =0,....n, unde yx = f(X).

Se doreste gasirea unei expresii analitice pentru o functie g
care sa aproximeze aceste date adica

9(Xx) ~ Yk sau chiar g(Xx) = Y.

@ Interpolare setului de date: g trece prin punctele mulfimii
de date: g(xx) = Y«

@ Aproximarea (regresia) setului de date = g trece printre
punctele multimii de date: g(xx) ~ y«
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Preliminarii Notes

Observatii:

@ X, se numeste si retea (grid) de discretizare.
@ Interpolarea/aproximarea este utila si daca functia este

reprezentata prin cod = exista un software capabil sa

calculeze f(x) pentru orice x dorit, daca efortul de evaluare
al lui f este mare.
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Exemple: interpolare

Interpolarea unui set de date. In cazul in care setul de date are foarte
multe valori, interpolarea poate genera oscilatii nedorite.
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S IS N
Preliminarii otes
Exemple: interpolare vs. aproximare
v 0.1 oo .0‘.- N Aproximare
of
Avantajul aproximarii: se diminueaza erorile de masurare din
rezultatul final.
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Precizari f :? —7?

@ Cazul scalar unidimensional (1D): f,g : [a, b] — R.

@ Cazul vectorial unidimensional f : [a, b] — R™, m> 1

se reduce la minterpolari/aproximari 1D.

@ Cazul scalar bidimensional (2D) f, g : [a, b] x [c,d] — R
@ Cazul scalar n-dimensional (nD) f,g: D C R” — R.

@ Cazul cel mai general f,g: D C R” — R se reduce la m

situatii de tip nD.

in cele ce urmeaza vom pp. cazul 1D.
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Distanta dintre doua functii

Se doreste ca g : [a, b] — R sa aproximeze/interpoleze cat mai
bine functia f : [a, b] — R.

&

distanta dintre cele doua functii

d(f,g) = lIf -9l @)

sa fie cat mai mica.
Exista mai multe procedee de definire a normei.
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Procedee de definire a normei.

@ Aria dintre graficele celor doua funciii

b
a(1,0) = 5 | 11— gl dx. @

Dezavantaj: local, pot exista diferente foarte mari intre f si g.

@ Abaterea medie patratica

b
h(f,g) = \/ 573 | (00~ aopax. @

Acelasi dezavantaj.

Gabriela Ciuprina Interpolarea pe portiuni a functiilor

Notes




Introducere Preliminarii
Formularea problemei interpolarii

Distanta dintre doua functii

Procedee de definire a normei.

@ Abaterea maxima dintre cele doua funcitii

ds(f,g) = max [f(x) — g(x)|.

x€la,b]
Din pdv al acuratetii - este cea mai avantajoasa.

OBS: Niciuna din aceste norme nu se poate evalua.
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Distanta dintre doua funciii

Normele discrete:

d1d(fa g) =

tha(f.g) = \l D (90w) — f(x))?,
m

d3d(fa g) =
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Distanta dintre doua functii

Avantaj: pot fi evaluate cu usurinta.
Dezavantaj: se pierde posibilitatea
evaluarii acuratetii intre noduri. Mai
mult dd(f7g1) = 0; dd(f7gg) =0; =
problema prost formulata.

Gabriela Ciuprina Interpolarea pe portiuni a funciiilor

Introducere Preliminarii
Formularea problemei interpolarii

Formularea problemei interpolarii

Notes

Se cauta g pentru care dy(f, g) = 0, unde f este cunoscuta intr-un
numar finit de puncte f(x;) = y;.
Echivalent cu a impune conditiile de interpolare

g(xl):f(xl)v jZOv"'vnv (9)
&
gx) =y, j=0,....n (10)
Pentru a face ca problema sa fie bine formulata matematic (solutia sa
existe si sa fie unica) functia g se cauta in spatiul polinoamelor
generalizate
&

g adica se cauta de forma unei combinatii liniare de m functii v,
k =1,..., mnumite functii de baza:

g(x) = ckpk(X). (11)
k=0
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Formularea problemei interpolarii Notes

Functiile de baza se aleg inainte de rezolvarea propriu-zisa a

problemei interpolarii. Exemple:

@ po(x) =1, p1(x) =sin x, pa(x) = cos x, p3(x) = sin(2x), etc.

@ po(X) =1, p1(X) = X, pa(X) = X2, p3(x) = X3, etc.

Cei m coeficienti ¢k se calculeaza din impunerea conditiilor de

interpolare:

m
S cepr(X) =y =0,....n, (12)
k=0

= Sistem algebric liniar cu n+ 1 ecuatii si m + 1 necunoscute.
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Pentru buna formulare matematica se impune ca m = n si

¢o(X) ¢1(X) -+ ¢n(Xo)
A — po(x1) p1(x1) -+ on(x1) £0. (13)
wo(Xn) w1(Xn) -+ ©n(Xn)

A # 0 < x; sunt distincte si ¢ sunt liniar independente.
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Formularea problemei interpolarii Notes

Date:

@ un tabel de valori (xk, yx), Kk = 0,...,n, unde punctele
retelei de discretizare xi sunt distincte doua cate doua;

@ n+ 1 funclii de baza liniar independente p(x),
k=0,...,n.

Se cer:

@ coeficientii ¢, k = 0, ..., npentru care sunt satisfacute

conditiile de intepolare g(x;) = y;, j = 0,...,nunde
9(x) = > k_o Ckipk(x) este polinomul de interpolare al

datelor din tabel.
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Interpolarea globala - concluzii

@ Functiile de baza yk(x) au o singura expresie pe tot
domeniul de definitie =

= polinomul de interpolare g(x) are o singura expresie pe

tot domeniul de definitie.

Dezavantaj: efectul Runge - oscilatii la capete.
Remediu: Interpolarea Cebyshev

——— Runge(x)

—— Runge(x)

O  Puncte folosite pentru interpolare| O  Puncte folosite pentru interpolare|

Polinomul de interpolare 15 —— Polinomul de interpolare
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Interpolarea globala - concluzii

Notes

@ Efectul Runge poate fi evitat daca nodurile gridului de
discretizare se aleg in conformitate cu radacinile

polinoamelor Cebyshev.

Dezavantaj: functia trebuie sa fie definita prin cod, dar acest
lucru nu este posibil intotdeauna.

Remediu: Interpolarea pe portiuni.

@ Functiile de baza ¢k (x) sunt "functii cu acolada", au

expresii diferite pe intervalele care discretizeaza domeniul
de definitie =

= polinomul de interpolare g(x) este o "functie cu
acolada”.
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Notes

©k(x) sunt polinoame Lagrange Ix(x) definite pe portiuni.

lk(Xk) =1 '

Ik(x;) = 0 pentru j # k
XX daca X € [X07X1]

— Xo— X-

b(x) = { 0 dacd  xe(x,x)
;k_f% dacd X € [Xk_1, Xk)

lk(X) = % daca X € [Xk7Xk+1]
0 daca X € [X17Xk_1)U(Xk+1,Xn] k=2,n-1
X—Xp_ =

hx) = X_—X_‘1 daijl X € [Xn—1, Xn]
0 daca X € [Xo, Xn—1)

a(x) = ckl(x) (14)
k=0
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Interpolarea liniara pe portiuni

Notes
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Polinoame Lagrange pe portiuni. Polinoame de interpolare.
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functie interpolare_lpp(n, x, y, xcrt)

; evalueaza polinomul de interpolare liniara pe portiuni in xcrt

; declaratii - parametri de intrare

intregn ; dimensiunea problemei - nr. de intervale

tablou real x[n], y[n} tabelul de valori, indici de la zero
real xcrt ; punctul de evaluat

k = cauta(n, x, xcrt)

intoarce (Vk+1 — Yk)/ (X1 — Xk) * (XCrt — xi) + Y
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Interpolarea liniara pe portiuni Notes

O  Puncte folosite pentru interpolare
Interpolare cu pol. Lagrange globale
- = = Interpolare cu pol. Lagrange pe portiuni| |

Dezavantaj:
functia de interpolare nu este derivabila in noduri.
Remediu:

cresterea gradului polinoamelor care se folosesc pe portiuni.

Gabriela Ciuprina Interpolarea pe portiuni a funciiilor
Interpolarea liniara pe portiuni
Metode de interpolare pe portiuni Interpolarea Hermite

Interpolarea Hermite Notes

@ interpolarea unei functii pe o retea de noduri xi in care se

cunosc valorile functiei yx si valorile derivatelor acesteia y;.

X | X0 X Xk Xn
Y Yo Y1 o Yk o Yn
Y »no Y o dn

Conditii de interpolare: Vk=0,....n—1:

9(Xk) = Yk,
I(Xk+1) = Yk+1,
15
g (%) = i, (19)
9' (Xk11) = Yiaq-

= polinom de interpolare de gradul 3 pe fiecare subinterval.
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Interpolarea Hermite Notes
g(x) = ok + Cik(X — Xk) + Cak(X — Xk)? + Cak(x — X¢)°,(16)
g (X) = Cik+2Ck(x — xk) + 3Csk(X — %)%, X € [X, Xcs1].
9(Xk) = Yks
X =
a( 5<+1) Vet (17)
g (Xk) = yk7
9' (Xk11) = Y1
=
Cok = Yk,
Cok + Ck(Xk11 — Xk) + Cok (X1 — Xk)? + Cak(Xks1 — Xk)® = Vi1,
Cik = Yk
Cik + 2Cok (Xk+1 — Xk) + 3Cak (X1 — Xk)? = Vi1
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Interpolarea Hermite

Cok = Yk,
Cik = Y;'p

Cok = [BWkt1 — Yk) — (Xkt1 — Xk) (V5 + Yir1)] /(X1 — XK)?,
Cak = [Vkpr + V) — 2(2¥k+1 — Vi) / (ka1 — Xk)| /(X1 — Xk)?.

(18)
Dificultate:
de cele mai multe ori nu se cunosc informatii despre y; .
Solutie:
Evaluarea derivatelor se poate face numeric (interpolare
Bessel):
;=Y Yn—Vn
o= X1 — Xo " Xn—Xn—17
vi = B2ks1 + (o — BP)yx — aPyk_q
aBla+ B)h

X1 — Xk = ah, Xk — Xk_1 = Bh.  Nenatural (ordinul interpolarii la formulele de derivare nr.).
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Interpolarea Hermite Notes

Cel mai avantajos: evaluarea derivatelor din impunerea unor

conditii de continuitate suplimentare pentru derivata a doua a
polinomului de interpolare in nodurile retelei de interpolare =

Interpolare spline cubica clasica impune

g x-0)=9g"(x+0), k=1,...,n—1. (19)

Deoarece

9"(x) = 2ok + 6Cak(X — Xk), X € [Xk, Xk41]- (20)

=

20 k-1 +6C3k_1(Xk — Xk—1) =202, k=1,...,n—1. (21)

=
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i Notes
Interpolarea Hermite

Vi +2< ! + 1 )y’+ 1 Vir1 =
Xk — Xk_1~ K" Xk — Xk—1  Xk+1 — Xk K Xk+1 — Xk .

Yk — Yk—1 Yk+1 — Yk
=3 +3 ) 22
(Xk = Xk—1)2 (X1 — Xk)? (22)

n — 1 relatii si n+ 1 necunoscute.

Pentru unicitate se impun inca doua conditii la capete.
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Interpolarea Hermite Notes

Pentru unicitate se impun inca doua conditii la capete.
Variante:

@ Conditii forfate la capete: se impun y; si y, cala

interpolarea Bessel
@ Conditii naturale la capete:

g (%) =0, g"'(xp)=0.

=
Y1— Yo / / Yn— Yn—1
2yo+y; =3 Yho1+2y,=3 (23)
0 1 ) n—1 n .
X1 — Xo Xn — Xn—1
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Interpolarea Hermite

Sistemul de rezolvat pentru evaluarea derivatelor - tridiagonal:

25+ 4 =3,
42 ( 1 N 1 ) ;L Y _
Xk — Xk_17 <" Xk — Xk—1  Xk+1 — Xk Yi Xk+1 — XkykJr1
Yk — Yk—1 Yk+1 — Yk
B (Xk — Xk—1)2 (Xk41 — Xk)27
/ ’ Yn — Yn—1
Y1t 2yn - 3Xn — X1 :
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Interpolarea Hermite Notes

Avantajul interpolarii spline cubice clasice:

minimizeaza curbura patratica medie a polinomului de
intepolare

b 2
/ (6" (x))? dx

= nu apar oscilatii nedorite intre punctele retelei de interpolare
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Interpolarea Hermite Notes

Algoritmul interpolarii spline cubice:

functie pregateste_spline(n, x, y, yder)
; calculeaza derivatele functiei in nodurile retelei de discretizare
; declaratii - parametri de intrare

intregn ; dimensiunea problemei - numarul de intervale
tablou real x[n], y[n] ; tabelul de valori, indici de la zero
tablou real yder[n] ; parametri de iesire
tablou real p[n], q[n], r[n] ; matricea tridiagonala asamblata
; asambleaza matricea tridiagonala
Jo =
n=
bo =3(y1 — ¥0)/(x1 — Xo)
pentruk =1,n—1
pr =1/(X — Xk—1)
Ak =2/(Xk — Xk—1) + 2/ (X1 — Xk)
e =1/(Xk41 — Xk)
bi = Bk — Yk—1)/ (X = Xk—1)? + 80kt — Y1)/ (et — xk)°
L]
Pn =
Qn =2

bn =3(¥n = Yn—1)/(Xn — Xp—1)
Gauss_tridiag(n+ 1, p, q, r, b, yder)
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Interpolarea Hermite

functie aproximare_spline(n, x, y, yder, xcrt)
; evalueaza polinomul de aproximare spline in punctul xcrt
; declaratii - parametri de intrare

intregn ; dimensiunea problemei - numarul de intervale
tablou real x[n], y[n], yder[n} tabelul de valori, indici de la zero

real xcrt ; punctul de evaluat

k = cauta(n, x, xcrt)

cOk = yi

clk = ydery

h = X — Xk .
c2k = (3(Yk+1 — Yk) — h(2 = ydery + yder1))/h

c8k = (yderk1 + yderk — 2(Vk41 — Yk)/h)/h?
hert = xert — xi

intoarce cOk + clk  hert + ¢2k * hert? + c8k * hert®

Interpolarea spline a functiei

Runge pe o retea uniforma de

puncte.
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Lectura obligatorie

Notes

@ Pag 162-168 din

[3] Gabriela Ciuprina - Algoritmi numerici pentru calcule stiintifice in ingineria electrica, Editura MatrixROM,

2013, disponibil la

http://Imn.pub.ro/~gabriela/books/AlgNr_MatrixRom2013.pdf
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