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Formularea problemei

Formularea problemei

Sistem de n ecuatii algebrice liniare cu n necunoscute:

ai Xy + aipXe + -+ + 81pXn = by,
ap1Xy + x2Xp + -+ + @2pXn = ba,

an Xy + an2Xz + -+ + + @nnXn = bn.
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Formularea problemei

Formularea problemei

Se da matricea coeficientilor

ayy a2 -+ aip
A— doy dg2 -+ Aaop c RN
dm dp2 -+ dmn
si vectorul termenilor liberi
;
b= [ b1 b2 bn] E]Rn,
se cere sa se rezolve sistemul
Ax=Db,
unde x este solutia
.
X=[X X - Xp] €r".

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare -

()

metode iterative



Formularea problemei

Buna formulare matematica

Problema este bine formulata din punct de vedere matematic
(solutia exista si este unica)

&

matricea A este nesingulara (are determinantul nenul).

Se scrie formal:

"x=A"b"

trebuie citita ca:

"X este solutia sistemului algebric liniar AXx = b"

si NU "se calculeaza inversa matricei A care se inmulfeste cu
vectorulb".
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Formularea problemei

Conditionarea problemei

k(A) = |Al[|A7| (6)

numar de conditionare la inversare al matricei A.

ex < k(A)ep, (7)

o k(A)>1:
Cazul cel mai favorabil: ny = 1 si ex = ep. (matrice ortogonald)
@ Numarul de conditionare este o proprietate a matricei si nu are

legatura nici cu metoda de rezolvare propriu-zisa, nici cu erorile
de rotunijire care apar in mediul de calcul.

In practic:
Daca «(A) > 1/eps problema se considera slab conditionata.
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Formularea problemei

Clasificarea metodelor

@ Metode directe - gdsesc solutia teoreticd a problemei
intr-un numar finit de pasi. (Gauss, factorizare LU)
© Metode iterative - genereaza un sir de aproximatii ale
solutiei care se doreste a fi convergent catre solutia
exacta.
o stationare: Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR
@ nestationare (semiiterative): gradienii conjugati (GC),
reziduu minim (MINRES), reziduu minim generalizat
(GMRES), gradienti biconjugati (BiGC), etc.
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Ideea

petedelstationare mz:ggz \éiaacjsbs‘—Se\de\
SOR
Ideea metodelor stationare
Ax=b (8)

se construieste un sir de aproximatii
x©@ xM o ox(k)

k) *

lim x(
k—o0

=X*, unde AX*=b.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Ideea metodelor stationare

Algoritmul are nevoie de
@ o initializare x(@;
© un mod de generare a sirului de iteratii;
@ un criteriu de oprire.

1. Initializarea
@ in principiu, arbitrara;
@ daca este posibil, cat mai aproape de solutie.
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Ideea
Formularea problemei

Metode stationare Mlsiioeh JEwsts)
T Metoda Gauss-Seidel
SOR

ldeea metodelor stationare

2. Sirul de iteratii se genereaza recursiv.

X = F(x*7D), (10)

xX* = F(x¥), (11)

x* este punct fix pentru aplicatia F.

In concluzie, solutia exacti a sistemului de ecuatii este si punct
fix pentru F. Rezolvarea sistemului de ecuatii algebrice liniare
se face prin cautarea unui punct fix pentru F.
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Metode stationare

Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Ideea metodelor stationare

A=B-C.
Bx=Cx+b
x = Mx + u,
M=B"'C,
u=B"b.

M < r"*" se numeste matrice de iteratie.

F(x) = Mx + u,

Gabriela Ciuprina
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Ideea metodelor stationare

X = F(xt—1)y,
xK) = Mx*=1) 4 u,
x®) = B~1cxk-1) 4 B~ p.

Bx(*) = cx*=1) 1 b,

B are o structura particulara.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Ideea metodelor stationare

3. Criteriul de oprire
Conditie de oprire bazata de criteriul Cauchy de convergenta:

x®) —xE=D) <, (21)

Se poate intdmpla insa ca sirul iteratiilor sa nu fie convergent.
Procedurile iterative vor avea ca parametri de intrare, pe langa
marimile ce definesc sistemul:

@ 0 eroare ce reprezinta criteriul dorit de oprire a iteratiilor;

@ un numar maxim de iteratii, util pentru a asigura oprirea
naturala a procedurii in caz de neconvergenta.

Nu are sens ca ¢ < eps ||x9)||.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Util: vectori si valori proprii

Definitie: vectorii proprii v ai unei matrice patrate reale M, de
dimensiune n sunt acei vectori nenuli, pentru care exista un
scalar \ astfel incat

Mv = \v. (22)
Obs:

@ Reprezentarea geometrica: prin aplicarea M asupra lui,
vectorul nu se roteste;

@ Vectorii proprii ai unei matrice nu sunt unici. Daca v este
un vector propriu, atunci si vectorul scalat av este de
asemenea vector propriu;

@ )\ se numegte valoare proprie a matricei M asociata
vectorului propriu v.
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Formularea problemei G
areap Metoda Jacobi

Seicde Sgg':;?ﬁ Metoda Gauss-Seidel
SOR

Util: vectori si valori proprii

Mkv = M. (23)

it

Daci || < 1 atunci limx_,o [|[M¥v|| =
Daca |A| > 1 atunci limk_,o |[MXV| = cc.

fcel M = [1.3/4;2 /2]

inmultirea repetata dintre o matrice si vectorii ei proprii.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Util: vectori si valori proprii

Daca M este simetrica, atunci ea are n vectori proprii liniar
independenti:

vi) v@ v,

Aceasta multime nu este unica, dar fiecare vector propriu are asociat

o valoare proprie unica.
Daca cei n vectori proprii ai lui M formeaza o baza, atunci orice vector

u=5" av.
MU = a0 4+t i), (24)

Daca toate valorile proprii sunt subunitare in modul, atunci norma
vectorului rezultant va tinde catre zero. E suficient ca o singura
valoare proprie sa fie In modul mai mare ca 1, ca norma vectorului
rezultant sa tinda catre infinit.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Util: vectori si valori proprii

Raza spectrala a unei matrice: proprii

p(M) = max |A,]. (25)

Valorile proprii sunt radacinile polinomului caracteristic.
Deoarece
(M—=M)v=0 (26)

rezultd in mod necesar anularea polinomului caracteristic al
matricer:
det(Al — M) = 0. (27)

Ecuatie de gradul nin X care, cf. teoremei fundamentale a
algebrei, are exact n solutii (reale sau in perechi complex
conjugate), care sunt valorile proprii ale matricei.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Convergenta

Teorema 1: Conditia necesara si suficienta

ca procesul iterativ sa fie convergent este ca raza spectrala a
matricei de iteratie sa fie strict subunitara:

p(M) < 1.

e = x0 _x* = F(xk =) — F(x*) = Mx* D fu—Mx*—u = Me*—"),
(28)

e(k) — Me(k_1) — Mze(k_z) — .. = Mke(o). (29)
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Convergenta

Teorema 2: O conditie suficienta

ca procesul iterativ sa fie convergent este ca norma matricei de
iteratie sa fie strict subunitara:

IM|| < 1.
p(M) < [[M]]. (30)
e < ([ m]|||e ). (31)
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Ideea
Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel

Formularea problemei
Metode stationare

Concluzii SOR
Convergenta
Mai mult
I = x*Dj =MD 1w — Mx*2) | =
IM(x*1 — x*=2)) ) <
< |IM)j[jxt=D — xR, (32)

= Utilizarea unui criteriu de oprire Cauchy este pe deplin
justificata.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Convergenta

Fie o margine a erorii absolute notati cu ay, unde ||e(¥|| < a.

a = |M||“ o, (33)
log(ax) = klog |[M|| + log ap. (34)
R(M) = —log ||M|| se numeste rata de convergenta.
log(ax) = —kR(M) + log ap. (35)
R(M) = log(ak—1) — log(ax), (36)
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Ideea

MR D ST mz:gg: JGaaCL?sbs‘—Scwdo\
SOR
Convergenta
R(M) = log(ax—1) — log(ax), (37)

Rata de convergenta = numarul de cifre semnificative corecte
ce se castiga la fiecare iteratie.

Exemplu:

@ ||M|| = 103, rata de convergenta este 3, deci la fiecare iteratie numarul de cifre semnificative corecte
creste cu 3.

@ ||M|| = 10", Ia fiecare iteratie se castiga o cifrd semnificativa.

OBS:

@ Alegerea valorii initiale nu are nici o influenta asupra
convergentei sau neconvergentei procesului iterativ;

o In cazul unui proces iterativ convergent, valoarea initiald
afecteaza doar numarul de iteratii necesar pentru
atingerea unei erori impuse.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Algoritm general

procedura metoda_iterativa(n, B, C, b, x0, er, maxit, x)

xv = x0 ; initializeaza sirul iteratiilor
k=0 ; initializare contor iteraii
repeta
t=Cxxv+b
metoda_directa (n, B, t, x)
d=xv—x]
XV = X ; actualizeaza solutia veche
k=k+1
cat timp d > er si k < maxit
retur
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Algoritm general

Efortul de calcul
@ poate fi facut doar pentru o singura iteratie;

@ depinde de structura matricelor in care a fost descompusa
matricea coeficientilor;

@ e consumat mai ales in calculul lui t si in procedura de
rezolvare directa, care in general are o complexitate liniara
deoarece B are o structura rara, particulara.

@ este de asteptat ca procedeul iterativ sa fie cu atat mai
rapid convergent cu cat B contine mai multa informatie din
A.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Metoda Jacobi: un exemplu simplu

A se descompune astfel incat B este diagonala.

X + 2y — z = -1 X = -2y+z-1

-2x + 3y + z = 0 & 3y = 2x—-2z
4 — y — 3z = =2 -3z = —4Ax+y-2
(38)

x(n = _2y(V) + z(v) _ 1
y(”) —ox(v) _ (V) (39)
2(n) — _4x(v) _|_y(V) _2

0,0,0]7, [-1,0,-2]7, [-3,0,2]7, etc.

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode iterative



Metode stationare

Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Algoritmul metodei Jacobi

Partitionarea matricei in metodele iterative:

ayr a2 a3 an
A = a1 dp @3 axn —
a3y a2 433 am
as g2 A3 a4
0 0 0 0 ai
_ apy 0 0 0| 0
- aszy asp 0 0 0
ay  app a3 0 0
= L +

0 0 0 app aig au
o 0 0 n 0 0 a3 apy
0 asg 0 0 0 0 asy
0 0 am 0 0o o0 0
D + U

A = B — C unde, in metoda Jacobi

B=D, C=_(L+U),

Gabriela Ciuprina
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Ideea
Metoda Jacobi

plonebtatonale Metoda Gauss-Seidel

SOR
Algoritmul metodei Jacobi
Calculul recursiv al noii iteratii
Dx*) = —(L + U)x=1) 1 p. (41)
Ecuatia /:
aix®) = Z ajXx; x5V 4 p,. (42)
i
Zx(v))/a,, i=1,...,n (43)

i
Obs: Fiecare componenta noua poate fi calculata independent
de celelalte componente noi, motiv pentru care metoda Jacobi
se mai numeste si metoda deplasarilor simultane.
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Ideea
Formularea problemei

Metode stationare Hlzitoata deela
CC}HC\uM Metoda Gauss-Seidel
SOR

Algoritmul metodei Jacobi

procedura Jacobi(n, a, b, x0, er, maxit, x)
; rezolva sistemul algebric liniar ax = b, de dimensiune n prin metoda Jacobi

intregn ; dimensiunea sistemului

tablou real a[n][n] ; matricea coeficientilor, indici de la 1
tablou real b[n] ; vectorul termenilor liberi

; marimi specifice procedurilor iterative

tablou real x0[n] ; initializarea solutiei

real er ; eroarea folosita de criteriul de oprire
intreg maxit ; numar maxim de iteratii admis
tablou real xv[n] ; aproximatia anterioara ("veche")
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Ideea
Formularea problemei

Metode stationare Mtodal/acobi
Colmc\um Metoda Gauss-Seidel
SOR

Algoritmul metodei Jacobi

procedura Jacobi(n, a, b, x0, er, maxit, x)

pentrui=1,n

xv; = x0;
L]
k=0 ; initializare contor iteratji
repetd
d=0
pentrui=1,n
s=0
pentruj=1,n
dacadj#i
S=s+aj* Xy
L]
L]
xj = (bj — s)/aji
d=d+(x—xvj)?
L]
d=+d
pentrui=1,n
Xxv; = Xx; ;actualizeaza solutia veche
L]
k=k+1
cat timpd > ersik < maxit
retur

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode iterative



Ideea
Formularea problemei

Metode stationare Mtodal/acobi
Colmc\um Metoda Gauss-Seidel
SOR

Convergenta metodei Jacobi

Matricea de iteratie
M=-D"(L+U). (44)

Schimbarea ordinii ecuatiilor din sistem inseamna schimbarea matricei de iteratie, deci a proprietatilor de

convergenta ale metodei Jacobi.

Rezultat util: Daca matricea coeficientilor este diagonal dominanta,
atunci conditia suficienta de convergenta este satisfacuta si
algoritmul Jacobi este convergent.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Metoda Gauss-Seidel: un exemplu simplu

A se descompune astfel incat B este triunghiular inferioara.

x + 2y - z = -1 X = —2y+z-1
—-2x + 3y + z = 0 & —2x + 3y = -z
4x - y — 8z = —2 4x - y — 82z = =2
(45)
x(M — _gy(V) + 20 4
—2x(M 4 gy = —z (46)
ax(m  _ ym o g = 2

[0,0,0]7, [-1,-2,4]7, [7,10, —40], etc.

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode iterative



Metode stationare

Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Algoritmul metodei Gauss-Seidel

Partitionarea matricei in metodele iterative:

an a2 a3 auy
A = azq A A3 a4 _
d31 d3p a3 an
as dgp A3 Aa4
0 0 0 0 ar 0 0 0 aisp a3 aiy4
_ ani 0 0 0 0 ano 0 0 0 asg any
- asq asp 0 0 + 0 0 ass 0 + 0 0 0 asa
ans ago ass 0 0 0 0 asy 0 0 0 0
= L + D + U
A=L+D+U
A = B — C, unde in metoda Gauss-Seidel
B=L+D, C=-U, (47)

Gabriela Ciuprina
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Algoritmul metodei Gauss-Seidel

Calculul recursiv al noii iteratii

(L4 D)x®) = —uxk=1) 1 p. (48)
Ecuatia /:
. k 1
Jj=1 J=i+1
i—1
> a,,x )+ (" Z ajx, x4+ b, (50)
Jj=1 J=i+1

Rezolvarea sistemului: prin substitutie progresiva, conform
formulei:

i—1
- b,_za,j Z ajx\")/a. (51)
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Algoritmul metodei Gauss-Seidel

Observatii:

@ Este respectat principiul lui Seidel, conform caruia o
valoare noua a unei necunoscute trebuie folosita imediat in
calcule.

@ O componenta noua nu poate fi calculata independent de
celelalte componente noi, motiv pentru care metoda
Gauss-Seidel se mai numeste si metoda deplasarilor
succesive
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Formularea problemei
Metode stationare
Concluzii

Algoritmul metodei Gauss-Seidel

procedurd Gauss-Seidel(n, a, b, x0, er, maxit, x)
; rezolva sistemul algebric liniar ax = b, de dimensiune n prin metoda Gauss-Seidel
; declaratii ca la procedura Jacobi

pentrui=1,n

xv; = x0;
L]
k=0 ; initializare contor iteratii
repetd
d=0
pentrui=1,n
s=b;
pentruj=1,n
dacadj#i
s =s+a;*xv
L]
L]
s =s/aj
p=|xi—s|
dacap > d
d=p
L]
Xj =8
L]
k=k+1
cat timpd > ersik < maxit
retur
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Convergenta metodei Gauss-Seidel

Matricea de iteratie

M=—-(L+D)'U. (52)

Schimbarea ordinii ecuatiilor din sistem inseamna schimbarea matricei de iteratie, deci a proprietatilor de

convergentd ale metodei Gauss-Seidel.

Rezultate utile:
@ Daca matricea coeficientilor este diagonal dominanta, atunci algoritmul
Gauss-Seidel este converaent.
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Ideea
. Metoda Jacobi
plonebtatonale Metoda Gauss-Seidel

SOR

Evaluarea algoritmilor Jacobi si Gauss-Seidel

Efortul total de calcul depinde de numarul de iteratii m (care
depinde de matricea de iteratie).

@ Efortul de calcul pe iteratie este O(2n?).

@ Efortul total de calcul al algoritmilor Jacobi si Gauss-Seidel
implementati cu matrice pline: T = O(2mn?).

@ Metoda Jacobi sau Gauss-Seidel este mai eficienta decét
metoda Gauss dacd 2mn? < 2n3/3, deci daca m < n/3.

Necesarul de memorie (matrice pline):
Mgs = O(n? +2n) ~ O(n?)
M, = O(n? + 3n) ~ O(n?)

diferenta este nesemnificativa
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Evaluarea algoritmilor Jacobi si Gauss-Seidel

Observatii:

@ Daca matricea coeficientilor este rara (memorata MM,
CRS sau CCS), atunci efortul de calcul pe iteratie se poate
diminua.

@ Important: Nu putem vorbi de umpleri ale matricei
coeficientilor asa cum se intampla in cazul algoritmului
Gauss aplicat pentru matrice rare.

Metodele iterative sunt mai potrivite decat metodele directe
pentru rezolvarea sistemelor cu matrice rare, intr-un context
hardware in care memoria disponibilda nu este suficienta
rezolvarii prin metode directe.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Metoda Suprarelaxarii succesive (SOR)

Procedeu de accelerare a convergentei:
X = x4 o(x("-G9) _ xV)y, (53)

I I

unde w se numeste factor de suprarelaxare

w = 1 corespunde metodei Gauss-Seidel.

Modificarea in pseudocodul algoritmului Gauss-Seidel:
instructiunea x; = s se inlocuieste cu x; = x; + w(s — x;).

XM = wX;

_ w(b,_ia,-,- S ap) (1 - w)xe4)
j=1

J=i+1

(D + wL)x™ = [(1 — w)D — wU]x¥) + wb. (55)
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Metoda Suprarelaxarii succesive (SOR)

Matricea de iteratie a metodei SOR:

M=(D+wL)"[(1 -w)D-wl], (56)

@ Metoda nu converge daca w ¢ (0, 2).

@ Cazul w € (0, 1) corespunde unei subrelaxari si se
foloseste atunci cAnd metoda Gauss-Seidel nu converge.

@ Daca matricea este simetrica si pozitiv definita, SOR este
garantat convergenta (V) w € (0, 2).

@ Alegerea valorii lui w poate afecta in mod semnificativ rata
de convergenta.

o in general, este dificil sa se calculeze apriori valoarea
optimala a factorului de suprarelaxare.
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Ideea

Metoda Jacobi
Metoda Gauss-Seidel
SOR

Metode stationare

Metoda Suprarelaxarii succesive (SOR)

@ Pentru matricile obtinute prin discretizarea unor ecuatii cu
derivate partiale prin parcurgerea sistematica a nodurilor
retelei de discretizare se poate demonstra ca

(57)

2
w = T ————
Y gy

unde p este raza spectrala a matricei de iteratie Jacobi. In
practica se folosesc tehnici euristice, ce iau in considerare
dimensiunea gridului de discretizare al problemei
[Templates].

@ In cazul matricelor simetrice, o varianta a metodei SOR,
numita SSOR, este folosita ca metoda de preconditionare
pentru metode nestationare.

Gabriela Ciuprina Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode iterative



Concluzii

Algoritmul general al metodelor stationare

Ax=>b
A=B-C
Bx(*t1) = cx(¥) + b. (58)
B(x(**1) — x(K)y = p — Ax(9. (59)
Reziduul la iteratia k
r) = b — Ax(), (60)
xk+) — x(0) 4 g1k, (61)
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Concluzii

Algoritmul general al metodelor stationare

r) = b — Ax(9, (62)
xk+1) = x(k) 4 g=1p(R) (63)

Stationaritatea se refera la faptul ca reziduu este intotdeauna
inmultit cu matricea B~', aceeasi pe parcursul tuturor iteratiilor:

@ Jacobi: B=D

@ Gauss-Seidel: B=D + L

@ SOR: B =w (D +wL).
Nu se face inversarea propriu zisa, ci se rezolva un sistem
algebric liniar.
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Concluzii

Algoritmul general al metodelor stationare

procedura metoda_iterativa_v2(n, B, A, b, x0, er, maxit, x)

xv = x0 ; initializeaza sirul iteratiilor

k=0 ; initializare contor iteratii
repeta
r=b—A-xv ; calculeaza reziduu
metoda_directa (n, B, r, 2)
d=|z]
X=XV+2z
XV = X ; actualizeaza solutia veche
k=k+1
cat timp d > er si k < maxit
retur
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Concluzii

Algoritmul general al metodelor stationare

@ Metodele iterative sunt eficiente insa pentru matrici rare.

o in cazul matricilor pline, timpul de rezolvare cu metode
iterative poate fi comparabil cu timpul de factorizare. intr-o
astfel de situatie, factorizarea este mai utila deoarece, o
data ce factorii L si U sunt calculati, rezolvarea sistemului
poate fi facuta oricand pentru alt termen liber.

@ De aceea, un pseudocod simplificat, in care sunt scrise
operatii cu matrice este mai general, putand fi adaptat unor
matrice rare.
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Concluzii

Lectura obligatorie pentru aceasta saptamana

@ Cap.4din
[1] Gabriela Ciuprina, Mihai Rebican, Daniel loan - Metode numerice in ingineria electrica - Indrumar de
laborator pentru studentii facultatii de Inginerie electrica, Editura Printech, 2013, disponibil la

http://mn.Imn.pub.ro/indrumar/IndrumarMN_Printech2013.pdf

@ Facultativ
[Templates] Richard Barrett, Michael Berry, Tony F. Chan, James Demmel, June M. Donato, Jack Dongarra,
Victor Eijkhout,Roldan Pozo, Charles Romine, and Henk Van der Vorst, Templates for the Solution of Linear
Systems: Building Blocks for lterative Methods, SIAM 1994. disponibil la

http://www.netlib.org/templates/templates.pdf
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