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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare

Cazul sistemelor multiple
Notes

Formularea problemei

Sistem de n ecuatii algebrice liniare cu n necunoscute:

ai Xy + aiXe + -+ + @1pXn = by,

ax1X1 + @ppXp + -+ - + apXn = by, (1)

an1X1 + @naXo + -+ - + pnXn = bp.
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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare

Cazul sistemelor multiple Notes
Formularea problemei
Se da matricea coeficientilor
ayy a2 - @in
A— azy do2 -+ dop c RN 2)
ant @p2 -+ @ann
si vectorul termenilor liberi
b=[by by --- by] €r", (3)
se cere sa se rezolve sistemul
Ax = b, 4)
unde X este solutia
X=[x1 xo -- xn]TelR”. (5)
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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare

Cazul sistemelor multiple
Notes

Buna formulare matematica

Problema este bine formulata din punct de vedere matematic

(solutia exista si este unica)
&

matricea A este nesingulara (are determinantul nenul).

Se scrie formal:

nx — A—1 bn

trebuie citita ca:
"X este solufia sistemului algebric liniar AXx = b"

si NU "se calculeaza inversa matricei A care se inmulfeste cu

vectorul b”,
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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare

Cazul sistemelor multiple
Notes

Conditionarea problemei

r(A) = |A[AT] (6)
numar de conditionare la inversare al matricei A.
Ex S K’(A)gba (7)

o k(A)>1:
Cazul cel mai favorabil: ny = 1 si ex = €. (matrice ortogonald)

@ Numarul de conditionare este o proprietate a matricei si nu are

legatura nici cu metoda de rezolvare propriu-zisa, nici cu erorile
de rotunijire care apar in mediul de calcul.

in practica:
Daca «(A) > 1/eps problema se considera slab conditionata.
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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare

Cazul sistemelor multiple
Notes

Clasificarea metodelor

@ Metode directe - gasesc solutia teoretica a problemei
intr-un numar finit de pasi. (Gauss, factorizare LU)

@ Metode iterative - genereaza un sir de aproximatii ale

solutiei care se doreste a fi convergent catre solutia
exacta.

o stationare: Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR
@ nestationare (semiiterative): gradienii conjugati (GC),

reziduu minim (MINRES), reziduu minim generalizat

(GMRES), gradienti biconjugati (BiGC), etc.
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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare

Cazul sistemelor multiple
Notes

Formularea problemei

Fie m sisteme de ecuatii algebrice liniare

Ax(1) = b(‘l)7 AX(Z) — b(2), cee Ax(m) = b(m), (8)

Sedau: A e R, bW e ™ k=1,m
Se cer: x(K) ¢ g1,

Notam

B :[b(1) b® ... b(m)] c R7<M 9)

Se cere sa se rezolve sistemul

AX = B. (11)
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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare

Cazul sistemelor multiple
Notes

Varianta |

Varianta | - aplicarea succesiva a algoritmului Gauss
Efort de calcul: m(2n®/3 + n?) ~ 2mn®/3.

Etapa de eliminare este repetata inutil, de m ori.

Cea mai proasta idee.
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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare

Cazul sistemelor multiple
Notes

Varianta I

Varianta Il - rezolvarea simultana prin adaptarea

algoritmului Gauss

procedura Gauss_multiplu(n, m, a, B, X)
; rezolva simultan sistemele algebrice liniare aX = B prin metoda Gauss

intregn ; dimensiunea sistemului
intregm ; numarul de sisteme
tablou real a[n][n] ; matricea coeficientilor - indici de la 1
tablou real B[n|[m] ; matricea termenilor liberi
tablou real X[n][m] ; matricea solutie
intregi,j, k
realp,s
; etapa de eliminare
pentruk =1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
; aici se poate introduce pivotarea
pentrui=k+1,n ; parcurge liniile
p = —aj/ak ; element de multiplicare
pentruj=k+1,n ; parcurge coloanele
aj = aj + Pakj
L]
pentruj=1,m ; parcurge coloanele termenilor liberi
b,‘j = b,‘j + ,Dbk/
L]
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Formularea problemei

Varianta I

Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare
Cazul sistemelor multiple

Notes

; etapa de retrosubstitutie
pentruk =1, m
Xnk = bpk/ann
pentrui=n—1,1, -1
s=0
pentruj=i+1,n
S =S+ @jXjk

L]
Xik = (bik — s)/aji

retur
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Formularea problemei

Varianta I

Cap.2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe (II)

Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare
Cazul sistemelor multiple

Efort de calcul

n—1 n—1
To = > [R(n—kK)+2m+1](n—k) = > _[2(n—k)*+2m(n — k)] =
k=1 k=1
_ ,(h—=1)n(2n—-1) n(n—1) 2n®
= 2++2mTNT+mn (12)

2

Te = mni[Q(n — 42~ mni[Z(n— N=2m™ =YD L (13

T = 0(2n°/3 4 2mn?), mai mic decat in cazul variantei I.
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Notes




Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare
Cazul sistemelor multiple

Notes
Varianta lll
Varianta lll - rezolvarea succesiva a sistemelor folosind
calculul inversei
@ Se calculezi A~
@ Se calculeazd x(*) = A—'b(%) imediat ce este cunoscut
termenul liber.
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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare
Cazul sistemelor multiple
Notes

Varianta Ill

functie invA(n, a)

; calculeaza inversa matricei a
intregn ; dimensiunea matricei
tablou real a[n][n] ; matricea, indici de la 1

; alte declaratii

pentrui=1,n

pentruj=1,n
B,‘/':O

Bj =1
L]
Gauss_multiplu(n, n, a, B, X)

intoarce X ; X este inversa matricei

Complexitatea calcului inversei: 2n®/3 +2mn? = 8n®/3
COSTISITOR!
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Formularea problemei
Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare
Cazul sistemelor multiple

Notes
Varianta lll
functie produs_Mv (n, M, v)
; calculeaza produsul dintre o matrice patrata M si un vector coloana v
intregn ; dimensiunea problemei
tablou real M[n][n] ; matricea, indici de la 1
tablou real v[n] ; vectorul
tablou real p[n] ; rezultatul p = Mv
; alte declaratii
;éntru i=1,n
pi=0
pentruj=1,n
pi = pi + Myv;
;ntoarce 14
Complexitatea inmultirii dintre o matrice si un vector: 2n?
Efortul total de calcul : O(8n®/3 + 2mn?).
Exista o varianta mai eficienta bazata pe factorizarea matricei
coeficientilor.
Gabriela Ciuprina Cap.2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe (II)
Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Notes

ldeea metodei

A=LU, factorizare (15)

>

Il
* X ¥ X X %
* X ¥ X X ¥
* Ok K K ¥ %
* X ¥ X X ¥*
* Ok K K X %
* X ¥ X X %
* Ok K K X %
* ¥ ¥ ¥ ¥ O
* ¥ ¥ ¥ OO

* ¥ ¥ OO0 O
¥ ¥ OO0 OO
* OO0 00O
OO0 OO *
OO OO * %
O OO % * %
OO ¥ % ¥ %
O % * % ¥ *
* X ¥ X x ¥

LUx = b. (16)
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Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

Ideea metodei

Notes

Ax = b, (17)
A=LU, factorizare (18)
LUxX = b. (19)
Notam
y = Ux, (20)
(50) &
Ly = b, substitutie progresiva 21)
Ux =vy. substitutie progresiva
Gabriela Ciuprina Cap.2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe (II)
Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle
Un exemplu simplu - pornind de la Gauss
X1 + 2% — x3 = -1,
—2X1 + 33X + x5 = 0, (22)
Xy + 2X0 — X3 = -1,
X — X3 = =2, (23)
-9% + X3 = 2.
X1 + 2% — X3 = -1,
7X2 — X3 = —2, (24)
— 2/7x3 = —4/7.
X3 = (=4/7)/(=2/7) =2,
Xo = (—2 + X3)/7 =0, (25)
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Notes




Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

Notes
Un exemplu simplu - pornind de la Gauss
Factorizare
12 -
u=|07 -1|. (26)
0 0 —2/7
1 00 1 00
L=| —2/1 1 0= -2 10 ]. (27)
4/1 —-9/7 1 4 —-9/7 1
Verificare: LU = A
1 2 -1
A=| -2 3 1]. (28)
4 —1 -3
Gabriela Ciuprina Cap.2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe (II)
Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle Notes

Un exemplu simplu - pornind de la Gauss

Substitutie progresiva

Ly=b

iz = -1
—2y; + 2 = 0 (30)
4yy — 9/Tyo + y3 = -2
yi=-1
Yo=2y1 =2 (31)

Ys=—-2—4y1 +9/7y, = —4/7.
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Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

Un exemplu simplu - pornind de la Gauss

Notes

Substitutie regresiva

Ux=y
1 2 —1 Xi -1
07 —1
00 —2/7]| x —4/7

Xq + 2X2 — X3 = —1
7X2 — X3 = -2
2/7xg = —4/7.

X = (~4/7)/(~2/7) = 2,
Xo = (_2 + X3)/7 = 07
X1=—-1-2x+x3=1.

X2 = -2 )
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Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

Variante de factorizare

Notes

Factorizare nu este unica. Variante standard:

@ Doolittle: /; = 1 - se aplica la orice matrice nesingulara
@ Crout: u; = 1 - se aplica la orice matrice nesingulara
@ Cholesky: L = UT - se aplica doar matricelor simetrice si

pozitiv definite

3 2] [h O Uiy Uq2
6 1_ - /21 /22 0 Uoo ’
( hiupr =3
houj2 =2
biuyy =6

([ byUi2 + bolop =1

Sistemul devine determinat doar daca fixam oricare doua valori.

(35)

(36)
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Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

Notes
Variante de factorizare
Exemplu:
3 2] [10][3 27 [3 071[1 23
6 1| |2 1 0 -3| |6 -3 o 1 |-
(37)
9 2] [ 3 0 3 2/3 (38)
2 1| | 2/3 v5/3]|0 +5/3]°
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Metoda factorizarii LU Motloda factor.izéri\ LU
Varianta Doolittle Notes

Algoritmul variantei Doolittle

Ag =A, (39)
Ai = EqAo,

A; = ExA; = ExE A, (40)

A, 1=E, 1Ay 2=E, 1E; - -E3E4Ay.
U=A, . (41)
E=E, {E; 2 -ExEq, (42)
U—EA. (43)

Dar E este nesingulara si:

L=E" (44)
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Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

Notes
Algoritmul variantei Doolittle
ai1 a2 ais ayy a2 a3
0 &, a&; | =Ei| ax a2 a3 |. (45)
0 832 833 ds1 das2 ass
1 0 0
Ei=| —ax/an 1 0 (46)
—azt/an 0 1
1 0 0 1 0 0
E;'=|ax/ay 1 0|, Ej'=]0 1 0. 47
as/an 0 1 0 ap/ap 1
E'=E'E,"--E,',E, . (48)
1 0 0
E'=| ax/ay 1 0| =L. (49)
asi/an  ap/ay, 1
Gabriela Ciuprina Cap.2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe (II)
Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle Notes

Algoritmul variantei Doolittle

; etapa de eliminare din metoda Gauss cu memorarea opuselor elementelor

; de multiplicare in triunghiul inferior al matricei

pentruk =1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
pentrui=k+1,n ; parcurge liniile
p = —aj/ak ; element de multiplicare

pentruj = k 4+ 1,n ;parcurge coloanele
aj = aj + pay

L]
ajg = —p

proceduri factorizare_LU(n, a)
; factorizeaza "in loc" matricea a

; varianta Doolittle

; declaratji
pentruk =1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
pentrui=k+1,n ; parcurge liniile
ajx = ajk/akk ; element de multiplicare
pentruj=k+1,n ; parcurge coloanele
aj = aj — ajaj ; Factorizare "pe loc" : "A =L+ U — I"
L]
L]
L]
retur
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Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

Calculul solutiei dupa factorizare

Notes

LUX = b. (50)
Notam
y = Ux, (51)
(50) &
Ly = b, (52)
Ux=y. (53)
"y = L~ 'b" se rezolva prin substitutie progresiva:
hiyr = by, 1= "bi/h,
b1yt + kays = by, L] = (b2 — k1y1)/ b2,
It Y1 + leyz + - - InYn = bn, Yo = (bn — 2021 bk )/ Inn.
Gabriela Ciuprina Cap.2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare - met(o‘?ii?recte (1)
Metoda factorizari LU [N C

Varianta Doolittle

Calculul solutiei dupa factorizare

Notes

n = bi/hy, (55)

i1
j=1

Yi

"x = U~'y" se rezolva prin substitutie regresiva:

Xn = Yn/Unn, (57)

n
Xi = (Y;ZU//X/) /U,‘,‘7 i:n—1,...,1. (58)

j=i+1
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Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU

Varianta Doolittle
Notes

Calculul solutiei dupa factorizare

proceduri rezolva_LU(n, a, b, x)
; rezolva sistemul de ecuatii ax = b prin factorizare LU
; matricea este presupusa a fi deja factorizata in loc

; varianta Doolittle
; declaratii

; substitutie progresiva

y1 = by ; formula (55), unde /11 = 1
pentruli=2,n
s=0

pentruj=1,i—1
s = s + a;yj; formula (56), unde L este memorat ina
L]

Yi = bj — s; deoarce [ =1
L]
; substitutie regresiva

Xn = ¥n/ann ; formula (57), unde U este memorat in a
pentrui=n—1,1,-1
s=0

pentruj=i+1,n
s=s+ax
.

xi = (yi — s)/aji

retur
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Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU

Varianta Doolittle
Notes

Evaluarea algoritmului

Complexitate:
@ Factorizarea propriu-zisa a: T; = O(2n°/3)

@ Rezolvarile: T; = O(2rP).

@ Necesarul de memorie: M = O(r?)

Erori:
@ Nu exista erori de trunchiere;

@ Erorile de rotunijire pot fi micsorate daca se aplica strategii

de pivotare.
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Metoda factorizarii LU Metoda factorizarii LU
Varianta Doolittle

Cazul sistemelor multiple

Rezolvate cu factorizare: T = 0(2n%/3 + 2mn?), mai mic decat
cel necesar calculului inversei.

Efort de calcul pentru rezolvarea sistemelor multiple.

| Nr. sisteme | Metoda | Complexitate T |
1 Gauss 2n3/3 + n?
LU 2n /3 +2n?
[ m- simultan | Gauss | 2n°/3+2mn® |
m - succesiv | folosind inversa | 8n%/3 4+ 2mn?
LU 2n3/3 + 2mn?
Gabriela Ciuprina Cap.2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe (Il)
Ce sunt?
Matrice rare Adaptarea metodelor directe - exemplu

Cazul matricelor rare

Notes

Notes

Matrice rara = matrice care contine un numar foarte mare de
elemente nenule.

O matrice care nu este rara se numeste matrice densa sau
plina.

Densitatea unei matrice = raportul dintre numarul de elemente
nenule si numarul total de elemente al matricei.

Daca, pentru 0 anumita matrice care are si elemente nule, se
poate elabora un algoritm care exploateaza aceasta structura
si care, este mai eficient decét algoritmul conceput pentru
matricea plina, atunci aceasta este o matrice rara.
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Ce sunt?
Matrice rare Adaptarea metodelor directe - exemplu

Notes
Formate de memorare a matricelor rare
Matricelor banda (de exemplu matrice tridiagonald):
[ Q1 r 0 o --- 0 0 0 i
po G rn 0 - 0 0 0
0 ps gz B - 0 0 0
M =
0 0 0 0 -+ pp1 Qo1 In-t
| 0 0 0 0 - 0 Pn an |
Memorare cu ajutorul a trei vectori (CDS - Compressed
Diagonal Storage):
O p2 ps -+ Pn-1 Pn
Mrar - 1 Q2 g3 -+ Qn-1 Qn
rn rp rz - rhr 0O
Gabriela Ciuprina Cap.2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe (Il)
Ce sunt?
Matrice rare Adaptarea metodelor directe - exemplu Notes

Metode directe pentru matrice rare

Gauss pentru matrice tridiagonala, matricea la subetapa k de

eliminare:

[« % 0 0 0 0 0 0 0 ]
0 x = 0 0 0 0 0 O
0 0 = * 0 0 0 0 O
0 0 0 g« I 0 0 0 O
0 0 O Pyt Qks1 fky1 O 0 O
0 0 0 O Ptz Gtz Tlkt2 0 0

(000 0O 0 0 0 - py G|

Un singur element de multiplicare m = —px_1/qk-
Singura modificare suferind-o ecuatia k + 1:

Qk+1 = Qk.1 + M= rg, si temenul liber corespunzator.
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Ce sunt?
Matrice rare Adaptarea metodelor directe - exemplu

Metode directe pentru matrice rare

Notes

Gauss pentru matrice tridiagonala, matricea dupa eliminare.

g n 0 0 0 0 O 0 0
0 g nrn O 0 0 O 0 0
0 0 O gk r« 0 O e 0 0
0 0 0 0 Qk+1 k41 0 v 0 0
0 0 o0 O 0 0 0 ---@n=10 rp_q
0 000 0 0 0 .- 0 g

Retrosubstitutie
Xn = bn/qn, (59)

qixi +riXipr = b = Xx;=(bj—rixi1)/qi, i=n-1,...,1
(60)

Gabriela Ciuprina Cap.2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare - metode directe (II)
Ce sunt?
Matrice rare Adaptarea metodelor directe - exemplu

Metode directe pentru matrice rare

Notes

procedurid Gauss_tridiag(n, p, q, r, b, x)
; rezolva sistemul algebric liniar ax = b prin metoda Gauss
; matricea a este tridiagonala, memoratd in p, g, r

intregn ; dimensiunea sistemului
tablou real p[n], q[n], r[n] ; "matricea" coeficientilor - indici de la 1
tablou real b[n] ; vectorul termenilor liberi
tablou real x[n] ; vectorul solutie
intregi, k
; etapa de eliminare din metoda Gauss
pentruk =1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
m= —pgi1/9k ; element de multiplicare
k+1 = Qk+1 + Mrk ; modifica element in linia k + 1
byi1 = biy1 + mby ; modifica termenul liber al ecuatiei k + 1

L]
; etapa de retrosubstitutie
Xn = bn/an
pentrui=n—1,1, -1

Xi = (bj — riXiy1)/qj
L]
retur

T =0(8n), M = 0O(5n).
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Ce sunt?

Matrice rare Adaptarea metodelor directe - exemplu
Notes

Metode directe pentru matrice rare

@ Pentru matrice rare fara o structura particulara, algoritmii

trebuie adaptati memorarii de tip CRS sau CCS.
@ La eliminare matricea se poate umple, a.i. pivotarea

urmareste nu numai stabilitatea numerica, ci si

minimizarea umplerilor, adica a elementelor nenule nou
aparute.

@ La matrice rare inversarea este practic imposibila datorita
fenomen de umplere.
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Ce sunt?

Matrice rare Adaptarea metodelor directe - exemplu
Notes

Metode directe pentru matrice rare

@ Factorizarea unei matrice rare poate salva raritatea daca
matricea are o anumita structura.

* 0 0 0 * * * * * *

0 * 0o 0 * * 0 0o 0

* 0 * 0o 0
A= 0 0 * 0 * Az =

0 0 0 * * * 0 0 « 0

* * * * * * 0 0 0 *

Matricea Aq are factorii LU rari, in timp ce matricea A, are factorii LU plini.

Structura matricei joaca deci un rol important in conceperea

algoritmului de rezolvare.
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Referinte

Referinte

@ Pag 51 - 56 din
[3] Gabriela Ciuprina - Algoritmi numerici pentru calcule stiintifice in ingineria electrica, Editura MatrixROM,
2013, disponibil la

http://Imn.pub.ro/~gabriela/books/AlgNr_MatrixRom2013.pdf

Nota. Metoda factorizarii LU nu este parcursa in mod obligatoriu la laborator, dar intra in chestiunile care se vor

examina in sesiune. Pentru intelegerea profunda a lucrurilor, va recomand sa implementati, sa testati si sa analizati

toti algoritmii care au descrisi in pseudcod in acest curs. Pentru bonus, puteti redacta un raport dedicat acestei

teme. Doritorii sunt rugati sa isi anunte intentia.
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