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Formularea problemei

Notes

Sistem de n ecuatii algebrice liniare cu n necunoscute:

ai Xy + aiXe + -+ + @1pXn = by,
a1 X1 + aopXo + -+ + @opXn = bo, (1)

an1X1 + @naXo + -+ - + pnXn = bp.
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Formularea problemei

Se da matricea coeficientilor

ayy a2 - @in
A— 21 22 2N e ]Rn><n (2)
am @ap2 -+ ann
si vectorul termenilor liberi
.
b:[b1 by .- b,,} € Rr", (3)
se cere sa se rezolve sistemul
Ax = Db, 4)

unde X este solutia
X=[x1 xo -- xn]TelR”. (5)
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Buna formulare matematica

Notes

Problema este bine formulata din punct de vedere matematic
(solutia exista si este unica)

&

matricea A este nesingulara (are determinantul nenul).

Se scrie formal:

nx — A—1 bn

trebuie citita ca:

"X este solufia sistemului algebric liniar AXx = b"

si NU "se calculeaza inversa matricei A care se inmulfeste cu
vectorulb".
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Conditionarea problemei

Conditionarea

se refera la comportarea problemei matematice la perturbatii
ale datelor.

Problema matematica f formulata explicit:

Fie f:D—-X si deD.
Sasegaseasca xec X astfelincat f(d)=x. (6)
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Reprezentari intuitive - problema bine conditionata

Notes

X

X4

D
di f
\
a f
D
d f
@
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Formularea problemei Enunt
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Reprezentari intuitive - problema prost conditionata

Notes

D X
d; f X
2
X2
D X
d f X
@
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Formularea problemei Enunt
Buna formulare matematica
Conditionarea problemei Notes

Conditionarea - intuitiv (n = 2)

Nu orice problema de rezolvare a unui sistem de ecuatii
algebrice liniare care este bine formulata matematic este si

bine conditionata.

X2, X2, x2 x2
D! D! D1=D2 D
74[)1 %‘ID / 1
x1 x1 x1 x1
\ \ \ \
a) b) c) d)

a) Problem& matematica bine formulata si bine conditionata. b) Problema matematica prost formulata (nu exista

solutie). c) Problema matematica prost formulata (are o infinitate de solutii). d) Problema matematica bine formulata

si slab conditionata.
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Numarul de conditionare

Fie

Ax = b, (7)

unde X este solutia exacta si presupunem o perturbatie a
solutiei X + ey, corespunzatoare unei perturbatii a datelor

b + ep:
A(x+ex) =b +ep, (8)
=
Notam erorile relativa a solutiei si a datelor:
lex| e
= , Eb= o (10)
x| ]|
=
ex = A ey = [lex| = [|A "ep|| < [A|[lenll.  (11)
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Numarul de conditionare

Notes

b
bl = [|Ax]| < [[Afllix]| = x| > 1A (12)
Un majorant pentru eroarea asupra solutiei
e Allep _
x| ]
]l
r(A) = |A[|AT] (14)
numar de conditionare la inversare al matricei A.
ex < K(A)ep, (15)
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Numarul de conditionare - proprietati

Notes

@ Numarul de conditionare este intotdeauna supraunitar
k(A) > 1:

1= 1] = |AATT] < [A[ATT] = #(A). (16)

Cazul cel mai favorabil: ng = 1 si ex = €. (matrice
ortogonald)

@ Numarul de conditionare este o proprietate a matricei si nu
are legatura nici cu metoda de rezolvare propriu-zisa, nici
cu erorile de rotunjire care apar in mediul de calcul.

In practic:
Daca x(A) > 1/eps problema se considera slab
conditionata.
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Clasificarea metodelor

Clasificarea metodelor

@ Metode directe - gasesc solutia teoretica a problemei

intr-un numar finit de pasi. (Gauss, factorizare LU)

@ Metode iterative - genereaza un sir de aproximatii ale

solutiei care se doreste a fi convergent catre solutia

exacta.

o stationare: Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR

@ nestationare (semiiterative): gradienii conjugati (GC),
reziduu minim (MINRES), reziduu minim generalizat
(GMRES), gradienti biconjugati (BiGC), etc.
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Ideea metodei Gauss
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Notes

Notes

Ax=Db = Ux = b’
<~

eliminare

Gabriela Ciuprina

= x=U""p.

~
subst.regresiva
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Idee

Algoritm
Metoda Gauss E‘(\)/r?tciz;i
Un exemplu simplu
X + 2% - x3 = -1,
—2xy + 3x2 + x3 = 0, (18)
4X1 _ Xo — 3X3 = 2.
Xy + 2% — x3 = -1,
X — X3 = —2, (19)
9 + x5 = 2
X1 + 2X — X3 = —1,
X2 — X3 = -2, (20)
_ 2/7X3 = _4/7'

X = (~4/7)/(~2/7) =2,
Xo = (—2+x3)/7 =0,

X1=—-1-2Xx+x3=1.
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Metoda Gauss

Algoritmul metodei Gauss -
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Idee
Algo!
Pivo!
Con

ritm
tare
cluzii

etapa de eliminare

k0 k kK % * %

* * * * * 0 *

* * * * * — 0 *

* * * * * 0 *

* * * * * 0 *
Ao

* ¥ X ¥ %

Ay

* K X ¥ X

* ¥ X ¥ X%

cooo %

COo O % ¥

* ¥ X ¥ %

Az

* K K ¥ X

* ¥ % ¥ X%

Eliminare in metoda Gauss: pentru un sistem de dimensiune n existd n — 1 sub-etape de eliminare. La final

matricea este superior triunghiulara. Matricea initiala este notatd A, iar matricea superior triunghiulara obtinuta este

notatd A,_ 1. In realitate, transformérile sunt memorate "in loc", in acelasi tablou bidimensional.
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Notes

Notes

[N =

A,_

O Kk ¥ %

* X ¥




Idee
Algoritm
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Metoda Gauss Concluzii Notes

Algoritmul metodei Gauss - etapa de eliminare

Modificarea ecuatiei a doua in prima sub-etapa de eliminare

poate fi descrisa astfel:

; anularea elementului a4

p = —a/a : element de multiplicare
pentruj=1,n ; parcurge coloanele
apj = agj + pay;
[}
bo = bo + pby

2 — i inserata intr-un ciclu cu contor
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Algoritm
Pivotare
Metoda Gauss Concluzii Notes

Algoritmul metodei Gauss - etapa de eliminare

Prima sub-etapa de eliminare:

; prima sub-etapa de eliminare

pentrui=2,n ; parcurge liniile
p = —aj1/ai ; element de multiplicare
pentruj=2n ; parcurge coloanele

ajj = ajj + pay;

°
b; = b; + pb4

OBS: In ciclul in j contorul incepe cu valoarea 2.

1 — k,2 — k + 1 inserate intr-un ciclu cu contor.
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Metoda Gauss Concluzii Notes

Algoritmul metodei Gauss - etapa de eliminare

Secventa de cod corespunzatoare etapei de eliminare

; etapa de eliminare din metoda Gauss
pentruk=1,n-1

pentrui=k+1,n ; parcurge liniile

P = —aik/ak ; element de multiplicare
pentruj=k+1,n ;parcurge coloanele

ajj = ajj + pay;

bi = bj + pby
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Metoda Gauss Concluzii Notes

Algoritmul metodei Gauss - substitutie regresiva

anXi+ aiXe +---+  apXn = by,

appXp + - -+ appXp = by, (22)
anan - bn.
Xn = bn/ann, (23)
ajiX; + @i ji+1Xit1 + - -+ + @inXn = by, (24)
= by

aji
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Metoda Gauss Concluzii Notes

Algoritmul metodei Gauss - substitutie regresiva

Xn = bn/ann, (26)

n
bi =i i1 @jX;

Xj = (27)
aji
; etapa de retrosubstitutie
Xn = bn/ann
pentrui=n—1,1,-1
s=0
pentruj=i+1,n
S =S+ ajX;
°
Xi = (b,’ — s)/a,-,-
°
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Metoda Gauss Eg?;ﬂ;i Notes

Algoritmul metodei Gauss

procedurd Gauss(n, a, b, x)

; rezolva sistemul algebric liniar ax = b prin metoda Gauss

intregn ; dimensiunea sistemului

tablou real a[n][n] ; matricea coeficientilor - indici de la 1
tablou real b[n] ; vectorul termenilor liberi

tablou real x[n] ; vectorul solutie

intregi,j, k

realp,s

; etapa de eliminare
pentruk =1,n—1 ;

; aici se poate introduce pivotarea

pentrui=k+1,n ; parcurge liniile
p = —aj/ak ; element de multiplicare
pentruj = k 4+ 1,n ;parcurge coloanele

aj = aj + pak

L]
b = b; + pby
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Metoda Gauss .
Concluzii

Algoritmul metodei Gauss

Notes

; etapa de retrosubstitutie
Xn = bp/ann
pentrui=n—1,1,-1
s=0
pentruj=i+1,n
s =S+ agjX;
L]
xj = (bj — s)/aji
L]
retur

Algoritmul poate fi imbunatatit prin folosirea la fiecare etapa de
eliminare a unei strategii de pivotare.
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Evaluarea algoritmului

Notes

Din punct de vedere al timpului de calcul:

n—1 n—1
Te = Y [2n—k) +3](n— k)~ 2(n—k)? =
k=1 k=1
_ 2(n—1)n(2n—1)%2_n3. 28)

6 3

n(n—1) °

n—1 n—1
To=> [(n—i)+2]~ ) [2(n—i)] =2——F—=~n" (29)
p i=

TGauss = 0(2n°/3 + n?) = 0(2n°/3) - costisitor
Din punct de vedere al necesarului de memorie:
M=nr?+2n+2= M=0(n?)
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Metoda Gauss Concluzii Notes

Evaluarea algoritmului

Din punct de vedere al erorilor: erorile inerente, erori de
rotunijire.

@ Cu céat sistemul este de dimensiune mai mare, cu atat

erorile acumulate datorita rotunijirii cresc.

@ O diminuare a erorilor de rotunjire se poate obtine daca se
includ Tn algoritm strategii de pivotare.

Din punct de vedere al stabilitatii: algoritmul Gauss poate sa

nu fie stabil chiar daca problema matematica este bine
formulata si bine conditionata (numarul de conditionare al

matricei A este mic). Acest lucru se intdmpla atunci cand
numarul de conditionare al matricei U este mare. Remediul il

constituie in acest caz pivotarea.
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Metoda Gauss A" Notes

Strategii de pivotare

Elementele diagonale ay, obtinute in urma etapei de eliminare.

Determinantul sistemului = produsul pivotilor.
=

Problema este bine formulata matematic < toti pivotii sunt
nenuli.

Elementele de multiplicare: p = —ajx/akk- akk = pivot,

Pivotare

Operatie de permutare care urmareste obtinerea valorilor

nenule pentru pivoti.
Trebuie facuta inainte de calculul multiplicatorului.
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Metoda Gauss Concluzii Notes

Strategii de pivotare

Strategii de pivotare:
@ Pivotarea pe linii (partiala)

@ Pivotarea pe coloane
@ Pivotarea totala (completa sau maximala)

@ Pivotarea diagonala

rx X X X X X rx X X X X X
0 X X X X X 0o X X X X X
0 0 akk * * * 0 0 EP * * *
0 0 * * * * 0 0 * * * *
0 0 * * * * 0 0 * * * *

L O 0 * * * * L O 0 * * * *

rx X X X X X rx X X X X X
0 X X X X X 0o X X X X X
0 0 akk * * * 0 0 akk * * *
0 0 * * * * 0 0 * * * *
0 0 * * * * 0 0 * * * *

L O 0 * * * * L O 0 * * * * ]

Zona de cautare a pivotului. Cu X sunt marcate elementele nenule ale caror valori nu se vor mai modifica.
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Algoritmul pivotarii pe linii

p=0

pentrui=k,n ; parcurge coloana k
dacé |aj| > p atunci
=i ; memoreaza pozitia potentialului pivot

p = laj|
L]
L]

dacd p =0 atunci
scrie "problema este prost formulatd matematic”

altfel

pentruj=k,n ; permuta linia / cu linia k
P = ag
akj = a,j
a,j =p

L]

p = by ; permuta termenii liberi

by = by

b =p
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Idee
Algoritm

Metoda Gauss RS

Concluzii
Avantajele pivotarii
Pivotarea
@ necesara daca pe parcursul algoritmului se intalneste un
pivot nul.

©Q efect benefic asupra stabilitatii si acuratetii.

Notes
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Metoda Gauss zi;/ﬁi:;
Avantajele pivotarii
Exemplu
1070x +y = {1,
{ x+y = 0, (30)
solutia corecta (x,y) ~ (—1,1).
Gauss si presupunem ca eps = 10~ 16:
1070x +y = 1,
{ (1102 — 1o, &)
1070x+y = 1,
{ —102°y = —10%. (32)

Rezultatul final: ( x, y) = (0, 1) extrem de eronat.
Explicatie: x(A) ~ 2.6, dar x(U) = 10%° |
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Metoda Gauss Concluzii Notes

Metoda Gauss - Concluzii

@ Este o0 metoda directa - gaseste solutia teoretica a

problemei intr-un numar finit de pasi.

@ Calculele sunt afectate de erori de rotunjire = nu se obtine
solutia exacta, ci o aproximare a ei.

@ Se transforma sistemului de ecuatii intr-unul echivalent din

punct de vedere al solutiei (A sup.), mult mai ugor de
rezolvat (subs. regr.).

@ Pivotarea: esentiala pentru a asigura pivoti nenuli; utila

pentru a creste stabilitatea algoritmului si acuratetea
solutiei.
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Concluzii

Metoda Gauss - Concluzii

@ Pivotarea partiala are un efort de implementare

nesemnificativ.
@ Pivotarea totala este rareori aplicata deoarece duce la o

crestere semnificativa a timpului de calcul, nerealizand
decat o imbunatatire nesemnificativa a acuratetii solutiei.

@ Dezavantajul metodei Gauss: in anumite situatii, efortul de

generare a problemei echivalente (eliminarea) este mare

sau, necesarul de memorie poate deveni extrem de mare.
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Metoda Gauss Concluzii Notes

Lectura obligatorie pentru aceasta saptamana

@ Cap.3din

[1] Gabriela Ciuprina, Mihai Rebican, Daniel loan - Metode numerice in ingineria electrica - Indrumar de

laborator pentru studentii facultatii de Inginerie electrica, Editura Printech, 2013, disponibil la

http://mn.Imn.pub.ro/indrumar/IndrumarMN_Printech2013.pdf
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