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Caracterizarea cantitativa a erorilor
In mod absolut
In mod relativ

Eroarea absoluta si marginea ei

Fie:

X € R" - valoarea exacta a unei marimi;
X - valoarea aproximativa.

Eroarea absoluta ey € rR”:

ex =X—X.
Marginea erorii absolute ay € r:
lex]| < ax.

Daca n = 1 rezulta

X —ay < x <X+ ay.

Echivalenta cu: x € [X — ax, X + ax].
Scrisa pe scurt ca:
"x=X=+tay.
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori in mod absolut
Analiza erorilor in mod relativ
Conditionare si stabilitate

Eroarea relativa si marginea ei

Eroarea relativa e, € rR™:

©x

EX = 71— (5)
x|
Marginea erorii relative ry € R
lexll < rx. (6)

Cel mai adesea, ry se exprima in procente.
Scriere pe scurt:
"X =X+ nr%". (7)
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
In mod absolut
In mod relativ

Exemplu: =

x =3.1415...
x =314

ex = —0.0015...
ax = 0.0016

——0.0015.../3.1415 ..
rX — 0.0016/3 < 0.0006 — 0.06%.

m=3.14+0.0016 sau =w=3.14+0.06%.
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
In mod absolut
In mod relativ

Concluzii

Relatia "x = x + ay"

unde X, X € R" si ay € R se interpreteaza astfel:

(Fex € R", |lex|| < ax, astfelincat X =x+ey, (8)

| A\

Relatia "x = x + %"

unde x, X € R", ry% = 100r Si ry € R se interpreteaza astfel:

(Pex € R, ||ex|| < 1, astfelincat X = x+ [|X]|lex.  (9)

In cazul unei marimi scalare (n = 1), relatia (9) se scrie
x =x(1+ey), (10)

semnul plus corespunzand unei valori x pozitive, iar semnul
minus uneia negative.
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Tipuri de erori

Tipuri de erori

in functie de tipul cauzelor care le genereaza:
@ Erori de rotunijire - datorate reprezentarii finite a numerelor
reale;
@ Erori de trunchiere - datorate reprezentarii finite a
algoritmului;
@ Eroriinerente - datorate reprezentarii imprecise a datelor
de intrare.
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor . L
Analiza erorilor inerente

Cifre semnificative

Reprezentarea unui numar real in baza 10:
x=1f-10".

unde 0.1 < |f] < 1.

Cifrele partii fractionare se numesc cifre semnificative.
Exemple:

3.14=0.314-10'

—0.007856 = —0.7856 - 102,
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor . L
Analiza erorilor inerente

Rotunjirea afecteaza reprezentarea numerelor reale

f
——
=0.x%%---%-10", (12)
——
k cifre

I

X=0.%%x---xFHH ... 10", (13)
k cifre

6x =X —X=—0.000-Q### 10" = —0.### - - 107K,

k cifre
(14)
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori

Analiza erorilor

Conditionare si stabilitate

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

Rotunijirea afecteaza reprezentarea numerelor reale

_ex_ O 107K O#H#E ok
XTX T Ooxkxe *### ---107 0. % % % -
k cifre
(15)
1
|ex\<o_11ok 10~ K+1, (16)

Marginea erorii relative de rotunjire a unui sistem de calcul
depinde doar de numarul de cifre semnificative ce pot fi
memorate. Pentru un sistem de calcul ce lucreaza cu k cifre
semnificative, marginea erorii relative de rotunijire este 10—k+1,
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor . L
Analiza erorilor inerente

Rotunjirea afecteaza calculele

Adunarea a doua numere reale

Intuitiv: pp. k = 3, X1 + xo =7

x; =3.73=0.373 - 10"

X =0.006=6-10"3

X =6-10"%.10" = 0.0006 - 10" = 0.000- 10’
Rezultat: x1 + xo = Xy.
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor
Analiza erorilor inerente

Zeroul masinii

Zeroul (acuratetea, precizia,"epsilon-ul") masinii = cel mai mic
epspentrucare 1 + eps > 1.

@ (Y)a< eps, 1+ a=1 (in calculator)

@ in mod uzual eps = 2.22-10716,

@ Matlab: eps

@ Scilab %eps.

@ Zeroul masinii nu trebuie confundat cu cel mai mic numar
reprezentabil in calculator si care, in mod uzual are
valoarea 2.23 - 10308,

Consecinta: adunarea numerelor reale in calculator nu este
asociativa.
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori

Analiza erorilor

Conditionare si stabilitate

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

Determinarea eps intr-un mediu de programare

functie zeroul_masinii ()

real eps

eps =1

cat timp (1 +eps > 1)
eps = eps/2

[}

eps = eps*2

intoarce eps
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor . L
Analiza erorilor inerente

Exemplu

1(3) = 106) + 2201 () + E X0 g 4

1 21
sinus, xg = 0:

X3 X5 X7 0 X2k+1
Nx—=x—-——+2_ 2 4+...— Y, SN
SIX=X—gr e 7" kg( V ek

n 2k+1
5= (-1
per S CUS )
B X2n+1
= — < —
&l = 15751 = Bp
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor
Analiza erorilor inerente

Algoritm cu controlul erorii de trunchiere

functie sinus(x, e)
; intoarce valoarea functiei sinus in punctul x
; prin trunchierea seriei Taylor dezvoltata in 0
real X ; punctul in care se va evalua functia sin
real € ; eroarea de trunchiere impusa
real t,s
intregk
t=x
s=t
k=0
cat timp (|t| > e)

k=k+1

2

t=(=1)*tx 7(2,()(’(2“1)

sS=s+t
[}

intoarce S
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori

Analiza erorilor

Conditionare si stabilitate

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

Rezultate numerice

10
.,
10° | @
107
10" e
10% _10° s
107 % 107 B
10 a
10®
10" =
-
107 L L L L L 10% L DpooCogEEBEgEEBEREEEE
0 5 10 15 20 25 30 o 5 10 15 20 25 30
k Iteratia k
Modulul termenului curent al dezvoltarii in serie Modulul diferentei dintre sume partiale consecutive
Taylor a functiei sinus. la dezvoltarea n serie Taylor a functiei sinus.
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori

Analiza erorilor

Conditionare si stabilitate

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

Efectul perturbatiilor datelor de intrare
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori

Analiza erorilor

Conditionare si stabilitate

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

Eroarea absoluta a rezultatului si marginea ei

ey =y—y=Ay:

of
ey == —exk (25)
1 an
of | of of
Zc‘)xk | = 2 | = 2w | 191 = 2 |
(26)
unde |ey, | < ay,.
Marginea erorii absolute a rezultatului
n
of
ay = Z 8—)(k an' (27)
k=1

Gabriela Ciuprina 1.3. Erori in calculele numerice



Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori

Analiza erorilor

Conditionare si stabilitate

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

Eroarea relativa a rezultatului si marginea ei

ey = &y/lyl
Zk 18xkexk of exk of ‘Xk‘
gy = = 28
RN Z oxlyl 2oy e &
Marginea erorii relative a rezultatului
n
d(Inf
=Y ( I, - (29)
k=1
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor ) .
Analiza erorilor inerente

Cazuri particulare: +, -

Erori Adunare Scadere
Yy =X +X y=X1 - X
Eroare absoluta: ey = ex; +ex €y — €xy
majorata de: ay = axy + ax, axy +ax
VA ey — X1 X2 A |2
Eroare relativa: ey = |X1 T | £ + X x| S X =% | E4 X=X | Sx2
majorati de ry, = JEETH PR T RS PYRN BT
J y = XX | X1 X{+Xo | X2 X —Xo | X1 X=X | X2

Erorile rezultatului adunarii si scaderii a doua numere reale in functie de erorile datelor de intrare.

NB! La adunare si scadere marginile erorilor absolute se
aduna.

@ Adunarea este o operatie bine conditionata.
@ Scaderea este o operatie prost conditionata.
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor ) .
Analiza erorilor inerente

Exemplu

Xq :1.23:E1%,X2:1.22:E1%

@ Scadere:
r=11.23/0.01-1/100 +1.22/0.01-1/100 =
1.23 4+ 1.22 = 2.45 = 245%
X1 — Xo = 0.01 + 245%.

@ Adunare:
r=11.23/2.45-1/100 +1.22/2.45-1/100 ~
0.5-1/100+0.5-1/100 = 1/100 = 1%.
Xy + Xo = 2.45+1%.
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor ) .
Analiza erorilor inerente

Cazuri particulare: *, /

Erori Inmultire Impartire
X-
Yy =X Y= é
Eroare absoluta: ey = Xp€xy + Xq€xy Xlzex1 — —‘zexz
X;
2
iorats de- &, — 1 TXq 1
majorata de: ay = [x2lax; + |x1|ax, o] axy + X_zaxz
2
Eroare relativa: ey = || exy +ex | x| — Exo |
majoratd de ry = || Iy + Iny | Iy + o

Erorile rezultatului inmultirii si impartirii a doua numere reale in functie de erorile datelor de intrare.

NB! La inmultire si impartire marginile erorilor relative se
aduna.

@ inmultirea si impartirea sunt operatii bine conditionate.
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor ) .
Analiza erorilor inerente

Scaderea trebuie evitata

ax®4+bx+¢c=0

X12 = (—b £ Vb?—4ac)/(2a)

Ce se intampla daca b > 0 si b® > 4ac ?
Ce avantaj are urmatorul cod?

dacd b>0
x1=(—b—+vb?—4ac)/(2a)
altfel

x1=(-b+Vvb?—4ac)/(2a)

x2=c/(axx1)
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori

Analiza erorilor

Conditionare si stabilitate

Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere
Analiza erorilor inerente

Extragerea radicalului

_ﬂe _—1 e
_dXX_z\/;X’

ey 1 eX _ €x

=== = .
y o 2yxyx ¢ 2x 2
Dar rotunjirea nu poate fi ignorata!

ey

Ey =
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Analiza erorilor de rotunjire
Analiza erorilor de trunchiere

Analiza erorilor ) .
Analiza erorilor inerente

Superpozitia erorilor

eroarea relativa intr-un calcul aproximativ

eroarea relativa produsa de calculul aproximativ cu numere exacte
(eroarea de rotunijire)
+

eroarea relativa produsa de calculul exact cu numere aproximative
(afectate deci de erori inerente).

y=Yyi(1+eps)=y(1+¢y)(1 +eps)~y(1+¢e,+eps),

deunde (y — y)/y =€y + eps.

E/x = %X—I-eps. (32)

Eroarea relativa a oricarui rezultat numeric este cel putin egala
cu zeroul maginii.
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Conditionare vs. stabilitate

Conditionarea

se refera la comportarea problemei matematice la perturbatii
ale datelor.

Stabilitatea

se refera la comportarea algoritmului la perturbatii ale datelor.
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori Conditionare
Analiza erorilor Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Conditionare

Problema matematica f formulata explicit:

Fie f:D—-X si deD.
Sasegaseasca xe X astfelincat f(d) =x. (33)

O problema este bine conditionata daca perturbatii mici ale
datelor conduc la perturbatii mici ale rezultatului.
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori Conditionare
Analiza erorilor Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Reprezentari intuitive - problema bine conditionata

D X
dy f X
\ VA X
o f 2
D X
f X

®
>
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Reprezentari intuitive - problema prost conditionata

D X
lo f Xi
2
X2
D X

OQ
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Conditionare

Problema matematica poate fi formulata si implicit:

Fie g: & —-D si deD.
Sasegaseasca xec X astfelincat g(x) =d. (34)
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori Conditionare
Analiza erorilor Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Reprezentari intuitive - problema prost conditionata

rezultate x = £(d)

X b - oo date

X1 b ===

1
1
1
! X1 X2 rezu
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Conditionare - rezultat important

Se demonstreaza ca intre perturbatia in date (reziduu) si
perturbatia in rezultat (eroare) exista urmatoarea relatie:

lex|] < #lleall, (35)

unde x este un scalar numit numar de conditionare, care
depinde de problema numerica abordata. (Vom reveni asupra
lui la cursul urmator).
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Conditionare - concluzii

@ Reziduul nu da informatii despre eroare.

@ Eroarea si reziduul sunt legate prin numarul de
conditionare.

@ Pentru o problema cu numar de conditionare mic, o
perturbatie mica in date va duce la o perturbatie mica a
rezultatului.

@ Problemele matematice care au x mare sunt prost
conditionate si ele nu pot fi rezolvate cu ajutorul
calculatorului. Pentru astfel de probleme, trebuie gasita o
formulare matematica echivalenta din punct de vedere al
rezultatului, dar bine conditionata.
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

in cele ce urmeaza vom presupune ca problema f este bine
conditionata si pentru rezolvarea ei a fost conceput un algoritm
f.
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Acuratetea unui algoritm

Acuratetea unui algoritm se refera la eroarea solutiei numerice.

D X

eroare = O(eps)

Reprezentarea intuitiva a unui algoritm a carui precizie este ideala.
In mod ideal, un algoritm este precis daca:
If(d) — f(d)]
2 = A0 — O(eps). (36)
[(d)]]

f(d) = "rezultatul algoritmului f aplicat datelor d".

Gabriela Ciuprina 1.3. Erori in calculele numerice



Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Stabilitatea unui algoritm

Dar, rotunjirea datelor este inevitabila, erorile se acumuleaza si
perturba rezultatul. Este mai util s& se tinteasca stabilitatea
algoritmului.
Stabilitatea unui algoritm se refera la comportarea algoritmului
atunci cand datele de intrare sunt perturbate.
Un algoritm f folosit pentru rezolvarea unei probleme f este
stabil daca _

1F(d) — f(d)I| _

[(d)]]

pentru (V)d, d care satisfac ||d — d||/||d|| = O(eps).
Pe scurt, un algoritm stabil da raspunsul aproape corect pentru
date reprezentate aproape precis.

O(eps), (37)
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

llustrarea stabilitatii unui algorim - problema

Ax=b, unde A:[0 1},b:[8].

1 1
Xo =1
X1 + x =0 (38)
xg=—1,%=1.x=f(d)=[-1,1]".
Sa consideram acum ca datele au fost perturbate:
= 10720 1
a0
—20 _
107Xy + X =1 (39)

Xy + xo =0

xj =—xp=1/(10720 — 1) ~ —1. Se poate demonstra ca
aceasta problema este bine conditionata.
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

llustrarea stabilitatii unui algorim - algoritmul #

@ Pasul 1: se inmulteste prima ecuatie a sistemului cu
(—102%) si se aduna cu a doua, rezultand x»;

@ Pasul 2: se calculeaza x; din prima ecuatie.

La pasul 1 se ajunge la ecuatia (1 — 102%)x, = —102° care, in
calculator devine datoritd rotunjirilor —102%x, = —102°, de unde
va rezulta x, = 1, ceea ce este corect.

La pasul 2 ecuatia de rezolvat devine 10~2%x; + 1 = 1, de unde
va rezulta x; = 0, ceea ce este gresit, foarte departe de
valoarea adevarata.

Acest algoritm este instabil.
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

llustrarea stabilitatii unui algorim - algoritmul %

@ Pasul 1: se inmulteste a doua ecuatie a sistemului cu
(—10729) si se aduna cu prima, rezultand x,;

@ Pasul 2: se calculeaza x; din a doua ecuatie.

La pasul 1 se ajunge la ecuatia (1 — 1072%)x, = 1, care in
calculator devine x, = 1.

La pasul 2 ecuatia de rezolvat este x; + 1 = 0, de unde

x1 = —1, ceea ce este corect.

Algoritmul £, este stabil. Stabilitatea lui este foarte puternica, el
a dat raspunsul exact pentru date de intrare aproape precise.
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Conditionare
Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Concluzii - estimarea acuratetii unei solutii numerice

@ Se estimeaza numaérul de conditionare al problemei. Se
continua numai daca problema matematica este bine
conditionata.

@ Se investigheaza stabilitatea algoritmului. Cel mai simplu
este ca acest lucru sa se realizeze experimental,
rulandu-se algoritmul pentru date perturbate. Daca
dispersia rezultatelor este mare atunci algoritmul este
instabil si trebuie schimbat.

@ Daca algoritmul este stabil, atunci acuratetea finala
(modulul erorii relative) este majorata de produsul dintre
numarul de conditionare si modulul reziduului relativ.

Despre un algoritm stabil care genereaza erori mici pentru
probleme bine conditionate se spune ca este robust.
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Caracterizarea cantitativa a erorilor
Tipuri de erori Conditionare
Analiza erorilor Stabilitate
Conditionare si stabilitate

Lectura obligatorie pentru aceasta saptamana

@ Erori - Cap.2 din
[1] Gabriela Ciuprina, Mihai Rebican, Daniel loan - Metode numerice in ingineria electrica - indrumar de
laborator pentru studentii facultatii de Inginerie electrica, Editura Printech, 2013, disponibil la

http://mn.Imn.pub.ro/indrumar/IndrumarMN_Printech2013.pdf
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