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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatie diferentiala ordinara (ODE)

Ecuatii diferentiale ordinare

Se dau
f:rRx[lh,T] >R X ER

Se cere
X[, T] =R

care satisface

dx
— = f(x(1),t
& = x.
x(t) = Xo
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatie diferentiala ordinara (ODE)

Ecuatii diferentiale ordinare

Se dau
f:rRx[fh, T] >R Xp ER

Se cere
X:[to,T] =R

care satisface

dx
S = (.
x(b) = Xo

Problema cu o valoare initiala
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatie diferentiala ordinara (ODE)

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

Metoda numerica va furniza un tabel de valori:

t t b . ty

X0 Xq Xo s Xn

unde t, =T

Obs:

@ De multe ori t reprezinta timp si se poate considera ty = 0;
@ Vom nota: x({;) solutia exacta si x; aproximatia ei

xj =~ x(4;)

o inceleceurmeazavompp: i —t 1 =h < t=1l+jh
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

Metoda Euler explicita

Dezvoltarea in serie Taylor in jurul lui ¢

h / h2 !
X+ h) = x(§) + X () + 5px" () + -+ ®)
Formula Taylor
h / h2 !
X(f 4 h) = X(§) + X' (6) + 57X () )
x(t + h) = x(t;) + hf(x(t), t) + O(H?) (5)

Daca am presupune ca valoarea la iteratia j a fost calculata

exact x; = x(f) atunci

X( + h) = x; + hf(x;, t)) + O(h?) (6)
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

e Notes
Metoda Euler explicita
Daca am presupune ca valoarea la iteratia j nu este afectata de
erori x; = x(#;) atunci
x(f + h) = X+ ht(x;, ) + O(HP)
Daca adoptam ca formula de calcul (Euler explicit)
Xj+1 = X + hf(x;, 1) (7)
atunci eroarea locala la iteratia j este
&1 = IX(ti11) = X1| = O(P) (8)
Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
Ecuatii diferentiale ordinare ;Z{Z;l:éﬁgomeme‘
Exemplu Notes

Metoda Euler explicita

Daca am presupune ca valoarea la iteratia j nu a fost calculata
exact x(tj) = X; + e, atunci

X(t+ h) = X+ e + hi(x;, ) + O(HF)

Daca adoptam ca formula de calcul (Euler explicit)

X1 = X + hf(x;, 1)) 9)

atunci eroarea locala este

€,y = IX(tit1) — Xjp1| = &y + O(HP) (10)
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

- Notes
Metoda Euler explicita
Eroarea globala este eroarea la ultimul moment de timp
&g = |X(t) = Xn| = €x, + O(h?) = ex,_, + O(h?) + O(h?) =
T— ¢
= no(H) = —20(K) = O(h) (11)
Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
Ecuatii diferentiale ordinare ;Z{Z;l:éﬁeﬁmb‘eme‘
Exemplu Notes

Metoda Euler explicita

O alta varianta de deducere a relatiei de calcul

dx

aq f(x(t),1) (12)

@ Se scrie ecuatia la momentul de timp discret ;;

@ Pentru derivata: formula de diferente finite progresive de

ordinul 1
M:f(xj,tj) = (13)

h

X1 = X + hf(x;, 1)) (14)
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

Metoda Euler explicita

O alta varianta de deducere a relatiei de calcul

dx_

aq f(x(t),1t) (12)

@ Se scrie ecuatia la momentul de timp discret ;;

@ Pentru derivata: formula de diferente finite progresive de

ordinul 1
Xjit1 —

— = t0gh) = (13)

Xj1 = X+ hi(x;, ) (14)

Folosirea seriei Taylor este utila pentru estimarea erorii de

trunchiere.
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Metoda Euler explicita - algoritm

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

procedura Euler_explicit (xinit,f0, T,h,x)
real xinit

real {0, T
real h

n=[(T —t0)/h]
tablou real {[n + 1]

tablou real x[n + 1]
=10

Xo = Xinit

pentru;=0,n—1
X1 = X; + hf(x;, )

fiyr =G+h

retur
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

] —— Notes
Metoda Euler implicita
Derivata: formula de diferente finite regresive de ordinul 1
dx
o = fx@.0 (15)
Xi — Xj_A1
S =101 = (16)
Xj = X1 + hf(x;, ;) (17)
Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
Ecuatii diferentiale ordinare :gg;;a;z:eprrob\eme\
Exemplu Notes

Metoda Euler implicita

Derivata: formula de diferente finite regresive de ordinul 1

dx

= fx(t). 1) (15)
Tt = (16)
X = xj_1 + hf(x, 1) (17)

Relatia este implicita, la fiecare pas se rezolva o ecuatie
algebrica neliniara pentru determinarea marimii x;

Metoda Euler implicita
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

Metoda Euler implicita

Derivata: formula de diferente finite regresive de ordinul 1

fi—’; — f(x(1), 1) (15)

X — X1

= f(x,5) = (16)

Xj = X1 + hf(x;, 1) (17)

Relatia este implicita, la fiecare pas se rezolva o ecuatie

algebrica neliniara pentru determinarea marimii x;
Metoda Euler implicita

Siin acest caz

e =0(h)  ey=0(h)

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare

Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

Metoda Euler implicita

X; = X1+ hf(x;.1) (18)
Ecuatia neliniard de rezolvat: F(x) = 0, unde

F(x) = X — x_1 — hi(x.t)

@ lteratii simple:

x(M — x() ¢ C,_—(X(v)) aici x(M = X,-(n) X — Xj(V)

De exemplu, daca ¢ = —1

X = x_y + ht(x"), 1))
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

Metoda Euler implicita

X = X1+ hf(x. 1) (18)
Ecuatia neliniara de rezolvat: F(x) = 0, unde

F(X) = x — 1 — hf(x, )

@ Newton:

xM = x) 4 cF(x()) aici x(M = xj(”) x) = xj(v)

c=—1/F(x)unde F'(x) =1 — h&L(x, t;)

o _ w K% b )

X' =x" —
) )]
13", 1)
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

Metoda Euler implicita

@ La fiecare pas de timp se rezolva o ecuatie neliniara;

@ Initializarea rezolvarii ecuatiei neliniare - de exemplu cu

solutia de la Euler explicit;
@ Eroarea si numarul maxim admis de iteratii pentru

procedura neliniara - trebuie sa fie parametri de intrare
pentru Euler implicit;

@ Daca f este o functie liniara, atunci F(x) = 0 este 0

ecuatie liniara, solutia se poate calcula explicit.
@ Metoda Euler este 0 metoda intr-un pas, de ordinul 1.

Metoda intr-un pas = valoarea la un moment de timp se

calculeaza in functie de o valoare la un singur moment de
timp anterior;

Ordinul metodei = se refera la ordinul erorii globale, aici
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

Metoda Euler implicita

procedura Euler_implicit (xinit,t0, T, h,err,maxit,x)

real xinit
real {0, T

real h
real err

intreg maxit
n=[(T —t0)/h]

tablou real {[n + 1]
tablou real x[n + 1]

fo =10
Xo = Xinit
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

Notes

Metoda Euler implicita

procedura Euler_implicit (xinit,t0, T,h,err,maxit,x)

pentru;=0,n—1

xn = x; + hf(x;, ;) ; initializare ca la Euler explicit
; iteratii simple (c=-1)

k=0

repeta
XV = Xn
xn = x; + hf(xv, t;)
k=k+1

d = |xv — xn|

pana cand (d < err) sau kK > maxit
daca k > maxit scrie procedura neliniara neconvergenta

it1=4+h

Xjiy1 = XN
retur sau cu Newton:
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Formularea problemei
Metoda Euler
Exemplu

Ecuatii diferentiale ordinare

Metoda Euler implicita

procedura Euler_implicit (xinit,t0, T, h,err,maxit,x)

pentruj=0,n—1
xn = x; + hf(x;, t;) ; initializare ca la Euler explicit

; Newton

k=0

repeta
XV = XN
xn = x;j — (xv — xj—y — hf(xv, t))/(1 — h- fder(xv, ;)
k=k+1

d = |xv — xn|
pana cand (d < err) sau kK > maxit
daca k > maxit scrie procedura neliniara neconvergenta

Notes

fisn =f+h
Xiy1 = XN
retur
Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
Ecuatii diferentiale ordinare EA%‘{ZS?E?OE"Ob‘eme‘
Exemplu
Exemplu
——|u(t)
i(t)y
. ) du(t
Ri(t) +u(t)=E  i(t)= C%, (19)
du(t
RC% +u(t) =E. u(0) = up =0. (20)
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Notes




m . . Formularea problemei
Ecuatii diferentiale ordinare ap

Notes

Metoda Euler
Exemplu
R
——|u(t)
e()=E - 1(t .
(H)=E-1(t) it
Solutie analitica
u(t)=(up — E)exp(—t/7)+ E. (19)
unde 7 = RC este constanta de timp a circuitului.
Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
Ecuatii diferentiale ordinare Dﬂ{zgl{agioﬁrob\eme\
Exemplu
Exemplu
Ecuatia (20) o rescriem ca
du(t) 1 1
—2 4+ —u(t) = —E. 20
dt + T ( ) T (20)

Vom urmari calculul numeric in intervalul de timp [0, fmax| unde
tmax = 107 intr-o retea echidistanta de N puncte t, unde pasul
de discretizare h este

ki1 —t=h, pentru k=1,....N—1. (21)

Vom nota valorile discrete obtinute prin rezolvare numerica cu
uk. Ele vor fi aproximatii ale marimii reale u.

Uk =~ U(ly). (22)
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Formularea problemei

Ecuatii diferentiale ordinare Ve Bl

Exemplu Notes
Exemplu
du(t) 1 1
— 4 — = —E. 2
dt + Tu(t) T (23)
Varianta | - Euler explicit (dif. finite progresive de ord. 1)
— 1 1
Yerr =8 4 Ly = ~E, (24)
h T T
= Uk 1 poate fi calculata explicit cu formula
h h
U1 = Uk (1 — —> + —E. (25)
T T
Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
Ecuatii diferentiale ordinare ’l\:AoortrEiarEeuz‘lerrob\eme\
Exemplu Notes
Exemplu
h h
U1 = Ug (1 — —) + —E. (26)
T T

proceduri euler_explicit_ RC(u0,E,tau,h,N,u)

; rezolva ecuatia d‘:l—(,[) + }u(r) = %E cu metoda diferentelor finite

; d/dt se discretizeaza folosind diferente progresive de ordinul 1

real u0 ; conditia initiala - data

real E ; coeficient in ecuatie - data

real tau ; constanta de timp - data

realh ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat
intregN ; numar de valori de timp - dat

tablou real U[N] ; solutia discreta - rezultat

u(1) =u0

pentruk =1,N-1
u(k+1) = u(k)*(1-h/tau) + h*E/tau

retur

Aceasta metoda, este instabila pentru h > 7.
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Formularea problemei

Ecuatii diferentiale ordinare Ve Bl

Exemplu
Exemplu
du(t) 1 1
d—t—F;U(f)— 7_E. (27)
Varianta a ll-a - Euler implicit (dif. finite regresive de ord. 1)

— Uk_ 1 1
M+—uk:—E, (28)

h T T

= Uk poate fi calculata explicit:

h h
U = (Uk1 +—-E|)/(1+—-]). (29)
T T
Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare

Formularea problemei

Ecuatii diferentiale ordinare Metoda Euler

Notes

Exemplu
Exemplu

du(t) 1 1
— 4+ — =—E. 27
dt + Tu(t) T 27)

Varianta a ll-a - Euler implicit (dif. finite regresive de ord. 1)
U= Uy 1, Tp (28)
h T T

= Uk poate fi calculata explicit:

Uy = (uk_1 + l;E) / <1 + 2) . (29)

In acest caz nu este nevoie de rezolvarea unei ecuatii neliniare

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
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Formularea problemei

Ecuatii diferentiale ordinare Ve Bl

Exemplu
Notes
Ug=|Uk1+=-E)/1+=). (30)
T T
proceduri euler_implicit RC(u0,E,tau,h,N,u)
; rezolva ecuatia % + Lu(r) = 1 E cu metoda diferentelor finite
; d/dt se discretizeaza folosind diferente regresive de ordinul 1
real u0 ; conditia initiala - data
real E ; coeficient in ecuatie - data
real tau ; constanta de timp - data
realh ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat
intregN ; numar de valori de timp - dat
tablou real u[N] ; solutia discreta - rezultat
u(1) =u0
pentruk=2N
u(k) = (h*E/tau + u(k-1))/(1 + h/tau)
® retur
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Ecuatii diferentiale ordinare TR i
! ! Metoda Euler
Exemplu
Notes
hitau = 2.000000 hitau = 2.000000
0.04
analitic
003 ot
0.02
0.03
0.025 %o.ms
£ oo e — i
P e
0015 .- g o001
)0' m
0.01 S
’ 0.005
ooostf +* ,/"‘~~~
1 2 3 4 0 - 1 = E 4

x10" el x10*

Cazul h=2r.
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Formularea problemei

Ecuatii diferentiale ordinare Ve Bl

Exemplu
Notes
hitau = 1.000000 hitau = 1.000000
0.04
0.035
0.02
003
0025 ?o,ms
2
Z 02 —g==0 4
- o7 % 0.01
0.0 <4
15 s 3
.
0.01 o
A 0.005
0.00sff ¢
4 PENAN
. =~
. ~—
1 2 3 4 o 1 2 3 3
tel x10* el x10*
Cazul h=r.
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- . . Formularea problemei
Ecuatii diferentiale ordinare
Metoda Euler
Exemplu
Notes
hitau = 0.500000 hitau = 0.500000
0.04
0.035
0.02
0.03
0.025 % 0.015
£ 002 - H
S =& ]
2
0.015 ‘{e g 0.01
4
001
’ 0.005
0.005
1 2 3 a 0 1 2 3 4
tls] x10* ts] 4

Cazul h=r1/2.
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Formularea problemei
Metode 6

i ii dif ial i
Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare Metode de ordin superior

Formularea problemei

Se dau
Se cere

care satisface

unde de exemplu f(x(t), t) = Ax(t) + Bu(t), iar A si B sunt date
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Formularea problemei
Metode 6

Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare Metode de ordin superior

Metode in m pasi

Notes

Axa timpului se discretizeaza in momente discrete: f, ty, b, . . .,
si se calculeaza aproximari X, ale solutiei necunoscute x(f,)

Xn =~ X(n). (33)

O metoda generala in m pasi aproximeaza solutia la un
moment discret t,, » In functie de solutiile obtinute in m pasi
anteriori tn, thy1, - - brm—1:

m m
> piXnri=hY_of(Xngis thyi) (34)
i=0 i~0
unde h - tn+m - tn+m_1 .

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare

Notes




Formularea problemei
Metode 6

Sislemeldelecuatiidiferantialelordinare Metode de ordin superior

Notes

Metode in m pasi

m m

> piXnpi=h> of(Xnyis ta), (35)

i=0 i=0

Unde h == tn+m - tn+m,1 .
pm = 1, iar coeficientilor p; si o; sunt alesi astfel incat procedeul

sa fie convergent.

@ Daca o, = 0, atunci calculul valorii noi x,.,, se face

explicit;
@ Daca oy # 0, atunci calculul valorii noi x,;m se face

implicit si necesita rezolvarea unei ecuatii algebrice, in

general neliniare.

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare

Formularea problemei
Metode 6

Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare Metode de ordin superior

Notes

Metode intr-un pas

Metode intr-un pas: m =1

—Xp+ Xpp1 = h [Uof(xm tn) + U1f(xn+1 s T )] > (36)

unde pg = —1 din motive de convergenta.

Daca notam o9 = 0 si 01 = 1 — 0, aceste metode cu un pas se

numesc metode 6.

In particular, si renotdnd ncu k — 1, exista urmatoarele scheme
de calcul celebre

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei
Metode 6

. i i ial )
Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare Vicier 6l aslin SuEEray

Notes

Metode intr-un pas - metode 6

@ Metoda Euler explicita (sau progresiva) 6 = 1:

Xk = Xk—1 + hf(Xk_1, tx_1) (37)

unde h = t, — tx_1. (Derivata din sistemul de ecuatii:

diferente finite progresive de ordinul 1).
@ Metoda Euler implicita (sau regresiva) # = 0:

Xk = X1 + hf(X, t) (38)

unde h = tx — tx_1. (Derivata din sistemul de ecuatii:

diferente finite regresive de ordinul 1.)
@ Metoda trapezelor 6 = 1/2:

h
Xpe = Xt + 5 (1, ti—1) + F(Xe, ) (39)

unde h =t — tx_1.

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare

Formularea problemei
Metode 6

Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare YEimss et @rlnsEeen

Notes

Metode intr-un pas - metode 6

Justificarea numelui metodei trapezelor.

x(t) = tf(x(t’), t')dt. (40)

fo

Considerand momentele discrete t,_1 si t, are loc

X(t) = / (D). ) dt + / "t @)

) tk—1

Schema de calcul va inlocui valorile exacte cu unele
aproximative, in consecinta

Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare



Formularea problemei
Metode 6

. i i ial )
Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare Metode de ordin superior

Notes
Metode intr-un pas - metode 6
Xk = Xk_1+ 1, (42)
unde / reprezinta o aproximare pentru integrala ftqu f(x(t), t) dt.
Daca f - funciie scalara — cea mai simpla aproximare a
integralei = aria trapezului corespunzator intervalului [t _1, t]—
(39).
Metoda trapezelor este de ordinul 2.
Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
Formularea problemei
Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare mg;ggg ge sl SEsEn
Notes

Metode intr-un pas de ordin superior

Daca pentru / se aleg scheme numerice mai rafinate si mai
eficiente, care conduc la iteratii in timp de tipul

X = X1 + hz b/‘f(X(tk_1 + th), b1 + th) (43)
j=1

Intr-o astfel de formul3, valorile X(tx—1 -+ ¢;h) nu sunt cunoscute.

Aproximarea lor prin combinatii liniare ale unor valori calculate

succesiv conduce la scheme de tip Runge-Kutta cu v etape.
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Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare

Formularea problemei
Metode 6
Metode de ordin superior

Notes
Metode multi-pas de ordin superior
O alta varianta a schemelor multipas date de (35) este cea in
care o; = 0 pentru orice i < m.
Se numesc scheme BDF (backward differentiation formula):
m—1
Z piXnii + Xntm = homf(Xnim, thim) (44)
i=0
Unde h == tn+m - tn+m,1 .
Renotédnd n+ m cu k, modul de calcul al solutiei la iteratia k in
functie de m pasi anteriori este
m—1
XK — h(fmf(Xk, fk) = — Z /)/kamjti (45)
i=0
Gabriela Ciuprina Ecuatii si sisteme diferentiale ordinare
Formularea problemei
Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare mg;gig ge sl SEsEn
Notes

Lectura obligatorie

@ Cap.10din

[1] Gabriela Ciuprina, Mihai Rebican, Daniel loan - Metode numerice in ingineria electrica - Indrumar de

laborator pentru studentii facultatii de Inginerie electrica, Editura Printech, 2013, disponibil la

http://mn.Imn.pub.ro/indrumar/IndrumarMN_Printech2013.pdf
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