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Introducere Importanta evaluarii integralelor
Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

Importanta evaluarii integralelor

@ Relatii utile pentru evaluarea unor marimi:

u:/E'dl ¢:/B~dA q:/pdv
JC JS JD

@ Rezolvarea ecuatiilor diferentiale

dx

S =N = x(t):x(t0)+/t0tf(x(t’),t’)dt’

"rezolvare" = "integrare" (in acest context)
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Introducere Importanta evaluarii integralelor
Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

Formularea problemei - cazul cel mai simplu

Se da functia f : [a, b] — R (cunoscuta prin date sau prin cod)
Se cere evaluarea numerica a integralei definite

/abf(x)dx

unde f este presupusa continua si marginita.

Numeric: idei inspirate din matematica.
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Introducere Importanta evaluarii integralelor
Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

|dei de calcul numeric (I)

T. fundamentala a analizei
Daca f e continua si F este o primitiva a ei (F' = f) atunci

/  fx)dx = F(b) — F(a)

in problemele reale F nu este cunoscuté = aplicarea acestei
metode este foarte grea / imposibila.
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Introducere Importanta evaluarii integralelor
Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

|dei de calcul numeric (I)

T. fundamentala a analizei
Daca f e continua si F este o primitiva a ei (F' = f) atunci

/  fx)dx = F(b) — F(a)

in problemele reale F nu este cunoscuté = aplicarea acestei
metode este foarte grea / imposibila.

(
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Introducere Importanta evaluarii integralelor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Formularea problemei integrarii numerice
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Idei de calcul numeric

|dei de calcul numeric (II)

Semnificatia geometrica a integralei

=3
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Introducere
Integrarea functiilor cunoscute prin date
Integrarea functiilor cunoscute prin cod
|dei de calcul numeric (II)

Importanta evaluarii integralelor

Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

Semnificatia geometrica a integralei

In calculator functiile nu au reprezentari continue.

o
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Introducere
Integrarea functiilor cunoscute prin date
Integrarea functiilor cunoscute prin cod
|dei de calcul numeric (II)

Importanta evaluarii integralelor

Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

Semnificatia geometrica a integralei

In calculator functiile nu au reprezentari continue.

o
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Introducere Importanta evaluarii integralelor
Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

|dei de calcul numeric (lll)

Definitia integralei folosind sume Darboux
PartiiaP:a=x<x1<...<Xxp=0b
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Introducere Importanta evaluarii integralelor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Formularea problemei integrarii numerice
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Idei de calcul numeric

|dei de calcul numeric (lll)

Definitia integralei folosind sume Darboux
PartiiaP:a=x<x4<...<Xp=b

=3
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Introducere Importanta evaluarii integralelor
Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

|dei de calcul numeric (lll)

Definitia integralei folosind sume Darboux
PartiiaP:a=x<x1<...<Xxp=0b

mj = inf{f(x) : x; < x < X4} = L(F,P) = S0 mi(Xip1 — X))

M; = sup{f(x) : xi < x < Xi41} = U(F,P) = "7 Mi(xis1 — Xi)

b
L(f,P) < / f(x) dx < U(f, P)

Daca infp U(f, P) = supp L(f, P) atunci aceasta valoare este
integrala (Riemann). :)

T. Orice functie continua, marginita, definitd pe un domeniu inchis este integrabila Riemann.
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Introducere Importanta evaluarii integralelor
Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

|dei de calcul numeric (recap.)

Metodele de integrare numerica
@ Sunt inspirate de metodele care calculeaza arii;

@ Cea mai simpla metoda - aria e aproximata de o reuniune
de dreptunghiuri.
f ~ g, unde g este constanta pe portiuni si

/: f(x)dx ~ /abg(x)dx

@ Aproximari mai rafinate pentru g pot conduce la rezultate
mai bune.

Gabriela Ciuprina Integrarea numerica



Introducere Importanta evaluarii integralelor
Formularea problemei integrarii numerice
Idei de calcul numeric

Idei de calcul numeric

Algoritmii depind de modul in care este definita functia:
@ printr-un tabel de valori

{Xc, vk = f(xk)}, k=0,n

@ prin cod
f(x) poate fi evaluat in orice x din domeniul de definitie.
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda dreptunghiurilor - Ideea

!
v —
Li

Xi Xis1

Li = (Xipr —x)xmin(y, yip1) Ui = (ipa—xi)xmax(y;, yigs)

n—1 n—1
L=>"L u=> U
i=0

i=0
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda dreptunghiurilor - Algoritm

functie integrala_dreptunghi(n,x,y)

; calculeaza integrala numerica prin metoda dreptunghiurilor
intregn

tablou real x[n], y[n] ; tabelul de valori, indici de la 0

L=0

Uu=20

pentrui=0,n—1
mj = min(y;, ¥i1)
M; = max(y;, ¥i+1)
h=Xipg — X

L=L+mh
U=U+Mh
L]
val.L =L
val.U = U

intoarce val
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda dreptunghiurilor - Algoritm

functie integrala_dreptunghi(n,x,y)

; calculeaza integrala numerica prin metoda dreptunghiurilor
intregn

tablou real x[n], y[n] ; tabelul de valori, indici de la 0

L=0

Uu=20

pentrui=0,n—1
mj = min(y;, ¥i1)
M; = max(y;, ¥i+1)
h=Xipg — X

L=L+mh
U=U+Mh
L]
val.L =L
val.U = U

intoarce val

T=0(5n M=0(2n)
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Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Metoda Simpson

Metoda dreptunghiurilor - Pe scurt

in metoda dreptunghiurilor f este aproximata cu o functie g

constanta pe portiuni care incadreaza inferior/superior functia.

Variante mai bune
@ g este liniara pe portiuni - metoda trapezelor;
@ g parabola pe portiuni - metoda Simson

~3) o ~ b

Dreptunghiuri - L
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda dreptunghiurilor - Pe scurt

in metoda dreptunghiurilor f este aproximata cu o functie g
constanta pe portiuni care incadreaza inferior/superior functia.
Variante mai bune

@ g este liniara pe portiuni - metoda trapezelor;

@ g parabola pe portiuni - metoda Simson

1

of

o 2 4 6

Dreptunaghiuri - U
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda dreptunghiurilor - Pe scurt

in metoda dreptunghiurilor f este aproximata cu o functie g
constanta pe portiuni care incadreaza inferior/superior functia.
Variante mai bune

@ g este liniara pe portiuni - metoda trapezelor;

@ g parabola pe portiuni - metoda Simson

1

of

o 2 4 6 8

Trapeze
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Ideea

1
Ti= E(Yi + Yig1)(Xig1 — Xi)

Z (YitYit1)(Xip1—Xi)
i=0

Obs: T = (L + U)/2
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Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Ideea

n—

1
’
T=3 ZO:(Y/ + Yit1)(Xir1 — Xi)

In cazul unui pas echidistant x;,.1 — x; = h,Vi=0,...,n—1:

n 1

r = 2Z(YI+YI+1 (ZM"‘ZYI—H)Z
n—1
= <ZY:+ZY:)=§<YO+Zy/+Zy,-+yn>:
i—1 i—1
- h(%yo—f—Zy,- ) (1)
P
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Pe scurt

Integrala numerica este o combinatie liniara a valorilor functiei.

In metoda trapezelor coeficientii sunt:
Yo Vi Y2 -+ Yn—2 VYn-1 Yn

h h
hh h -« h h &

Formulele de integrare numerica se mai numesc si reguli de
cuadratura.
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Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Algoritm

functie integrala_trz(n,x,y)

; calculeaza integrala numerica prin metoda trapezelor

intregn

tablou real x[n], y[n] ; tabelul de valori, indici de la 0

T=0
pentrui=0,n—1
h= X1 — X
T=T+(i+y1)h
[ ]
intoarce T
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Algoritm

functie integrala_trz(n,x,y)

; calculeaza integrala numerica prin metoda trapezelor

intregn

tablou real x[n], y[n] ; tabelul de valori, indici de la 0

T=0
pentrui=0,n—1
h= X1 — X
T=T+(i+y1)h
[ ]
intoarce T

T=0(4n M=0(2n)
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Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Algoritm

functie integrala_trz_uniform(n,x,y)

; calculeaza integrala numerica prin metoda trapezelor, pas echidistant
intregn

tablou real x[1], y[n] ; tabelul de valori, indici de la 0

T=0o+yn)/2

h:X1 — X0
pentrui=1,n—1

T=T+y
°

intoarce Th
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Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Algoritm

functie integrala_trz_uniform(n,x,y)

; calculeaza integrala numerica prin metoda trapezelor, pas echidistant
intregn

tablou real x[1], y[n] ; tabelul de valori, indici de la 0

T=0o+yn)/2

h:X1 — X0
pentrui=1,n—1

T=T+y
°

intoarce Th

T=0(n) M=0(n)
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Eroarea de trunchiere

@ Jocalé - pe fiecare
interval,

@ globala - pe intreg
domeniul.
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Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Eroarea de trunchiere

Eroarea locala absoluta:

Xk+1 Xk+1
e = [ f)ax— [ gbx)ax @)
Xk Xk
Xk+1 Xk+1
o= [ (00 - g0 ax = [ aman(x)ax
Xk Xk
f/l
Einterp (X) = %(X — X)) (X — Xk41)
f/l Xk+1 f/l
Bloc = éC) / (X = Xi)(X = Xk1) dX = — 1(20 (Xis1 — Xk)®
Xk
|eloc| S ChS
unde h = X1 — Xk |€1c| = O(h?)
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Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Metoda Simpson

Metoda trapezelor - Eroarea de trunchiere

Eroarea globala absoluta:
b b
€ = /a f(x)dx — /a g(x)dx (3)
b n—1 X1 n—1
o= [ (00-g0)ax =3 [ (0~ g()dx = 3 e
a k=0 " Xk k=0

le,| < nCh® =

b-a 2w o)
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Introducere Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Simpson

Metoda Simpson - Ideea

Xit1
Si= g(x)dx

Xi—1
unde g este polinomul de interpolare locala de ordin 2.
S=8+S83+ -+ 51

Numarul de puncte din tabel trebuie sa fie impar.
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Metoda dreptunghiurilor
Integrarea functiilor cunoscute prin date Metoda trapezelor
Metoda Simpson

Metoda Simpson - Pe scurt

In cazul unui pas echidistant, se demonstreaza ca

1 4 1
Si=h <§YI—1 + 3Yi + §YI+1>

Yo Vi Yo V3

Wl
o
w
w
w

eg] = O(H")
OBS: daca functia e definita prin cod, este mai eficient sa
ajungem la o astfel de eroare folosind extrapolarea Richardson
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Metoda trapezelor - eroare

Pasul de integrare poate fi ales de utilizator.

@ Eroarea globala de trunchiere O(h?) = scade atunci cand
h scade;

@ Dar rotunijirile?
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive

Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Metoda trapezelor - eroare

Daca pp. ey, /yk < eps si e, = 0 atunci

n
er < h<1/2‘e}¢)‘+1/2‘e}%|+z‘e}’k‘)S

k=1

n
< h <1 /2|yoleps +1/2|nleps + ) kalep5> <
k=1

< ChnMyeps = C(b — a)Mgeps = O(1)

Integrala este mult mai robusta decéat derivarea numerica.

Nu numai ca erorile de trunchiere sunt mai mici pentru acelasi
tip de functie de intepolare (lpp), dar si efectul erorilor de
rotunjire este mai mic.
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Metoda trapezelor - efort de calcul

in cazul functiilor date prin cod
operatia de referinta este evaluarea functiei de integrat.

@ Numarul de evaluari de funcitii creste cu atunci cand h scade.
Trebuie facut un compromis intre pasul de integrare si efortul de

calcul. Notasem:
n—1

h
T=500+y)+h) y

i=1

E mai bine sa notam acum:
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Metoda trapezelor - efort de calcul

in cazul functiilor date prin cod
operatia de referinta este evaluarea functiei de integrat.

@ Numarul de evaluari de funcitii creste cu atunci cand h scade.

Trebuie facut un compromis intre pasul de integrare si efortul de
calcul.

E mai bine sa notam acum:

n—1
T = 2 (f(30) + f(xn)) + O
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Metoda trapezelor - efort de calcul

in cazul functiilor date prin cod
operatia de referinta este evaluarea functiei de integrat.

@ Numarul de evaluari de funcitii creste cu atunci cand h scade.

Trebuie facut un compromis intre pasul de integrare si efortul de
calcul.

E mai bine sa notam acum:
n—1

T(,P) = 5 (%) + 1) +h Y f(x)
i=1
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Metoda trapezelor - efort de calcul

in cazul functiilor date prin cod
operatia de referinta este evaluarea functiei de integrat.

@ Numarul de evaluari de funcitii creste cu atunci cand h scade.

Trebuie facut un compromis intre pasul de integrare si efortul de
calcul.

E mai bine sa notam acum:

h n—1
T(f,P) = 5 (f(x0) + f(xn)) + h; f(xi)
unde P este o partitie a domeniului: a = xp, X1,...,Xn = b
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Trapeze recursive - I[deea

@ Se injumatatesc intervalele pana cand valoarea integralei
nu se mai modifica;
@ La fiecare pas se evalueaza functia numai in punctele in
care nu a mai fost evaluata.
Partitia initialda: Pg: a= xo9, X1 = b
Pasul initial: hg = b — a
Prima aproximatie a integralei:

b—a

To = T(f,Po) = (f(a) + 1(b))
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Trapeze recursive - I[deea

Piia= xo,xf” =(a+b)/2,x2=b
hy =(b—a)/2

h
T = T(£.P1) = 3 (f(a) + (b)) + i f(x{")
o evaluare noua

Po:a= xo,xfz),xz(z),xéz),n =b

hp = (b— a)/22

3
To = (1, P2) = 2(1() + F(B)) + o 3 1(x?)
i=1

doua evaluari noi
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Trapeze recursive - I[deea

Pm:a= xo,x1(m),x2(m), e Xom=Db

hm = (b—a)/2™

2m—1
T = T(f, Pm) = %(f(a) + (b)) + hm Y (x™)

i=1

Algoritmul se bazeaza pe urmatoarea relatie de recurenta:

2m_1
1 ,
T07 T17 T2: T3: o
si se opreste atunci cand diferenta dintre doua aproximatii
consecutive este mai mica decét o toleranta impusa.
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Trapeze recursive - Alte notatii

Alte notatii, utile pentru ce urmeaza:

Tm = R(m,0)
(R - de la Romberg)
1 2m—1
R(m, 0) = 5 R(m - 1,0)+h§ f(a+ (2i —1)h)

unde h=(b—a)/2™.
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Extrapolarea Richardson - Ideea

La trapeze, eroarea globald este O(h?): I(h) = Iy + Ch?
@ Evaluam integrala

pentru hg:
I = Ip + CHj
© Reducem pasul la
- jumatate:
. : ho 2
b iz i I = | =
2 p) b+ C ( 5 >
=
4l — I
g = —~—

3
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Extrapolarea Richardson

Obs:
@ Formula care se obtine este exact formula Simpson (nr.
impar de noduri).

@ Iy nu este chiar valoarea exacta (nici intr-o aritmetica
precisa), deoarece se demonstreaza ca eroare de
trunchiere este mai precis

I(h) = Ih + Cgh2 + C4h4 + CG/'I6 + -

Mai corect este sa aplicam extrapolarea Richardson, asa cum
am procedat la derivare.
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Extrapolare Richardson - Ideea generala

Se poate aplica pentru aproximarea cu acuratete din ce in ce
mai mare a unei marimi /, pentru care exista o functie ¢(h). a.l.

o I=limyq¢(h)
@ o(h) poate fi evaluata pentru orice h;
@ are loc proprietatea:

p(h) =1->" apchP (4)
k=1
unde coeficientii asx nu sunt cunosculti.
Se alege un h potrivit si se calculeaza numerele
R(i,0) = ¢(h/2"), i=0,...,n. (5)
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Extrapolare Richardson - Ideea generala

R(i,0) reprezinta estimari ale lui /, dar estimari mai precise se
pot obtine prin extrapolare Richardson.
Se demonstreaza ca [Cheney]:

R(i,j) = R(i,j— 1)+ (R(i,j —1) = R(i—1,j —1))/(4 —=1), j=0,...,i.

(6)
R(0,0)
R(1,0) R(1,1)
R(2,0) R(2,1) R(2,2) )
Fi’(r:7,0) R(r:l,‘l) Fi’(r:7,2) -~ R(n,n)

Gabriela Ciuprina Integrarea numerica



Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Metoda Romberg

Metoda Romberg = extrapolare Richardson pentru evaluarea
integralelor Se dau:

@ functia data prin cod f;

@ informatia despre ordinul erorii la care dorim sa ajungem n.

pentrui=0,n
Rio = ... ; apel trapeze
pentruj=1,i
Rij= Rij—1+ (Rij—1 — Ri1j-1)/(4' = 1)
[ ]

h=h/2
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Analiza erorii
Metoda trapezelor recursive
Integrarea functiilor cunoscute prin cod Metoda Romberg

Lectura recomandata

Obligatoriu:
@ Cap.8din

[1] Gabriela Ciuprina, Mihai Rebican, Daniel loan - Metode numerice in ingineria electrica - Indrumar de
laborator pentru studentii facultatii de Inginerie electrica, Editura Printech, 2013, disponibil la

http://mn.Imn.pub.ro/indrumar/IndrumarMN_Printech2013.pdf
Facultativ:
@ Cap 5din

[Cheney] Ward Cheney and David Kincaid, Numerical Mathematics and Computing, Brooks/Cole publishing
Company,2000.

http://www.physics.brocku.ca/Courses/5P10/References/cheneykincaid.pdf
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