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In lucrare se gencralzeazd teoria circuitelor electrice lincare in cazul clnd clemen-
tele acestora sint nefiliforme si cii pierderi suplimentare. Pentru a lc caracteriza
intrinsee 1i s-au asoclat anumite functiuni de timp (parametri tranzitorii) ‘nu-
mite rezistenfii tranzislorie, inductivitate tranzitorie, conductan{i tranzitorie gi
capacitate iranzitoric, pentru care s-au stabilit numeroase proprictili gencrale. '
$-g analizat influenta condijiilor inifiale de cimp, demonstrindu-se teoremele de
unicitate & solutiilor si de supi:rpozi[:ie neeesare rezolviitii problemelor de cimp
si determindrii parametrilor iranzitorii.

Au fost generalizate ccuatiile lui Xirchholl la cazul considerat, cum §i ccualiile
telegrafigtilor. Lucrarca se Incheic cu exemple de calcul al unor parametri tran-
zitorii urmate de concluzii generale asupra problemelor tratate.

1. PROCLEMA PARAMETRILOIR TRANZITOLRII

Teoria circuitelor electrice lineare de curent alternativ §i cu parametri
concentrati se bazeazi pe sistemul ecuatiilor lui Kirchhoff, ce se presupune
¢ le satisfac functiunile de timp pe care le reprezintd valorile instantanee .
ale tensiunilor §i curentilor. In regim stafionar, adicd in curent continuu,
- aceste ccuafii sint consecinte ewmacte ale legilor ¢impului electro-

magnetic daci dielectricul din jurul conductoarelor lineare e perfect
izolant. .
Pentru circuitele electrice in regim variabil, de exemplu pentru cele
de curent alternativ, ecuafiile lui Kirchhoff in valori instantanee. ale .
tensiunilor §i curenfilor sint insi numai aprozimatii [1] ale consecinfelor
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1) Articol apirut in ,,Rev. roum. sci. tech.-Eleclrotechn. Encré‘." 16, ¢ (1966).
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legilor cimpului electromagnetic variabil, adici ale ecuatfiilor lui Maxwell,
Aproximatiile necesare deducerii ecuafiilor Iui Kirchhoff in valori instan-
tanee, pentru circuite lineare, din ecuafiile Iui Maxwell sint urmitoarele :
caracterul perfect izolant al mediului ce inconjoari circuitele; existenta
unui regim cvasistationar adici a unui regim de variatie suficient' de lent
pentru a se putea neglija peste tot, cu exceptia dielectricului din condensa-
toare, contribufia variafiei in timp a cimpului electric (a curentului de
deplasare} la producerea cimpului magnetic, respectiv pentru a se putea
neglija in dielectricul condensatoarelor contribufia variatiei in timp 2
cimpului magnetic (prin inducfie electromagnetics) 1a producerea cimpu-
lui electric ; circuit format din conductoare striet filiforme, adicd suficient
de subfiri pentru a se putea admite o repartitie de curent continuu =
densititil de curent pe sectiunea lor transversald sineglijarea influentei
pierderilor de pufere in dielectricul condensatoarelor asupra repartifiel
cimpului eleetric interior, adici neglijarea influentei efectului de rela-
xafie asupra acestel repartifii.

Daci sint indeplinite aceste condifii §i se pot face aceste aproximadtii,
suma algebried a curentilor instantanei din laturile care concurd intr-un
nod de refea e nuli (prima teoremi a luiKirchhoff) si deci curentul
electric de conducfie are in orice moment acecasi valoare prin toate
secfiunile transversale ale oriefirui eonductor neramificat, sistemul valori-
lor instantanee ale curentilor din laturile ecircuitwlui determind univoc
repartitia instantanee (din acelagi moment) a eimpului magnetic in intre-
gul spafiu, valorile instantanee ale sarcinilor condensatoarelor determini
univoe repartifia instantanee (din acelasi moment) a cimpului electric
din dielectricul respectiv, cimpul magnetic si cimpul electric la mare de-
partare de circuitul electric izolat tind suficient de repede citre zero (si
anume invers proporfional cu cel pufin cubul distantei, astfel ¢& efectele
de radiatie sint neglijabile), suma algebricii a tuturor ciderilor de tensiune
instantanee ale elementelor de circuit care alcituiesc un ochi de circuib
¢ egald cu suma algebrici a tensiunilor electromotoare instantanee ale
generatoarelor din acel ochi (a-doua teoremi a lui Kirchhotf), iar elementele
dipolare reale de circuit {bobine cu pierderi, rezistoare inductive, condensa-
toare cu pierderi) admit scheme echivalente cu parametri concentrati,
constituite din elemente de circuit ideale in numér finit : rezistoare ideale,
bobine ideale, condensatoare ideale. '

Cu aceste aproximatii rezultéi pentru elementele de circuit lineare,
pasive §i ideale, reprezentate de rezistorul, bobina, respectiv condensa-
torul ideale, infre ciderea de tensiune « (f) $i curentul instantaneu i (1),
ecuatiile , :

u=101% i=g4 (rezistorul ideal), ' (1)
do di s

U == Y | — bobina ideald : 2

¢ i Z € ( ) {2)

7= d¢ = du (condensatorul ideal), (3)
di ds

in care parametrii constan{i » — rezistenfele, g = 1/r — conductantele,
t—inductivitifile proprii si mutuale §i ¢— capacitifile cu valorile lor de regim

|
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3 PARAMETRII TRANZITORII IN STUDIUL CIRCUITELOR NEFILIFORME 359

stationar, ® (¢) fiind fluxul total instantaneu al bobinei, iar g({)—sarcina
instantanee a condensatoruluil). :
Cu aceleasi notatii, prima teoremd a Ini Kirchhoff are forma
Yy () = 0 )
- ‘ :
pentru fiecare nod (Sumarea efectuindu-se asupra tuturor laturilor legate .
1a nodul considerat), iar cea de a doua teoremi are forma '
Ya () =% % (0 S (5)
~ e Lo .
pentru fiecare ochi (sumarea efectuindu-se asupra tuturor elementelor de
circuit ale laturilor ochiului considerat), in care ¢, (f) sint tensiunile
electromotoare ale generatoarelor din laturile ochiului. '
Sistemul de.ecuatii (1), (2), (3), (4), (B) reprezinti in general un sistem
de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti si de ordinul infii, ale cirui
solufil u, (1), %, () sint complet determinate de funciiunile de timp e (?)
si de wvalorile -inifiale @, (0+) ale fluxurilor bobinelor §i g, (0-) ale
sarcinilor condensatoarelor. . - : S
'Dac# nu se fac aproximatiile arditate mai-sus, studiul circuitelor in
regim variabil nu se mai poate face in general in limbajul teoriei circuitelor,
adics, utilizind ca variabile de stare curentii si ciiderile de tensiume (un
numir finit de grade de libertate), ci trebuie abordat in limbajul teoriei
cimpului electromagnetic, adied utilizind ca variabile de stare funcfiunile
de punct reprezentate de intensitdfile cimpului electric si magnetic (o
infinitate de grade de libertate). Dificultifile analitice ale tratdril exacte
a problemei determiniirii cimpului electromagnetic variabil, asociat unui
circuit electric cu o structuri ceva mai complicatd®, sint atit de mari,
incit in practici se preferd utilizarea teoremelor lui Kirchhoff chiar gi
cind aproximatiile mentionate sint nesatisficitoare, utilizind pentru re-
gimul permanent sinusoidal eventual forma complexé a ecuafiilor (1). . .(5)
cu parametri de circuit dependenti de frecventi. ‘
Cele patru aproximatii nu sint insd la fel de importante si nu sint
aplicabile totdeauna concomitent in diferite probleme concrefe. Aproxi-
matia regimului evasistafionar (b) este indreptifitd pentru studiul cimpului
electromagnetic in interiorul conductoarelor metalice (densitatea curentului
de deplasare e neglijabild fati de densitatea curentului de conductie pen-
tru toatd gama de frecvente utilizatd azi in tehnicd) si este justificabild
si in afara conductoarelor la frecvente nu prea inalte, la care e satisficutéd
inegalitatea T -

v

A =

>>-Dm¢;:c.r . (6)

max

in care A, e cea mai mici lungime de undd, corespunzitoare celei
mai inalte frecvente f,.., care poate interveni in problema considerati, » e
viteza .de propagare a undei electromagnefice corespunzitoare, iar D,
e dimensiunes, linear$ maximi a circuitului (in direciy de propagare).

'y S-au utilizat lilere mici pentru parametrii r, [, ¢ din ccualiile in  valori inslan-
tanee, spre a rezerva majusculele penlru parametrii din ecualiile operalionale.

e . o e i,
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Pentrn o clasd foarte largd de probleme tehnice, corespunzitoare
circuitelor cu parametri concentrafi, condifia (6) e satisficuti pind la

~ frecvenpe de ordinul megahertzilor, ceea ce §i justifics acceptarea aproxi-

mafiei de regim cvasistationar. : _

Alta este situatia aproximatiei corespunzitoare caracterului fili-
form al circuitelor. Teoria efectului pelicular [1] permite si se demons-
treze cd repartifia unui curent alternativ sinusoidal si de frecvent f=w/2x
e practic uniformé pe secfinea transversalid a unui conductor numai daci

adincimea de p#trundere § = T a cimpului electromagnetic in mate-
. , ol :
rialul séu e mult mai mare decit dimensiunile lineare maxime ale sectiunii

transversale a acelui conductor :

1 1 7/107

8 B m= o '_“—‘>> dma:ﬁ) ) (7) '

21 fcy.,

relatie in care ¢ §i p=w, wy=y,- 47107 sint conductivitatea i permeabili-
tatea magneticd a conductorului, iar d,,, cea mai mare dimensiune line-
ard a secflunil transversale. Chiar la frecventa industriald de 50 Hz, con-
difia (7) nu mai e satisfiicutd in cupru de indatii ce dimensiunile sectiunii
transversale. depigesc cifiva milimetri §i deci nu se mai poate face APproxi-
matia de conductor filiform. '

Influenfa efectului de relaxatie din dielectricul condensatoarelor e

neglijabild in condensatoare lineare cu dielectric perfect omogen, sau.in
.condensatoare lineare cu dielectric neomogen, in care materialele au timpuri
de relaxafie {, = /o =1/(2=f-tg §) foarte mari faiii de perioada 7' = 1 If;
adicd in care e verificatd inegalitatea :

N ;

- -—‘;—T=27c-tg 5 <€l N | (8)

T

L] L - - - * - 1 )
unde tg § e tangenta unghiului de pierderi, iar ¢ =gy-¢,= v 107%-¢, per-
mitivifatea materialului. Dach aceasts ' condifie nu e satisficuts, sau
dacé dielectrieul condensatorului are pierderi prin polarizare (viscozitate),

-neglijarea efectelor de relaxafie-e principial inutilizabili, chiar daci regi-

mul e cvasistationar. B
Nu existd o teorie generald a circuitelor electrice lineare §i cu

parametri concentrati, valabili pentru toate regimurile variabile in care

nu se pot neglija influengele efectelor pelicular sau de relaxatie, adici
pentru circuitele nefiliforre, cind nu mai pot i valabile nici in regim per-
manent sinusoidal ecuatii de forma (1), (2), (3). In cazul consideririi efec-
tulul pelicular, densitatea de curent si cimpul magnetic asociat in condue-
toare au faze variabile de la punct la punct si diferite una de alta, astfel

cd fluxul magnetic total al unui circuit inchis nu este in fazi cu intensitatea -
-curentului 5i nu mai este proportional cu aceastdi intensitate, pentru a se

putea defini o inductivitate proprie constantd a circuitului, In cazul consi-
derdrii efectului de relaxafie din condensatoarele cu pierderi cu dielectric
neomogen, densitatea de sarcind si cimpul electric asociat au faze variabile
de la punct la punect §i diferite una de alta, astfel cii sareina unei armituri
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nu mai este in fazd cu tensiunea .aplicatd la borne si nu mai este proportio-
nald cu aceasti tensiune, pentru a se putea defini o capacitate constanti a
condensatorului.

Numai pentru cazul particular al regimului permanent sinusoidal
s-au dezvoltat metode de studiu pentru circuite lineare nefiliforme 51 cu
condensatoare cu pierderi, §i anume folosind cunoscuta formi in complex
a ecuafiilor eimpului (eventual cu introducerea unor mirimi de material
g, ny, ¢ — complexe) si stabilind, in locul ecuatiilor (1), (2) si (3), ecuatn
lineare pe care le satisfac nna.rrmlle in complex U si I ale tensiunilor §i
curentilor, i avind forma
U=21 (9)

in care apar impedante echivalente complexe, dependente prin t‘unct;iuni

transcendente de frecventa f = o /27, adich.si de parametrul jw (= V=1
De¢ asemenea, numai pentru regimurile tranzitorii partlcula,re, cu valori
inifiale nule ale intensitéfilor cimpurilor electric §i magnetic in intregul
spatin, s-au dezvoltat metode operationale [2] asem#ndtoare, care conduc
la, ecuafii lineare satisfdcute de imaginile Laplace U(p) si I(p) ale tensiuni-
lor i curenfilor — §i avind forma

Ulp)=2(p) I(p) (10)

in care apar impedanfe operationale echivalente, dependente prin func-
fiuni transcendente de parametrul complex p cu Z (jw) = Z.

Autorii isi propun sit dezvolte in lucrtarea de fatii o teorie generald,
in marimi instantanee, a tuturor regimurilor permanente sau tranzitorii,
cu sau fird mirimi inifiale nule, ale circuitelor electrice lineare cu conduc-
toare nefiliforme §i cu efecto de-velaxatie, carc si riispundi urmitoarelor
tutrebiri : In ce milsurd caracterizarca unor astfel de circuite se mai
poate face cu un numir finit de variabile, cum sint valorile instantance
ale tensiunilor. si curcnmlor”f Oare este efectul repartifiei inifiale a cim-
purilor magnetic si electric asupra evolufiei stirilor circuifului? Care
sint 1'ela,t,nle intre valorile instantanee ale tensiunilor gi curentllor pen-
tru elementele de circuit, care generalizeazi ecuafiile (1), (2) 51 (3) si
sint valabile §i in acesfe ca,zml? Cum trebuie caracterizate, in acest
caz, elementele lineare de circuit, {inind seam# de faptul c.‘:u definirea
unor parametri 7, I, ¢ constan{i nu este posibili?

Luerarea introduce pentru circuitele cu elemente nefiliformo §i cu
efecte de relaxatfie, parametri funetiuni de timp ai elementelor de clrcmt;
care vor f1 numifi parameiri tranzitorii §i vor interveni in genemhzarea
respectivii a ecuafiilor Iui Kirchhoff in valori instantanee. Expresiile aces-
tor parametri tranzitorii vor putea fi stabilite numai pe baza rezolvirii
problemei de ¢imp electromagnetic corespunzitoare, luindu-se astfel in
consideratie variatia in timp a .repartifiei spafiale a cimpului magnetic
sau clectric in cuprinsul elementului de ecircuit. Necesitatea introducerii’

nnor 1)&1"1,me1:r1 tranzitorii pentry elementele anumitor eircuite clectrice

s-a simfit in literatura de specnhmte in tratares unor proébleme pa.rtlculm'e
[o] (4] (5], Insd nu s-a ajuns si se formuleze pind acum definifii $i metode
de studiu unitare si s se justifice teoretic condifiile generale ale ufilizirii
unor astfel de parametri.

a1l ~ . 3831
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9. TEOREMA DE UNICITATE A ECUATHLOR (_ﬂl\ll_’Ul.U[ ELECTIROMAGNETIC
ASOCIAT UNUI ELEMENT DI CIRCUIT MULTIFPOLAR LINEAR

Pentru & defini un model teoretic al unui element de circuit electric,
¢a parte a unui sistem electromagnetic a cirui interacfiune cu exteriorul
<3 fie caracterizabild cu ajutorul curentilor adugt din exterior sau al tensi-

wailor la borne, consideriim un sistem electromagnetic cu eorpuri imobile,

Fig. 1. — Element mullipolar nefiliform de circuit eleclric,

41l eimpuri electrice imprimate, cu caracteristici de material electrice §i
magnetice lineare, caracterizate prin permeabilitatea (M) permitivi-
tatea = (M) si conductivitatea o (H), funetiuni pozitive date de punctul M
considerat, avind vectornl de pozitie r, materialelé fiind adeseori omo-
gene pe portiuni, adick mirimile y, = 5l o fiind constante in subdomenii

separate prin suprafete de discontinuitate §,, cu excluderea liniilor §i -

a punctelor de discontinuitate. Tie E (I, 1), D (M, t) == E, H (M,1),
B(M,t) = wH,J (M,1) si ¢, (M, 1) tunctiunile de punct si de moment:
care reprezintd respeefiv intensitates .cimpului electrie, induefia elec-
tried, Intensitatea cimpului magnetic, inducfia magneticd, densitatew
curentului electric de conductie si densitatea de sarcini electricii. In afara
suprafetelor de discontinuitate, acestea sint functiuni continue de punct
impreuns. cu derivatele lor si verifich ecuafiile lui Maxwell :

vob H —d 4228, (11)
Y .
ol :
vot B = — &, 12)
. Sy . (12}

— e —
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div (eE) = p, . (13)

div (u H) = 0 (14)
ca si legea conductiei electrice _

J =cE, (15)

respectiv ecuafia de conservare a saveinii electrice (care rezultd din
(11) si (13)) : '

] or ) dp
div | 42— | =divd 4 =& = 0. 16
_ ( + ac) R (16)

Pentru suprafefele de discontinuitate S, ale mirimilor e, TR
condifiile de trecere corespunzitoare ecuatiilor (11)—(14) si (16) au uwrmii-
toarea formi :

(II‘I)i = (Hrz)u (111)

(B, = (Ey),, - | - 12')

1y, (e By — g ) = p,, (13%)

My (s Hy — py H)=0 {147}
oFE aE,\ dp, ,

Ny [(J?. + = "5;:'2‘) — ( Jy -+ "ét—l” =Ny (Jy —J)) + -—6‘% =0, (16°)

in care indicii 1 §i 2 se referd la eele doud fete ale suprafetei S, n,, ¢ verso-
rul normalei cu sensul dinspre 1 spre 2, indicele ¢ se referi la componentele
vectoriale din planul tangent ly suprafata §, ale vectorilor c¢imp, iar Ps

‘e densitatea de suprafatii a sarcinii electrice.

Considerin in aceste condifii o suprafatd inchisi ¥ avind elementele
de arie 8s, versorul normal n indreptat spre exterior (n;,, =-n) 51 notim
cu 3y elementele de volum ale domeniului Dy definil de interiorul supra-
Jetei 3 din care se exclud punctele suprafetelor de discontinuitate S; even-
tual existente. -

Din ecuafiile (11) si (12), cu conditiile de trecere (11') si (12'), se
obfine teorema energiei electromagnetice (Poynting) : ‘ '

Ly 2 2
— b Ex o) ss = S L g s +i5 ([.L!!— + 39—)39 (17
Ix Dy G di Jg 2 2 2
T .
san '
| d 7 14 . ‘
Pe (1) =2, (1) + Tl [W.. () 4+ W, ()] (18)
in care : } “
Pe (1) = — (j{; (6 x HYn 38 = (l{; (E, x H,) Ny, 8N Z0 (19)
JE JE
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¢ puterea electromagnetici instantanee primitd prin suprafati,
1 e
p"(”:S ——-J281)=S GE28v=S CEJ s3>0 (20)
D © Dx ~“Ps .

e puterea instantanee disipatd prin efect Joule in conductoarele din s,
cu densitatea de volum EJ = cE? 2> 0;

W, ()= S oI 50 =S Bq" 50> 0 (21)
Dz 2 Dy =

e energia magneticd localizatd i Py cu densitaten de volum BH/[2 =
= uH?22>> 0;
2 .
We(t.):S s vis EDsi> 0 (22)
Dy 2 Dy 2 '
o energia electrici localizatd in s cu densitatea de volum DE[2 =
= <B%[2 > 0.

.+ Cu ajutornl relatiei (17) si wutilizind caracterul pozitiv definit al
mrimilor (20), (21) §i (22), se demonstreazd i, in cazul general, funcfiunile
B(M, 1), H(M,1), solutit ale ecuatiilor (11),{(12), (117), (12°) si (15), sint univoe
determinate dach se dau repartifiile lor in momentul {=0 (conditiile ini-
tiale, care trebuie s& fie compatibile eu (14) §i (14")) 5i valorite uneia dintre
componentele tangentiale E, (M, t) saw H, (I,1) In fiecare punct al supra-
fetei 3 5i in fiecare moment (conditiile de frontierd). In aceste condifil
ecuafia (14) e demonstrabild cu ajutorul relatiel (12) si al “condifiilor

initiale, J (3, t) e dat de (15), iar functiunile o, (I, 1) sip, (M, t) sint univoe
determinabile aposteriori, cu ajutorul eeuafiilor (13) si (13"). Conditiile
de trecere (14') i (16') sinb automat sabisfhcute. ' '

Considerim acum un element & al unui sistem electromagnetic in-
conjurat de un mediu izolant si avind n conductoare de legiturid cu exteri-

orul, prin care intrd cureniii totali (practic, numai de conductie)

4 (1) = ¢ Har (k=1,2,..., n); (23)
Jd P

unde T, sint curbe inchise care imbritiseazd strins conductoarele
de acces. : : :
Numim swprafald de separatic (fig. 1) o suprafafd inchisd fix# ),
de normald exterioard =, care confine in interior elementul & si intercep-
teazih cele m conductoare de legiturd in sectiunile lor transversale
S, (F=1,2,..., n)—numite borne de acces—CU conturele I', (avind sensul
de referinfit asociat dupd regula burghiului drept sensului normalei inte-
rioare) si care satisface in orice moment nrmiboarelor condifii :

n. rot E(3,t) =0 (Mey) : (24)
n. ot H{HM,1) =0  (Mef,) (25)
n X E(3Mt) =0 (MeSy; b=1,2,...,m) (26)

— 48~




3} PARAMETRII TRANZITORII IN STUDIUL CIRCUITELOR NEFILIFORME 8GoH

(8, fiind partea suprafetel din afara conductoarelor de legiturd :
. E=SCUSIUS2U"'US“)'

Dac o astfel de suprafatd de separafie existi, elementul & va fi
numit element de cirewit electric (multipolar, sau n-polar) si se va ardta ci
interactiunea lui cu exteriorul poate fi caracterizatd §i in regim variabil
in limbajul teoriei circuitelor electrice, chiar daci in interiorul sdu existd
conductoare nefiliforme, condensatoare cu pierderi suplimentare, prin

relaxatie in dielectric, piese conductoare neconectate conductiv (galvanic)

la bornele de acces si in care se induc curenti turbionari etc. Pentru cazul
circuitelor cu pirti conductoare filiforme in dreptul bornelor, suprafata
de separatie a fost introdusd in lucrarea[6]sub numele de suprafatd a

tensiunii 1a borne.
Conditiile (24), (25) si (26) sint mult mai pufin restrictive decit a-

proximadiile nzuale (v.§1) ale teoriei circuitelor electrice, pentru ci se

referdt numad la suprafata de separatie X si nu la structura interioard a
elementului. Practic, ele pot fi satisficute nwmai cu aproximatie : condifia
(24) rezultd din neglijarea efectelor de inducie electromagneticd in punctele
suprafetei 3 (suficient de depiirtatd de zonele de cimp magnetic intens)
adic#t din neglijarea unor cuplaje inductive ale elementului de cireuit cu
exteriornl i e echivalentd eu afirmarea caracterului biscalar al cimpului
electric 1o nivelul bornelor; condifia (25) rezultii din neglijarea curenti-
lor electriei din afara conductoarelor de legiiturid, adicd din neglijarea
unor cuplaje capacitive yi conductive (cu excepfia bornelor) ale elemen-
tului de cireuit cu exteriorul, si e totdeauna satisficut® in cazul unui
mediu exterior perfect izolant §i in regim cvasistationar, iar condifia (26)
implici numai ipoteza unui cimp electric biscalar cu linii de cimp invaria-
bile in timp in interiorul .conductoarelor de legiturd, astfel incit
sectiunile transversale S, ale accestor conductoare si poaté fi luate orto-
gonale pe liniile de cimp electric §i deci pe liniile de curent. Caleculind
fluxul — identic nul — al vectoruluirot I prin intreaga suprafaii ¥ rezultd
cu (23) si (25) o conditic de legiturd . pentru curenfii adugi din exterior

n

Y % (@)=20 (27)

k=1 :
care formeazd, deci, un sistem complet. Se observi ci relafiile (25) §i (26)
sint teoretic compatibile, chiar dacd se fine seama de (12'), (11) 5i (15),
deoarece mirimile de material ¢ si ¢ pot avea teoretic orice valori ne-nega-
tive (i pot fi considerate nule in afara conducfoarelor de legiturd in
aproximatia consideratd aici).. '

Din relafia (24) rezultd independenta de drum a tensiunii electrice
caleulatd intre doudt puncte oarecare ale suprafetei de separafie i posibili-
tatea de a scrie componenta tangenfiald B, a intensitéfii cimpului electric,
in toate punctele suprafetei de separafie, sub forma :

E, = —grad ¢ 4 naﬁg (28)
. : n
in eare ¢ (M, t) ¢ un potential scalar, astfel ci <
I B
S . Edr = S E,dr = ¢ (4, 1) — ¢ (B, 1). (29)
"'{C_-UJ X A
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Din (26) rezultd ¢l in conductoarcle de legituri, in dreptul bornclor de
acces, E=n E, si E,=0, adic secliunile transversale 8, sint echipolentiale.

_ Vom nota cu o (1) valorile pe care le ia funcfiunea ¢ in punctele acestor

secliuni _
o (1) = o (M, ) (cn M € 8y) (30)

si ou v, (f) potengialele clectrice ale bornelor & =1, 2,.. ., n-1 fafi de borna
2 n—a, calculate in lungul unor eurbe oarecare C, confinute in suprafata
de separatie si numite si tensiuni la borne:

() .
o (1) = Edr = o, (1) — @, (). : (31)
g, ) -

Puterea electromagneticd instantance (19) primitd printr-o suprafald
de separafic se exprimid cu (28), (25) $i (30) sub forma

Py (1"-),«—-* —(E; [—grade X H]n 38 = — ;Jlr» {p rot H)ndS =

JE ‘ 3

n _i 392

= 3 (B3 (1) 532)
L=l '
sau, tinind seama de (28) si (31), sub forma

n—1

pg (t) = — (J{; (E x Hyn 38 = Y, v (1) 4, (1) - (33)

. E . b=1 - .

in care apar numai cel n — 1 curenfi exteriori independenfi. Cu aceasti
expresie teorems energiel electromagnetice (18) se scrie sub forma

b0 =% 0 (05 () =7 0+ -5 W @)+ WL @9

Putem acum formule tn modul urmdior problema genereld a determi-
nirit cEmpului clectromagnelic variabil al wnui element de circuil eleclric
pasiv, linear $i n-polar :

Se cer functiunile vectoriale de punct I (M, ¢) si I (M, 1) definite
in Dy si pentru ¢ > 0 care: _

1. Pentru orice M ePg sit > 0 verificd ecunatiile (11), (12) si (15),
adici ecuatiile omogene ‘ ‘

rob II—-E-a-E—UE=O' (35)
ot . '

. oH

rotf E_l—p'_at_‘ =0. (36)

2. Pentru orice suprafatii de discontinuitate S, si ¢ > 0 verificid
conditiile de trecere omogene (11°) 5i (127), adicd :

(B = (B (H ), = (IL,);. (37)
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3. Pentru- orice M €Dy satisfac conditiile initiale _ ,
E (M, 0) = F, (M) L (38)

H (M, 0) = I, (M) (39)
ou : ‘
div (ul?,) = 0; nm,((l-z Fro — ) ]b‘(; = (. . (39")

4. Tn punctele M e X si pentru ¢ > 0 satisfac condifiile de frontieri
omogene (24), (25) si (26). '
' 5. Pentru ovice t > 0 satisfac condifiile la borne

(][ HO(M, 0 dr =, () (6=1,2 ..., 1), (40)

r,CE : :
n) - ’

S‘ B dr=0,@) (=41, 12 ., n—1), (41)
s, C5 '

in care 4, (¢) si v; () sint funcfiuni date de timp, iar numerotarea bornelor

s-n Theut astfel inclt primele 1 (0 <1 < n — 1) sint cele pentru care s-an

dat curentii. Cazul I = n — 1 corespunde unor conditii la borne date ex-

clusiv prin curenti, iar eazul I'= 0 unor condifii la borne date exclusiv
-1

prin tensiuni. Curentul 4, (t) = — S 4 (8) nu este independent de cei-
Bl ’

lalii si nu intervine in formularea condifiilor la Dborne.

Pentru ¢ = 0 funciunile 4, (¢) $i v; (¢) trebuie si fie compatibile cu
conditiile inifiale (38) si (39), adicd trebuie si satisfaci condifiile

i, (0) :‘J) - H (I, 0) dr — & F, () dr
Ly : J g '
(n) - (n} ( (42)
v; (0) = S L (M, 0) dr = S T, (1) dr
(ﬂcin (”Cin l

Rezolvarea acestei probleme generale se bazeazd pe teoremele care
se demonstreazi mai jos.

TEOREMA I. Problema omogend, corespunzdtoare wnor condifii
inifiele de repaus, -

E(M,0) = F, (M) =0; I (M,0)=F, (M) =0, (43)

st unor condifit la borne omogene (I > 0)

i (1) = 0, (t=1,2, ...,1) } (44)
v; (1) = 0, (j=1+1L,14+2,...,m—1),
admite numai solutii identic nule .
E(M,ty=0; H(M,1)=0. .. (45)
Din (43), (21) si (22) rezultd cd in acest caz’ |

W (0) + W, (0) =0 . - {(46)
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iar din (44) si (33) rezulté px () = 0. Se obtine astfel, din (34) cu (44)
si (46),

W, (1) + W, () = — 5 p, (1) & < 0 (47)

deoarece puterea (20) disipatd prin efect Joule e pozitiv definiti. Cum ener-
giile magneticd W, (#) §i eclectricd W, (¢) sint pozitive sau nule, relafiile
(21), (22) si (47) pot fi satisficute numai dach

W, (@) -+ W, (1) =0, t (0, o). (48}

Din (21) si (22) rezultd insd cf aceste.energii sinb integralele unor funcf{iuni
pozitiv definite de H si E, astfel incib din (48) rezultii (45).

TEOREMA o II-a (teorema de unicitate). Problema neomogend, cores-
punzdtoare unor econdifii inifiale (38) si (39) oarecare (cw restriciia (39)}
si unor condifii la borne (40) st (41) oarccare (cu 1 arbitrar ales, 0 L1 <
L n — 1) are solufit unice pentru funciiunile I (Mt} respectiv E (I, 1).

In adevir, daci ar exista doud solufil H™ si H® respectiv BV §i B,
corespunzitoare aceloragi condifil inifiale §ila borne, functiunile diferenté

H (3, 1) = HO (M, 1) — U (21, 1), } (49)
B (M, 1) = EY (M, 1) — E@ (D, 1),

ar fi, din cauza linearitd{ii tuturor ecuatiilor (35)—(41) si (24)—(26),
solutiile problemei omogene, care sint identic nule conform teoremei I:

HY (M, ) =0; E9 (M, 1)=0. (50)
Cu (44) rezultéd
I (3, 1) = I (M, 1) ; B® (M, 1) = E® (I, 1), (51)

~adicd cele doud solufil coincid in mod necesar.
Cum functiunile J (M, 1) ; e» (M, 1) 51 o, (M, ) sint univoc deter-

minate de E si H prin relatiile (15), (13) si (13"), rezultd ci in condifille
initiale si la borne, mentionate, i repartifiile de curent §i de sarcind sint
univoe determinate.

De asemenes in aceleasi conditii rezultd univoc determinate prin
intermediul lni H (M, 1) si E (M, t) potenfialele v,(t) ale primelor I borne,
penfru care s-au dat curenfii (40),

() ’
2, (1) :S B )& E=12...,0 (52)
(k) (Cp,, C X1
si curentii ¢; 1) ai ultimelor n —1 —1 ‘borne, pentru care s-au dab
tensiunile (41), .

"i,.(t)=(F. H(M,Ddr (j=1+1,1+2,...,0—1) (53}
' Irjcs
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cum si curentul bornei (n) de referinfd

n—1

B () = — i (0. | | (54)

La rezolvarea ecuatiilor cimpului electromagnetic asociat elementului
de curent multipolar se considers intotdeauna riguros satisficute conditiile .
de frontierd (24), (25) gi (26). Practic, ele pot fi satisfdcute numai aproxi-
mativ. Observind ci aceste condifii au fost utilizate numai lo deducerea
expresiei (33) a puterii primite pe la borne, o conditie globald de valabilitate
a acestel aproximatii (care permite introducereasuprafetei de separatie si
a conceptului de element de circuif) este inegalitatea :

<

-1
(J) (E X H)yn 38 — Y v %
" k=1

5«

(J, (Ex H) nsS |,  (55)

v

- -t

cave’include si-neglijarea radiafiei de energie electromagnetici de citre
elementul de circuit. )

Se infelege ci in condifii particulare de structurd a elementului de
cireuit numirul variabilelor la borne independente poate fi mai mic decit
1 — 1. De asemenea formularea condifiilor la borne independente se poate
face sub forme mai generale, prin relatii integro-diferenfiale lineare i
neomogene intre mivimile v, () 8i 4, (#). Prezentarea de mai sus corespunde
necesititii de a gisi relafiile dinfre mérimile de la borne, relafii carac-
teristice elementului de cireuit si independente de refeana mai complexi
din care el face parte. _

In regim covasistajionar ‘repartitiile inifiale £ (A, 0) respectiv
H{},0)sint determinate univoc de reparfifiile inifiale ale sarciniip, (M, 0},
o, (M, 0) respectiv ale curentului J (M, 0). 1n acest regim condifiile inifiale
pot fi deci exprimate cu ajutorul functiunilor de punct care definesc
aceste .din urmi repartitii. :

Teoremele I si II de mai sus rimin valabile si in cazul cind functiunile
de timp (40) i (41), care exprimi condifiile la borne, admit discontinuitiii
de prima specie, cum se poate ardta utilizind forma operafionald a ecua-
tiilor, care este deosebit de avantajoasd si In rezolvarea efectivd a pro-
blemei determinéirii -cimpului.

Introducind transformarea Laplace a funcfiunilor de imp (care
depind eventual §i de punect) f (M, ¢) sub forma '

T, p) = LIf (M, )] = Sw £ (3, et dt (56)

0

cu convenfia de a considera limita inferioard a intervalului de integrare
din (56) le stingae eventualelor puncte de discontinuitate din origine, res-
pectiv ale eventualelor singularitidti impulsive (de tipul 8 (¢))ale funcfiunii
f- Cu aceastd convenfie teorema derivirii are forma :

&

1 T
ﬂLJ—pﬂm fO, 0-),
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cind deriva_ta.i—{ este luatd in sens generalizat i poate include de ase-
M a
menea singularitifi impulsive in origine.

In formularea problemei generale momentul initial este acum mo-
mentul limitd ¢ = 0—, la stinga originii, iar condifiile inifiale (38), (39}
ian (cu v > 0) forma : : .

lim B (M, 0 — q) == BE(M, 0 —) =I,(M),

e ‘ (57)
lim H(M, 0 — =) = H (M, 0—) = I'\{M).

H=rD .

Cu aceste conventii formele operajionale ale ecuatiilor ctmpulus (35)
si (36) sint 1) '

rot H (M, p) — (pe + o) E (&8, p) = — ¥, (M), {58)

rot B (M, p) + pu H (M, p) = F, (M). " (59)

Conditiile de trecere {(37) si conditiile de frontierit (24), (25) si (26)
ritmin valabile pentru transformatele Laplace I (3, p) si E (M, p) ale

vectorilor-cimyp, iar condifitle la borne (40)51 (41) se seriu

O W, p)dr = L (p) (B =1,2,...,1), (60)
JIL.CE

(") :

| E(M,p)dr =T, (p) (j=L+L1+2.,n—1) (61)

(i) I::Cj:zC:J

Din aceste relatii se obfin doud consecinte integrale, formal analoge
teoremei (17), (33) a energiei electromagnetice, dar care nu reprezintd niei
transformarea Laplace o ecuatiel care exprimi aceastd teoremd — deoarece
regula de transformare a produselor de functiuni de timp nu duce la
produse obisnuite ale imaginilor, c¢i la produse de convolufie in planul

complex — i nici nu au interpretarea energeticd a relapiei (17). Una din

consecinfele integrale este relafia ;
w—1
Y Vi@ I (p) = — ([> (ExH)n 38 =
k=1 Jz

(pH2 4 <E?) Sv — S  {EF, +pHE,) 5

Py

cE28@+pS

S@g Ds

care va permite interpretarea unor valori limitd ale parametrilor tranzi-
torii caracteristici cireunitelor, in special sub forma de mai jos, stabilité
pentru conditil initiale de repaus (F, =0, F, =0)

#—-1 1
P T L) = o@Rro +{ T 4 = BRI (6
b=l P JDyx Dy,

1y Nolim cu lilere grase, dreple, transformalele Laplace ale vectorilor clmp.

— 454
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Cea de-a doua dintre consecinjele integrale este relafia

SV o) ) = — § (Bxum a5 = |
k=1 . .

cEE*§v |
b Dy :

(64)

g S@ wHH* 80 —§—_p"5@ <EE* 5v ‘_S@ [WH*F, + <EF,] s,

in care asteriscul indici méirimi complex conjugate — §i care permite

‘generalizarea teorcmel de unicitate a solufiilor §i pentru cazul in care

functiunile de timp considerate au discontinuitifi (in special in origine),
cu conditia ca transformatele lor Laplace si aibi sens .

Tn adeviir din (64) rezultd [cu Re {p} > 0,6 >0, c¢ > 0, p > 0] ci
ecuatiile (58) si (59) omogene (adicd cu F, =0, F, = 0), cu condifii
la borne (60) si (61) omogene (adicd eu I, (p) =0, V,(p} = 0), admit
numai solutii identic nule (E (M, p) = 0, M (M, p) = 0), deoarece pro-
dusele EE* si HH* sint pozitiv definite. Ca urmare, prinfr-un rafiona-
ment analog celui utilizat la demonstrarea teoremei a TI-a de mai sus,
rezultd i solutiile ecuatiilor neomogene (58) si (59) sint univoe determi-
nate de conditiile la borne ncomogene (60) si (61) formulate cu transforma-
tele Laplace ale mirimilor aplicate la borne si de repartifiile inigiale (la
t = 0—), (87) ale cimpurilor clectric si magnetic.

Rezolvind ecuatiile operationale (58) si (59) se obfin imaginile
Laplace ale vectorilor-cimp i prin inversiune functiunile de timp respec-

* tive. Dupi determinarea imaginii Laplace 7 (M, p) se pot calcula valorile.

limit# la drveapta, in origine, ale oriciirei functiuni de timp f(M,1) cu
teorema valorilor inifiale . ' _
lim [pF (M, p)) = Uim f (M, 1) = f (I, 0+). (65)
P ‘L0
Tn funetie de conditiile la borne adoptate si de regimul considerat,
este posibil s se constate existenta unor discontinuititi in origine :

E (M, 0+) % F (M) = E(M,0—), }

(66)
(M, 0+) 5 B (M) = H(M, 0—).

3. TEOREMA SUPERI'OZITIEI !;iI‘IlIEI.ATHLE DINTRE TEXSIUNI S0 CULRENTI
PENTRU UN ELEMENT DE CIRCUIT MULTIPOLAR

Sub formii operafionals conditiile la borne (60) si (61) sinb indepen-
dente de condifiile initiale (57), deoarece imaginile Laplace H (3, p).si
E (M, p) ale vectorilor-cimp nu sint afectate de existenta unor eventuale
discontinuititi de forma (66) ale vectorilor-cimp, in origine.

Se poate demonstra deci imediat superpozifia solufiilor.

Fie
{F(M); BP0 ;5 IP (p); VI ()}« - (67)

1) Dacd discontinuitdlile sinl de tipul 8(0), 3y, ele., ,functiunile” de timp couside-
rale au sensul generalizal de distribufii.
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un ansamblu de condifii de forma {57), (60) si (61), care conform teoremei
de unicitate determinii univoe o solufie cmmcterma,tm de vectorii cimp

. E = E®(JM, p), H = H“’(M, P). (67")
Fie
{E A PO ; Y A, FO(M); E NIPD); XAV p)} (68)

&

i' un ansamblu de conditii de forma (57), (60) si (61), definit de 0 combinajie
i lineard §i omogen#® cu coeficienfii 2, a condifiilor (67).
| Tie

i E (M, p) = ¥ 3 B9 (I, p); H (M, p) = %2, H® (I, ) (68

combinatiile lineare corespunzitoare ale vectorilor cimyp (67'). Pe baza
| linearitdfii ecuatiilor i folosind teorema de unicitate rezulté :

: TEOREMA ¢ I1I-a (Qe superpozitie) : . Dacd tn condifiile de unicilale

(67) solugiile ecuajiilor operafionale (58), (89) sitnt (G7'), atunci in condijiile
de unicitate (68), definile de o combinafic lineard si omogend a condifiilor
(67), solutiile ecuajiilor operajionale (58), (69)stnt date de combinalia lineard
st omogend (G8"), cu acceasi cogficienti, a solutiilor (677).
i Teorema superpozitiei permite prezentarea unor condifii de unicitate
i complexe ca reuniunea unor condifii de unicitate disjuncte si mai simple,
b care permit obfinerea solutiilor generale ale ecuatiilor prin suprapunerea
4 solufiilor unor probleme particulare corespunzitoare acelor condifii mai
‘ simple.

In particular, solufia generald a ecuafiilor (58), (59) poate fi consi-

deratdi ca o superpozifie a solutiilor corespunzitoare unor condifii inifiale
[ omogene (de repaus) cu conditii la borne neomogene si a solutiilor cores-
| punzitoare unor condifil 1m§,1ale neomogene cu con(hyn la borne omogene.
i In acest fel se pot separa in solujii termenii care depind de condifisle inifiale
de cimyp (67) de cel care depind de condifiile la borne (60), (61), adicé de
inleraciiuned cu exleriorul. :
I Vom ciuta solufiile ecuatiilor (57)—(61) prin superpozifie in urmi-
toarele doud situatfii extreme de formulare a condifiilor la borne : fie ¢ind
pentru toate cele n — 1 borne ,,independente” se dau curenfii adusi din
} exterior (ceea ce corespunde cazului I = % — 1 in relatiile (60) si (61});
— fie ¢ind pentru toate cele n — 1 borne ,,independente” se dau potentia-
lele faté de borna (n) de referinf# (ceea ce corespunde cazului 1==0 in rela-
i tiille (60) si (61)), determinind de fiecare datéi relatiile dintre miérimile
il la borne date i mirimile la borne necunoscute.

3.1. Exprimarea potenfialelor hornelor in funcjiune de euren(ii adusi din exterior.

Ciutim solutiile E (3, p) si M (M, p) ale ceuatiilor operationalo
I (58) (39) cu conditiile la borne

i
‘ -

(J) (3, p)dr =TI, () (% '= 1,2, ..,m —1) (69)
1% .
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sub forma

n—1 .
E (M, p) = Y, of (3, p) - pL(p) + Ei (M, p), (70)
k=1
-1 . . ’
H (M, p) =S, W (31, p) - pL(p) + M (M, ). (11)
: k=1 - :

‘Tn aceste relafii: -

a) E2 (3L, p) si HY (M, p) sint solutiile acestor ecuatil determinate
exclusiv de conditiile initiale de cimp F, () si F, (M), adicd cu condifiile
la‘borne omogenc : : :

‘} HY (M,p)dr =0 (i=1,2,..,72~1) o (72)
g S ;

corespunzitoare unui regim de mers in gol la toate bornele.
D) ek (M, p) si W (M, p) (cu k=12, ...,% —1) sint solufiile
ccuafiilor omogene -
rob ¥ — (pe 4 o) ef = 0, (73)
rot ef + pulbi =0, (14

cu condifiile de frontieri si de trecere omogene corespunzitoare relatiilor
(24) (26) si (37) si cu conditiile la borne (¢ =1,2, ..., 2 —1):

- 1. _ .
(4] ]l"i (JLII, :p) d.‘r = S*L; (akk = 1; 8_”\. == 0, 3 '_7‘1—' k)o (75)
J s ) P :

Aceste solutii sint corespunzitoare alimentérii circuitului prin hor-
nele (k) cu eite un singur curent treaptd unitate care se intoarce prin born
(n} de referinti, toate celelalte borne fiind lisate in gol, in condifii inifiale
de ,repaus” (F, (M) =0, F, (M) = 0). S o

Din cauza linearititii ecuadiilor e ugor de verificat cu ajutorul teo-
remei de unicitate ci soluiiile (70) si (71) corespund efectiv problemei
generale puse. . ' :

Presupunind rezolvate cele # probleme parfiale considerate, imagi-
nile V,(p) ale potengialelor bornelor pot fi calculate cn (61) 51 (70) si se
obfin relatii de forma :

w—1 .

Vi) =% Zu(0) L) + Vilp) (G=212,..,2-1)  (76)

k=l - .

in care
=0}
Zn)=p\  et(M,p)dr (k=12 ,0=1), (17
o SiDeyy, .

sint smpcdantele operagionale de intrare (k == j) si de transfer (k = §) dintre
bornele (%) st borna (j), iar

/ R
={n

T’?'('P):S "B (M, p) ar - (78)

UJ(?J.,, :

—457 -



h

. ' £ .
874 R. RADULET, A. TIMOTIN s5i A. TUGULEA : C 18

este imaginea lensiwnii care se stabiloste intre borna (j) st borna () cind
toate bornele stut intrerupte (la ¢ = 0 +) tar circuitul cvolucazd cxclustv
sub actiunea condifiilor inifiale de ¢tmp (dela t = 0-).

,Dacit
') : 7
Lall) = ,e'"l“ o5 (2, p) dr —9’—’]
h . P
sint potentialele instantanee la bornele (j) cind (in condifii inifiale de ,,re-
paus”) se injecteazd un curent unitate prin borna (%), cu intoarcere prin
borna (n) (celelalte fiind in gol), iar ,

(1) = L7 V()] (80)
¢ potentialul instantanen al bornei (j) determinat (la mers in gol) de con-
ditiile inifiale, relatiile in valori instantanee caracteristice multipolului se
deduc din (76) si (77) cu teorema produsului imaginilor (Borel} si cu teo-
rema derivirii, sub forma : :

d = vy s . . : \
0; (1) =}, _d—tS i (t—8) i (B)AE - ¥ (1), (J=1,2,...,n—1)  (81)
14 1}

Functiunile Z;, (1) sint funciiunile de rdspuns tranzitoriu la alimentarca
cu curenii wnitate, ta regian de mers n gol, si pot caracteriza multipolul din
punctul de vedere al interacfiunii lui cu exteriorul. Aceste functiuni sint
nule pentru ¢ << 0 ,

Lty =0,1 <0 Gy ke ==1,2,..., n—1) (82)
si au dimensiunea unor impedante.

{1

= 071 (79)

3.2, BExprimarea curengilor adusl din exterlor in [une june de potenfinlele hornelor
I { 5

Yiutim solutiile E(AM, p) i W (3, p) ale ecualiilor operationale
(61) — (64), cu condifia la borne

(wy *t

S E(M, p)dr = Vi(p) (l=1,2,...,10—1) (83)
"”Cm
“sub forma
-1
E(M,p) = Y, ek(M, p)-pVi(p) + BR(d, p) (84}
=1 . .
n=—1
H(M, ) = % b (M, p) - pVi(p) + BR(H, p) (85)
' =1 ' -

In aceste velafii:

a) EX (M, p) s1 HY (M, p) sinb solutiile acestor ecuatii determinate
exclusiv de conditiile initiale de eimp F,. (M) si £, (1), adici cu condi-
tiile la borne omogence

(€2 .
S ES (M, p) dr = 0 (i=1,2,...,0—1)  (86)
mci:tl ) N

corespunzitoare unui regim de gseurteireuit 1a toate bornele.

Z45g -
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. b) ek (M, p) si hif(M,p) cul=1,2,..., »n —1 sint solufiile ecua-
tiilor omogene '
rot iy — (pe + o) ef =0, (87)

rot el + pphis = 0, (88)

cu conditiile de frontierd si de trecercomogene corespunzitoare relafiilor
(24) (26) si (37) si.cu conditiile la borne (i =1, 2,..., n—1):

m .
S ch(ﬂf, ‘p) dT =—1— 8“; (8” = 1; 851 = 0, 7,%& l)- (89)
Y2

b ciu

_ Aceste solufii sint corespunzitoare alimentiirii circuitului cu cifc o
singuri tensiune treaptd unitate intre borna (I) si borna (n) de referin{i,
toate celelalte borne fiind scurteircuitate la borna de referintd, in condifil
initiale de repaus (F, (M) =0, I, (M) = 0). '

Din cauza linearititil ecuatiilor e usor de verificat cu ajutorul teo-
remei de unicitate cit solufiile (84) i (85) corespund efectiv problemei
generale puse. ‘ '

Presupunind rezolvate cele # probleme parfiale considerate, imagi-
nile I, (p) ale curentilor pot fi calculate cu (60) 5i (85) §i se obfin relafii do
forma

n--1

T(p) =Y, Yulp) Vi(p) + I5(p) (b=1,2,...,n-1}, {90}
=1 ’ :
in care '

Y., (p) = p <J) “hig (3, p) dr G=1,2,...,0—1)  (91)

Iy

sint admitantele operationale de intrare (k = 1) si de transfer (k == 1) dintre
bornele (1) si borna (k), iar C- :

i) = J Hg; (M, p) dr (92)
v l‘k
este imaginea curentului care trece prin conductorul bornei (k) ctnd toate
bornele sint scurtcireuitate (la 1 = 0 4-) intre ele, dar circuwilul evolueazd
exclusiv sub aciinnea condifitlor inifiale de cimp {de la 1 = 0—)

Daci

Y.
N (8) = £71 H; hi; (37, p) de'] = 071 [M] (93)
; p
sinf, curentii instantanei care intrd prin bornele (k) cind (in condifil ini-
tiale de repaus) se aplicih o tensiune unitate intre borna (I) 51 borna (%) de
referinté (celelalte fiind scurteircuitate), iar

QW =LYy e (94)

este curentnl instantaneu din borna (k) determinat (Ia mersul in seurteir-
cuit) de conditiile inifialo, relafiile in valori instantanee caracteristice mulfi-

I';
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polului se deduc din (90) si (91) cu teorema produsului imaginilor (Borel)
i cu teorema derivirii, sub forma : :

. n-1 d -]
W =%

' a§1 dt

‘ Functiunile .y, (1) sint funcfiunile de rdspuns tranzitoriu, tn regim de
scurtcirewit, la alimentarea cu poteniiale unitate 5i pot caracteriza multipolul
din punctul de vedere al interacfiunii lui cu exteriorul. Aceste funcfiuni
sint nule pentru ¢ <-0 '

na(l) =0, 1<0 (k =1,2...,m) (96)

si an dimensiunile unor admilanie. ),
, Tinind seama de relatiile (84) si (97) rezultd intre mdrimile Z; (p),
Vp) §i Y,(p), I2(p). relatiile | -

" (=0 izt 07

Mt —2) 0 (B A8 + 8200, (k=1,2,...,m—1).  (95)
¢ .

Y, Za(p) Y (p) = 3y i
Rl

=1 j=1,
{adicd matricile corespunzitoare sint inverse una alteia) si
. : 7n-1 : - i -1
Vi) = — ¥ Zu(0) Ti(p) 5 IRpy = — ¥ Yulp) ¥i(p), (98)
LEEN {=1

care permit determinaren unora in funclic de celelalte.

Tinind secama de analiza efectuati in §§ 2 si 3 rezultii wrmitoarele :

Caracterizarea regimurilor circuitelor lineare nefiliforme §i cu pier-
deri suplementare de puterc se poate face cu ajutorul valorilor instantanee
ale tensiunilor la borne si ale curenfilor daci clementele de circuit pot fi
definite cu ajutorul unor suprafcle de separafic po cave si fio sabtisficute
condifiile (24), (25} si (26) si numai in condifii inifiale de repaus (la ¢t =
= 0—). Efectul condifiilor initiale consistd In aparifia unor termeni
aditivi In expresiile mirimilor de la borne, termeni care — fiind in general
determinafi de repartifia initiali a cimpului magnetic si electric (In regim
cuasistationar, a densitiitilor de curent si de sarcind) — nu sint univoc
determinaie de valorile indfiale ale mdrimilor la borne. Spre deosebire de cazul
circuitelor filiforme, conditiile inifiale de c¢imp nu pot fi deei inlocuite prin
surse fietive echivalente lor. In absenta condifiilor initiale de cimp, rela-
tiile in valori instantanee dintre tensiuni $i curenfi sint integrale de con-
volutie de forma celor din relafiile (81) sau (93) ireductibile in general
la ccunatii diferentiale cu coeficienti constan{i de forma (1), (2), (3), dato-
Tith caracterulul transcendent al functiunilor de p reprezentate de im-
pedanfele si admitantele operationale. Elementele de circuit néfiliforme
si cu pierderi suplementare nu admit, in general, scheme echivalente cu
elemente de cirecuit ideale in numdir finit.

4. PARAMETRIL '.l'RAt\'ZlTOlllI Al ELEMENTELOR DI CIRCULT NEFILIFORME

In cele ce urmeazd vom considers numai condigii initiale de repaus
(F, (M) = 0, F, ()} = 0), cu scopul de a introduce parametrl tranzitorii
adeevali caractervizivil elementolor nefiliforme de cireuit din punetul do
vedeve al relatiilor dintre tensiunile la borne gi curen{i. In astfel de con-

R |
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ditii, aceste relafii [(76), (81), (90) si (95)] ian formele omogene Operd-
tionale o

Vi)=Y, Zu (0) Le(p)y ©(99)

fn-1

L) ="5 Tup) Vilp)h (100)
I =1

Tespectiv in valori instantanee

v;(t) == nil < S“" Gin (b —E) 1 (8) AE 5

101)
k=1 dtv ( T

) =% o -G B & (102)

=1 -0

Tuncfiunile de rispuns tranzitorin L () = £71 {Z,. (p)/p]Tespectiv
N lt) = L1 [ Y (p)fp] depind numai de structura elementului de circuit -
oricare ar fi regimul Iui de functionare. Cu toate acestea ele nu sint adec-
vate pentru a fl utilizate in aplicafil ca parametri tranzitorii ai unui| astfel
de element din urmiitoarele motive :

fn majoritatea aplicatiilor referitoare la problemele de regim cvasis-
tationar funcfiunile T; (2) sau ny. () includ singularititi de tip 3 (¢) in ori-
gine. De aceea integralele de convolutie (101) si (102) au fost serise cu
aceste Tunctiuni luate in momentele retardate t—§, iar intervalul de inte-
grare a fost extins ping la infinit pentru a include singunlaritatea din momen-
tul £ =1, desi pentru & > ¢ integrandul respectiv se anuleazd. Astfel in
cazul circuitulul filiform (r, 1)-seric existd relatiile | :

Z(p) =+l = c(i)=£-1[5~‘ﬂ]=1(t)?-+8(z)z, (103)
Y (p) P

iar in cazul circuitului filiform (g, ¢) -paralel existd relafiile

Y=g tpo= i al) = £ T =10 g +3t0e (108
z(p) . P g

Prezenta singularitidfilor & (¢) in functiunile de r#spuns tranzitoriu
caracteristice elementului de eircuit face principial imposibild determinarea
lor experimentali. Tofodatd din punctul de vedere metodologic intereseazd
acei parametri tranzitorii care pot fi generalizarea naturald 2 parametrilor
constanti r, g, I 5i ¢ ai elementelor ideale de circuit §i anume care coincid
cu acesti parametri constanti ca valori asimptoptice sau in cazul ¢ind aproxi-
matiile teoriei eircuitelor filiforme si fird pierderi suplementare sint practic

‘acceptabile. Cum functiunile de raspuns tranzitoriu care intervin in rela-

tifle (101) si (102) prezintd inconvenjentul prezenfei ,functiunilor” 3(1)
gi totodatd nu se reduc la parametrii obignuifi in cazul circuitelor filiforme,
cum se poate observa din relafiile (103) si (104), in cele ce urmoazd se VOr

introduce parametri tranzitorii care si nu prezinte aceste inconveniente.

12 - ¢, 3831

41 -
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" 1.1. Element] de circuit dipolar

 Considerim un element de circuib dipolar {n = 2), linear gl pasiv
(v. fig. 2), in conditil initiale de repaus, pentru a introduce parametri
tranzitorii care s indeplineased conditiile menfionate mai sus. Regimul
elementului de cireuit dipolar poate fi caracterizat prin tensiunea la borne

instantanee

u(t);sm E(M, 1) dr = L7 [U ()]  (105)

MICCE

cu imé,ginea, Laplace
)
v ={  EOLp) @=Ll
M ICCT)
_ (106)
sau prin curenful instantaneu

i () =j( I (M, 1) dr = L7 [1(p)]
he (107)

b

cu imaginea Laplacc

I(p) = (ff) H{M,p)dr = L[i(1)]

nCcs

(108}
Fig. 2. — Element de circuit dipolar, In acest caz particular, relatiile
linear §i pasiv. (99), (100), (97), si respectiv (63), iau
formele
Up) =2Z(p)-I(p), I(p) = Y(p) Ulp) (109}
Z{p) X (p) =1, (110}

" respectiv

pU(p)-I(p) = pZ(p)- I*(p) = pY (p)- U*(p) =
1

S o (pE)® 5v + S ' [w(pH) 4 =(pEPIse.  (111)
P Iy JDs M

Tn cazul injectirii anui curent treaptd @ (1) = I, I(t) cu I(p) == L,/p
se obfine din aceastd relafie egalitatea

Ulp) _Zp) _ 1 [S L o3y a,b.] +
P=Tg 240}

Iy P Iip L)pe ©
1 . .
+ “—[S [ (pH)% -+ = (pE)?] Sv] : (112)
Iy s : : i=Ty100)

..a

462~
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In cazul aplicirii unei tenamm treapti u(t) = U, I(t) cu U(p) =
= U,/p se obyine din relafia (111) egalitatea

I{p) XY (p) 1 [ - ]
S = = — c{pE)? dv 4-
DO » UG_’p S@g ‘ : w=Ug 1(8)
+ L[S [ (pH)? + ¢ (pE)2] Sv]' )
UE fp}: w=Uy I(2)

Relatiile operafionale de mai sus permit si se interpreteze fizic
anumite expresii limitii cu ajutorul teoremei valorilor inifiale :

lim pF(p) = lllnf 1 =f(04), o (114)

N

si cu ajutorul teoremei valorilor finale (aplicabild numai dacd & (p) = L[f]

nu are singularitifi in semiplanul Re (p) > 0):

11111 pF{(p) = hm f = f(oo) (115)

In particular :

lim S c(pE)? dv =lim S = (pJ) S lJZ(M, 04)8v=p,(0+)>0,
nroe @.‘3 N0 @‘ COE G (116)
limS < (pE)? sv w\ SE2(M, 0 +) 30 = 2W,(0 +) > 0, (117)
nros (/)2 )

lim S L (pH)? 50 = g HIIZ(M 0-+) S0 =2W,,(04) >0, (118)
p=>o0 CDL 27

iar

B30 n=+0 {D:: G @.‘.‘. G (119),
limS < (pE) 5v :S B (M, 50) Sv = 2W,(c0) > 0, (120)
p=+0 @.‘.‘. (D}.'. i .

11'1115 w (pID)2 S :S wII2 (M, 00) S0 = 21, (00) > 0, . a2
0 @.‘.‘. {01‘. . .

dacd toate aceste limite existi.

Cu ajutorul ecuatiilor (58), (59) si al conditiilor la bome (106), (108),
in condifii initiale de repaus (F, (M) = 0, F,, (M) = 0), se poatie demonstra
existentn urmitoarclor limite, 1ef0111.oa,1e la. valorile inifiale ale puterii
disipate p (1), ale energiei magnetice W, (1) si ale energiei electrice W, (1) la

- 4R~

limS o (pE)? v = limS L iparse = S L a0, 00) 80 =p,(00) > 0,°
D
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injectarea unui curent treapté i(t) = T,1(t) sau la aplicarea unei tensiuni
treaptid « () = U, I{1):

lim — [S L Bv] =0, . (122)
preo [5P Dy © i=I ity
lim -—— [S o (PE)2 3 =0, | (123)
P=ro UGP (DE' Ju=tg 18y .
lim -l— [g w (pH)? & ='%—(‘)i+—) >0, (124)
e TG , '@z di=nuth I i=TIq 108}
9

lim — [S < (pE)? 3 _2WL04) —0, (125)
pioe 5 (DE li=rgne I i=Iq it

- . 4
lim = h o (pH)2 5 _ 2W.(0+) =0, (126)
i3 oo 0 fpz Ju=w, 1) Us , u="U, 1t} .

’

lim —:—1'—) [S c (pE)* 81;] - w
v Uj Dy u=Lg 1t8) Us el 1)

Tn adevir, in regim general variabil nu s¢ neglijeazi in ccuafiile cim-
pului (61), (62) niei fenomenul inducfici electromagnetice (nu s consideri
formal p = 0, v. § 4.2) si nici curentul de deplasare {(nu se considerd formal
¢ = 0,v. §4.3). Dar in acest caz ecuatiile eimpului admit numai solufii sub
formi de unde cu vitezd de front finitd. 1in acest motiv, in condifiile ini-
tiale de repaus, la aplicarea anei tensiuni treaptd w = U, I(t) sau la injec-
tares unui curent treaptd i = I, I(1), cimpul electric 51 cimpul magnetic
din Dy sint nule la ¢ pozitiv i arbitrar de mic, peste tot, cu exceptia unei
veeinitifl de misurd arbitrar de micii a suprafetel de separatie - Z, astiel
cd. integralele (122)—(127) sing sigur nule nu numai la ¢ = 0 — {condifii
initiale de repaus), cigilat =0 4.

fn §§ 4.2 i 4.3 vom demonstra ¢l pentru regimul cvasistationar
aceastd proprietate se pistreazd pentru toate aceste integrale; exceptind
pentru una dintre integralele (124) sau (127) care poate avea o valoare
diferitd de zero, dar finitd, in condiiile la borne ardtabe. :

Din relafiile de mai sus, cu {112) i (113) rezultd cf existi §i limitele
pozitive sau nule '

I

> 0. (127).

proee P I?"} |i==Tg I(t)
respectiv
t
¢(0+) = lim X(p) _ 2V, (_?+) I , - (129)
P P U3 by =T, (1)

pe care — in acord cu interpretarea epergeticd cunoscutd a inducbivitdii,
respectiv capacitifii — le vom numi inductivitate initiald, respectiv capa-
citate imitiald ale elementului de civeuit dipolar.

— 4t ~
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In cazul elementelor de circuit reale, cu pierderi( c=5=0 sii #* 0
G
intr-un subdomeniu finit $i conex al lui Dg, care include si bornele de
a;cces) existi si limitele‘pozitujve (v. (112), (113}, (119))

. i _
: ry=limZ(p) =-p,e0)| >0, (130)
r-ro R £ i=I, 1tt) :
respectiv
. 1
gy =1im Y (p) = — pJ(oo)I > 0, (131)
el Uﬁ lu=U° It}

egale cu rezistenia de curenl continuu, respectiv conductanie de curent con-
tinun ale elementului de circuif, legate prin relatia

T e =1 : (132)

care rezultd imediat din (110).

Numai in cazul unor circuite idealizate, cu pirti firi pierderi, putem
aven sau 7, = 0 §i g, = oo (existii o cale perfeet conductoare intre cele
doudi borne de acces, datoriti, de exemplu, unei bobine ideale conectati
in paralel cu orice alte elementeé) saw g, = 0 §i ry = oo {nu existii nici o
cale condyctoare intre borne, datoriti, de exemplu, unui condensator ideal
conectat in serie cu orice alte elemente). In cele ce urmeazi vom presupune
de obicel cit operim cu elemente de circuit reale, pentru care ambele limite
(130) si {131) existd si vom considera cazurile idealizate ale elementelor
fard pierderi numai prin irecere la limitd tn expresiile finale ou

7y — 0 (gg = o0} (133)

ddcs rezistenta de curent continuu e practic neglijabild, sau cu
. G —> 0 (rg >0} - (134)
daci conducta,nt.z‘i, de curent cbntinuu & practic neglijabild. - ,
Tinind seama de existenta limitelor (128), (129), (130) 51 (131}, vom
defini pentru elementul de cirenit dipolar in funefiune de impedant{a lui
operafionald 7 {p), respectiv de admitan{a Iui operationald ¥ (p) = 1/Z (p),

wrmitorii parametri tranzitorii, functinni de timp caracteristice elementu-
lui si definite pentru 7 € (0, c0): '

rezistenia tranzitorie

r(l) = L [RO] g,gq[.éﬁﬂl  lim éj_mJ' . 135)
. P =0 P ‘
cu imaginea Laplace , .
Z{p) Z(p) _Z(p

Rip) = 20} == P — Tim L_104);  (136)

] oo }n _'p

~ 465 -
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conductania transitorie

g(t) = L4 [G(p)] = ;[1—2‘33—) —lim 5—}?”—)J s
) n-»c0

cu imaginea Laplace
: ; r
Gp)= LM = Xp)_ lim Yp) _ Y(p)
) P p=roo 2). P

—c(0+);  (138)

inductivitatea tranzitorie (dacd g, = 0) -

L(1) = £ (D)) = L7 [i (Z(p) —1im Z(m)] (139)

o
“ =30

¢u imaginea Laplace

Lip) = L[] = ;—Q(Z(z)> —lim % (p)) = i‘—?’;—“?— L (140
= - P .
capacitatea tranzitoric (dacd r, 7 0)
oy = 2710w = 27| (¥ () — lim ron]. (141)
p ' ) 7=+0 -

cu imaginea Laplace

C) = L16] == (T () —lim Tpy) = 2=l (1a)
p? 250 p¥
Mirimile » (¢), ¢ (8), 1 {#) 5 ¢ (¢) an fost nwmite ca mai sus deoarece au efectiv
dimensiunile rezistentei, conductantei, inductivitifii i capacititii. Imagi-
nile Laplace ale lor, R (p), G (p), L (p) 51 C(p) —1in opozitie cu imaginile
Carson — nu mai an aceleasi dimensiuni, deoarcee transformarea (56) nu
pastreazfi dimensiunile. Do aceea nw vor fi, numite rezisten{d operafionald,
conductantd operationali, inductivitate operajionald, capacitate operatio-
nali. Pentru acelasi motiv originalele z(f) = .£7([Z (p)], respectiv y () =
= 27 ¥ (p)], ale impedantei operationale, respectiv admitantel operatio-
nale nu trebuie. numite impedantd tranzitorie, respectiv admitantd tranzi-
torie. Terminologia introdusd aici pistreazd denumirile cunoscute din teoria
regimului stationar pentru méirimi cu aceleasi dimensiuni caracteristice
studinlui in valori instantanee (rezistenta, conductanta, inductivitates gi
capacitatea) i denumirile cunoscute din teoria reprezentirii in complex
pentru mirimi operationale cu aceeasi dimensiune (impedan{#, admitanti).
Se verificid imediat cé existd limitele

Im R(p) =0, im G(p) =0, im Lp) =0, lim ¢ (p) =0 (143)

T-roc P Ny Pp

de unde rezultd i functiunile (136), (138), (140) 51 (142) satisfac o condifie
necesard cerubd unci funcfiuni imagine [7). Parametrii tranzitorii cores-
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- punzidtori sint funecfiuni de timp mnesingulare, identic nule pentru ¢ <0

{desi in general valorile lor inifiale, la ¢ = 0 + , sint diferite de zero)
r() =03 g(t) =03 U(t) =0; ¢(t) =0 (t.-<0) (144)

Utilizarea transformirii Laplace propriu-zise, in locul transformrii
Laplace — Carson, ale cirel imagini provin din 1n1nu1tnea, imaginilor
Laplace cu p §i care piistreazi dimensiunile, nu reflectd nimiec esentla,l
Daci s-ar fi opemt cu imaginile Carson, s-ar fi obfinut alte relafii intre
imaginile parametrilor tmnzmom (uneon mai simple), dar relatiile fmale,
in valori instantanee, ar fi fost aceleasi.

Parametrii transitorii (1), g(t), U(t), ¢(t) mai au urmitoarele proprie-
té{i remarcabile : :

1. Pentru un circuit filiform (r, l) — serievezistenta trzi.nzitorie siinduc-
tivitatea tranzitorie sint constante gi eoincid cu rezistenga si inductivitatea
definite in regim stationar

ety = L)y L) = 1) L. (145)
. Demonstrafia rezultd din (133), (136), (137) si (138) cu ‘
Z (p} =r+pt B(p) =rfp 51 L(p) = lp.

. Pentru un cireuit fitiform (g, ¢) — paralel conductanfa tranzitorie §i
capamtatea tranzitorie sint constante §i coincid cu conductmtm st capaci-
tatea definite in regim stalionar _

gty = 1(t) g5 o) = I(t) o - (146)
Demonstrafia rezults din (139), (140), (141) 5i (142) cu

Y(p) = g 4 pe, G(p) = glp 51 C(p) = ¢fp.

3. Intre impedania operationald, vespectiv admitania operajionald
si imaginile parametrilor tranzitorii rezult® relafiile

i Z(p)=pU0+ )+ pR(p) =1 - p? L(p) |=% (147)'

- - ;', I . B
| Tw =0 20 =g + 200 [=Z 0
4. Valorile limitd tn origine ale inductivitipii tranzitorii, respectiv

capacitdtili tranzitoril, sint chiar induectivitatea inifiald (128), respectiv
capacitatea inifiald (129)

liml(f) =lim pL(p) = lim 20 2@ _ 04y > (149)
{40 Pros prm P .
lim ¢ (1) = lim PO(p) = lim r.(?) ¢(0+) > 0. (150)

Demonstratia rezultd: din (139), respectiv (141}, cu (130), respeetiv
(131). -

1
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5. in regim general variabil atit inductivitatea initiald cit $icapaci-
tatea initiald sint nule _

¢(0-+)=0; L{0+)=0;(c0,pF0) (151)

1n adevir am demonstrat mai sus ¢i in regim general variabil inte-

gralele (124) §i (127) sint sigur nule (§i odatd cu ele parametrii iniiali

(128) si ’\(129) ) ‘
6. In regim cuasistalionar cel mult una dintre mirimile inifiale

104 )sic(0+) este diferitd de zero, deoarece in general

10+ ) ¢(0+)=0. (152}
Demonstrafia, rezultd din (110) cu (128) 5i (129). Dach a
' 1(0+ )50, ¢c(0+)=0 ~ (153)
clementul de circuit este de tip inductiv, iar daci
1O +)=0, ¢(0+)5F0 (154)

elementul de cireuit este de tip capacitiv.
7. Valoarea asimploticd o rezistenfel tranzitorii e egali cu rezistenfa
de cureni continuw a elementului (dacd e diferiti de zero)

7 (00) =lim r(t) = ﬁ}ﬁ pR(p) = 1> 0. . (155)

Demonstrafia rezultd cu (136}, (128) si (130). )

Pentru elemente idealizate, cu r,=0, aceastd proprietate poate s nu
existe, deoarece teorema valorilor finale (115) nu mai e aplicabild, R(p)
avind poli imaginari. §

3. Valoarea asimploticd a conductanfel tranzitorii e egali cu condue-
tanta de curent continuw a clementului (dacd aceasta e diferitd de zero)

g (o00) = lim g(t) = lim pG(p) = Go> 0. - (156)

{-> 0 P>
Démonstmt.-ia rezultd cu (138), (129) 31 (131). Pentru elemente idealizate
cu =0 .acea-stzi proprietate poate sd nu existe, pentru ci G (p) are poli

imaginarl. \
9. Intre valorile asimpiotice ale inductiviti{il franzitorii gi capacitifii

tranzitorii existd relafia

ro¢(00) + gol(00) =0 (ro= 0y o 0) . (157)
Tn adeviir, cu (110), (132), (147) r;.i (148) se obfine relafia .
PLp) C@) +rp C@)+gp L) =0 (158)
din care, cu p — 0 §i dacd existd limitele _ _
¢ (00) = lim ¢(f) = lim p C(p), _ (159)
. [-roo 0 - .
] (co) = lm I {f) =1lim p L(p), (160}
tya 7=+ *

rezulti (157).

— 4B -
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10. Intre parametrii tranzitoris »(t) si U(t), respectiv g(t) s (i) existi
relatiile

) =1y + g—: (1> 0), (161)
i
| L(t) = KO-+) + S (r(—rgdt  (@3>0), (162)
respectiv |

g.(0) = g +g—: (> 0), (163)

-
i v

cy=c0+)+ | @h—gidt”  @>0. (164

~1
Aceste relafii rezultd imediat din relatiile (147) i (148) puse sub
forma s ' '

R(p) = ’l—) + pL (p)—L (0+) (165)

G(p) = 9; + pC(p)—c (0F) (166)

utilizind teorema deriviirii si (144).
11. Intre parametrii tranzitorii r (1) §i g (1), respectiv { () st ¢ (i),
existii relatiile : '
' 3
¢(0+)r@) +L0+)g )+ S r(1—E) g (&) dg =1, (> 0) (167)
o

respeetiv (daci », 5 0, gy 0) ~
' d2 (¢ o
¢ (t) + gob (1) + @S Li—E)e(E)AE =0, (1>0). (168)
- 0

Aceste relatil rezultd din (110), (147), (148) si (152) puse sub forma
i ‘ 1 '
(0 +) B(p) +1(04) G(p) + E (p) G(p) = o (169)
respectiv din (158) pusd sub forn,ﬁa,
ro C(p) + gl (p) + P°L (p) G(p) =0 (170)

cu teoremele integririi si produsului imaginilor.. .
12. Intre valorile tnifiale (la 1 == 0 --"j ale parametrilor tranzitorii
existii relatia

¢ (0 + )7 (04) + ¢ (04) g(0+) =0 (171)

— 463~
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care se obtine din (167) cu {—0, dacd existd limitele
7 (0 +)=Hm »(t) si g0+ )= lim g (1)
{0 t=p0

4.2, Elementul de circuil dipolar inductiv in regim evusistafionar

In regim cvasistafionar i in afara dielectricului condensatoarelor se
neglijeazi densitatea curentului de deplasare, adicd efectul variatiel in
timp a cimpului electric asupra cimpului magnetic, care rezultidi astfel
nnivoe determinat de repartifia instantance a curengilor de conductie. Din
cauza inductiei electromagnetice, repartifia curentilor din conductoare nu
e cen, de regim stationar si variazé In timp. De aceea §i repartifia cimpului
magnetic e in general Yariabils in timp si nu permite definirea unei
inductivititi constante (v. si [3] [4]).

Tenatiile cimpului, sub forma operationald (58), (59) si in absenta
conditiilor initiale de cimp dan forma '

rot H (M, p)— cE (B3, p) =0, - } (172)
vot E (M, p) + p w H (M, p) = 0. B
Relatia (112) corespunzitoare este
A T w|_-6m)
P Ly iwrawn I JDg po I: JiDs i=It)

Aceste relatii se obtin formal din relatiile regimului nestafionar (53),

(39) si (112), in condifil inifiale de repaus cu valorile
e=0, g0, (174)

cave caracterizeazd clementele inductive in regim cvasistationar din punctul
de vedere al teoriel generale. :

Tn acestregim se demonstreazé (cu 172) teorema continuitiyii curentu-
Iui de conduchie s

div (¢ B (M, p)) = div J (I, p) =0 (175)

din care rezultd ¢t I (p) 5= 0 numal dach existd un tub de curent confinind
material conductor (¢ 5= 0) care uneste cele douil borne (fig. 3).

TRezistenta de curent continuu a unui element induetiv inregim cvasi-

stationar ¢ deci finité {(eventual nuli), adicd limita (130) existid

. C e 1

r, = lim Z (p) = {inita, (go = —= 0]- (176)

7-30 ) 70 .

Domeniul s pdate fi ’1‘1111):“1,1'5113‘ in doud subdomenii disjuncte : sub-

domeniul 72, multiplu conex, exterior”. conductoarelor, in care o =0 s
ecuatiile (172) se pob scrie

rot (pH (M, p)) =0 )
Y s 7
L ot B (I, p) + (pM (3L, p)) = O (M e D) (177

25

- 4570 -




-

31 PARAMETRII TRANZITORILI IN STUDIUL CIRCUITELOR NEFILIFORME $87

si subdomeniul interior Dy (eventual neconex, dacd existd piese con-

ductoare neconectate la borne §i inconjurate de mediul perfect izolant)
in care o == 0 §i ecuafiile (172) se pot scerie cu J = 6 E,

—1-—1-013 [p H (M, p)]—E(I, p) =0
)G '

11 F (M e D). (178)

= rot E + [pH(M, p)] =0

[+

Fig. 3. — LElement de circuit inducliv in regim evasistalionar.

Beuatiile (177) §i (178) cu conditiile de trecere (37) pe care le
vom scrie K . .
(By)y =" (Eghe;. (P Hy), = (p Hy), (179)
cu condifia la borne (108), care — in cazul injectirii unui curent treaptd

i=I,1{(1) = £ [Lfp] —se scrie sub forma

L

(J; p X (M, p) dr = I, (180)
I - .

admit in Dy o solutie unic. Din modul cum au fost serise relatiile rezultd
imediat efi vectorii-cimp pH si E corespunziitori acestei solupil depind
de p si de ¢ numal prin intermediul produsului po, adich sint funecfii de -
acest produs §i au aceleasl repartifii la toate valorile mirimilor p §i ¢
care satisfac conditia pe = constant. De aici rezultd imediat nurmitoarea
consecint®i : In regim cvasistationar, cimpul electromagnetic al unui
clement de civeuit induetiv, ciruia, in eondifii initiale de repaus, i se injec-
fteazit un curent treapti arc aceeasi repartitie asimptoticd a vectorilor-cimp



"

383 . R. RADULET, A. TIMOTIN si A. TUGULEA 32

pH (M, p) si E (M, p) fie lIa p—oo (o oarecare), fie la s—>oco (p oarecare).
In particular, din (178) rezulti (cu p J = rot pH)

lim E(M,p) =0

#e—4 0
1'1;-1330 pH (M, p)=0 (Mep,), (181)
lim pJ (M, p)=20

ro-pos
51, cu teorema valorilor inifiale,
0 (MeD;) ’

(182)
+0 (Med,)

H (3, 0+) = lim p H(M, p) = lim »p H (M, p) = {
HE Y- LE -] .
a dat » dat

. deoarece din (180) rezulti

~

(j, H (M, 04) dr = T,52 0. (183)
r, .

In aceste conditii, repariifia inifiald a cimpului magnetic este deci
identics cu repartitia care s-ar stabili, la aceiagi valoare a curentului dab,
daci conductivitatea ar fi infinitd in intreg subdomeniul interior, pentru o
acelasi configuratie geometrici a elementuluil.

La conductivitate infinit#, cu p oavecare si finit, rezultd din (181)
un cimp magnetie ingerior nul

W3, p) =0 (M Dy, (134)
si un cimp magnetic exterior determinabil univoe cu ecuafiile

vos H, (M, p) =0, divp M, (M, p) =0, (Memd,) (185)

cu conditiile de frontierd (pe suprafafa de separatie % yi pe suprafefele 8

ale conductoarelor, care separi domeniul exterior de cel interior) :

wWH, (M, p) =0 (M e =, Hed), (186)

(deoarece- 1 H, = 1 B,/u, = 1 B,Ju, = ——n H;=00cu (184)) si cu conditia
la. borne ’ '

b 102 =L (p) (187)
r,
Originalele ecuatiilor operationale (185), (186), (187), in care variabila
P nu mai apare explict, coineid cu ecuatiile unui cimp magnetic stafionar
produs in ipoteza unel conductivitifi infinite a conductoarelor.
De aici rezultd ci repartifia inifial% a cimpului magnetic la injec-

. tarea curentului treaptd in conditil inifiale de repaus e repartifia de regim

stationar asociati valorii date a curentului in cazul unei conductivitafi

- infinite a conductoarelor. Din (186) rezultidi ci suprafefele conductoarelor

— 472~
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sint suprafete de cimp pentru H,,iar repartifia curentului din conductoare
e strict superficiali cu densitatea lineard :

3. = vot, M ==n x H, | (188)

Enc;régia magneticd corespunzatoare, diferitii de zero dach prin ipotezd -
D, 7 9,

W’“_(OJF) =\@ —E:—I[",,'(IPI,O—I—) 8'0 = Aﬂrm. ext = 0 . (189)
h e ~ i::[o -

este energia magneticd cxterioard asociatsy valorii date a curenfului la con-

ductivitate infinitd a conductoarelor.

Se verificd fird dificultifi cd aceste proprieti i subsistd oricare ar fi variafia.

in timp a curentului injectat din exterior pentru ¢> 0, dacd I,=lim (%)
{0

e saltul de curent initial (i (0—) = 0). c

Tdentitatea dintre repartifia inifiald a cimpului magnetic §i repar-
tifia Iui corespunzitoare acelejasi valori a curentului in cazul unor conduc-
toare perfecte cu o aceeasi configurafie geometrich permite si se demons-
treze si existenta limitelor (122) si (124) a

lim = [S L iy SvJ —lim [S L (p3)2 0 —0, (190)
P Ia . @E pc i=I,ih gy 0 @Epc Ja==Toa(td b
IW . '
_h(iﬂ = hml—lﬂ— S p (p H)2 8'0-] =
I P=d perea I3 | Dy : Ji=rnh
= lim _1_ H w (p H)? va] = M > 0 (191)
o I3 LMD, it o1t h .

(tinind seama de (181)). :

Si relafia (125) e satisfheuts. datorits condifiel (174); din acelagi
motiv se anuleazii si expresia (127). Relatiile (123) §i (126) se demon-
streazd pe o cale analogi. '

Cu (128), (152), (173), (171) 51 (191) rezultii urmitoarele proprietéifi :
In regim cvasistationar inductivitatea inifiali e egala cu inductivitaten
exterioard 1., , determinabild in ipoteza umnei conductivitdti infinite a
conductoarelor, iar capacitatea inifiald si conductanta inifiald sint nule
ZW!l:.cxt - l

I3

Valoarea asimptoticd 2 induectivitidtii tranzitorii pentru t-—-oo, cind
repartifia cinpului magnetic tinde asimptotic spre repartifia de regim
stationar, este inductivitatea de curent continuu a elementului, carve include
atit inductivitatea exterioard cit i inductivitatea interioard '

Y2 :
S - (p H) 8’0] =
Dy L fusLobih)

=lim [S : !J{“ Sv] = —-———2W’f' i
tye Dy I (DA I

1(0+) = >0, ¢(04)=0; g(0) =0 (192)

1 (o0) = lim p L (p) == lim

- w0 P30

(193)

i=I,

g

— LT~
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Pentru un element inductiv ecu@jziile (147), (148) gi (167), ian urmi-
toarele, forme (¢ (0+) = 0, g, = 1/r,)

Z(p) =Dl + R (p) =74 + P L (D), | ] (194)
Y (p) = p@ (p) = ¢, +P*C(p), (195)

si-
100 +)g ) + S r(i—E) g (D)AE = L. (196)

LY

4.3. Elenentul de ecireunit dipolar eapaeitiv in regim evasistagionar

fn regim cvasistationar cimpul electromagnetic din dielectricul unui
condensator electric se studiazé considerind arméturile perfect conductoare
51 neglijind cimpul electric indus, adici efectul variatiei in timp a cimpului
magnetic asupra cimpului electric din dielectric, care e considerat practic
irotafional. Dacd dielectricul are pierderi suficient de mari si este neomo-
gen, repartifia cimpulul electric nu este cea electrostatics, fiind variabili
in timp §i influentatd de repartifia curentului de conductie din dielectric
ceea ce nu permite definirea unel capacitifi constante. In aproximatia de
cimpfelectric irotational i in conditii inifiale de repaus ecuatiile eimputui
iau forma -

rot H (M, p) + [o(M)+p = (M)]) E (M, p) =0, (197)
rot (M, p) =0, - (198)

sau eliminind cimpul magnetic

div [0 (M) F pe (M)] E (I, p) = 0, } (199
rot E(M, p) =0 '
Bcuatia (113) corespunziitoare acestei aproximatii rezultd a fi
Y (p)_ I(p) = [LS Z (pE)2 dv + —1—5 (pE) 8'0]
» UD u=Uyl Us @E » U6 @":’ =
(200)

, (198) si (200) se‘-obtiﬁ formal din ecuafiile generale
n conditii inifiale de repaus, considerind

0, p=0. _ (201)

Ecuatiile (197)
(38), (59) si (113),

Aceste valori earacterizeazi regimul cmsistal;ioyar din dielectricul conden-
satioarelor din punctul de vedere al teoriei generale. .

Icuatiile (199) trebuie rezolvate cu condifiile de trecere corespun-
zdtoare : '

(Ey),= (Ey)ys (202)
[(e1 -+ p=) Byl = [(05 + P25} By ]y (203)
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pentru orice suprafafii de discontinuitate i cu condifiile de frontierd (26),
respectiv (25) (pe armaturile & §i S,, respectiv pe suprafata laterald o
a dielectricului) care se pot serie

E, (M, p) =0, (M &8y, S,), (204)
E, (i, p) =0, (Me8). | (205)

In acest caz (v.fig. 4) suprafata de separafie este E2=8,U8 U8,
jar bornele de acces sint armaturile perfect conductoare. Ecuafiile

Fig. 4. — Elemenl de cireuil capaciliv in regim  cvasistalionar.

omogene (199), (202) —(203) se rezolvi cu conditia la borne (106) sau (107).
Din ecuafiile (199) §i (106) rezultd ci E —~ 05 U — 0 dacd o — 0.
Conductivitatea trebuie deci considerats finitd pentru ca elementul capa-
citiv si prezinte interes pentru studiu, adicd in acest caz limita (131)

existd :
go = lim ¥ (p) = {initd, ro F 0. (206)

P30

Practic aceasti conductivitate trebuie s fie destul de micd pentru ca sé nu
devind neglijabil curentul de deplasare fatd de cel de conductie i totodatd
destul de mare pentru ca tratarea electrostaticd a elementului (cu neglijarea
pierderilor) sé nu fie suficient de exacti. Totodatd ecuafiile aratd ci, dacl
dielectricul este omogen miirimea ¢ +- p € e constantd si cimpul are
de asemnea o structurd electrostatici (div E= 0, rot E=0). Condensatorul
linear cu dielectric omogen admite o schemi echivalentd (g, ¢)-paralel
iar introducerea parametrilor tranzitorii nu mai aduce nimic nou [v.
(146)1. ) k '
Punind ecuatiile (199) sub forma

. (c(3) ; " LI
s (M i =
dw( » +-,, (1 ))pL 0 , (207)

rot (p E) =0
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cu condifia la borne corespunsiitoare apliciirii unei tensiuni treapti %=
Ug-1(t) = £71[Uy[p]

(2
S pEdr = U, (208)
[$814
51 cu conditiile de trecere
. G 7 !
(2Ey), — (PE,),, [[j ) pEl] = [(% oK EZJ . (209)

se constatd ci aceste ecuafil determinii in mod unic vectorul cimp
. G T . N -
p E (M, p) ca funcfiune de —: Repartitia limitd a acestui vector-cimp cind

p—oo coincide asadar cu repartitia lui limitd cind ¢—0 (izolant perfect)
dac#i tensiunea de alimentare U, e aceeasi.

Cu teorema valorilor inifiale (114) se demonstreazé astfel urmétoarea
pr oprietate : In regim cvasistationar clmpul electric al unui condensator
ciruia 1 se aplick o tensiune freaptd are in primul moment (t = 0 -+ )
aceeasi repartifie ca in regim electrostatic, adicid repartifia care s-ar stabili
daci dielectricul ar fi perfect izolant (cr =.0} la aceeasi tensiune §i pentru
aceeasi configuratie geometrici. ‘

E(M,04)=1lim pE(M, p) = hm » E(M, p) = E,, (M)] (210)
oo u=U,
o =0

Se veuﬁcé, fard, dificultdti i accastd propriefate subsisté oricare ar
fi variatia In fimp a tensiunii aplicate ‘pentru t> 0, dach U,=1lim u(?)
- ) {30
¢ saltul de tensiune inifial (#(0—) = 0).

In aceleasi conditii rezultd ci existdi limitele (123) si (127)

1 G 1 G ’
Jim |—={ = () sz;] Y [ S (pE)zst — 0, (211)
P+ o [U{; S@E . u=UgIt} o-—::-ré UU (])Z P w=Uot(h) ’

51
W,(0 +) = lim [Sr/)

P oo

= lim S j—(;pI*J)ES'v] = .
a=r0 [: Dy 2 w=Upltth et

(pE)28vJ -
w= oI L}

vet, > 0. (212)

o=0

Energia electrici initiald (212) rezultéd diferitd de zero si calculabild ca in -

regim electrostatic in dielectric de conductivitate nuli.

Si relatia (126) e satisficutd datoriti conditiei (201); din acelasi
motiv §i expresia (124) se anuleazi. Relafiile (122) i (125) se de-
monstreazd pe cdl analoge.

Cu (129), (200), (211), (212), (152) si (271) rezultdi urméitoarele
proprietifi :

In regim cvasistaionar capacitabea 1111(,1'11‘1; ¢ (,ga,la cu mpaoztatca
electrostaticd ¢, @ condensatorului determinabild in ipoteza unei conducti-
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viti{l nule a dielectricului, iar inductivitatea initials §i rezistenfa ini{iald
sint nule : B 7 - ; ,
' - ) 2Wrcht . . .

00 +) = =t =y <0, LOF) =0, r(0+)=0.  (213)

Lt

In mod analog, din ecuatiile cimpului electric sub forma (199) rezult#

¢4 repartitia asimptoticit o cimpului electric din dielectric, dupi aplicarea.

unei tensiuni treapti « () = Uyl (¥) se obfine fie considerind p — 0 (cu
teorema valorilor finale) fie considerind = — 0, ceea ce dratii cd aceast
repartifie e hotiritd de regimul electrocinetic stafionar care se stabileste.
Valoarea asimptotici a capacitiifii trauvziforii la t—oco corespunde deci
repartifiei de regim electrocinetic stafionar a cimpului electric

‘¢{o0) = lim ¢(f) = lim pC (p) %hm—l— S e (pE)? v =
p—=+0 »=>0 U2 @E . n=U,1t}

. {4 0
— lim — [S < E(I, i) Sv] W | . (214)
. £ o0 U{';' o ‘ u=U 1) UE o.,"‘:Ou

Pentru un element capacifiv ecuafiile (147), (148), (167) gi (168) iaun
formele (I (04+) = 0, r, = 1/g,) .

" Z(p) =p R(p) =7, + p2L(p), - (215)
Y (p) = p6y + pG(p). = g, + p*0(p), ~ (216)
. t .
co7 (1) +S gt —E)r(E)dE =1. - (217)
[+ : .
4.4. Elemente d(; eircuit multipolare _ . oo

Generalizarea conceptelor §i proprietéfilor ardtate la cazul elemente-
lor decircuit multipolare nu prezintd difieultifi de prinecipiu.
Folosind impedantele operationale Z;.(p), respectiv admitanfele -

“operationale Y, (), care intervin in relatiile (99) respectiv (100), se potb

introduce parametri tranzitorii de intrare (j =k, respectiv & =1) si de
transfer (j = k, vespectiv k =£1). Vom numi acesti parametri coeficients
deoarece constituie generalizarea naturali a coeficienfilor de capacitate,
respectiv de conduetantit, din cunoscutele relafii ale Iui Maxwell privitoare
la relagiile (din electrostaticii) dintre sarcini §i potentiale, respectiv
(din electrocineticli) dintre curenii si. potenfiale. Ca i acegti din urmi
coeficieni de capuncitate sau de conductanfit, coeficienfii franzitorii de
transfer pot i negativi in eazul unor circuite idealizate filiforme (cind se
redue la nigte constante). Totodatd spre a-i deosebi de paramefrii proprii
si mutuall care ar interveni in relatiile dintre curenti §i tensiunile perechilo

de borne, 1 vom nota cw o bard deasupra. . . S
. Se pot introduce astfel : coeficientii de rezistentd tranzitorii 7, (f)=

= LR, (p)], coeficientii de conductanti tranzitorii g, (1) = L7 [Gy, (p)];
coeficienfi de induectivitate tranzitoril ;. () = 27! [L;,(p)] (numai dacd
coeficientii de rezisten{i si de curent continuu ¥,y sint finifi) i coeficienfii

i3 — <. 3831 -
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de capacitate tranzitorii Ca () = L7 [Ci(p)] (numai- daci, coeficienfii -
de conductan{# de curent continuu g, sint finigi) prin relatiile

Tu(l) =271 [_Zik (») lim L (P)] , . (218)
P ve= P

Guult) = £ [———Y'*;‘f” — lim T2, (219)

Ijk_ (t) = ’[{_1[&"(-}')‘;2—_“.;@‘] ' (220)

Eull) = £_—1.[Yfk (P;;— §:‘k0]’ | (221)

Py = MM Z(p), (222)

o = 51'_1’_1}] Yu(p). . . (223).

Cu aceste definifii, impedantele operationale si admitanpele opera-
fionale se seriu sub formele : :

| Zy®) = L 0 +) +0R(p) = Fo +2°Ls(9) - (224)
$ Yo () = 20 (0 +) + Gy (P) = Guo + 2°Cia (), (225)
iar velafiile (99), respectiv (100) devin (in condifii initiale de repaus)

Vi) = 5 b0 H)L0) + 3 sRan) L), (220
respectiv, dacz‘n' Tirg =00 ¢

Vi) = ¥ Tuki0) + $ 0 Tu(0) L(p), (227)
si - - " )

LB = 5 e@H) 2ok 5 pCaVie) (28
respectiv, dacd g, skoo:

L(p) = 3, Ga?s @) + 5 2°Ca() V(). (229)

Elementele multipolare generale cu » borne de acces §1 7 — 1 curenii
independenti-nu sint incluse in teoria clasicii a refelelor elecfrice lineare -
care considerd numai circuite constituite din elemente dipolare, eventual
cuplate inductiv intre ele. Aplicatiile mai noi ale teoriei circuitelor, privi-
toare la aga numitele circutte inlegrate sawla schemele echivalenie linearizate
ale tuburilor electronice §i tranzistoarelor, impun insi introducerca de
elemente multipolare, care nu sint totdeauns reductibile 1a asociafil de ele-
mente dipolare, :

_[f‘?B“‘
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4.5. Elementele mulliport

Considerim in cele ce urmeazi cazul particular, deosebit de impor-
tant pentru teoria clasicd a refelelor lineare, al elementelor multiport care
au n = 2m borne grupate in m perechi, fiecare pereche de borne constituind
o poartd de acces si avind curenfi egali §i de sensuri opuse, datoritd fie

Fig. 5. — Element multiport inductiv.

structurii interioare a elementului, fie structurii refelei exterioare la care
el ¢ conectat. '

Pentru a nu impune nici o particularizare retelei exterioare, vom
considera in cele ce urmeazi numai elemente la cave caracterul multiport
este impus de structura lov interioard si anume datoritd existenfei intre
cele douid borne ale fiecirei porfi, a unor ¢di de curent neramificate spre
alte borne. - e -

Astfel de clemente multiport sint in particular sistemele de bobine
cuplate inductiv (v. fig. b), sau sistemele de conductoare paralele [3].

" Un element multiport (m-port) are numai m curenfi independenii
(¢ =1,2,...,m) s

i, (f) = (Jf, H(M, ) dr = L2711 (p)] (230)
I,y i .
si m tensiuni la borne independente (& = 1,2,...,m)
(k) .
(1) = | E(M, 1) dr = L7 [U,(p)] (231)
Bxpresia puterii instantanee primite pe la borne (33) ia in acest caz forma
. o dw, () 4w, ([
pr)= % 0@ i) = p, () + Tl | AT, op
k=1 dt dt
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Y Y

i teorcma de unicitate se poate acum demonstra cu conditiile la borne
(230) sau (231). »

Pentru ca sensurile de referinfi ale curenfilor si tensiunilor sa fie
univoc definite si, o datd ¢u ele, expresiile admitanpelor §i impedangelor
operationale definite mai jos, este necesar, si s¢ convini de la incepub
asupra bornelor prin care intrd curentii 4, (marcate cu un asterise in figuréd

gt ,I,

’/

.
T
T
[

Fig. 6. — Relea clectrici cu clemente dipolare
i sisteme de bobine: cuplate.

(v. fig. 6) 51 de la care pornesc liniile de integrare pentru tensiunile
(convenjia de asociere de la receptoare). '
in conditii initiale oarecare, prin rezolvarea ecuafiilor cimpului sub

form3 operafionali, mirimile la borne.necnnoscute se pot exprima in -

functie de mirimile la borne date prin relafii de forma

Udp) = Y, Zee(p) L (D) + UHP) (233)
sa1
L(p) = ¥ Yo(0) Us(p) + 12(p) (234)
I=1

in care: Z,(p), respectiv ¥, (p) sint impedante operationale, respectiv
admitante operationale, proprii (k=s, respectiv s = 1) §i mutuale (k=L
respectiv s 5= 1) ale portilor respective ; US(p). e imaginea tensiunii de la
bornele (%, k') determinati de conditiile inifiale de cimp  cind toate
legiiturile la borne sint intrerupte pentru ¢ > 0; I3(p) ¢ cuwrentul de scurt
cirenit din poarta (s) determinat de condifiile inifiale de cimp cind toate
portile sint. scurteircuitate pentru ¢ > 0. Impedantele mutnale i admitan-
tele mutuale sint definite relativ 1a sensurile de intrare ale porfilor, mar-
cate cu asterise (borne polarizate).

- 480 -
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Tn conditii initiale de repaus, ecuafiile multiportului sint omogene :

m

Ue(p) = Y, % (2) L (D) (235)
s=1

m

I,(p) = Y Ya(p)Uip)- (236)
I=1 .

fntre impedanfele operafionale gi admitantele operationale existé
evident relatia ' '
m
E styst = Skl' ' (237)
§=1 i ;
Tn acest caz rezistentele de curent continuw §i conductantele de
curent continuw sint

< 1 : ' .
o= 10 Zy, (p) = — 5= 00, (238)
p+0 Yo _
s .
. 1
Js0= lim IFSa (p)=— # 0, (239)
=0 50
iax. A .
lim Z,,(p) =0 (k5= s} (240)
p=r0 .
$i : : A
Im Y, (p) =0 (s (24
>0 .

deoarece nu existd cuplaje de curent continuu intre porfi. Ca si in cazul
dipolului existd limitele

5, (0 +) = lim Zee(2) (242)

=+ 0 2}

diferite de zero la elementele inductive, la care ele reprezinté inductivitifile
initiale, egale cu inductivititile exterioare proprii §i mutuale, §i

c,;a(0+)=pliig~1ﬁ";f—p), ' o (243)

egale cu zero la elemenfele inductive.
Parametrii tranzitorii ai elementului multiport sint :
—rezistentele tranzitorii proprii i muluale

s (0= L7 [ Ry (9] :’ce"l[—zﬁ‘ﬂ _an], (244)
o 14 e P
cu valorile finale egale cu rezistentele de curent continun $i diferite
de zero numai pentu indici egali . .
;. T (k == S)
P (00) = 84y oo == o ) 245
k ) ks TR0 {0 UG:,": S) ( )
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in conformitate cu (240) si (241); _
— inductivit@tile tranzitorii proprit si mutuale

P ) = £ [Tu(p)] = 72 [P L2 ], (246)
. p* '

cu valorile initiale (242) si valorile finale egale cu inductivitdfile de curent
continuu (inferioare - exterioare);
— conductaniele tranzitorit proprii si muluale

Gor (1) = L7 (G (p)] = L1 [—13'57(1“3* — lim 1—@] (247)

p-dco p

| cu valorile finale egale cu conductantele de curent continuu si diferite
| de zero numai pentru indici egali

1 Jo (8=1) '
1 (00) = 8, gy, = B,y —— =70 ' 248
‘ 02 (59) = Bt g = B {0 o (248)
si capacitdile tranzitorit proprii si mutuale
r ——
¢y (1) = L7 [y (p) = .2-1[1-*‘ (P) = g0 3 ] (249)
P

cu valorile inifiale (243) nule la elementele inductive. :
Cu ajutorul imaginilor acestor parametri, impedanfele operafio-
nale §i -admitantele operationale se seriu cum urmeazéd :

Ziy (D) = Dlis (04) + 2 Biy(p) = 84y 700 + 22 L (D), (250)
Yo (p)=pCu(04+)+ pGy (») = 3, g0 + P2Cu(D); (251)

iar relafiile (233) §i (234) se scriu sub forma

. Uu(p) = 3 0+) - DL + % PR )L, () + Uk(p),  (252)

!: sau ) '

U ) = 10 Til0) + %, 27 T () L (2) + UR(0),  (259)

L(p) = 3, 0a (04) 2 Uy () + 35 264 () Ui () + 13 (0 (258)

Ij' sau

L (0) = 90U, () + 3,2 0u(p) Ui () + 12(0), | (255)
in eare wltimii termeni iau in considerarc condifiile inifiale de cimp.

~ 42 -
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5. RELATIILE INTEGRALE DINTRE "TENSIUNILE INSTANTANEE "SI CURENTII
INSTANTANEL $I GENERALIZAREA ECUATIILOR LUI KIRCHHOFF

5.1. Ecuaiiile Integrale nle elementniul de ecireuit dipolar

Cu ajutorul ecuafiei operafionale (147) scrisii sub formele

Ulp) = U0+ p I(®) + 2 B T(®); (256)
respectiv (dacd 7y = oo), .
U(p) = 71 (p) + P*L(p) -1(p), (257)

si al teoremelor produsului imaginilor si derivirii rezultd (in condifil
inifiale de repaus si chiar daci curenfil i tensiunile au un salt in momentul
initial) ecuatia integrald a curentului, explicitatd in raport cutensiunea

a | d ¢ .
wit) = 1O+ T+ “&ES (4= Bi(BaE e
“respectiv, dacd 7,7 oo s
' ai | A -
i e . @ "h —E)4 , 259
wt) =roi+ 1O ) o S I (¢ —E)i(E) dE (259)

unde = e pozitiv §i arbitrar de mic. :
Cu ajutorul ecuatiel operafionale (148) scrisih sub formele

 I(p)y=c(0+)pU(p) + p@(p}- U{p), (260)
1‘e_spectiv, dacit ¢, 5= o , ,
I(p) = g, Ulp) + p*C(p)- U(p); (261)

si al teoremelor produsului imaginilor si derivirii, rezultd in aceleasi con- -
ditil ecuatia integrald a tensiunii, explicitatd in raport cu curentul

: das d ¢ ‘ _
S aw ¢ - d . 262
$(t) = e(0+) - dt,sugu £) u(E)dE - (262)
respectiv, dacd ¢, ©°,
| du d e ' -
y (1) = —_ - — “{t— E |= 26
i) =gou-+o(0+) -+ S ¢ (t —E)u(E) dE (263) .

Feuatiile (258), (259), (262) si (263) reprezinti génera,lizarea. ecua-
tiilor (1), (2), (3), ale elementelor de circuit dipolare ideale, la elementele
nefiliforme si cu pierderi suplementare.
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Tn conditii inifiale oarecare la relatiile (258) si (259), respectiv (262)
si (263), se adaogd termenii #°(2), respectiv ¢°(1), pe care i-ar determina nu-
mai condifiile inifiale de cimp, dacé i{t) = 0 (¢ > 0), respectiv dacd u(l) =
=0 (t> 0).

Ecuatia (259) admite o interpretare imediatd in cazul elementelor
de civeuit inductive (in regim cvasistaionar), la care (0 4) = lexe > 0,
¢(0-}) = 0, 1, 5= 0. In aceastd ecuatie apar: ciderca de lensiune rezis-
tivdg 74, determinatd de rezistenta de curent continuu a elementului ; cd-

derea de tensiune inductivd 1(04) % = Toxt —% determinati de inducti-

vitates exterioard (aerians) a elementului i care confine un termen impulsiv
.de forma [(04)4(0+) 8(¢) dacd curentul are un salt de la 0 la #(04-) in

momentul initial, §i cdderea de tensiune suplementard determinald de efectul
pelicular tranzitoriu. Aceastd cidere de tensiune suplementars este expri-
mats de derivata unei integrale de convolufie al cérei nucleu este derivata
inductivitdtii tranzitorii I(t) luatd in momentul retardat ¢ — &. Nucleul
este simetrizabil deoarece integrala e luatéi pentru Ze(0, {) 5l se poate
scrie I'(t — Ey = U(|t — &]) = I'(| & — t]). Inductivitatea tranzitorie e o
functinne continud §i derivabili de timp in intervalul (0, oo) care trece
de Ia valoarea [(04) = I din momentul initial la valoarea (o) = lext -+
4 Ly din momentul final (adicé la inductivitatea de curent continuu (193)).
Caderea de tensiune suplementarsd include §i eventualele efecte de proxi-
mitate determinate de eurentii turbionari indugi in corpuri conductoare
din vecinitatea conductorului bobinei (de ex. in miezul ei feromagnetic,
studiat prin linearizare). ' :

Ticuatia (263) are o inferpretare imediatd in cazul elementelor de

circuit capacitive (in regim cvasistafionar), la eare: ¢{0+) == ¢y > 0,

[(0+) = 0, g;5=00. In aceastd occuafie apare: curcniul de pierderi .

got, determinat de conductanta de curent continuu a elementului; curen-

tul capacitiv ¢ (0 +) % =, —?ﬁi determinat de capacitatea electrosta-

tied (caleulatd la conductivitate nuli) a elementului §i care confine un ter-
men impulsiv de forma ¢{(0+4) #(0+) 3(t) dacd tensiunea are un salt de
Ja 0 la «(0-+) in momentul inifial, §i curentul suplementar delerminal de
redistribuirea tranzilorie a sarcinii, 2 ciirei repartifie finald e cea electro-
cineticdi. Acest curent suplementar e exprimat de derivata unei integrale
de convolutie al cirei nucleu este derivata capacititii tranzitoril ¢(t) luatd

in momentul retardat t — £. Nucleul e simetrizabil, deoarece integrala -

e luatdi pentru E&(0, 1) si se poate serie ¢'(t — &) =c¢' (|t — E]) =
— ¢'(]E — t[). Capacitatea tranzitorie e o functiune continud si derivabild
de timp in intervalul (0, oo) care trece de la valoarea ¢(0+) = ¢, din
momentul inifial la. valoarea ¢(oo) din momentul final (capacitatea echi-
valentd de regim stafionar (214)). ) :

Desi pavametrii tranzitorii i(f) g1 »(f) au o interpretare imediati
pumai pentru elementele inductive, iar parametrii tranzitorii c(f) si g(2)
au o interpretare imediati numai pentru elementele capacitive, in lucrarea
de fapd au fost introdugi tofi acesti parametrd tranzilorii pentru orice eloment

Lo . . 1 - . . L
de circwil cu pierdert (ru +0, g,=— 3&0) , fie cii este inductiv, fie cd este
o To .

- 48—
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capacitiv, fie ci este studiat im regim variabil gencral, cind aproximafiile

- regimului ¢vasistafionar nu mai sint luate in considerare in interiorul su--
prafetei de separafie =, iar clasificarea in clemente inductive si capacitive

nu mai are semnificafia data. Procedind astfel s-au putut obfine ecuafiile
integrale ale elementelor do cirenit de ovice fel, explicitate fie in raport cu

-tensiunea (258) si (259), fie in raport cu curentul (262) si (263).

Numai pentru elemente idealizate, unii dintre parametrii tranzitorii
nu pot fi definifi, iar unele dintre ecuatiile (256)—(263) 'igi pierd sensul.
Astfel, in cazul elementelor idealizate cu 7, = 0 (g, = o), de exemplu
in eazul unei bobine ideale (chiar daci esbe situatd in vecindtatea unor
piese conductoare de conductivitate finitd in care se pot produce pierderi
prin curenfi turbionari), nw se poate defini o capacitate tranzitorie, deoarece
limita (131) nu existd si relafia (141) nu are Sens; de aceea nici ecuafia
(263) nu este ubilizabild cind g, = oo(r, = 0). De asemenca in cazul ele-
mentelor idealizate cu g, = 0 (15 = ), de exemplu in cazul unui conden-
sator ideal, nw se poate defini o inductivitate tranzitorie, deoarece limita
(130) nu existd si velatia (139) nu are sens; de aceea nici ecuafia (2569)
nu este utilizabild cind 1, = oo (fp = 0).

Deoarece limitele (128) i (129) existd intotdeauna, rezistenta transi-
torie (135) st conduciania tranzitorie (137) pot fi definite periru orice cle-
ment de cireuit si ecuatiile (253) st (262) au sens intotdeauna.

Capacitatea tranzitorie ¢(t) a unui element inductiv, a cirul energie
electricdi e permanent neglijatd, nu mai are inferpretarea energeticd cla-
sicd o capacitdfil unui condensator. Considerind insé un element de circuit

cu rezistenta de curent continuu diferitd de zero (1-0..-_— —1—:,":0) ca fiind
: Yo

aleatuit dintr-un rezistor filiform de conductantd g, 7 oo dispus in paralel
cu un element avind conductantd. de curent continuu nulf — si definind
drept sarcing electricd ecchivalentd g, (1), acamulatd de acesta, integrala in
timp a diferenpei dintre curentul total absorbit in condifil initiale de re-
paus §i dintre curentul de pierderi din rezistorul filiform dispus in paralel
— se obfine din {263) '

. () =

| ¢(t—E) (w)8) dg (264)

i
O0-¢ 0—c

) . d
[() — gou(®)] & = EZS
cu .

Q. (p) = L1g, (0] = }]j (I(p) — g, U(p)] = p Cp) Ulp), (265

v

astfel incit

i) = gou(t) + -ddi ' (266)

cu derivata luatd in sens generalizab.

Relatiile (264) si (266) constituie generalizdrile relatiilor ¢ = ¢yt
51 1 = gol +Eq; din cazul circuitelor filiforme (g, ¢)—paralel, pentru '

. . [ T
orice element de circuit dipolar cu 7, =+ 0. '

Tnductivitatea tranzitorie i) a unui element capacitiv, a cirui
energie magneticd e permanent neglijatd, nu mai are interpretarea ener-
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getich clasicl a induetivitdtii unei bobine. Considerind insd un element de

o . e e 1
cireuit cu conductanta de curent continuu diferitd de zero|g, = — 5 0)
. 7

o o
ca fiind aleituit dintr-un rezistor filiform de rezistentdi 7, = oo dispus
in serie cu un element avind rezistenf{a de curent continuu nuli — si defi-
nind drept fluw magnetic echivalent ©, (¢) al acestuia integrala in timp a
diferenfel dintre tensiunea totald la borne in condifii inifiale de repaus si
cdderea de fensiume din rezistorul filiform dispus in serie — se obfine

din (259) |
b Y B o
®, (1) =S Tlt) — i v = SO_El(t §iE) ez (267)

0—z

i

cu

, (p) = £ [0, ()] = —;; [U(p) — rL(p)] = PL(p) I(p)  (268) -

astfel incit_ o
dP, : ) (269)

u(l) = ryi(l) +

cu derivata-luati in sens generalizat.
Relatiile (267) si (269) constituie generalizirile relafiilor © =1

) ., dg i . - .
§1 % = 18 - o din cazul circuitelor filiforme (r, 1)-serie, penfru

orice element de cireuit dipolar cu ¢, 55 0.-
Din (265) si (268) mai rezultd

Dop) = — 10Q(p) Qelp) = — 4 e (p)y (270)

D) = — 15,(1) ) = — 0. - (271)

5.2. Interpretiic experimentale ale parameirilor tranzitorii

Cu ajutorul relafiilor (256)—(263) se pot stabili gi urmitoarele re-

latii care permit interpretarea experimentald a parametrilor tranzitorii:

— La injectarea unui curent treaptd unitate ¢ = I(t) si I(p) = 1/p

uw(t) = Y04) 8(t) + (1) T (272)
51
t - )
S w(t) &t = ryt + K1), (273)
0—=g
— La Injectarea unui cuvent rampd, wnitate ¢ = ¢-1(¢) 5i I(p) = 1/p2
u(t) = rt + (1) (274)
§1)
du ; o
o U{0+) 3(t) 4 #1)- ' (275)
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— La aplicarea unei tensiuni treapté unifate « = () §i U(p) = 1/p

i{t) = o(0+) 8(t) + (1) (276)
S‘ it) dt = ggt -+ oft). (277)

— La aplicarea unei tensiuni rampid unitate u = t- I1(t) si U(p) =
= 1/p* | |

1) = ol + ¢(t) : (278)
L — o(0-+) 8() + glt). (279)

'
Relatiile de mai sus confirmi faptul ¢ parametrii tranzitorii intro-
dugi in aceastd lucrare constituie o generalizare fireasci a parametrilor
constanfi ai eircuitelor filiforme gi f4rd pierderi suplementare.
. Astfel, la injectarea unui curent treapté, respectiv rampd, tensiunea
la bornele unui eircuit filiform induetiv, (r, I) -serie, ar fi fost dati de
relatia .

u(t) = 13(t) + 7, (& = 1), (280)
respectiv de relafia ‘
w(l) = rt 4- 1, (2=t 1(1)), . (281)

in loc de (272) i de (274).

Constataren experimentald a abaterii rispunsului (274) al unui
element inductiv de la forma lineard (281) permite si se evidenfleze carac-
terul nefiliform al elementului si s se miisoare inductivitatea lui tranzi-
torie I(i), ceea ce permite §i deducerea rezistenfei lui tranzitorii prin re-
latia : )

7{t) -_=9'(, + %’ (t > 0). (282)

Analog, 1a aplicarea unei tensiuni treaptd, respectiv rampé, curentul

© unui eivcuit filiform capacitiv (g, ¢) -paralel ar fi fost dat de relafia

it) = ¢3(t) + ¢, (v = 1(8), o (283)

respectiv de relatia |
i) =gt + ¢ (u = t-11)), (284)

in loc de (276) si de (278).

Constatarea experimentali a abaterii rispunsului (276) al unui
element capacitiv de Ia forma lineard (284) permite si se evidentieze carac-
terul nefiliform al elementului si sd se misoare capacitatea lui tranzitorie
¢(t), ceca ce permite §i deducerea conductanfei lui tranzitorii prin relatia

=gt T > 0) | (285)
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Din relatiile (272) si (279) rezulidl ¢, in cazul unni clement capacitiv :
; ) T
(I{0-+) = 0), variajia in timp o tensiunii Ia borne, dupd injectarea unut .

curent treaptd unitate, reprezintd chiar rezistenta lui iranzitoric
u(t) = 7(t), ({0+) = 0; 2 = (D), (286)

iar in cazul unui element inductiv (¢(0-4-) = 0) variatia in timp a curen-
tului, dupd aplicarea unei fensiuni treaptd unitate, reprezintd chiar con-

‘ductania Jul tranzitoric

#{t) = g(), (c(0-+) = 05 u = I(1)). (287)-

Cele mai comode condifii de determinare experimentald se obfin
asadar pentru rezistenta tranzitorie a elementelor capacitive §i pentru
conductanta tranzitorie @& celor inductive.

5.3. Eeuatiile integrale ale unui “element multiport

‘Cu ajutorul ecuatiilor operationale (252)—(255) si al teoremelor pro-
dusului imaginilor §i deriviirii se obfin urmitoarele relafii in valori instan-
tance dintre tensiunile la borne i curengii unui element multiport

) n m d [ .
W) = 3,04 S F 2] i — 86, (8 Q8 4+l ) (288)
s=1 dt s=1 dt 0 .
. e d‘b.‘ .m d g , - o\ o o
() = 1o t(l) + Y Lis (04) + Y] '-“S (b — &) i,(E) A&+ (1), (289)
§=1 dt s=1 dt i] .
) n 0 duy, mog et . ! 3 o : .
W)=Y, ¢ (04)— + Y, —S Ja(t — Ehu, (&) AE -+ 47 (1), (290)
1=1 dft 1==1 dt Y]

m d'l '!'! 1. d

. . {—e
i (1) =gq,u,(t)+ ¥ ¢ (04) — + Y] Eis el (b — E)4,(E)dE +40(2). (291)
[=1 =1 Y] )

di

Relatiile (288) si (290) de mai sus au sens $i pot fi ntilizate inbot-
deauna deoarvece parametril I, (04), ¢(0+), 7.(t), ga{t) DOt fi definiti

intotdeauna. Relatia (289) poate fi utilizatd numai dacd gy, = 0, 7,9 F 00

(ramuri care nu confin condensatoare ideale, de exemplu Infdsurdri de
bobine cuplate etc.) lar relatia (291) poate fi utilizatd numai dacd #, =+
=0, g 7 oo (ramuri care nu confin bobine ideale).

Beuatiile elementelor dipolare sint cazuri parficulare ale ecuafiilor
(288)—(291) cu mi = 1. :

5.4, Forma generalizatdi a eenagiilor Jui Kirehhoff pentru refele et clemente nefiliforme

Teoria clasicd a retelelor electrice cu elemente filiforme in regim sta-
tionar sau cvasistationar, care conduce la ecuatiile lui Kirchhoif, ia in con-
siderare numai elemente dipolare si cel mult sisteme de bobine cuplate,
adicd elemente multiport inductive.
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Vom considera -in cele ce urmeazii o refea cu generatoare ideale
de tensiuni electromotoare e,(?) in laturi §i cu generatoare ideale de curent

- 4gy(t) In noduri. Laturile pasive sint elemente dipolare sau sint constituite

din porfile unor elemente multiport. Pentru generalitate vom presupune
cé toate laturile aparfin acestei ultime categorii, anularea mirimilor mu-

tuale 14, Ly Jen Call &8, 5 5= 1) corespunzind cazului -elementelor dipo- : - -
lare. Notind cu (g') ochiurile regelei si cu (d) nodurile, care pot fi si numai

punctele de intilnire a cite dou# laturi, dacd acest lucru e impus de modul
cum au putut fi alese suprafetele de separafie ale elementelor multiport,
i notind cu

ey (0) = Y, o, () | (292)

ke ()

tensiunile electromotoare ale generatoarelor din fiecare ochi, ecuafiile lui
Kirchhoff se seriu sub formele

Ueg (1) = 5:, i (1) . (293)
ke dy .
§i - .
oy (1) = %, (1), (294)
: ke wn '

in care apar ca variabile gi tensiunile i curentii.
Cu ajutorul ecuafiilor (288) se pot elimina tensiunile la bornele la-
turilor pasive si-se obtine forma gmwmlzzam a ecuatitlor lui Ilirchhoff in

-vartabilele curenti

H

B () = ) 4l0) - - " |(295)
EEW) .

) il s " o

bras (1) =k§m[;(ua(o “’”E*és rdtg)u(i)dq)w&k(t)] (290)

pentru orice nod (d), respectiv pentru orice ochi (¢) 5i in care s ia foate
valorile corespunzitoare numerotirii laturilor, mclusw = k.

Dach gy= ES 5= 0, tensiunile se pot exprxma $i cu ecuafiile (289),
_ Tro . .
iar ecuatfiile Iirchhoff de ochi (296) se pot scrie

& (t) = Y, [ui (3) + rort (1) + '

e

. -

% -0 d.z)] (207)

+ 3 o 5o

e e

-~ 4-8%.._
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Cu ajuforul ecuatiilor (289) se pot elimina curenfii laturilor si se
obtine forma generalizatd a ecualitlor lui Iirchhoff in variabilele tensiuni,
adici. forma generalizati dualy a lor

i (ff)—sés:m[z‘;(cs,(o ) dtS gt — ) (E) da) i (t)J (208)
b ()= %, w, (1), - 1(299)
' LR =N . . . .

pentru orice nod (d), respectiv pentru once 0(,111 {g) 51 In care ! ia toate
valorile corespunziitoare laturilor refelei, inclusiv I = s.

1 ..
Dacd r, = — 5= 0 curentii se pot exprima s§i cu ecuatiile (291),

. . 50 .
in care caz ecuafiile Kirchhoff de nod (298) se scrin

oW =Y [z‘.:(t) + oty (1) +

FE (d)

Tabee "
+ 3 [cﬂ (H)%H%S Gult —B) w,(2) da)J- (300)

3.5. Retele en condensatosre Tdeale

In numeroase aplicafii, introducerea parametrilor tranzitorii este
necesard numai pentru bobine, idr condensatoarele pot fi considerate ideale,
eventual cu o 1ez1.sten1mb echivalentd de pierderi in paralel, ceea ce intro-
duce numai o noud laturd. In acest caz ciiderea de tensiune dintr-o laturd,
care confine o poartd a unui multiport inductiv in serie cu un condensator
ideal de capacitate ¢, se scrie insumind expresii de forma (288) sau (289)
cu ciderca de tensiune s condensatorului ideal.

_ fn acest caz eou&tule (295), (296) cu (292) iau forma

b (0) =Y, () (301)
ke ) - .
)
Yoa =Y [”A(f) + 4ot (?) ‘i“_l“s i (8)dE +
EE ket Cro -0
4 0 nyi 2y ax 302
+ ( ARG t,)] (302)

In aceste ecuafii, alituri de eiderile de tensiune determinate de
Tezistenfele de curent continuu, de condensatoarele ideale si de inductivi-

v B
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tatile exterioare, apar cdderile de tensiune suplementare condifionate de
efectele pelicular si de proxmntate, tranzitorii

[
pa ) = B (-8 i@ as, (303)
5 dt 4]
cum §i ciderea de tensiune u;(t), determinati de condifiile inifiale de
cimyp, care s-ar stabili in latura consideratd dacd ar fi intrerupte toate la-
turile Ia { = 0 si care include §i o eventuald tensiune inifiald a condensd-
torului (de 1a { = 0 - 2).
Forma. operationald a ecuaynlm (301) si {302) este

g (p) = E I.(), o _— (304)
ke d) .
Yo Bipy= %, L)L)+ Y, ¥ L. I(»)+ Y Uilp), (305)
kel ke k) stk ke
cu
- 1
L (P) =L (P) = 139 + + p2Ly(p) - (306)
Pl -
§i . .
Zy () = 9* La (D), (k 55 s). (307)

Dacii, in particular, refeaua este alimentatd cu tensinni electromotoare

sinusoidale de aceeasi frecventd de forma

e, (1) =B, V2 sin (ol + ;) = Im {E, V2 et} : ,(3'_0'8)

‘cu reprezentirile in complex I, - Be'*:, se cautd solufii asimptotice

(pentru 1 — oo, cind ug(t) — 0) ale ecuatiilor (301) si (302), de forma

() = I, V2 sin (@t + v,) = Im {I; V2 esot}, (309)

eu reprezentirile in complex [, = I,e"%, finind seama ci transformata
Fourier! F(jw) & unui parametrn tranzitoriu f(f) (nul pentru ¢ < 0) este

P(jo) = lim S J(E)emte+ 92 dg = lim 2 [f(1)] - (310)
t3co Prio
¢=20

Se obfin astfel ecuatiile satisfiicute de reprezentiéirvile in complex,
cu forma cunoscutd din teoria circuitelor filiforme :

La= Y, L (311)
ke ) .
Be=Y, ZL+Y Y Z.l .. (312
ke @) ke () ke (q) ssik

1} Vom considera transformarea louuu in (0,00) ca limild a lransformirii Laplace cind
¢c= Re{p}—=0.

- 4N -
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in care . :
by 7 : 1 T s . oy
Zy =2 (jo) = Ty -+ - + (jo)? Ly (jo), (313)
. ) ) JwCro ;
'ZI:5= st (}“)) = (J m)2 Lks(jm) j (314)

Ly (je) = lim Ly (p) = lim 2 (L, 0 (b =1 sau k= g). (318)

p+la p=+le
5.G. Formn generafizali a ceunjiilor telegraigtitor

Studiul liniilor electrice lungi §i cu pierderi, la care se ia in consi-

- derare efectul pelicular -tranzitoriu din fire i sol §i eventual efectele de

redistribuire tranzitorie a sarcinii din dielectric, adici efectele de relaxa-
tie se poate face dupi modelul aritat in aceastd lucrare penftru circuite,
introducind parametri lineic iranzitorii. Un astfel de sbudiu a fost dezvoltat
de autori intr-o lucrare anterioard [9] cu neglijarea efectului de relaxatie.

Considerind o linie multifilard omogend cu = conductoare paralele

dispuse deasupra solului (sau in interiorul unui ecran), notind cu v (2, 1)

. potenfialele firelor fatd de sol (eeran) i cu 4.z, t) curenfii, la distanta = .

de inceputul liniei se obpin ecuafii de forma

alvk o s > E'im. 2 0 t-e d['k.m . c Uy
—_—— =l Lo (0-H) —— + _—-S (__ Tn{?) & d‘i‘"(__k
az ko mZ=1 ’ ( ' at ==l el Jo dt t-E ( ’ ) X 0% 0
L (316)
$i ,
D1y, L d awm
_.-a—; = y,_.,,,:'vm + E c,\..,,,(O +) —'a'? + )
Mm=1 m=1. . .
- - w3 e de, . 9%, \
+§ — —Em )l g, (2 EYAE— (—’:) 3117
mE=‘; ¢t So ( d§ )r._g , ) 0z n( )

]/////i//////W///////I////////////[
Fig. 7. — Linic mullifilarit omogend in prczcnl‘a‘l solului.
care generalizeazd cunoscubele ecuntii ale telegrafigtilor de ordinul intii

pentru liniile cu pierderi. Tn aceste ecuatii o} sint rezistenfele lineice de
curent continuu ale firelor, g, cocficientii lincici de conductanii de izo-

' - 422 -
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latie de curent continuu, I;,(?) inductivitiifile lineice tranzitorii, iar Cpm(t)
e aes s s T s . dvy . (0%
coeficient{ii lineici tranzitorii de capacitabe. Termenit —(?1“ §1—(—:-’l)
: z 0 . \oz [1]

depind numai de conditiile init,ié,le de cimp. _

* . CALCULUL UNOR PARAMETRI TRANZITOLU

Calculul parametrilor tranzitorii »(2), ¢{t), U1) i o(2) necesitd in ge-
neral integrarea ecuatiilor lui Maxwell in domeniul Dy, mérginit de supra-
fata de separatie ¥ care definegte elementul de circuit ‘considerat, in con-
ditii inifiale de repaus si cu condifii la borne particulare, corespunzitoare
determindirii parametrului tranzitoriu céutat.

De obicei cea mai potrivitd este calea operationald, care consistd
in integrarea ecuatiilor {58), (59)cu F, = 0, If, = 0, cu conditiile de trecere
(37), condiiile de frontierd (24), (25), (26) si cu conditii Ia borne adecvate
identificirii impedanfei operafionale sau admitantei operationale cu
ajutorul cireia este definiti imaginea Laplace a parametrului tranzitoriu
ciutat [cu una dintre relatiile (136), (138), (140} 51 (142)]. In regim cvasi-
stationar, pentru elemente inductive, respectiv capacitive, se integreazi
ecuatiile (171) si (172), respectiv (198) si (199). Odati determinat unul
dintre parametrii tranzitorii ai unui element dipolar, determinarea celor-
lalti se poate face in principiu §i cu ajutorul ecuatiilor diferenfiale (161)
si (163) sau al ecuatiilor integrale (167) i (168). Parametrii tranzitorii ai
circuitelor filiforme se determini imediat pe baza expresiilor admitanfelor
§i impedanfelor lor.

Tars o urmiri aici sistematizarea acestui caleunl, prezentim in cele
ce urmeazd citeva exemple simple referitoare la elemente dipolare, dintre
iare primele se vor referichiar la circuite filiforme pentru a pune in evidentd,
en situatii idealizate, proprietéifile generale demonstrate in § 4.

© G.1. Cirenit filiform (r, [)-serle

Din expresia (103} a impedzmi;ei operafionale, Z(p) = » + pl = 1/ ¥ (p),
cu (128) —(141), se g])tin expresiile

ry =Ty gy = 1 L(04) =1, 6(0+) =0,  (318)
7 ;
R(p):i;—, r(l) =+ 1(1) > 0, (319)
7
L (p) _ 4, 1) =11(t) >0, (320)
P : T _ .
1 LY
G =T g =—|1—e" T Iy >0, (321
0 ==t g =1 [ECETICES
R S N PR ‘
C(p) = . ('r—{—pl)’ ¢ (t) = [1 e ]1(‘6).@0. (322)

14 — c. 3881
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Aceste functiuni (reprezentate in fig. 8) au valorile limit

rleo) =7, gleo) =T (0] =17, 9(04) =0,
L (323)

umw=acwn=f£q

Se verifics imediat proprietitile (132), (152), (155), (156), (157) si

(171). Bobina ideald (» == 0) are rezistenta, inductivitatea si conductanta

tranzitorii definite :

Mw=0,uw=1m,mn=%4ux (324)

§i o capacitate tranzitoric divergenti (¢(0) = 0, ¢(l) = — oo, 1 > 0).

T
{
Fr——T—-1m—T— 71— T==3
L gn,f,.
—
/ L] | £t
L~ I
P / I'ff}
7 2z e
- G
r t
\\ : vHUU'h-J{‘: EUB‘-l. 2.
~J !
, T cif) <0 |
e R e e e T e et _}___._.

.Fig. 8. — Paramelrii trapzitorii ai circuitului
(r, -seric. - ’
G.2. Cireuit {iliform (g, ¢)-paralel

Din expresia (104} a admitantei operagionale, ¥ (p) = g - pe =
=1/% (p), cu {128)—(141)}, se obfin expresiile :

1 -
To :_'—:_ o = 1 1(0+) =0, ¢{0+) = ¢, (325)

R(p) =———— 1) = -1-[1 —e ¥ J 1)>0,  (326)

— 494 ~
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Lip) = ——%—\ Uty = —i[l — e‘%‘]J(t)-g 0, (327)
py(pe +9) S '
Gip) =L, guy=g1t)>0, - (328)
P .
Cip) =, o) =cl{t)>0. (329)
; P

Aceste funcfiuni (1‘eprezeﬁtate in fig. 9) au valorile limité :
1 ‘ :
7(o0) = g{oo) =g, r(0+) =0, g(0+) =y,
g. ‘ ‘ (330)

I(OO) = —-—ci-: C(OO) = C.

q‘..

Se verified imediab proprietifile (132), (1 r“’), (1 5), (156), (157)

si (171). Condensatorul ideal (g = 0) are rezistenfa, conductanta si capaci-
tatea tranzitorii definite,

1-(t):—1(t), gty =0, ¢t =cI(t), = ° (333)
¢ .
si o inductivitate tranzitorie divergentd ({(0) = 0, Ity = — oo, T > 0).
R i
et rd)
L ete)
£ >
| até)
g
2 3 ¢
1‘1‘,_ Z
AN L.
P, g g_
1 ! 1tt) .6
£ i S — T
g?

Fig., 9. — Pm‘alm;,_trii tranzitorii ai circuilului
{7, c)-paralel.

6.3, Elcmcm. dipolar nefiliform, induetiv
H G- B
Ga, e\emplu de element inductiv, studmt in regim cvasistafionar,
considerim un tronson de conductd coawxiald de 1na,11,1me I, constituit (v.
fig. 10) dintr-un conductor cilindric central de razi a, avind conductivi-

— 4@5 —
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tatea & si permeabilitatea magneticl p = p,uy, §i 0 coaji cilindrich cireulard
8, de raz# interioard b > a, perfect conductoare (s = oo), separatid de con-
ductorul cilindric central printr-un dielectric perfect izolant (¢ = 0) avind
permeabilitatea magneticd p,. La capitul inferior conducta este inchisi
cu un eapac S, presupus, de asemenea, perfect conductor.

1w

7

Fig. 10. — Exemplu de element ilipolm‘ inductiv.

In acest caz suprafata de separalie este ¥ = §,U8USUS. S-a
notab cu S, sectiunea transversali a conductorului central la capitul
de intrare, adici borna de acces, i cu §, seciiunea transversald a dielectri-
cwlui la capitul de intrare. ‘

Sub form¥ operafionalit conditiile de frontierfi (24) —(26) ce definesc
suprafata de separafie se scriu in acest.caz

n-H (M, p) =0, Mes, o l
n-J (M, p) =0, MeSUSUS,, (332)
nxd (M, p)=20, Mes,. l

Elementul e alimentat eu curentul I(p) prin conductorul central,
intoarcerea curentului efectuindu-se prin coaja cilindricd.
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Tinind seama de simetria cilindricii a problemei, alegem un sistem
de coordonate cilindrice (r, ¢, z) §i, In interiorul .conductorului cenfral
(r < a), chutdm solutii ale ecuafiilor (171) si (172) de forma

H (M, p) = us H (r, p), E(M, p) = wE(r, p), (333)

care asigurd satisfacerea tuturor condifiilor (332), deoarece ¢ = oo in §,
s1 S;. Din ecuafiile (171) si (172) rezultit pentru £(», p) ecuafia Bessel de
ordinul zero

277 7
dlI: + X ‘;L + BB = 0. (334)
ar ¥ ¥

Notam

k=YV—pou ==}—p=, T = a*po, (335)
L a

unde t e constania de tem,p mtcmoma
Solufia, mirginiti in ax (1 = 0}, -a ecuafiel (328) este

(v, p) = Cdy (kr) 0L r < a) (336)

Jo(=x) fiind functiunea Bessel de specia intil ;‘1 de ordinul zero. Constanta
C se determini din condifia 1(1, borne care impune valoarea curentului
fiotal

Tp)=d Har= S cB2mrdr. . (337).

I )
Se obfine astfel pentru eimpul electric interior expresia
Lka

Jo(kr), 0<r<a 338)"
S o, 0<T<a,  (359)

B (ry p)="1(p)

in care J,(x) e functiunea Leml de specia inbil §i de ordinul intii. Cimpul
magnebic exterior este :

I'{p : o
Hr, p) = 202 (a<r<h) (339)

2w v ' '
si caleulind eirculatia vectorului E pe conturul ABCDA (fig. 10), finind
seama de legea inducfiei electromagnetice si de anularea cimpului electric
“pe 8, si S,, se determini tensiunea la borne

) E dr = bl (a, 'p) — Up) = — pp b ——— L(p) In L (340)
Janena : 2 a
Cu (338) si (340) se obtine impedania operafionald a elementului
inductiv considerat . - “ .o
7 } hok . '
Z(p) = L) ) ol gy b ph e Jy(ka) (341)
T (» C 2 a w7t 2J(ha)

— 4T~
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caré,” conform- definifiilor date in aceastd lucrare, se va scrie sub forma
(147) o |
Z(p) = pL(0-+) + pR(p) =70 + P2L ()" (342)

- Inductivitatea initiald (128)

T(04) = i 20 _Behyy b g T (343)
phw P 2T a

Fezultd egald cu induétivitatea exterioars (conform cu (192)), iar limita

y, = lim Z(p) = uh b (344)

30 Tt oTwa’

rezultd egald cu rezistenta de curent continuu (conform cu (130)).
Rezistenta tranzitoric are lmaginea .

R(p) = Z_I()f’—) L 1{04)= olf;jﬂgzg (345)
. 2pd,y
' ka

Aceasti funetiune de p satisface conditiile cerute unei imagini
[7]. Se poate calcula originalul si se obfine expresia rezistentel tranzitorii

24

r(®) =7, [1 + 3 e"‘*?}-l(t) (346)

Sl

in carve: x, sint ridicinile nenule ale funcfiunii () = 0: = = 3,832,

@y = 7,016, ..., &~ ST + wfd (s > 1).

Cu expresiile asimptotice ale funcliunilor Bessel, s¢ calculeazd ex-
presia asimptoticdt la infinit @ imaginii ‘R(p), din care se obfline expresia
asimptoticd a lui r(f) in origine

1 T ¢ oy
?(t)Nao-‘?’—ﬁV?- (—T—<<1,t>0)- (34

Pentru ¢/t > 1 seria (340) e extrem de rapid convergentil gi se poate re-
tine numai primul termen, ceca ce conduce la expresia asimptoticd la
infinit ) x '

—

b

ety |
r () = 74 (1 4o M ) ; (-t- > 1), (348)

Tnductivitalea tranzitorie 1(t) se deduce usor din (161) pinind seama
de (343) ’

3
L) :[S (r(t) — ) L+ 1(0 +)]-1m, (349)
[}
se obtine expresia?l) '
. R . - . __m-Z.L )
) = [r Ty %(1 —e )] 10, (350)
=l % A .

1) Parlea ,inlerioari” a aceslel induclivitiyi a fost calenlatd prima dald (cu o alld
definijic) de A. Avramescu 131

- 488 -
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in care
l‘l'h U‘r T

"‘int =T =" b . lexl. = g Ty

o 8m yp~ (351)
. (41

este inductivitatea interioard a c:onductorului central.
Bxpresiile asimptotice ale induetivitdfii tranzitorii in origine §i la
infinit sint '

Tt

10~ Lo+ = || = (—~<<-1, t> o], (352)
i ’
_ o O Cerd ¢ )
D() = Do -+ by [ — 05450 =3 |=> 1) ' (353)

[==]
unde s-a finut seama cd Y (1/z)) =1 /8), iar valoarea ei asimptoticd re-
s=1

wultd l(oo) = Iy + by in acord cu (193).

.
S N O ot
|y f,-
\ L1 4y . nt
& \ /
0
/ r(t] L
/, Mo ] 052
P
ﬂbl
'”'"“'_L lcx! - é
4 — a7 E] T

Tig. 11. — Rezislenla s iuducLivitaLcﬁ tranzitorii ale unui clement inductiv, avind
) [in_t. = 25 lext'

?n fig. 11 sint reprezentate funcfiunile r (1) §1 £{f), considerind logy =

=;1;zm, jar in fig. 12 sint reprezentate funcliunile wniversale mumerice
25 ‘
Yy _ 7 & -k |
p(e)ﬁp(_)zL_):H_ge w0 (384)
T %o s=1 £
7(0) = l(i)=ii:“_3u;,__.,1 S, (355)
i T Tt =1 T

— 49% —_
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intre care existi relatiile

1 da(0)

8) =1
e (9) +8 o

C A (0) = sso[p(e) —1]d6, (356)

care caracterizeazi toate elementele inductive de tipul considerat, oricare
ar fi natura materialului sau dimensiunile. Pentru orientare, observiim
¢d, dacd @ = 0,5 em §i b = 3,69 cin, se obfine in cazul cuprului, respectiv
in cazul fierului moale la eimpuri slabe, considerat linear si cu o permea-
hilitate inifiald p, =2 200 o

18100, () s, (357)
ext /Jon
respectiv
. I, . .
Tre A2 631078, (L") = 25. (357")
ext/ Fe .
. ' 0,
1 _ .
| A48
09 P . _
L~
]
08 / _

\[/
o/
/
\
\

- AN

a3

— . (8} y

— |

02

o4 [

0 0.05 Y] 243 a2 0.75 a3 a3 ax a-,;‘,:

Fig. 12, — Funcliunile universale numerice o(0) 3i 200).
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Cu (341), (343) §i (344) se obfine admitanta operationali

2

1 7 Jy(ka)
Yip) = = a . (358)

%(p) lise P ;:3— Jy(ka) 4 rofo(ka)
. “ar

din care rezultd o capacitate inifiald nuld

(04) = lim 22 o, (359)

pre )
ca la orice element induetiv (v. (153)) si limita

: T T 2 -
gy = lim Y(p) = =% =Z&°, (360)
B0 Ty B h

egalii. cu conductanta de curent continun.

TDeoarece ¢(0+) = 0 relapia (148) se scrie
Y(p) = p@&yp) = gy + p*C(p}- (361

Conductanta transilorie ave deci imaginea

v }?-Jlum)
)= Y0 Z8 2
GW) = == = Wi () — m ke dy(ka))’ .

e
o .
o Lt e e, . (363)
ber & $ iy Tt

Prin inversiune se obfine expresia conductantei tranzitorii

= 4 ~EL

10 = 1 = § e | (364)

in care £, sint ridicinile ecuafiei transcendente de valori propril (s =
10y s

J () — mE T (E) =0 . (365)
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care sint dabe in lucrarea [10] din care extragem pentru orientare wrmi-
toarele valori: ‘

m &y G2 Es i &4 F:r,' Eg
| ' ,
0 2,406 5,520 . 8,654 11,792 14,431 18,071
{ R
— 2,231 5,465 §,h68 |. 11,675 14,783 17,893
100 .
1
_16 2,180 5,033 7,957 10,827 13,857 16,918
1
-'z- 1,599 4,291 7,288 10,366 13,472 16,591
1 1,256 4,080 7,156 10,271 [ 13,398 16,531
2 0,941 3,959 7,086 10,222 13,361 16,001
10 0,442 — — - _ _
100 0,141 —_ —_ —_ — _
o) 0 3,832 7,016 0,174 13,324 16,471 -

Deoarece din (362) si in acord cu (359) si (171)
¢(0+) = lim pG(p) =90
ppoo
ridicinile £; verificih relatia
@ 4 ’
v — _ =1. (366)
ZLE(L A mAE) |

Tn cazul unui conductor central feromagnetic m <€ 1 si valorile
proprii care prezintd interes [seria (364) fiind extrem de rapid convergenti ]
sint practic ridicinile £, ale ecuatiel Jy{£) = 0, corespunzitoare liniei

m = 0 din tabelul de mai sus gl cu &, =~ s7— —Z—,_ daci @ > 1.

Deovarece imaginea G{p) din (362) are expresia asimptoticd

a 1 1 .
eip) = o= == (Ip] - o), (367)

: 2 m2
mT P P2oxs

rezultid pentru g(¢) expresia aproximativi in origine

2 3 F
gt g 22 L (—‘-<<1,1,>o). (368)
Text Text m T T
in ecare
. In —
. a ™m
S T ",;.":L =175 e =T (369)
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e coustanta de timp caleulatd ca in teoria’ circuitelor filiforme cu induc-
tivitatea exterioard si cu rezistenf{a de curent continuu.
- Pentru ¢ — co (din 364) se obfine

. a
4 &7 t
= y s S — 1, — > 1], 370
40 J”( e ] (-c ” ) 7o)

(
saw, dacd m <1, cu Ei B~ 2,4
1L 371}
g({t) = ——¢ : .- (3T
o) =g i J )

Din (322) rezultd cii in cazul unui ecircuit filiform aceastd: expresie
ar fi fost, (in ipotezele m €1, 1, > 1.)
2

gy = gL —e ™) - (372)
cu constanta de timp de cm’em continuu
Ty = b +lou _ = (1 + 4m) h:—"dh'—" = .. (3727)
o 7o T S :

Constanta de timp a expresiel asimptotice (371) este /5,76 =~ 1,38 =,
adicd este cu 389, mai mare decit aceea ca.lculata cn 1nduct1v1tfbte‘b
totali ca in teoria circuitelor filiforme.

Capacitaten tranzitorie c{t) se deduce ugor din (163), tinind seama
de (359) -

t = 4 gt '
“(“=1‘“'SU‘5’“)‘9’0)“:—9"@1m“_e )-1(t). (373)

Ea este permanent negativi si arve valoarea asimptoticd

¢(0) = limpG(p) = lin_a%-(m) — g) =

- n—l-gofc(l dm) = —gii(oo), (373)

. in acord cu (157). Tinind secama de (373) rezulti ci existi 51 ulmatonea'

relatie satisficuti de radficinile ceuatiei transcendente (365)

32

S L E— 4+ 4 m. 374
gl 1 - m2E?) | : ( )
Pentru t — 0 se obtine - : o“
‘ o ' :
' [4
’*(t)-:--S (g (1) - go) dt = — gyt = — [ ¢(o0) | —> (375)
]

To

— 503 —
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jar penfru t — oo se obfine cu (373), (373') si (374)

" o b
- 32 R T X
;(t)Zwlc(w)l(l—— seo ) (376)
(1 + 4m)El (L + m2ED)
sau, dacd m <1 ;
' —5 7(5-‘—
c(t) = — | e{o0) | (L —0,96¢  ©). (376")
Tar/T
- 1
AT yat O O et i i A
f Sl e v
i il i //-‘;- : .‘V(t')
I ¥ =
: 7 ///' i
AT Z P '.
: 1] iy
L A g &)
o :
P/ 1
¢ }
7 | P
0 % 42 43 % &
N :5’
D 1
NN '
\\\\ y
e TN
d NN
\\ 1 /C(f)
\\ l k..
\\\ H R
~10f) ¥

1ig. 13, — Conduclanga si eapacilatea travzilorii ale unui clement indueliv,
avind gy, = 23 feg

Comparind reprezentirile grafice ale 1)&1'3,1113131'1101" tranzitorii ai unui
element de circuit induectiv nefiliform (fig. 11 §i 13) eu cele gorespunzitoare
anui element inductiv filiform (fig. 8) se constatid abateri esenfiale pentiu

4 ~ . . TP NTTVIR T . .1s
L < 0,2. In particular, rezistenfa tranzivorie initiald a elementului nefili-

form induetiv e infinitdi, iar induetivitatea tranzitorie inifiali poate fi
foarte mici dacd inductivitatea interioard e mult mai mare decit cea
exterioari.

Din compararea aluril conductantelor tranzitorii, care in acest caz
coineid cu asa numitele admitante indiciale (curentul de riispuns la apli-
caren unei tensiuni treaptd unitate), se observi, ci dacihi inductivitatea

~ 504~
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interioari e foarte mare, comportarea elementului inductiv nefiliform ¢
diferiti de aceea a elementului filiform care ar avea acceasi inductivitate
in curent continuu, pentru valori orieit de mart ale timpului, constantele
de timp ale expresiilor asimptotice (371) §i (372) fiind diferite cu 38%-

G.1. Element dipolar cupaeitiy neomogen

Ca exemplu de element capacitiv, studiat in regim cvasistationar,
considerdm un strat de material imperfect izolant i neomogen din punc-
tul de vedere al conduetivititii electrice, de exemplu un strat semiconduc-
tor cu impurificare dirijatd, cuprins intre doni pliei plane, perfect conduc-
toare (fig. 14). Vom admite ca model teoretic corespunzitor un conden-

b

v

§
f
A

(o)

7 7 77z)

/ 1 7

Tig. 14. — Element dipolar capaciliv cu izolanl neomogen.

N

NN

up Ve

Gl

 1=%4

g
R

sator plan, cu pierderi, cu armaturi de arie 4 si dielectricul de grosime d,
avind permitivitatea ¢ constanti, iar conductivitatea variabild in lungul
coordonatei z presupusd mitsuratd normal pe armdturi conform relagiel

.
A -
c(z) =0y e ‘=g 0} = g,e H% (377)

C Ly T . . - . .
Alel &£ = r ={0,1] e valoarea relativii numericd, raportata la distanta d

dintre armituri, a coordonatei de pozifie, A e indicele de crestere exponen-
tiali a conductivititii, o, e valoarea eila © =0 (£ = 0), iar ¢, e valoarea .
el la = d(% = 1). Neglijind efectele de margine, mirimile de ¢imp de-
pind numai de @ = Ed si liniile de cimp sint normale pe planele armituri-
lor, iar suprafata de separafie X.e¢ definitd de armituri §i de marginea
laterals a dielectricului. Din ecuafia (199) rezultd pentru imaginea Laplace
a intensitdtii cimpului electric (cu sensul axei z) expresia

L(p) (378)

Bla,p) = —————
{, p) Ao + el

—HOo%S -



032 R. RADULET, A. TIMOTIN si A. TUGULEA 66

Prin integrare se obfine tensiunea dintre armdturi si se deduce
) . " U . . . .
impedanta operafionald Z(p) = I((p))’ respectiv admitanfa operafional#,
P

Y (p) = 1/Z (p),

Zip) = — = Ll tnP, (379)
Y{p) per 1 +mwp

Am notat cu ¢, capacitatea electrostatich (caleulatd cu repartifia
omogeni 8 cimpului corespunzitoare cazului dielectricului perfect izolant,
¢ = 0) a condensatorului §i cu 7, , respectiv cu ,, constantele de timp de
relaxatie corespunzitoare valorilor extreme c; = c(0) sl oy = o(d) ale
conductivitifil : :

4 £

q Tl —_ Tg._ﬂ_u

d Gy Gy

—r e <y, (380)

Cy =
Prin ipotezid

A=In 22— L1 (381)
Gy, T ‘

Rezistenta de curent continuu », = lim Z(p) $i conduectanta de curent

py0
continun g, == 1fr,, rezultd
1 _4o—-—a Lu—7m 389
o= 4 Ge o T (382)
bo 6,05 In —2 % 1n L
01 Te

Cu (380) din (136), (138), (140) §i (142) se obfin imaginile paﬁx,metrilor tran-
zitorii ai acestui clement :

S
Rp)=—T0 @i Pa_ N L —in— 2P (383
(7y —7)p® 1497 (7 — 7 T2 1 -+ 1
TP
oL
ln—ﬂ‘
In L ) ; 1—1—%
N N T — . ©1
G0) =0 |~ 55 1| = % ST (384)
: —l—.y) 2 ) In-L ——111—721?2
T2 1 —
P

~306 -
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Z{p) ;""_0[ L N +Tl?’-—1],'- (385)
PPlm —m)p 141p : :
si
In 2t
' — Ty)
Cip) =c¢ T [PAm =T g 386)
) ’ (7 — Tu)p? 111]_“__-1[_-_23 (
: 1+pr
Cu aceste imagini se obtin valorile limit
r(0-4) = lim p R(p) =0, (387)
oo -
r{oo) =lm pR(p) = 1y, (388)
p=+0 B
g(04) = lim pG(p) = go —2—2— > g, (389)
nbeo T, 7 In & ;
Ty d .
gloo) =1lim p&(») =g, . (390)
10
1(04+)=1lm pL(p) =0, ' ‘ (391
=)
L(oo) =1lim pL(p) = — 1,272 o,  (392)
240 2
¢(04) =lm pC(p) =¢, - . (393)
n-}oo
In L '
¢(oo) =lim pO(p) = o2 BT 5 g (394)
P30 T — T 2 .

in@cord-cu proprietifile geneml_é (154) —(157), (171} si (213)..
Deoarece [11]

J.’[i(e"‘“‘e — e“”‘)] P A +? {395)
12 p+a

originalul imaginii (383) se determing fird dificultdfi si se obfine rezistenya
tranzitorie

. L. t .
r (1) = 7o [1 ——J—[vle e U4 t(uEi(—j—)—i—Ei.(——t—D“
1T L ' Tl Ty

(396)

in care Bi{x) ¢ funcfiunea exponenfiali integralii. Aceastdi rezisten{i
tranzitorie creste monoton de la valoarea inifiald nuld (387) la valoarea

— 507 ~
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finali de curent continuu #, si are urmitoarele expresii (initialit, respectiv
asimptotbici) :

In - 12 1 2

Tz 3 oar

. - { — e { 0‘

r{f) =7 Ty —Ta 217y G 27y (t=0), (397)
: t
o e 2 o ®

(i) ==y (1 — 1 + 2 ). (t — o). (398)

Ty — Ty 1 T —T i

Cu (161) si (392) se calculeazd din (396) induclivitalea iranzilorie
{negatbivii)

) = — [t{eo)]] 1 4 (399)
: , - bt L
12 Ei(m;)——Ei(—— ﬂ—i—t(qe e ) -(tfe " —1ie )
4. 1 Tg : _ ,
T}
cu urmitoarele expresii initiald, respectiv asimptobici :
5 In =L . 1 g
1)~ — [ = el e g | (1 0) (400
Hiyss — [itee)] PR -t l?ut ¢ 2J (= 0) (400)
respectiv ' o
713 _.?t— Tj N
1) ~ —[z(oon[l —— [ ¢ "o ﬂ (6 >oc0).  (401)
7 — s ¢ 1 )

Prin dezvoltarea expresiilor (384) si (386) in serie de-—l—- se deduc
P

expresiile aproximative ale conductant{ei tranzitorii i capacitdfii tranzitorii,
pentru ¢ — 0 -

o () = ¢, [1+ goO+) — g, gO+)7 [c(oo) _I]t_2+ ] (402)

. Co T1Te Gy 2
st
g(t);a(0+)[1—3"—"1[9ﬂ—1}t+...]- (403)
Ty Tzl Gy .

In fig. 15 sint reprezentate curbele de variafie ale méirimilor
oty g0 () — rid)

c(0+) g(04) |i(o0)| 7 (o) , ,
fnnctiune de timpul raportat la econstanta de timp de relaxalie <, cea

pentru elementul capocitiv studiat, ca

. a . T
mai mare, in cazul In -+ = % = 3.

To
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So observi cresberea monotond a capacititii franzitorii de la valoa-
ren clectrostaticd o, = ¢(0-F) la valoares finalit asimploticlt ¢(eo) = 1,057 ¢,
si seitderca monotond o condnetantei ranzilorii de la, valoarea juifiali
g(04) o valoarea finpld de curent conbinuu g(20) = gy == 0,406 ¢(0-L).
Pentrn comparatie s-a considerat variatia rezistenfel tranzitorii a unui eir-

cr eiyap . . 1 - .
cuit filiform (g, e¢)—parafel, avind ¢ =¢, §1 ¢ =G = adicdh funclia
. ?'0
¢ 1 ('4q_‘__
r (t) —t g P o1 T {404)
Tl\

care diferdt sensibil de (397).

Curbele de variatic a rezistenfei tranzitorii si inductivitidtii franzitorii
s-ait determinat cw expresiile (396) si (399) wiilizind tabelele din [12].
Curbele de varinic o capacildtil tranzitorii i conductanyei tranzitorii s-au
determinat cu aproximatic, calenlind un numir mai marc de termeni ai
seriilor (402) si (403), eare sinf slah convergente §i finind scama. de valorile
asimpbotice ale mirimilor respective. ‘

CONCLUZII

Trincipalele rezulbate noi, stabilite i lneraren de Tali, care reprezindi
in yrincipal o generalizare o Leoriel cireuibelor electrico lineare i cu pat-
meftri concentrafi, la cazul eind elementele acestor circuite prezinti pier-
deri suplementare de putere In regim variabil - de excemplu, determinate
de efectul pelicular in conductoare, san de efectul de relaxafie neomogen
in dieleetrici —, sint unrmitoarele :

1° Conceptul do clement de circwil eleciric — ca parie & unui sistein
electromagnetic a civai interacfiune cu exteriorul o complet caracteriza-
pili prin valorile instantanee ale curentilor si potengialelor bornelor de
acees — se poabe defini o condifii mult mai gencrale decit cele uzuale
(caracter filiform, regim cvasistafionar, neglijarea pierderilor suplementare)
cu ajuterul unci suprafete de separafie pe care sint satisticute {pracbic,
cu o anumiti aproximatie) conditiile de frontierd (24), (25) si (26). Solu-
tiile ecuatiilor eimpulni electromagnetic dsociat elementului sint univoc
determinate de condifiile le borne (funcfiunile de timp care reprezinti
mirimile dose la borne — curenti sau pobtentiale) si de condifiile inifiale
de ctmp (functiunile de punch care reprezintd repartifiile iniiale ale cimpu-
lui magnetic §i eimpulul electric in domeniul interior suprafetel de sepa-
rafie).

2° Spre deosebire de cazul elementelor de circuit filiforme, condifiile
initiale de cimp, card intervin explieil 4i independent de condiliile la borne
in deberminarca regimului tranzitorin al unui astiel de clement, numib
gencrie nefiliform, nu sinb reductibile o condifil inifiale definite cxclusiv
de valorile inifiale ale unov curvenii ssn ale unor bensiund; insid tcorvema
de superpozifie demonstadd fn luerare permite o in golutil il se separe
aclitiv termenii determinati de condifiile inifiale de cimp (din momentul
t = 0 — 2}, de termenii determinafi de condifitle la borne {formulate pen-

- 310 -
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tru ¢ > 0). Un exemplu de studin al influentei condifiilor inifiale de
cimp e dat In [9]. T
3° In condifii iniiale numite de repaus, caracterizate prin valoriidentic

ntle ale functiunilor de punct ce definese repartitiile cimpurilor electrie §i

magnetic din momentul ¢ = 0— =z, §*au stabilit formele gencrale ale rela-
tiflor dinfre valorile instantanee ale tensiunilor (potenfialelor) bornelor
si curenti; ele sint ecuafil integro-diferentiale in care intervin integrale
de convolufie si sint ireductibile la sisteme de ccuafii diferenfiale. llemen-
tele de circuit lineare dar nefiliforme nu mai pot fi deel caracterizate prin
parametrii constanti, caracteristici clementelor filiforme : rezistentd,
inductivitate, conductan{ii si capacitute.

Tn particular, repartitia spatiald a cimpului magnetic al unei bobine
variazi in timp ca urmare a efectului pelicular §i a curentilor turbionari si,
din acest motiv, raportul dintre fluxul magnetic instantanen §i curentul
instantanen care il produce nu este constant gi nu constituie o caracteristicsd
o elementulni, deoarcce depinde si de regimul de funefionare, adici de
modul de variafic in timp a curentului injectat din exterior. e asemenca,
repartitia spatiali a eimpului clectric al unui condensator cu pierderi g
dielectric neomogen variazii in timp ca urmare a efectului de relaxatie si,
din acest motiv, raportul dintre sarcina instantance a unei armituri si
tensiunea instantanee aplicati nu cste constant §i nu constitnie o carac-
teristicd a condensatorului, deoarece depinde §i de regimul lui de functio-
nare, adich de modul de variatic in timp a tensiunii aplicate. Nicirapoartele
dintre tensiunile instantanee aplicate’ si curenfii instantanci corespunzi-
tori, definite de unii autori dvept impedanfe instantance [5], nu sinb
caracteristici ale elementelor de circuit, deoarece depind §i de regimul de
funetionare.

4° Caracterizarea intringecit, independentit de regimul de fanctionaves |
9 unui element de eiveuit nefiliform se poate face In mai wulte moduri,

cu ajutornl unor paramelrt trangilori care sint funcfiuni de timp, insd
determinate exclusiv de structura interioari n elementului considerat.
Acesti paramefri tranzitorii au fost nstfel definiti in luerare, incit si repre-
zinte generalizaren fiveasedl o parametrilor constanii ai cirenitelor filiforme,
la care si se reducs in cazul acestor din nrmid circuite, §i anume, s-uu defi-
nit pentru orice element de cirenit o rezistenid franszitorie »(f) §i o conduc-
lantd tranzitorie  g(l), iar pentru elementele avind o rezistenfi de curent
continuu finitd (chinr si nuli), o inductivitale lrenzitorie 1), respectiv
pentrn elementele avind o conductantit de curent continuu findld (chiar,
si nuld) o capacitaie transilorie ¢(t). Se aratd cii, folosind acegti paramebrl
tranzitorii, ecuafia care cxprimé tensiuunea la bornele unui element de
cireuit dipolar in funcfiune de curent include o integrald de convolufie al

cirel nueleu ¢ rezistenta tranzitorie sau derivata in raport cu timpul a.

inductivitit{ii-tranzitorii, inr ecnafia care exprimi curentul clementuiui in
functiune de tensiuneca aplicatd In borne include o integralit de convolufic

- al efirel nucleu e conductanta tranzitorie sauw derivata in raport cu timpul

a capacitidfil tranzitorii. ‘

5° Paramelrii tranzitorii astfel introduyi prezintd anumite proprie-
t41i remarcabile. Rezistenta tranzitorie, respectiv conductanfa tranzitorie
tind asimptotic, la elemente disipative, citre rezistenfa, respectiv condue-
tania de curent continuu. Induetivitatea tranzitorie a unui element inductiv
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in orice alt moment ultéerior.

‘unei probleme de ¢imp clectromagnetic In regim ‘variabil (cvasistationax

‘ecuatii, respectiv forma lor in complex in regim armonic permanent, coin-

- inlocuiasci problemele de cimp electromagnetic privitoare: laun ansambli’: .

(studiat- in ‘regim cvasistationar) este o funchic monoton cr seflbonre, w0
clivel valoare inifiali o egald cu inductivitates exterivari’ (caleulati’ cn
conductivitate infinitd w conductoarelor) si o ciirel valoave asimptoticd .
finali-einductivitatea de curent continun (interioaridi plus exterioari). Capa- . ..
citatea tranzitorie a elementului inductiv e nuléd in momentul inifinl §i:.

“ negativi in orice alt moment ulterior. Capacitatea tranzitorie a unuielement;: -

capacitiv in regim cuasistationar e o funefiune’ mono ton. creseiitoare, a-* .,

cirel valoare initiali e egali cu capacitatea electrostaticd, calculati cu -

conductivitate nuli-a dielectricului, §i a cirel ‘valoare asimptotics finald -~
¢ egalii cu capacitatea corespunzitoare. repartitiel de regim stationar-a. .|
cimpului electric in dielectricul slab conductor, considerat. Inductivitates

tranzitorie a elementului capacitiv ¢ nulii in momentul ini ial si negativii- ;..
- a At et L et

6° Determinares parametrilor . franzitorii ; necesitd fie. rezolvarea :

san chiar nestafionar), fie efectuarea unor misurifori in regimuri de .ali-
mentare particulare, in care acestl parametrl tranzitorii -coineid cu fune-
tinnile de rispuns tranzitorin corespunzitoare. Cei patru parametri tran-. -~ -

- witorii introdusi nefilnd independenti intre el, trebuie determinat in prin- .o

cipiu nnul singur dintre ei, pe una din citile de mai sus, ceilalfi trei putind: -

ti dedusi apol din expresia primului prin deriviiri, prin integriri sau prin

rezolvarea unor ecuafii integrale cu nucleu simetric, stabilibe in lucrare. .

7° Cu. ajutorul parametrilor tranzitorii se pot formmula, pentrn o . .
refea electricit linearii cu elemente nefiliforme, ecuatii- integro-diferentiale "~
care generalizeazd ccualtile hwi Iirchhoff. Iforma ope: ationald a ‘acestor -

Jia

cide cu forma operafionali, respectiv complexii a ccuafiilor Iui Kirchhoft, —
cu impedante care depind prin funcfli franscendente ‘de  variabila- ",
complexi respectivi, in primul caz numai dacil se consideri condifii inifiale: -
de repaus In intreaga refea. ' . e L

8° Elementele nefiliforme de ' ecirenit nu admit in general scheme

‘echivalente aleiituite dintr-un numiir finit de elemente filiforme sl cu para-’
“metri concentrati, niei micar in regim permanent de frecvenf{dt dabdry: -7

studiul lor exact, in valori instantanee, impune deci introducerea para=. . ..
metrilor -tranzitori, - S R

9° Bxemplele de. calecul de paramefr tranzitorii, pentru regimul "~
cuasistationar, ilustreazit proprictifile gene ale, demonstrate; ele punin’ ..
evidenpi fFaptul ci neglijarea efectelor care au dus la introducerea para-: -
metrilor tranzitoril poate atrage erori grosolane — nu numal pentru valori
mici ale timpului trecut de la stabilirea conditiilor la borne, ¢l i in. privinta:
comportizii asimptotice a funcfiunilor de .rdspuns tranzitoriu,. necesare.;
in practich -~ i ci studiul exact, eu ajutorul parametrilor tranzitorii, i
permite si se aprecieze §i condiiile in [care, cu o aproximatie corespunzi- -
toare scopului urmiirit; se poate considera o schemd echivalentii aproxi::. ™
mativii, cu parametri constanti, pentru .elementul de circuit considerat.” -

Bficacitatea practicd a utilizirii conceptelor noi, introduse, va putei

" fi apreciatd mai bine dupit dezvoltarea unui numadr suficient de aplicafil. -+ -

" Deoarece teoria dezvoltati permite ca in anumite: condifii - sib- se’. E

-
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de elemente - nefiliforme - cu problema ‘integirii. unui sistem de ectafii
integro-diferentiale, - ea deschide posibilitatea ™ utilizfirii _calculatoarelor:
analogice pentru o clasé de probleme’ incit neatacatd. .. . . - FOR A
- Rezultatele luerdrii sint aplicabile in studinl tuturor proceselor tran-, .- .
T yitorii din numeroase elemente ale instalatiilor electrice §i sistemelor. ener- - e
' . getice, cu sint : comportarea transformatoarelor la unde de soc, regimurile .
“de ‘scurt-circuit ale maginilor electrice, regimurile tranzitorii ale dispozi
. tivelor de misurd §i control, propagarea undelor -pe linii; electrice Tungi,.
iregimurile- de §oc ale nnor aparate electrice ete., in limita in care se, pot .
* ‘neglija- efectele de nelinearitate —.§i eu aceeasi. limitare in studiul “prin.
_linearizare al elementelor electronice de circuif 51 in special al’elementelor: -
“Cointegrate. . - - . : o K
. Lucrarea deschide calea unor noi cercetiizi teoretice, cun sing cele. -
" oprivitoare la metodele- de. determinare a parametrilor tranzitorii: prin inte-. : -
- grarea ecuatiilor cimpulw, la extinderea teorieila elemente cu pirtimobile, .. "
- -In demonstrarea unor noi-clase de proprietdfi generale ale parametrilor” © %
:tyangzitorii, 12’ metodele de rezolvare exactd sau numericd a ecuatiilor inte-" %

~grale care apar acum in studiul eircuitelor, sau cele privitoare la metodele )

'

‘A
¥

de aproximare a parametrilor trangitorii.~ - . . W
o o - L Primil. lu:raaau;icsf la 14 :'nnic"\ Iﬁ_ﬁd . BRRE
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