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Introducere

Cartea de fata reprezinta o extindere a primei parti a suportului pentru cursul Metode
numerice in ingineria electrica, predat studentilor din anul II de licenta ai Facultatii
de Inginerie Electrica din Universitatea Politehnica Bucuresti. Lucrarea se adreseaza
tuturor celor care nu au experienta in metode numerice si care doresc sa se familiarizeze
cu conceptele de baza gi cu modul de gandire algoritmic, structurat.

Aceasta carte este structurata in 5 capitole care trateaza urmatoarele aspecte: de-
scrierea si evaluarea algoritmilor (cap.l), rezolvarea numerica a sistemelor de ecuatii al-
gebrice liniare (cap.2) cu aplicatie la conceperea unor algoritmi numerici pentru analiza
circuitelor rezistive liniare (cap.3), metode de interpolare a functiilor (cap.4) si metode
de derivare numerica (cap.5) aplicate pentru rezolvarea unor ecuatii diferentiale.

Partea a Il-a, ce va face obiectul unei alte carti, va trata problema integrarii numerice,
a rezolvarii numerice a sistemelor de ecuatii algebrice neliniare, cu aplicatie la algoritmii
numerici pentru analiza circuitelor rezistive neliniare si rezolvarea numerica a sistemelor
de ecuatii cu derivate ordinare, cu aplicatii la algoritmii numerici pentru analiza circuitelor
in regim tranzitoriu.

Autoarea multumeste referentilor stiintifici Prof.dr.ing.F.M.G. Tomescu si Prof.dr.ing.
Daniel Ioan pentru comentariile constructive si sugestiile de imbunatatire, care au fost

incluse In aceasta carte.

Orice comentarii si sugestii in vederea imbunatatirii acestui suport de curs sunt bine-

venite la adresa gabriela.ciuprina@upb.ro.






Studentilor mei, cu speranta ca studiul acestei discipline le va face placere.

Copiilor mei, Andreea si Stefan, cu toata dragostea.
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Capitolul 1
Descrierea si evaluarea algoritmilor

Un algoritm este o metoda de rezolvare a unei probleme corect formulate, constand
intr-un numar finit de etape simple, elementare, susceptibile de a fi implementate pe un

calculator.

In consecinta, pentru a putea descrie un algoritm trebuie cunoscute etapele elementare
ce pot fi implementate pe un calculator. Implementarea se realizeaza cu ajutorul unui
limbaj de programare (C, FORTRAN sau Matlab, Scilab, etc). Desi limbajele de pro-
gramare au o sintaxa proprie ce trebuie respectata cu rigurozitate, actiunile descrise sunt
insa aceleasi, in oricare dintre acestea. De aceea, este mult mai util si mai eficient ca
atunci cand se concepe un algoritm, acesta sa fie descris intr-un mod cat mai natural,
neincorsetat de rigorile vreunui limbaj de programare, eventual cu notatii matematice
compacte, astfel incat sa poata fi usor de citit si inteles. Ca urmare, in ceea ce urmeaza,
vom descrie algoritmii intr-un aga numit pseudolimbaj sau pseudocod. Nu exista niciun
standard pentru sintaxa pseudocodului. Un pseudocod este un fals limbaj, nu poate fi
compilat. El insa reprezinta punctul de plecare pentru scrierea programului. Exista si asa
numitele scheme logice care pot fi vazute ca reprezentari grafice ale pseudocodului. In
aceasta carte se va promova insa folosirea pseudocodului si nu a schemelor logice, pentru
ca trecerea de la pseudocod la limbajul de programare este mult mai naturala. In prima
parte a acestui capitol este descris pseudocodul folosit pe parcursul acestei carti.

Deoarece in general o problema admite mai multe metode de rezolvare, inseamna
ca pentru rezolvarea ei cu ajutorul calculatorului pot fi conceputi algoritmi diferiti. De
aceea, in partea a doua a acestui capitol sunt prezentate criteriile dupa care pot fi evaluati
algoritmii, criterii ce sunt independente de calculator, sistemul de operare si limbajul de

programare folosit.
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1.1 Pseudocodul

1.1.1 Descrierea pseudocodului

Pseudocodul este o metoda de descriere conventionala, simpla, a algoritmilor. El nu
are o sintaxa stricta, si poate chiar folosi cuvinte cheie din limba materna a celui care il
concepe. Este important insa ca el sa fie clar i neambiguu. Cuwvintele cheie sunt acele
cuvinte care au corespondente in fiecare limbaj de programare. Pe parcursul acestei carti
cuvintele cheie sunt scrise cu un alt font gi sunt subliniate.

Pseudocolul este alcatuit din linii care fie descriu actiuni, fie descriu date. Liniile ce
descriu actiuni se vor traduce in limbajul de programare cu ajutorul unor instructiuni.
Liniile ce descriu date se vor traduce in limbajul de programare cu ajutorul unor declaratii.

Exista limbaje de programare (de tip Matlab, Scilab, Octave) care nu necesita declararea
datelor gi limbaje de programare (C, FORTRAN) la care declaratiile sunt obligatorii.
Folosirea unui limbaj din prima categorie faciliteaza implementarea prototipurilor de pro-
grame. Scrierea declaratiilor in pseudocod are avantajul ca, pe de o parte, permite analiza
tipurilor unor expresii ce pot aparea in pseudocod si, pe de alta parte, permite estimarea
mai ugoara a necesarului de memorie, marime utila in evaluarea algoritmilor.

Un concept deosebit de important in descrierea algoritmilor il reprezinta variabila.

Variabila este o zona din memorie cu trei caracteristici: nume, valoare si tip.

Numele unei variabile este un sir de caractere alfa-numerice care permit identificarea
zonei (adresei) de memorie In care se afla variabila. Pseudocodul utilizat in aceasta carte
permite ca numele sa contina atat litere cat si cifre, dar cu urmatoarele doua restrictii,
menite a evita confuziile: sa nu existe spatii goale in interiorul numelui §i numele sa
inceapa obligatoriu cu o litera.

Valoarea unei variabile reprezinta continutul zonei de memorie. Acest continut este un
numar, fara sa aiba asociata o unitate de masura. In pseudolimbaj nu vom face deosebire
intre nume si valoare.

Tipul este un atribut foarte important al variabilei care permite interpretarea continutului
zonei de memorie.

Un algoritm are nevoie de mai multe variable, care vor ocupa in calculator o anumita
zona de memorie.

Declaratiile sunt linii de pseudocod ce descriu datele. Sintaxa declaratiilor difera in
functie de tipul variabilelor. Pseudocodul utilizat admite doua tipuri principale de vari-
abile: fundamentale (simple) si agregate.

Tipurile fundamentale de date sunt: logic, intreg, real sau caracter. Cuvintele cheie

folosite pentru declararea acestor tipuri in pseudocod sunt, respectiv, logic, intreg,
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real, caracter.

Tipurile agregate pot fi tablouri sau inregistrari, pentru declararea carora se vor folosi

cuvintele cheie tablou si, respectiv, inregistrare.

Declararea unet variabile se face specificand cuvantul cheie asociat tipului, urmat de

numele variabilei respective sau de lista numelor variabilelor de tipul respectiv.

[ata exemple de declaratii ale unor variabile simple:

logic T, F ; adevarat (true - in engl.), fals
intreg N ; numarul de noduri
real Pc, Pg ; putere consumata, putere generata

caracter ¢, C

In pseudolimbaj se face deosebirea intre literele mari i cele mici. De asemenea, este
permis sa se declare mai multe variabile de acelasi tip in aceeagi declaratie. De asemenea,
tot ce este dupa semnul ”;” va fi considerat comentariu. Este bine ca variabilele alese sa
aiba nume cat mai sugestive.

Desi in anumite limbaje de programare nu este permis, in pseudocod nu este grav
daca sunt omise declaratiile unor variabile. Este totusi recomandat sa se declare toate
variabilele folosite pe de o parte pentru analiza corecta a operatiilor de evaluare a unor
expresii, gi, pe de alta parte pentru analiza corecta a complexitatii algoritmului (a se
vedea gi paragraful [[2]).

Tabloul este o multime de elemente de acelasi tip, cu nume comun. Numarul de ele-
mente al tabloului este cunoscut anterior, chiar din declaratie.

Declararea unui tablou se face astfel:
tablou tip nume[dimensiune]

unde "tip” este un cuvant cheie ce desemneaza unul din tipurile fundamentale, ”nume”
este numele variabilei de tip tablou, iar ”dimensiune” reprezinta numarul de elemente al
tabloului.

In declaratia urmatoare, va puteti imagina ca, in calculator se rezerva spatiu de mem-

orie pentru un numar de 10 variabile de tip real, ce poarta numele V:
tablou real V[10]

In algoritmul propriu-zis pot fi folosite cel mult zece variabile, componente ale tabloului
V.

O varianta mai eleganta, care conduce si la economie de memorie, este de a declara
exact atatea variabile cat este nevoie. De aceea, se va admite in pseudocod o declaratie

de tipul
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intreg N

tablou real V[N]

Detaliile despre cum se implementeaza acest tip de declaratie in limbajul C sunt descrise
in paragraful

Adresarea elementelor unui tablou se poate face cu paranteze sau cu indici. De exem-
plu, adresarea elementelor din tabloul declarat in exemplu anterior se poate face astfel
V(1),V(5) sau V4, Vs, etc.

Unele metode de rezolvare sunt descrise in mod natural cu ajutorul unor tablouri care
au indici ce pornesc din 0. De aceea, se va accepta ca element posibil si B(0) sau By. La
fiecare algoritm se va preciza daca indicii sunt de la 1 la N sau de la 0 la N — 1.

fnregistmrea este o multime de elemente de tipuri diferite. Fiecare element al unei
inregistrari poarta numele de camp si este identificat printr-un nume.

Declararea unei inregistrari se face astfel:

Inregistrare nume

tipl numel

tip2 nume?2

unde "nume” este numele inregistrarii, "tipl”, "tip2”, etc. sunt cuvinte cheie asociate
tipurilor fundamentale, iar "numel”, "nume2”, etc. sunt nume de campuri.

[ata un exemplu de inregistrare

Inregistrare punct

logic polar
real coordl

real coord2

unde, daca "polar” este fals atunci "coordl” reprezinta abscisa si ”coord2” reprezinta
ordonata unui punct in plan, iar daca ”polar” are valoarea adevarat atunci ”coordl”
reprezinta raza, si ”coord2” reprezinta unghiul in sistemul de coordonate polar.
Adresarea elementelor unei inregistrari se face invocand numele inregistrarii, urmat de
separatorul ”.”, urmat de numele campului. Adresarea elementelor inregistrarii declarate

in exemplul anterior se face cu

punct.polar
punct.coordl

punct.coord2



1.1. Pseudocodul D

Instructiunile sunt linii de pseudocod ce reprezinta actiunile ce se executa asupra datelor.
Exista doua categorii de instructiuni: simple si structurate. Instructiunile simple pot fi la
randul lor: de intrare, de iegire si de atribuire. Instructiunile structurate sunt: secventa,
decizia fara sau cu alternativa, ciclul cu test initial/final sau cu contor, rutinele (proceduri

sau functii). Descrierea fiecarui tip de instructiune este prezentata in cele ce urmeaza.

Cele mai simple instructiuni sunt cele de transfer de la dispozitivul de intrare la uni-

tatea centrala de prelucrare (CPU) si cele de la CPU la dispozitivul de iesire.

Instructiunea de intrare are sintaxa
citesgte nume_var
iar instructiunea de iesire are sintaxa
scrie nume_var.

[ata un exemplu de utilizare a instructiunilor de intrare si iesire.

citegte N

citeste q, p ; In pseudocod se admite citirea unei liste de variabile
scrie N

scrie q, p ; In pseudocod se admite scrierea unei liste de variabile

Instructiunea de atribuire are sintaxa
nume_variabila = expresie

in care "nume_variabila” este numele unei variabile, iar ”expresie” este un sir de operatori
si operanzi care respecta anumite reguli sintactice.

Este important de reamintit faptul ca nu orice tip de operand poate fi folosit cu orice
tip de operator si rezultatul evaluarii expresiei poate fi de tip logic sau de tip aritmetic
(real sau intreg) in functie de tipul de operanzi si operatori folosit.

O ezpresie logica (al carei rezultat se atribuie unei variabile de tip logic) poate avea
fie operatori logici i, sau, nu, caz in care operanzii trebuie sa fie logici, fie operatori de
relatie <, >, <, >, =, ##, caz In care operanzii trebuie sa fie aritmetici eali sau intregi),

1

).

sau de tip caracter (caz in care se compara pozitia lor in tabelul ASCII

Sa consideram urmatorul exemplu:

YASCII - American Standard Code for Information Interchange - codificare de tip text a 128 de
caractere, din care 26 reprezinta litere ale alfabetului latin.
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logic a ; rezultatul evaluarii expresiei logice

logic b, ¢ operanzi logici

real z, ¥y ; operanzi aritmetici
a = (b sau (nu c))
a=(z<y)
a=(z=y)

expresie logica cu operatori logici

expresie logica cu operatori de relatie

expresie logica cu operatori de relatie

2

Ultima linie a acestui exemplu contine de doua ori semnul ”=". Primul reprezinta
simbolul de atribuire, iar al doilea este un operator de relatie. In pseudocod nu se va face
deosebirea intre modul de scriere al lor, dar in limbajele de programare nu se intampla
la fel. De exemplu, in C sau in Matlab, aceasta linie se scrie a = (x == y), iar in Pascal
a := (z = y). In unele cirti se evitd aceastd confuzie folosind simbolul < pentru a
reprezenta operatia de atribuire, caz in care linia de mai sus s-ar fi scris a < (z = y).

O expresie aritmetica (al carei rezultat se atribuie unei variabile de tip real sau intreg)
are operanzi aritmetici, iar operatorii pot fi: +, —, -, /, dar si /- functii standard (de
exemplu functiile trigonometrice).

[ata un exemplu de pseudocod in care apar expresii aritmetice.

intreg ¢

real d,z,y
i=1+1

d = xy + sin(y)

d=+/d
d:rL

N
+
ol

-y

In pseudocod se admite scrierea simbolului radical, scrierea unui exponent si chiar a
fractiilor etajate. Se admite chiar sa nu se puna simbolul explicit pentru inmultire daca
acest lucru nu produce confuzii. Astfel, sintaxa nu este rigida, ca cea a unui limbaj de
programare. Totul este ca expresia sa fie clara, astfel incat implementarea sa fie imediata.

Secventa este un sir de instructiuni simple, scrise una sub alta, dar aliniate la stanga
si indentate. Indentarea este deosebit de importanta pentru a obtine un cod clar si usor
de in‘geles@. In exemplele urmatoare se foloseste scrierea indentata.

Decizia fara alternativa (simpla) are sintaxa:

daci conditie [atunci]

secventa

2Mediile de programare ofers facilititi pentru indentare. De exemplu, in Linux exista comanda indent,

iar 1n editorul din Matlab exista comanda Smart indent.
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Cuvantul cheie atunci poate lipsi. Pentru claritate, "secventa” este scrisa indentat (de-
plasat la dreapta) fata de cuvantul cheie dacd. Ea se va executa doar daca rezultatul

evaluarii expresiei ”conditie” este adevarat.

[ata un exemplu de folosire a scrierii indentate.

real x

T =2

daciz <0
r=x+3
r=2x/2
xr = 22

T =2x

In acest caz, la sfarsitul executiei acestui cod, x va avea valoarea 4. O modificare "minora”

a indentarii, ca de exemplu

real x

=2

daci z <0
r=x+3
r=ux/2

r = x?

T =2

schimba rezultatul final, care va fi in acest caz 8. Pentru marirea claritatii pseudocodului,

uneori se va marca suplimentar sfarsitul instructiunii de decizie cu e, ca de exemplu

real =

T =2

daciz <0
r=x+3
r=2x/2
T = a2

[ ]

T =2

Este recomandat ca fiecare instructiune sa fie scrisa separat pe o linie, utilizand scrierea

indentatd. In fond, codul de mai sus se putea scrie pe o singura linie astfel

2

realr =2 daciz<Oatunciz=x+3 x=z/2 z=12° exr=2x
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Cu siguranta ca s-ar fi facut economie de spatiu, dar claritatea s-ar fi pierdut. Iar acesta nu

a fost decat un exemplu banal. Algoritmii problemelor reale sunt cu mult mai complicati.

Decizia cu alternativa are sintaxa

daci conditie [atunci]
secvental
altfel

secventa2

In acest caz, "conditie” este o expresie care este evaluata, iar daca rezultatul este adevarat,

atunci se executa ”secvental”, in caz contrar executandu-se ”secventa2”.

Iata un exemplu de pseudocod in care se citeste un numar real si se afiseaza modulul

lui. In acest pseudocod se foloseste o decizie cu alternativa.

real z ; un numar real - data de intrare
real modul ; data de iegire - modulul numarului real
citeste x
dacaz >0
modul = x
altfel
modul = —x
[ ]

scrie modul
Ciclul cu test initial are sintaxa

cat timp conditie [repet3]

secventa

In acest caz se repeta corpul ciclului, adica "secventa” cat timp rezultatul evaluarii ex-
presiei logice ”conditie” este adevarata. S-ar putea ca ”secventa’ sa nu fie executata
niciodata. Acest lucru se intampla daca in momentul executiei ciclului rezultatul evaluarii

expresiei ”conditie” este fals.

[ata un exemplu de folosire a unui ciclu cu test initial.

intreg N

intreg

tablou real z[N]
N=3

Ilzl
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Ty = —1
T3 = 2
1=1
cat timp (i > 1) gi (i < N)
daca x; > 0
scrie "Elementul 7, i,” este pozitiv”
[ J
i=i+1
[ ]

Cliclul cu test final are sintaxa

repeta
secventa

cat timp conditie

In acest caz se repeta corpul ciclului, adica ”secventa” cat timp ”conditie” este adevarata.

Spre deosebire de ciclul cu test initial, ciclul cu test final este executat cel putin o data.

Este posibil ca sintaxa ciclului cu test final sa o scriem si astfel

repeta
secventa

pand cand conditie

In acest caz corpul ciclului se repeta cat timp ”conditie” este falsa. Cand ”conditie”
devine adevarata, programul iese din ciclu. Logica este deci inversa primei variante.

Oricare din aceste doua variante pot fi folosite in pseudocod. Ele doar trebuie traduse
cu grija in limbajul de programare alesy.

[ata un exemplu de folosire al unui ciclu cu test final:

intreg N
tablou real z[N]
real s, €

intreg k

k=0
s=20

3In C ciclul cu test final foloseste cuvantul cheie while (care in limba engleza inseamnd cat timp), iar
in Pascal ciclul cu test final foloseste cuvantul cheie until (pana cand).
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repeta
E=k+1
S =S5+ Tk

cat timp |xg| > ¢

Un astfel de pseudocod calculeaza suma unei serii, adunand termenii pana cand ultimul

termen adunat este mai mic in modul decat o anumita valoare, suficient de mica.

Ciclul cu contor are sintaxa

pentru contor = val.in, val fin[, pas| [repet3]

secventa

Intr-un astfel de ciclu, variabila ”contor” ia, pe rand, valorile intregi ”val_in”, ”val_in”
+ "pas”, ..., "val_fin”. Pentru fiecare din aceste valori se executa ”secventa”. Valoarea
"pas” poate lipsi, caz In care este considerata, iIn mod implicit, 1. Aceasta valoare poate
fi pozitiva sau negativa.

Ciclul cu contor se foloseste atunci cand se cunoaste de la inceput numarul de repetitii

ale secventei, pe cand ciclurile cu test se folosesc atunci cand acest numar nu este cunoscut.

Un exemplu simplu de folosire a unui ciclu cu contor il reprezinta citirea elementelor

unel matrice.

intreg N

citegte N

tablou real a[N, N]

intreg,)

pentru¢=1,N
pentruj =1 N

citegte a;

Rutinele sunt folosite atunci cand aceeasi secventa apare de mai multe ori in acelasi
algoritm. In acest fel, secventa respectiva va fi memorata intr-un singur loc in memoria
calculatorului si va fi apelata ori de cate ori este nevoie. In general se prefera utilizarea ru-
tinelor chiar daca ele sunt apelate o singura data. In acest fel, algoritmul se modularizeaza
si, chiar daca el face lucruri complicate, nu este lung ci face apel la rutine. Modularizarea
are avantajul ca permite gi impartirea problemei de rezolvat in sub-probleme, astfel incat
conceperea unui algoritm pentru rezolvarea unei probleme complicate poate fi facut in
echipa. Se recomanda ca programul principal sa fie scris cu cat mai putine linii de cod, el
facand apel la rutine. O data ce o rutina este apelata, programul ii transfera ei executia.

Dupa ce rutina a fost executata, intoarcerea se face imediat dupa punctul de apel.
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Dupa numarul de parametri de iesire, rutinele se impart in proceduri si functii.
Procedura este o rutina care poate avea oricati parametri de iegire.

Definitia unei proceduri se face astfel

procedurd nume_proc (lista argumentelor formale de intrare si iegire)

; comentarii ce descriu ce face procedura si parametrii acesteia
; declaratii pentru argumente
; instructiuni

retur ; cuvant cheie ce comanda intoarcerea in punctul de apel

Apelul unei proceduri se face simplu, prin invocarea numelui ei, urmat de lista argu-

mentelor actuale:

nume_proc (lista argumentelor actuale de intrare si iegire)

Functia este o rutina care are exact un singur parametru de iegire.

Definitia unei functii se face astfel

functie nume_fet (lista argumentelor formale de intrare)

; comentarii ce descriu ce face functia si parametrii acesteia
; declaratii pentru argumente
; instructiuni

intoarce valoare  ; cuvantul cheie comanda intoarcerea in punctul de apel

Apelul unei functii se face in instructiuni de atribuire, functia putand fi inteleasa ca
un operator aplicat unor operanzi ce apar ca o lista de argumente actuale de intrare ale

functiei:

val = nume _fct (lista argumentelor actuale de intrare)

Functia poate fi privita ca un caz particular de procedura. Este foarte important ca

in cazul rutinelor, sa nu se confunde argumentele formale, folosite la definirea rutinei,
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cu argumentele actuale, cele pentru care se face calculul propriu-zis. Exista o restrictie

valabila in toate limbajele de programare si anume ca argumentele formale sa concorde

cu cele actuale ca numar, ordine si tip. Nerespectarea acestui lucru genereaza neclaritati

in pseudocod si greseli in implementarea propriu-zisa.

Ca exemplu, vom modulariza, cu ajutorul rutinelor, urmatorul algoritm ce calculeaza

produsul scalar a doi vectori.

; program principal
intreg N

citegste N

tablou real a[N],b[N]

real p

intreg ¢

pentru: =1, N
citeste q;
[ ]
pentrui¢=1,N
citeste b;
[ J
p=0
pentrui= 1N
p=Dp+ab;
[ J

scriep

; dimensiunea vectorilor

; date de intrare: doi vectori de numere reale, indici de la 1
; rezultatul: produsul scalar al vectorilor a si b

; alte variabile utile

Vom rescrie acest pseudocod folosind o procedura pentru citirea vectorilor si o functie

pentru calculul produsului scalar. Codul rezultat este urmatorul:

; program principal
intreg N

citeste N

tablou real a[N],b[N]

real p

citegte_vector(N,a)
citegte_vector(N,b)
p = produs_scalar(N,a,b)

scriep

procedura citegte_vector(N,x)

; dimensiunea vectorilor

; date de intrare: doi vectori de numere reale, indici de la 1

; rezultatul: produsul scalar al vectorilor a si b
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intreg N ; dimensiunea vectorului - argument formal de intrare
tablou real z[N] ; vectorul propriu-zis - argument formal de iegire
intreg ¢

pentrui = 1N
citeste z;
[ ]

retur

functie produs_scalar(N,v,w)
intreg N
tablou real v[N], w[N]
intreg
real r
r=20
pentrui=1N
T =7+ vWw;
[

intoarce r

In cazul in care algoritmii sunt complicati, este permis ca primele versiuni ale pseu-
docodului sa fie scrise intr-un pseudocod simplificat, ce permite o scriere de tip matriceal.
Intr-un astfel de pseudocod un tablou unidimensional va fi notat cu litera mica scrisa
cu font aldin, iar un tablou bidimensional va fi notat cu litera mare scrisa cu font aldin.
Tabloul unidimensional poate fi primit ca un vector coloana, iar cel bidimensional ca o ma-
trice. Astfel, functia ce calculeaza produsul scalar de mai sus ar putea fi scrisa simplificat
astfel:

functie produs_scalar(v, w)

intoarce v! - w

In acest caz, nici nu mai este nevoie sa se complice pseudocodul programului principal cu

instructiunea
p = produs_scalar(a, b)
ci se poate scrie simplu

p:aT.b
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Pe parcursul acestei carti se vor folosi ambele variante de pseudocod, de fiecare data
fiind folosita varianta ce permite explicarea mai clara a notiunilor.

In momentul in care un algoritm este definitivat si se doreste implementarea lui intr-un
limbaj de programare, atunci stilul de lucru va depinde si de limbajul ales. Urmatoarele

doua paragrafe ofera sugestii de lucru utilizatorilor de C si, respectiv, Matlab.

1.1.2 Sugestii pentru utilizatorii de C

Metodele care vor fi studiate in aceasta carte conduc in exclusivitate la algoritmi
numerici, care efectueaza de cele mai multe ori calcule cu vectori gi matrice. In acest
paragraf se vor face cateva consideratii asupra declararii si alocarii vectorilor si matricelor
in C.

In C existi o stransi corespondentd intre adrese (pointeri) si tablouri. De exemplu, in

cazul unui tablou unidimensional declarat ca
float al4]

valoarea reprezentata de a[j] este acelagi lucru cu *(a+j) adica ”continutul adresei
obtinute incrementand pointer-ul a cu j”. O consecinta a acestei definitii este aceea
ca daca a este adresa unei locatii valide, atunci a[0] este intotdeauna definit. Tablourile
unidimensionale sunt numerotate in C, in mod natural, incepand de la 0. Sirul definit
mai sus are referintele valide a[0], a[1], al[2] si al[3], dar nu si a[4].

Multi algoritmi sunt insa descrigi in mod natural cu indici care incep de la 1. Cu
siguranta ca acesti algoritmi pot fi modificati, dar aceasta presupune o aritmetica supli-
mentara in operarea cu indici, lucru care nu este prea placut. Se poate folosi insa puterea

limbajului C pentru ca aceasta problema sa dispara. Ideea este simpla:

float al4], *aa;

aa = a - 1;

Pointer-ul aa indica acum o locatie inaintea lui a. In consecinta, elementele aa[1],
aal[2], aal3] si aal4] exista si vectorul aa are indici ce pornesc de la 1.

Uneori este convenabil ca vectorii sa aiba indici care pornesc de la 0, iar alteori este
convenabil ca indicii sa inceapa cu 1. De exemplu, coeficientii unui polinom ag + a1 +
... ayx" sunt descrisi in mod natural de un vector cu indici ce incep cu 0, pe cand termenul
liber al unui sistem de ecuatii b;,2 = 1,...,n este descris in mod natural cu un vector cu
indici ce incep de la 1.

Pentru a evita rescrierea algoritmilor ce sunt dedusi in mod natural cu indici ce pornesc

de la 1, se poate folosi o functie cu urmatoarea definitie.
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typedef float *VECTOR;
VECTOR vector (int nl, int nh)

{
VECTOR v;
v = (float *) malloc ((unsigned) (nh - nl + 1) * sizeof (float));
if (1v)
nrerror ("Eroare de alocare in vector()");
return v - nl;
}

Aceasta functie aloca un vector de variable de tip float, care vor fi accesate cu indici

cuprinsi intre nl gi nh. O utilizare tipica a acestei functii este

VECTOR a;

a = vector(1,4);

Aceasta functie precum si functii similare ce aloca vectori de intregi se gasesc in figierul
nrutil.c pe care il gési@i@ in anexa[Al Acest fisier contine si rutinele corespunzatoare de
dealocare. De exemplu, pentru dealocarea memoriei ocupate de vectorul definit mai sus,

instructiunea este
free_vector(a,1,4);

Problema indicilor ce pornesc de la 0 sau de la 1 apare si in cazul matricelor. In
sintaxa C, lucrul cu tabele bidimensionale este putin mai complicat. Fie o valoare reala
alil [j] unde i §i j sunt intregi. Un compilator de C va genera coduri magina diferite
pentru aceasta referinta, aceasta depinzand de declaratia pentru variabila a. Daca a a
fost declarata de dimensiune fixa, de exemplu float a[2] [4] atunci codul magina ar
putea fi descris astfel: ”la adresa a aduna de 4 ori i, apoi aduna j si intoarce valoarea
astfel adresata. Observati ca valoarea constanta 4 trebuie cunoscuta pentru a efectua in
mod corect calculele.

Daca a a fost declarat ca float **a, atunci codul magina a[i] [j] este "la adresa a
aduna i, valoarea astfel adresata consider-o o noua adresa, la care aduna j si intoarce
valoarea astfel adresata.

Se observa ca in al doilea caz nu este necesara cunoasterea dimensiunii matricei si nu
este nevoie de nici o iInmultire. O indirectare suplimentara inlocuieste aceste informatii.

In concluzie, tablourile de dimensiune fixa trebuie evitate. Ele nu sunt
structuri de date potrivite pentru reprezentarea vectorilor si matricelor in

calculele stiintifice.

4 Acesta este stilul de lucru al cartii Numerical Recipies in C [9], http://www.nr.com/.
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Ca exemplificare a celor spuse mai sus, iata traducerea in C a pseudocodului algorit-

mului ce calculeaza produsul scalar a doi vectori, descris la sfargitul paragrafului anterior.

#include "nrutil.h"
void citeste_vector (int N, VECTOR x);
float produs_scalar (int N, VECTOR v, VECTOR w);

void main (void)
{
/* program principal */
int N; /* dimensiunea vectorilor */
VECTOR a, b; /* vectorii de intrare */
float p; /* produsul scalar dintre a si b */
int i;
printf ("\n Introduceti dimensiunea vectorilor ");
scanf ("%d", &N);
a = vector (1, N); /* aloca spatiu de memorie pentru vectori */
b = vector (1, N);

printf ("\n Introduceti componentele vectorului a ");
citeste_vector (N, a);

printf ("\n Introduceti componentele vectorului b ");
citeste_vector (N, b);

p = produs_scalar (N, a, b);

printf ("\n Rezultatul este %f \n", p);

free_vector (a, 1, N); /* elibereaza spatiul de memorie */
free_vector (b, 1, N);

void citeste_vector (int N, VECTOR x)
{
/* citeste un vector x de dimensiune N, indicii incep de la 1 */
int 1i;
for (1 = 1; i <= N; i++)
{
printf ("\n componenta %d = ", i);
scanf ("%f", &x[i]);
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float produs_scalar (int N, VECTOR v, VECTOR w)
{
/* calculeaza produsul scalar a doi vectori v si w,
ai caror indici incep de la 1 */
int 1i;
float r;
r =0;
for (i = 1; i <= N; i++)
r=r + v[i] * w[i];

return r;

1.1.3 Sugestii pentru utilizatorii de Matlab

In limbaje de programare de tip Matlab, Scilab, Octave, implementarile pot arata
chiar mai simplu decat algoritmul prezentat in sintaxa pseudocodului descrisa anterior.
Acest lucru se datoreaza pe de o parte faptului ca in aceste limbaje nu sunt necesare
declaratiile variabilelor, iar pe de alta parte in aceste limbaje se poate opera direct cu
vectori gi matrice.

Vom ilustra aceste afirmatii folosind exemplul produsului scalar. O traducere exacta

in Matlab a algoritmului prezentat este urmatoarea:

% program principal, fisier main_ps.m
clear all;
N = input(’Introduceti N = ’);

zeros(N,1); 7% alocare de memorie pentru vectorul a

zeros(N,1); 7% alocare de memorie pentru vectorul b

citeste_vector(N,a);

citeste_vector(N,b);

s o p T
Il

produs_scalar(N,a,b);

disp(sprintfCp = %g’,p));

% fisier citeste_vector.m
function a = citeste_vector(N,a)
for i = 1:N
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a(i) = input(sprintf(’Introduceti componenta %d = ’,i));

end

% fisier produs_scalar.m

function p = produs_scalar(N,a,b)

p=0;
for i = 1:N

p=p+ a(@)*b(i);
end

Functia de citire se poate simplifica avand in vedere ca sintaxa comenzii input permite

chiar introducerea vectorului, nu numai a unei componente:

% fisier citeste_vector.m - varianta a doua
function a = citeste_vector(N,a)
a = input(sprintf(’Introduceti un vector coloana de dimensiune %d :’,N));
if or(size(a,1)”=N,size(a,2)~=1)
error (’Eroare’);

end

De asemenea, calculul produsului scalar se poate face mult mai simplu, stiind ca se

pot folosi operatii cu vectori si matrice.

% fisier citeste_vector.m - varianta a doua
function p = produs_scalar(N,a,b)

p = a’*b;

In Matlab de altfel, codurile ce folosesc operatii cu matrice sunt mai eficiente din
punct de vedere al timpului de calcul decat folosirea unui cod echivalent ce detaliaza
toate operatiile, aga cum s-ar fi facut in C. Operarea cu matrice ascunde insa operatiile
elementare si, in consecinta, va face mai dificila estimarea complexitatii codului.

Exemplul de mai sus ilustreaza doar cateva aspecte ale implementarii in Matlab. De
fapt, functia produs_scalar nici nu mai are nevoie de N, primul argument de intrareH.
Mai mult, este lipsit de sens gi chiar ineficient sa se scrie functii care au o singura linie de
cod deoarece se pierde timp gi la transferul executiei de la programul principal la functie

i Inapoi.

5Pentru a curita programul de astfel de lucruri inutile, este deosebit de folositor sa se foloseasca

comanda Matlab mlint care permite identificarea variabilelor inutile gi chiar a liniilor de cod cu probleme.
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1.2 Complexitatea algoritmilor

In general, o problema admite mai multe metode de rezolvare, gi in consecinta, vor
exista mai multi algoritmi diferiti pentru rezolvarea ei cu ajutorul calculatorului. De
aceea, este absolut necesar sa se faca o evaluare a algoritmilor pentru a stabili care dintre
ei este cel mai bun pentru o problema data.

Nu exista un singur criteriu de evaluare a algoritmilor. Algoritmul ideal trebuie sa fie
simplu, sa dea o solutie corecta intr-un timp scurt si sa ocupe o zona mica de memorie. Nu
exista insa nici un algoritm care sa rezolve perfect o problema, fara nici un fel de eroare
i atunci se va urmari ca erorile pentru o anumita aplicatie sa fie rezonabile. O analiza
a erorilor posibile dintr-un algoritm este prezentata in paragraful [[3 De asemenea,
criteriul referitor la timpul de calcul intra de multe ori in contradictie cu criteriul referitor
la memoria necesara algoritmului.

In consecinta, la alegerea unui algoritm potrivit pentru o aplicatie data, trebuie facut
un compromis intre trei criterii: timpul de calcul necesar obtinerii solutiei, necesarul de
memorie i acuratetea solutiei. Analiza primelor doua criterii furnizeaza informatii despre

complexitatea algoritmului.

1.2.1 Timp de calcul

Timpul de calcul al unui algoritm depinde de complexitatea problemei de rezolvat, de
performantele intrinseci ale calculatorului si limbajului de programare folosit si evident,
de algoritm. Este util sa poata fi apreciata doar calitatea algoritmului si nu a problemei
sau a mediului in care se lucreaza. De aceea s-a inventat conceptul de complexitate a
unui algoritm din punct de vedere al timpului de calcul.

Complexitatea unui algoritm din punct de vedere al timpului de calcul este relatia dintre
timpul de calcul exprimat in numar de operatii elementare st dimensiunea problemes.

Dimensiunea problemei depinde de problema studiata. De exemplu, pentru calculul
produsului scalar a doi vectori, dimensiunea problemei este dimensiunea vectorilor. Pentru
rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare, dimensiunea problemei este dimensiunea
sistemului. Uneori, este potrivit sa exprimam dimensiunea problemei in functie de doua
numere in loc de unul. De exemplu, daca datele de intrare reprezinta graful unui circuit,
dimensiunea problemei este reprezentata de perechea alcatuita din numarul de noduri si
numarul de laturi.

Timpul de calcul este de fapt suma timpilor necesari pentru executarea tuturor instruc-
tiunilor algoritmului. Nu toate instructiunile dureaza la fel de mult, de aceea, estimarea

complexitatii nu se poate face foarte precis, dar nici nu este necesar acest lucru. Se alege o



20 Capitolul 1. Descrierea si evaluarea algoritmilor

operatie elementard, considerata a fi cea care dureaza cel mai mult (de exemplu evaluarea

unei anumite functii) si se numara cate astfel de operatii elementare sunt executate.

Algoritmi polinomiali

Sa consideram urmatorul fragment de pseudocod, corespunzator calculului unui produs

scalar p = Y"1 | a;b;.

p=0;
pentrui=1,n

p=p+apb

Considerand ca operatie elementara orice operatie algebrica (adunare, scadere, inmultire,
impartire) si neglijand timpul de calcul petrecut in declaratii si atribuiri, rezulta ca in
algoritmul de mai sus se fac 2n operatii elementare, cate doua (o adunare si o inmultire)
pentru fiecare valoare a contorului 7. Timpul de calcul este proportional cu dimensiunea
problemei, in acest caz n. Un astfel de algoritm se spune ca este un algoritm liniar, sau de
ordinul 1 si se noteazd T = O(n). In cazul produsului scalar a doi vectori de dimensiune
n, putem scrie 7' = O(2n) ~ O(n). Constanta 2 nu este atat de relevanta, ceea ce este
important este dependenta de dimensiunea problemei.

Fie acum cazul inmultirii unei matrice patrate a de dimensiune n cu un vector coloana

z. Rezultatul este un vector coloana ale carui componente se calculeaza cab; = >

j=1 AigLj.

pentrui=1,n
b =0
pentruj =1,n
by = b, + a;jx;

In acest caz, pentru fiecare i se fac 2n operatii (rationand exact ca la produsul scalar),
deci pentru toate cele n valori ale lui i se vor face 2n? operatii elementare. Un algoritm
pentru care timpul de calcul T este proportional cu patratul dimensiunii problemei n se
spune ca este un algoritm pdatratic, sau de ordinul 2 si se noteaza T = O(n?). inmul@irea
dintre o matrice si un vector are deci complexitatea T' = O(2n?) ~ O(n?).

Sa consideram acum cazul inmultirii a doua matrice patrate de dimensiune n. Rezul-

tatul este o matrice patrata ale cdrei componente sunt ¢;; = > _; @ixb;.
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pentrui=1,n

pentruj=1,n
Cij = O
pentru k =1,n

Cij = Cij + Qikby;

In acest caz se fac 2n3 operatii elementare. Un algoritm pentru care timpul de calcul T'
este proportional cu cubul dimensiunii problemei n se spune ca este un algoritm cubic, sau
de ordinul 3 si se noteaza T = O(n?). Inmultirea a dous matrice pitrate are complexitatea
T = 0(2n3) ~ O(n?).

Se spune ca un algoritm este polinomial de ordin k din punct de vedere al timpului de
calcul, si se noteaza T = O(n*) daca si numai daci exista o constantd C' > 0 si un numar
no astfel incat T < Cn* pentru orice n > ny.

Un algoritm pentru care timpul de calcul nu depinde de dimensiunea problemei se
numeste algoritm de ordin zero si pentru el se scrie T = O(1).

Ordonarea algoritmilor s-ar putea face pe o scara astfel: O(1) < O(logn) < O(n) <
O(nlogn) < O(n?) < ...0(e") < O(n!). Intre algoritmii de ordin zero si algoritmii liniari
se afla algoritmii logaritmici, al caror timp de calcul este proportional cu logaritmul di-
mensiunii problemei. Intre algoritmii liniari si cei patratici se afla algoritmii liniaritmici
avand timpul de calcul majorat de la un moment dat de o functie proportionala cu nlogn.
Cei mai costisitori, si de alfel lipsiti de importanta practica, sunt algoritmii nonpolinomi-
ali. Rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare cu regula lui Cramer conduce de
exemplu la un algoritm cu complexitate factoriala. La fel ar fi si algoritmul unui jucator
de sah perfect, care la orice mutare analizeaza toate combinatiile posibile de pe tabla de
sah. In practica sunt utili cel mult algoritmii avand o complexitate cubica din punct de
vedere a timpului de calcul.

Daca analizam cele trei exemple anterioare, observam ca gradul de indentare este in
stransa corelare cu ordinul algoritmului. Cu cat gradul de indentare este mai mare, cu
atat este de asteptat ca ordinul algoritmului sa fie mai mare. Acest lucru este adevarat
daca operatia elementara apare in instructiunea indentata cel mai mult.

Vom exemplifica acum evaluarea complexitatii timpului de calcul in cazul a trei algo-

ritmi diferiti pentru evaluarea unui polinom de grad n, cu coeficienti reali

P(z) =ag+ a1z + ...+ a,z". (1.1)
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Relatia (ILTJ), scrisa compact
P(x) = ap + Z a;x’ (1.2)
i=1
se poate implementa "natural” astfel (declaratiile au fost omise):

; Varianta 1
P = ap;
pentrui=1,n
t=a,
pentru j = 1,1
t=tx*xx
[

P=P+t;

Considerand ca operatie elementara orice operatie algebrica, rezulta ca pentru fiecare
valoare 7 se fac ¢ + 1 operatii elementare (i inmultiri si o adunare). Cum i ia valori de la
1 la n rezultd c¢& numarul total de operatii elementare este > (i + 1) ~ n?/2. Ordinul
de complexitate al acestui algoritm va fi deci Ty = O(n?/2) &~ O(n?), asteptat pentru ci

exista doua nivele de indentare.
O alta varianta de implementare poate calcula fiecare termen al sumei mai simplu, in
functie de termenul adunat anterior. Ea se bazeaza pe scrierea, echivalenta din punct de

vedere matematic

P(Q?) :a0+alt1+a2t2+...+antn :ao—i—Zaiti, (13)
i=1
unde
31 =, ti:ti_lx, 222,771 (14)

Pentru aceasta scriere matematica, implementarea naturala este

; Varianta 2

P = ag;

t=1;

pentrui=1,n
t=1t*xx
P=P+a;xt
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Deoarece exista un singur nivel de indentare, este de asteptat ca algoritmul sa fie liniar.
intr—adevér, pentru fiecare i se executa 3 operatii elementare (doua inmultiri si o adunare),
deci complexitatea algoritmului este 75 = O(3n) ~ O(n).

O alta idee de implementare este sugerata de efectuarea calculelor conform relatiei
P(z) =ao+z(ay + x(az + ... x(ap-1 + anzx)...)). (1.5)

Implementarea corespunzatoare acestei expresii este

; Varianta 3

P =ay;

pentrui=n—1,0,-1
P=a,+Pxx

Aceasta varianta este cea mai eficienta, ordinul de complexitate fiind 75 = O(2n) ~ O(n).
Din punct de vedere matematic, cele trei relatii (L)), (L3]) si (I3) sunt echivalente, dar
algoritmii corespunzatori sunt diferiti din punct de vedere al complexitatii lor.

Un algoritm se poate imbunatati din punct de vedere al timpului de calcul daca operatia
elementara este scoasa din instructiunea indentata cel mai mult. Un alt aspect important
este acela de a nu repeta operatiile efectuate o data. Pentru a clarifica aceste afirmatii,

sa consideram urmatorul exemplu.

; Varianta A
intregi,j,n

real a,b

tablou real c¢[n|[n]

pentrui=1,n

pentruj =1,n
cij=flixa)+ f(j*b) ; f esteo functie definita in alta parte

Considerand ca operatie elementara evaluarea functiei f, rezulta o complexitate a algo-
ritmului T4 = O(2n?).
Acest cod se poate simplifica observand ca termenul f(i*a) este evaluat de mai multe

ori, chiar pentru aceeasi valoare a lui ¢. De aceea, se poate scoate in afara ciclului in
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J evaluarea functiei f pentru argumentul i * a rezultand urmatoarea varianta de imple-

mentare. Pentru aceasta este insa nevoie de o variabila suplimentara, notata mai jos cu

D

; Varianta B
intregi,j,n

real a,b,p

tablou real c[n|[n]
pentrui=1,n
p=[f(ixa)
pentru j =1,n
cy=p+ f(j*b)

Pentru aceasta implementare, numarul de apeluri ale functiei f este T = O(n(n+1)) =
O(n% 4+ n) =~ O(n?). Pentru valori mari ale lui n aceastd varianta de implementare este
de doua ori mai rapida decat prima varianta, dar ambii algoritmi sunt patratici.
Implementarea poate fi simplificata i mai mult, daca se observa ca, pentru fiecare
valoare a contorului ¢, functia f este evaluata din nou in b, 2b, ..., nb. Se repeta astfel
calcule inutile, consumatoare de timp. Este evident ca este nevoie ca functia f sa fie
evaluata in doar 2n puncte: a, 2a, ..., na, b, 2b, ..., nb. Urmatoarea varianta de
implementare executa un numar minim de evaluari, cu pretul memorarii lor anterioare

asamblarii rezultatului.

: Varianta C
intregi,j,n

real a,b

tablou real c[n|[n]
tablou real p[n], q[n]
pentrui=1,n

pi = flixa)

g = f(ixb)
[ ]
pentrui=1,n

pentruj =1,n
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Cij =Pi +4j

intr—adevér, in acest caz complexitatea algoritmului este T = O(2n). Algoritmul este
acum liniar. Reducerea timpului de calcul s-a facut pe baza alocarii suplimentare de

memorie pentru doua tablouri unidimensionale.

Notatii asimptotice

In cele de mai sus, am discutat gi exemplificat cazul algoritmilor polinomiali pentru
care timpul de calcul este marginit superior de o functie de forma Cn*, cel putin de la o
anumita valoare a lui n in sus. Aceasta definitie se poate generaliza astfel[10].

Un algoritm are ordinul de complexitate O(g(n)) din punct de vedere al timpului de
calcul T' (exprimat in unitati de timp, de exemplu secunde) daca si numai daca exista
o constanta pozitiva C' > 0 gi un numar ny astfel incat 7' < Cg(n) pentru orice n > ny.
Notatia O descrie deci o margine superioara pentru timpul de executie al unui program,
aspect ilustrat in figura [[.1]

Notatia €2 defineste o delimitare asimptotica inferioara. Un algoritm are ordinul de
complexitate Q(g(n)) din punct de vedere al timpului de calcul daca gi numai daca exista
o constanta pozitiva C' > 0 gi un numar ng astfel incat C'g(n) < T pentru orice n > ny.
Aceasta definitie este ilustrata in figura [[.2

Notatia © delimiteaza asimptotic atat inferior cat si superior, timpul de executie al
unui algoritm. Se mai spune ca notatia © furnizeaza o margine asimptotica stransa. Un

algoritm are ordinul de complexitate ©(g(n)) din punct de vedere al timpului de calcul

T[s] T[s] T[s]
cg(n) c; g(n)
f(n)
f(n) f(n)
| cg(n) | ¢ g(n)
M n m n N, n

Figura 1.1: Notatia O: Figura 1.2: Notatia Q: Figura 1.3: Notatia ©O:
T = f(n) = O(g(n))- T = f(n) = Qg(n)). T = f(n) = 6(g(n)).
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daca si numai daca exista doua constante pozive C; si Cy si un numar ny astfel incat

C1g(n) <T < Cyg(n) pentru orice n > ng. Acesta definitie este ilustrata in figura [[3]

Se poate demonstra urmatoarea echivalenta
T=0(@n) <  T=0(g(n) s T==~g(n).

De asemenea, se poate arata ca un algoritm pentru care timpul de calcul se exprima printr-
un polinom 7' = Zf:o a;n® unde a; > 0 este un algoritm de complexitate T = O(n*),
deci, conform echivalentei anterioare T = O(n*) si T = Q(n*).

O margine asimptotica superioara, data de notatia O poate sa fie sau nu o margine
asimptotic stransa. Pentru a desemna o margine asimptotic superioara care nu este

stransa se foloseste notatia o.

Un algoritm are ordinul de complexitate o(g(n)) din punct de vedere al timpului de
calcul daca si numai daca pentru orice constanta pozitiva C' > 0 exista un numar n
astfel incat T < Cg(n) pentru orice n > ng. Definitiile pentru notatia O i o sunt
similare. Principala diferenta este aceea ca la notatia O relatia are loc pentru o anumita
constanta C, in timp ce la notatia o, relatia are loc pentru toate constantele C. Intuitiv,
in cazul notatiei o, timpul de calcul T'= T'(n) devine neglijabil fata de g(n) atunci cand
n tinde la infinit: lim, o, T'(n)/g(n) = 0.

Similar, pentru marginea inferioara se foloseste notatia w. Un algoritm are ordinul de
complezitate w(g(n)) din punct de vedere al timpului de calcul daca si numai daca pentru
orice constanta pozitiva C' > 0 exista un numar ng astfel incat C'g(n) < T pentru orice
n > ng. Aceasta implica faptul ca T' devine oricat de mare fata de g(n) atunci cand n
tinde la infinit: lim, ., T'(n)/g(n) = occ.

Aceasta analiza rafinata a ordinului de complexitate este importanta mai ales atunci
cand performanta algoritmului depinde si de modul in care sunt furnizate datele de intrare.
De exemplu, pentru un algoritm de sortare a unui gir de numere reale, analiza cazului cel
mai favorabil (in care vectorul de intrare este gata sortat) va furniza informatii despre
complexitatea notata cu €2 in timp ce analiza cazului cel mai defavorabil (in care vectorul
este sortat in ordine inversa) va furniza informatii despre complexitatea notata cu O.

De exemplu, fie un sir de n valori reale, ordonate crescator z; < x5 < ... < x, §i un
alt numar real xert. Dorim sa gtim in care subinterval [z, 251 1] se afla valoarea zcrt.

Cu siguranta ideea de cautare naturala este de a parcurge sub-intervalele ca in pseu-
docodul urmator care intoarce, in cazul in care xcrt este intre x; si x,, indicele k£ pentru

care xert € [T, Tpi1)-

functie cauta_v0(n,z, xert)

; cauta plasarea valorii xcrt in girul ordonat x cu n valori
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Intregn

tablou real z[n| ; sirul este presupus ordonat crescator

real zcrt

daca (zert < a4)
rez =1
altfel dacid (zert > x,)
rez=mn—1
altfel
flag =0
k=1
cat timp ((k <=n—1) gi (flag =0))

daca xcrt < Tpyq

rez =k

flag =1
altfel

k=k+1

intoarce rez

Considerand ca operatie de referinta compararea a doua numere reale, este evident ca
ordinul de complexitate in cazul cel mai defavorabil este 7' = O(n) si in cazul cel mai
favorabil T = €2(1). Cautarea se face mai eficient daca se adopta insa o strategie bazata
pe Injumatatirea numarului de subintervale In care are loc cautarea. Astfel, la fiecare
iteratie se elimina jumatate din numarul de sub-intervale posibile, intorcandu-se indexul
capatului din stanga al subintervalului. O astfel de procedura este utila de exemplu in
cazul in care se doreste interpolarea pe portiuni a unei functii descrise cu ajutorul unui
tabel de valori. In cazul in care valoarea xert nu se afla in (1, x,] atunci rezultatul
returnat este 1 daca punctul se afla in stanga domeniului si n — 1 daca punctul se afla in

dreapta domeniului.
functie cautd(n, x,xert)
dacd (zert < xy)

rez =1
altfel daca (zert > x,)
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rez=mn—1

altfel
kl1=1
k2=mn
cat timp k2 — k1 #1
km = [(k1 + k2)/2] ; [+ -] este partea intreaga
daca zert < T,
k2 =km
altfel
k1l =km
[ ]
[ ]
[ J
rez =kl

intoarce rez

In acest caz, la fiecare iteratie se elimina jumatate din intervale. Numarul de intervale
eliminate dupa k iteratii este n/2+n/4+n/8+---n/2%. Cautarea dureazi cel mult pand
se elimind n — 1 subintervale. Din conditia n/2 + n/4 +n/8 + ---n/2¥ = n — 1 rezulta

2% = n de unde k = log,(n). Algoritmul are in consecintd o complexitate logaritmica.

Analiza complexitatii algoritmilor recursivi

Un algoritm recursiv este un algorim care se apeleaza pe el insugi. Analiza complexitatii
unui astfel de algoritm este mai dificila decat in cazul algoritmilor nerecursivi. Ideea
principala este aceea de a imparti problema in subprobleme de acelasi tip. Pentru analiza
complexitatii algoritmilor recursivi se scrie mai intai o relatie de recurenta pentru timpul
de calcul. Aceasta relatie leaga complexitatea problemei initiale 7'(n) de complexitatea
unei subprobleme 7'(n/b) unde b este numarul de subprobleme in care se descompune
problema. Pentru aceasta trebuie evaluate numarul de apeluri recursive (fie acest numar

a) precum si complexitatea instructiunilor de trecere la problema la subproblema, iar
T(n) =aT(n/b)+ C(n).

Exista mai multe tipuri de metode pentru rezolvarea evaluarii acestei recurente [10]. In
cele ce urmeaza se va exemplifica metoda iteratiei pentru estimarea complexitatii algorit-

mului de cautare binara in varianta recursiva.

functie cauta_v2(n,z, xert)
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dacd (zert < )
rez=1
altfel daca (zert > x,)
rez=mn-—1
altfel
rez = binary search(zx, zcrt, 1,n);
[ J
Intoarce rez
functie binary search(z, zert, k1, k2)
; presupuneri:
; ¢ - ordonate crescator, k1 < k2

; xert se afla in interiorul vectorului x

km = [(k1+ k2)/2]
daci k2 =kl +1

rez = km
altfel daca zw, > xcrt

rez = binary search(x, xcrt, k1, km)
altfel

rez = binary_search(x, zcrt, km, k2)
[

intoarce rez

Pentru acest algoritm recursiv, la fiecare iteratie dimensiunea problemei se reduce la
jumatate, iar timpul necesar pentru a decide care jumatate sa fie eliminata este constant,

nu depinde de dimensiunea problemei. De aceea putem scrie
T(n)=T(n/2)+ O(1).

Pentru a simplifica rationamentul, vom presupune ca n este o putere a lui 2: n = 2F.

Urmeaza ca
T(n) <T(n/2)+C < T(n/4)+2C < - < T(n/2")+kC = T(1)+Clog(n) = O(log(n)).

Se poate arata ca acest algoritm are aceasta complexitate pentru orice valoare a lui n,

nu numai pentru valori de tipul n = 2%,
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1.2.2 Necesar de memorie

Complexitatea unui algoritm din punct de vedere al necesarului de memorie este depen-
denta dintre necesarul de memorie exprimat tn numar de locatii elementare de memorie

st dimensiunea problemer.
De obicei, o locatie elementara de memorie este cea corespunzatoare unui numar real.

Se spune ca un algoritm este polinomial de ordin k din punct de vedere al necesarului
de memorie M, si se noteaza, M = O(n*) daca si numai daca existd o constanta C' astfel
incat M < Cn*, unde n este dimensiunea problemei.

Necesarul de memorie se stabileste cu usurinta inspectand declaratiile facute in pseu-
docod. Pentru cele trei variante (A, B, C) prezentate in paragraful [L21] rezulta My =
O(n? 4+ 2) ~ O(n?) necesard pentru memorarea tabloului bidimensional ¢ si a variabilelor
reale a §i b, M = O(n*+ 3) ~ O(n?) care diferd de varianta A doar prin memorarea unei
variabile suplimentare reale p si Mo = O(n? + 2n + 2) &~ O(n?) care difera de varianta A
prin memorarea a doua tablouri unidimensionale de dimensiune n. Toate cele trei variante
sunt, din punct de vedere al necesarului de memorie, de ordin 2. Castigul variantei C' este
de aceea remarcabil, caci timpul de calcul a scazut cu un ordin de marime, pe seama unui
necesar de memorie suplimentar, nesemnificativ la valori n mari ale dimensiunii problemei.

In concluzie, elaborarea unui algoritm inseamni intotdeauna stabilirea unui

compromis intre timp de calcul si necesar de memorie.

1.3 Erori in calculele numerice

Unul din criteriile de evaluare a unui algoritm il reprezinta eroarea cu care se obtine
rezultatul. Erorile nu pot fi inlaturate total dintr-un calcul deoarece, de exemplu, chiar
numerele reale nu pot fi reprezentate in calculator cu o precizie infinita. Numarul real 7
are o infinitate de cifre semnificative, iar orice sistem de calcul lucreaza cu un numar finit
de cifre semnificative. Pe de alta parte, erorile se propaga in calcule, astfel incat, chiar
daca datele de intrare ale unui program sunt foarte precise, rezultatul poate avea doar
cateva cifre semnificative corecte. De aceea este foarte important ca pentru orice algoritm
s se estimeze eroarea rezultatului. In acest paragraf sunt prezentate tipurile de erori
care pot afecta un algoritm si modul in care ele pot fi evaluate. In final sunt discutate
doua aspecte importante legate de erori: conditionarea unei probleme si stabilitatea unui

algoritm.
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1.3.1 Tipuri de erori

Erorile dintr-un algoritm se pot clasifica in functie de tipul cauzelor care le genereaza
in: erori inerente, erori de rotunjire si erori de trunchiere.

Erorile inerente sunt erorile datorate reprezentarii imprecise a datelor de intrare. Datele
de intrare ale unui algoritm pot proveni de exemplu din masuratori gi de aceea ele sunt
afectate de erori. Aceste erori nu pot fi eliminate si In consecinta este important sa se
poata evalua modul in care se propaga ele in calculele numerice, astfel incat sa poata fi
facuta o estimare a erorii rezultatului in functie de erorile datelor de intrare.

Erorile de rotunjire se datoreaza reprezentarii finite a numerelor reale in calculator.
Sistemele de calcul nu pot lucra decat cu aproximari rationale ale numerelor reale. Nu-
merele reale sunt reprezentate cu un numar finit de cifre semnificative. Nici aceste erori
nu pot fi eliminate si, ca si in cazul erorilor inerente, este importanta evaluarea modului
in care ele afecteaza rezultatul final.

Erorile de trunchiere provin din finitudinea inerenta unui algoritm corect construit.
Exista metode matematice a caror solutie exacta ar necesita efectuarea unui numar infinit
de calcule. Un astfel de exemplu este sumarea unei serii. Deoarece implementarile nu pot
fi facute decat pentru algoritmi care fac un numar finit de calcule, nu are sens sa permitem
in pseudocod algoritmi infiniti. In acest caz este importanta evaluarea erorii care se face
datorita trunchierii procesului infinit.

Pentru analiza cantitativa a acestor erori, este utila definirea urmatoarelor marimi.

Eroarea absoluta e, a unei marimi din R" este diferenta dintre valoarea aproximativa

X gi valoarea exacta x a marimii
ex =X —X. (1.6)

Este evident ca o astfel de marime nu se poate calcula deoarece valoarea exacta nu este
cunoscuta. De aceea, este mai utila aflarea unei margini a erorii absolute a,, adica a unei

marimi a, € R care majoreaza norma erorii absolute
lex]l < a,. (1.7)
Daca presupunem ca marimea este scalara (n = 1), atunci din ([L6]) si (L7) rezulta ca
T—a, <z <T+a,. (1.8)

Altfel spus, cunoagterea marginii erorii absolute permite definirea intervalului in care este
plasata solutia exacta. Relatia (IL8)), echivalenta cu x € [z — a,, T + a,], se scrie pe scurt
sub forma

"r=T+a,”. (1.9)
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Dezavantajul folosirii erorii absolute este acela ca valoarea numerica depinde de sis-
temul de unitati de masura folosit, facand dificila aprecierea gradului de acuratete a
solutiei. De aceea, se prefera folosirea unei marimi relative, invarianta la sistemul de
unitati de masura.

Eroarea relativa £, a unei marimi se defineste ca fiind raportul dintre eroarea absoluta

si norma marimii
€x

N

Desigur, aceasta marime nu este definita pentru o valoare exacta nula. Mai mult, ea nu

Ex (1.10)

se poate calcula deoarece nici eroarea absoluta, nici marimea exacta nu sunt cunoscute.

De aceea se prefera folosirea unei margini a erorii relative r,, marime care satisface
lex| < 7z (1.11)

Cel mai adesea, marginea erorii relative se exprima in procente, iar relatia (ILII]) se scrie

sub forma
"x =x+r,%”. (1.12)

Ca exemplu, valoarea exacta a numarului 7 este x = 3.1415. .., iar valoarea aproxi-
mativa cea mai uzuala este £ = 3.14. Rezulta o eroare absoluta e, = —0.0015. .. si deci
o margine a ei a, = 0.0016. Eroarea relativa e, = —0.0015.../3.1415... este majorata
de r, = 0.0016/3 < 0.0006 = 0.06%. Putem scrie deci

m=3.14£0.0016 sau 7 =3.14+0.06%.

In concluzie, relatia ”x = X + a,”, unde x,X € R” si a, € R se interpreteaza
astfel:

(Fex € ", ||ex|| < a,, astfel incat x=x+ ey, (1.13)

iar relatia ”x = x £, %”, unde x,x € r", r,% = 100r, si 7, € R se interpreteazi
astfel:
(Dex € R, |lex|| < 7., astfel incat x = x+ ||x]ex. (1.14)

In cazul unei marimi scalare, relatia (LI4]) se scrie

T=uz(l+e,), (1.15)

semnul plus corespunzand unei valori z pozitive, iar semnul minus uneia neg-

ative.
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1.3.2 Analiza erorilor de rotunjire

Erorile de rotungire se datoreaza reprezentarii finite a numerelor reale in calculator.
Numerele reale nu pot fi reprezentate in calculator decat cu un numar finit de cifre sem-
nificative. In consecinta, sistemele de calcul nu pot lucra cu numere reale exacte, ci doar
cu aproximari rationale ale acestora.

In cele ce urmeazi este util s& reprezentam numerele reale in baza 10, cu ajutorul unei

parti fractionare f si a unui exponent n:
x=f-10". (1.16)

Mai mult, pentru orice numar in afara lui 0, prin alegerea convenabila a lui n, partea
fractionara satisface 0.1 < |f| < 1. De exemplu 3.14 = 0.314 - 10!, —0.007856 = —0.7856 -
1072,

In termenii conventier formulate, cifrele partii fractionare se numesc cifre semnifica-
tive. Astfel, numarul 3.14 are 3 cifre semnificative, iar numarul —0.007856 are patru cifre
semnificative.

In calculator se pot memora un numar finit & de cifre semnificative. In consecintd, un
numar real oarecare x poate fi reprezentat doar ca

f
f:o.w&on, (1.17)
k cifre

unde fiecare simbol * reprezinta o cifra, iar prima cifra nu este 0. Numarul exact ar fi

avut o infinitate de cifre
T =0.% %%k HHH ... 10", (1.18)

k cifre

cifrele marcate cu # fiind pierdute. Eroarea absoluta datorata acestei reprezentari ”ro-

tunjite” este

— r — P — o .. o e e . n P — o e e o nik
ey =7 — 1 = —0. ooo‘f OH#HH - 10 0. A4, 10" (1.19)
k Clire

ceea ce conduce la o eroare relativa

— “ o o o nik DY
k cifre

al carei modul este majorat de

1
le.| < m10*’f = 107F+1, (1.21)
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Marginea erorii relative de rotunjire a unui sistem de calcul depinde doar
de numarul de cifre semnificative ce pot fi memorate. Pentru un sistem de
calcul ce lucreaza cu k cifre semnificative, marginea erorii relative de rotunjire
este 107 F1,

Eroarea relativa de rotunjire nu depinde deci de cat de mare sau cat de mic este
numarul (valoare care se reflecta in exponentul n), ci doar de numarul de cifre semnificative

memorate.

Evident ca daca cifrele pierdute, notate cu # mai sus, sunt toate zero, atunci numarul
poate fi reprezentat exact. Calculele in care intervin numere reale sunt afectate insa la
randul lor de procesul de rotunjire. De exemplu, adunarea a doua numere reale se face
adunand partile fractionare dupa ce, in prealabil, numarul mai mic a fost rescris astfel
incat sa aiba exponentul numarului mai mare. La rescrierea numarului mai mic se pot
pierde cifre semnificative. Pentru intelegerea acestei afirmatii sa ne imaginam ca lucram
pe un calculator ipotetic in care numarul de cifre semnificative este 3. Intr-un astfel de
calculator, sa adunam x; = 3.73 = 0.373 - 10" cu 23 = 0.006 = 6 - 1073, Numarul z,, de
modul mai mic, se rescrie astfel incat sa aiba exponentul 1, ca al numarului mai mare.
29 = 6-107*-10" = 0.0006 - 10!. Deoarece calculatorul permite memorarea doar a 3 cifre
dupa virgula, iar cifra 6 ar fi a patra, insemna ca de fapt cifra 6 este pierduta. La adunare
xo este "vazut” a fi zero si rezultatul adunarii este de fapt x;. Evident ca un astfel de
calculator nu exista, in mod uzual se lucreaza cu mai mult de 12 cifre semnificative, acest
lucru depinzand de configuratia hard, de limbajul de programare folosit si de declaratia
facuta pentru variabile, dar ideea este exact cea descrisa de acest exemplu simplu.

Se defineste zeroul (acuratetea, precizia,”epsilon-ul”) maginii ca fiind cel mai mic
numar real care adunat la unitate i modifica valoarea. Am putea spune ca zeroul maginii
eps este cel mai mic numar pentru care 1 + eps > 1. Pentru orice numar a mai mic
decat zeroul masginii 1 + a = 1, unde aceasta din urma relatie o consideram efectuata
in calculator gi nu in matematica exacta. In mod uzuaﬂ zeroul maginii are valoarea
2.22 - 1071%, Existd limbaje de programare in care aceastd caracteristica a mediului de
programare este predefinita: in Matlab exista functia eps, iar in Scilab variabila %eps.
Zeroul masinii nu trebuie confundat cu cel mai mic numar reprezentabil in

calculator si care, in mod uzual are valoarea 2.23 - 1073%,

Intr-un mediu in care zeroul maginii nu este cunoscut, el poate fi calculat cu usurinta

cu ajutorul unui program ce implementeaza urmatorul pseudocod:

functie zeroul maginii ()

real eps

Scalculatoare ce folosesc standardul IEEE si variabile de tip double
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eps = 1

cat timp (1 + eps > 1)
eps = eps/2

[ ]

eps = eps*2

intoarce eps

Ca o consecinta a celor discutate mai sus, rezulta ca, spre deosebire de matematica
exacta, in calculator adunarea numerelor reale nu este asociativa. Daca trebuie adunate
mai multe numere reale, pentru a obtine un rezultat afectat cat mai putin de erori de

rotunjire, trebuie ca numerele sa fie adunate in ordinea crescatoare a valorii lor.

1.3.3 Standardul IEEE pentru reprezentarea in virgula mobila

In paragraful anterior, pentru analiza erorilor de rotunjire, s-a folosit notatia ([L.I6])
care a permis explicarea intuitiva a modului in care se fac adunarile intr-un calculator.
Aceasta notatie, care foloseste un exponent al lui 10 se numeste notatie stiintifica. Se mai
intalneste notatia stiintificd normalizatd, x = a - 10° unde exponentul intreg b se alege
astfel incat 1 < |a| < 10, notatie care pune in evidenta ordinul de marime al unui numar
real. Mai exista si notatia inginereasca in care b se alege numai dintre multiplii lui 3, si,
in consecinta modului lui a poate avea valori intre 1 < a < 1000. Aceasta are avantajul

ca poate fi citita ugor cu ajutorul unor prefixe ca: mega, kilo, mili, micro etc.

Reprezentarea numerelor reale in calculator este un fel de echivalent hardware al
notatiei stiintifice [7]. Calculatoarele folosesc un numar finit de biti pentru a reprezenta un
numar real. Din acest motiv, in calculator poate fi reprezentata numai o multime finita de
numere reale. Aceasta conduce la doua probleme: pe de o parte numerele reale reprezen-
tate nu pot fi oricat de mari sau oricat de mici, iar pe de alta parte, exista spatii intre
ele. Primul aspect pune rare probleme in practica (numite overflow in cazul in care s-ar
dori reprezentarea unui numar prea mare sau underflow in cazul reprezentarii unui numar
prea mic). Problema a doua este mai delicata si a a condus la elaborarea in 1985 de catre
Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) si American National Standards
Institute (ANSI) a standardului 754 care reglementeaza reprezentarea in virgula mobila.
Acest standard a reprezentat rezultatul muncii desfagurate pe parcursul unui deceniu de o
echipa formata din aproape o suta de cercetatori matematicieni, informaticieni si ingineri
din universitati si industrie (fabricanti de microprocesoare si calculatoare).

Toate calculatoarele construite dupa 1985 folosesc acest standard IEEE pentru repre-
zentarea In virgula mobila. Aceasta nu inseamna ca rezultatele obtinute sunt identice

pentru toate calculatoarele, deoarece exista o oarecare flexibilitate in cadrul standardului.
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Dar aceasta insemna ca exista un model independent de calculator pentru modul in care

se fac calculele aritmetice cu numere reale.

In cadrul acestui standard, scrierea normalizata a unui numar real = este
T=2(1+f)-2° (1.22)

unde f se numeste mantisa si e exponent. Mai mult, mantisa f satisface 0 < f < 1 iar
exponentul e este un numar intreg cuprins in intervalul —1022 < e < 1023. Ambele se
reprezintd in calculator ca numere binare (in baza 2). In calculator, orice numir real se
aproximeaza cu un numar reprezentat ca in (L22). De exemplu, numarul 0.1 nu poate fi
reprezentat exact in acest standard deoarece reprezentarea sa in binar necesita un numar
infinit de biti:

1 1 1 0 0 1 1 0 0 1

R T T I U R TR TR
dupa primul termen secventa 1,0, 0, 1 repetandu-se la infinit. In consecinta, reprezentarea
numarului 0.1 este un pic mai mare decat valoarea exacta. Iata deci ca nu numai

numerele irationale sunt afectate de erori de rotunjire.

Numerele in dubla precizie sunt reprezentate ca un cuvant de 64 de biti din care 52
de biti pentru f, 11 biti pentru e si 1 bit pentru semnul numarului. In acest standard,
intervalul [1,2] este reprezentat de multimea discretd {1,1 +27°% 1+ 22721+ 3 -
2752 .., 2}. Spatiile dintre numerele acestui interval sunt egale cu 27°? ~ 2.22 - 10716,
Acesta este zeroul masinii si corespunde la aproximativ 16 cifre semnificative in baza 10.
Un interval [27, 2771 este reprezentat de multimea de mai sus iInmultita cu 27. Spatiile
dintre numerele vecine sunt deci scalate in functie de dimensiunea numerelor.

Zeroul masinii reflecta rezolutia multimii reale discrete R ce poate fi reprezen-

tata in calculator. El are urmatoarea proprietate
(V)z € r,(3)z € R astfel incat |z —z| < eps|z|. (1.23)

Pe scurt, eroarea relativa dintre numarul real x si reprezentarea lui discreta =
este marginita superior de zeroul masinii. Sau, conform relatiei (L.I3]) exista
g, unde [¢| < eps astfel incat

z=z(1+¢). (1.24)

Restrictiile impuse pentru mantisa si exponent conduc si la o restrictie pentru cel mai

mare/cel mai mic numar reprezentabil in calculator. Numarul cel mai mare care se poate

) . 91023

reprezenta este realmax = (2 — eps a carui valoare zecimala este aproximativ

1.797-103%8. Daca un calcul incearca sa producid o valoare decat aceasta, se spune ca
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apare o depdgire in virgula mobila (overflow). Cel mai mic numar strict pozitiv care

1022

poate fi reprezentat in calculator este realmin = 2 - 2~ a carui valoare zecimala este

073%. Un calcul care incearca sa produca o valoare pozitivd mai

aproximativ 2.2251 -1
mica decat aceasta reprezinta tot o depasire in virgula mobila (underflow).

Daca un calcul incearca sa produca o valoare care este nedefinita si in matematica
numerelor reale (cum ar fi 0/0), atunci rezultatul este o valoare exceptionala numita NaN

(not a number).

1.3.4 Analiza erorilor de trunchiere

Erorile de trunchiere provin din caracterul finit al algoritmilor. Exista metode matem-
atice a caror solutie exacta ar necesita efectuarea unui numar infinit de calcule. Estimarea
erorilor de trunchiere se poate face de multe ori apriori, folosind rezultatele teoretice ale

matematicii.

Ca exemplu, sa consideram dezvoltarea in serie Taylor a unei functii:

(x — x0)?

(o) (1.25)

aplicata pentru functia sinus si punctul de dezvoltare xq = 0:

B g5 g ) L2k
My — o LT = B 1L 1.26
sinz = — o + ST + kz_o( ) 2k 1)1 (1.26)

Estimarea acestei sume cu ajutorul calculatorului se va face trunchiind-o si aproximand

rezultatul cu
n 2K+

5= Z(—nkm. (1.27)

k=0
Conform teoriei seriilor alternate, se stie ca eroarea absoluta facuta prin aceasta trunchiere
este mai mica decat ultimul termen considerat:

x2n+1

CTESVE (1.28)

el = 15— 5] <

Cunoasterea acestui rezultat teoretic permite elaborarea unui algoritm de evaluare a
functiei sinus care sa stabileasca singur cand se va opri. Algoritmul va aduna termeni la
suma partiala pana cand termenul curent sumat devine mai mic decat o anumita valoare.
Aceasta valoare nu trebuie sa fie prea mare caci atunci solutia va fi nesatisfacatoare. De
asemenea, o valoare mai mica decat zeroul masinii este lipsita de sens deoarece un termen
curent cu o astfel de valoare, adunat la suma partiala acumulata pana in acel moment, nu
mai are nici o influenta asupra valorii sumei partiale. Intr-un astfel de moment, contin-

uarea sumarii seriei este inutila, ea nu mai imbunatateste rezultatul, fenomen total diferit
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de teoria matematica in care rezultatul este cu atat mai precis cu cat suma contine mai
multi termeni. Pseudocodul urmator implementeaza calculul functiei sinus intr-un punct

Z, cu 0 eroare impusa e.

functie sinus(z, e)

; Intoarce valoarea functiei sinus in punctul x

; prin trunchierea seriei Taylor dezvoltata in 0

real z ; punctul in care se va evalua functia sin

real e ; eroarea de trunchiere impusa

real t,s

intreg k

t=uxa

s=t

k=20

cat timp (|t| > e)
k=k+1
t=(—1)*tx
s=s+t

$2
(2k)(2k+1)

intoarce s

In figura[[4 este reprezentat modulul termenului curent in cazul evaluarii functiei sinus in
punctul z = 1, iar in figura modulul diferentei dintre sumele partiale consecutive. Se
observa ca inca de la k = 8 adaugarea unui nou termen curent nu mai poate imbunatati
rezultatul. Daca, In matematica, adunarea a 30 de termeni ar fi iInsemnat obtinerea unei
erori de trunchiere mai mica decat 10%°, numeric, eroarea s-a saturat dupa adunarea a 8
termeni, la o valoare de ordinul zeroului masinii.

Acest paragraf a exemplificat un algoritm in care se realizeaza controlul erorii de
trunchiere. In general, algoritmii se concep astfel incat ei si ofere si informatii despre

eroare. Algoritmii care nu fac asa ceva sunt algoritmi lipsiti de valoare practica.

1.3.5 Analiza erorilor inerente

Erorile inerente sunt erorile datorate reprezentarii imprecise a datelor de intrare. Datele
de intrare ale unui algoritm pot proveni de exemplu din masuratori, gi de aceea ele sunt
afectate de erori. Aceste erori nu pot fi eliminate, fiind important sa putem evalua modul
in care ele se propaga in calculele numerice, astfel incat sa poata fi estimata eroarea

rezultatului in functie de erorile datelor de intrare.
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Figura 1.4: Modulul termenului curent Figura 1.5: Modulul diferentei dintre
al dezvoltarii in serie Taylor a functiei sume partiale consecutive la dezvoltarea
sinus. in serie Taylor a functiei sinus.

Pentru a putea evalua care este efectul micilor perturbatii ale datelor de intrare in-
dependente notate xy, xs, ...x,, considerate a fi marimi reale, asupra rezultatului y

considerat si el un numar real, vom nota cu f dependenta dintre date si rezultat

y=[f(x1,22,..., @) (1.29)

Diferentiala rezultatului va fi in consecinta

of af of
dy = axldxl + Ep 2d 2+ . 8xndx"' (1.30)
Relatia (L30) poate fi scrisa aproximativ ca
of of of
Ay ~ o — Az + o QAxg +... o Ax,,. (1.31)

Daca marimile Az, reprezinta mici perturbatii ale datelor de intrare:
Al’k = ZE_k — Tk = €y, (132)

unde cu e,, a fost notata eroarea absoluta a marimii x, atunci rezulta ca eroarea absoluta
a rezultatului e, =y —y = Ay se poate calcula ca o combinatie liniara a erorilor absolute
a datelor de intrare:

of
ey = B Can (1.33)

Pentru a estima o margine a erorii absolute a rezultatului se majoreaza modulul ex-
presiei din membrul drept al relatiei (L33)):

n

<Z

o
a{L‘k

exk

Z\ Hieal <3

k=1

Ay, (1.34)
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unde a,, este marginea erorii absolute a datei de intrare: |e,, | < a,,. Din ([L34) rezulta

ca marginea erorii absolute a rezultatului se poate calcula ca
"o
a, = Z o Ay - (1.35)

Folosind (I33) si (L29) se deduce ca eroarea relativa a rezultatului e, = e,/|y| poate

fi exprimata in functie de erorile relative ale datelor de intrare €,, = e,, /|zx| astfel:

Zk 18zk Z of Cay, Z of |$k| (1.36)

6 —
v ly| Oz |y| oy Jyl "

Majorand expresia din membrul drept, rezulta ca marginea erorii relative a rezultatulus
ry, unde |g,| < r, poate fi calculata in functie de marginile erorilor relative ale datelor de

intrare r,,, unde |e,, | < ry,:
Jd(In
- Z f |2k - (1.37)

Este util sa particularizam aceste formule in cazul operatiilor algebrice elementare:
adunare, scadere, inmultire si impartire. Rezultatele obtinute in cazul adunarii si scaderii
a doud numere reale sunt prezentate in tabelul [l

Precizam ca operatia x, + x5 este considerata adunare daca ambii operanzi au acelasi
semn. In caz contrar, operatia este de fapt o scadere. Similar, x1 — x5 este o scadere daca
ambii operanzi au acelagi semn, in caz contrar fiind de fapt efectuata o adunare.

Daca analizam marginea erorii relative de la adunare, se observa ca erorile relative ale
datelor de intrare sunt ponderate cu |z1/(z1 + x2)| i |z2/ (21 + 22)|, ambele ponderi fiind
subunitare. Aceasta Inseamna ca eroarea rezultatului adunarii a doua numere reale nu este
amplificata, ea ramane de acelasi ordin de marime cu erorile datelor de intrare. Se spune ca

adunarea este o operatie bine conditionata. Nu acelasi lucru se poate spune despre

Erori Adunare Scadere
Y =T+ Ty Yy =21 — T2
Eroare absoluta e, = €z, + €x, €z, — €xy
majorata de a, = ay, + Gy, Ay, + G,
Eroare relativa e, = | | 2160, + | 5755 | €02 | |705 | €01 — |30y | Ea2
majorata de r, = et T e Kl P R e bt K

Tabelul 1.1: Erorile rezultatului adunarii si scaderii a doua numere reale in functie de

erorile datelor de intrare.
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scadere. Ponderile in acest caz sunt |z /(x1—x2)

si |xo/(x1—x9)|, care pot fi oricat de mari
pentru ca diferenta x; — x5 poate fi oricat de mica. In consecinta, rezultatul unei scaderi
poate fi afectat de erori relative mult mai mari decat erorile relative ale datelor de intrare.
Se spune ca scaderea este o operatie prost conditionata. Proasta conditionare la
scadere apare mai ales atunci cand numerele sunt foarte apropiate, efect cunoscut si sub

numele de efect de anulare prin scadere.

De exemplu, daca z; = 1.23 + 1% si x5 = 1.22 + 1%, rezulta atunci ca marginea erorii
relative la scadere este r = |1.23/0.01 - 1/100 + 1.22/0.01 - 1/100 = 1.23 + 1.22 = 2.45 =
245%, deci 21 — x9 = 0.01 £245%. Eroarea relativa la scadere este de peste 200 de ori mai
mare decat erorile relative ale datelor de intrare. La adunare in schimb eroarea relativa
este r = [1.23/2.45 - 1/100 + 1.22/2.45 - 1/100 ~ 0.5 - 1/100 + 0.5 - 1/100 = 1/100 = 1%.
Deci 1 + 29 = 2.45 £ 1%.

Efectuarea unor calcule de acest tip, in care se urmareste nu numai valoarea rezultatului
ci si modul in care acesta este afectat de erorile datelor de intrare se numeste calcul cu
intervale. Este acum mai evident faptul ca adunarea numerelor reale in calculator nu este

o operatie asociativa, afirmatie facuta cu ocazia discutiei referitoare la erorile de rotunjire.

Tabelul [L.2] contine particularizarea formulelor de eroare in cazul operatiilor de inmultire
si impartire. Se observa in acest caz faptul ca inmultirea si impartirea sunt operatii
bine conditionate, eroarea rezultatului fiind de ordinul de marime al datelor de intrare.
Pentru exemplul numeric de mai sus, erorile relative vor fi majorate de 2%.

In concluzie, din cele patru operatii algebrice elementare, numai scaderea este prost
conditionata si ea trebuie evitata pe cat posibil in calculele numerice, mai ales atunci
cand numerele care se scad sunt apropiate. Un exemplu tipic in acest sens il reprezinta
algoritmul de calcul al solutiilor unei ecuatii de gradul doi az® + bz + ¢ = 0, x5 =
(=b + V12 — 4ac)/(2a). Presupunand ca b > 0 si ca b* > 4ac, rezulti ci rezultatul
radicalului va fi foarte apropiat in modul de b, astfel incat, solutia cu plus reprezinta

de fapt scaderea a doua numere foarte apropiate si va fi afectata in consecinta de erori

Erori Inmultire Impértire
Y =x129 y=1m
Eroare absoluta e, = Toly, + T1€4, I—Zexl - z—%em
majorata de a, = |xo|ay, + |T1|as, @am + E—é'am
Eroare relativa e, = Exq + Exy Ezy — Exo
majorata de r, = Tay + Ty Tay + Tay

Tabelul 1.2: Erorile rezultatului inmultirii si impartirii a doua numere reale in functie de

erorile datelor de intrare.
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foarte mari. In acest caz, este mult mai eficient sa se calculeze doar solutia obtinuta prin
adunare, 1 = (—b—+v/b? — 4ac)/(2a), urmand ca solutia a doua sa se obtina din relatia lui
Viete: zo = ¢/(axy), relatie care presupune doar folosirea inmultirii i impartirii, operatii

bine conditionate. Pe scurt, in pseudocod, aceasta se scrie astfel

daca b >0

zl = (=b — Vb2 — dac)/(2a) ; solutia cu minus este o adunare daca b > 0
altfel

z1 = (=b++/b? — dac)/(2a) ; solutia cu plus este o adunare daca b < 0
[

22 =c/(a*zl)

Un alt exemplu interesant este cel al functiei y = /z pentru care rezulta o eroare

abSOhll a
e, = —e, = ——e A 8
Y G!CC * 2\/5 © ( 3 )

si o eroare relativa egala cu jumatate din eroarea relativa a datei x:

€y 1 €y €
S —— 1.39
Yy 2/iyz ® 2 2 (1.39)

Am putea deduce de aici, iIn mod eronat, ca In acest caz, daca aplicam radicalul in mod

Ey =

repetat rezultatului, eroarea tinde catre zero. Toate calculele prezentate in acest paragraf
(inclusiv acesta din urma) au presupus un calcul exact, adica un calcul fara erori de
rotunjire. Rotunjirea nu poate fi insa ignorata. Nu putem separa proprietatile erorilor
inerente de efectul rotunjirii. De aceea, vom accepta un fel de superpozitie a erorilor in
sensul ca eroarea relativa intr-un calcul aproximativ este egala cu eroarea relativa produsa
de calculul aproximativ cu numere exacte (adica eroarea de rotunjire) plus eroarea relativa
produsa de calculul exact cu numere aproximative (afectate deci de erori inerente). Pentru
a justifica aceasta afirmatie, sa notam cu ¢ valoarea rotunjita a rezultatului y; (presupus

pozitiv), in care s-au acumulat erori inerente. In consecinti, folosind (ILIF) rezultd
y=vyi(1+eps)=y(l+¢,)(1+eps)~y(l+e,+eps),

de unde (y — y)/y = ¢, + eps. Cu aceasta precizare, rezultatului dat de relatia (I39)

trebuie sa i se adauge o eroare de rotunjire
€z
EE=Y + eps. (1.40)

In concluzie, eroarea relativa a oricarui rezultat numeric este cel putin egala cu zeroul

maginii.
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1.3.6 Conditionare si stabilitate

Conditionarea si stabilitatea sunt doua aspecte fundamentale in rezolvarea numerica a
problemelor. Despre conditionare s-a discutat si in paragraful anterior, unde s-a demon-
strat ca, dintre operatiile algebrice, scaderea este prost conditionata.

Conditionarea se refera la comportarea problemei matematice la perturbatii
ale datelor.

Fie o problema matematica, notata f, pentru care se doreste aflarea unei solutii x
pentru datele d. Problema f, privita ca o aplicatie definita pe multimea datelor D cu

valori in multimea solutiilor X', poate fi formulata astfel:

Fie f:D—X s deD.
Sa se gaseasca x € X astfel incat f(d) = x. (1.41)

O problema este bine conditionata daca perturbatii mici ale datelor conduc la perturbatii
maici ale rezultatului. Reprezentari intuitive ale unei probleme bine conditionate sunt cele
din figura [.L6l O probleméa prost conditionata este cea pentru care perturbatii mici ale
datelor conduc la perturbatii mari ale rezultatului (figura [L7]).

Daca datele si rezultatele sunt numere reale, atunci o problema f este prost conditionata
daca ea are alura curbei din figura [L.§] - stanga.

De multe ori, problema matematica nu este formulata explicit, ci implicit:

Fie g:X—=D i deD.
Sa se gaseasca x € X astfel incat  ¢g(x) =d. (1.42)

In acest caz, problema g este prost conditionata daca ea are alura curbei din figura [I.8],
dreapta.

Pentru aprecierea cantitativa a bunei sau a proastei conditionari a unei probleme se
foloseste numarul de conditionare. El reprezinta o masura a perturbatiilor rezultatului la
perturbatii mici ale datelor si poate fi definit atat in mod absolut cat si relativ.

Se defineste numarul de conditionare absolut ca fiind

oAl

R = lim sup : (1.43)
=0 5 < [|0d]
sau, intr-o scriere simplificata
. [0
R =sup -, (1.44)
1sa) [lodl

unde 0f = f(d 4+ dd) — f(d) si dd sunt marimi infinitezimale. Daca f este derivabila,

atunci perturbatia 0 f se poate aproxima in conditia ||0d|| — 0 ca

5f = J(d)ad, (1.45)
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Figura 1.6: Reprezentari intuitive ale unei probleme bine conditionate.
D X
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Figura 1.7: Reprezentari intuitive ale unei probleme prost conditionate.

unde J(d) este matricea J acobianﬁ asociata functiei f. In consecinta, numarul de conditionare

absolut este norma matricea Jacobian:
k= [J(d)]. (1.46)

In cazul in care multimea de date si multimea de rezultate sunt incluse in ®r, numérul de
conditionare absolut este modulul derivatei functiei f (corespunzatoare problemei definite
explicit). O problema prost conditionata este o problema cu modulul derivatei mare, ceea

ce corespunde unei pante mari a graficului functiei (figura [[.8 - stanga).

Atunci cand intereseaza perturbatiile relative, se utilizeaza numarul de conditionare

[of11/11f ()]l

relativ

k = lim sup : (1.47)
120 saf<, [lod]l/[d]|
sau, scris mai simplu In ipoteza unor variatii infinitezimale
of11/11f(d)]
K =sup ——————, (1.48)
jaay [lodll/[| dlj
Daca f este derivabila, atunci
[RICH
k= ———r—. (1.49)
£ (d)l/lld]

"Daca f este o functie cu valori scalare, ce depinde de n date, atunci Jacobianul este un vector cu n
componente, fiecare componenta fiind derivata partiala a functiei in raport cu o datd 9f/dd;, j = 1,n.
Daca f este o functie cu valori vectoriale (fie de dimensiune m), fiecare componenta depinzand de n date,

atunci matricea Jacobian are dimensiunea m x n, un element al ei fiind 0f;/0d;, i =1,m, j = 1,n.
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rezultate .
v = f(d)
To b = ===
datg
ol Al g(-’l:)Zd
df - o= .
! |
1 1
1 1
date 1 T2 rezultate

Figura 1.8: Problema prost conditionata: stanga - formulata explicit: = = f(d); dreapta

- formulata implicit: g(z) = d.

O problema este bine conditionata daca valoarea lui s este mica si prost conditionata

daca valorea lui k este mare. Ce insemna mic sau mare, depinde de problema.

Ca exemplu, sa calculam numarul de conditionare al scaderii a doua numere reale
f(d) = dy — dy, unde d = [dy,ds]". Atunci, Jacobianul este J = [0f/0dy,df/dds]" =

[1, —1]7, iar numarul de conditionare calculat cu norme inff este

I 0 1€ 31 1
" @I/l ~ Tdi = dal/ max{[di, [dal} (1.50)

Este evident ca scaderea este prost conditionata daca d; ~ dj, rezultat justificat si in

paragraful anterior.
Un alt exemplu este numarul de conditionare pentru inmultirea dintre o matrice A si
un vector d unde se presupun perturbate valorile lui d. In acest caz f (d) = Ad. Se poate

demonstra [16] ca numarul de conditionare al acestei probleme este marginit superior de
k< AATY. (1.51)

De asemenea, pentru problema inmultirii inversei unei matrice A cu un vector, numarul
de conditionare satisface relatia (L51)).
Produsul ||A||||A™Y| apare atat de des incat el a primit numele de numdrul de conditionare

al unei matrice:

r(A) = [A[AT]. (1.52)

In acest caz, el este atagat unei matrice gi nu unei probleme. Daca are valoare mica se

spune ca matricea e bine conditionata.

8Norma inf a unui vector este maximum dintre modulele componentelor sale: ||v||oo = maxi<;<p |v;].
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Un alt exemplu este numarul de conditionare al rezolvarii unui sistem de ecuatii. El este
discutat in detaliu in paragraful 2.1l Si acest numar este legat de numaéarul de conditionare
al unei matrice.

Din (48] rezulta ca, pentru o perturbatie oarecare a datelor dd, careia ii corespunde

o perturbatie a rezultatului ||0 f|| rezulta

15£1/141
lad)l/fd] ="

Perturbatia rezultatului este o distanta in spatiul solutiilor X', deci reprezinta o eroare

(1.53)

absoluta e, = J f sau relativa ex = df/|| f||. Perturbatia datelor, numita si reziduu este o
distanta in spatiul D. Reziduul poate fi absolut eq = dd, unde 6d = d — d, sau relativ
eq = 0d/||d]|. Cu aceste notatii, relatia (L53]) devine

lex]| < slleall (1.54)

Eroarea si reziduul sunt legate prin numarul de conditionare. Din inegali-
tatea ([L34]) rezulta ca pentru o problema cu numar de conditionare mic, o
perturbatie mica in date va duce la o perturbatie mica a rezultatului. Pro-
blemele matematice care au « mare sunt prost conditionate si ele nu pot fi
rezolvate cu ajutorul calculatorului. Pentru astfel de probleme, trebuie gasita
o formulare matematica echivalenta din punct de vedere al rezultatului, dar
bine conditionata.

In cele ce urmeazi vom presupune ca problema f este bine conditionata si pentru
rezolvarea ei a fost conceput un algoritm f.

Acuratetea unui algoritm se refera la eroarea solutiet numerice. Intereseaza

ca algoritmul sa fie precis, adica eroarea rezultatului sa fie mica (figura [L9).

Un algoritm este precis daca norma erorii relative

1f(d) — f(d)]

lexll = (1.55)

1f ()]

eroare =O(eps)

Figura 1.9: Reprezentarea intuitiva a unui algoritm a carui precizie este ideala.
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jejroare

Figura 1.10: Reziduul este o distanta in spatiul datelor. Eroarea este o distanta in spatiul

solutiilor.
date
date -
reziduu :
rezidvu I
_______________ - 1
______ —— : |
/:7 1 1
| 1 |
1 1 |
eroare rezultate eroare rezultate

Figura 1.11: Reziduul nu ofera informatii despre eroare: stanga - reziduul mic, eroare

mare (problema prost conditionata), dreapta - reziduul mare, eroare mica.

este mica. In mod ideal, un algoritm este precis daca modulul erorii relative este de

ordinul zeroului masinii ~
1f(d) = F(d)]
LA ()]

In cazul in care problema este formulati implicit ca (L42) este ugor a se calcula cat de

= O(eps). (1.56)

bine este satisfacuta relatia ”g(x) = d prin inlocuirea lui x cu X. Marimea

gX)—d=d-d=-eq (1.57)
este o distanta in spatiul datelor, deci un reziduu (figura [LI0). Reziduul da informatii
asupra problemei care s-a rezolvat de fapt. In general insa, el nu da informatii despre
eroare. In cazul unei probleme prost conditionate reziduul poate fi mic desi eroarea este
mare, iar in cazul unei probleme bine conditionate reziduul poate fi mare desi eroarea este
mica (figura [LTT)).

Pentru a ilustra aceasta afirmatie, sa consideram sistemul de doua ecuatii cu doua

necunoscute

Ax—b, unde A— 0.78 0.563 b= 0.217 .
0.913 0.659 0.254
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Matricea coeficientilor acestui sistem are determinantul egal cu le-6, diferit de zero, ceea
ce Inseamna ca din punct de vedere matematic problema are o solutie unica. Se verifica
ugor ca solutia exactd a problemei este x = [1, —1]7. Daci x este o solutie aproximativi,
atunci reziduul este

cp=b—-—b=Ax—b.
Daca analizam posibilele solutii aproximative x; = [0.999, —1.001]7 si x, = [0.341, —0.087]7,
se observi ci reziduul primei marimi d; = [~0.0013, —0.0016]7 este mai mare in orice
norma decat reziduul celei de a doua dy = [~107%,0]7, desi este evident ca prima solutie
are eroarea mai mica. Acest exemplu este o problema slab conditionata. Intuitiv, cele
doua drepte in planul (x,z5) corespunzatoare celor doua ecuatii, desi nu sunt identice,
sunt aproape suprapuse. O discutie detaliata despre cum se poate estima cantitativ buna
sau slaba conditionare a rezolvarii unui sistem algebric de ecuatii liniare este prezentata
in paragraful 2.1 Pentru probleme prost conditionate, reziduul poate furniza
informatii eronate despre eroare.

In relatia (L55), marimea f(d) semnifica ”rezultatul algoritmului f aplicat datelor d”.
In realitate, rotunjirea datelor de intrare este inevitabila, erorile se acumuleaza si perturba
rezultatul. In loc de a tinti o astfel de acuratete, este util sa se tinteasca stabilitatea
algoritmulus.

Stabilitatea unutr algoritm se refera la comportarea algoritmului atunci
cand datele de intrare sunt perturbate. Un algoritm f folosit pentru rezolvarea
unei probleme f este stabil daca

I/ (d) = f(d)]]
I (d)]
pentru (V)d, d care satisfac ||d — d||/||d|| = O(eps). Pe scurt, un algoritm stabil da

raspunsul aproape corect pentru date reprezentate aproape precis.

= O(eps), (1.58)

Pentru a ilustra notiunea de stabilitate a unui algoritm, sa consideram sistemul de

doua ecuatii cu doua necunoscute

Ax=Db, unde A= 01 , b= L .
11 0

Sistemul, scris explicit ca
=1
i (1.59)
Ty + Ty = 0
are solutia 71 = —1, 73 = 1. Cu notatiile anterioare x = f(d) = [-1,1]7.

Sa consideram acum ca datele (numai matricea coeficientilor) au fost perturbate:

—20
A 10 1 ’
1 1
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ceea ce corespunde scrierii explicite

10_201’1 + 25 =1

(1.60)
r1 + 22 =0

Solutia exactd a acestei probleme perturbate este #} = —zf, = 1/(107% — 1) ~ —1,
extrem de putin perturbata fata de solutia exacta a problemei neperturbate. intr—adevér,
se poate demonstra ca aceasta problema este bine conditionata. Intuitiv, solutia se gaseste

la intersectia celei de a doua bisectoare cu o dreapta verticala.

Un posibil algoritm de rezolvare este algoritmul f;, descris pe scurt astfel:

e Pasul 1: se inmulteste prima ecuatie a sistemului (L60) cu (—102°) si se aduna cu

a doua, rezultand x,;

e Pasul 2: se calculeaza x; din prima ecuatie.

La pasul 1 se ajunge la ecuatia (1 — 10%%)z, = —102%° care, in calculator devine datorita
rotunjirilor —10%*z, = —10%, de unde va rezulta xo, = 1, ceea ce este corect. La pasul 2
ecuatia de rezolvat devine 1072°z; 4+ 1 = 1, de unde va rezulta x; = 0, ceea ce este gresit,

foarte departe de valoarea adevarata. Acest algoritm este instabil.

Un alt algoritm posibil de rezolvare este algoritmul fa:

e Pasul 1: se inmulteste a doua ecuatie a sistemului (L60) cu (—107%°) si se aduna

cu prima, rezultand xs;

e Pasul 2: se calculeaza x; din a doua ecuatie.

La pasul 1 se ajunge la ecuatia (1 — 1072%)z, = 1, care in calculator devine x, = 1. La
pasul 2 ecuatia de rezolvat este 1 + 1 = 0, de unde z; = —1, ceea ce este corect.
Algoritmul f; este instabil, pe cand algoritmul f, este stabil. Stabilitatea lui este foarte
puternica, el a dat raspunsul exact pentru date de intrare aproape precise.
In concluzie, pentru estimarea acuratetii unei solutii numerice trebuie par-

cursi urmatorii pasi:

1. Se estimeaza numarul de conditionare al problemei. Se continua numai

daca problema matematica este bine conditionata.

2. Se investigheaza stabilitatea algoritmului. Cel mai simplu este ca acest
lucru sa se realizeze experimental, ruldndu-se algoritmul pentru date
perturbate. Daca dispersia rezultatelor este mare atunci algoritmul este

instabil si trebuie schimbat.
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3. Daca algoritmul este stabil, atunci acuratetea finala (modulul erorii rel-
ative) este majorata de produsul dintre numarul de conditionare si mod-

ulul reziduului relativ.

Despre un algoritm stabil care genereaza erori mici pentru probleme bine

conditionate se spune ca este robust.



Capitolul 2

Sisteme de ecuatii algebrice liniare

Rezolvarea cu ajutorul calculatorului a sistemelor de ecuatii algebrice liniare este cea
mai frecvent intalnita problema matematica ce apare pe parcursul rezolvarii aplicatiilor de
inginerie electrica. Un astfel de exemplu este analiza circuitelor rezistive liniare. Analiza
circuitele rezistive neliniare conduce la sisteme de ecuatii algebrice neliniare care se rezolva
iterativ, fiecare iteratie necesitand rezolvarea unui sistem algebric liniar. Circuitele liniare
in regim tranzitoriu necesita si ele rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare la
fiecare pas de timp. De asemenea, analiza oricarei probleme de camp electromagnetic

necesita rezolvarea unuia sau mai multor sisteme de ecuatii algebrice liniare.

2.1 Formularea problemei
Problema matematica abordata in acest capitol este rezolvarea unui sistem de n ecuatii
algebrice liniare cu n necunoscute:

a1171 + apTe + - - + a1, T, = by,

2121 + A22%g + - -+ + AopTy = ba,

(2.1)
n1T1 + Apa®o + - + Ty = bn
Altfel spus, data fiind matricea coeficientilor
ain a2 -0 Qip
a a DY a
ap1 Qp2 " Qnn
si vectorul termenilor liberi
T
b= bl bQ ce bn S IRn, (23)

o1
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se cere sa se rezolve sistemul

Ax =b, (2.4)

unde x este solutia
T

x:[arl To - T, | E€ER" (2.5)

O astfel de problema este bine formulata din punct de vedere matematic (solutia
exista gi este unica) daca si numai daca matricea A este nesingulara (are determinantul
nenul). In aceste conditii, se poate scrie ci x = A~ 'b, unde A~! este inversa matricei A.
Vom vedea insa ca este ineficient ca solutia x sa se determine numeric folosind inversa
matricei calculata explicit. In contextul metodelor numerice, scrierea "x = A~'b” este
pur formala, ea trebuie citita ca ”x este solutia sistemului algebric liniar Ax = b” si nu

"se calculeaza inversa matricei A care se inmulteste cu vectorul b”.

2.2 Conditionarea problemei

In paragraful [.3.6]s-a discutat problema conditionarii in general, definindu-se numarul
de conditionare ca (L48) sau (L49) in cazul in care functia matematica ce descrie problema

de rezolvat este derivabila.

Nu orice problema de rezolvare a unui sistem de ecuatii algebrice liniare care este
bine formulata matematic este si bine conditionata. Aceasta afirmatie poate fi inteleasa
intuitiv pentru cazul n = 2. Gasirea solutiei unui sistem algebric liniar de doua ecuatii cu
doua necunoscute are ca semnificatie geometrica gasirea punctului de intersectie dintre
cele doua drepte care reprezinta fiecare ecuatie din sistem. In cazul unei bune formuliri
matematice, cele doua drepte sunt concurente (fig.2.11 a). Cazul unei matrice singulare
are drept corespondent geometric fie doua drepte paralele (caz in care sistemul nu are nici
o solutie - fig.Z11 b), fie doua drepte confundate (caz in care sistemul are o infinitate de
solutii - fig. 21l ¢).

In vecinitatea cazului de proastd formulare matematic existd o multime de situatii
in care dreptele respective au pante foarte apropiate, fara sa fie confundate (fig.2.1] d).
Stiind ca, de fapt, nici coeficientii matricei, nici termenii liberi nu sunt cunoscuti cu
precizie infinita, aceasta insemna ca, la o mica perturbatie a datelor, solutia poate varia
extrem de mult. Este ca gi cum dreptele nu sunt desenate cu un creion bine ascutit ci cu
un creion cu un varf mai gros, astfel incat zona in care se afla solutia este mare. Daca
aceasta zona cuprinde mai multe ordine de marime, atunci este dificil, daca nu chiar
imposibil de a se determina solutia. Mici perturbatii ale datelor conduc la perturbatii

mari ale solutiei si problema, desi bine formulata matematic, este slab conditionata.
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x1
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Figura 2.1: a) Problema matematica bine formulata si bine conditionata. b) Problema
matematica prost formulata (nu exista solutie). ¢) Problema matematica prost formulata

(are o infinitate de solutii). d) Problema matematica bine formulata i slab conditionata.

In cele ce urmeaza se urmareste aflarea unui expresii cantitative pentru numarul de
conditionare al acestei probleme.
Fie de rezolvat sistemul

Ax = b, (2.6)

unde x este solutia exacta si presupunem o perturbatie x + ey a solutiei, corespunzatoare

unei perturbatii b + e, a datelor:
A(x+ex) =b+ ep. (2.7)

Din (2.06) si (27) rezulta ca si perturbatiile satisfac un sistem de ecuatii algebrice liniare,

cu aceeagi matrice a coeficientilor:

Aey = ep. (2.8)
Vom nota eroarea relativa a solutiei cu g, si eroarea relativa a datelor cu &:
x| len
Ep = , &y = . (2.9)
B | b
Din (Z.8) rezulta
ex = A ey, (2.10)
si, In consecinta, norma perturbatiei solutiei poate fi majorata de
lexl| = A ep || < JA™[[[|es]l- (2.11)
Din (2.6) rezulta un minorant pentru norma solutiei
bl
bl = [Ax]| < [|A[llx] = x|l = 1Al (2.12)
Din (2100 si (212)) rezulta un majorant pentru eroarea asupra solutiei
e A1lle B

T x|l — bl
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Marimea

K(A) = [|A[[[|ATY (2.14)

se numeste numar de conditionare la inversare al matricer A.

Relatia (2I3]) devine
gx < K(A)ey, (2.15)

ceea ce reprezinta de fapt relatia (IL54)) scrisa pentru problema rezolvarii sistemelor alge-
brice liniare. Demonstrarea expresiei numarului de conditionare se poate face si pornind

de la relatia (T49)) astfel:

[T AT AT [ATH[AA D
[E®)I/1bl [[A="B|l/][b]  [[A~'b]] |A="b]| -
[AT[AJA b 1

= [|A Al = &(A 2.16
= [A—D|| | [|A]] = x(A), ( )

unde s-au presupus doar datele b perturbate, iar solutia problemei a fost scrisa formal ca
x = f(b) = A~!'b, avand matricea Jacobian J(b) = A1,
Un rationament similar permite gasirea unei margini inferioare pentru eroarea asupra

solutiei. Din (Z8)) rezulta un majorant pentru eroarea in rezultat

len|]

len] = [[Aex| < [[Allllex]] = llexll = Al (2.17)
Din (Z.0) rezulta un minorant pentru norma solutiei
Ixll = 1A~"B] < A~ (2.18)
Din (217) si (2.I8) rezulta un minorant pentru eroarea asupra solutiei
e len € (2.19)

Il = IAA=bl - w(A)
In concluzie, relatia intre eroarea relativa asupra solutiei si eroarea relativa

a termenilor liberi este data de

€p

A)

o

< e, < k(A (2.20)

K

—~

Numarul de conditionare este intotdeauna supraunitar k(A) > 1, deoarece
1= 1| = [AATY] < [A[[|ATY] = &(A). (2.21)

Daca numarul de conditionare x(A) are valori mici, inegalitatea ([2:20) garanteaza ca

o mica perturbare a termenilor liberi nu este amplificata. In cazul cel mai favorabil,
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k(A) =1si e, = . Acest caz corespunde unei matrice ortogonale (in cazul n = 2 cele
doua drepte ce reprezinta ecuatiile sistemului sunt perpendiculare).

Daca numarul de conditionare este mare, atunci chiar si termeni liberi foarte putin
perturbati pot conduce la perturbatii mari ale solutiei numerice, problema fiind slab
conditionata.

Numarul de conditionare este o proprietate a matricei gi nu are legatura nici cu metoda
de rezolvare propriu-zisa, nici cu erorile de rotunjire care apar in mediul de calcul. Cu
toate acestea, In practica se considera ca o problema este slab conditionata daca numarul
de conditionare este mai mare decat inversul zeroului masinii.

Daca k(A) > 1/eps problema se considera slab conditionata.

Demonstratia de mai sus a fost facuta considerand o perturbatie in vectorul terme-
nilor liberi, matricea coeficientilor fiind considerata neperturbata. Acelagi numar de
conditionare este util si daca se considera o perturbatie in matricea coeficientilor, vec-
torul termenilor liberi fiind neafectat de erori. Solutia perturbata va satisface atunci
relatia

(A +ea)(x+ex) =h. (2.22)

Din (2.0) si [222]) rezulta ca perturbatiile satisfac
Ae, = —ea(x + ey), (2.23)
de unde rezulta ca perturbatia solutiei este marginita superior de
lex]| = I = A7 ea(x +ex)[| < [A7"[[lleallllx + ex]- (2.24)

Eroarea relativa, calculata aproximativ fata de solutia numerica este majorata de

lex - . leall
&~ T — < [[AT [[[leall = |AT[[[A]] = K(A)ea. (2.25)
T x e [A]l
Deoarece ||x+ ex|| < ||x|| + |lex||, rezulta ca ||x|| > ||x + ex|| — ||ex||- Daca presupunem ca
IIx + ex| — |lex| >0, (2.26)
rezulta o majorare pentru eroarea relativa a solutiei
] lex]] _ e/l el o x(A)ea (2.27)
X[ x4 el = llexll 1= llexll/lix +exl]] = 1 —r(A)ea

relatie valabila in ipoteza k(A)ea < 1.
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2.3 Clasificarea metodelor

Exista mai multe metode numerice posibile pentru rezolvarea cu calculatorul a sis-
temelor de ecuatii algebrice liniare. Ele se pot clasifica in metode directe si iterative. La

randul lor, metodele iterative pot fi stationare si nestationare (numite si semiiterative).

Metodele directe sunt metodele care gasesc solutia teoretica a problemei intr-un numar
finit de pagi. Astfel de metode sunt metoda Gauss si metoda factorizarii LU. In realitate,
calculele sunt afectate de erori de rotunjire si la terminarea algoritmului nu se obtine
solutia exacta, ci o aproximare a ei. Ambele metode se bazeaza pe transformarea sis-
temului de ecuatii intr-unul echivalent din punct de vedere al solutiei, mult mai usor de

rezolvat. Metodele directe sunt:

e Gauss (paragraful [2.4)) - In aceastd metods sistemul este adus la o formé triunghiular

superioara, usor de rezolvat prin substitutie regresiva;

e Factorizare LU (paragraful 2.5]) - In aceastd metods sistemul este adus la o formulare
echivalenta, constand in doua sisteme de ecuatii usor de rezolvat, unul triunghiular
inferior, rezolvat prin substitutie progresiva, si unul triunghiular superior, rezolvat

prin substitutie regresiva.

Dezavantajul acestor metode este acela ca, in anumite situatii, efortul de generare a
problemei echivalente (factorizarea) este mare sau necesarul de memorie poate deveni

extrem de mare.

Metodele iterative genereaza un sir de aproximatii ale solutiei care se doreste a fi con-
vergent catre solutia exacta. In consecinta, din punct de vedere teoretic, solutia poate fi

obtinuta cu o astfel de metoda numai intr-un numar infinit de pasi.

Metodele iterative se grupeaza in doua categorii principale: stationare si nestationare.
Metodele stationare au aparut mai intai, ele sunt simplu de inteles si de implementat dar
nu sunt intotdeauna eficiente. Metodele nestationare au aparut mai tarziu, analiza lor

este mai dificila, dar ele pot fi foarte eficiente.

Metodele stationare se bazeaza pe partitionarea matricei coeficientilor in doua si con-

struirea unei probleme echivalente de punct fix. Metodele stationare sunt:

e Jacobi (paragraful 2.§]) - In aceastd metodd fiecare variabild se calculeazi local,
in functie de celelalte variabile. Metoda este usor de inteles si implementat dar

convergenta ei este lenta;

e Gauss-Seidel (paragraful 29) - Metoda seamana cu metoda Jacobi, dar valorile

calculate sunt imediat folosite in calculele urmitoare. In general, daca pentru
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o problema metoda Jacobi converge, metoda Gauss-Seidel converge mai rapid.

Convergenta este insa tot lenta.

e Metoda suprarelaxarii succesive (SOR - Succesice OverRelazation, paragraful 2.10]))
- este dedusa din metoda Gauss-Seidel prin introducerea unui parametru de ex-
trapolare. Pentru o valoare optima a acestuia, SOR poate converge intr-un numar
de iteratii cu un ordin de marime mai mic decat numarul de iteratii al metodei
Gauss-Seidel.

e Metoda SOR simetrica (SSOR) - este SOR pentru matrice simetrice, utila ca metoda

de preconditionare pentru metodele nestationare.

Metodele nestationare se bazeaza in general pe idea construirii unui sir de vectori
ortogonali. Singura metoda care nu foloseste aceasta idee este metoda iteratiilor Cheby-
shev. Metodele iterative nestationare se mai numesc si metode semiiterative deoarece,
chiar daca ele sunt metode iterative, intr-o aritmetica exacta si pentru un anumit tip de
probleme, garanteaza obtinerea solutiei exacte dupa un anumit numar de pagi. Metodele

nestationare sunt

e Metoda gradientilor conjugati (CG, paragraful 2.12) - genereaza un sir de vec-
tori conjugati (sau ortogonali). Acesti vectori sunt reziduurile corespunzatoare
iteratiilor. Ei sunt de asemenea vectorii gradient ai unei functionale patratice asoci-
ate problemei, a carei minimizare este echivalenta cu rezolvarea sistemului de ecuatii.
CG este o metoda foarte eficienta daca matricea coeficientilor este simetrica si poz-
itiv definita, in acest caz fiind necesara doar memorarea unui numar limitat de

vectori generati.

e Metoda reziduului minimin (MINRES) i metoda LQ simetrica (SYMMLQ) - sunt

alternative pentru CG atunci cand matricea este simetrica dar posibil indefinita.

e CG pentru ecuatia normala (CGNE sau CGNR). Daca sistemul de rezolvat Ax = b
are matricea coeficientilor A nesimetrica si nesingulara, exista doua variante prin
care putem folosi CG pentru rezolvare, ambele bazate pe faptul ca AT A este simet-
ricd si pozitiv definitd. Varianta CGNE este CG aplicata sistemului (AAT)y = b
urmand ca apoi x = ATy. Varianta CGNR este CG aplicata sistemului (ATA)x =
b unde b = A”b. Convergenta acestor metode poate fi inceata, sistemul normal

fiind mai prost conditionat decat sistemul initial.

e Metoda reziduului minim generalizat (GMRES) - poate fi aplicata matricelor gen-
erale, nesimetrice. Ea calculeaza o secventa de vectori ortogonali ca si MINRES,

memorand intregul sir, necesitand astfel mai multa memorie. Din acest motiv se



58 Capitolul 2. Sisteme de ecuatii algebrice liniare

practica restartarea metodei, la fiecare rulare numarul de iteratii fiind limitat de un

numar fixat de vectori care trebuie generati.

e Metoda gradientilor biconjugati (BiCG) si variante ale ei (CGS i Bi-CGSTAB) -
pot fi folosite pentru matrice nesingulare nesimetrice. Metoda genereaza doua siruri
de vectori ca CG, unul pentru matricea originala a coeficientilor A gi unul pentru
matricea transpusid A7, In loc si ortogonalizeze fiecare gir, vectorii sunt construiti
mutual ("bi-") ortogonali. O imbunatatire a metodei, utila atunci cand BiCG nu

converge, este metoda reziduului cvasiminimal (QMR).

e Metoda iteratiilor Chebyshev - determina in mod recursiv polinoame cu coeficienti
alesi astfel incat norma reziduului sa fie minimizata in sens minimax. Se poate aplica
pentru sisteme cu matricea coeficientilor pozitiv definita si necesita cunoasterea

valorilor proprii extreme.

Nu exista o "cea mai buna metoda” dintre cele enumerate mai sus. Pentru fiecare
clasa de probleme, utilizatorul trebuie sa decida ce metoda de rezolvare va alege. Ideile
principale ale metodelor iterative gi criteriile dupa care pot fi alese aceste metode sunt
prezentate in [I7]. Aspecte algoritmice detaliate se gasesc in [1] iar aspecte legate de
preconditionare se gasesc de exemplu in [11].

In cele ce urmeazi vor fi descrise cateva metode de rezolvare din fiecare categorie,

precum si algoritmii corespunzatori.

2.4 Metoda Gauss

Ideea metodei Gauss este de a rezolva sistemul de ecuatii in doua etape. Prima
etapa, numita eliminare gaussiand (triangularizare) urmareste transformarea sistemu-
lui de ecuatii astfel incat solutia sa ramana neschimbata, dar matricea coeficientilor sa
aiba 1n final o structura speciala, i anume triunghiular superioara. A doua etapa este
retrosubstitutia (substitufia regresiva) in care se calculeaza pe rand componentele vectoru-
lui solutie, incepand cu cel de indice cel mai mare. Pe scurt:

Ax=b & Ux=b = x =U"'b. (2.28)
~—~ ~—

eliminare subst.regresiva
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2.4.1 Un exemplu simplu

Ideea metodei poate fi usor inteleasa pe un exemplu simplu. Fie sistemul de ecuatii

r, + 2[[‘2 — r3 = —1
—21’1 + 3!L’2 + r3 = 0 (229)
4ry — X9 — 3x3 = —2.

Matricea coeficientilor se va triangulariza in doua sub-etape de eliminare. Mai intai se vor
anula coeficientii de pe prima coloana, aflati sub prima linie, dupa cum urmeaza. Pentru
a anula primul coeficient din a doua ecuatie se va inmulti prima ecuatie cu 2 si se va
aduna la a doua. Apoi se va anula primul coeficient din a treia ecuatie inmultind prima
ecuatie cu —4 si se va aduna la a treia. Valorile 2 si —4 se numesc multiplicatori. Sistemul

rezultat, echivalent din punct de vedere al solutiei cu cel initial este

r, + 2!['2 — X3 = —1
7[E2 — I3 = -2 (230)
—9.1'2 + x3 = 2.

In a doua etapa de eliminare nu trebuie sa se anuleze decat coeficientul —9 din ecuatia a
treia, si pentru aceasta se inmultegte ecuatia a doua cu multiplicatorul 9/7 si se aduna la

ecuatia a treia. Sistemul rezultat dupa etapa de eliminare este unul superior triunghiular:

xry + 2[)32 — r3 = —1

Solutia se calculeaza usor, pornind de la ultima ecuatjie, catre prima (retrosubstitutie),

astfel:
x3 = (—4/7)/(=2/7) = 2,
xy = (=2 +x3)/7T=0, (2.32)
Ty =—1—2294+23=1.

2.4.2 Algoritm

FEtapa de eliminare urmareste aducerea matricei coeficientilor la forma triunghiular
superioara. Mai precis, coeficientii aflati sub diagonala sunt anulati in sub-etape de elim-
inare, sugerate in figura 2.2

In prima sub-etapa de eliminare se anuleaza toti coeficientii a;; unde i = 2,...,n,
astfel: se inmultegte prima ecuatie cu elementul de multiplicare —as;/a1; i se aduna la

a doua ecuatie, se Inmultegte prima ecuatie cu elementul de multiplicare —as;/ai; si se
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aduna la a treia ecuatie, s.a.m.d. La sfargitul acestei prime sub-etape noul sistem de

rezolvat, echivalent cu cel initial din punct de vedere al solutiei, este:

CL11131+ 122 + -+ A1 Ty — b1

/ / o
U9y + - -+ + Gy, Ty = by

(2.33)
aroxo + -+ +a, x, =bl
unde, de exemplu, noii coeficienti ai celei de a doua ecuatii sunt
a/2j = ag;j + pay;, (2.34)
unde p = —ag; /aq; este primul multiplicator folosit pentru anularea coeficientului agy, iar
noul termen liber este
/2 = bQ +pbl. (235)

In a doua sub-etapa de eliminare se urmareste anularea coeficientilor matricei aflati pe
coloana a doua, sub diagonala. Pentru aceasta se inmulteste ecuatia a doua cu elementul
de multiplicare p = —aj, /aj, si se aduna la ecuatia a treia, apoi elementul de multiplicare
este p = —al,/ahy, s.a.m.d.

In total sunt n—1 sub-etape de eliminare la sfargitul carora sistemul echivalent obtinut

este de forma
a11T1+ Q19To + -+ AT, = by

A922T9 + -+ Aonly — bg (2 36)

Ann Ly, = bpy.

In mod intentionat in sistemul (Z30) au fost omise notatiile de tip ”prim” deoarece
operatiile se fac ”in loc”, peste valorile vechi sunt scrise valorile noi, adica relatiile de tipul

[234) se vor implementa ca

Ggj = Ggj + payj, (2.37)
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
* * * * * 0 * * * * 0 * * * * 0 * * * *
* * * * * — 0 * * * * — 0 0 * * * — — 0 0 * * *
* * * * * 0 * * * * 0 0 * * * 0 0 0 * *
* ® * * * 0 * * * * 0 0 * * * 0 0 0 0 *
Ao Ay Az An_1

Figura 2.2: Eliminare in metoda Gauss: pentru un sistem de dimensiune n exista n — 1
sub-etape de eliminare. In final matricea este superior triunghiulara. Matricea initiala
este notata Ag iar matricea superior triunghiulara obtinuta este notata A,,_;. In realitate,

transformarile sunt memorate ”in loc”, in acelasi tablou bidimensional.
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unde simbolul = reprezinta acum o atribuire.

Vom construi acum pseudocodul etapei de eliminare. Modificarea ecuatiei a doua in

prima sub-etapa de eliminare poate fi descrisa astfel:

; anularea elementului as;
p = —ag/an ; element de multiplicare
pentru j =1,n ; parcurge coloanele
Qg5 = A2 —i—palj
[ J

by = by + pby

Daca in secventa de mai sus inlocuim 2 cu ¢ atunci se obtine secventa ce permite
anularea elemenului a;;. Inserata intr-un ciclu cu contor in care ¢ parcurge liniile de la 2

la n, se obtine secventa ce descrie prima sub-etapa de eliminare:

; prima sub-etapa de eliminare

pentrut = 2,n ; parcurge liniile
p = —a;/a ; element de multiplicare
pentru j =2, n ; parcurge coloanele

ajj = Qg + Pai;
[ ]

b; = b; + pby

In ciclul in 5 contorul incepe cu valoarea 2 pentru a evita calcule inutile pentru valorile
a;1, al caror rezultat este nul. Aceasta insemna ca, de fapt, zerourile nu sunt memorate

in matricea A. In triunghiul inferior vor ramane valorile avute exact inainte de anulare.

Daca in pseudocodul de mai sus se inlocuieste 1 cu k si 2 cu k + 1 se obtine secventa
de cod corespunzatoare sub-etapei de eliminare k. Aceasta, repetata pentru cele n — 1

valori posibile conduce la urmatorul pseudocod pentru etapa de eliminare:

; etapa de eliminare din metoda Gauss

pentru k=1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
pentrut=k+1,n ; parcurge liniile
P = —Qir/ar : element de multiplicare
pentruj=k+1,n ; parcurge coloanele

Ajj = Q5 + Pag;
[ ]

b; = b; + pby,
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In etapa de substitutie regresiva sistemul triunghiular obtinut (Z38]) se rezolva usor, in
ordinea descrescatoare a indicelui componentelor vectorului solutie. Din ultima ecuatie

rezulta
Ty = bp/Ann, (2.38)

iar apoi se calculeaza pe rand z,,_; din penultima ecuatie, x,_» din antepenultima s.a.m.d.

In general, din ecuatia ¢
;i T; + Qi i+1T5+41 + -+ Ain Ty — bi, (239)

se calculeaza componenta x;:

n
bi = D i i1 0T,

Qg

z; = (2.40)

Algoritmul etapei de substitutie regresiva este descris de urmatorul pseudocod:

; etapa de retrosubstitutie
Ty = by /apn
pentrui=n—1,1,-1
s=0
pentruj =1+ 1,n
§ =8+ a;T;
[ ]

€Tr; = (bl — 5)/a“~

Algoritmul complet al procedurii Gauss este urmatorul.

procedurd Gauss(n,a, b, )
; rezolva sistemul algebric liniar ax = b prin metoda Gauss

intregn ; dimensiunea sistemului

tablou real a[n][n] ; matricea coeficientilor - indici de la 1

[

tablou real b[n ; vectorul termenilor liberi
tablou real z[n| ; vectorul solutie

intreg ¢,7, k

real p,s

; etapa de eliminare

pentruk=1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
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; aici se poate introduce pivotarea

pentrut=k+1,n ; parcurge liniile
P = —a/ak : element de multiplicare
pentruj =k+1,n ; parcurge coloanele

Ajj = Q5 + Pag;
[ ]

b; = b; + pby,

[ ]
; etapa de retrosubstitutie
Ty = by /apy
pentrui=n—1,1,-1
s=0
pentruj =1+ 1,n

§ =S+ a;;T;
[ ]
z; = (b — s)/ay
®

retur

Algoritmul poate fi imbunatatit prin folosirea unei strategii de pivotare la fiecare etapa

de eliminare. Detalii despre pivotare sunt prezentate in paragraful 2.4.4]

2.4.3 Evaluarea algoritmului

Algoritmul prezentat anterior va fi analizat acum conform criteriilor prezentate in

capitolul [l

Din punct de vedere al timpului de calcul, complexitatea este cubica deoarece

in etapa de eliminare exista trei cicluri imbricate. Intr-adevar, considerand ca operatii

elementare orice operatii algebrice (adunari, scaderi, inmultiri, impartiri), rezulta ca in

etapa de eliminare se executa un numar de operatii egal cu

n—1)n(2n—1) 2n°

T,=)Y [2(n—k)+3|(n—k)~ 2(n—k:)2:2< ~ .

6 3

In etapa de substitutie se executa un numar de operatii egal cu

H
i
L

oY 200 — i) + 2 = ) [2(n—i)]—2@mn2.

%

(2.41)

(2.42)
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Etapa de eliminare a algoritmului Gauss este cea mai costisitoare din punct
de vedere al timpului de calcul, complexitatea ei fiind 7, = O(2n/3), cu un
ordin de marime mai mare decat complexitatea etapei de substitutie regresiva
care este T, = O(n?). In consecinta, complexitatea algoritmului Gauss este
cubicd, data de etapa de eliminare T, = O(2n%/3).

Din punct de vedere al necesarului de memorie, considerand locatia ocupata de
un numar real ca locatie elementara de memorie, rezulta (din inspectarea declaratiilor din
pseudocod) ci este nevoie de n® + 2n + 2 locatii de memorie. In consecinti M = O(n?),
algoritmul este patratic din punct de vedere al necesarului de memorie.

Algoritmul Gauss prezentat in acest paragraf este un algoritm costisitor, el poate fi
folosit pana la valori de cel mult 1000 ale dimensiunii sistemului, foarte putin pentru
necesitatile problemelor reale. El poate deveni un algoritm eficient daca este adaptat
unor matrice cu structuri speciale (rare), caz analizat in paragraful 2.6

Din punct de vedere al erorilor, in algoritmul Gauss apar, pe langa erorile inerente,
numai erori de rotunjire. Cu cat sistemul este de dimensiune mai mare, cu atat cresc
numarul de operatii efectuate si erorile acumulate datorita rotunjirii. O diminuare a
erorilor de rotunjire se poate obtine daca se includ in algoritm strategii de pivotare.

Din punct de vedere al stabilitatii, algoritmul Gauss poate sa nu fie stabil chiar
daca problema matematica este bine formulata si bine conditionata (numarul de conditionare
al matricei A este mic). Acest lucru se intampla atunci cand numarul de conditionare al

matricei U este mare. Remediul il constituie in acest caz pivotarea.

2.4.4 Strategii de pivotare

Elementele diagonale ag. oblinute in urma etapei de eliminare se numesc pivoti.

Deoarece transformarile elementare facute nu modifica determinantul sistemului si
deoarece determinanul unei matrice tridiagonale este egal cu produsul elementelor de
pe diagonala, inseamna ca determinatul matricei este egal cu produsul pivotilor. Daca
problema este bine formulata matematic, atunci determinantul matricei coeficientilor este

diferit de zero, ceea ce inseamna ca toti pivotii sunt nenuli.

Pe parcursul algoritmului Gauss prezentat anterior, elementele de multiplicare se calcu-
leaza ca p = —ap/ag,. Valoare ayy folosita pentru calculul elementului de multiplicare
este un pivot, ea ramanand in diagonala matricei triunghiulare. Se poate intampla insa
ca pivotul sa fie nul chiar daca problema este bine formulata matematic, caz in care
algoritmul Gauss prezentat anterior esueaza. In acest caz se poate face o operatie de
permutare (de linii sau/si de coloane), astfel incat pe pozitia kk sa fie adus un element

nenul.
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Pivotarea este o operatie de permutare care urmareste obtinerea unor valori nenule
pentru pivoti. Ea este o operatie care trebuie facuta inainte de calculul multiplicatorului.

Exista mai multe strategii de pivotare, cele mai des intalnite fiind: pivotarea pe linii,

pe coloane, totala, diagonala.

Pivotarea pe linii (partiald) consta in schimbarea a doua linii intre ele (linia & i o linie
aflata sub ea), ceea ce este echivalent cu scrierea ecuatiilor in alta ordine. Este cea mai
simpla strategie de pivotare. Pivotul este cautat numai pe pe coloana de sub elementul

diagonal.

Pivotarea pe coloane consta in schimbarea a doua coloane intre ele (coloana k si o
coloana aflata la dreapta ei), ceea ce este echivalent cu renumerotarea variabilelor. Pivotul
este cautat numai pe linie, la dreapta elementului diagonal. Permutarile facute trebuie
memorate deoarece la finalul algoritmului solutia trebuie reconstituita in ordinea initiala.

Pivotarea totala (completa sau mazimala) cauta pivotul gi pe linii i pe coloane, sub
si la dreapta elementului diagonal. Dupa aflarea lui vor fi permutate si doua linii si
doua coloane. Algoritmul acestei permutari este cel mai costisitor gi nu neaparat cel mai
eficient.

Pivotarea diagonala cauta pivotul pe diagonala. Vor fi permutate apoi doua linii si

doua coloane. O astfel de pivotare poate fi utila in cazul in care matricea este simetrica.

Pseudocodul strategiei de pivotare pe linii este urmatorul:

p=0
pentrut = k,n ; parcurge coloana k, de la elementul diagonal in jos
dacd |a;| > p atunci
=1 ; memoreaza pozitia potentialului pivot

b= |aik|

dacad p = 0 atunci

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

0 X X X X X 0 X X X X X 0 X X X X X 0 X X X X

0 0 Ak * * * 0 0 apk * * * 0 0 apfk * * * 0 0 apk * *

0 0 * * * * 0 0 * * * * 0 0 * * * * 0 0 * * *

0 0 * * * * 0 0 * * * * 0 0 * * * * 0 0 * * *

0 0 * * * * 0 0 * * * * 0 0 * * * * 0 0 * * *
a) b) c) d)

Figura 2.3: Zona de cautare a pivotului in pivotarea pe linii (a), pe coloane (b), totala
(c), diagonala (d). Cu X sunt marcate elementele nenule ale caror valori nu se vor mai
modifica.

I I S e
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scrie "problema este prost formulata matematic”

altfel
pentru j = k,n ; permuta linia [ cu linia k
b = Qg
ag; = aij
aij =p
[ ]
p = by ; permuta termenii liberi
b, = Uy
bi=p
[ ]

Pivotarea este absolut necesara daca pe parcursul algoritmului Gauss se intalneste un
pivot nul. Ea are insa si un efect benefic asupra stabilitatii si acuratetii solutiei. Pentru
a ilustra aceasta afirmatie, sa reluam exemplul discutat la paragraful [[.3.6l

10-20 -
{ 0wty (2.43)

r+y = 0,
avand solutia corectd (z,y) ~ (—1,1). Dupa eliminarea Gauss, sistemul triunghiular

devine

(2.44)

10702 +y = 1
(1-10%)y = —10%.

Presupunand ci zeroul masinii este de ordinul 10716 rezulta ca sistemul ce se va rezolva

la retrosubstitutie va fi

10-20 ~ 1
{ Tty (2.45)

1020y = —10%,

Rezultatul final va fi (z,y) = (0, 1), foarte departe de solutia adevarata. Desi sistemul
initial are matricea coeficientilor bine conditionata k(A) ~ 2.6, matricea U este extrem
de prost conditionatd x(U) = 10, ceea ce duce la egecul rezolvarii, in ciuda efectudrii
cu acuratete a etapei de eliminare. Acest sistem nu este stabil la retrosubstitutie si in
consecinta, intreaga rezolvare este compromisa. Desi problema este bine conditionata,
algoritmul fara pivotare nu este stabil.

Aplicarea pivotarii este o etapa esentiala in rezolvarea directa a sistemelor
de ecuatii algebrice liniare. Pivotarea partiala asigura stabilitatea procedurii,
cu un efort de implementare nesemnificativ. Pivotarea totala este rareori
aplicata in practica deoarece cautarea pivotilor si pe linii si pe coloane duce la
o crestere semnificativa a timpului de calcul, nerealizand decat o imbunatatire

nesemnificativa a acuratetii solutiei.
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2.4.5 Cazul sistemelor multiple

De multe ori este necesar sa se rezolve mai multe sisteme de ecuatii algebrice liniare
care au aceeasi matrice a coeficientilor, dar termeni liberi diferiti. Un asfel de caz este
cel al rezolvarii circuitelor rezistive neliniare, in care pentru rezolvare se foloseste metoda

tangentelor paralele.

Fie m sisteme de ecuatii algebrice liniare
AxP =p®M  Ax® =p® ... Ax(™ =pm) (2.46)

care au aceeasi matrice a coeficientilor A € R™*™ dar termeni liberi diferiti b®*) € r™*,

unde k = 1, m. Se doreste rezolvarea celor m sisteme

Ax® =pb® k=1 m, (2.47)

"*1 in conditiile in care se cunoaste matricea A si termenii

adica gsirea solutiilor x*) € r
liberi b
Daca notam cu
B =[b® b@ ... pm] ecrmm (2.48)

matricea dreptunghiulara a termenilor liberi gi cu
X =[x0 x®@ ... xtmM]  ermm (2.49)
matricea dreptunghiulara a necunoscutelor, atunci relatiile (247) se scriu compact

AX = B. (2.50)

Varianta I - aplicarea succesiva a algoritmului Gauss

Cea mai proasta idee de a rezolva o astfel de problema este de a apela de m ori succesiv
algoritmul Gauss. Efortul total de calcul ar fi m(2n3/3+n?) ~ 2mn?/3. Deoarece matricea
coeficientilor este aceeasi, etapa de eliminare este repetata inutil, de m ori.

Varianta II - adaptarea algoritmului Gauss pentru rezolvarea simultana a
sistemelor

Presupunand ca in momentul rezolvarii toti termenii liberi sunt cunoscuti, atunci
putem modifica algoritmul Gauss, astfel incat la eliminare sa se prelucreze toti termenii
liberi, iar la retrosubstitutie, sa se calculeze ”simultan” componentele tuturor solutiilor.

Algoritmul complet al unei astfel de proceduri este urmatorul.

procedurid Gauss_multiplu(n, m,a, B, X)

; rezolva sismultan sistemele algebrice liniare a X = B prin metoda Gauss
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intreg n ; dimensiunea sistemului
intreg m ; numarul de sisteme

tablou real a[n][n]
tablou real B[n|[m]
tablou real X|[n][m]
intreg ¢,7, k

real p,s

; etapa de eliminare

pentruk=1,n—1

Y
Y

3

3

; matricea coeficientilor - indici de la 1
; matricea termenilor liberi

; matricea solutie

parcurge sub-etape ale eliminarii

; aici se poate introduce pivotarea

pentrui=k+1,n

b= _aik/akk

pentru j=k+1,n

Ajj = Qg + Pk

pentruj =1m

bij = bij + pb;

[ ]
; etapa de retrosubstitutie
pentru k =1,m
ok = bpk/ann
pentrui=n—1,1,—-1
s=0
pentruj =1+ 1,n
§ =8+ a7k
[ ]

ik = (bikz - 3)/%@'

retur

Y
Y

Y

Y

parcurge liniile
element de multiplicare

parcurge coloanele

parcurge coloanele termenilor liberi

In etapa de eliminare se face acum un numar de operatii egal cu

T, = S 2(n — k) +2m+1](n — k) ~ ni:[?(n —k)* +2m(n — k)] =
k=1 k=1
G 1)7;(2” —b QmW ~ 2%3 +mn. (2.51)
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In etapa de substitutie se face un numar de operatii egal cu

To=m) [2(n—i)+ 2 mm_[2(n —i)] = zm@ ~ mn?. (2.52)

In consecinti, efortul total de calcul in aceasta variantd este de ordinul O(2n3/3 +

2mn?), mai mic decat in cazul primei variante.
Varianta III - rezolvarea succesiva a sistemelor folosind calculul inversei

Daca termenii liberi nu sunt cunoscuti simultan, atunci metoda anterioara nu se poate
aplica. O noua varianta ar fi calculul inversei A~! si aflarea fiecarei solutii x*) = A=1b*)

imediat ce este cunoscut termenul liber.

Calculul inversei se poate face folosind procedura Gauss pentru sisteme multiple rezol-
vate simultan, in care matricea termenilor liberi este chiar matricea unitate. Daca B =1,
atunci solutia sistemului AX = B va fi chiar X = A~!. Aceasta idee este descrisa de

urmatorul pseudocod.

functie invA(n,a)

; calculeaza inversa matricei a

intreg n ; dimensiunea matricei
tablou real a[n|[n] ; matricea, indici de la 1

; alte declaratii

pentrui=1,n

pentruj=1,n

[ J
Gauss_multiplu(n,n, a, B, X)

intoarce X ; X este inversa matricei

Complexitatea acestui calcul este obtinuta din complexitatea procedurii Gauss multiplu,
pentru cazul particular n = m, deci 2n®/3 + 2mn? = 8n3/3.

Calculul inversei este o operatie foarte costisitoare din punct de vedere al
timpului de calcul.

In final, pentru calculul fiecarei solutii, matricea inversa trebuie inmultita cu vectorul
termenilor liberi, algoritmul acestei Inmultiri avand o complexitate de ordinul 2n2, asa

cum poate fi estimat cu usurinta din pseudocodul urmator:
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functie produs_Mv (n, M, v)

; calculeaza produsul dintre o matrice patrata M si un vector coloana v

intreg n ; dimensiunea problemei
tablou real M|n|[n] ; matricea, indici de la 1
tablou real v[n] ; vectorul

tablou real p[n] : rezultatul p = Mo

; alte declaratii

pentrui=1,n
pi=0
pentru j =1,n

pi = pi + Mijv;

intoarce p

Efortul total de calcul la rezolvarea succesiva a m sisteme algebrice liniare folosind
calculul inversei, va fi O(8n3/3 +2mn?). Efortul de calcul este tot de ordin cubic, dar mai
mare decat la rezolvarea simultana a sistemelor. Exista insa si o varianta mai eficienta de
rezolvare succesiva a sistemelor algebrice. Ea este bazata insa nu pe calculul inversei ci

pe factorizarea matricei coeficientilor.

2.5 Metoda factorizarii LU

Metoda factorizarii LU (Lower-Upper) este o metoda directa de rezolvare a unui sistem

algebric liniar de dimensiune n

Ax = b, (2.53)
bazata pe descompunerea matricei coeficientilor intr-un produs de doua matrice

A=LU, (2.54)

unde L este o matrice inferior triunghiulara iar U este o matrice superior triunghiulara

(fig.24).

Sistemul de rezolvat (253)) este echivalent cu
LUx = b. (2.55)

Daca se noteaza
y = Ux, (2.56)
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* Kk Kk KX X ¥
LR N
* Kk ¥ X X ¥
* Kk K ¥ X ¥
R N
* Kk K KX X ¥
LR R I
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ O
* ¥ ¥ ¥ O O
*¥ ¥ ¥ O O O
*¥ ¥ O O O O
¥ O O O OO
(=Nl
o OO O ¥ ¥
o O O ¥ ¥ ¥
O O ¥ ¥ ¥ ¥
O ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
* Kk ¥ X X ¥

Figura 2.4: Structura termenilor in descompunerea A = LU. Cu * sunt marcate ele-

mentele nenule.

atunci rezolvarea sistemului (2.55]) este echivalenta cu rezolvarea succesiva a sistemelor

Ly = b,

2.57
Ux =y. ( )

Rezolvarea sistemelor ([2.57) va fi simpla deoarece ele au o structura particulara iar
procedura de rezolvare va fi adaptata acestei structuri.

Pe scurt, rezolvarea sistemului se face prin factorizarea matricei coeficientilor, urmata
de rezolvarea a doua sisteme de ecuatii cu structuri particulare, prin substitutie progresiva

st regresiva.

2.5.1 Un exemplu simplu

Cea mai simpla metoda de factorizare provine din algoritmul Gauss. Matricea U este
chiar matricea coeficientilor obtinuta la sfarsitul etapei de eliminare al algoritmului Gauss.

Pentru exemplul prezentat in paragraful 2241l matricea U este

12 -1
Uu=1|07 -1]. (2.58)
00 —2/7

Matricea L are 1 pe diagonala, iar elementele nenule se obtin din ultimele valori nenule ale
elementelor anulate in Gauss (—2 si 4 in relatia (2.29) si —9 in relatia (2.30)), impartite

la pivoti:

1 0 0 1 0 0
L=| —2/1 10|=|-2 10]. (2.59)
4/1 —=9/7 1 4 -9/7 1

Se verifica ugor ca LU = A, unde

I

|

DN =

w N
|

— =

(2.60)
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Rezolvarea sistemului Ly = b devine

1 0 0 Y1 -1
-2 10 Yo | = 01, (2.61)
4 —-9/7 1 Y3 -2
adica
Y1 = -1
-2y, + Yo = 0 (2.62)
dyp — 9/Tya + y3 = =2
de unde
y=-1
Yo =2y1 = —2 (2.63)

Ys = -2 — 4y1 + 9/7y2 = —4/7

Rezolvarea sistemului Ux =y devine

1 2 -1 1 -1
07 —1 Ty | = | —2 , (2.64)
0 0 —2/7 T3 —4/7
adica
T4+ 209 —23 = —1
Teg —x3 = —2 (2.65)
—2/Txs = —4/7.
de unde

w3 = (=4/7)/(=2/7) = 2,
xo = (—2+x3)/7T=0, (2.66)
1 =—1—2x9 + 23 = 1.

2.5.2 Variante de factorizare

Nu exista o descompunere unica a matricei A in factorii L gi U. Variantele considerate
standard sunt: Doolittle, in care termenii diagonali ai matricei L sunt unitari (;; = 1),
Crout, in care termenii diagonali ai matricei U sunt unitari (u; = 1) si Cholesky in care
factorii sunt transpusi unul altuia (L = U7T).

Variantele Doolittle si Crout se aplica la orice matrice nesingulara, iar vari-
anta Cholesky se aplica doar matricelor simetrice si pozitiv definite, la care se
salveaza simetria si dupa factorizare.

Pentru a exemplifica aceste variante, sa consideram cazul descompunerii in factori a

unel matrice de dimeniune 2:

32 lin O Uip  Uip (2.67)
6 1 lgl l22 O U22 ‘ ‘
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Relatiile intre componentele celor doi factori sunt

liiu =3
liiug =2 (2.68)
loju;; =6

lo1u1a + laguge = 1.

Un astfel de sistem este nedeterminat. Dar, daca fixam oricare doua valori, restul de valori
vor rezulta in mod unic. De aceea, pentru a gasi o factorizare LU unica, este necesar sa
se stabileasca niste restrictii suplimentare pentru matricele-factori. De exemplu, daca
alegem [l;; = lyp = 1 obtinem o solutie posibila (numita varianta Doolittle), iar daca
alegem w17 = uge = 1 obtinem o alta solutie posibila (numita varianta Crout). In cazul

exemplului de mai sus

R | R N e

Pentru o matrice simetrica si pozitiv definita se poate impune conditia de pastrare a

simetriei dupa factorizare, ca de exemplu
9 2 3 0 3 2/3
= ) 2.70
[2 1] [2/3 ﬁ/:&”o \/5/3] (2:70)
2.5.3 Algoritmul variantei Doolittle

In cele ce urmeazd vom demonstra ci algoritmul Gauss, extrem de putin modificat,
genereaza si factorizarea LU a matricei coeficientilor, in varianta Doolittle.

Diferitele etape prin care trece matricea A 1n algoritmul Gauss sunt etape de transforma-
re liniara, respectiv de inmultire cu o matrice. Mai precis, daca notam matricea initiala

cu
Ag=A, (2.71)

atunci, dupa prima sub-etapa de eliminare se obtine matricea A, care are zerouri pe prima
coloana, sub diagonala (fig. 2.2]). Aceasta etapa de eliminare este echivalenta, din punct
de vedere algebric, cu inmultirea la stanga a matricei initiale A cu o matrice elementara
notata E;. Similar, efectuarea celei de a doua etape de eliminare este echivalenta cu

inmutirea cu o matrice elementara Es g.a.m.d:
Al = E1A07

A2 = E2A1 = E2E1A07 (2 72)

A, 1=E,_ A, »=E,1E, »---EE/A,
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Matricea obtinuta dupa ultima etapa de eliminare este superior triunghiulara, deci

putem nota
U=A,_. (2.73)

Daca notam produsul matricelor elementare de eliminare cu
E=E, E, - -EE,, (2.74)

atunci relatia (2Z.72)) se scrie
U = EA. (2.75)

Pentru finalizarea demonstratiei, vom arata ca matricea E este nesingulara si, mai

mult, inversa ei este triunghiular inferioara si, in consecinta,
L=E"1 (2.76)

Pentru acesta trebuie sa analizam structura matricelor de eliminare. Vom scrie relatiile
pentru cazul n = 3, dar generalizarea este imediata.

Matricea elementara E; este cea care realizeaza prima sub-etapa de eliminare, deci

a1 a2 a3 11 Aaiz2 i3
/ / _
0 ay ayy | =E1| a; axn ax |- (2.77)
! !
0 as as as1 a2 ass

Se deduce usor ca E; are 1 pe diagonala, iar pe prima coloana, sub diagonala, sunt exact

elementele de multiplicare folosite pentru anularea coeficientilor:

1 0 0
E1: —agl/an 1 0 . (278)

—CL31/CL11 01

In general, o matrice de eliminare Ej este inferior triunghiulara, are 1 pe diagonala, iar pe
coloana k, sub diagonala, sunt exact elementele de multiplicare folosite pentru anularea
coeficientilor in sub-etapa k de eliminare. O astfel de matrice este inversabila, iar inversa
ei are 1 pe diagonala, iar pe coloana k, sub diagonala, sunt exact opusele elementelor de

multiplicare folosite pentru anularea coeficientilor in etapa k de eliminare. De exemplu

1 00 1 0 0
Efl = a21/a11 10 X E;l = 0 1 0 . (279)
asy /an 0 1 0 ag2/a’22 1

In consecinta, matricea E este inversabila, iar inversa ei este

E'=E/'E;'---E LE . (2.80)
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Prin inmultire, se obtine o matrice care are 1 pe diagonala, iar sub fiecare diagonala k

sunt opusele elementelor de multiplicare folosite in etapa k de eliminare:

1 0 0
E™'= | an/an 1 0. (2.81)
agi/an  agy/ag, 1
Matricea E~1 este matricea inferior triunghiulard cdutatd (matricea L in varianta Doolit-

tle). Elementele nenule si diferite de 1 ale matricei L pot fi memorate exact in triunghiul

inferior al tabloului real bidimensional initial, aga cum se face in secventa urmatoare.

; etapa de eliminare din metoda Gauss cu memorarea opuselor elementelor

; de multiplicare in triunghiul inferior al matricei

pentru k=1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
pentruit=k+1,n ; parcurge liniile
P = —ai/a : element de multiplicare
pentruj=k+1,n ; parcurge coloanele

Aij = Qjj + Py
[ ]

Qi = —P

De fapt, putem chiar sa renuntam la variabila p, obtinand urmatorul pseudocod pentru

factorizarea ”1in loc” a unei matrice.

procedura factorizare_LU(n, a)
; factorizeaza "in loc” matricea a

; varianta Doolittle

; declaratii
pentru k=1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii
pentrut=k+1,n ; parcurge liniile
Qi = Qi /g : element de multiplicare
pentruj=k+1,n ; parcurge coloanele
Aij = Qj5 — Qi Ay
[ ]
[

retur
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Prin factorizare ”in loc” a matricei se intelege faptul ca elementele semnificative ale
factorilor (adica elementele diferite de zero ale lui U si elementele diferite de zero aflate
sub diagonala ale matricei L) sunt memorate in locul valorilor initiale ale matricei A. Se
mai scrie "A = L+ U —I", unde egalul este cel in sens aritmetic, dar matricea A contine

valorile dupa factorizare.

2.5.4 Calculul solutiei dupa factorizare
Sistemul de rezolvat (2.53)) este echivalent cu
LUx = b. (2.82)

Daca se noteaza

y = Ux, (2.83)

atunci rezolvarea sistemului (2.82)) este echivalenta cu rezolvarea succesiva a sistemelor
Ly = b, (2.84)
Ux =y. (2.85)

Sistemul (Z.84), a cirui solutie o putem scrie formal y = L™'b, este un sistem cu

structura inferior triunghiulara, a carui rezolvare se face prin substitufie progresiva:

liiyr = b, N = 51/511,
lo1y1 + laay2 = by, N Y2 = (b2 — lary1) /la2,
lnlyl + ln2y2 + - lnnyn = bna Yn = (bn - lnlyl - ln,n—lyn—l)/lnn'
(2.86)
Scris compact, solutia se calculeaza la substitutie regresiva ca
g = b1/l11, (2-87)

i—1
yi = (bi_zlij%‘) fli, i=2,...,n. (2.88)
j=1

Sistemul (2.88), a carui solutie o putem scrie formal x = U™y, este un sistem cu
structura superior triunghiulara, a carui rezolvare se face prin substitufie regresiva, ca la

metoda Gauss:

T (R o) o e e 2

j=it1
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Pe baza formulelor (Z.87) <+ (2.90) putem scrie acum algoritmul rezolvarii propriu-zise
a sistemului, presupunand ca matricea coeficientilor este factorizata in loc in varianta
Doolittle.

proceduri rezolva_LU(n, a, b, x)

; rezolva sistemul de ecuatii ax = b prin factorizare LU
; matricea este presupusa a fi deja factorizata "in loc”
; varianta Doolittle

; declaratii

; substitutie progresiva

Y1 = by ; formula (2.87)), unde [;; = 1
pentrui =2.n
s=0

pentruj=1:—1
s = s+ a;;y; ; formula (2.88]), unde L este memorat in a
[
y; = b; — s ; deoarce [; = 1
[ ]
; substitutie regresiva
Tn = Yn/Ann ; formula (2.89]), unde U este memorat in a
pentrui=n—1,1,-1
s=0
pentruj=:+1,n

§ =S+ a;;T;
[ ]
zi = (yi — )/ i
L]

retur

2.5.5 Evaluarea algoritmului. Strategii de pivotare.

Deoarece algoritmul de factorizare este derivat din Gauss, putem evalua complexitatea
lui prin similitudine cu acesta. Factorizarea propriu-zisa are complexitatea etapei de
eliminare Gauss, deci Ty = O(2n?/3), iar rezolvrile prin substitutie progresiva si regresiva
au impreuna T, = O(2n?).

Din punct de vedere al necesarului de memorie, efortul este dat de memorarea tabloului

bidimensional, deci M = O(n?).
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Ca la metoda Gauss, in factorizarea LU nu exista erori de trunchiere, iar erorile de
rotunjire pot fi micgorate daca se aplica strategii de pivotare de tipul celor descrise la
paragraful .44l Acestea au ca efect i imbunatatirea stabilitatii algoritmului.

Pivotarea poate fi descrisa algebric prin folosirea unor matrice de permutare. O matrice
de permutare este o matrice care are exact un element egal cu 1 pe fiecare linie si pe fiecare
coloand, si 0 in rest. Ea reprezintd o permutare a liniilor gi/sau coloanelor matricei
unitate. Atunci cand o matrice de permutare inmulteste la stanga (respectiv la dreapta)
o matrice oarecare, rezultatul este o matrice in care sunt permutate liniile (respectiv
coloanele) matricei initiale.

Pivotarea pe linie poate fi descrisa prin inmultirea la stanga cu o matrice de permutare
notata in cele ce urmeaza cu P, iar pivotarea pe coloane poate fi descrisa prin inmultirea
la dreapta cu o matrice de permutare ce va fi notata cu Q. Se poate demonstra ca inversa
unei matrice de permutare este o matrice de permutare si ca produsul a doua matrice de

permutare este de asemenea o matrice de permutare [3].

Astfel, daca Inaintea primul pas al etapei de eliminare se efectueaza o permutare

partiala, relatia (2.71)) se scrie

Presupunand ca la fiecare etapa de eliminare se efectueaza o permutare partiala, relatiile

([Z72) se scriu
A= E1A0 = E1P1A,

AQ = E2P2A1 = E2P2E1P1A,

(2.92)
A, 1=E, P, - -EP;EPA.
In argumentarea factorizarii Doolittle, ultima relatie se scrie
U=E, P, - -EPE/PA. (2.93)

Aceasta pune 1n evidenta factorii L si U pentru o permutare pe linii a matricei A. De

exemplu (scriind pentru comoditate pentru n = 4):

U = E;P;E,P,E,P A =
= E; P3E,P;! P3;P,E,P,'P;' PsPoP A =
v;‘,#\ ~ J/
Ej E) Ef
= E,E,E|P3;P,P, A (2.94)
R,_/A/_/

| Mt P

Factorizarea cu pivotare pe linii se scrie deci compact ca

PA = LU, (2.95)
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unde toate elementele subdiagonale ale matricei L sunt in modul mai mici sau egale cu
1, drept consecinta a modului in care a fost ales pivotul. Interpretarea formulei (2.95) ar
putea fi facuta astfel. Mai intai se permuta liniile matricei A in conformitate cu matricea
de permutare P apoi se aplica algoritmul de rezolvare pentru matricea PA. Am vazut ca
de fapt pivotarea partiala nu se realizeaza aga, pentru ca matricea P nu este cunoscuta
apriori. In implementarea practici P nu este reprezentatd explicit ca o matrice, ci liniile
sunt permutate la fiecare etapa.

Permutarea coloanelor se reprezinta algebric prin inmultirea la dreapta cu o matrice

de permutare Q. Factorizarea LU cu pivotare totala se poate scrie formal ca
PAQ = LU, (2.96)

Pivotarea totala este rareori aplicata in practica deoarece cautarea pivotilor si pe linii
si pe coloane duce la o crestere semnificativa a timpului de calcul, nerealizand decat o

imbunatatire nesemnificativa a stabilitatii.

2.5.6 Cazul sistemelor multiple

Cazul sistemelor multiple a fost prezentat mai intai in paragraful Metoda
factorizarii LU este utila in acest caz deoarece factorizarea se face o singura data, iar
substitutiile se fac pentru cele m sisteme, pe masura ce sunt cunoscuti termenii liberi.
Efortul total de rezolvare prin factorizare a m sisteme algebrice de dimensiune n va fi deci

T = 0(2n3/3 + 2mn?), mai mic decat cel necesar calculului inversei (tabelul ZT)).

2.5.7 Varianta Cholesky

Daca matricea A este simetrica, atunci este de dorit ca si factorizarea ei LU sa pastreze

aceasta simetrie, adica

U=L" (2.97)

Tabelul 2.1: Efort de calcul pentru rezolvarea sistemelor multiple.

Nr. sisteme Metoda Complexitate T’
1 Gauss 2n%/3 + n?
LU 2n%/3 + 2n?
m - simultan Gauss 2n3/3 + 2mn?
m - succesiv | folosind inversa | 8n®/3 + 2mn?
LU 2n3 /3 + 2mn?
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Decompunerea LU care satisface conditia (2.97)) se numeste factorizare Cholesky si ea se

poate realiza doar daca A este pozitiv definita.

Pentru a justifica aceasta afirmatie, sa consideram A o matrice nesingulara si simetrica

si presupunem ca exista L o matrice triunghiular inferioara, nesingulara, astfel incat
A =LL". (2.98)

Fie un vector coloana arbitrar x nenul. Atunci y = L7x va fi un vector coloan& nenul

(pentru ci altfel x = (L)~ !y ar rezulta nul). Atunci

n
xIAx =x'LLTx = yTy = ny > 0.
i=1
In consecintd, numai matricile care satisfac x” Ax > 0 pentru vectori coloana x nenuli
pot admite o descompunere Cholesky. Aceste matrici sunt prin definitie matrici pozitiv
definite.
Demonstratia de mai sus arata ca pozitiv definirea matricei este o conditie necesara
pentru factorizarea Cholesky. Se poate arata insa ca ea este si o conditie suficienta:
Teorema: Daca A este o matrice simetrica si pozitiv definita, atunci fac-
torizarea ei Cholesky exista in mod unic, adica exista in mod unic o matrice
triunghiular inferioara L cu elementele diagonale pozitive, astfel incat A =
LL”.

Pentru a intelege modul de generare al matricei L, vom incepe prin partitionarea

a al A0 A1
BABHIES o

0 LT
Pentru intuirea mai clara a blocurilor, am notat scalarii cu litere grecesti, vectorii cu litere

matricelor astfel

mici aldine, iar matricile cu litere mari aldine. Din calculul elementului aflat pe pozitia
(1,1) rezultd @ = A\? de unde

A =+a (2.100)

este primul element din L. Din calculul blocului aflat pe pozitia (2,1) rezulta a = A, de

unde

1=a/\ (2.101)

este prima coloana, aflata sub diagonala, a matricei L. Din calculul blocului aflat pe
pozitia (2,2) rezults A = 117 — LLT de unde

LLT=A -7 (2.102)
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Matricea din membrul drept al acestei relatii este complementul Schur al lui a:
S=A-1"=A—-aa”/a. (2.103)

Mai mult, se poate demonstra c& S este simetrica si pozitiv definitd si, in consecinta LL”

este factorizarea ei Cholesky.

Astfel, echivalentul primei etape de eliminare Gauss, se poate scrie in cazul factorizarii

Cholesky ca
17 1 17
A=Ay= Ao A0 0 A =LA LT, (2.104)
1 L 0 LT 1 I 0 S 0 I

Similar,
A, = LyA,L7,
(2.105)
A, = LnAnL£7
unde A,, = 1.
Rezulta ca, descompunerea finala a matricei A
A=LL,---L,L'LY ... LT (2.106)
—_—— ——

L LT

este unica deoarece la fiecare pas marimile au fost determinate in mod unic.

In ce priveste implementarea factorizarii Cholesky, numai jumatate din matricea A
trebuie memorata. Nu numai necesarul de memorie este injumatatit fata de cazul general,
dar si efortul de factorizare este mai mic. Pentru a justifica acest lucru, vom schita o
varianta de algoritm care nu foloseste o schema particulara de memorarea a matricei.

Un mic exercitiu algebric arata ca formulele de calcul pentru coloana k a matricei L

sunt

k—1
j=1

Acestea sunt implementate de pseudocodul urmator:

proceduri factorizare_LU_Cholesky(n, a, 1)

; factorizeaza matricea a, presupusa simetrica si pozitiv definita
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; Intoarce matricea triunghiular inferioara [

; varianta Cholesky

; declaratii
pentru k =1,n ; parcurge sub-etape ale eliminarii
pentru: =k, n ; calculeaza coloana, sub diagonala
S = Qi

pentru j =1,k —1

S=S5— lijlkj

[ ]
dacii =k
lie = /s
altfel
lz‘k:S/lkk
[ ]
[ ]
[ ]
retur

Efortul de calcul corespunzator este jumatate din efortul unei factorizari LU pentru

matrice oarecare (egal cu efortul unei eliminari Gauss)

n n

T. ~ Y [2k(n—k)]=-2) [(n—k—n)(n—Fk)]=-2 [Z(n k)’ =n) (n—k)| =
(n—Dn@n—-1) namn-1)7] _ om? n _n? )
= _2[ ; —n— } ~ —2 <7—7) =3 (2.109)

In ce priveste stabilitatea, algoritmul Cholesky este intotdeauna stabil gi nu are nevoie
de pivotare. Aceasta se datoreaza proprietatilor speciale ale matricei A, care fiind pozitiv

definita este si diagonal dominanta.

2.6 Cazul matricelor rare

Algoritmii de rezolvare prezentati pana acum (bazati in esenta pe eliminarea Gauss)
au complexitate destul de mare. Atat timpul de calcul este ridicat (ordin cubic), dar i

spatiul de memorie este mare (ordin patratic, datorita memorarii matricei coeficientilor).

In mod uzual, numerele reale se stocheaza in dubla precizie pe 8B, iar numerele intregi
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pe 4. Un model mic al unei probleme, avand de exemplu 1000 grade de libertate,
va necesita o matrice a coeficientilor cu 10 numere reale, deci 8 MB. Modele rafinate
ale problemelor reale pot avea miloane de necunoscute. O problema cu un milion de
necunoscute ar necesita un spatiu de memorare de 1 TB si nu ar incapea in memoria
calculatoarelor uzuale. Pe un PC obisnuit, nu s-ar putea lucra nici macar cu o matrice
de dimensiune 10000. Din fericire insa, formularea tuturor problemelor reale de inginerie
poate fi facuta astfel incat ecuatiile care se scriu nu implica toate necunoscutele simultan.
De fapt, pentru o ecuatie, legaturile sunt chiar foarte putine comparate cu numarul total
de necunoscute. De exemplu, in scrierea unei anumite ecuatii nodale pentru un circuit,
in ecuatie apar doar termeni corespunzatori laturilor care sunt incidente la nodul pentru
care se scrie ecuatia. Matricea conductantelor nodale ar avea toate elementele nenule doar
daca graful circuitului ar fi un poligon complet, ceea ce nu se intampla in nici o aplicatie

reala.

Astfel de matrice nu se memoreaza in forma lor totala, ca tablouri bidimensionale, ci
se vor memora doar elementele lor nenule. Mai mult, algoritmii de calcul se vor adapta
acestei scheme de memorare, rezultand avantaje atat din punct de vedere al necesarului
de memorie cat gi al timpului de calcul.

O matrice care confine un numar foarte mare de elemente nule se numeste matrice
rara. Despre o matrice care nu este rara se spune ca este matrice densa sau plina.

Se defineste densitatea unei matrice ca fiind raportul dintre numarul de elemente nenule
si numarul total de elemente al matricei. De obicei, algoritmii care exploateaza raritatea
matricelor devin avantajosi pentru valori mici ale densitatii. Nu se poate preciza o valoare

exacta a densitatii care sa demarcheze matricile rare de matricile pline.

Daca, pentru o anumita matrice care are si elemente nule, se poate elabora
un algoritm care exploateaza aceasta structura si care este mai eficient decat

algoritmul conceput pentru matricea plina, atunci aceasta este o matrice rara.

De exemplu, pentru un circuit cu N = 1000 noduri, presupunand ca fiecare nod este
conectat in medie cu alte 4, atunci matricea conductantelor nodale va avea in medie 5
elemente nenule pe linie (4 termeni nediagonali si 1 termen diagonal), si deci va avea
densitatea d = 5N/N? = 5/N = 0.5%. Aceasta este cu sigurantd o matrice pentru care

merita aplicate tehnici de matrice rare.

11 Byte = 1 octet = 8 biti. Vezi si|http://en.wikipedia.org/wiki/Byte pentru preciziri asupra prefixului
folosit pentru multipli de B.
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2.6.1 Formate de memorare a matricelor rare

Exista mai multe metode de a memora matricele rare. Cele mai generale nu fac nici o
presupunere asupra structurii matricei, respectiv asupra pozitiilor in care se afla elemente
nenule.

Cea mai naturala metoda ar fi cea in care se memoreza doar valorile nenule si pozitia
lor in matrice, data prin indici de linie (r4,) si de coloana (ci4.). Asa se face de ex-
emplu in formatul de figier ASCII al site-ului Matriz Marketd. Astfel, pentru un tablou
bidimensional de dimensiune m x n, in loc sa se memoreze toate cele mn valori (inclusiv
zerouri) intr-un spatiu de My, = 8mn B, sunt necesare doar n,. locatii de memo-
rie pentru numere reale si 2n,,, locatii de memorie pentru numere intregi, deci in total
Mrar,coord = 8 * Ny, + 4% 2n,,, = 16n,. B.

De exemplu, matricea M de dimensiune 3 x 4, avand 6 elemente nenule, va fi memorata

intr-un vector val de dimensiune 6, gi doi vectori de numere intregi, de dimensiune 6, astfel:

4000 val = [4 512 3 7]
M=|00 51 = rade = [1 2 2 3 3 3]
2307 cidv = [1 3 41 2 4]

In acest exemplu, valorile nenule au fost citite pe linie, de la stanga la dreapta si de sus
in jos, dar ele pot fi memorate in orice ordine, evident cu permutarea corespunzatoare a
indicilor.

Memorarea poate fi gi mai eficienta decat atat. Informatia din vectorul r_idx poate
fi comprimata, indicandu-se doar locul unde se schimba valoarea lui r_idx. Acesta este
formatul (vechi) Yale, cunoscut i sub sigla CRS - Compressed Row Storage. O matrice
M, de dimensiuni m X n cu un numar de n,,, de elemente nenule, va fi stocata cu ajutorul

a trei tablouri unidimensionale astfel:

e un tablou unidimensional val, de dimensiune n,,,, care contine toate valorile nenule,

de la stanga la dreapta si de sus in jos;

e un talou unidimensional r_ptr, de dimensiune m + 1 (cate un element pentru fiecare
linie, plus un element aditional care marcheaza sfarsitul tabloului), care contine
indicii ce indica in tabloul val locurile in care incep liniile. Mai precis, linia i a

matricei initiale are valorile in val de la pozitia r_ptr(i) la pozitia r_ptr(i + 1) — 1;

e un talou unidimensional r_idz, de dimensiune n,,., care contine, pentru fiecare ele-

ment din val, indicele coloanei pe care se afla.

2Site-ul Matrix Market este acesibil la http://math.nist.gov/MatrixMarket.
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Ordinul de complexitate din punct de vedere al necesarului de memorie este deci M, crs =
8Ny, + 4(m + 1) + 4n,,, = 12n,,, +4(m + 1) B.

De exemplu, aceeagi matrice M de dimensiune 3 x 4, avand 6 elemente nenule, va fi
memorata intr-un vector val de dimensiune 6, un vector r_ptr de dimensiune 3 4 1 gi un

vector c_idxr de dimensiune 6, astfel

4000 val = [4 5123 7]
M=|0051 = rptr = [1 2 4 7]
230 7 cidv = [1 3 412 3]

Un rationament similar se poate face pe coloane, formatul numindu-se CCS - Com-
pressed Column Storage, fiind formatul folosit de colectia de matrice Harwell - Boeing,
disponibila de asemenea pe site-ul Matriz Market. Necesarul de memorie este M, 4, ccs =
8Ny, +4(n+ 1) +4n,, = 12n,, + 4(n + 1) B.

Acelagi exemplu, memorat in format CCS este:

4000 val = [42 351 7]
M=|00 51 = eptr = [1 3 4 5 7]
230 7 ride = [1 33 2 2 3]

Daca matricile au o structura particulara, atunci se poate alege o varianta si mai
eficienta, care sa tina cont de structura. Un exemplu ilustrativ este cel al matricelor
banda ale caror sub-diagonale se memoreaza in locatii consecutive. De exemplu, o matrice
tridiagonald are elemente nenule numai pe diagonala principala (notata ¢ in fig.[2Z0) si pe
cele doua subdiagonale vecine (p si r).

Asa cum sugereaza notatia din figura 2.5l o matrice tridiagonala poate fi memorata cu

ajutorul a trei vectori, eventual grupati intr-o matrice cu 3 linii si n coloane:

O p2 p3 -+ Pn1 Pn
Miv=| ¢ @ @G - @ ¢
i rg r3 oo 1T 0
(@1 o 00 |
p2 g2 T2 0
0 p3 g3 73 0 0 0
M:
0 Pn—1 4dn—1 Tn-—1
0 0 0 0 0 P o |

Figura 2.5: Structura unei matrice tridiagonale.
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Acest mod de stocare este cunoscut si sub sigla CDS - Compressed Diagonal Storage. Se
observa intr-un astfel de mod de stocare vor fi incluse si elemente nule, fara semnificatie,

dar numarul lor este nesemnificativ.

2.6.2 Metode directe pentru matrice rare

Memorarea rara a matricelor nu are nici o valoare daca algoritmii de calcul nu sunt
adaptati structurii de date. De exemplu, algoritmul Gauss descris in paragraful 2.4.2]
aplicat unei matrice tridiagonale ar face o multime de calcule inutile, mai precis operatii
algebrice cu zerouri, ale caror rezultate ar fi tot zerouri. Algoritmul poate fi regandit cu
usurinta pentru matricea tridiagonala. Matricea coeficientilor are la inceputul etapei k
de eliminare urmatoarea structura (exemplificata pentru k = 4:

[« « 0 0 0 0 0 0]
0 = x 0 0 0 0 O
0 0 % = 0 0 0 0 O
0 0 0 g Tk 0 0 0 0
0 0 0 prs1 Qg1 Tk O 0 0
0 00 0 prr2 Gri2 Tre2 0 0
000 0 0 0 0 - po gn
Se observa ca singurul element de multiplicare ce trebuie calculat este m = —pgy1/qx,

singura modificare suferind-o ecuatia k£ + 1, mai precis doar un singur termen in membrul
stang al acesteia qgi1 = qrr1 + m * 1, si temenul liber corespunzator.

In ceea ce priveste etapa de retrosubstitutie, matricea triangularizata va avea doar
doua diagonale, calculul se va face tot prin substitutie regresiva, ultima componenta fiind

calulata mai intai

T, = bp/ (2.110)

iar o componenta oarecare x; va rezulta din ecuatia ¢ dupa eliminare
G + v =b; = x;= (b —rzig)/a, i=n-—1,...,1 (2.111)

Algoritmul urmator implementeaza metoda Gauss adaptata unei matrice tridiagonale,

memorata cu ajutorul a trei vectori, aga cum a fost descris mai sus.

procedurd Gauss_tridiag(n, p, ¢, 7, b, )
; rezolva sistemul algebric liniar az = b prin metoda Gauss
; matricea a este tridiagonala, memorata in p, q, r

intreg n ; dimensiunea sistemului
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tablou real p[n], q[n], r[n] ; "matricea” coeficientilor - indici de la 1
tablou real b[n] ; vectorul termenilor liberi

tablou real z[n] ; vectorul solutie

intreg i, k

; etapa de eliminare din metoda Gauss

pentruk=1,n—1 ; parcurge sub-etape ale eliminarii

m= —pPr+1/qx ; element de multiplicare

Qr+1 = Qi1 +mrg ; modifica element in linia k + 1

b1 = bryr1 + mby : modifica termenul liber al ecuatiei k + 1
[ J

; etapa de retrosubstitutie
Tn = bn/qn
pentrui=n—1,1,-1

xi = (b — rizit1)/a
[ ]

retur

Etapa de eliminare are acum o complexitate de ordinul 5n, iar etapa de retrosubstitutie
de ordinul 3n, complexitatea totala fiind liniara atat din punct de vedere al timpului de
calcul "= O(8n), cat si din punct de vedere al necesarului de memorie 7' = O(5n).

In cazul unor matrice rare care nu sunt tridiagonale si nici nu au o structura particulara,
algoritmul Gauss trebuie adaptat unor tehnici de memorare de tip CRS sau CCS. In
timpul etapei de eliminare matricea se poate umple, astfel incat pivotarea urmareste nu
numai stabilitatea numerica (pivoti nenuli de modul cat mai mare pentru acumularea
unor erori de rotunjire cat mai mici), ¢i §i minimizarea umplerilor, adica a elementelor
nenule nou aparute. Gasirea pivotarii optime care ar alege dintre toate pivotarile posibile
la un moment dat ar conduce la un algoritm non-polinomial, lipsit de importanta practica.
Strategiile de pivotare care se implementeaza folosesc tehnici euristice, care dau o solutie
pseudo-optimala dar au un grad de complexitate polinomial.

Motivul cel mai important pentru care calculul explicit al inversei unei matrice trebuie
evitat este acela ca, in marea majoritate a aplicatiilor practice, inversa unei matrice este
plina, chiar daca matricea este rara. Fenomenul prin care elemente initial nule devin
nenule prin calcul, se numeste fenomen de umplere. La matrice rare de dimensiuni mari
inversarea este practic imposibila datorita acestui fenomen.

Din fericire, factorizarea unei matrice rare poate salva raritatea daca matricea are o
anumita structura. De exemplu o matrice cu structura A; din figura prin factorizare
ramane rara, in schimb matricea A, se umple prin factorizare. Cele doua matrice pot

reprezenta acelasi sistem, ultima ecuatie din A; fiind prima ecuatie in Ay si ultima ne-
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0 0 0 = * %
* 0 = * 0 0
A = A, — x* 0 % 0
0 0 - 0 =
0 O 0 % = x 0 0
| x % koK k| |+ 0 0 0 =* |

Figura 2.6: Matricea A; are factorii LU rari, in timp ce matricea A, are factorii LU plini.

cunoscuta in A; fiind prima necunoscuta in A,. Una din tehnicile euristice de pivotare
este cea sugerata de aceste doua cazuri si anume, pivotarea urmareste plasarea la sfarsit
a ecuatiilor "pline”.

Structura matricei joaca deci un rol important in conceperea algoritmului

de rezolvare.

Deoarece factorizarea genereaza umpleri, un algoritm eficient va trebui sa stie in avans
unde apar umplerile astfel incat sa aloce memorie pentru structurile de date ce memoreaza
factorii L gi U. Aceasta etapa se numeste factorizare simbolica. Abia dupa ce se efectueaza
factorizarea simbolica, are loc factorizarea numerica. Factorizarea simbolica este o etapa
mai putin costisitoare dar mai complicat de elaborat. Ea se bazeaza pe construirea unor
grafuri asociate matricei gi deducerea unor arbori de eliminare. Un document ce ilustreaza

in detaliu aceste concepte este [I3], iar o carte excelenta dedicata exclusiv acestui subiect

este [2].

In concluzie, pentru a obtine algoritmi performanti pentru o anumita proble-
ma, trebuie folosite structuri de date eficiente, care sa valorifice eventualele
proprietati particulare ale datelor (de exemplu raritatea matricelor), iar algo-
ritmii de calcul trebuie adaptati acestor structuri de date. Metodele directe de
rezolvare a sistemelor rare de ecuatii algebrice au patru pasi principali: per-
mutarea sistemului in vederea asiguraii unei stabilitati maxime, factorizarea

simbolica, factorizarea numerica si rezolvarea celor doua sisteme triunghiulare.

2.7 Metode iterative stationare - generalitati

Metodele iterative pentru rezolvarea sistemelor algebrice liniare se bazeaza pe gene-
rarea unui sir de aproximatii ale solutiei, care se doreste a fi convergent catre solutia
exactd. In consecinta, din punct de vedere teoretic, solutia poate fi obtinuta cu o astfel
de metoda numai intr-un numar infinit de pagi. Cum algoritmul poate face numai un

numar finit de pasi, inseamna ca aceste metode sunt afectate si de erori de trunchiere,
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nu numai de erori de rotunjire. Aparent, acesta ar fi un dezavantaj fata de metodele
directe care gasesc solutia, teoretic intr-un numar finit de pasi. In realitate, metodele
iterative au proprietatea remarcabila de a face autocorectia erorilor astfel incat se poate
intampla ca solutia obtinuta printr-o metoda iterativa sa fie mai precisa decat solutia
obtinuta printr-o metoda directa. Metodele iterative sunt atractive si pentru faptul ca
ofera utilizatorului posibilitatea de a decide el insusi asupra compromisului dintre timpul
de calcul gi acuratetea solutiei, calculand mai multe iteratii daca se doreste o solutie mai
precisa, sau oprind algoritmul mai repede atunci cand se doregte un timp mai scurt de
rezolvare.

Un avantaj major al metodelor iterative este acela ca, aplicate unor matrice rare, ele
nu genereaza umpleri ale acestora, aga cum se intampla in cazul metodelor directe. Daca
memoria disponibila pentru rezolvarea unei probleme printr-o metoda directa nu este
suficienta, atunci o metoda iterativa este singura optiune.

Dezavantajul metodelor iterative este acela ca se poate intampla ca ele sa nu fie con-
vergente pentru o problema data, caz in care problema trebuie reformulata inainte de
a fi rezolvata cu o metoda iterativa. Reformularea se poate face cu ajutorul unei ma-
trice de transformare, numita preconditionator. Un preconditionator bun imbunatateste
convergenta metodei iterative suficient de mult pentru a amortiza costul construirii si
aplicarii precondi-tionatorului. Fara preconditionare, o metoda iterativa s-ar putea chiar

sa esueze.

2.7.1 Ideea de baza a metodelor iterative stationare

Ideea metodelor iterative stationare pentru rezolvarea unui sistem algebric liniar de
dimensiune n
Ax =D (2.112)

este de a construi un sir de aproximatii x©,x(M, ... x®) . care si conveargd citre

solutia exacta a ecuatiei (2.I112]), notata x*:

lim x® = x*, unde Ax*=b. (2.113)

k—o00
Fiecare aproximatie corespunzatoare unei iteratii k£ este un vector cu n componente:
o
X(k) — {Egk) c Rnxl'

0)

Un astfel de algoritm are nevoie de o initializare x(¥, un mod de generare a sirului de

iteratii si un criteriu de oprire.
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Initializarea girului de iteratii este, in principiu, arbitrara. Daca insa sunt cunoscute
apriori informatii despre solutie, de exemplu o incadrare a ei, atunci este recomandat ca
initializarea sa fie facuta cat mai aproape de solutie, algoritmul iterativ putand fi mai
rapid convergent.

Sirul de iteratii se genereaza recursiv, adica solutia la o noua iteratie se calculeaza

exclusiv in functie de solutia la iteratia anterioara:
x® = p(x*=D), (2.114)

unde F este o functie continua a carei constructie o vom preciza in cele ce urmeaza.
Trecand la limita pentru k — oo relatia ([Z2114]) rezulta ca solutia exacta x* va satisface
relatia

x* = F(x%), (2.115)

ceea ce Inseamna ca X* este punct fix pentru aplicatia F'.

In concluzie, solutia exacta a sistemului de ecuatii este si punct fix pentru
F. Rezolvarea sistemului de ecuatii algebrice liniare se face prin cautarea unui
punct fix pentru F.

Este evident atunci ca trebuie sa existe o legatura intre sistemul algebric initial,
definit de matricea coeficientilor A impreuna cu vectorul termenilor liberi b si functia
F. Constructia aplicatiei F' se bazeaza pe descompunerea matricei A intr-o diferenta de

doua matrice
A=B-C. (2.116)

Sistemul de rezolvat (2.112]) este echivalent cu

Bx=Cx+b (2.117)
sau
x = Mx + u, (2.118)
unde
M =B"!C
’ (2.119)
u=B"b.

Matricea M € r™" definita de ([Z.I19) se numeste matrice de iterafie. Relatia (2.118)

sugereaza modul de definire a aplicatiei F':
F(x) = Mx + u, (2.120)
iar calculul recursiv ([ZI14) poate fi scris explicit ca

x® = BtCx*Y 4+ B~'b. (2.121)
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In paragraful 2.4.5] s-a aratat ca trebuie evitat calculul explicit al inversei unei matrice.

De aceea, orice algoritm iterativ nu implementeaza relatia (Z.I21]) ci
Bx® = Cx*~V 4 b, (2.122)

care reprezinta rezolvarea unui nou sistem de ecuatii algebrice liniare, avand B ca matrice

a coeficientilor.

Incd nu am precizat exact cum se descompune matricea coeficientilor in (Z.116]). Exista
o infinitate de moduri de a face acest lucru. Ideea este de a avea o matrice B cu o structura
particulara, astfel incat sistemul (2I122]) sa poata fi rezolvat cu un efort de calcul mic,
folosind o rezolvare adaptata structurii particulare a matricei B. De exemplu, in metoda
Jacobi B este diagonala si rezolvarea sistemului (ZI122]) este imediatd, iar in metoda
Gauss-Seidel B este inferior triunghiulara, rezolvarea sitemului (2122) facandu-se prin

substitutie progresiva.

2.7.2 Criteriul de oprire

In ceea ce priveste conditia de oprire, se pune problema daca sirul de iteratii este
convergent sau nu. Convergenta sirului de iteratii catre solutia exacta x* este echivalenta
cu convergenta sirului x*) — x* ciitre zero. Ideal ar fi ca iteratiile s& fie oprite atunci

cand eroarea [|x*) —x*|| < ¢, unde ¢ este o valoare impusa de utilizator. Cum eroarea nu

poate fi calculata deoarece nu se cunoaste solutia exacta, in practica se implementeaza o
conditie de oprire bazata de criteriul de convergenta Cauchy si anume constructia girului

iteratiilor este oprita atunci cand
[x®) — x*=D| < ¢, (2.123)

iar solutia numerica aproximativa este cea obtinuta la ultima iteratie calculata.

Se poate intampla insa ca sirul iteratiilor sa nu fie convergent. Din acest motiv, cri-
teriul de oprire va include si o conditie legata de numarul maxim de iteratii admis. Daca
eroarea dorita € nu se atinge intr-un numar de iteratii mai mic decat o limita maxima
impusa, atunci procedeul iterativ se considera neconvergent si rezultatul obtinut nu este
de incredere. S-ar putea intampla ca procedeul iterativ sa fie convergent mai lent, astfel
incat sa fie nevoie de mai multe iteratii pentru obtinerea unei precizii dorite. Este re-
sponsabilitatea utilizatorului de a urmari convergenta procesului iterativ si, in cazul unui
proces iterativ convergent, de a stabili un compromis intre timpul de calcul si acuratete.

In consecinta, procedurile iterative de rezolvare a sistemelor algebrice liniare
vor avea ca parametri de intrare, pe langa marimile ce definesc sistemul

(coeficienti si termeni liberi), o eroare ce reprezinta criteriul dorit de oprire a
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iteratiilor si un numar maxim de iteratii, util pentru a asigura oprirea proce-
durii in caz de neconvergenta.
Este evident ca valoarea actuala a erorii folosita in momentul apelului unei astfel de

proceduri iterative nu are sens sa fie mai mica decat zeroul masinii.

2.7.3 Intermezzo despre vectori si valori proprii

Pentru intelegerea mai ugoara a paragrafului urmator, vom reaminti cateva notiuni
legate de vectori si valori proprii. Aceste notiuni sunt folosite ca instrumente de analiza
in metodele iterative.

Prin definitie, un vector propriu v al unei matrice patrate reale M, de dimensiune n

este acel vector nenul, pentru care exista un scalar \ astfel incat
Mv = Av. (2.124)

Altfel spus, daca ne imaginam reprezentarea geometrica a unui vector in spatiu, prin
aplicarea matricei M asupra lui, vectorul nu se roteste (pentru ca daca A este real, atunci
lambdav este coliniar cu v). El igi poate schimba cel mult sensul, dar nu directia. Se
observa imediat ca vectorii proprii ai unei matrice nu sunt unici. Daca v este un vector
propriu, atunci si vectorul scalat av este de asemenea vector propriu. Marimea A\ se

numeste valoare proprie a matricei M asociata vectorului propriu v.

Metodele iterative depind adesea de inmultirea dintre o matrice si un vector, operatie
care se face in mod repetat. Daca v este un vector propriu a lui M, atunci inmultirea

repetata cu M conduce la
M*v = \v. (2.125)

Daci |A| < 1, atunci norma vectorului rezultant ||MFv|| va tinde citre 0 cand k tinde la
infinit (un exemplu ilustrativ este prezentat in fig. 2.7), in timp ce daca || > 1, atunci
norma vectorului rezultant va tinde catre infinit.

Daca matricea M este simetrica, atunci se poate demonstra ca ea are n vectori proprii
liniar independenti, notati v®9,v® ... v(®  Evident ci aceastd multime nu este unici,
fiecare vector propriu putand fi scalat. Fiecare vector propriu are asociata o valoare
proprie. Aceste valori proprii sunt unice pentru o matrice data.

Daca M este aplicata unui vector u care nu este vector propriu, atunci acesta poate fi
scris ca o combinatie liniara de alti vectori al caror comportament este inteles. Daca cei n
vectori proprii ai lui M formeaza o baza, atunciu =3 . , a;v®. Cum produsul matrice-
vector este distributiv, atunci se poate urmari efectul aplicarii lui M asupra fiecarui vector

separat:
MFu = ap Miv o, v (), (2.126)
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Doi vectori proprii ai matricei M = [1 3/4; 2 1/2] Mv=2Av
8 8r
B v, =[121A, =-05 il MV, =,
---v2:[l,5:2].)\2:2 ---Mvz:)\zv2
6 6L
5t 5L
4 ar »
.
.
3 3r ’

M?v =A%y

2 2
= .
M%v, =ATvy

2, 32
- M vz—)\zvz ’

Figura 2.7: Inmultirea repetatd dintre matricea M = [1,3/4;2,1/2] si vectorii ei proprii
vy = [—1, 2] (corespunzator valorii proprii Ay = —0.5) si vo = [1.5,2] (A = 2): sus stanga

V1 §i Vo; sus dreapta Mv; = A\;vy §i Mvy = Aavy; jos M2vy = A2vy si M2vy = A3vs.

Daca toate valorile proprii sunt subunitare in modul, atunci norma vectorului rezultant
va tinde catre zero. E suficient ca o singura valoare proprie sa fie in modul mai mare ca

1, pentru ca norma vectorului rezultant sa tinda catre infinit.

De aceea, se acorda o deosebita importanta razei spectrale a unei matrice, definita ca

modulul celei mai mari valori proprii
p(M) = max |\;]. (2.127)

Valorile proprii sunt radacinile polinomului caracteristic. Pentru a justifica acest lucru,
din (2.125)) rezulta ca valorile componentelor vectorilor proprii satisfac sistemul de ecuatii

algebrice liniare
(AMI-—M)v=0 (2.128)

Cum vectorii proprii sunt nenuli, rezulta ca in mod necesar matricea coeficientilor acestui

sistem trebuie sa fie singulara, altfel vectorii proprii ar fi nuli. Conditia de singularitate
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este echivalenta cu anularea determinantului matricei, care este exact polinomul caracte-
ristic al matrices:

det(AI — M) = 0. (2.129)
Membrul stang al relatiei (2.129]) este un polinom de gradul n in A, cu coeficienti reali.
Conform teoremei fundamentale a algebrei, ecuatia are exact n solutii (reale sau in perechi

complex conjugate), care sunt valorile proprii ale matricei.

2.7.4 Convergenta

Estimarea convergentei procesului iterativ poate fi facuta apriori, folosind urmatoarele
teoreme.

Teorema 1: Conditia necesara si suficienta ca procesul iterativ sa fie con-

vergent este ca raza spectrala a matricei de iteratie sa fie strict subunitara

Intuitiv, aceasta teorema poate fi inteleasa pe baza relatiei dintre eroarea solutiei si

matricea de iteratie. Din (2.114), (2.115) si (2.120) rezulta ca eroarea la o iteratie k este:

e® =x® _x* = P(x* V) - F(x*) = Mx* Y + u— Mx* —u=Me*V  (2.130)

si in consecinta eroarea depinde de matricea de iteratie ridicata la puterea k si de eroarea
initiala e©):
e® = Me®* V) = M2e* 2 = ... = M*e®. (2.131)

Dupa cum a fost ilustrat in paragraful 2.7.3] daca toate valorile proprii ale matricei M
au modulul strict subunitar, atunci norma erorii [|e®)|| va tinde catre zero atunci cand k
tinde la infinit, procedeul iterativ fiind convergent.

Teorema 2: O conditie suficienta ca procesul iterativ sa fie convergent este
ca norma matricei de iteratie sa fie strict subunitara.

Aceasta teorema se poate demonstra cu usurinta pe baza primei teoreme si a relatiei
p(M) < [|M]}. (2.132)

O alta demonstratie poate fi facuta pornind de la (ZI31]) si aplicand proprietatile normei:
le®@1 < va*[le®]]. (2.133)

Cand k tinde la infinit §i norma matricei de iteratie este subunitara, majorantul normei
erorii tinde la zero. In consecinta, norma erorii tinde la zero, procesul fiind convergent.
Mai mult, si diferenta dintre doua aproximatii consecutive scade daca norma matricei

de iteratie este strict subunitara:

VI~ — =2 (2.134)

I = XD = MY - Mx 2 ) = MY - x| <

IN
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astfel incat utilizarea unui criteriu de oprire Cauchy este pe deplin justificata.

Fie o margine a erorii absolute notata cu ag, unde ||| < a;. Din relatia ([ZI33)

rezulta ca

ay = |[M]|*ao, (2.135)
de unde
log(ax) = klog ||[M]| + log ay. (2.136)
Marimea R(M) = —log || M|| se numeste rata de convergenta. Rezulta ca
log(ax) = —kR(M) + log ay. (2.137)

Intr-un grafic ce ar ilustra dependenta erorii in functie de numarul de iteratii, in care
eroarea este reprezentata in scara logaritmica, rata de convergenta este panta dreptei ce
margineste superior graficul.

Din ([2.137) scrisa pentru doua iteratii consecutive, rezulta ca
R(M) = log(ay—1) — log(ax), (2.138)

ceea ce Inseamna ca rata de convergenta reprezinta numarul de cifre semnificative corecte
ce se castiga la fiecare iteratie. Inversa ratei de convergenta reprezinta numarul de iteratii
necesar pentru castigarea unei cifre semnificative corecte.

De exemplu, pentru o matrice avand |[M| = 1073, rata de convergenta este 3, deci
la fiecare iteratie numarul de cifre semnificative corecte creste cu 3. Aceasta este o
convergenta extrem de rapidi. Pentru o matrice cu |[M]|| = 107!, la fiecare iteratie
se cagtiga o cifra semnificativa.

Este de remarcat ca alegerea valorii initiale nu are nici o influenta asupra convergentei
sau neconvergentei procesului iterativ. In cazul unui proces iterativ convergent, valoarea

initiala afecteaza doar numarul de iteratii necesar pentru atingerea unei erori impuse.

2.7.5 Algoritm general

Algoritmul general al unei metode iterative este dat de urmatorul pseudocod simplificat

procedurd metoda_iterativa(n, B, C, b, z0, er, mazit, x)

xv = x0 ; initializeaza sirul iteratiilor
k=0 ; initializare contor iteratii
repeta

t=Cxxv+Db
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metoda_directa (n, B, t,x)
d = xv x|
XV = X ; actualizeaza solutia veche
k=k+1
cadt timp d > er si k < maxit

retur

Acest pseudocod nu este scris conform regulilor din capitolul[[l El sugereaza doar pasii
importanti ai unei metode iterative. Instructiunile scrise cu litere aldine, de exemplu xv =
x0 ascund operatii de atribuiri pe componente. De asemenea, instructiunea t = Cxxv+b
reprezinta mai intai inmultirea dintre o matrice gi un vector, urmata de adunarea cu un

vector.

Se observa de asemenea ca nu sunt memorate toate valorile aproximative din girul de
iteratii. Deoarece o iteratie se calculeaza exclusiv in functie de iteratia anterioara, este

suficientd memorarea doar a unei iteratii vechi (notate xv in algoritm).

Estimarea gradului de complexitate a unui astfel de algoritm poate fi facuta doar
pentru o singura iteratie. Efortul de calcul depinde insa de structura matricelor in care
a fost descompusa matricea coeficientilor, fiind consumat mai ales in secventa in care se
calculeaza noul termen liber t si care implica produsul dintre o matrice gi un vector (avand
o complexitate patratica in cazul cel mai defavorabil, in care matricea C este plina) si
procedura de rezolvare directa, care in general are o complexitate liniara deoarece B are o
structura rara, particulara. Intuitiv, ne asteptam ca procedeul iterativ sa fie cu atat mai
rapid convergent cu cat B contine mai multa informatie din A. Daca B este mai rara
(in cazul extrem B retine doar elementele diagonale din A), atunci rezolvarea cu metoda
directa este foarte rapida, deci efortul per iteratie este mic, dar convergenta este lenta.

Urmatoarele doua paragrafe detaliaza aceasta procedura in functie de alegerea precisa

a descompunerii matricei coeficientilor.

2.8 Metoda Jacobi

In metoda Jacobi descompunerea matricei A se face astfel incat matricea B este dia-

gonala.
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2.8.1 Un exemplu simplu

Sa consideram acelagi exemplu de la paragraful 2.4.1l Ideea metodei Jacobi este de a

pastra in membru stang termenii diagonali.

r + 2y — 2z = -1 r = —2y+z—-1
-2z + 3y + 2z = 0 < 3y = 2x—z (2.139)
e — y — 3z = =2 -3z = —4dx+y-—2

Aceasta sugereaza urmatorul calcul recursiv al girului de iteratii

y(n) — o) _ (V) (2.140)

Daci initializarea este nuld, atunci sirul iteratiilor Jacobi va fi [0,0,0], [-1,0, 2],
[—3,0,2]7, etc.

2.8.2 Algoritmul metodei

Daca notam A =L + D + U (fig. 28), atunci descompunerea A = B — C in metoda
Jacobi este
B=D, C=—(L+70), (2.141)

iar relatia (2ZI22) ce reprezinta calculul recursiv al noii iteratii in functie de cea veche

prin rezolvarea unui sistem algebric liniar devine
Dx® = —(L 4+ U)x*~V 4+ b, (2.142)
Ecuatia i a sistemului (Z142) este
a,-,-xl(-k) = — Z a,-jxg-k_l) -+ bl (2143)
7

Se observa ca fiecare ecuatie este tratata izolat de celelalte.

ailr a1z @13 a4 0 0 0 0 all 0 0 0 0 a2 a3 aia

ag1 a2 @23 a4 _ a21 0 0 0 0 a2 0 0 0 0 ag3  a24

a3zl az2 a3z  asq N a3l as2 0 0 + 0 0 ass 0 + 0 0 0 asq

ag1 @42 a43  a44 ag1  ag2  agz O 0 0 0 a44 0 0 0 0
A = L + D + U

Figura 2.8: Partitionarea matricei in metodele iterative.
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Rezolvarea sistemului (2.142)) este imediata, solutia la o noua iteratie x(™ calculandu-se
numai in functie de solutia la iteratia anterioars x(*), nefiind necesara memorarea tuturor
iteratiilor:

n
X = (b =Y 2 jay i=1,...,n. (2.144)
=1
i#i
Fiecare componenta noua poate fi calculata independent de celelalte componente noi,
motiv pentru care metoda Jacobi se mai numeste si metoda deplasarilor simultane.

Pseudocodul procedurii Jacobi, in care pentru calculul normei se foloseste norma eu-

clidiana, este urmatorul.

proceduri Jacobi(n, a, b, 20, er, mazit, )

; rezolva sistemul algebric liniar az = b, de dimensiune n prin metoda Jacobi

intregn ; dimensiunea sistemului
tablou real a[n][n] ; matricea coeficientilor, indici de la 1
tablou real b[n] ; vectorul termenilor liberi

; marimi specifice procedurilor iterative

tablou real z0[n] ; initializarea solutiei

real er ; eroarea folosita de criteriul de oprire
intreg mawxit ; numar maxim de iteratii admis
tablou real zv[n] ; aproximatia anterioara (”veche”)

pentrui=1,n

zv; = x0;
[ J
k=20 ; initializare contor iteratii
repeta
d=0
pentrui=1,n
5s=0

pentru j =1,n
dacd j #1

§ =8+ a; *xxV;

Tr; — (bz — S)/(ZZ'Z'
d=d+ (z; — zv;)?
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d=+d

pentrui=1,n

TV = X5 ; actualizeaza solutia veche
[ ]
E=k+1
cidt timp d > er gi k < mawit

retur

2.8.3 Aspecte legate de convergenta

Convergenta procedurii Jacobi depinde de matricea de iteratie (2I19]) care este in acest
caz
M= -D YL+ U). (2.145)

Pentru o problema bine formulata matematic gi bine conditionata, algoritmul Jacobi
poate fi sau nu convergent. Acest lucru poate fi ilustrat grafic pentru un sistem de
doua ecuatii cu doua necunoscute. Din punct de vedere matematic nu conteaza ordinea
in care sunt scrise ecuatiile. Aceasta ordine poate avea insa efect asupra convergentei
sau neconvergentei procedeului iterativ. Daca notam cu A; dreapta corespunzatoare
primei ecuatii si cu A, dreapta corespunzatoare celei de a doua ecuatii, atunci deplasarile
simultane din metoda Jacobi pot decurge ca in fig. 2.9 find convergente in cazul din

stanga si neconvergente in cazul din dreapta.

Figura 2.9: Schimbarea ordinii ecuatiilor din sistem inseamna schimbarea matricei de

iteratie, deci a proprietatilor de convergenta ale metodei Jacobi.

In general, conditiile de convergenta sunt date de teoremele prezentate in paragraful
274 unde matricea de iteratie este (ZI45]). Un alt rezultat util este urmatorul. Daca

matricea coeficientilor este diagonal dominanta, atunci conditia suficienta de
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convergenta este satisfacuta si algoritmul Jacobi este convergent. Pentru jus-
tificarea acestei afirmatii este suficient sa se expliciteze componentele matricei (2.145]).
Rezultd imediat ca ||M|| = Y 7-1 |a;;/ai|, valoare mai micd decat 1 daca matricea este
1
diagonal dominanta. 7
O analiza riguroasa a convergentei metodelor Jacobi si Gauss-Seidel poate fi facuta
pentru sisteme care provin din rezolvarea numerica a ecuatiilor cu derivate partiale (de

exemplu ecuatia Laplace) [§].

2.9 Metoda Gauss-Seidel

In metoda Gauss-Seidel descompunerea matricei A se face astfel incat matricea B este

triunghiular inferioara.

2.9.1 Un exemplu simplu

Sa consideram acelasi exemplu de la paragraful 2.4.1l Ideea metodei Gauss-Seidel este

de a pastra in membru stang termenii diagonali si sub-diagonali.

r + 2y — z = -1 x = 2y+z-1
—2r + 3y + z = 0 < —2r + 3y = —z
de — y — 3z = =2 e — y — 3z = =2
(2.146)
ceea ce sugereaza urmatorul calcul recursiv al sirului de iteratii
—2z™ 4 3y = —z0 (2.147)
Ar™)  _— y(n) — 3,0 — _9

Dac# initializarea este nula, atunci sirul iteratiilor Gauss-Seidel va fi [0,0,0]7, [-1, —2,4]7,
(7,10, —40]7, etc.

2.9.2 Algoritmul metodei

Daca notam A = L + D + U (figl2g), atunci descompunerea A = B — C in metoda
Gauss-Seidel este
B=L+D, C=-U, (2.148)

iar relatia (2.122]) ce reprezinta calculul recursiv al noii iteratii in functie de cea veche

prin rezolvarea unui sistem algebric liniar devine

(L +D)x® = —Ux*-Y 4 b, (2.149)



2.9. Metoda Gauss-Seidel 101

Ecuatia i a sistemului (2.149) este

Zaw —l—am Z i (k=1) b;. (2.150)

Jj=t+1

Deoarece calculul la o iteratie noua depinde exclusiv de iteratia anterioara, nu este nece-

sard memorarea tuturor iteratiilor, iar relatia (ZI50) se poate scrie ca

1—1
aa\" + a4 Z azs” + by, (2.151)

j=1 j=i+1

in care (k) s-a inlocuit cu (n)-nou si (k —1) cu (v)-vechi. Rezolvarea sistemului se va face

prin substitutie progresiva, conform formulei:

i—1
n) — (bl o Za” Z al] /a,m (2152)
7j=1

Jj=i+1

Se observa ca este respectat principiul lui Seidel, conform caruia o valoare noua a unei
necunoscute trebuie folosita imediat in calcule. O componenta noua nu poate fi calculata
independent de celelalte componente noi, motiv pentru care metoda Gauss-Seidel se mai
numeste si metoda deplasarilor succesive. Altfel spus, ecuatiile sunt examinate secvential,

iar rezultatele obtinute sunt imediat folosite in calcule.

Pseudocodul procedurii Gauss-Seidel, in care pentru calculul normei se foloseste norma

Chebyshev, este urmatorul.

procedurid Gauss-Seidel(n, a, b, 20, er, maxit, x)
; rezolva sistemul algebric liniar az = b, de dimensiune n prin metoda Gauss-Seidel

; declaratii ca la procedura Jacobi

pentrui=1,n

zv; = 20;
[
E=0 ; initializare contor iteratii
repeta
d=20
pentrui=1,n
s=1b;

pentruj =1,n
dacid j #1

S =5+ Qi ¥ TV;
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[ J
[ ]
s=s/ay
p=|r; — s
dacd p >d
d=p
[ ]
T, =S
[ ]
k=k+1

cat timp d > er i k < mawit

retur

Spre deosebire de algoritmul Jacobi, in algoritmul Gauss-Seidel nu este necesara mem-
orarea solutiei anterioare. O data calculata noua valoare, vechea valoare nu mai este

folosita decat la calculul erorii.

2.9.3 Aspecte legate de convergenta

Convergenta procedurii Gauss-Seidel depinde de matricea de iteratie (2.119) care este
In acest caz

M=—-(L+D)'U. (2.153)

Pentru o problema bine formulata matematic si bine conditionata, algoritmul Gauss-
Seidel poate fi sau nu convergent. Acest lucru poate fi ilustrat grafic pentru un sistem de
doua ecuatii cu doua necunoscute. Din punct de vedere matematic nu conteaza ordinea
in care sunt scrise ecuatiile. Aceasta ordine poate avea insa efect asupra convergentei
sau neconvergentei procedeului iterativ. Daca notam cu A; dreapta corespunzatoare
primei ecuatii si cu Ay dreapta corespunzatoare celei de a doua ecuatii, atunci deplasarile
succesive din metoda Gauss-Seidel pot decurge ca in fig. 210, find convergente in cazul
din stanga si neconvergente in cazul din dreapta.

Conditiile generale de convergenta sunt date de teoremele prezentate in paragraful
274, unde matricea de iteratie este (2I53). Ca si in cazul metodei Jacobi, metoda
Gauss-Seidel este convergenta daca matricea coeficientilor A este diagonal dominanta.
O alta conditie suficienta de convergenta este ca matricea A sa fie simetrica si pozitiv
definita.

In general, daca metoda Jacobi este convergenta, metoda Gauss-Seidel este mai rapid
convergenta. In cazul matricilor simetrice si pozitiv definite, Gauss-Seidel este de aprox-

imativ doua ori mai rapid convergenta decéat Jacobi [4].
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2.9.4 Evaluarea algoritmului

Efortul de calcul atat al algoritmului Gauss-Seidel cat si al algoritmului Jacobi depinde
de numarul de iteratii m, numar care depinde de rata de convergenta a algoritmului, deci

de matricea de iteratie.

Analizand pseudocodurile celor doi algoritmi, constatam ca efortul de calcul per iteratie
este O(2n?). Efortul total de calcul al algoritmilor Jacobi si Gauss-Seidel este
T = O(2mn?).

Comparand acest efort de calcul cu cel al metodei Gauss, rezulta ca metoda Jacobi
sau Gauss-Seidel este mai eficientd decat metoda Gauss daca 2mn? < 2n®/3, deci daca
m < n/3. Practic, daca algoritmii nu converg in n/3 iteratii atunci este mai bine ca ei sa

fie opriti si rezolvarea sa se faca cu o metoda directa.

Din punct de vedere al necesarului de memorie, algoritmul Gauss-Seidel necesita doar
structurile de date necesare pentru memorarea sistemului (matricea coeficientilor si ter-
menii liberi) si a vectorului solutie (ultima iteratie), in total Mggs = O(n? + 2n) ~ O(n?),
fiind mai mic decat necesarul de memorie pentru algoritmul Jacobi M; = O(n? + 3n) ~
O(n?), diferenta nefiind semnificativi daci matricile sunt pline.

Daca 1nsa matricea coeficientilor este rara, atunci efortul de calcul pe iteratie se poate
diminua, calculul s = s+a;;*x; facandu-se doar daca a;; este diferit de zero. Intr-un astfel
de caz, memorarea matricei coeficientilor nu se va face insa intr-un tablou bidimensional
ci in structuri de date de tipul celor descrise in paragraful 2.6.1], deci nici necesarul de
memorie nu va mai fi patratic. Ceea ce este important de remarcat este faptul ca nu putem
vorbi de umpleri ale matricei coeficientilor aga cum se intampla in cazul algoritmului Gauss

aplicat pentru matrice rare.

Metodele iterative sunt mai potrivite decat metodele directe pentru re-

Figura 2.10: Schimbarea ordinii ecuatiilor din sistem inseamna schimbarea matricei de

iteratie, deci a proprietatilor de convergenta ale metodei Gauss-Seidel.
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zolvarea sistemelor cu matrice rare, intr-un context hardware in care memoria

disponibila nu este suficienta rezolvarii prin metode directe.

2.10 Metoda suprarelaxarii succesive (SOR)

Interpretarea geometrica a iteratiilor Gauss-Seidel (fig2.10) sugereaza urmatorul pro-
cedeu de accelerare a convergentei. Pasul prescris de metoda Gauss-Seidel se amplifica cu
un factor supraunitar w care se numeste factor de suprarelazare, solutia noua calculandu-
se ca

xl(.n) = I(v) + w(xgn’GS) — xl@)). (2-154)

7

Cazul w = 1 corespunde metodei Gauss-Seidel. Pseudocodul algoritmului suprarelaxarii
succesive se obtine inlocuind in pseudocodul algoritmului Gauss-Seidel instructiunea x; =
scux; =x; +w(s— ;).

Relatia (2ZI54) in care inlocuim formula de calcul a solutiei Gauss-Seidel, data de

(2ZI51) devine

xﬁ”) = wx,g"’GS) + (1 — w)xl@) =
i—1 n
= w(b; — Zaijmg-n) - Z aijx§v))/aii + (1 — w):vl(v). (2.155)
j=1 j=i+1

Aceasta corespunde rezolvarii rezolvarii sistemului
(D + wL)x™ = [(1 — w)D — wU]x® + wb. (2.156)
Matricea de iteratie a metodei SOR este in consecinta
M = (D +wL) ' [(1 —w)D — wU], (2.157)

iar proprietatile ei de convergenta depind de valoarea factorului de relaxare w. S-a demon-
strat (teorema lui Kahan) ca metoda nu converge daca factorul de relaxare w este ales in
afara intervalului (0, 2) [I]. Cazul w € (0, 1) corespunde unei subrelaxari si ea se foloseste
atunci cand metoda Gauss-Seidel nu converge. Daca matricea este simetrica si pozitiv
definita, SOR este garantat convergenta pentru orice valoare w € (0,2). Alegerea valorii
lui w poate afecta in mod semnificativ rata de convergenta. In general, este dificil sa se
calculeze apriori valoarea optimala a factorului de suprarelaxare. Chiar atunci cand un
astfel de calcul este posibil, efortul de calcul este atat de mare incat este rareori folosit.
Pentru o clasa speciala de matrici, numite ”consistent ordonate”, obtinute prin dis-

cretizarea unor ecuatii cu derivate partiale prin parcurgerea sistematica a nodurilor retelei



2.11. Algoritmul general al metodelor stationare 105

de discretizare se poate demonstra ca valoarea optima pentru w este

2
"I (2158)
unde p este raza spectrala a matricei de iteratie Jacobi. O astfel de estimare este rareori
folosita deoarece estimarea lui p este costisitoare. In practica se folosesc tehnici euristice,
ce iau In considerare dimensiunea retelei de discretizare a problemei [11 [§].
In cazul matricelor simetrice, o varianta a metodei SOR, numita SSOR, este folosita

ca procedura de preconditionare pentru metode nestationare.

2.11 Algoritmul general al metodelor stationare

Metodele iterative discutate pana acum pentru rezolvarea sistemului Ax = b au la
baza descompunerea matricei coeficientilor in A = B — C, iteratiile construindu-se pe
baza relatiei

Bx* ) = cx® +b. (2.159)

Aceasta relatie a condus la algoritmul general prezentat intr-un pseudocod simplificat in
paragraful 2275l Daca se scade Bx®) din ambii membri ai relatiei (ZI59), se obtine

B(x*t) — x®) = b — Ax®. (2.160)
Daca se defineste reziduul la iteratia k
r) = b — Ax®), (2.161)

atunci membrul drept al relatiei (2.160]) reprezinta reziduul la iteratia k. In consecinta,

calculul solutiei la o noua iteratie poate fi pus sub forma
xF+D) = x®) 4 1k, (2.162)

adica o noua iteratie se calculeaza din iteratia anterioara, adunand o corectie calculata
in functie de reziduul iteratiei anterioare. Acest reziduu este intotdeauna inmultit cu
matricea B™!, aceeasi pe parcursul tuturor iteratiilor. La acest aspect se refers ”stationari-
tatea” metodelor Jacobi unde B = D, Gauss-Seidel unde B = D + L, SOR unde B =
w (D + wL). Ca de obicei, nu se face inversarea propriu zisi, ci se rezolva un sistem

algebric liniar, cu matricea coeficientilor B.

Pseudocodul simplificat care implementeaza acest mod de efectuare a calculelor este

urmatorul.
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procedurd metoda_iterativa_v2(n, B, A, b, x0, er, maxit, x)

xv = x0 ; initializeaza sirul iteratiilor
k=20 ; initializare contor iteratii
repeta

r=b—A- -xv ; calculeaza reziduu

metoda_directa (n, B, r, 2)
d= |z
X =XV+2
XV =X ; actualizeaza solutia veche
k=k+1
cdt timp d > er si k < maxit

retur

Algoritmii detaliati prezentati pentru metodele Jacobi si Gauss-Seidel au presupus
ca matricea coeficientilor este plina. Metodele iterative sunt eficiente insa pentru matrici
rare. In cazul matricilor pline, timpul de rezolvare cu metode iterative poate fi comparabil
cu timpul de factorizare. Intr-o astfel de situatie, factorizarea este mai utila deoarece, o
data ce factorii L i U sunt calculati, rezolvarea sistemului poate fi facuta oricand pentru
alt termen liber. De aceea un pseudocod simplificat, in care sunt scrise operatii cu matrice,

este mai general, putand fi adaptat unor matrice rare.

2.12 Metoda gradientilor conjugati

Metoda gradientilor conjugati este o metoda iterativa nestationara pentru rezolvarea

unor sisteme de ecuatii algebrice de forma
Ax = b, (2.163)

unde matricea A este simetrica si pozitiv deﬁmtéH. Ca orice metoda iterativa, algoritmul
este eficient pentru matrice rare, si de aceea pseudocodurile descrise vor fi prezentate
simplificat, evidentiind operatii de algebra liniara, presupuse a fi implementate tinand

cont de raritatea structurilor de date.

30 matrice reald A € R™*" este pozitiv definitd daca ea este simetrica si dacs x” Ax > 0 pentru orice

vector real, nenul x € R™*1.
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2.12.1 Forma patratica asociata

Metoda gradientilor conjugati este simplu de inteles daca ea este formulata ca o
problema de minimizare [12]. Pentru acesta este util si se considere o forma patratica
f:R"™ — R definita de

1
f(x) = §XTAX —b'x +e, (2.164)
unde A € R™", x,b € R"¥!, ¢ € R.

Se poate demonstra urmatoarea afirmatie Daca A este simetrica si pozitiv definita,
atunci functia (Z.I164]) este minimizata de solutia ecuatiei (ZIG3]).

Pentru a justifica aceasta proprietate, este util sa se considere gradientul functiei f

Vfx) = %ATX - %Ax —b. (2.165)

In punctul de minim gradientul este zero
1
Vix)=0 = 5(AT +A)x =b. (2.166)

Dac# matricea este simetrica, atunci AT = A si conditia ([2I66) este echivalentd cu
(2.163). In consecinti, solutia ecuatiei (2163) este punct critic pentru f. Daca, in plus,
matricea este pozitiv definita, atunci punctul critic este un punct minim.

Cea mai simpla intelegere intuitiva a unei matrice pozitiv definite este obtinuta prin
considerarea variatiei functionalei in cazul particular al unei matrice de dimensiune 2.
Fig 21Tl reprezinta forma patratica asociata unei matrice pozitiv definite. Minimul ei
coincide cu solutia sistemului de rezolvat si metoda gradientilor conjugati va functiona.
Fig2.12 reprezinta forma patratica asociata unei matrice negativ definite. Maximul ei
coincide cu solutia sistemului de rezolvat si metoda gradientilor conjugati ar putea fi usor
modificatda pentru a maximiza f. Curbele de nivel ale functionalei (formei) patratice
asociate unei matrice simetrice pozitiv sau negativ definite de ordin 2 sunt elipse; sim-
ilar, in general, hipersuprafetele de nivel in cazul unor sisteme de ordin superior sunt
hiperelipsoizi. Fig2.13 reprezinta forma patratica asociata unei matrice singulare, poz-
itiv semidefinite. Minimul ei este atins intr-o infinitate de valori, aflate pe o dreapta.
Sistemul de ecuatii are o infinitate de solutii, problema nefiind bine formulata matematic.
Fig2 T4l reprezinta forma patratica asociata unei matrice indefinite. Solutia sistemului de
ecuatii este punct sa pentru aceasta functionala, fiind punct de minim pentru o directie
si punct de maxim pentru alta directie. Pentru o astfel de problema, metoda gradientilor

conjugati nu poate fi aplicata.
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A=[3,141;141,4] A=[-3,141;1.41,-4]

x"Ax-b"x
X Ax-b"x

f=
f=

Figura 2.11: Functia patratica asociata Figura 2.12: Functia patratica asociata
unei matrice pozitiv definite. unei matrice negativ definite.
A=[1,2;2,4]

A=[-1,173;173,1]

\‘\
SR
RN
\\“8“8“:“8‘\
SRR,
%t LSS
S

X" Ax-b"x

f

Figura 2.13: Functia patratica asociata _ L .
Figura 2.14: Functia patratica asociata

unei matrice singulare, pozitiv semidefi- ) o )
unel matrice indefinite.

nite.

2.12.2 Metoda celei mai rapide coborari (a gradientului)

Prima idee de a gasi minimul functiei f este de a merge in cautarea lui pe directii
care corespund ratei celei mai mari de schimbare a functiei. Daca la un moment dat
aproximatia solutiei este x*), atunci directia celei mai rapide coborari este directia opusa
gradientului in acest punct

~Vfx®)=b - Axk. (2.167)

Vom defini la fiecare iteratie eroarea ) si reziduul r® ca

e® = x _x (2.168)

r® = b— Ax®, (2.169)

Din (2.I68) si (ZI63) rezulta ca reziduul este eroarea transformata de A in acelasi
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spatiu ca al lui b:
rf) = —Ael®), (2.170)

De asemenea, din (2I69) si (ZI67) rezulta ca reziduul este directia celei mai rapide
coborari:

rl®) = —vf(x"k). (2.171)

Corectia primei iteratii se va face dupa directia reziduului corespunzator initializarii:
xW = xO 4 ar©®, (2.172)

Valoarea scalara « se va alege astfel incat pe directia respectiva functia sa fie minima.
Mai precis g(a) = f(x™)) si fie minima. Aceasta implica anularea derivatei de ordinul 1

a functiei g:

dg .y _ @y, x

Din (ZITI) rezulti ci Vf(xM) = —r®)| jar din @I72) rezulti ci dx®/da = r®. In

consecinta, relatia (2.173) este echivalenta cu faptul ca reziduul de la prima iteratie este

= 0. (2.173)

ortogonal reziduului initial. Urmeaza ca:
7. = ¢
(b—AxMT . = ¢
b— A+ ozr(o))]Tr(O) = 0,
(b—Ax® — qArONT.+O = ¢
(b — AxNT . £O _ o(ArO)T@ = ¢
(r(O))Tr(O) — a(r(o))TATr(O).

In final, folosind faptul ca A este simetrica, rezulta

(rO)Tr©)

“T O TArO

(2.174)
Acest rationament este valabil la fiecare iteratie, corectia facandu-se dupa directia

ultimului reziduu:
xF ) = x®) e ®) (2.175)

marimea scalara oy, fiind dedusa din conditia de ortogonalitate dintre reziduul la iteratia

k si cel la iteratia k + 1:
()T (k)

() TAL®

Acest mod de calcul este descris de urmatorul algoritm

ap =

(2.176)
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procedurd metoda_gradientului_v0(n, A, b, 20, er, maxit, x)

xv = x0 ; initializeaza sirul iteratiilor
k=20 ; initializare contor iteratii
r=b—A-xv ; calculeaza reziduu

cat timp [r| > er si k < mawit
a=rlr/(r’Ar)

X =XV + ar

r=b—A -xv
XV =X ; actualizeaza solutia veche
k=k+1

[ ]

retur

In cadrul unei iteratii, efortul cel mai mare de calcul este dat de produsul dintre o

matrice i un vector. In aceasta varianta, sunt doua astfel de produse la fiecare iteratie.

Daca inmultim relatia (2.I75)) la stanga cu —A gi adunam b obtinem
r+D — B _ o Ar®) (2.177)

O varianta imbunatatita a algoritmului este cea care foloseste aceasta relatie si calculeaza

un singur produs matrice vector in cadrul unei iteratii:

procedurd metoda_gradientului(n, A, b, 20, er, maxit, x)

xv = x0 ; initializeaza sirul iteratiilor
k=20 ; initializare contor iteratii
r=b—A-xv ; calculeaza reziduu

e = [r]

cat timp e > er gi k < mawit

m=A-r
a=r"r/(r"m)
e = r|

X =XV +ar
XV = X ; actualizeaza solutia veche
k=k+1
r=r—am
[ ]

retur
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In aceasta varianta de pseudocod, reziduul se calculeaza recursiv. Dezavantajul este
acela ca in valoarea reziduului se pot acumula erori de rotunjire. Pentru a corecta acest
lucru, este bine ca, periodic, reziduul sa se calculeze cu relatia sa de definitie, data de

Analiza convergentei acestei metode se face pe baza numdarului de conditionare spec-

trala care se defineste ca raportul dintre cea mai mare si cea mai mica valoare proprie

max \;

K =

> 1. (2.178)

min A\; —
Metoda poate converge rapid, intr-un singur pas, daca punctul de start este ales pe axele
elipsoidului sau daca forma patratica este sferica (ceea ce corespunde cazului in care toate
valorile proprii sunt egale). In rest, convergenta depinde de numarul de conditionare x si

de initializare (figl2I5]). Se poate demonstra ca eroarea la fiecare iteratie i este marginita

de

; k—1\'
e < (551) e 2.179)

2.12.3 Metoda directiilor conjugate

Metoda gradientului converge atat de incet deoarece directiile de cautare sunt ortogo-
nale si se Intampla ca pe parcursul iteratiilor directiile de cautare sa se repete. Ar fi de
dorit s& existe exact n directii de cautare, d©,d®, ... d® D astfel incat solutia sa fie

gasita dupa exact n pasi. La fiecare pas nou

XD _ @) 4 0,d®), (2.180)

w \ w

\ 1
\ 0 y 60
o o

20|
—aof\ »
-so]\| 60
-sop\\ 80l
\
%00 0 o EY 10 %00 =

k=10 k=10 k=1

Figura 2.15: Convergenta metodei gradientului depinde de initializare si de numarul de
conditionare spectrala. O problema care are numarul de conditionare spectrala k = 1
(toate valorile proprii sunt egale, iar forma patratica este sfericd) converge intr-un singur

pas.
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(k+1

iar ay, se va alege astfel incat eroarea e**+1 s fie ortogonala pe d® si, in consecint, nici

o alta corectie si nu se mai faca in directia lui d®:
(d™)Telktl) — g, (2.181)
Daca in (2.180) se scade solutia exacta din ambii termeni, rezulta
e = e 1 q,d®), (2.182)

relatie care inlocuita in (2.I81]) conduce la

(AT

it (2.183)

ap = —

Relatia (ZI83)) nu este utila deoarece eroarea nu este cunoscuta.

Solutia consta in a face directiile de cautare A-ortogonale si nu ortogonale, adica
(dHTAdY =0. j<k. (2.184)

Noua cerinti este ca e*+t1) g3 fie A-ortogonal pe d®), aceasta conditie fiind echivalenta
cu gasirea unui punct de minim de-a lungul directiei d®), asa cum se ficea la metoda

gradientului. intr—adevér, sunt valabile urmatoarele echivalente

d
@f(x(k+l)> = O?
d
(Vf(x(’““)))T@(X”““)) = 0,
_(r(k+1))Td(k) = 0,
(dTAe* D) = . (2.185)

Rezulta urmatoarea expresie pentru oy

(AT Ae®  (a®)Tp®)

T (d)TAA®  (d®)TAAE’ (2.186)

A =

expresie ce se poate calcula. In cazul particular in care directiile d®) sunt reziduurile, se
obtine exact metoda celei mai rapide coborari.

Aceasta procedura calculeaza solutia in exact n pasi. Pentru demonstratie este util sa
se exprime eroarea ca o combinatie liniara a directiilor de cautare. Astfel, eroarea initiala

se noteaza

e@ =% "5,d9. (2.187)
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Valorile 9, pot fi calculate prin urmatorul artificiu matematic. inmul’gim la stanga relatia
@I87) cu (d*)T A si folosim faptul ca directiile sunt A-ortogonale:
n—1
(d™)"Ae® = " 5;(d®)TAAYD = 5,(d™)"Ad™). (2.188)

7=0
In consecinta

o (@9)7ACO  (@D)TAE £ oY) @)raet
F T dR)TAd® (A*)TAQ® T (AR TAQ®’ (2.189)

unde am folosit din nou A-ortogonalitatea vectorilor pentru a introduce in paranteza

termeni suplimentari ce fac ca expresia finala a lui d; sa fie exprimata in functie de

eroarea e*). Din (ZI80) si (ZIRY) rezultd ci oy, = —d),. In consecinti eroarea la iteratia
k est
este k—1 n—1 k—1 n—1
O+ ;dD =Y "5,dD =Y " 6;dD =D " 6,d9. (2.190)
Jj=0 Jj=0 Jj=0 j=k

Este ca si cum la fiecare iteratie eroarea are un termen mai putin, astfel incat dupa n
iteratii e™ = 0.
Ceea ce ramane de ficut acum este gasirea unui set de directii A-ortogonale d*)

Acest lucru se realizeaza ugor cu ajutorul procedurii Gram-Schmidt conjugate. Aceasta

proceduri porneste de la o multime de n vectori liniar independenti u®,u®, ... u
si construieste directiile A-conjugate astfel. Prima directie este chiar primul vector
d® =ul®. (2.191)

A doua directie porneste de la al doilea vector la care se adauga un vector orientat pe
directia anterioara, scalat astfel incat rezultatul sa fie A-ortogonal pe directia anterioara.
Mai precis

dV =u® 4 3,,d?, (2.192)

unde (o se alege astfel incat
(dNTAQY = 0. (2.193)

Aceasta relatie este echivalenta cu

(u® + Bed)TAd® = 0, (2.194)
de unde ()T AO
u Ad
Bio = —W. (2.195)

Similar, urmatoarea directie este

d(2) = 11 + 520(31( + 621(1 (2196)
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unde (o9 si [ se aleg astfel incat

d2TAdD =0 s (d?)TAdY =0, (2.197)
de unde rezulta (u®)TAdO) (u?)TAdW
u Ad u Ad
Pao = T ([d0)TAdD” for = T (@m)TAdD (2.198)
In general
k-1
d® —u® 1+ 5 ga", (2.199)
=0

unde [y;, definiti pentru k& > j, sunt dedusi din conditiile de A-ortogonalitate impuse

directiilor, rezultand
()T AdO)
(dU)TAdWD

Dificultatea care apare este aceea ca toate directiile de cautare trebuie memorate pentru

Brj = — (2.200)

a construi o directie de cautare noua.

2.12.4 Metoda gradientilor conjugati

Metoda gradientilor conjugati este metoda directiilor conjugate in care directiile de

cautare sunt construite prin conjugarea reziduurilor:
u® =), (2.201)

Aceasta alegere este justificata din mai multe motive. Unul din motive este intuitiv,
inspirat de metoda celei mai rapide coborari, in care directiile de cautare erau directiile
reziduurilor. Un al doilea motiv este dat de proprietatea reziduului de a fi ortogonal pe
directiile de cautare anterioare. Tntr—adevér, daca Inmultim la stanga relatia (Z190) cu
—(d*)T A obtinem

n—1
_(dk)TAe(i) - _ Z §j(dk)TAd(j)’ (2.202)
Jj=t
de unde
(dk)TI'(i) =0, k<u, (2.203)

folosind A-ortogonalitatea directiilor si relatia (2.I70)). De asemenea, fiecare reziduu este

ortogonal pe reziduurile anterioare
) Te® =0, k<. (2.204)
In plus, reziduul r* este o combinatie liniard dintre reziduul anterior si produsul Ad®*—Y:

r) = —Ae®) = —A(e ) 4 q;_;d*V) =r*D — g, Ad*Y. (2.205)
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Calculand coeficientii 8 in acest caz, rezulta

(x®)T AQV)

Pentru a explicita termenul de la numarator, vom inmulti relatia (2.208) la stanga cu
(T,
(N TeED — (T ™) oy (rO)T AQP) (2.207)

de unde
ap(rNTAdP = (2O Tk — (pO)TpktD), (2.208)

Pentru ¢ # k, membrul drept al acestei relatii este nenul doar pentru cazul ¢+ = k+1, cand

valoarea lui este —(r®)Tr® /a;_,. Rezulta ca valorile 8 sunt nenule doar daca i = k + 1:

(£ T4 (8) L
ﬁkj = a1 (dE=D)TAQR—1) k= Z L, (2209)
0 kE<i—1

Din acest motiv, nu mai este necesar ca valorile § sa fie notate cu doi indici. Vom renota

(x0T (k) (x0T (k) (x0T (®)
a1 (dEDNTAdR-1) - (A=) T (k1) - (r(k=D)Tp(k—1)" (2.210)

Br = Brg—1 =

In concluzie, metoda gradientilor conjugati se bazeaza pe urmatoarele sase relatii:

d9 = O _—p_ Ax©O

(r(k))Tr(k)

Al = T
(@) TAd®

KD = x4 g q®
P 0 g Ag®)
(r(k+1))Tr(k+1)

Bk‘-i—l = (r(k,))Tr(k)

d(k—H) _ r(k+1)+6k+1d(k)

Algoritmul este complet dupa n iteratii (fig2.10). In practica insa metoda este folosita
pentru probleme atat de mari incat nu ar fi fezabil sa se execute toate cele n iteratii.
De aceea, iteratiile in algoritmul de mai jos sunt executate intr-un ciclu cu test si nu
intr-un ciclu cu contor. Din acest motiv, se mai spune ca metoda este semi-iterativa, sirul
iteratiilor nu tinde catre solutia exacta atunci cand numarul iteratiilor tinde la infinit, ci,

intr-o aritmetica exacta, solutia exacta se obtine dupa exact n iteratii.

Pseudocodul de mai jos implementeaza algoritmul descris.
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A

50 100 -100 -50 0 50 100

Figura 2.16: Convergenta metodei gradientului depinde de initializare si de numarul de
conditionare spectrala (stanga). Metoda gradientilor conjugati converge in exact n pasi,

indiferent de initializare i de numarul de conditionare spectrala (dreapta).

procedur3 metoda_gradientilor_conjugati(n, A, b, 0, er, maxit, )

xv = x0 ; initializeaza sirul iteratiilor
k=20 ; initializare contor iteratii
r=b—A- -xv ; calculeaza reziduu

cat timp [[r[| > er i k < maxit

dacd k=0
d=r

altfel
B=rlr/(rvl  rv)
d=r+pgdv

[

a=rlr/(dTAd)

x=xv+ad

rv=r
r=rv— aAd
XV =X
dv=d
k=k+1

[ J

retur

Evident ca algoritmul de mai sus se poate imbunatati, calculand la o iteratie o singura

data produsul matrice - vector Ad si produsul scalar r’r.

Faptul ca metoda gradientilor conjugati necesita un efort mult mai mic decat metoda
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directiilor conjugate poate fi justificat si facand un rationament bazat pe spatii vectoriale.

Sa notam cu Dy subspatiul vectorial generat de directiile de cautare pana la iteratia k:
Dy, = span{d® dW . ..  d*D}, (2.211)
In metoda gradientilor conjugati, directiile de cautare sunt construite din reziduuri:

40 — £

dY = M4 5d? =r® 4 3O
d? = 1@ 4 3,dD =@ 4 Byr® + 3,3,r®
(2.212)

si In consecinta subspatiul Dy este in acelagi timp si subspatiul generat de reziduuri
Dy, = span{r® r® _  pt-b} (2.213)

Pe de alta parte, din relatia (2:205) se observa ca reziduul la iteratia k este o combinatie
liniara dintre reziduul la iteratia k — 1 si produsul dintre matricea A si directia de cautare
la iteratia k — 1. Aceasta Inseamna ca subspatiul D, este reuniunea dintre subspatiul
Dy si subspatiul ADy_;.

Dy =D_1UAD;_;. (2.214)

De aici rezulta ca
Dy = Dy UADyUA*Dy U A* 1Dy, (2.215)

deci Dy, este un subspativ Krylov, creat prin aplicarea repetata a unei matrice unui vector:

D, = span{d® Ad® A%d©® ... AF1qO} =
= Span{r(o),Ar(O),AQr(O) o 7Ak—1r(0)}' (2.216)

Aceasta inseamna ca subspatiul ADy este inclus in subspatiul Dy, i deoarece reziduul
r(**1) este ortogonal pe Dyyi (conform relatiei (2203)) rezulta ca r*+1) este deja A-
ortogonal pe toate directiile de ciutare cu exceptia directiei d*). De aceea procedura

Gram-Schmidt necesita la fiecare iteratie calculul unui singur coeficient.

Algoritmul gradientilor conjugati poate fi dedus si din algoritmul Lanczos care este
dedicat calculului valorilor proprii ale unei matrice simetrice. Marimile deja calculate in
algoritm (reziduurile, directiile de cautare, coeficientii ) pot fi folositi pentru estimarea
numarului de conditionare spectrala a matricei A. Detalii legate de acest aspect pot fi

gasite in [3].
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2.13 Preconditionare

Convergenta metodelor nestationare depinde de numarul de conditionare spectrala al
matricei coeficientilor. Una dintre marile descoperiri in domeniul algoritmilor numerici a
fost faptul ca, in multe cazuri, problema initiala poate fi transformata intr-una echivalenta
care are proprietati imbunatatite considerabil. Problema echivalenta se obtine de exemplu

prin preconditionarea la stanga a problemei initiale
Ax=b (2.217)
adica prin rezolvarea problemei echivalente din punct de vedere al solutiei
M 'Ax = M 'b, (2.218)

unde M este o matrice nesingulara, numita matrice de preconditionare sau preconditionator.
Daca se rezolva iterativ sistemul (Z2I8]), convergenta depinde de proprietatile matricei
M~'A si nu de proprietatile matricei A a sistemului initial. Dac& preconditionatorul M
este ales corespunzator, atunci sistemul (2.218)) ar putea fi rezolvat mult mai repede decat
sistemul (Z.217]).

Asa cum a mai fost explicat si cu alte ocazii, calculul matricei M~ A nu se face explicit

deoarece nu ar fi eficient, ci prin rezolvarea unui sistem de ecuatii de forma
My = A (2.219)

Este evident ca in cazurile extreme M =1 si M = A nu exista nici un castig in rezolvare.
Intre aceste doui situatii pot exista preconditionatori utili, suficient de apropiati de A
intr-un anumit sens astfel incat iteratiile sistemului (2.2I8)) sa convearga mai repede decat
iteratiile sistemului (Z.217). O conditie puternica pentru un bun preconditionator este ca
valorile proprii ale matricei M~ A sa fie apropiate de 1 si ca norma [[M™'A — 1|, sa fie
mica [16].

O problema echivalenta cu ([22I7) se poate obtine si prin preconditionarea la dreapta
AM™ 'y = b, (2.220)

unde x = M~1y. Uneori se folosesc ambele tipuri de preconditionare simultan.

Daca matricea A este simetrica si pozitiv definita, atunci preconditionarea se face astfel
incat sa se pastreze aceasta proprietate. De exemplu, alegem si matricea de preconditionare
M simetrica si pozitiv definitd, scrisa cu ajutorul unei matrice C astfel incat M = CCT.

Atunci, sistemul preconditionat de rezolvat este

[CT'ACTT] C"x = C'b, (2.221)
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unde C-T = (C™HT = (CT)7!, iar matricea din paranteza dreapta este simetrica si
pozitiv definita.
Exista o mare varietate de idei de preconditionare pentru rezolvarea iterativa a sis-

temelor algebrice liniare. Printre cele mai cunoscute metode de preconditionare sunt:

e Preconditionarea Jacobi (sau scalarea diagonald) - in care M = diag(A) este o
matrice diagonala care are pe diagonala valorile matricei initiale. Matricea de
preconditionare astfel construita trebuie sa fie nesingulara. O generalizare a ei este

alegerea M = diag(c), unde c este un vector ales convenabil.

e Factorizarea incompleta Cholesky sau LU in care se aplica procedura de factorizare,
dar factorii nu sunt calculati complet, valorile care ar umple matricea nefiind luate
in considerare. Matricea de preconditionare se obtine ca produsul acestor factori

incomplet;i.

Aceste doua exemple de preconditionatori nu fac nicio referire la problema initiala care
a generat sistemul (Z217). Cel mai bun sfat general care poate fi dat pentru constructia
preconditionatorilor este de a examina problema si de a incerca sa se construiasca pre-
conditionatorul pe baza unei versiuni mai simple a problemei. Pe aceasta idee se bazeaza
metodele multigrid, care vor fi discutate ulterior. Metodele Jacobi i SSOR furnizeaza de

multe ori preconditionatori foarte buni pentru metodele de tip multigrid.
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Capitolul 3

Algoritmi numerici pentru analiza

circultelor electrice rezistive liniare

Cel mai simplu exemplu din ingineria electrica ce conduce la un sistem de ecuatii alge-
brice liniare il reprezinta analiza circuitelor electrice rezistive liniare. Un circuit rezistiv
liniar este un circuit ce contine rezistoare, surse ideale de tensiune gi curent precum si
surse comandate liniar. Problema fundamentala a analizei acestor circuite are ca date
topologia circuitului si valorile parametrilor (rezistentele, valorile surselor), si urmareste
calculul curentilor si tensiunilor din fiecare latura.

Exista mai multe metode de rezolvare sistematica a unor astfel de circuite: metoda
ecuatiilor Kirchhoff, metoda potentialelor nodurilor, metoda curentilor ciclici. Atat metoda
potentialelor nodurilor cat si metoda curentilor ciclici genereaza un sistem de ecuatii mai
mic decat metoda Kirchhoff, avand o matrice a coeficientilor cu proprietati mai bune
(de exemplu simetrie, diagonal dominanta). Metoda curentilor ciclici necesita si alegerea
unui sistem convenabil de bucle independente, fiind mai dificil de transpus intr-un algoritm

U

decat metoda potentialelor nodurilor (numita mai scurt metoda sau tehnica nodala)

De aceea, in acest capitol se va explica modul in care se poate concepe un algoritm
pentru rezolvarea problemei analizei circuitelor rezistive liniare folosind tehnica nodala. In
prima parte se considera cazul cel mai simplu, in care fiecare latura a circuitul contine un
rezistor si eventual o sursa ideala de tensiune. Apoi, se discuta modul in care algoritmul
trebuie modificat pentru a putea fi aplicat unui circuit general, care contine si surse ideale

de curent, surse comandate liniar si laturi alcatuite numai din surse ideale de tensiune.

121
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3.1 Tehnica nodala

Vom considera un circuit electric alcatuit numai din laturi standard de tip sursa reala
de tensiune (fig3.)). In particular, aceste laturi pot fi rezistoare ideale, dar nu surse ideale

de tensiune.

(ni

J Re e S (nfy)
—

Figura 3.1: Latura standard.

Datele problemei sunt

e topologia: numarul de noduri N, numarul de laturi L si modul in care sunt conectate

laturile, adica graful circuitului,
e toate rezistentele laturilor Ry, k = 1,..., L, presupuse nenule,
e toate tensiunile electromotoare e, k=1,..., L
Se cere sa se calculeze
e toate tensiunile u; la bornele laturilor,
e toti curentii iy ce strabat laturile,
e puterea consumata si puterea generata in circuit.

Desi alegerea sensurilor de referinta poate fi arbitrara, in vederea transformarii metodei
nodale intr-un algoritm, este mult mai usor daca se aleg sensuri de referinta in mod
sistematic, ca de exemplu: sensul de referinta al curentului este dat de sensul de referinta
al sursei de tensiune (indicat de sageata interioara) si sensul de referinta al tensiunii se
alege astfel incat sa se respecte conventia de la receptoare (aga cum sunt reprezentate in
fig.B.1]). Sensul de referinta al curentului ce strabate o latura k stabileste si o relatie de
ordonare intre cele doua noduri ale laturii respective, el fiind sensul de la nodul initial
notat (nix) la nodul final notat (nfy).

Conform teoriei circuitelor electrice, fenomenele sunt complet descrise de un numar de

N -1 ecua‘gi Kirchhoff I

A
» =0, n=1,..N, (3.1)
ke(n)

. A e o Lo A
'Notatia > reprezinta o suma alegebrica, adica Y. 2 = 3. epay, unde ¢, = 1.
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un numar de L — N + 1 ecuatii Kirchoff II scrie pentru un sistem de bucle independente

A
 Tup=0, b=1,...,L-N+1, (3.2)
keb]

si L relatii Joubert, scrise pentru toate laturile
U :Rkik—ek, k= 1,...,L, (33)

in total un numar de 2L ecuatii cu 2L necunoscute (toti curentii si toate tensiunile).

In tehnica nodald necunoscutele principale ale problemei (adica necunoscutele care sunt
calculate mai intai) sunt potentialele nodurilor vy, k = 1,..., N, unde unul dintre noduri
are, in mod conventional, potentialul nul. Vom presupune ca numerotarea nodurilor este
facuta astfel incat nodul de indice maxim este cel de referinta, vy = 0. Prin exprimarea
tensiunilor ca diferente de potential, teorema Kirchhoff II este identic satisfacuta. Altfel

spus, relatia ([3.2)) este satisfacuta daca se scriu toate relatiile
Uk = Uni, — Unf, k=1,...,L. (3.4)

Pentru a face scrierea mai compacta este util sa folosim urmatoarele notatii:

u = [u uy ... up ]t ert! vectorul tensiunilor laturilor,
i = [ iy ... ip T emrt™ vectorul curentilor prin laturi,
v = [v v on_q |T € rRV-DX1 vectorul potentialelor nodurilor,
e = [e e er, |1 € mEX! vectorul tensiunilor electromotoare,
R = diag(| Ry R, ... Ry ]) €r™l  matricea diagonald a rezistentelor laturilor.
(3.5)
Cu aceste notatii, relatiile Kirchhoff I (8.I]) se scriu in mod compact
Ai=0, (3.6)

unde A = (a;j)i=1,n—1,j=1,1 este matricea incidentelor laturi-noduri, o matrice topologica

de dimensiune (N — 1) x L, un element al ei fiind definit astfel

0 daca nodulinu apartine laturii j;
a;; = § +1 daca nodulieste nod initial pentru latura j;

—1 daca nodulieste nod final pentru latura j.

Relatia Kirchhoff IT in forma (3.4]) se scrie
u=A"v, (3.7)
iar relatiile lui Joubert (B3) se scriu compact

u=Ri—e. (3.8)
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Daca matricea R este inversabila (lucru adevarat daca toate rezistentele sunt presupuse

nenule) atunci din (B.8)) rezulta ca
i=R '(u+e). (3.9)

Inlocuind (39) si (377) in (3:6)), rezults ecuatia matriceals satisficutd de vectorul potentiale-
lor
AR 'ATv = —ARe. (3.10)

Matricea coeficientilor sistemului algebric liniar de rezolvat
G = AR AT g RrW-Dx(V-D) (3.11)

este numita matricea conductantelor nodale. Termenii ei au urmatoarea semnificatie: orice
termen diagonal G; reprezinta suma conductantelor laturilor care concura la nodul ¢, iar
orice termen nediagonal G;; cu ¢ # j reprezinta suma conductantelor laturilor care unesc

direct nodul 7 cu nodul j, luata cu semnul minus. Altfel scris,
1

Gy = - 3.12
> & (3.12)
ke(3)

1
Gi; = — Z R pentru ¢ # j. (3.13)
ke(i);ke(s)

Termenul liber al sistemului de ecuatii
t=—ARle er® D (3.14)

este numit wvectorul injectitlor de curent. Un termen al acestui vector ¢ reprezinta suma
algebrica a unor termeni de tipul e,,/R,, pentru toate laturile m care concura la nodul k,
cu plus daca sageata interna a sursei de tensiune electromotoare de pe latura m intra in

nodul k, si cu semnul minus in caz contrar:

A em

me(k) m

Este important sa remarcam ca matricea G este simetrica si pozitiv definita daca
rezistentele sunt pozitive. Deoarece R este o matrice diagonala, inversa ei este tot o

matrice diagonala, avand pe diagonala valorile conductantelor laturilor
R!' =diag([ 1/R, 1/Ry ... 1/R.]). (3.16)
Transpusa matricei conductantelor nodale va fi

G” = (AR'AT)" = (AT (R")"(A)" = AR'AT = G, (3.17)
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deci ea este o matrice simetrica. Relatiile (B.12) si (B813) indica faptul ca ea este si
diagonal dominanta.
Pentru demonstrarea proprietatii de pozitiv definire, sa consideram un vector coloana

x arbitrar, nenul. Atunci

L 2
KTGx = x"AR'ATx = y"Rly = 3 %, (3.18)
Ry,
k=1
unde am notat y = ATx un vector coloana de componente v, k = 1,..., L. Inegali-

tatea demonstrata in (B.I8) este stricta, ea ar putea fi zero doar daca vectorul y, si in
consecinta vectorul x este nul, ceea ce contrazice ipoteza facuta. In concluzie, matricea
conductantelor nodale este pozitiv definita daca rezistentele laturilor sunt strict pozitive.

Exista mai multe variante posibile de concepere a algoritmului acestei metode. Toate
au trei etape principale: etapa de preprocesare in care se descrie problema si se asambleaza
sistemul de ecuatii de rezolvat, etapa de rezolvare in care se apeleaza o procedura propriu-
zisa de rezolvare a sistemului de ecuatii rezultat (procedura numita foarte adesea ”solver”)

si etapa de postprocesare in care se calculeaza alte marimi de interes.

3.1.1 Structuri de date

In conceperea unui algoritm, stabilirea structurilor de date ce vor fi folosite este de
asemenea o etapa foarte importanta. Numele datelor ce le vom folosi in algoritm vor fi

alese In concordanta cu teoria prezentata in paragraful anterior.

Declaratii posibile pentru datele problemei sunt

; declaratii date - varianta A

intreg N ; numar de noduri

intreg L ; numar de laturi

tablou intreg ni[L)] ; noduri initiale ale laturilor
tablou intreg nf[L] ; noduri finale ale laturilor
tablou real R[L] ; rezistente

tablou real e[l] ; tensiuni electromotoare

Pentru a evita transmiterea unui numar mare de parametri ca argumente de functii,

se recomanda agregarea datelor, ca de exemplu

; declaratii date - varianta B

inregistrare circuit
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intreg N ; numar de noduri

intreg L ; numar de laturi

tablou intreg ni[L] ; noduri initiale ale laturilor
tablou intreg nf[L] ; noduri finale ale laturilor
tablou real R[L] ; rezistente

tablou real e[l ; tensiuni electromotoare

Un alt aspect important este acela ca matricea conductantelor nodale si vectorul
injectiilor de curent sunt rare. De exemplu, presupunand ca in medie sunt 4 laturi care
concurd la un nod, rezultd o densitate a matricei egald cu 5n/n? = 5/n, foarte mica chiar
si pentru probleme mici (pentru N &~ 1000 rezulta d = 0.5 %). De aceea, pentru a concepe
un algoritm eficient (atat din punct de vedere al timpului de calcul cat si al memoriei,
vor trebui folosite tehnici de matrice rare pentru stocarea ei. Altfel, programul rezultat
poate deveni ineficient chiar la valori mici (= 1000) ale numarului de noduri. Totusi, pen-
tru a pastra simpla descrierea algoritmului, in cele ce urmeaza vom pastra acelasi tip de
declaratii si pentru matricile rare si vectorii rari. In consecinta, variabile mai importante

care vor aparea in algoritm sunt:

; declaratii variabile utile

tablou real G[N, N]| ; matricea conductantelor nodale (stocata rar)
tablou real t[N] ; vectorul injectiilor de curent (stocat rar)
tablou real v[N] ; vectorul potentialelor

3.1.2 Etapa de preprocesare

Etapa de preprocesare consta in citirea datelor (de exemplu de la tastatura sau din

figiere) si in asamblarea sistemului de ecuatii de rezolvat.

In cazul variantei A de declaratii, procedura de citire a datelor poate fi

proceduri citire_date_A (N, L, ni, nf, R, e)

; declaratii

citegte N, L
pentru k =1, L

citeste nig, nfy, Ry, ex
[ ]

retur
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niy, nfy

* * k¥ * k% *
nig | * +1/Rp * * —1/Rp * x niy | —ex/ Ry

* * % % < % % *

* * - * % % *
nfy | x —1/Rp * x +1/Rp * x nfy | +ep/Ry

* * % % < - *

* * - ¢ k% *

Figura 3.2: Contributia unei laturi k& la matricea conductantelor nodale (stanga) si la

vectorul injectiilor de curent (dreapta).

In cazul variantei B de declaratii, rutina de citire a datelor poate fi o functie, de tipul

functie citire_date B ()

; declaratii

citesgte circuit. N, circuit.L
pentru k = 1,circuit.L

citeste circuit.nig, circuit.nfy, circuit. Ry, circuit.eg
[ ]

intoarce circuit

Exista mai multe variante de a asambla sistemul de ecuatii. O varianta ar fi cea in
care se parcurg nodurile si se scriu ecuatiile una cate una. Asa ar face si o persoana
care ar aplica aceasta metoda, cu creionul pe hartie, pentru a rezolva o problema de
dimensiuni extrem de mici. In aceastd abordare trebuie identificate care sunt laturile ce
ating un nod. Numarul lor variaza de la nod la nod, iar algoritmul corespunzator este
destul de costisitor necesitand analiza grafului circuitului. O alta abordare se bazeaza pe
parcurgerea laturilor si adunarea contributiilor acestora la sistem. Aceasta varianta este
mult mai simplu de conceput deoarece fiecare latura are exact doua noduri. Din acelasi
motiv si descrierea circuitului a fost orientata pe laturi si nu pe noduri. Contributia
fiecarei laturi la matricea conductantelor nodale si la vectorul injectiilor de curent este
ilustrata in fig. 3.2

Algoritmul metodei nodale este urmatorul

procedurid nodalRE_v1 (circuit, G, t)
; asambleaza sistemul de ecuatii pentru un circuit cu laturi de tip

; sursa reala de tensiune, folosind tehnica nodala
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; parametri de intrare:

: circuit - structura de date ce descrie circuitul
; parametri de iegire:

; G - matricea conductantelor nodale si

; t - vectorul injectiilor de curent

; declaratii

L = circuit.L ; pentru simplificarea scrierii algoritmului

N = circuit. N

ni = circuit.ni

nf = circuit.nf

R = circuit.R

e = circuit.e

; anuleaza componentele matricei G si ale vectorului termenilor liberi ¢
G=0

t=0

; asambleaza sistem

pentru k=1, L ; parcurge laturi
7 = iy, ; nodul initial al laturii k&
7 = nfy ; nodul final al laturii &

Gii = Gii + 1/ Ry,
G,j =G+ 1/Ry
Gij = Gij — 1/ Ry,
Gji=Gj —1/Ry
ti =t —ex/Ry
ty =t; +exn/ Ry

[ ]

retur

O prima observatie este aceea ca, pentru simplificarea pseudocodului, am preferat sa
nu scriem explicit modul in care se anuleaza componentele matricei coeficientilor si ale
vectorului termenilor liberi, inainte de asamblarea propriu-zisa. Pentru a sugera insa ca
se fac mai multe operatii asupra componentelor am folosit litere aldine. Atragem atentia

insa ca o varianta de tipul

pentrui= 1,N
pentru j = 1,N
Gij — O
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scrisa pentru ”instructiunea” G = 0 va face ca matricea coeficientilor sa devina o matrice
plina. Aceasta instructiune trebuie scrisa explicit in functie de modul de memorare al
matricei rare. De asemenea, pentru a evita repetarea unor calcule, se pot memora valorile

O alta varianta de implementare poate folosi asamblarea matricei de incidenta. Cal-
culul matricei conductantelor nodale si a vectorului injectiilor de curent se va face apoi

folosind produse de matrice sau produse matrice-vectori, scrise pentru matrice rare.

procedurid nodalRE_v2 (circuit, G, t)

; asambleaza sistemul de ecuatii pentru un circuit cu laturi de tip
; sursa reala de tensiune, folosind tehnica nodala

; parametri de intrare:

: circuit - structura de date ce descrie circuitul

; parametri de iegire:

; G - matricea conductantelor nodale si

; t - vectorul injectiilor de curent

; declaratii

L = circuit.L ; pentru simplificarea scrierii algoritmului
N = circuit. N

ni = circuit.ni

nf = circuit.nf

R = circuit.R

e = circuit.e

; anuleaza componentele:
A=0

Glat =0

; asambleaza sistem

; matricei incidente laturi noduri

: matricei diagonale R™!

pentru k =1,L ; parcurge laturi
1 = niy ; nodul initial al laturii &
j =nfy ; nodul final al laturii k&
Ay =—1
Aj=+1

Glatkk = 1/Rk
[ ]

G = A « Glat x AT ; apel proceduri speciale pentru matrice rare
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t=—AxGlat xe

retur

Varianta a doua a algoritmului se poate dovedi mult mai eficienta decat prima varianta

daca implementarea se face in medii de calcul precum Matlab.

3.1.3 Etapa de rezolvare

In etapa de preprocesare asamblarea sistemului nu a fost facuta la dimensiunea (N —
1) x (N —1) ci la dimensiunea N x N, nodul de referinta nefiind tratat special. Acest lucru
face ca scrierea pseudocodului pentru asamblarea matricei sa fie foarte usoara. Pentru
rezolvare insa, sistemul trebuie sa fie de dimensiune N — 1. Presupunand ca nodul N
este nodul de referinta (vy = 0), atunci matricea coeficientilor se obtine eliminand ultima
linie si ultima coloana din matricea asamblata, iar vectorul termenilor liberi se obtine
eliminand ultima componenta.

Pentru rezolvare avem la dispozitie algoritmii pregatiti in capitolul [l De exemplu,

daca vrem sa folosim metoda Gauss, atunci apelul ei se face astfel

Gauss (N — 1,G,tv)

UN:O

Vectorul solutie intors reprezinta potentialele a N —1 noduri. Potentialul ultimului nod
a fost considerat zero si de aceea, pentru completitudine, este adaugata atribuirea vy = 0
imediat dupa apelul procedurii de rezolvare. O alta observatie este aceea ca matricea
conductantelor nodale este diagonal dominanta, ceea ce Inseamna ca, in cazul folosirii
metodei Gauss, pivotarea nu este necesara nici pentru diminuarea erorilor de rotunjire.

Algoritmul Gauss prezentat in paragraful nu este Insa conceput pentru matrice
rare. Intr-o astfel de inlantuire a pseudocodului, chiar daca sistemul a fost generat cu
tehnici de matrice rare, rezolvarea lui cu aceasta procedura strica raritatea. De fapt,
este mai mult decat atat, matricea devine plina cu zerouri, dar memorata cu structuri de
matrice rare, ceea ce este mult mai costisitor decat memorarea matricei pline.

In conceperea unui algoritm pentru probleme reale trebuie acordati o
atentie deosebita memorarii cu eficienta a structurilor de date si efectuarea

unor instructiuni adecvate cu acestea.

3.1.4 Etapa de postprocesare

Dupa rezolvarea sistemului putem calcula orice alte marimi de interes: tensiuni,

curenti prin laturi, puteri. Urmatorul pseudocod ilustreaza acest calcul
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proceduri postprocesare_circuitRE (circuit, v)

; declaratii

L = circuit. L

ni = circuit.ni
nf = circuit.nf
R = circuit. R

e = circuit.e

Pc=0 ; puterea consumata
Pg=0 ; puterea generata
pentru k =1,L ; parcurge laturi
U = Vpi, — Unf, ; tensiunea laturii
c=(u+e)/Ry ; curentul prin latura
scrie "Latura” k "are tensiunea” w ”si curentul” ¢
Pc = Pc + Ry.c? ; adauga contributia laturii la puterea consumata
Pg = Pg + exc ; adauga contributia laturii la puterea generata
[ ]
scrie Pc, Pg
retur

Este posibil ca, datorita erorilor de rotunjire, valorile calculate ale puterilor consumata
si generata sa nu fie identice. Acest lucru se intampla mai ales daca matricea sistemului
este prost conditionata numeric, caz ce poate aparea daca valorile rezistentelor sunt foarte
diferite.

3.2 Tratarea surselor ideale de curent

Tratarea surselor ideale de curent se face cu usurinta daca se considera latura standard
de tipul celei din fig. 3.3

Si In acest caz vom presupune ca toate rezistentele R, sunt nenule. In particular,
aceasta latura poate fi o sursa reala de tensiune (daca J = 0), un rezistor (daca J; =0
si B = 0), o sursa ideala de curent (daca 1/Ry = 0).

Ecuatiile Kirchhoff I si II se scriu sub aceeasi forma:

Ai = 0, (3.19)
u = Alv. (3.20)
Relatiile intre tensiunile gi curentii unei laturi sunt acum

uk:Rk(ik—Jk)—ek, k= 1,...,L. (321)
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9%

(i) (nf)

Figura 3.3: Latura standard.

Folosind aceleasi notatii (B.5]), relatiile de mai sus se scriu compact

u=R(@i-J)—e, k=1,...,L, (3.22)

unde J = (Ji)x=1,1 este vectorul curentilor electromotori prin laturile circuitului. Rezulta

curentii prin laturile standard
i=R '(u+e)+J, (3.23)
si ecuatia matriceala in potentiale:
AR'ATv=—-AR'e - AJ. (3.24)

Comparand ecuatia rezultata cu ecuatia ([B.I0) obtinuta in cazul in care latura stan-
dard continea numai o sursa reala de tensiune, se observa ca matricea coeficientilor este
neschimbata, iar in membrul drept apare un termen suplimentar, corespunzator sursei

ideale de curent. Acum, un element al termenului liber
t=—ARle— AJ g X! (3.25)

se calculeaza ca suma algebrica a unor termeni de tipul e,,/R,, pentru toate laturile m
care concura la nodul k&, cu plus daca sageata interna a sursei de tensiune electromotoare
de pe latura m intra in nodul k, si cu semnul minus in caz contrar si suma algebrica a
unor termeni de tipul J,, cu plus daca sageata interna a sursei de curent de pe latura m
intra in nodul k&, si cu semnul minus in caz contrar.

Pentru a simplifica algoritmul, vom presupune ca tensiunea electromotoare ey, si curen-
tul electromotor J sunt au sensurile de referinta la fel fata de nod. Modificarile al-
goritmului vor afecta etapa de preprocesare unde vor trebui citite si valorile curentilor

electromotori si vor trebui corectati termenii liberi ai sistemului de rezolvat.

functgie citire_date_REJ ()
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citesgte circuit./NV, circuit.L

pentru k = 1,circuit.L

citeste circuit.nig, circuit.nfy, circuit. Ry, circuit.ey, circuit.Jy
[ ]

intoarce circuit

procedurd nodalREJ _v1 (circuit, G, t)

; asambleaza sistemul de ecuatii pentru un circuit cu laturi de tip
; sursa reala de tensiune in paralel cu sursa ideala de curent,

; folosind tehnica nodala

; parametri de intrare:

; circuit - structura de date ce descrie circuitul

; parametri de iegire:

; G - matricea conductantelor nodale si

; t - vectorul injectiilor de curent

; declaratii

L = circuit.L ; pentru simplificarea scrierii algoritmului
N = circuit. N
ni = circuit.ni

nf = circuit.nf

R = circuit.R
e = circuit.e
J = circuit..J

; anuleaza componentele matricei G si a vectorului termenilor liberi ¢
G=0
t=0

; asambleaza sistem

pentru k=1, L ; parcurge laturi
1 = niy ; nodul initial al laturii &
Jj = nfy ; nodul final al laturii k

Gii = G+ 1/ Ry,
Gij =Gy — 1/ Ry,
Gji =Gji—1/Ry,
ti =1t; — ex/Rr—Jp
t; =1t; + ek/Rk+Jk
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retur

procedurd nodalREJ v2 (circuit, G, t)

; asambleaza sistemul de ecuatii pentru un circuit cu laturi de tip
; sursa reala de tensiune in paralel cu sursa ideala de curent,

; folosind tehnica nodala

; parametri de intrare:

: circuit - structura de date ce descrie circuitul

; parametri de iegire:

; G - matricea conductantelor nodale si

; t - vectorul injectiilor de curent

; declaratii

L = circuit.L ; pentru simplificarea scrierii algoritmului
N = circuit. NV

ni = circuit.ni

nf = circuit.nf

R = circuit.R

e = circuit.e

J = circuit.J

; anuleaza componentele:

A=0 ; matricei incidentelor laturi noduri
Glat =0 : matricei diagonale R™!
; asambleaza sistem
pentru k=1, L ; parcurge laturi
1 = niy ; nodul initial al laturii &
Jj = nfy ; nodul final al laturii &
A = —1
Ajp = +1

Glaty, = 1/ Ry
[ J
G = A « Glat * AT ; apel proceduri speciale pentru matrice rare
t=—-AxGlat xe—A xJ

retur

Etapa de postprocesare trebuie adaptata noii configuratii a laturii standard:

procedura postprocesare_circuitREJ (circuit, v)

; declaratii
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L = circuit.L

ni = circuit.ni
nf = circuit.nf
R = circuit. R

e = circuit.e

J = circuit..J

Pc=0 ; puterea consumata
Pg=0 ; puterea generata
pentru k =1,L ; parcurge laturi
U = Upi, — Unf, ; tensiunea laturii
c=(u+er)/Ri+Jy ; curentul prin latura
scrie "Latura” k "are tensiunea” u ”si curentul” ¢
Pc = Pc + Ry(c — J;.)? ; adauga contributia laturii la puterea consumata
Pg = Pg + er(c — J) —uJ, ; adauga contributia laturii la puterea generata
[
scrie Pc, Pg
retur

3.3 Tratarea surselor ideale de tensiune

Vom presupune acum ca circuitul are si surse ideale de tensiune. Laturile circuitului
sunt fie de tip sursd reala de tensiune in paralel cu sursa ideala de curent (vom numi
aceasta latura de tip "REJ”), fie de tip sursa ideala de tensiune (tip "E”) (fig[3.4]). Pentru
a simplifica scrierea algoritmului, vom presupune ca sunt numerotate mai intai laturile de
tip REJ si apoi laturile de tip E. Vom nota cu Lgg; si cu Lg laturile din fiecare categorie

si cu L = Lgrpy + Lg numarul total de laturi.

Je
N
&

, (nig) Sk (nfy)
(niy) (nfy)
e

u
Ry € k

Uk

Figura 3.4: Laturi standard.
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Ecuatiile Kirchhoff T si II se scriu sub aceeasi forma:

Ai = 0, (3.26)
u = A'v. (3.27)

Relatiile intre tensiunile gi curentii unei laturi sunt acum

U = Rk(ik—Jk)—ek, kzl,...,LREJ, (328)
U = —€g, k:LREJ+1,...,LREJ+LE. (329)

Pentru scrierea compacta a acestor relatii, vom partitiona vectorii in doua, corespunzator

celor doua tipuri de laturi:

u:[uREJ]7 i:[TREJ]7 e:[eREJ]7 (3‘30)
Uug 1 (S35

unde vectorii cu indice REJ au dimensiunea Lz, iar vectorii cu indice E au dimensiunea
Lg.
Formele matriceale ale relatiilor (3:28) si (8:29) sunt

upps = R(igps—J) —egrpy, (3.31)
ugp =— —e€g, (332)

unde R este acum o matrice diagonala, de dimensiune Lz, avand pe diagonala rezistentele
laturilor de tip REJ, iar J este un vector de dimensiune Lgg;.
Partitionarea in doua a vectorului curentilor face utila partitionarea in doua blocuri a

matricei incidentelor laturi-noduri, astfel incat relatia ([3.26) devine

i

[ Agp; Ag } [ S ] =0, (3.33)
1p

unde Agp, este o matrice de dimensiune (N — 1) X Lgrgy ce contine incidenta laturilor

de tip REJ la noduri, iar matricea Ag este o matrice de dimensiune (N — 1) X Lg ce

contine incidenta laturilor de tip E la noduri, de unde rezulta, dupa realizarea operatiilor

cu blocuri de matrice ca
Agrgjirps + Apip = 0. (3.34)

Relatia ([B:27) se expliciteaza si ea ca

[ HRES ] - [ A ] v, (3.35)

ug Ag
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de unde rezulta ca

URgpg = A%EJV, (336)

ug = Alv. (3.37)

Recapituland, relatiile matriceale utile sunt:

Agpjipes + Agip = 0, (3.38)
Upps = ARp,V, (3.39)
up = Apv, (3.40)
upps = R(igps — J) — egrpy, (3.41)
up = —ep. (3.42)
Din (B41]) rezulta curentii prin laturile de tip REJ:
ires =R (urps +erps) +J. (3.43)

Aceasta expresie impreuna cu (3:39) se substituie in ([3.38). Sistemul de rezolvat devine

Arp/RIALL vV + Apip = —AgpsR erps — Arpid, (3.44)
Alv = —ep. (3.45)

Acest sistem este un sistem algebric liniar, de dimensiune N — 1 4+ Lg. Necunoscutele

acestui sistem sunt atat potentialele nodurilor cat si valorile curentilor prin sursele ideale

X = [ .V ] : (3.46)

1g

de tensiune:

Sistemul de rezolvat
Mx =p (3.47)

are matricea coeficientilor

App/RIAL A
M — REJ REJ E (3.48)
AT 0,
si vectorul termenilor liberi
—Agrp/R™! — AgrpsJ
p= [ REJ CREJ REJ ] (3.49)

Matricea coeficientilor ramane simetrica dar isi pierde pozitiv definirea. O prelucrare

suplimentara a acestui sistem poate conduce insa la un sistem mai mic si cu proprietati
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mai bune. Pentru aceasta, vom presupune ca sursele ideale de tensiune formeaza un
subgraf conex. Aceasta ipoteza nu este restrictiva deoarece se stie ca, indiferent cum ar
fi plasate sursele ideale de tensiune, se poate gasi un circuit, echivalent cu circuitul initial
din punct de vedere al grafului de curenti, care sa satisfaca aceasta proprietate. Mai mult,
subgraful conex nu are bucle, deoarece se stie ca un model de circuit in care apar bucle
formate numai din surse ideale de tensiune nu este o problema bine formulata (nu are
solutie unica). Vom presupune ca nodurile sunt numerotate astfel incat sunt lasate la
sfargit nodurile care apartin subgrafului conex al surselor ideale de tensiune. Ideea ce va
fi explicitata in relatii matematice in cele ce urmeaza este aceea ca nodurile care apartin
acestui subgraf conex au potentiale cunoscute. Pentru fiecare astfel de nod, exista o cale
de la acest nod la nodul de referinta (care este si el un nod al acestui subgraf conex),
formata numai din surse ideale de tensiune. Aceste potentiale vor fi exprimate in functie
de tensiunile electromotoare ale surselor ideale de tensiune si apoi substituite in relatiile
Kirchhoff I aduse la forma ([3.44]). Sistemul rezultat va fi de dimensiune N —1 — Lg
iar matricea coeficientilor va reprezenta conductante nodale, deci va fi simetrica, pozitiv

definita si diagonal dominanta.

Vom nota partitionarea vectorului potentialelor in

v = [ Ve ] , (3.50)

Ve

unde v, este vectorul potentialelor nodurilor subgrafului conex format din surse ideale de
tensiune (in care nu este inclus nodul de referinta), avand dimensiunea Lg, iar v, este
vectorul potentialelor restului de noduri, de dimensiune N —1— Lg. Aceasta partitionare
impune o partitionare suplimentara a matricei A g, matrice ce contine incidenta laturilor
de tip E la noduri. Deoarece laturile de tip E sunt acum conectate numai la noduri ale
subgrafului conex, inseamna ca blocul superior, care reprezinta incidenta laturilor de tip

E la nodurile de potential necunoscut este nul:

Ap— [ OAEC ] | (3.51)

unde A g. este o matrice patrata de dimensiunea numarului de noduri de potential cunos-
cut (exceptand nodul de referinta) ce reprezinta incidenta laturilor de tip E la nodurile
de potential cunoscut. Relatia (3.45]) devine

[o AEC] [V* ] — (3.52)

Ve

de unde
AL v,= —ep. (3.53)
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Potentialele nodurilor subgrafului conex format numai din surse ideale de tensiune sunt
—1
ve=—(AL) e (3.54)

Pentru o problema de circuit bine formulati, matricea AL este inversabild, fiecare linie
a inversei ei reprezentand calea de la un nod la nodul de referinta, cale aleasa doar din
laturi ale subgrafului conex al surselor ideale de tensiune. Aceasta cale este unica deoarece

laturile acestui subgraf conex nu formeaza bucle.

Pentru a inlocui (8:54) in (3.44)) este util sa partitiondm matricile ce intervin astfel:

G.. G
_ —1AT *ok *C (N—-1)x(N-1)
t.
t' = —ApgsR 'eppy — Appyd = [ ] e rNV-DxL (3.56)

Matricea G, este o matrice patrata de dimensiune N —1— Lg, reprezentand conductante
nodale pentru subgraful care contine laturi de tip REJ si nodurile de potential necunoscut.
Matricea G.. este o matrice de dimensiune (N —1 — Lg) X Lg care contine conductante
nodale nediagonale intre nodurile cu potential cunoscut si cele cu potential necunoscut.
G, este o matrice patrata de dimenensiune Lg care contine conductante nodale pentru

subgraful care are laturi de tip RE dar noduri de potential cunoscut.

Relatia (3.44]) devine
G** G*c Vi 0 . t.
[ GZ—‘C GCC ] [ VC AEC ] lE [ t*c ] ( )

relatie echivalenta cu urmatoarele doua relatii matriceale:

_|_

G.Vi + Gueve =ty (3.58)
GIv, + Geve + Apip = t.e. (3.59)

Inlocuind acum expresia ([3.54), rezulta ca potentialele necunoscute se determina prin
rezolvarea sistemului

G..v. = t. + G..(AL.) teg, (3.60)

care este un sistem de dimensiune N —1— Lg, cu matricea coeficientilor simetrica si pozitiv
definita, urmand ca valorile curentilor prin sursele ideale de tensiune sa se determine din

a doua relatie matriceala.

Algoritmul corespunzator acestui caz este usor de conceput daca el este orientat pe

asamblarea matricelor si partitionarea lor.
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3.4 Tratarea surselor comandate liniar

Un circuit rezistiv liniar poate contine gi surse comandate liniar. Exista patru feluri
de surse comandate (fig. B.0), notate pe scurt "SUCU” (sursa de tensiune comandata
in tensiune), "SUCI” (sursa de tensiune comandata in curent, "SICU” (sursa de curent

comandata in tensiune) gi "SICI” (sursa de curent comandata in curent).

SUCU SUClI

o T w T D

Uk= (IIJJJ uk= pklj
SICU SICI
i i i
“( 3 e
W Vit he Bl

Figura 3.5: Tipuri de surse comandate liniar.

Vom sugera pagii care trebuie facuti in asamblarea unui sistem de ecuatii in cazul in
care pe langa laturi de tip REJ si E exista numai laturi de tip SUCU, presupuse a fi
numerotate la sfargit. Tratarea celorlalte tipuri de surse comandate se face intr-o maniera
similara. Cu un rationament similar celui din paragraful anterior, ecuatiile matriceale

sunt:

e Kirchhoff I:

Agrpjirps + Agip + Asycvisvcr = 0, (3.61)
e Kirchhoff II:

UREJ — AgEJV, (362)
up = Alv, (3.63)
Usycu — AEUCUV, (364)

e relatii constitutive:
URpJ = R(iREJ - J) — €REJ, (3-65)
ugp — —€g, (366)

usycu = aSsucuV, (3.67)
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unde « este o matrice diagonala, de dimensiune egala cu numarul de surse coman-
date, avand pe diagonala parametrii surselor comandate, iar Sgycy este o matrice
de selectie (topologica), de dimensiune Lgycoy X (N —1) care selecteaza pentru fiecare

latura de tip SUCU, perechea de noduri care determina tensiunea de comanda.

In acest caz, sistemul de rezolvat va avea un numar de N — 1+ Lg 4+ Lsycy necunoscute,
reprezentand potentialele nodurilor, curentii prin sursele ideale de tensiune si curentii prin

sursele comandate:

%
X = ip ) (3.68)
isucu
Sistemul de rezolvat
Mx =p (3.69)

are matricea coeficientilor

AREJRilAgEJ Ar Asvcu
M = A;FJ 0 0 , (3.70)
A?S:UCU — aSSUCU 0 0

iar vectorul termenilor liberi

—AgpsR'erps — AgpyJ
p= —eg . (3.71)
0

In concluzie, sursele comandate complica problema. Nu numai ca relatiile matematice
devin mai complicate, conducand si la cresterea complexitatii algoritmului, dar sistemul

de rezolvat are o matrice a coeficientilor care nu mai este simetrica.
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Capitolul 4
Interpolarea functiilor

Formularea celor mai multe probleme de inginerie poate fi scrisa formal

unde x sunt datele problemei, care sunt din punct de vedere matematic parametri indepen-
denti, iar y sunt marimile de interes ce se doresc a fi estimate. In aplicatiile reale f nu
este definita explicit in functie de datele problemei. In notatia de mai sus, f poate
reprezenta de exemplu chiar un proces de masurare a marimilor y pentru o anumita stare
sau configuratie complet caracterizata de marimile x, sau f poate reprezenta programe
software complicate, capabile sa analizeze configuratia caracterizata complet de datele x

si sa calculeze printr-un algoritm de postprocesare marimile y.

Se ajunge astfel de multe ori ca, pentru un set de date (obtinute de exemplu prin
masuratori), sa se doreasca gasirea unei functii care sa aproximeze aceste date. Daca
se cunoaste un astfel de set de date se spune ca functia este reprezentata prin date. De
exemplu, daca setul de date este notat (xz,yx), K = 0,...,n, iar yx = f(x), atunci se
doreste gasirea unei expresii analitice pentru o functie g care sa aproximeze aceste date
adicii g(x;,) /= yy, sau chiar g(x;) = yx. In cele ce urmeazi, multimea (setul) de date x;,
il vom numi i retea (grid) de discretizare.

Pe scurt, interpolarea unui set de date inseamna gasirea unei functii care sa treacad
prin punctele mulfimii de date (figld). Daca setul de date are foarte multe puncte,
rezultatul interpolarii poate reprezenta o functie cu multe oscilatii (fig. 411 - dreapta),
care se datoreaza nu vreunui fenomen fizic, ci faptului ca multimea de date initiale este
afectata de erori inerente, datorate de exemplu procedeului de masurare. In acest caz,
daca se stie ca functia este neteda, se prefera aprozimarea (regresia) setului de date, adica

gasirea unei functii care sa treaca printre punctele multimii de date (figlL2]), abordare ce

are avantajul ca diminueaza erorile de masurare din rezultatul final.

143
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@& Date
Interpolare|

® Date 0.1
Interpolare

0.8

0.2

Figura 4.1: Interpolarea unui set de date. In cazul in care setul de date are foarte multe

valori, interpolarea poate genera oscilatii nedorite.
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Figura 4.2: Aproximarea unui set de date.

Setul de date nu este neaparat obtinut numai prin masuratori. Sa presupunem ca
exista un software capabil sa calculeze f(x) pentru orice x dorit. In acest caz se spune ca
functia este reprezentata prin cod. Daca efortul de evaluare al functiei este mare, atunci
se prefera evaluarea numerica doar in cateva puncte relevante, obtinandu-se astfel un set
finit de date, iar pentru acesta se determina o aproximare sau interpolare g ce va fi folosita
pentru estimari ulterioare ale functiei f.

Péana acum nu am precizat nimic despre domeniul de definitie si domeniul de valori
al functiei f. Cazul cel mai simplu este cel in care datele sunt marimi scalare, reale, iar

rezultatul evaluarii functiei este tot un numar real, adica
fy9:]a,b] - Rr. (4.2)

Acest caz este numit cazul scalar unidimensional (1D). Cazul vectorial unidimensional,
in care valorile functiei sunt intr-un spatiu multidimensional f : [a,b] — R™, m > 1 se

poate rezolva pe componente, reducandu-se la m interpolari/aproximari 1D.



4.1. Distanta dintre doud functii 145

Problema se complica daca domeniul de definitie are mai multe dimensiuni. Cazul
fyg:]a,b] X [c,d] = R (4.3)

il vom numi cazul scalar bidimensional (2D). El este particularizarea cazului scalar n-
dimensional (nD) f,g : D C R" — ®r. Cazul cel mai general este f,g : D C R" — R™

care se reduce insa la m situatii de tip nD.

Ideile metodelor de interpolare/aproximare pot fi cel mai ugor explicate pe cazul 1D,

de aceea paragrafele vor presupune ca are loc (4.2).

4.1 Distanta dintre doua functii

Evident se doreste ca functia g : [a,b] — R sa aproximeze/interpoleze cat mai bine
functia f : [a,b] — ®. Din punct de vedere matematic, aceasta inseamna ca distanta

dintre cele doua functii, calculata ca norma diferentei lor

d(f,g9) = Ilf =4l (4.4)

sa fie cat mai mica. Exista mai multe procedee de definire a normei din relatia (4.4]).

O prima posibilitate este aceea de a estima aria cuprinsa intre graficele celor doua

functii, adica de a calcula distanta dintre functii ca

a,(f. ——/ (@) - g()] d. (4.5)

Dezavantajul acestei abordari este acela ca, local, pot exista diferente foarte mari intre

cele doua functii, fara ca valoarea rezultatului formulei (£5]) sa reflecte acest lucr.

O a doua varianta, care nu elimina insa dezavantajul mentionat mai sus, calculeaza

abaterea patratica medie dintre cele doua functii:

d2(f, 9) \/b — z))2dx. (4.6)

Norma (6] este norma Ly din spatiul functiilor de patrat integrabil gi generalizeaza

norma euclidiana.

O a treia posibilitate este de a evalua norma Chebyshev, care estimeza abaterea

maxima dintre cele doua functii:

ds(f, 9) = max |f(z) — g(x)] (4.7)

z€a,b]

L Aceasts afirmatie se bazeazé pe proprietatea ci, daca valoarea unei functii se modifica intr-o multime

numarabild de puncte, atunci valoarea integralei ei nu se modifica.
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Din punctul de vedere al acuratetii rezultatului aproximarii, aceasta norma este cea mai
avantajoasa deoarece nu sufera de dezavantajul normelor ce folosesc integrale. Valoarea
ei furnizeaza informatii despre diferenta locala maxima dintre cele doua functii.

Oricare din normele ([d5]), ([4.6]), (A7) presupun evaluarea functiei f in toate punctele
domeniului de definitie, ceea ce nu este posibil intr-un algoritm. Functia f este cunoscuta
sau cel mult poate fi evaluata numai intr-un numar discret de puncte zp, k = 0,...,n.
De aceea, in implementarea numerica a procedurilor de interpolare sau aproximare se vor

folosi normele discrete:

dualf,9) = D lolw) = fla)l, (43)
dalfig) = || Do) — Fn) (49)
dualf9) = max|g(en) = f(an)l (4.10)

Figura 4.3: Oricare norma discreta este zero pentru diferenta f — g; sau f — go, unde f

este functia adevarata, iar g, g sunt posibile interpolari.

Normele discrete au avantajul ca pot fi evaluate cu usurinta. Dezavantajul lor este
acela ca se pierde posibilitatea evaluarii acuratetii interpolarii/aproximarii intre nodurile
retelei de interpolare. Mai mult, pentru orice functie f exista o infinitate de functii g
care nu sunt identice cu f si pentru care oricare din normele discrete de mai sus sunt
zero daca g(zx) = f(x) pentru toate valorile k = 0,...,n (figlk3]). Deci, problema
interpolarii/aproximarii devine in acest moment prost formulata. Corectarea formularii
se face impunand conditii suplimentare pentru functia g, aga cum se prezinta in paragraful

urmator.
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4.2 Formularea problemei interpolarii

Problema interpolarii este aceea de a gasi o functie g pentru care distanta discreta
fata de functia f, cunoscuta intr-un numar finit de puncte f(x;) = y;, este zero. Aceasta
conditie este echivalenta cu a impune egalitatea valorilor functiilor f si ¢ in toate punctele

(nodurile) retelei de discretizare:

g(zj) = f(z;), 7=0,...,n, (4.11)

echivalent cu a scrie

9(xj)=y;, j=0,....n. (4.12)
Relatiile (£12]) se numesc conditii de interpolare Pentru a face ca problema sa fie bine
formulata matematic (solutia sa existe gi sa fie unica) functia g se cauta in spatiul poli-
noamelor generalizate, adica se cauta de forma unei combinatii liniare de m functii ¢y,

k=1,...,m numite functii de baza:
g(x) = Z ek (T). (4.13)
k=0

Functiile de baza pot fi de diferite tipuri si ele se aleg inainte de rezolvarea propriu-zisa
a problemei interpolarii. De exemplu, daca se stie ca functia de interpolat are un caracter
periodic cu perioada 27 atunci o alegere potrivita a functiilor de baza este ¢o(z) = 1,
p1(z) = sinz, po(x) = cosz, p3(z) = sin(2x), ete. Alegerea ¢y(z) = 2 corespunde
cazului polinoamelor scrise in mod clasic.
Astfel, problema interpolarii se reduce la problema determinarii celor m coeficienti c.
Conditiile de interpolare (.12 scrise pentru polinoame de interpolare de tipul (£I3)
devin .
chgok(:cj) =y, j=0,...,n, (4.14)
k=0
ceea ce Inseamna ca valorile coeficientilor ¢; sunt solutiile unui sistem de ecuatii algebrice
liniare cu n+1 ecuatii §i m+ 1 necunoscute. Pentru ca sistemul ({.14]) sa fie bine formulat
matematic vom impune ca numarul de functii de baza sa fie egal cu numarul de puncte
al retelei de discretizare
m=n (4.15)

si determinantul matricei coeficientilor sa fie nenul:

wo(zo) ¢1(z0) - @ulwo)
A — <P(')(.il.?1) o1(z1) -+ pal) £ 0. (4.16)

o(Tn) ©1(xn) -+ Pu(Tn)
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Determinantul A este nenul daca si numai daca punctele z; sunt distincte si functiile de

baza ¢ sunt liniar independente.
Rezumand cele de mai sus, problema interpolarii functiilor se formuleaza astfel.
Date:

e un tabel de valori (zx, yx), K = 0,...,n, unde punctele retelei de discretizare xj sunt

distincte doua cate doua;

e n + 1 functii de baza liniar independente @ (z), k =0,...,n.
Se cer:
e coeficientii ¢, £k = 0,...,n pentru care sunt satisfacute conditiile de intepolare

g9(z;) = y;, 7 = 0,...,n unde g(x) = >, _,cxpr(z) este functia (in particular
polinomul) de interpolare al datelor din tabel.

4.3 Metode de interpolare globala

Metodele de interpolare globala sunt metodele in care functiile de baza se definesc
compact, printr-o singura expresie pe intreg domeniul de definitie al functiei de interpolat.
In aceste metode, gradul polinomului de interpolare este in stransa legatura cu numarul
de puncte din reteaua de discretizare, mai precis gradul polinomului de interpolare este cu
unu mai mic decat numarul de puncte din tabelul de date (de exemplu prin doua puncte
trece in mod univoc o dreapta, prin trei puncte o parabola, etc.). In functie de cum se

aleg functiile de baza se obtin diferite metode de interpolare globala.

4.3.1 Metoda clasica

In metoda clasici functiile de baza sunt polinoamele algebrice i (x) = 2%, k =0,..., n.
Atunci polinomul de interpolare ([4.I3]), cu conditia ({.I5) devine
g(x) = Z ekt = co+ 1w + e + -+ ™, (4.17)
k=0
iar conditiile de interpolare (LI2) conduc la rezolvarea sistemului de ecuatii algebrice
liniare
Co+ 1o + i + -+ e = Yo
Co+ 1y + et + -+ Gl =
0 171 207 1 =Y (4.18)

co—l—clxn—l-chfl—i—---—i—can:yn
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Figura 4.4: Functiile de baza 2 devin aproape liniar dependente pentru valori ale lui
k>5.

pentru determinarea celor n + 1 coeficient;i.

Calculul coeficientilor polinomului de interpolare se numeste etapa de pregatire iar
evaluarea propriu-zisa a polinomului de interpolare se numeste etapa de evaluare.

In metoda clasica, etapa de pregatire consta in asamblarea si rezolvarea sistemului
(4I8]). Aceasta etapa necesita un efort mare de calcul, corespunzator rezolvarii unui
sistem cu matrice plind, de ordinul O(2n®/3). Etapa de evaluare presupune evaluarea
expresiei (LI7), deci un efort de calcul de ordinul O(2n).

Dezavantajul major al acestei metode nu sta in primul rand in efortul mare de calcul
necesar etapei de pregatire ci, mai ales in aceea ca pentru valori mari ale lui n matricea
coeficientilor sistemului ({I8]) este slab conditionata, pentru ca functiile de baza devin
aproape liniar independente (figlf4]). Din acest motiv aceasta metoda nu se recoman-da
sa fie aplicata pentru polinoame de interpolare de grad mai mare decat 5.

O metoda mai eficienta de interpolare trebuie sa foloseasca functii de baza care sa fie
cat mai deosebite intre ele. Mai mult, ar fi convenabil ca sistemul de ecuatii de rezolvat
in etapa de pregatire sa fie cat mai simplu de rezolvat. Asa se intampla de exemplu in

metoda Lagrange.

4.3.2 Metoda Lagrange

In metoda Lagrange functiile de baza sunt polinoamele Lagrange

H?:O,i#k(x — ;)
H:’L:O,i;ék(xk — ;)

or(x) = li(x) = (4.19)
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—_—

10

Figura 4.5: Functiile Lagrange pentru o retea de discretizare uniforma (stanga), respectiv
neuniforma (dreapta).

iar polinomul de interpolare este

g(x) = chlk(x). (4.20)

Fiecare polinom Lagrange [i(z) poate fi considerat asociat unui nod k, si are propri-

etatea ca ia valoarea 1 cand este evaluat in acel nod si valoarea 0 cand este evaluat in
toate celelalte noduri:

1 daca j =k,
le(x;) = { ’

. (4.21)
0 daca j#k.
Figura ilustreaza polinoamele Lagrange pentru o retea de discretizare cu 5 puncte,

uniforma si, respectiv, neuniforma. Intre nodurile retelei de discretizare polinoamele
Lagrange pot avea valori oricat de mari.

Cu aceasta alegere a functiilor de baza, conditiile de interpolare g(z;) = y;, 7 =0,...,n
devin

Z el () = vy, (4.22)
k=0
de unde, aplicand (£.21)

¢ =y, Jj=0,.

coy M

(4.23)
Practic, sistemul algebric de rezolvat pentru determinarea coeficientilor este unul in care

matricea coeficientilor este matricea unitate, si etapa de pregatire asa cum a fost definita
anterior dispare.

Expresia polinomului Lagrange poate fi scrisa in mod compact ca

g(z) = Zyklk(x) - Z n Hrz':O,i;ék(x — ;)
k=0 = 1l

. (4.24)
i:O,i;aék(x/f — ;)
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In particular, polinomul de interpolare liniar pentru o retea de discretizare cu doua

puncte este

r—x r—x
g(x) = o Lty = (4.25)
To — 1 I — To
iar parabola interpolatoare pentru o retea de discretizare cu trei puncte este
(z — 21)(z — 22) (z — @o)(x — 22) (z — @o)(x — x1)
x) = + + : 4.26
g( ) v ($0 - fl)(xo - $2) v ($1 - xO)(fEI - xz) v ($2 - xo)(iL‘Q - $1) ( )

Implementarea metodei Lagrange se poate face in doua variante. Prima din ele este
o varianta fara pregatire, aga cum rezulta in mod natural din prezentarea de mai sus.
Pentru orice valoare noua din domeniul de definitie, evaluarea polinomului de interpolare
se face cu expresia ([L24]). Efortul de calcul poate fi estimat direct inspectand expresia
(E24)) si este de ordinul T, = O(4n?) pentru ficare evaluare, rezultand un efort de calcul
total pentru evaluarea in m puncte de Ty,_p, = O(4mn?).

O varianta de implementare mai eficienta se bazeaza pe rescrierea relatiei (4.24)) prin

scoaterea fortata a factorului comun
p= H(x — xp), (4.27)

polinomul de interpolare fiind

g(z)=p> (4.28)

— x —

unde coeficientii notati
Yk

H;L:O,j;ék (zk — )

vor fi calculati in etapa de pregatire. Pseudocodul acestei variante este urmatorul.

ap = (429)

procedurd Lagrange_pregatire(n, z, y, )
; pregateste coeficientii din metoda Lagrange
; declaratii - parametri de intrare

intreg n ; dimensiunea problemei - numarul de intervale

tablou real z[n|,y[n] ; tabelul de valori, indici de la zero
; declaratii - parametri de iegire
tablou real a|n] ; coeficientii
pentru k =0,n
Ak = Yk
pentru j =0,n

dacd j # k atunci ay = ai /(2 — ;)
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retur

functie Lagrange_evaluare(n, x,y, o, xert)
; evalueaza polinomul de interpolare Lagrange in punctul xcrt

; declaratii - parametri de intrare

intregn ; dimensiunea problemei - numarul de intervale
tablou real z[n|,y[n] ; tabelul de valori, indici de la zero

tablou real «[n] ; coeficientii

real zcrt ; punctul de evaluat

; alte declaratii
real p, s
p=1
pentru k =0,n
; vezi comentariul de mai jos
p=px* (xert — xy)
[ ]
s=0
pentru k =0,n

s =s+ag/(xert — xy)
[

intoarce s*p

In acest caz etapa de pregatire are ordinul de complexitate 7, = O(2n?), iar etapa de
evaluare ordinul 7, = O(5n), rezultand un efort de calcul total Ty, _., = O(2n* + 5mn).

Asa cum este scris, pseudocodul etapei de evaluare esueaza daca punctul de evaluare
coincide cu unul din punctele din tabel, din cauza impartirii la zero. Un algoritm intelept
trateaza si astfel de cazuri particulare. In acest caz se poate adauga urmatoarea linie de

cod in spatiul lasat liber al pseudocodului de mai sus:

dacd |zcrt — x| < zeroul_maginii() atunci Intoarce yi

Reamintim ca testarea egalitatii numerelor reale nu se poate face decat cel mult pana la

zeroul magini (vezi discutia i algoritmul de la pagina [34]).
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4.3.3 Eroarea de trunchiere

In cazul in care functia de interpolat f este continua si derivabila de un numar finit de

ori, se poate obtine o margine a erorii de interpolare

e(z) = f(z) — g(2), (4.30)

care poate fi privita ca o eroare de trunchiere deoarece interpolarea cauta o aproximare

intr-un spatiu finit dimensional de functii.

Datorita conditiilor de interpolare (A.I1]), eroarea de interpolare este nula in nodurile
de interpolare
e(rg) =0, k=0,...,n (4.31)

si, In consecinta, putem considera o aproximare a erorii de interpolare de tipul

n

E(r) =a]](x - z), (4.32)

k=0
unde a tine seama de abaterile dintre functiile f si g. Notam diferenta intre eroarea de

interpolare e(z) si aproximarea ei prin polinomul F(z) cu:
h(z) = e(x) — E(x) = f(z) — g(x) — a [ [(z — zp). (4.33)
k=0

Este evident ca h(x) se anuleaza in toate nodurile retelei de interpolare
hzg) =0, k=0,...,n. (4.34)

Este interesant ca, alegand convenabil constanta a, de exemplu

 J@) ~g(a)
[Ti-o(a— xy)’

unde « este ales arbitrar in intervalul [a, b], h(z) se mai anuleaza intr-un punct si anume

(4.35)

h(a) = 0. (4.36)

In consecinta, h are n + 2 radacini: «, xg, ..., x,. Daca presupunem [ continua si

derivabila, atunci si h este continua si derivabila, iar functia

W(x) = f(z) = ¢ (z) — aPy (), (4.37)

unde P,(z) = [[,_,(a — ) are, conform teoremei lui Role, n + 1 ridacini. Dacd I’ este
continua si derivabila, atunci h” are n radacini. Continuand rationamentul, va rezulta ca

h("*+1) va avea o singura radicina & € [a, b):

Rt (€) =0, (4.38)
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Dar deoarece g1 (x) = 0 rezulta ci

R () = FOHD(z) — a(n + 1)), (4.39)
de unde f(”+1)(§)
= (4.40)

Deoarece h(a) = 0, rezulta ca

(n+1) (£ {
JEHTS!) | J [CEED] (4.41)

k=0

e(a) = E(a) =

Dar « a fost ales arbitrar, astfel incat, in relatia de mai sus se poate substitui « cu z.

In concluzie, pentru orice x exista un £ € [a, b] astfel incat eroarea de interpolare este

(1) (g P
e(x) = B9 H(z — ). (4.42)

|
(n+1)! Pt
Sa consideram o margine M, a derivatei de ordinul n + 1 a functiei f:
[ (@) < Mpya, (V) € [a,0]. (4.43)

Rezulta atunci ca eroarea de interpolare este marginita de

le(z)] < (fff)! k];[o |z — 2. (4.44)

Eroarea de interpolare depinde deci de marginea derivatei de un ordin egal cu numarul
de puncte de tabel. Aceasta afirmatie este ilustrata in fig/d.6l
4.3.4 Metoda Newton

In metoda Newton functiile de baza sunt alese astfel incat matricea sistemului de

rezolvat in etapa de pregatire a coeficientilor sa fie triunghiular inferioara:

QOO(ZU) =1,
p1(z) = (z — x0),
pa(x) = (z — xo)(z — 1), (4.45)

pn(@) = (& = x0) (2 = 21) - (T = @y a)-

Polinomul de interpolare (4.13)) este atunci

g(x) =cotci(x—xo)+ea(x—xo)(x—21)+- -+ ep(x—z0)(x—21) - (T —201), (4.46)
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Figura 4.6: Ilustrarea formulei (4.44]) in cazul unui tabel de valori cu doua puncte. Pre-
supunand ca functia adevarata este o parabola, atunci eroarea de interpolare este mai

mica pentru parabola fi, care are derivata de ordinul doi (curbura) mai mica.

iar conditiile de interpolare (LI4]) devin

(
Co = Yo,

Co + 01(1’1 - l‘o) = Y1,

q Co+ci(me — xo) + cale — T0) (T2 — 1) = Yo,

co + c1(xy, — x0) + co(xn — x0) (Tn — 1) + -+ - Cp(Tn — x0) (T — 1) -+ (Ty, — Tp1) = Y.
(4.47)

Sistemul de rezolvat in etapa de pregatire are structura inferior triunghiulara si se va
rezolva prin substitutie progresiva. Coeficientii reprezinta diferente divizate ale functiei

fata de submultimi ale nodurilor de discretizare:

( CoZZ/to[%]
c1 = (y1 — wo)/(x1 — o) = flz0, 71]
c2 = [ya — Yo — (Y1 — Yo)/ (w1 — 20) (22 — 0)] /(22 — T0) /(w2 — 1) = f[20, 71, T2,

( n == flro,z1, T2, ..., Ty
(4.48)
In general, diferenta divizata fata de o submultime a nodurilor retelei de discretizare

se defineste in mod recursiv astfel:

Floi Titts - - Tiem] = [t Tivas - -+ Tigm] — flo0, Tig1, - Tigm—1] , (4.49)
Litm — Li

unde diferenta divizata fata de o submultime cu un punct este valoarea functiei in acel
punct flz;] = f(zy).
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Urmatoarele doua proprietati ale diferentelor divizate sunt importante in contextul

interpolarii cu metoda Newton:

e Variabilele independente pot fi permutate intr-o diferenta divizata fara ca valoarea
functiei sa se modifice. Acest lucru este evident pentru diferenta divizata fata de o

submultime cu doua noduri:

flao,m = LT TER IO~ o) a0

si, pe baza relatiei de recurenta (4.49), aceasta proprietate poate fi generalizata

pentru o multime oarecare de noduri.

e Diferenta divizata fata de o submultime cu doua puncte identice este derivata
functiei:
x1) — f(x
f[xo,x(]] — lIim f( 1) f( 0)

= f . 4.51
e T — Zo f'(x0) ( )

Legatura dintre diferentele divizate ale unei functii si derivatele sale poate fi gener-

alizata, aga cum se va vedea in cele ce urmeaza.
Polinomul de interpolare (L.46]) cu coeficientii dati de (£4]) este

g(x) = flwo] + flwo, x1](z — xo) + flxo, 1, o) (x — xo) (2 — 1) + - -

o flrosm, w3 — 20)(m — 1) - (T — Tasa). (4.52)

Daca nodurile de interpolare tind toate catre acelagi punct xg, atunci polinomul de

interpolare g(x) tinde catre seria Taylor a functiei f in zq:

flwo] + flxo, 2] (z — 20) + flx0, T0, T0) (T — 20)* + - -+ fT0, T0, - . ., W] (T — ()™, (4.53)
n+1

In consecinta, termeni succesivi ai polinomului interpolarii Newton aproximeaza termeni
corespunzatori din dezvoltarea in serie Taylor. Acest lucru confera un avantaj deosebit
metodei Newton fata de metoda Lagrange, pentru ca ea permite controlul erorii de
trunchie-re, efortul de calcul putand fi adaptat preciziei impuse solutiei. Mai mult, atunci
cand se adauga un punct suplimentar in reteaua de interpolare, se poate porni de la inter-
polarea cu un grad mai scazut si trebuie doar adaugat un singur termen in suma, nefiind
necesara refacerea totala a calculelor ci doar evaluarea unui singur termen suplimentar.
Daca g(z) reprezinta interpolarea functiei f(z) pe o retea cu nodurile xg, z1, ..., Z,,
atunci la adaugarea unui nod nou x,,; (care poate avea orice pozitie fata de punctele

anterioare), noul polinom de interpolare va fi

h(z) = g(x) + flzo, 21, .., Tp, Tpya](x — zo)(x — 1) -+ (T — 2p). (4.54)
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Conditia de interpolare pentru noul punct este h(x,11) = f(x,41), deci

f(@ni1) = g(@ni1) + flro, 71, Ty T [ (T — 20) (T — 1) -+ (Tpgs — ). (4.55)

Deoarece x, 1 poate fi ales arbitrar, in ({55]) putem inlocui x,,, cu x, deci

f(x) =g(x) + flro, x1, ..., xn, x|(x — 20)(x — 1) - - (T — T), (4.56)

de unde rezulta ca eroarea de trunchiere facuta la interpolarea functiei f pe reteaua de
noduri xg, x1, ..., T, este

n

e(x) = f(z) — g(x) = flxo, 1, ..., Tp, x] H(x — Tg). (4.57)

k=0

Am demonstrat insa si ca eroarea de interpolare este data de formula (£42):

FUIE)
e(r) = ——= T — Tg). 4.58

k=0
Cum pentru un tabel de valori dat polinomul de interpolare global este unic, rezulta ca
cele doua erori de trunchiere (57) si (A58) sunt acelasi, de unde rezulta ca, pentru orice

diviziune, exista & astfel incat

FD(E)

TESIE (4.59)

f[x07x17"'7xnax] =

Iata deci ca, diferentele divizate pe o retea cu mai mult de doua noduri reprezinta
aproximari ale derivatelor de ordin superior, ordinul derivatei fiind cu unu mai mic decat
numarul de noduri ale diviziunii. In particular, daca in relatia (£59) toate nodurile tind
catre xg, rezulta ca are loc:
1
f(n+ )(3;0)

f@mfﬁo» > #UO,JU(j = m (4.60)

n-—+2

Algoritmul metodei Newton se bazeaza pe calculul tabelului diferentelor divizate in

etapa de pregatire, calcul ilustrat de urmatoarea schema:

0 1 2 e Tp—1 Tn
yo = flzo] y1 = flz1] y2 = flz2] Yn—1 = flzn—1] yn = flon]
flzo, z1] flz1, z2] o flen—1,2n]
flzo,z1, 2] flzn—2,Tn_1,2n]

flzo, 1, .. @n]

In total sunt calculate n(n + 1)/2 diferente divizate, din care utile pentru polinomul
de interpolare sunt doar n, si anume valorile marcate cu rosu in schema de mai sus.

Pseudocodul metodei Newton este urmatorul.
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procedurd Newton_pregatire(n, z, y, dd)
; pregatesgte diferentele divizate din metoda Newton
; declaratii - parametri de intrare
intregn ; dimensiunea problemei - numarul de intervale
tablou real z[n|,y[n] ; tabelul de valori, indici de la zero
; declaratii - parametri de iesire
tablou real dd[n|[n] ; diferentele divizate
pentru j =0,n

dd(0, 7) = y(j)
[ ]
pentrui=1,n

pentru j =0,n —1

dd(i, j) = (dd(i —1,5) — dd(i = 1,5 = 1))/(x(j + i) — x(j))

retur

functie Newton_ evaluare(n,z,y, dd, xcrt)
; evalueaza polinomul de interpolare Newton in punctul xcrt

; declaratii - parametri de intrare

intregn ; dimensiunea problemei - numarul de intervale
tablou real z[n|,y[n] ; tabelul de valori, indici de la zero

tablou real dd[n|[n] ; diferentele divizate

real zcrt ; punctul de evaluat

real yert ; valoarea functiei in punctul de evaluat

yert = dd(n, 0)
pentru k =n—1,0,—1

yert = dd(k,0) + (xert — ) * yert
[ ]

Intoarce yert

Functia de evaluare se bazeaza pe scrierea polinomului sub forma
gx)=co+ (x —x0) [cr + (x — 1) [ca + - - [cntr + cu(T — )] -+ ]] - (4.61)

In etapa de pregitire se efectueazi Yor,2(n —1) = 2n(n — 1)/2 operatii, aceasta
etapd avand ordinul de complexitate T, = O(n?). Deoarece etapa de evaluare are ordinul
de complexitate T, = O(3n), rezulta un efort de calcul total in metoda Newton Ty =
O(n? + 3mn).
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Rezumand, efortul de calcul pentru cele trei metode de interpolare globala discutate,

este prezentat in tabelul E.1l

Tabelul 4.1: Efortul de calcul pentru metodele de interpolare globala.
Metoda | Pregatire Evaluare

Clasica | O(2r*/3) O(2mn)
Lagrange | O(2n%)  O(5mn)
Newton | O(n?) O(3mn)

In concluzie, metodele clasica, Lagrange, Newton dau teoretic acelagi rezultat pentru
ca polinomul de interpolare est unic. Dintre toate, metoda Newton este cea mai eficienta
din punct de vedere al timpului de pregatire, cat si a celui de evaluare. Avantajul major
este insa acela ca metoda Newton permite controlul erorii de trunchiere. Evaluarea poli-

nomului de interpolare cu controlul erorii de trunchiere este data de procedura urmatoare:

procedurid Newton_evaluare2(n, x,y, dd, zcrt, yert, et)
; evalueaza polinomul de interpolare Newton in punctul xcrt

; declaratii - parametri de intrare

intreg n ; dimensiunea problemei - numarul de intervale
tablou real z[n|,y[n] ; tabelul de valori, indici de la zero

tablou real dd[n|[n] ; diferentele divizate

real xcrt ; punctul de evaluat

real yert ; valoarea functiei in punctul de evaluat

real et ; eroarea de trunchiere

yert = dd(n — 1,0)
pentru k =n—2,0,—1
yert = dd(k,0) + (xert — ) % yert

[ ]
et = dd(n,0)
pentru k =0,n—1
et = et * (xert — xy,)
[ ]

retur
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4.3.5 Un exemplu simplu

Sa ilustram cele trei metode prezentate pana acum pentru tabelul de valori:
-1 2 4

Deoarece tabelul are trei puncte, polinomul de interpolare globala va fi de gradul doi.

In metoda clasica, polinomul de interpolare este de forma
g(x) = co + c17 + co2?, (4.62)

unde cei trei coeficienti necunoscuti se determina prin impunerea conditiilor de interpolare

g(=1) = 6,
g(2) = 9, (4.63)
g(4) = 49,

care conduc la rezolvarea sistemului algebric liniar

Co — c1 + Co = 6,
Co + 201 + 402 = 9, (464)
co + 4c; 4+ 16cy = 49.

Solutia acestui sistem este cg = —7, ¢; = 2, ¢ = 3, de unde rezulta expresia polinomului
de interpolare g(z) = 3z + 2z — 7.

In metoda Lagrange, se construiesc polinoamele de interpolare Lagrange:

(x —2)(x — 4) r? — 6x + 8

lo(z) = S Ty R (4.65)
hiz) = (é I BE i)) - —_3;: _— (4.66)
b(z) = ((x il 1;22 j)) _ —L- 2 (4.67)
iar polinomul de interpolare globald este
g(z) = —6ly(x) + 9y (z) + 49ly(z) = 32° + 22 — 7. (4.68)

In metoda Newton se construieste mai intai tabelul diferentelor divizateH:
-1 2 4

flzo] = —6 fle] =9 flxs] = 49
flro, 1] =5 flz1, o] = 20

f['r()vxla'rﬂ =3

2flxo,x1] = (9+6)/(2+1) =5, flr1, 2] = (49 — 9)/(4 — 2),f[x0, v1,72] = (20— 5)/(4 + 1)
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Polinomul de interpolare se calculeaza usor ca
g(r) = —6+5(x+1)+3(x+1)(z—2)=32"+2rv—T7. (4.69)

Daca adaugam un nou punct in acest tabel
x|-1 2 4 3

y|-6 9 49 10

putem calcula usor polinomul de gradul trei. Tabelul diferentelor divizate se completeaza

cu noile valori

-1 2 4 3
-6 9 49 10
3 20 39
3 19

4

iar polinomul de interpolare este
h(z) = 32> + 20 — 7T+ 4(z + 1)(z — 2)(z — 4) = 42 — 172* + 102 + 25.

Termenul e(x) = 4(x + 1)(x — 2)(x — 4) reprezinta eroarea de trunchiere a polinomului
de interpolare de grad doi g(x) = 3z* + 2z — 7 pentru tabelul de valori ce contine patru

puncte.

4.3.6 Interpolarea Chebyshev

Toate cele trei metode de intepolare polinomiala globala descrise mai sus au un foarte
mare dezavantaj daca gridul de interpolare este uniform. Acest lucru a fost pus in evidenta
de Runge care a observat c& la interpolarea functiei f : [—5,5] — R, f(z) = 1/(1 + %)
pe o retea echidistanta de puncte apar oscilatii la capetele polinomului de interpolare,
oscilatii cu atat mai mari cu cat gradul polinomului este mai mare (fig. A.7). Efectul de
oscilatie a polinomului de interpolare intre nodurile retelei de interpolare se numeste efect
Runge.

Efectul Runge se poate explica prin faptul ca eroarea de trunchiere data de (4.42)
poate fi oricat de mare datorita faptului ca f"1(¢) poate fi oricat de mare.

Efectul Runge se poate elimina daca nodurile retelei de interpolare se indesesc catre
capetele domeniului. Oscilatii minime ale polinomului de interpolare se obtin daca plasarea
nodurilor in interiorul domeniului de definitie se face in concordanta cu radacinile poli-

noamelor Chebyshev. In intervalul [—1,1], acestea sunt

21+ 1
x; = COS (2(;——:_”70 , 1=0,...,n, (4.70)
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Runge(x) Runge(x)
O Puncte folosite pentru interpolare O Puncte folosite pentru interpolare
Polinomul de interpolare 1l 15¢ Polinomul de interpolare

Figura 4.7: Efectul Runge: polinomul de intepolare are oscilatii la capetele intervalului
daca gridul de discretizare este uniform (stanga). Efectul poate fi eliminat prin plasarea

nodurilor de discretizare in conformitate cu radacinile polinoamelor Chebyshev (dreapta).

Printr-o transformare liniara, se poate deduce ca intr-un interval arbitrar [a, b] nodurile

Chebyshev trebuie plasate conform formulei

a+b b—a 2i+1
;= — —7 . 4.71
T 5 T cos <2(n+1)7r> (4.71)

In concluzie, interpolarea Chebyshev este tot interpolarea polinomiala globala
numai ca nodurile retelei de interpolare sunt alese in concordanta cu radacinile

polinoamelor Chebyshev.

De cele mai multe ori insa, utilizatorul nu are libertatea de a alege punctele retelei
de interpolare. De aceea, limitarea acestei metode este aceea ca se poate aplica numai
functiilor definite prin cod i nu tabelar. In cazul functiilor date tabelar, pentru a obtine
polinoame de interpolare care sa nu prezinte efect Runge, este mai eficient daca se foloseste

interpolarea pe portiuni.

4.4 Metode de interpolare polinomiala pe portiuni

Interpolarea polinomiala globala poate suferi de efectul Runge, efect care poate fi elim-
inat 1n cazul functiilor al caror cod este cunoscut prin folosirea unei interpolari Chebyshev.
In cazul functiilor date tabelar, interpolari satisfacatoare se obtin doar daca polinoamele
de interpolare se cauta pe portiuni ale domeniului de definitie. Rezultatul interpolarii
pe portiuni este ceea ce In matematica se numeste ”functie cu acolada”, spre deosebire
de interpolarea globala al carei rezultat este o singura expresie compacta, valabila pe tot

domeniul de definitie.
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4.4.1 Interpolarea liniara pe portiuni

Cea mai simpla interpolare pe portiuni este aceea in care functiile de baza ¢x(z)

sunt polinoame Lagrange [x(z) definite pe portiuni. Ele satisfac de asemenea conditiile

liniara (fig. €.8):

lp(x) = 1 i lp(x;) = 0 pentru j # k, dar variatia intre nodurile grilei de discretizare este

T—x ¥
s daca  x € [x0, 7]
S

4.72
0 daca € (a1, 2, (4.72)
T—Tl—1 v
e daca  w€ |z, Tk)
() S dacd @ € [og, W] k=2n—1 (4.73)
0 daca =z )

L Onol daca x
Tn—Tn—1
0 daca T

]
4.74
I(),Z)’Jn_l) ( )

(4.75)

este chiar linia poligonala care unegte punctele retelei de interpolare (fig. FL9]). Folosirea
acestui polinom in afara domeniului de definitie se numeste extrapolare.

- ~ : ¥ 8 ; ; ; ; ;
LA S n O Puncte folosite pentru interpolare
0.9F 2 “ Sz LAY q Interpolare cu pol. Lagrange globale
" . ] H 6 = = = Interpolare cu pol. Lagrange pe portiuni| |
0.8 ; A ] (] i
’ * '
0.7f : he o
" . — ) i H
. ’ '
0.6 ’ =] ; 1
1 AN 2
2 os < e 1,(x) 3 l‘
= s S “ -] 2 .
L r . ] -
oar . 1,60 i
N A
03f s ' !
A N 1
’ .
0.2r -y \ 7 "
' L] E
0.1r# . 5
] § s ! 1
o S AV 4 i i i
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
X
Figura 4.8: Functii Lagrange pe

Figura 4.9: Interpolare globala si inter-
portiuni.

polare pe portiuni.
Polinomul de interpolare are o expresie diferita pe fiecare sub-interval definit de reteaua
de discretizare

g(z) = Yk+1 — yk(

T — x) + Y,
Th+1 — Tk

pentru x € [xg, Tpy1), k=0,...,n—1.  (4.76)
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Polinomul de interpolare este continuu, i de aceea nu are importanta in care interval
(la stanga sau la dreapta) este inclus un nod al retelei de interpolare. Procedura de
evaluare a polinomului de interpolare liniara pe portiuni se reduce in ultima instanta la
evaluarea ecuatiei unei drepte care trece prin doua puncte date, de coordonate (xy,yy)
si, respectiv, (41, Ypr1). Singura dificultate este de a determina sub-intervalul din care
face parte punctul de evaluat xcrt.

Pseudocodul urmator evalueaza un polinom de interpolare liniara pe portiuni, in care
cautarea intervalului in care se afla punctul de evaluat se face prin metoda cautarii binare.
Ideea acestei metode este de a elimina la fiecare iteratie jumatate din numarul de intervale
posibile prin compararea punctului de evaluat cu punctul din reteaua de discretizare
care iImparte numarul de intervale posibile in doua. Pseudocodul acestei metode a fost

prezentat la pagina

funcgie interpolare_lpp(n, z,y, zcrt)
; evalueaza polinomul de interpolare liniara pe portiuni in punctul xcrt

; declaratii - parametri de intrare

intreg n ; dimensiunea problemei - numarul de intervale
tablou real z[n|,y[n| ; tabelul de valori, indici de la zero
real zcrt ; punctul de evaluat

k = cauta(n, z, zcrt)

intoarce (Yrs1 — Yk)/(Tpr1 — k) * (xert — xx) + yp

Interpolarea liniara pe portiuni are dezavantajul ca functia obtinuta prin interpolare nu
este derivabila in nodurile retelei de interpolare. Pentru a genera interpolari pe portiuni
care sa nu fie numai continue ci si derivabile este necesara cresterea gradului polinoamelor

care se folosesc pe portiuni.

4.4.2 Interpolarea Hermite

O functie de interpolare derivabila s-ar putea construi daca s-ar cunoaste valorile
derivatelor functiei de interpolat in nodurile retelei de interpolare.

Se definegte astfel problema interpolarii Hermite ca fiind problema interpolarii unei
functii pe o retea de noduri xj in care se cunosc valorile functiei y; si valorile derivatelor

acesteia y;. Tabelul de valori necesar pentru o interpolare Hermite este deci de tipul

I‘ ’Z.O ’:Cl DY I‘k DR :L‘n

Yo Y1 - Y o Un

/

Yo Y1 o Yo o Y
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Pe fiecare subinterval [z, z; 1] unde k = 0,...,n — 1 trebuie puse patru conditii de

interpolare: doua pentru valorile functiei si doua pentru valorile derivatei la capete:

9(k) = yr,

9(ZTrt1) = Yrs1, (4.77)
9' (@) = Y,

9 (Trs1) = Ypya-

Aceste conditii asigura continuitatea si derivabilitatea polinomului de interpolare.

Deoarece se doreste ca impunerea conditiilor de interpolare sa conduca la un polinom
unic, rezulta ca pe fiecare subinterval trebuie considerat drept polinom de interpolare unul
de grad trei. Cei patru coeficienti ai polinomului de interpolare vor rezulta in mod unic
din impunerea conditiilor de interpolare (AL.77). Pentru simplificarea calculelor, este util

ca polinomul de interpolare pe portiuni sa fie scris ca
g(x) = cop + e — x1) + cop(@ — 21)? + cap(x — 21)?, = € [2h, Tpsa], (4.78)
derivata lui fiind
g (z) = cip + 2cor(x — x1) + 3esp(z — )2, T € (T4, Tpgr)- (4.79)

Impunand cele patru conditii de interpolare rezulta urmatorul sistem de patru ecuatii cu

patru necunoscute

Cok = Yk,
Cor + e (Trp1 — o) + Cou(Trr — ) + c3r(Tpg1 — Tu)® = Yra1, (4.80)
Cik = y;gu
Cik + 20k (Thy1 — k) + 3eap(Trin — 21)° = ?/fc+17
a carui solutie este
Cok = Yk,
clk = y,Z;J (4 81)

ok = [B(ykr1 — Yn) — (@ar1 — 26) (24 + Yhi1)] /(Trar — z)%,
C3k = [(yl/chl + ) = 22Yk41 — Yr)/(Thy1 — xk)] J(Tpi1 — xp)%

Problema interpolarii Hermite este aceea ca de cele mai multe ori nu se cunosc informatii
despre derivatele functiei. Evaluarea derivatelor se face numeric gi aceasta etapa este nu-
mita etapa de pregatire a interpolarii Hermite. Exista mai multe variante de a aproxima
numeric derivatele. O prima varianta, cunoscuta sub numele de interpolare Bessel, este

de a folosi formule simple pentru aproximarea derivatelor. De exemplu, la extremitati se
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poate considera o aproximare liniara pe ultimul subinterval i atunci valorile se aprox-
imeaza cu
r Y1 — Y / Yn — Yn—1

=20 JhTo 4.82
y(] T — 3:0 yn Ty — xn717 ( )

iar in nodurile interioare, derivand expresia unei parabole ce interpoleaza trei noduri

consecutive, se poate deduce o formula aproximativa de tipul

Jl = Byps1 + (&% — B2y — &Y
g af(a+ B)h ’

unde am notat xp,1 — xr = ah, ry — x_1 = [Sh. Aceasta abordareH nu este tocmai

(4.83)

naturala pentru ca interpolarea Hermite foloseste pe portiuni polinoame de ordinul 3 si
nu de ordinul 1 sau 2 cum sunt presupuse in formulele (£82) si (£83).

Metoda cea mai avantajoasa de evaluare a derivatelor este cea in care ele se deduc din
impunerea unor conditii de continuitate suplimentare pentru derivata a doua a polinomu-
lui de interpolare in nodurile retelei de interpolare. In acest caz, interpolarea Hermite se

numeste interpolare spline cubica clasica. In nodurile interioare se impune conditia:
g (g —0)=¢"(zx+0), k=1,...,n—1. (4.84)
Din ({.79) rezulta expresia derivatei a doua a polinomului de interpolare
g"(x) = 2cop + 6c3p (v — 1), T € [Tk, Tpy1]- (4.85)
Conditia (£84) devine
2¢9 -1+ 6¢3 51 (T — Th—1) = 2¢04, k=1,....,n—1 (4.86)
Simplificand relatia cu 2 si inlocuind expresiile coeficientilor date de (A&]]), relatiile (A.8al)

devin
1 9 ( 1 N 1 ) ;o 1 ,
y — y —y —
T — Th—1 ot T — Th—1 Tk+1 — Tk i Tk+1 — Tk o

Yk — Yr—1 Yk+1 — Yk
=3 3 . 4.87
(e =2 (oo —an)? (4.87)

Cele n — 1 relatii (£.87) contin n + 1 necunoscute. Pentru unicitate se impun inca
doua conditii la capete. O varianta este sa se impuna valorile derivatelor y; si y/, ca
la interpolarea Bessel, caz in care se spune ca s-au impus conditii fortate la capete. O
alta varianta este aceea in care la capete se impune ca derivata a doua a polinomului de

interpolare sa fie zero:
" (x9) =0, ¢"(x,)=0. (4.88)

3Formulele ([A.82)) si ({83)) sunt formule de derivare numerica, problema explicata in detaliu in capitolul

urmator.



4.4. Metode de interpolare polinomiald pe portiuni 167

In acest caz se spune ca s-au impus conditii naturale la capete. Dupa impunerea acestor
conditii, sistemul (487) devine bine formulat. El este un sistem tridiagonal din a carui
rezolvare rezulta valorile derivatelor necesare calcului coeficientilor polinomului de interpo-
lare Hermite. Din impunerea conditiei naturale la capatul din stanga rezulta urmatoarea

relatie ce trebuie sa existe intre derivatele functiei:

Y1 — Yo
21 1 =37"—— 4.89
Yo + ¥ 1 — Zo ( )
iar din impunerea conditiei la capatul din dreapta rezulta

Tp — Tn—1

Oricare ar fi modul de tratare a extremitatilor, interpolarea spline cubica clasica are
avantajul ca minimizeaza curbura patratica medie a polinomului de intepolare, mai precis

expresia ,
/ (" ()" da (4.91)

este minima fata de orice alta interpolare polinomiala pe port;iuni@. Datorita acestei
proprietati, in aceasta interpolare nu apar oscilatii nedorite intre punctele retelei de in-
terpolare.

Algoritmul interpolarii spline cubice este urmatorul:

functie pregateste_spline(n, z,y, yder)
; calculeaza derivatele functiei in nodurile retelei de discretizare

; declaratii - parametri de intrare

intregn ; dimensiunea problemei - numarul de intervale
tablou real z[nl,y[n] ; tabelul de valori, indici de la zero

tablou real yder|n] ; parametri de iegire

tablou real p[n|, ¢[n], r[n] ; matricea tridiagonala asamblata

; asambleaza matricea tridiagonala

qo =2

g = 1

bo = 3(y1 — yo)/ (21 — o)

pentru k=1,n—1
= 1/(zp — 21-1)
QG = 2/(xp — xp—1) + 2/ (Tps1 — o)
T = 1/(:Ek+1 — ZEk)

4In limba engleza spline Inseamna, printre altele, o fagie de lemn, destul de elastica, folosita pentru

desenarea curbelor, ca un florar.
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1 O

N

Runge(x)
O Puncte folosite pentru interpolare
Polinomul de interpolare spline ||

0.8

Figura 4.10: Interpolarea spline a functiei Runge pe o retea uniforma de puncte.

bk = 3(yr — Yb—1)/ (T — T1-1)” + 3(Yrr1 — Yk)/ (Trg1 — 21)°

[ ]

Pn=1

Qn = 2

by, = S(Qn - ynfl)/(mn - J"nfl)

Gauss_tridiag(n + 1, p, ¢, r, b, yder) ; procedura descrisa la pagina

functie aproximare_spline(n, x,y, yder, xcrt)
; evalueaza polinomul de aproximare spline in punctul zert

; declaratii - parametri de intrare

intregn ; dimensiunea problemei - numarul de intervale
tablou real z[n|,y[n],yder[n]  ; tabelul de valori, indici de la zero
real zcrt ; punctul de evaluat

k = cauta(n, z, xcrt)

Ok = y;

clk = ydery,

h=xp1 — g

2k = (3(yry1 — yr) — h(2 * ydery + ydery1))/h?

c3k = (yderyi1 + ydery — 2(yxi1 — yi)/h)/h?

hert = zert — xy,

intoarce cOk + clk * hert + c2k * hert? + c3k * hert?

Rezultatul rularii unui astfel de algoritm este prezentat in fig. [4.10l
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Derivarea numerica

Necesitatea evaluarii derivatelor functiilor este importanta in problemele de inginerie.

Ele apar, de exemplu, in relatii utile pentru evaluarea unor marimi (curent, tensiune), in

.....

.....

bazeaza pe interpolare. Formulele de derivare numerica provin din derivarea polinomului
de interpolare si ele se reduc la calcule aritmetice ce folosesc formule relativ simple.

Un alt exemplu in care apar derivate este cel in care modelul matematic al problemei
conduce la ecuatii sau sisteme de ecuatii diferentiale, foarte putine dintre acestea putand
fi rezolvate prin metode analitice. Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind formule de
derivare numerica pentru derivatele ce intervin este cunoscuta sub numele de metoda
diferentelor finite.

5.1 Formularea problemei derivarii numerice

Vom presupune mai intai cazul unui functii reale ce depinde de o singura variabila
reala. Problema derivarii unei astfel de functii se formuleaza astfel.

Se da functia f : [a,b] — R (cunoscuta prin date sau prin cod) si se cere evaluarea
numerica a derivatei f’(z), unde zy € [a, b].

Matematic, derivata se defineste ca o limita
(5.1)

O astfel de expresie nu poate fi calculata cu un calculator numeric deoarece evaluarea
unei limite ar presupune o procedura cu un numar infinit de pasgi. Metodele de derivare
numerica vor fi afectate in consecinta si de erori de trunchiere, nu numai de erori inerente

si de rotunjire. Mai mult, pe masura ce x se apropie de xy si f(x) se apropie de f(xg),

169
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ceea ce Insemna ca membrul drept care trebuie evaluat tinde catre cazul nedeterminat
0/0. Este de agteptat atunci ca evaluarea unei astfel de limite cu o formula aproximativa
de tipul (f(x) — f(z0))/(x — x¢) sa ridice probleme numerice atunci cand z este ales prea
aproape de xy. Pe de alta parte, evaluarea derivatei printr-o diferenta divizata poate

introduce erori inacceptabile atunci cand x nu este suficient de apropiat de xg.
Problema derivarii numerice este strans legata de problema interpolarii sau aproximarii
functiilor. Orice fel de derivata poate fi reprezentata ca fiind derivata functiei aproximative
obtinute prin interpolare sau aproximare. Daca notam cu g(z) interpolarea sau aprox-
imarea functiei f(z) atunci derivata numerica ¢’'(z) va aproxima derivata exacta f'(x):

J) =Y m )= L

Evident ca precizia cu care se face interpolarea sau aproximarea va determina precizia

(5.2)

de calcul a derivatei numerice.

5.2 Formule de derivare numerica

5.2.1 Formule de derivare cu eroare de ordinul 1

Cea mai simpla si mai robusta metoda de interpolare este metoda interpolarii liniare
pe portiuni. Functia g este derivabila in interiorul intervalelor definite de reteaua de

interpolare (Fig[5]). Derivata ei este o functie constanta pe portiuni (Figl5.2]).

20

15 | —e—g

— f

101

20

151

101

Figura 5.1: Functia reala f gi interpo- Figura 5.2: Aproximarea derivatei f’ cu

larea ei pe portiuni g. valoarea ¢'.

In nodurile de interpolare functia nu este derivabila. Intr-un astfel de nod am putea

prelungi fie valoarea derivatei din dreapta, obtinand o formula de derivare progresiva de
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ordinul 1:
/ Ye+1 — Yk
y = — 53
b Tp+1 — Tk ( )
fie valoarea derivatei din stanga, obtinand o formula de derivare regresiva de ordinul 1:
/ Y — Yk—1
Y = ———. 5.4
e (5-4)

Ordinul erorii de trunchiere specifice acestei aproximari se poate estima cu ajutorul

dezvoltarii in serie Taylor a functiei f in jurul punctului xy:

/(6

F@) = o) + P @) =2 + 2 @ - (5.5)
Evaluand aceasta expresie in x = x4 rezulta ca
o = vt 1@ e — ) + L (e — ), (5:6)
de unde (6)
CLES L fl(l‘k) = (T — o). (5.7)

Tp+1 — Tk 2!
Presupunand ca functia pe care o derivam are derivata a doua marginita de o constanta
My, unde |f"(z)| < Ms, si notand cu h = x4, — xg, rezultd ca eroarea de trunchiere a

formulei de derivare numerica progresiva folosita este

M

’et‘ S 2 h7 (58)

si se noteaza pe scurt |e;] =O(h). Se spune ca eroarea este de ordinul 1 (1 este puterea

lui h, sau 1 este gradul polinomului de interpolare folosit).

Pentru derivata regresiva (5.4) concluzia este similara, rezultatul obtinandu-se din

evaluarea dezvoltarii (5.5]), care se mai scrie si sub forma

f(@) = fze) + f'(@r) (@ — 2x) + O((x — 21)°) (5.9)
in punctul x = z,_1. Notand z — x,_1 = h rezulta
k-1 =y — f'(zx)h + O(h?), (5.10)
de unde

% — f'(ax) = O(h). (5.11)
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5.2.2 Formule de derivare cu eroare de ordinul 2

Abordarea din paragraful anterior are dezavantajul ca derivata functiei interpolatoare
este discontinua in nodurile retelei de interpolare. Acest lucru poate fi corectat daca se
maresgte ordinul polinomului de interpolare folosit local pentru deducerea formulelor de
derivare numerica.

Sa consideram de exemplu trei puncte consecutive ale retelei de interpolare si polinomul

de interpolare de grad doi care trece prin acestea. Expresia acestui polinom (Lagrange)

este
T —xi)(r—2x T —Te_1)(z—2x
o) ( k) k1) _— ( k—1)( k1) e +
(Tr—1 — ) (Th—1 — Trt1) (zr — Tp—1)(Th — Tpp1)
T —Tr_1)(x —2x
P s SV k) Yrt1, (5.12)
($k+1‘—'$k—1)($k+1‘—iﬂk)
iar derivata lui are forma
r—x)+(x—2x r—Tr 1)+ (@x—2x
J(2) ( k) + ( k1) y/H+( k1) + ( k+1)yk+

(xkfl - xk)<xk71 - xk+1) (xk - xk71)<xk - karl)

(x —zp1) + (x — x)
" (xk—f—l - xk_l)(xk+1 — Qj’k) Ykt1- (513)

Pentru a simplifica scrierea, vom nota hy = xp — xp_1 si he = xxy1 — v Evaluand
polinomul derivat (513) in z se obtine formula de derivare centrata de ordinul 2
U = ey
- e —
b hi(hy + hy) hihy ho(hy + hy

)yk-i-l' (514)

Evaluand polinomul derivat (513) in punctele x5 §i 2541 se obtine formula de derivare

progresiva de ordinul 2

/ 2h1 + hg hl + hg h1

= Yk_1+ — , 5.15
Yt = T i+ h) T Thahy P ha(hy + hy) (5.15)
si, respectiv, de derivare regresiva de ordinul 2
h2 hl + hg hl + 2h2
] = — Y1 — ) 5.16
yk+1 hl(hl + h2>yk 1 hlhg Yk + h2(h1 I h2)yk+1 ( )

In cazul unui pas echidistant h; = hy = h, formulele de derivare de ordinul 2 devin
cele din relatiile (5I7) pentru derivarea centrata, (5.I8) pentru derivarea progresiva si,

respectiv, (B.I9) pentru derivarea regresiva:

/ Yk+1 — Yk—1
— L JRm 5.17
—3Yr—1 + 4Yr — Yr1
Ypo1 = =, (5.18)

2h

/ —Yr—1 — 4y + 3Yrs1
Y1 = 9% .

(5.19)
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Ordinul erorii de trunchiere specifice acestei aproximari se poate estima cu ajutorul dez-
voltarii in serie Taylor in care se retin mai multi termeni. De exemplu, dezvoltand functia
f in vecinatatea lui zj si pastrand inclusiv termenul de ordin 2, eroarea de trunchiere a
seriei este de ordin 3:

//(xk)

2!

fl@) = flze) + fan) (@ — 2p) + ! (z —21)* + O((z — 1)) (5.20)

Daca evaluam aceasta dezvoltare in punctele x;_1 si 23,1 unde presupunem pas echidistant

Tyl — Tp = T — Tp—1 = h, rezulta:

Flarn) = fla) + f(a)h+ f”;”!“"’“)iﬂ +O(h?), (5.21)
flanoy) = flaw) — f(ze)h+ Hgfk)fﬂ —O(h?). (5.22)

Scizand aceste doud relatii rezulta
faer) = fap1) = 2f (@)h + O(h?), (5.23)

de unde rezulta ca formula de derivare centrata are eroarea de trunchiere de ordinul 2:

Pl — f(w) = O(k). (5.24)

Formulele de ordinul 2 sunt mai precise decat formulele de ordinul 1, si aceasta propri-

etate poate fi ilustrata in cazul unui pas echidistant z1 — xy = x — 21 = h (FigE3).

Panta secantei care uneste punctele £—1 si k41 este mai apropiata de derivata in punctul

x;, decat panta secantei care uneste punctul £ cu punctul £ — 1 sau cu punctul £ + 1. In

cazul in care f ar fi functie de gradul doi, derivata centrata este chiar valoarea adevarata
(eroare de trunchiere este 0).

5.3 Algoritmi numerici pentru derivarea functiilor

Algoritmul pentru evaluarea derivatei unei functii intr-un punct depinde de modul in
care este cunoscuta functia.

Daca functia este data tabelar (prin date), atunci se evalueaza derivatele in punctele
din tabel, iar daca se doreste evaluarea derivatei intr-un punct oarecare, se poate face o in-
terpolare liniara pe portiuni a acestor valori. Pseudocodul acestei abordari este prezentat
in paragraful (311

Daca functia este data printr-un cod, atunci avem libertatea de a alege pasul de

derivare. Teoretic, cu cat pasul de derivare este mai mic, cu atat eroarea este mai mica.
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—_—f

= = = panta acestei drepte = f'(xk)

panta acestei drepte = derivata regresiva de ordin 1
= = panta acestei drepte = derivata progresiva de ordin 1
©1ro0 panta acestei drepte = derivata centrata de ordin 2

(Xk+1’yk+l)

Figura 5.3: Semnificatia geometrica a celor mai simple formule de derivare numerica.

Aceasta afirmatie este adevarata doar pentru eroarea de trunchiere, lucru demonstrat an-
terior pentru formule de derivare de ordinul 1 si 2. In calculele numerice apar si erori de
rotunjire care sunt cu atat mai mari cu cat pasul de derivare este mai mic. In acest caz
este necesara estimarea unui pas optim de derivare, aga cum este prezentat in paragraful
0.9, 2l

5.3.1 Cazul functiilor date tabelar

Deoarece, in general, un polinom de interpolare pe portiuni nu este derivabil in nodurile
de interpolare, rezultand o derivata care nu este continua (ca in Fig. [B.2]), se prefera ca
aproximarea derivatei unei functii pe un domeniu sa fie interpolarea (de exemplu liniara)
pe portiuni a derivatelor din nodurile de interpolare, calculate cu formule de derivare

numerica. Pseudocodul urmator ilustreaza aceasta abordare.

procedurd pregatire_derivate(n, x,y, dy)

; calculeaza derivatele numerice in noduri

; declaratii

intregn ; numarul de puncte din tabel minus 1
tablou real z[n],y[n] ; tabelul de valori, indici de la 0
tablou real dy[n] ; valorile derivatelor

; alte declaratii

; la capatul din stanga diferente progresive de ordinul 2
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hl =z — xg
h2 = 29 — x4
dyo = —(2h1 + h2)/(h1(h1 + h2))dyo + (h1 + h2)/(h1h2)dy, — h1/(h2(h1 + h2))dy.
; la capatul din dreapta diferente regresive de ordinul 2
hl=x,_1 — Tp_o
h2 = x, — Tp_1
dy, = —h2/(h1(hl + h2))dy,_o — (h1 + h2)/(h1h2)dy,—1 + (h1 4+ 2h2)/(h2(h1 + h2))dy,
; In nodurile interioare diferente centrate de ordinul 2
pentru bk =1,n—1
hl =z, — x5
h2 = xp 1 — xp,
dyr = —h2/(h1(h1 + h2))dyi—1 — (h1 — h2)/(h1h2)dy; + h1/(h2(h1 + h2))dyk+1

Evaluarea derivatei functiei intr-un punct oarecare xcrt se face apeland procedura de
interpolare liniara pe portiuni prezentata in paragraful [£.4.1] pentru un tabel de valori

format din derivatele in noduri:

rez = interpolare_lpp(n, x, dy, xcrt)

5.3.2 Cazul functiilor date prin cod

In cazul in care functia este data prin cod, pasul de discretizare folosit pentru orice
formula de derivare numerica trebuie ales de utilizator. Eroarea de trunchiere este cu
atat mai mica cu cat pasul este mai mic. Dar, pe langa eroarea de trunchiere, exista si
o eroare de rotunjire, care este cu atat mai mare cu cat pasul este mai mic, deoarece in

formulele derivatelor se fac scaderi cu numere apropiate.

Teste numerice facute pentru calculul numeric al derivatei functiei sinus in punctul
7 /4 arata ca variatia erorii in functie de pasul de discretizare este cea din Figlhdl

Zona de instabilitati numerice, care apare pentru pasi mai mici decat o anumita valoare,
se datoreaza erorilor de rotunjire care devin mai mari decat erorile de trunchiere. Pasul
de la care incep sa predomine erorile de trunchiere se numeste pas optim de derivare
numerica. Pasul optim nu este pasul pentru care eroarea este minima. Dupa cum se
poate observa, erori mai mici se pot obtine pentru pasi aflati in zona de instabilitate.
Lucrul in aceasta zona nu se recomanda, fiind de preferat ca h sa fie in zona in care

predomina erorile de trunchiere, unde erorile se pot estima.

Pasul optim de derivare se poate estima. In cele ce urmeaza vom estima pasul optim

de derivare in cazul formulei de derivare progresiva de ordinul 1.
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10° ¢

Eroarea absoluta a derivatei centrate de ord 2

Eroarea absoluta a derivatei progresive de ord 1
=
o
&
T

-10

10

10 10° 10° 107 10° 10° 10° 107 10° 10° 107 107
Pasul de derivare h Pasul de derivare h

Figura 5.4: Eroarea totala in functie de pasul de derivare pentru formula de derivare

progresiva de ordinul 1 (stanga) gi formula de derivare centrata de ordinul 2 (dreapta).

In paragraful (.2.T] am aratat ca eroarea de trunchiere in cazul folosirii derivatei nu-

merice
/ Ye+1 — Yk Ye+1 — Yk
Y = = 5.25
T T — o h (5.25)
este marginita:
/ / M2
led = lyp = flzn)l < 7, (5.26)

unde M, este o margine superioara a derivatei de ordinul 2 a functiei de derivat: |f”(z)| <

M5, Sa notam cu

marginea erorii de trunchiere.

Sa presupunem ca valorile g, sunt reprezentate cu precizia maxima admisibila in cal-
culator, deci ele sunt afectate doar de erori de rotunjire. In consecinta |e,, /yx| < eps,
unde eps este zeroul maginii. Presupunem de asemenea ca pasul de discretizare h nu este
afectat de erori e, = 0. Aplicand formula erorii la impartire din tabelul [ 1] rezulta ca

eroarea de rotunjire a relatiei (5.25)) este majorata de

leyir| T+ ley,] < ¢ps (91| + [ywl)
h - h

er] < (5.28)

Daca notam o margine superioara M, pentru valorile yx11 $i yx, atunci eroarea de rotunjire

este majorata de

2M,
e, < =02 (5.29)
h
Sa notam cu Y
a, = % (5.30)

marginea erorii de rotunhire.
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Eroarea totala e = ¢; + e, va fi majorata de o expresie ce depinde de pasul de derivare
le] = le: + er| < led] + |er] < ar + a, = m(h) unde

M2 2M0 eps

h)=—7h 5.31
care isi va atinge valoarea minima pentru un pas de derivare optim
min(m(h)) = m(hpginm). (5.32)

= = = Marginea erorii de trunchiere al(h)
— . = . Marginea erorii de rotunjire a((h)

Marginea erorii totale a(h)

Marginea erorii

Figura 5.5: Pasul optim de derivare numerica este pasul de la care incep sa predomine

erorile de trunchiere.

Punand conditia de minim pentru expresia (5.31]), m’(h) = 0, rezulta valoarea optima

a pasului de derivare
5 Myeps

hoptim = M,

(5.33)

In concluzie, pasul optim de derivare depinde de eroarea de rotunjire, de marginea functiei
si de marginea derivatei a doua. El este pasul pentru care marginea erorii totale este
minima gi nu trebuie confundat cu pasul pentru care eroarea totala este minima, pas care

s-ar putea sa fie mai mic decat pasul optim, dar care nu poate fi estimat apriori.

Algoritmul de mai jos calculeaza derivata progresiva de ordinul 1 a unei functii date
prin cod, folosind un pas de derivare optim. Pentru calculul pasului optim, trebuie esti-
mata derivata de ordinul 2. Pentru estimarea ei se foloseste o formula de derivare in trei

puncte, formula ce va fi justificata in paragraful [5.4}

f(x) =2f(x+ h)+ f(x+2h)

MQ ~ h2

. (5.34)
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Se considera ca valoarea pasului optim este rezonabila daca raportul dintre doua
aproximatii consecutive ale acestuia este cuprins in intervalul [0.5,2]. S-ar putea ca algo-

ritmul sa nu fie convergent, de aceea s-a introdus un contor de iteratii.

functie derivata_f(z, h0, maxit)
; calculeaza derivata numerica a functiei f
; folosind diferente progresive de ordinul 1

; si pas optim de derivare

real = ; punctul in care se va evalua derivata
real hQ ; pasul initial
intreg maxit ; numarul maxim de iteratii pentru calculul pasului

; alte declaratii

eps = zeroul maginii () ; vezi pagina [34]
f0=f(x) : valoarea functiei in punctul de derivare
h = h0
k=0
repeta
k=k+1
f1=fla+h)
f2 = f(z+2h)
M2 =|f0—2f1+ f2|/h? ; estimarea marginii derivatei a doua
dacda M2 < eps ; testeaza daca derivata a doua este zero
hoptim = h ; functia e liniara, eroarea de trunchiere e zero
altfel

MO = max(|fO0],|f1],|f2]) ; estimarea marginii functiei
hoptim = 2/ MO * eps/M?2
r = h/hoptim ; rata de modificare a pasului
h = hoptim
pand cénd (k > mawit) sau (r > 0.5 gi r < 2)
intoarce (f(x + hoptim) — f0)/hoptim

5.4 Derivate de ordin superior

Derivatele de ordin superior pot fi privite ca aplicatii recursive ale derivatei de ordinul
unu. O posibilitate de calcul a derivatelor de ordin superior este aceea de a folosi abordarea

din paragraful 5.3.11 De exemplu, se pot calcula derivatele de ordinul doi in noduri apeland
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pregatire_derivate(n, z, dy, d2y)
iar evaluarea derivatei de ordinul doi intr-un punct oarecare se poate face apeland
rez = interpolare_lpp(n, x, d2y, xert)

Experimentele numerice arata ca, procedand astfel, acuratetea rezultatului se pierde pe
masura ce ordinul derivatei creste.

O alta posibilitate este de a deduce formule de derivare pornind de la polinomul de
interpolare initial. De exemplu, folosind expresia (5.13]) rezulta ca derivata de ordin 2 a

polinomului de interpolare este

2 2

"(z) = 1+ +  (5.35

g'@) (Tr—1 — 2p)(Th1 — Ik+1)yk ' (zr — 1) (21 — $k+1)wc ( )
2

+ : 5.36

(Trr1 — Tho1)(Tppn — M)ykﬂ ( )

formula care devine in cazul particular al unui pas uniform xy, 1 — 2 = 2 — 21 = h

1—2
g//(x> _ Yk—1 Y + yk—i-l.

e (5.37)

Pentru evaluarea erorii unei astfel de formule se poate folosi seria Taylor cu un numar

suplimentar de termeni. Astfel, adunand dezvoltarile evaluate in xp 1 si xp_1:

flon) = flo)+ Plagh+ Ty ] ?Ef”’“) BOMY),  (5.39)
free) = fa)— agn+ T e T o 5.30)
se obtine
Fl) + Flai) = 27(x) + F ()l + O(hY). (5.40)
de unde
Yerd Z 206 U1~ O(12). (5.41)

2

Daca s-ar dori estimarea unei derivate de ordinul 3, atunci derivand inca o data (5.35])
s-ar obtine zero, rezultat inutil. In concluzie, polinomul de interpolare initial trebuie
sa aiba un grad suficient de mare pentru ca derivata de ordin superior care intereseaza
sa fie nenula. Acest lucru necesita considerarea a mai mult de 3 puncte consecutive din
tabel. Interpolarea de grad mai mare ar putea conduce insa la aparitia fenomenului Runge
care va afecta si acuratetea derivatelor numerice. De aceea, calculul derivatelor de ordin

superior trebuie evitat pe cat posibil in rezolvarea problemelor cu ajutorul calculatorului.
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5.5 Derivate partiale

Estimarea derivatelor partiale ale unei functii se face folosind aceleasi abordari prezen-
tate pentru derivatele totale. De exemplu, sa consideram o functie reala ce depinde de

doua variabile, definita pe un domeniu dreptunghiular

f(z,y) : [a,b] X [e,d] = R.

d=y

l ()

C=y0
a=x i b=x

Figura 5.6: Discretizarea domeniului de definitie al functiei f(z,y) : [a,b] X [c,d] — R.

Domeniul de definitie se discretizeaza acum cu ajutorul a doua retele de puncte, una

pe axa Ox, iar cealalta pe axa Oy:
4= T0, L1y Ljyeery Ty =0

C:y07y17"'7yj7"'7ym:d
Produsul cartezian al acestor doua retele unidimensionale dau reteaua bidimensionala de
discretizare a domeniului de calcul (Figlh.@l), un nod al acestei retele bidimensionale fiind
caracterizat de coordonatele (z;,y;), unde ¢ = 0,n, j = 0, m. Tabelul de valori care se da

este de aceasta data bidimensional:
f(xi?yj) = Zi,j? 1= 07 n .] = 07m' (542)

Evaluarea numerica a derivatelor partiale se reduce la evaluarea numerica a unor
derivate obignuite, deoarece

of ~ im f(z,90) — f(w0,0) ~ fim fl(z) — fl(wo)  df1 (5.43)

- )
O | s v 0 T — X 0 xr — g dx
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unde f1(x) = f(x,yo) este o functie care depinde de o singura variabila reala x. Similar,

ay T=20,Y=Yo Y% Y — Yo Y—Yo Y — Yo dy !

(5.44)

unde f2(y) = f(xo,y) este o functie care depinde de o singura variabila reala y.

De aceea, formulele de derivare progresiva de ordinul 1 pentru calculul derivatelor
partiale sunt:

89 Ri4+1,j — Rij 89 Zij+1 — Zij
—(z;,y,) = ——=, —(x;,y;) = ——=. 5.45
ax( y]) Tiy1 — T ay( J) yj-l—l . y] ( )
Un alt exemplu 1l constituie discretizarea operatorului Laplace
Pf  0*f
Af =—+ —. 5.46
f=a2t . (5.46)

In cazul in care pasii de discretizare pe cele doua retele sunt egali: z;11—2; = y; 1 —y; = h,
pentru orice ¢ = 0,n — 1, 5 = 0,m — 1 i folosind formula de derivare in trei puncte de
ordinul 2 datd de (5.37), rezulta ca o aproximare numerica a Laplaceanului functiei f
intr-un punct (z;,y;) poate fi calculata ca
Zic1j — 225 + Zivy | Zig-1 — 2%+ Ziga _ Zicy gy 2otz — 42
)

Ag = 72 + 72 = 12

(5.47)
punctele care intervin in aceasta formula fiind marcate in Figl5.7]

Zije1

z ..
i1 Zi,j Z|+1,J

Zij

Figura 5.7: In discretizarea operatorului Laplace in punctul (z;,y;) apar numai valorile

nodurilor marcate.

Daca astfel de rationamente se folosesc pentru rezolvarea numerica a problemelor de in-
ginerie formulate cu ajutorul unor ecuatii cu derivate obignuite, simple (ODE) sau partiale
(PDE), atunci se spune ca pentru rezolvarea problemei se aplica metoda diferentelor fi-
nite.
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5.6 Metoda diferentelor finite

Aplicarea metodei diferentelor finite pentru rezolvarea oricarei ecuatii diferentiale pre-

supune efectuarea urmatorilor pasi:

e Pasul 1: Se alege o schema de diferente finite pentru aproximarea derivatelor din

ecuatii si se rescrie ecuatia ca ecuatie cu diferente finite.

e Pasul 2: Se stabileste reteaua de discretizare si se scrie ecuatia discretizata pentru

fiecare nod.

e Pasul 3: Se rezolva sistemul de ecuatii pentru determinarea valorilor necunoscute

in nodurile retelei.

e Pasul 4: Calculul altor valori, in afara celor din noduri, se face prin interpolare.

Se obignuieste sa se spuna ca pagii 1 si 2 reprezinta etapa de preprocesare, pasul 3
reprezinta rezolvarea, iar pasul 4 postprocesarea. In cele ce urmeaza vom exemplifica

metoda diferentelor finite pentru ecuatii diferentiale simple.

5.6.1 Rezolvarea unei ecuatii diferentiale ordinare

Cel mai simplu exemplu pe care ni-1 putem imagina este cel care conduce matematic la
o ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1. Vom considera un condensator de capacitate
C = 4uF, initial descarcat, care se incarca de la o sursa de tensiune continua £ = 20 mV
printr-un rezistor de rezistenta R = 10 €.

Daca notam cu ¢ curentul prin circuit si cu v tensiunea la bornele condensatorului,

atunci teorema Kirchhoff II scrisa pe bucla circuitului este
Ri(t) +u(t) = E. (5.48)

Inlocuind in aceasta relatie dependenta dintre tensiunea si curentul prin condensator

: du(t)
t)y=C 5.49
i) = =50, (5.49)
rezulta ecuatia diferentiala de ordinul unu, satisfacuta de u:
du(t
red™® i~ B (5.50)

dt

Solutia acestei ecuatii este unica deoarece se specifica starea initiala a condensatorului:

u(0) = ug = 0. (5.51)
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Avantajul acestui exemplu este acela ca are o solutie analitica
u(t) = (up — E) exp(—t/7) + E. (5.52)

unde

7= RC, (5.53)

este constanta de timp a circuitului.

Vom rezolva acum ecuatia diferentiala cu diferite scheme de derivare numerica. Ecuatia

(5.50) o rescriem ca
du(t) 1 1
—u(t) = —FE. b4
Fra 7_u( ) . (5.54)

Vom urmari calculul numeric in intervalul de timp [0, t,,4,] unde ¢, = 107 intr-o

retea echidistanta de N puncte t;, unde pasul de discretizare este
thy1 —ty =h, pentru k=1,...,N—1. (5.55)

Vom nota cu uy valorile discrete obtinute prin rezolvare numerica. Ele vor fi aproximatii

ale marimii reale u:
Varianta I - Utilizarea diferentelor finite progresive de ordinul 1

Vom discretiza ecuatia (5.54]) prin scrierea ei in momentul de timp ¢ si folosind pentru

derivata o formula de diferente finite progresive de ordinul 1:

Uk+1 — Uk 1 1
——— + —uy = —-F 5.57
h + T (5.57)
de unde
h h
Uk — Uk + —up = —F. (558)
T T
Se observa ca marimea ugyq1 poate fi calculata explicit cu formula
h h
U1 = Uk (1 - —> + -F. (559)
T T

Implementarea acestei relatii este descrisa de pseudocodul urmator.

procedurd mdf ode_p1(u0,E tau,h,Nu)

; rezolva ecuatia dZ—it) + u(t) = £ E cu metoda diferentelor finite

; d/dt se discretizeaza folosind diferente progresive de ordinul 1
real u0 ; conditia initiala - data
real E ; coeficient 1n ecuatie - data

real tau ; constanta de timp - data
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real h ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat
intreg N ; numar de valori de timp - dat

tablou real u[N] ; solutia discreta - rezultat

u(l) =u0

pentru k = 1,N-1
u(k+1) = u(k)*(1-h/tau) + h*E/tau
[ ]

retur

Aceasta metoda, cunoscuta si sub numele de metoda Fuler explicita, este instabila pentru
h > 7 (Fig510).

Varianta a II-a - Utilizarea diferentelor finite regresive de ordinul 1

Vom discretiza ecuatia (5.54]) prin scrierea ei in momentul de timp ¢ si folosind pentru

derivata o formula de diferente finite regresive de ordinul 1:

U — Ug—1 1 1

—up = —F 5.60
h + k=T ( )

de unde " h
Up — Up—1 + —Up = -F. (561)

T T

Se observa ca marimea u poate fi calculata explicit cu formula

e (ws 28) (141). .

Implementarea acestei relatii este descrisa de pseudocodul urmator.

procedura mdf ode_rl(u0,E,tau,h,N u)

; rezolva ecuatia dZ—(tt) + %u(t) = %E cu metoda diferentelor finite

; d/dt se discretizeaza folosind diferente regresive de ordinul 1

real ul ; conditia initiala - data

real E ; coeficient In ecuatie - data

real tau ; constanta de timp - data

real h ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat
intreg N ; numar de valori de timp - dat

tablou real u[N] ; solutia discreta - rezultat

u(l) = u0

pentru k = 2N
u(k) = (h*E/tau + u(k-1))/(1 + h/tau)

retur
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Metoda nu mai este instabila pentru h > 7 (Fig[5.10]). Aceasta metoda este cunoscuta si
sub numele de metoda Fuler z'mplz'cz't pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare.
Varianta a III-a - Utilizarea diferentelor finite centrate de ordinul 2

Vom discretiza ecuatia (5.54]) prin scrierea ei in momentul de timp ¢ si folosind pentru
derivata o formula de diferente finite centrate de ordinul 2 data de relatia (5.17):

— Up_ 1 1
Ug+1 — Ug—1 4 lu, = -E, (5.63)
2h T T
de unde oh oh
—Up_1 + ?Uk + Up41 = 7E (564)

Se observa ca marimea uy, nu mai poate fi calculata explicit. Relatia (5.64]) poate fi scrisa
pentru k = 2,..., N — 1 gi reprezinta N — 2 ecuatii cu N necunoscute. Pentru a obtine
un sistem bine formulat, trebuie sa adaugam inca doua relatii. Acestea sunt conditiile la

capete. La ¢t = 0 vom impune conditia initiala:
u(1) = uo, (5.65)

iar pentru ultimul punct £ = N vom scrie ecuatia discretizata dar in care vom folosi

pentru derivata o formula de diferente regresive de ordinul 2 data de relatia (B.19):

UN—2 —4uN,1+3uN 1 1

U~ — —F .
2h + TUN T’ (5.66)
de unde oh oh
UN—9 — 4UN_1 + <3 + —) unN = —F. (567)
T T

Implementarea acestei metode este descrisa de pseudocodul urmator.

procedurd mdf_ode_c2(u0,E tau,h,N u)

; rezolva ecuatia dZ—Ef) + %u(t) = %E cu metoda diferentelor finite

; d/dt se discretizeaza folosind diferente centrate de ordinul 2

real ul ; conditia initiala - data

real E ; coeficient 1n ecuatie - data

real tau ; constanta de timp - data

real h ; pas de discretizare al intervalului de timp - dat

intreg N ; numar de valori de timp - dat

tablou real u[N] ; solutia discreta - rezultat

tablou real A[N,N] ; matricea coeficientilor sistemului asamblat - stocata rar

!'Ecuatia generala este dy/dt = f(t,y) unde f este o functie in general neliniara. Folosirea derivatei
regresive pentru f conduce la o relatie implicita pentru calculul lui ug, relatie ce reprezinta o ecuatie

neliniara. In cazul particular studiat, f este liniara si de aceea solutia se poate calcula explicit.
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tablou real tI[N] ; vectorul termenilor liberi ai sistemului asamblat
A=0 ; pseudocod simplificat
t1=0
A(L,1) =1 ; conditia initiala t1(1) = u0
pentru k = 2,N-1 ; noduri interioare
Akk-1) =
Akk) = Q*h/tau
A(kk+1) =
tl(k) = 2*h*E/tau
[ ]
A(N,N-2) = ; conditia la tmax = N*h
A(N,N-1) =
A(NN) = (3 + 2*h/tau)
t1(N) = 2*h*E/tau
u="A"1tl" ; rezolva sistemul algebric liniar asamblat
retur

Metoda nu este instabila si este mai precisa decat implementarile anterioare (Figl5.8] [5.9]
BI0). Acest lucru era de agteptat deoarece formulele de derivare numerica de ordinul
2 sunt mai precise decat cele de ordinul 1. Cregterea acuratetii se face insa pe seama

cresterii complexitatii algoritmului.
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5.6.2 Rezolvarea unei ecuatii cu derivate partiale de tip eliptic

Exemplul din acest paragraf va conduce la o ecuatie diferentiala cu derivate partiale de

ordinul 2, de tip eliptic.

y
o=0
dv/dn=0
b/2|----------- 0 ******** dV/dn=0 AV =0 >
o) /2 a X @) dV/dn=0 N

Figura 5.11: Problema 2D de regim electrocinetic: domeniul de calcul (stanga), conditii

de frontiera (dreapta).

Vom considera un conductor omogen, de conductivitate o, situat intr-un mediu perfect
izolant. Conductorul are o dimensiune dupa axa Oz mult mai lunga decat celelalte doua,
astfel incat problema poate fi tratata ca bidimensionala. Fig/5.11] reprezinta o sectiune
perpendiculara pe directia dimensiunii foarte mari. Aceasta sectiune este un dreptunghi,
de dimensiuni a, b. Conductorul are doua borne supraconductoare, una aflata la potential
Vo = 1V, iar cealalta aflata la potential nul. Bornele sunt plasate ca in figura. Dorim sa
reprezentam liniile echipotentiale si spectrul liniilor de curent. Ar fi interesant sa calculam
si marimi globale cum ar fi puterea disipata in domeniu precum gi rezistenta pe unitatea
de lungime a acestui rezistor. La aceste aspecte vom reveni dupa ce vom discuta problema
integrarii numerice.

Inainte de orice, o problema de camp electromagnetic trebuie corect formulata, in
conformitate cu teorema de unicitate demonstrata pentru regimul studiat.

Problema fiind de regim electrocinetic stationar, formularea se va face in V' — potential

electrocinetic, unde E = —grad V', E fiind intensitatea campului electric.

Ecuatia de ordinul doi satisfacuta de potentialul electrocinetic este:
—div (ocgrad V) =0 (5.68)

unde V : D — R este potentialul definit pe domeniul bidimensional D = ONPQ. Ecuatia
(56]) este o ecuatjie eliptica, de tip Laplace generalizata.

Deoarece domeniul este omogen (conductivitatea o are aceeasi valoare in orice punct
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al domeniului), ecuatia se simplifica la o ecuatie de tip Laplace:
AV =0, (5.69)

unde A = divgrad este operatorul Laplace, care in coordonate carteziene (cazul 2D) are

expresia
B o?vV  9*V

AV = — 4+ —.
0x? * 0y?

(5.70)

In consecinta, ecuatia diferentiala ce trebuie rezolvata este o ecuatie cu derivate partiale:

82—‘/ + 82—‘/ =0, (5.71)
ox?  Oy?
unde V =V (z,y) : D — R.

Pentru buna formulare a problemei, trebuie impuse pentru potential conditiile de fron-
tiera. Frontierele supraconductoare (SN si QR) au potential constant, i in consecinta pe
ele trebuie impuse conditii Dirichlet in concordanta cu valorile potentialului. Pe frontierele

de langa izolant (NOQ si RPS), trebuie impuse conditii Neumann nuled.

Conditiile de frontiera impuse potentialului sunt:

V. = Vo pe QR (Dirichlet) (5.72)
V =0 pe SN (Dirichlet) (5.73)

(?)_V = 0 pe NOQURPS (Neumann) (5.74)
n

Si pentru o astfel de problema se pot gasi rezolvari analitice bazate, de exemplu, pe

metoda separarii variabilelor sau pe aproximarea liniilor de camp.

Fata de cazul unidimensional discutat in exemplul anterior, aici reteaua de discretizare
este una bidimensionala, iar in loc de aproximarea unei derivate simple de ordinul 1, acum

avem de aproximat derivate partiale de ordinul 2.

Reteaua de discretizare bidimensionala poate fi privita ca fiind obtinuta din produsul

cartezian dintre o retea de discretizare pe axa Ox si o retea de discretizare pe axa Oy:

O=z1 <22 < ... < Tp, = a,

O:y1<y2<...<yny:b,
astfel incat, un nod al retelei este identificat prin pozitia proiectiilor sale pe cele doua axe:

(Tiyy;) i=1,...,n,, J=1,...,n4.

2In izolant nu exista curent de conductie, in consecinti J - n = 0 la frontiera cu izolantul, deci

—ograd V - n = 0, echivalent cu —0’% = 0 pe acele frontiere.
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Metoda diferentelor finite va determina valorile aproximative ale potentialului in nodurile
acestui grid:
Vizgny) e Viy i=Lne, j=1n, (5.75)

Forma discretizata (aproximativa) a ecuatiei potentialului este obtinuta aproximand
prin diferente finite ecuatia (B.71]). Forma specifica depinde de tipul nodului: interior
sau pe frontiera Neumann. Nodurile de pe frontiera Dirichlet nu ridica probleme, ecuatia
asociata unui astfel de nod constand in simpla atribuire a valorii potentialului nodului

respectiv.

FEcuatia asociata unui nod interior:

Ecuatia aproximativa pentru un nod interior se deduce inlocuind derivatele partiale
dupa z si dupa y cu formule de tipul (5.37).
Pentru a simplifica scrierea formulelor, vom presupune ca cele doua griduri pe Ox i,

respectiv, Oy sunt uniforme, cu pasi h, si respectiv h,. Derivatele partiale se vor inlocui

cu:
0?V Vigr; —2Vi; + Vi
O’V Vijr1 —2Vi; +Vija
—((L’i, yj) = J J ) . (577)
0y? h?
Ecuatia discretizata asociata unui nod interior devine
Vit =2Vi;+Viey; | Vig —2Vij+ Vg1
n + 2 =0, (5.78)
e 1 1 1 1 1 1
2 <ﬁ + ﬁ) Vij— ﬁ%+1,j - ﬁvzel,j - m‘/z‘,ﬁrl - F‘/z’,jfl =0. (5.79)
x Yy xT T Yy Yy

Relatia (5.79)) arata ca potentialul intr-un nod interior este o combinatjie liniara a potentialelor
nodurilor invecinate. Daca pasii de discretizare pe cele doua axe ar fi egali (h, = hy),
atunci potentialul intr-un nod interior este media aritmetica a potentialelor celor patru
noduri vecine.

In cazul unor retele neuniforme, folosind notatiile din Fig[5.T2-dreapta, ecuatia dis-

cretizata asociata unui nod interior este

1 1 1 1
v, + -V —V _
© (hBhD hAhc) Yhalha+he)  Php(hg + hp)

1 1
Vi —V =0, 5.80
“he(ha+he)  Phplhs + hp) (5.80)

unde hy = ||OA||, hg = ||OB]||, h¢ = ||OC||, hp = ||OD|.

Ecuatia asociata unui nod pe frontiera dreapta:
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Figura 5.12: Nodurile marcate intervin in scrierea ecuatiilor: stanga - cazul unui nod
interior; dreapta - cazul unui nod pe frontiera Neumann dreapta.
oV

In cazul unui punct pe frontiera O (fig. B.I2} dreapta), sa notam cu g = —o conditia

de frontiera Neumann si cu go valoarea ei medie in punctul O:

_ goaha + gochc
hA + hc

(5.81)

unde goa este conditia de frontiera asociata segmenului OA, iar goc este conditia de
frontiera asociata segmentului OC.

Pentru deducerea ecuatiei aproximative pentru punctul O, vom considera un nod “fan-
toma” Dy, situat in exterior, la o distanta hp = ||OD;]| de punctul O. Pentru simplitate

putem considera hp = hp.

Din conditia de frontiera Neumann, deducem valorea potentialului fantoma in functie
de valoarea acestei conditii. Pentru cazul din figura (normala exterioara in sens contrar

axei Ox) rezulta:

avV g
— == 5.82
Jor o (582)
Scriind relatia aproximativa (5.I7)) pentru conditia de frontiera Neumann, rezulta ca:
Vp, = Vi — 2hp22. (5.83)
o
Pentru nodul O se scrie acum o ecuatie de tipul (5.80), ca pentru un nod interior i,
inlocuind expresia (5.83), rezulta ecuatia finala:

1 1 1 1 1 .
Vol—4+ *~ V_p,— Lt 1y __90 (584
0 (h?B + hAhC) tashe B Vit T ohg O

In cazul unei conditii Neumann nule, relatia devine:

1 1 1 1 1
Vol 54— ) - V4 Vg — Vg = 0. 5.85
© <h2B hAhC> Yhalha+he)  PRL T ho(ha+ he) (5:85)



192 Capitolul 5. Derivarea numerica

Ecuatia asociata unui nod pe frontiera - colt exterior:

Nodurile situate in colturi reprezinta o problema pentru metoda diferentelor finite.
Aceasta deoarece pentru un colt nu poate fi definita directia normalei’. Daca notam
g = —0 , i notam cu goa valoarea lui g pe segmentul OA (fara capatul O) si cu gop
Valoarea lul g pe segmentul OB (fara capatul O), atunci vom presupune ca in nodul O
(fig. B.I3) este cunoscuta derivata dupa o directie care rezulta din prelungirea in O a

valorilor functiei g.

Figura 5.13: Nodurile marcate intervin in scrierea ecuatiei unui nod pe frontiera colf

exterior.

Pentru deducerea ecuatiei vom considera doua noduri “fantoma” C; si Dy, situate in
exterior, la distantele hp = [|OD,]| si he = ||OCh || de punctul O. Pentru simplitate putem
considera hp = hp si hg = hy.

Din conditia de frontiera Neumann pe segmentul OB, scrisa in nodul O, putem deduce

valoarea potentialului fantoma Cs:
Ve, = Vi — 20,208 (5.86)
o

Din conditia de frontiera Neumann pe segmenul OA, scrisa in nodul O, putem deduce

valoarea potentialului fantoma Dy:
Vi, = Vi — 2thOA (5.87)

Pentru nodul O se scrie acum o ecuatie de tipul (580), ca pentru un nod interior i,
inlocuind expresiile (5.86) si (5.87), rezultd ecuatia finala:

11 1 JoB  goa

In cazul unor conditii Neumann nule, relatia devine:

1 1 1
VO <h2 h2 ) VA h2 - VB@ = 0. (589)
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ny 2 ny nx ny

1 ny+l (i=ny+1  (nx-1)ny+
Figura 5.14: Numerotarea nodurilor.

In concluzie, discretizarea problemei conduce la un sistem de ecuatii algebrice liniar,
prin a carui rezolvare vom obtine valorile potentialelor in nodurile retelei de discretizare.
Pentru asamblarea acestui sistem cu ajutorul unui algoritm, este util ca nodurile sa fie
numerotate astfel incat necunoscutele sa reprezinte un vector, nu o matrice cum sugereaza
notatiile de pana acum. Vom numerota nodurile de jos in sus si de la stanga la dreapta, ca
in Fig[5.T4l Se poate verifica ugor ca relatia intre numarul nodului k si pozitiile proiectiilor

sale pe cele doua axe 7 gi j este
E=0G—Dn,+j, i=1,...,n, Jj=1,...,n. (5.90)

unde n, si n, reprezinta numarul de puncte de discretizare pe axele Ox, respectiv Oy.

! 2
9/ s R % ! 9/ 7/ NE
18[ 0.9____/‘) N 18 g / i
L [ L 08 <
16 X o A LOp I o
0. © . ’ 0.4
14 01 o 14F o : —
i : / ; :
07 oF
12F ,L// 12007 o
06 oF 0 0% o2 o ]
1 G . 1 o Vg
o® 06 Y
0.8r NG 1 0.8 : / : : . : 1
0.6 1 0.6 o? : : : : 1
04t v T T 04r s ' 1
< =
of
0.2 ? T 1 0.2 L E
& N
. ‘ T I (I

i i
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

Figura 5.15: Linii echipotentiale pentru o retea cu n, = n, = 3 (stanga) si o retea cu
ng =n, = 21 (dreapta).

3In realitate, coltul reprezinta o modelare brutala a realitatii. Trecerea de la o suprafata la alta se

face prin racordari.
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5.6.3 Rezolvarea unei ecuatii cu derivate partiale de tip hiper-
bolic

In acest paragraf vom rezolva cu metoda diferentelor finite cel mai simplu exemplu de
ecuatie hiperbolica, si anume ecuatia undei scalare:

Pu 0%

unde marimea scalara necunoscutd u(z,t) : [0,a] x [0,7] — ® depinde de o singura
coordonata spatiala si de timp, iar v este o constanta cunoscuta. Solutia acestei ecuatii

este o unda care se propaga cu viteza v.

Buna formulare a acestei probleme necesita impunerea
e conditiei initiale u(x,0) = ho(x),

e conditiilor la capete - relatii In care intervin marimile u(0,t) = hy(t) si u(a,t) =

ho(t).
Se poate demonstra ca solutia ecuatiei undei scalare (5.91]) este
w(z,t) = ud(x,t) + ui(x,t) + Uy, (5.92)
unde ud(z,t) se numeste unda directd si este o functie care se poate scrie sub forma
ud(z,t) = f(x —vt), (5.93)
iar wi(x,t) se numesgte unda inversd gi este o functie care se poate scrie sub forma
ud(z,t) = g(x + vt). (5.94)

Functiile f si g rezulta in mod univoc, din impunerea conditiilor initiale si conditiilor
la capete. Marimea f(z — vt) este o unda directa deoarece o anumita valoare a acestei
functii, Intr-un anumit punct z i intr-un anumit moment de timp ¢, se va regasi dupa un
interval de timp At in punctul x + Az, unde Ax = vAt. Unda directa se propaga deci in

sensul pozitiv al axei Ox. Un rationament similar se poate face pentru unda inversa.

In conceperea algoritmului bazat pe metoda diferentelor finite avem nevoie de o dis-
cretizare spatiala si de una temporala. Pentru a simplifica prezentarea, vom presupune ca
ambele discretizari sunt uniforme si vom nota cu Az pasul discretizarii spatiale gi cu At
pasul discretizarii temporale. Vom nota cu N numarul de puncte de discretizare spatiale

si cu M numarul de pasi de timp simulati. In consecintd, timpul maxim de simulare este

T = MALt.
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Ca exemplu, vom considera conditii initiale nule si conditii Dirichlet la ambele capete@:
e conditia initiala nula u(z,0) = ho(x) =0,

e conditia la capatul din stanga - excitatia cu un impuls Gauss: u(0,t) = hy(t) =
exp(—(t —T/10)*/(2 = (T//50)?))

e conditia la capatul din dreapta u(a,t) = ho(t) = 0.

Marimea u(x,t) este discretizata atat in spatiu cat gi in timp. Prin rezolvarea cu

metoda diferentelor finite, vom obtine aproximatii pentru valorile reale u(xy, ;).
w(zp,t) ~u?, k=1,... N, j=1,...,M. (5.95)

Alegand pentru derivatele ce intervin in (5.91]) formule de derivare ce provin din poli-

nomul de interpolare de ordin doi, rezulta urmatoarea relatie discretizata:

uf ™ — ou) 4t . W, 2 4 o) 500
(At)? (Az)? ’ '

de unde rezulta ca marimea wu, intr-un anumit punct £ si la un anumit moment de timp
7+ 1, depinde explicit de valoarea in acel punct si in cele invecinate in momentul de timp

anterior j si de valoarea in acel punct in momentul j — 1:

. At\? / . 4 . N
uf Y = (—UA ) () = 20 + ) ) 120 —ul ™, k=2, N=1, =0, M-1.
x
(5.97)
Momentul —1 1l vom considera identic cu momentul initial 0.

Rezultatul simulirii cu metoda diferentelor finite este prezentat in Figl5I6l In mo-
mentul reflexiei apare o unda inversa deoarece conditia Dirichlet la capatul din dreapta
impune ca marimea sa fie zero. In consecinta, unda inversa la capatul din dreapta este
exact opusul undei directe, si ea se propaga in sens contrar axei Ox.

Atunci cand o problema necesita atat o discretizare spatiala cat si una temporala,

pentru ca solutia numerica sa fie stabila este necesar sa fie indeplinita conditia lui Courant

lv|At < Au. (5.98)

4In problemele in care apare propagare, este util uneori ca frontiera domeniului spatial si fie modelata
ca o frontiera absorbanta, ”invizibild” din punct de vedere al propagarii marimilor in domeniul spatial

modelat. Conditia de frontiera absorbanta pentru capatul din dreapta al problemei studiate este

@+ %*O
ot " or



196 Capitolul 5. Derivarea numerica

tmax = 1.00e+000, no, = 1000, idx( =400 tmax = 1.00e+000, no = 1000, idx[ =600
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Figura 5.16: Propagarea unui impuls Gauss (stanga) si rezultatul reflexiei dupa atingerea

unei frontiere pe care s-a impus conditie Dirichlet nula (dreapta).

In concluzie, in rezolvarea ecuatiilor diferentiale cu metoda diferentelor finite, trebuie
avute in vedere aspectul stabilitatii algoritmului si aspectul instabilitatii numerice da-
torate intrarii in zona in care predomina erorile de rotunjire. Stabilitatea se analizeaza
diferit daca ecuatia este cu derivate ordinare (ODE) sau cu derivate partiale (PDE), dar
aceasta analiza depageste scopul acestui capitol introductiv despre problema derivarii nu-
merice. Formulat pe scurt, trebuie ca pasii de discretizare trebuie sa fie suficient de mici
pentru ca algoritmul sa fie stabil, dar nu prea mici ca sa nu se intre in zona erorilor
de rotunjire. De asemenea, un algoritm eficient ar trebui sa poata sa foloseasca pasi de

discretizare neuniformi, adaptati tipului de variatie a solutiei.



Anexa A

Fisiere utile pentru implementarea

in C

// fisier nrutil.h
#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>
#include<malloc.h>

#include<time.h>

typedef float **MATRIX;
typedef float *VECTOR;
typedef int **IMATRIX;
typedef int *IVECTOR;

void nrerror (char error_textl[]);

VECTOR vector (int nl, int nh);

IVECTOR ivector (int nl, int nh);

MATRIX matrix (int nrl, int nrh, int ncl, int nch);

IMATRIX imatrix (int nrl, int nrh, int ncl, int nch);

void free_vector (VECTOR v, int nl, int nh);

void free_ivector (IVECTOR v, int nl, int nh);

void free_matrix (MATRIX m, int nrl, int nrh, int ncl, int nch);

void free_imatrix (IMATRIX m, int nrl, int nrh, int ncl, int nch);

// fisier nrutil.c

#include "nrutil.h"

void

197



198 Capitolul A. Fisiere utile pentru implementarea in C

nrerror (char error_text[])

{
fprintf (stderr, "Run-time error...\n");
fprintf (stderr, "%s\n", error_text);
fprintf (stderr, "...now exiting to system...\n");
exit (1);
}
VECTOR
vector (int nl, int nh)
{
VECTOR v;
v = (float *) malloc ((unsigned) (nh - nl + 1) * sizeof (float));
if ('v)
nrerror ("allocation failure in vector()");
return v - nl;
}
IVECTOR
ivector (int nl, int nh)
{
IVECTOR v;
v = (int *) malloc ((unsigned) (nh - nl + 1) * sizeof (int));
if ('v)
nrerror ("allocation failure in ivector()");
return v - nl;
}
MATRIX
matrix (int nrl, int nrh, int ncl, int nch)
{
int 1i;
MATRIX m;

m = (float **) malloc ((unsigned) (nrh - nrl + 1) * sizeof (float *));
if ('m)
nrerror ("allocation failure 1 in matrix()");

m —-= nrl;



199

for (i = nrl; i <= nrh; i++)

{
m[i] = (float *) malloc ((unsigned) (nch - ncl + 1) * sizeof (float));
if (!'m[i])
nrerror ("allocation failure 2 in matrix()");
m[i] -= ncl;
}
return m;
}
IMATRIX
imatrix (int nrl, int nrh, int ncl, int nch)
{
int i;
IMATRIX m;

m = (int **) malloc ((unsigned) (nrh - nrl + 1) * sizeof (int *));
if ('m)
nrerror ("allocation failure 1 in imatrix()");

m —-= nrl;

for (i = nrl; i <= nrh; i++)

{
m[i] = (int *) malloc ((unsigned) (nch - ncl + 1) * sizeof (int));
if (Im[i])
nrerror ("allocation failure 2 in imatrix()");
m[i] -= ncl;
}
return m;
}
void
free_vector (VECTOR v, int nl, int nh)
{
free ((char *) (v + nl));
}
void

free_ivector (IVECTOR v, int nl, int nh)
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free ((char *) (v + nl));

void
free_matrix (MATRIX m, int nrl, int nrh, int ncl, int nch)
{

int i;

for (i = nrh; i >= nrl; i--)
free ((char *) (m[i] + ncl));

free ((char *) (m + nrl));

void
free_imatrix (IMATRIX m, int nrl, int nrh, int ncl, int nch)
{

int i;

for (i = nrh; i >= nrl; i--)
free ((char *) (m[i] + ncl));

free ((char *) (m + nrl));
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Lucrarea de fatd este o primd parte a unei prezentari articulate a metodelor fundamentale de calcul numeric
de interes pentru ingineri, cu aplicatii directe in ingineria electrica. Acest prim volum este structurat urmand o
alternare si intrepatrundere a unei abordari formale a subiectului cu exemplificari antrenante si ilustrative, intr-o
maniera clara, usor accesibila, fara a renunta insd la rigoarea adecvata materiei prezentate. Lucrarea include
extinderi catre subiecte particulare de interes curent, si se constituie intr-o constructie completa si riguroasa, in care
domeniul abordat este prezentat clar, cu ilustrari pertinente, acompaniate de o prezentare grafica excelenta. Ca
abordare noua, deosebita, de o reald valoare pedagogica, a unei materii de mare utilitate in activitatea inginerului
modern, lucrarea va fi bine-venita pentru cei interesati in aplicarea metodelor de calcul numeric la rezolvarea
problememlor stiintifice siingineresti.

Bucuresti, 22 septembrie 2013 Prof.dring EM.G.TOMESCU,
Facultatea de Inginerie Electrica,
Universitatea Politehnica— Bucuresti

Aveti in mana o lucrare referitoare la Metodele numerice, scrisd de o inginera si adresatd inginerilor de
formatie electrica. Asta nu o face mai putin riguroasd, dar precis o face mai orientatd spre aplicatii, deci mai utild
pentru cei care vor sa depdaseasca bariera intelegerii conceptuale si vor sa intre in domeniul dezvoltarii de noi
proceduri informatice sau macar in cel al (re)folosirii lor profesionale. Autoarea continua si consolideaza abordarea
traditionald dezvoltata in Laboratorul de Metode Numerice (LMN) din Facultatea de Inginerie Electricd. Aceasta se
bazeaza pe observatia ca gandirea algoritmica este o deprindere clar diferitd, atat de gandirea matematica —
deductiva, cit si de cea stiintifica - inductiva. Intelegerea algoritmilor si conceptia acestora presupune un mod
specificde gandire, iar daca problemele care trebuie rezolvate nu sunt doar de tipul asezarii reginelor pe tabla de sah,
ci suntunele numerice, atunci solufia trebuie bazata pe fundamente matematice solide. Toate acestea ar ramane pur
speculative, daca nu se au in vedere si aplicatiile ingineresti. Aceasta este scopul lucrarii, autoarea fiind nu numai
profesor, cisi untalentat cercetator.

Lucrarea, este rezultatul uneiindelungi experiente de lucru cu studentii si masteranzii, dar este marcata si de
activitatea de cercetare si dezvoltare. Asa se explica faptul ca in aceasta carte sunt prezentate doar aspecte
fundamentale, simple, dar profunde. Sunt evitate cele complicate sau foarte avansate, pentru ca telul lucrarii este de
a transmite un mod de gandire si mai putin o cantitate mare de informatii. Dupa ce acesta este insusit, lucrurile
avansate pot fi gsite pe net sau in monografii. Dar fara acest prim pas, n-ai sti nici ce si nici cum sd cauti. Este un
model de curs universitar, pentru primul ciclu universitar, care te ajutd sa poti invdta ulterior singur. Recomand cu
caldura, celor care iti doresc sa devina adevarati profesionisti in ramuri ale ingineriei electrice, in cel mai larg sens sa
parcurgd aceasta lucrare, in toate detaliile ei.

Bucuresti, 9 octombrie 2013 Prof.dring Daniel I0AN,
Seful Laboratorului de Metode Numerice
Facultatea de Inginerie Electrica,
Universitatea Politehnica— Bucuresti
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