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Introducere

Aceasta carte constituie o parte a suportului didactic pentru disciplina Algoritmi nu-
merici, din programul Inginerie electrica si informatica aplicata, al Facultatii de Inginerie
Electrica din Universitatea Politehnica Bucuresti. Lucrarea poate fi utila tuturor celor
care nu au experienta in metode numerice si care doresc sa inteleaga conceptele de baza
si modul de gandire algoritmic, structurat, intr-un mod practic, prin efectuarea de exper-

imente numerice intr-un mediu de programare.

Lucrarea este structurata in 5 capitole care trateaza urmatoarele aspecte: familiariza-
rea cu Matlab (cap.1), evaluarea algoritmilor (cap.2) cu aplicatie la conceperea, imple-
mentarea i evaluarea unor algoritmi numerici pentru analiza circuitelor rezistive liniare
(cap.3), metode de interpolare a functiilor (cap.4) si metode de derivare numerica (cap.5)

aplicate pentru rezolvarea unor ecuatii diferentiale.

Prezentarea conceptelor alterneaza cu propunerea de exercitii de rationament sau im-
plementare, pentru care se dau indicatii si raspunsuri. In acest fel, cititorul poate intelege
si invata mai usor, prin experimente numerice. O parte din exercitiile propuse au fost
preluate, imbunatatite si adaptate din lucrarea Modelarea numerica a campului electro-
magnetic prin programe Scilab. Capitolele referitoare la evaluarea algoritmilor, analiza

circuitelor si rezolvarea unor ecuatii diferentiale de tip hiperbolic sunt complet noi.

Autoarea multumeste referentilor stiintifici Prof.dr.ing.F.M.G. Tomescu si Prof.dr.ing.
Daniel Ioan pentru comentariile si sugestiile de imbunatatire care au fost incluse in aceasta
carte. Autoarea multumeste si drei Ioana Popescu, studenta la Facultatea de Inginerie
Electrica, pentru efectuarea tuturor exercitiilor propuse si sugestiile de imbunatatire ale

lor.

Orice comentarii si sugestii in vederea imbunatatirii acestui material sunt binevenite

la adresa gabriela.ciuprina@upb.ro.






Sunt lucruri pe care, cata vreme nu le inveti, nu le poti face;

sunt altele pe care, cata vreme nu le faci, nu le poti tnvata.

Proverb Armenesc
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Capitolul 1

Familiarizarea cu mediul de lucru

Aceast capitol are ca scop familiarizarea cu mediul de lucru, in vederea rezolvarii
exercitiilor din capitolele urmatoare, si prezinta doar cateva aspecte ale lucrului cu Mat-
lab. Cei pe deplin familiarizati cu acest mediu pot sari peste exercitiile de inceput. Cei cu

mai putina experienta trebuie sa citeasca cu atentie documentul Matlab - getting started.

1.1 Variabile si constante.

In rezolvarea exercitiilor din aceasta carte veti folosi in mare masura matrice cu ele-

mente reale. Un numar poate fi considerat o matrice cu un singur element.
e Dimensiunea unei matrice nu trebuie declarata explicit.

Exercitiul 1.1:

Care este efectul comenzii:

>> a(10,5) =1

e Introducerea unei matrice se poate face natural astfel:

>A=[ 1 2 3
4 5 6
7 8 9 ]
Intr-o scriere compactd, liniile matricei pot fi separate prin “;” astfel:

> A=1[123; 456; 7 8 9]

Pentru separarea elementelor unei linii se poate folosi caracterul blank (ca mai sus)

sau virgula:
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> A = [1,2,3;4,5,6;7,8,9]

Exercitiul 1.2:

Stiind ca vectorii sunt un caz particular de matrice, care sunt comenzile cu care se va

introduce un vector linie, respectiv coloana cu elementele 1, 2, 37

Exercitiul 1.3:

Ce reprezinta e in urmatoarea instructiune?

>> u = 12.4e-3

Observatie: variabilele utilizate intr-o sesiune de lucru ocupa memoria sistemului pe
masura ce sunt definite. Pentru a vizualiza lista variabilelor existente la un moment
dat si memoria disponibila se foloseste comanda who. Pentru a vizualiza cata memorie
ocupa variabilele existente la un moment dat, se foloseste comanda whos. Daca se doreste

eliberarea memoriei de toate variabilele generate se foloseste comanda clear.

Exercitiul 1.4:

Executati instructiunea clear. Acum nu mai exista nici o variabila in mediul de lucru

(verificati cu who). Executati totusi, urmatoarele instructiuni. Comentati rezultatul lor.

>> i
>> ]
>> pi
>> eps

1.2 Atribuiri si expresii
Instructiunea de atribuire are sintaxa:
variabila = expresie
sau simplu:
expresie
in care variabila este numele unei variabile, iar expresie este un gir de operatori si op-

eranzi care respecta anumite reguli sintactice. In a doua forma, dupa evaluarea expresiei,

rezultatul este atribuit variabilei predefinite ans.
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e Operatorii aritmeticﬂ recunoscuti de Matlab sunt:
+ adunare;
- scadere;
inmultire;

impartire la dreapta;

PN

impartire la stanga;

ridicare la putere.

Pentru transpunerea unei matrice se foloseste operatorul “apostrof” ca in exemplul:
>> B = A’

in care matricea B se calculeaza ca transpusa matricei A daca aceasta are elemente reale,

sau ca transpusa si conjugata daca aceasta are elemente complexe.

Observatii:

1. Adunarea si scaderea pot fi efectuate:
- Intre doua matrice cu aceleagi dimensiuni;
- intre o matrice si un numar (caz in care numarul este adunat, respectiv scazut din

fiecare din elementele matricei).

2. inmul‘girea poate fi efectuata:
- intre doua matrice daca lungimea liniei primei matrice este egala cu lungimea
coloanei celei de a doua matrice;
- intre un numar si o matrice (caz in care numarul este inmultit cu fiecare din ele-
mentele matricei);
- Intre doua matrice cu aceleagi dimensiuni (element cu element), caz in care oper-

atorul * este precedat de un punct, ca in exemplul:
-->C=A .xB

3. impérgirea matricelor poate fi facuta in mai multe feluri:

- la dreapta (pentru matrice patrate si nesingulare):
-->X=B /A

echivalent cu:

!Operatorii aritmetici se aplici unor operanzi aritmetici, iar rezultatul este aritmetic.
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-=> X = B * inv(A)
sau cu:

--> X =B * A (-1)
- la stanga:
--—>X=A\B

echivalent cu:

-—> X = inv(A) * B
sau cu:
-—> X = A"(-1) * B

Daca A este o matrice dreptunghiulara de dimensiuni m x n, iar b este un vector
coloana cu m elemente, atunci impartirea la stanga x = A \ b calculeaza solutia
ecuatiei Ax = b in sensul celor mai mici patrate.

- impartirea unei matrice la un numar (sa il notam cu u):
-—>Y=A/u

- Impartirea element cu element a matricelor de dimensiuni egale:

-->C=4A./B
sau
-->C=A .\B

4. Ridicarea la putere A™p se face astfel H:
- daca p este un intreg pozitiv: daca matricea A este patrata atunci A se inmulteste
cu ea insagi de p ori; daca matricea A este dreptunghiulara atunci se ridica la puterea
p fiecare element din matricea A
- daca p este un intreg negativ: daca matricea A este patrata atunci inversa ei se

inmulteste cu ea insagi de —p ori; daca matricea A este dreptunghiulara atunci se

2Nu sunt descrise toate situatiile posibile.



1.2. Atribuiri si expresii >

ridica la puterea p fiecare element din matricea A

- daca p este un numar real (dar nu intreg) pozitiv: daca matricea A este patrata
atunci calculul se face cu ajutorul vectorilor si valorilor proprii ale matricei; daca
matricea A este dreptunghiulara, atunci se ridica la puterea p fiecare element din
matricea A.

- daca p este un numar real (dar nu intreg) negativ: daca matricea A este patrata
atunci calculul se face cu ajutorul vectorilor si valorilor proprii ale inversei matricei;
daca matricea A este dreptunghiulara, atunci se ridica la puterea p fiecare element

din matricea A.

e Operatorii de rela;fz’eH recunoscuti de Matlab sunt:
< mai mic decat;
<= mai mic sau egal cu;
> mai mare decat;
>=  mai mare sau egal cu;
== egal cu;
= diferit de.

Acestia permit testarea unor conditii, rezultatul avand valoarea de adevar fals (0) sau
adevarat (1). Daca operanzii sunt matrice de dimensiuni egale, atunci operatiile logice se
fac intre elementele de pe aceleasi pozitii, iar rezultatul este o matrice cu elementele 0 si
1.

e Operatori logz'cH recunoscuti de Matlab sunt:
& conjunctia logica;
| disjunctia logica;

negatia logica.

Daca operanzii sunt matrice (logice) cu aceleasi dimensiuni, atunci operatia se face
element cu element. Daca unul din operanzi este o valoare logica, atunci acesta se combina

cu fiecare din elementele celuilalt operand. Alte situatii nu sunt permise.

e Functii elementare. Operanzii unor expresii pot fi i apeluri de functii elementare (de
exemplu trigonometrice) sau alte functii cunoscute. Aceste functii aplicate unei matrice

actioneaza asupra fiecarui element in mod independent.

3Operatorii de relatie se aplica unor operanzi aritmetici iar rezultatul este logic.
4Operatorii logici se aplica unor operanzi logici iar rezultatul este logic.
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Exercitiul 1.5:
5
Fie A = ] siv = [ 4 3 } Care sunt comenzile Matlab pentru

1 2
, b= :
34] 6

rezolvarea ecuatiei A (UT + x) =0

1.3 Generarea vectorilor si matricelor

e Vectorii ai caror elemente formeaza o progresie aritmetica pot fi generati cu constructia:
valin : pas : valfin

Exercitiul 1.6:

Comentati rezultatele urmatoarelor instructiuni:

>> x = 1:10

>> vy =1:2:10

>> z =1:3:10
>t = 1:-3:10
> w = -1:-3:-10
>> u = -1:-10

>> v = -10:-1

>> a = 10:-2:-3

e Vectorii ai caror elemente formeaza o progresie geometrica pot fi generati cu constructia:

logspace(dl, d2, n)

Exercitiul 1.7:

a) Care este semnificatia marimilor d1,d2,n din comanda logspace 7

b) Ce genereaza comanda linspace 7

e Descrierea vectorilor si matricelor pe blocuri. Vectorii i matricele pot fi descrise pe

blocuri, folosind notatii de forma:

A=[XY; UV];

XY

cu semnificatia A = , in care X, Y, U,V sunt matrice sau vectori.
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Exercitiul 1.8:

Care este rezultatul comenzii:

>> A = [1:3 ; 1:2:7]

e Referirea la elementele unei matrice. Pentru a obtine valoarea unui element, se
folosesc constructii de forma a(1,1),a(1,2). Se pot obtine valorile mai multor elemente
prin constructii de forma a(u,v) unde u gi v sunt vectori. De exemplu a(2,1:3) reprezinta
primele trei elemente din linia a doua a matricei a. Pentru a obtine toate elementele liniei

2 se scrie a(2,:).

Exercitiul 1.9:
1 10 100 1000
Fie A= 1|2 20 200 2000
3 30 300 3000

Notati rezultatele si comentati urmatoarele comenzi:

>> A(0,1)

>> A(2,3)

>> A(:,3)

>> A(:, )

>> A(3,:)

>> A(2,2:4)
>> A(2:3,2:4)

e Generarea unor matrice particulare utile se poate face cu ajutorul functiilor:
eye matrice cu elementele unitare pe diagonala si nule in rest;
zeros matrice nula;
ones matrice cu toate elementele unitare;
rand matrice cu elemente aleatoare in intervalul (0,1);
diag construieste o matrice cu o anumita diagonala, sau extrage diagonala dintr-o

matrice.

Exercitiul 1.10:
Comentati urmatoarele comenzi (unde A este matricea de la exercitiul@iarvo =1 2 3 4 5 ]):
>> eye(3)
>> eye(3,3)
>> eye(3,4)
>> diag(A)
>> diag(v)
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Ezxercitiul 1.11:

Comentati urmatoarele comenzi:

>> A = diag(1:3)

>> B = [A, eye(size(A)); ones(size(A)) zeros(size(A))]
>> C = diag(B)

>> D = C’*C

>> E = (D == 14)

e Dimensiunile matricelor (vectorilor) pot fi modificate in timpul executiei unui pro-

gram. Pentru a obtine dimensiunea unei matrice X se foloseste instructiunea:

[m, n] = size(X)

in care m reprezinta numarul de linii §i » numarul de coloane. Dimensiunea unui vector
v se obtine cu:

lenght (v)

care are semnificatia max (size(v)).

Exercitiul 1.12:

Definiti o matrice oarecare B (de exemplu cu 3 linii si 4 coloane). Executati si comentati

urmatoarele instructiuni:

>> [m,n] = size(B)
>> B = [B; zeros(1l, n)]
>> B = [B zeros(m+1,1)]

e Matricea vida. Matlab opereaza si cu conceptul de matrice vida, notata cu [] si care
este o matrice de dimensiune nula, fara elemente. Aceasta se dovedeste utila in eliminarea

unor linii sau coloane dintr-o matrice data. De exemplu, instructiunea
>> B(:, [2 4]) = []
are ca efect eliminarea coloanelor 2 si 4 din matricea B. In acest fel, dimensiunea unei

matrice poate sa gi scada in timpul executiei unui program, nu numai sa creasca prin

adaugarea de noi elemente.
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1.4 Instructiuni grafice

Functia principala pentru reprezentari grafice este:
plot

Ea are diferite variante, printre care:

plot(x,y)

in care x este vectorul variabilei independente, iar y este vectorul variabilei dependente.

Instructiunea:

plot(A)

in care A este o matrice are ca efect reprezentarea grafica a variatiei elementelor coloanelor

matricei A in functie de indexul lor. Numarul de grafice este egal cu numarul de coloane.

Functiile auxiliare ca title si grid permit completarea graficului cu un titlu si respec-
tiv adaugarea unui rastru. Completarea graficului poate fi facuta si cu ajutorul interfetei

grafice, apasand Show plot tools.

Exercitiul 1.13:
Realizati graficul din figura [Tl El reprezinta functia y(¢) = 10 x sin(¢) pentru t € [0, 47].

Puneti etichete axelor, rastrul si legenda ca in figura.

1 =T T T ™ T T
Iy SN
7 % A \ — = — rezultate
08 \ .
L.y 1
0.6 \ 3
041 \

02

y [um]
o

0.2 A i i
-0.4f A i
-0.6f v

0.8

Figura 1.1: Acest grafic trebuie obtinut la exercitiul 113
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1.5 Programare in Matlab

Matlab permite utilizarea unor structuri de control (decizii, cicluri, definiri de functii)
ca orice limbaj de programare de nivel inalt. Se pot scrie programe in Matlab, ca in orice

limbaj de programare.

Avantajul folosirii Matlab consta mai ales In usurinta cu care se pot postprocesa rezul-
tatele, tinand seama de facilitatile grafice ale sale. Un alt avantaj deosebit de important
este acela ca se pot efectua operatii cu vectori si matrice, operatii care sunt deosebit de
eficiente mai ales pentru vectori gi matrice rare. In acest fel Matlab este un mediu foarte

potrivit pentru testarea unor noi algoritmi.

1.5.1 Editarea programelor

Pana acum, ati lucrat la consola Matlab. Comenzile introduse pot fi scrise intr-un figier
(numit script) si apoi executate fie prin tastarea numelui figierului script in consola, fie

prin apasarea butonului Run.
Un script in Matlab are urmatoarea structura posibila:

% comentarii

instructiune; % fara afigsarea rezultatului

instructiune % cu afigarea rezultatului

Exercitiul 1.14:

Scrieti comenzile cu care ati rezolvat exercitiul [[3] intr-un figier numit mytest.m, din

directorul AlgoritmiNumerici/Temal si apoi executati-1 fie cu comanda:
>> mytest

fie apasand butonul Run din editor. Observati ce se intampla daca la sfarsitul fiecarei

instructiuni adaugati terminatorul “;”.

IMPORTANT: Comenzile necesare rezolvarii temelor ce vor urma vor fi scrise in fisiere.

1.5.2 Operatii de intrare/iesire

e Introducerea datelor.

Cea mai simpla metoda consta in utilizarea instructiunii de atribuire, ca in exemplul:
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a=>5

In cazul unui program scris intr-un fisier, este mai convenabil sa se foloseasca functia

input. Functia input se utilizeaza in atribuiri de forma:
variabila = input(’text’)

in care “variabila” este numele variabilei a carei valoare va fi citita de la consola, iar “text”
este un sir de caractere ce va fi afisat, ajutand utilizatorul la identificarea informatiei ce

trebuie introdusa. De exemplu:
a = input(’Introduceti valoarea variabilei a. a = ’);

e Inspectarea $i afisarea rezultatelor

Pentru inspectarea valorilor variabilelor este suficient sa fie invocat numele lor:
>> a

pentru ca interpretorul sa afiseze valoarea lor.

Daca se doregte eliminarea afisarii numelui variabilelor din fata valorii sale, atunci se

foloseste functia disp:

>> disp(a)

Aceasta functie poate fi folosita si pentru afisarea textelor, de exemplu:
disp(’Acest program calculeaza ceva ’);

Formatul in care sunt afisate valorile numerice poate fi modificat de utilizator cu aju-

torul instructiunii:
format

Operatia de iegire se poate realiza si prin apelul functiei fprintf in instructiuni de
forma:

fprintf(’format’ variabile)

in care “variabile” sunt variabilele care vor fi scrise in formatul corespunzator instructiunii,
iar “format” este un gir de caractere ce descrie formatul de afisare. Sunt recunoscute

urmatoarele constructii, similare celor din limbajul C:
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%f  scrierea numarului in format cu virgula fixa;
%he  scrierea numarului in format cu exponent;

%g  scrierea numarului in formatul cel mai potrivit (%f sau %e).

Celelalte caractere intalnite in girul “format” sunt afisate ca atare, de exemplu:
fprintf (’ Rezultatul este a = %g’, a);

Afigarea rezultatelor se poate face si grafic (vezi paragraful [L4]).

Exercitiul 1.15:

Scrieti intr-un figier un program prietenos care va permite introducerea de la consola

Matlab a doua numere reale, va calcula suma lor, si va afisa rezultatul in formatul cu

exponent.

1.5.3 Structuri de control

e Decizii

Decizia simpla:

Pseudolimbaj Matlab Observatii
daca conditie atunci | if conditie “conditie” este o expresie care
instructiuni instructiuni || este evaluata, iar daca rezultatul
end este adevarat (T), atunci se

executa “instructiuni”, altfel

se executa prima instructiune

ce urmeaza dupa end.

Decizia cu alternativa:

Pseudolimbayj Matlab Observatii
daca conditie atunci | if conditie “conditie” este o expresie care
instructiunil instructiunil || este evaluata, iar daca rezultatul
altfel else este adevarat (1), atunci se
instructiuni2 instructiuni2 || executa “instructiunil”, iar daca
end rezultatul este fals (0), se
executa “instructiuni2”.
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Decizia de tip selectie:

Pseudolimbayj Matlab Observatii
daca conditiel atunci | if conditiel Pot exista oricate
instructiunil instructiunil alternative de selectie.
altfel daca conditie2 | elseif conditie2
instructiuni2 instructiuni2
altfel else
instructiuni3 instructiuni3
end
switch expresie, Pot exista oricate
case expresiel instructiunil, || cazuri.
case expresie2 instructiuni2, | “instructiunil” sunt
otherwise instructiuni, executate daca
end expresie == expresiel,
etc.
o Clicluri
Ciclul cu test initial:
Pseudolimbaj Matlab Observatii

cat timp conditie | while conditie Se repeta corpul ciclului, adica “instructiuni”,

instructiuni instructiuni | cat timp “conditie” este adevarata.

end S-ar putea ca “instructiuni” sa nu fie executate

niciodata in timpul rularii programului.

Ciclul cu contor:

Ciclul cu contor are doua forme, din care a doua este cea generala. Daca “expresie”
este o matrice, atunci “variabila” ia succesiv valorile coloanelor matricei. “instructiuni”
nu sunt executate niciodata daca vectorul “valin:pas:valfin” este incorect definit (vid) sau

daca “expresie” este matricea vida.

Pseudolimbayj Matlab Observatii
pentru contor = valin, valfin, pas | for contor = valin : pas : valfin, | Forma a
instructiuni instructiuni doua este
end cea generala.

for variabila = expresie,
instructiuni

end

lesirile fortate din cicluri se pot face cu instructiunea break.
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Exercitiul 1.16:

Scrieti un program care sa determine cel mai mare numar intreg n pentru care 10” poate

fi reprezentat in Matlab. Indicatie: folositi un ciclu cu test, in care conditia de intrare

in ciclu testeaza egalitatea dintre 10" si constanta Inf.

1.5.4 Functii

Functiile sunt rutine Matlab care accepta parametri de intrare gi intorc parametri de

iesire.

Este bine ca fiecare functie sa fie definita intr-un fisier separat, care are acelagi nume

ca numele functiei si extensia *.m. Un fisier continand o functie trebuie sa inceapa astfel:
function| yi,...,y, | = nume_functie ( z1,..., 2, )

unde y; sunt variabilele de iegire calculate in functie de variabilele de intrare x; si, eventual,
de alte variabile existente in Matlab in momentul executiei functiei. Se recomanda ca

acest fisier sa se numeasca nume_functie.m.

Exercitiul 1.17:

Editati un fisier numit “combin.m” cu urmatorul continut:

function [x,y] = combin(a,b)
x = a + b;

y = a - b;

si un figier numit “main_combin.m” cu urmatorul continut:

clear all;
a = input(’Introduceti a. a = ’);
b = input(’Introduceti b. b = ’);

[c,d] = combin(a,b);
disp(sprintf(’ Suma numerelor a = %g si b = %g este a + b = Yg’,a,b,c));

disp(sprintf(’ Diferenta numerelor a = %g si b = %g este a - b = %g’,a,b,d));

Executati in Matlab comenzile din “main_combin.m”:

>> main_combin;
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a) Explicati comanda disp(sprintf(....));

b) Comentati necesitatea instructiunii clear all.

¢) Rulati programul pas cu pas si urmariti fereastra Workspace

d) Adaugati in functia combin, instructiunea inutila z = 7. Rulati programul pas cu pas
si urmariti fereastra Workspace. Comentati.

e) Pe exemplul de la punctul c), dati in consola Matlab comanda
>> mlint main_combin

Comentati rezultatul ei, dupa ce va informati asupra comenzii mlint.

IMPORTANT: Folosirea comenzii mlint trebuie sa fie o practica obisnuita in cazul
folosirii limbajului Matlab. In versiunile noi de Matlab, rezultatul acestei comenzi este
sugerat de un patratel de culoare verde daca nu sunt erori si nici avertizari, galben daca

sunt doar avertizari si rosu daca exista erori.

1.6 Implementari eficiente ale operatiilor cu matrice

Unul din avantajele lucrului in Matlab este acela ca el permite implementarea operatiilor
cu matrice. Aceasta nu numai ca simplifica scrierea programelor, dar conduce la imple-
mentari mai eficiente deoarece Matlab are proceduri optimizate pentru aceste operatii.

Urmatoarele exercitii ilustreaza acest lucru.

Exercitiul 1.18:

Scrieti o functie ps_v1 care sa calculeze produsul scalar a doi vectori a si b de dimensiune

1 x n prin implementarea formulei > | a;b; si o alta functie ps_v2 care si implementeze
calculul produsului scalar folosind operatiile cu matrice a * b'. Verificati corectitudinea

functiilor scrise cu ajutorul unui script in care sa comparati rezultatele.

Exercitiul 1.19:
Comentati continutul scriptului de mai jos. Executati-1 si comparati rezultatul cu cel din
figura [[L2

clear all;

nn = linspace(le6,1e7,10);
N = length(nn);

tl = zeros(1,N);

t2 = zeros(1,N);
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for i = 1:length(an);
n = floor(an(i));
a = rand(1,n);
b = rand(1,n);
tic;

rezl = ps_vi(n,a,b);
t1(i) = toc;

tic;

rez2 = ps_v2(a,b);
t2(i) = toc;

end

plot(nn,tl, ’bo-");
hold on;
plot(nn,t2,’rx-");
leg{1}
leg{2}
legend(leg);
xlabel(’n’);

ylabel ("t [s]’);
title(’Timp de calcul

’implementare cu for’;

’implementare a*b”\prime’;

al produsului scalar’);

Timp de calcul al produsului scalar
T T

T
0.18F —=o&— implementare cu for
—*— implementare a*h

Figura 1.2: Timpul de calcul al produsului scalar in functie de dimensiunea vectorilor.

Comparatie intre cele doua implementari propuse la exercitiul 119

In concluzie, pentru a scrie programe eficiente, in Matlab trebuie folosit calculul ma-

triceal ori de cate ori este posibil.



1.7. Facilitati de post-procesare 17

Exercitiul 1.20:

Scrieti o functie pmv_v1 care sa calculeze produsul dintre o matrice patrata a de dimensi-

. v . . . n . v .
une nsi un vector coloana b prin implementarea formulei ¢; = ) i1 a;;b;j si o alta functie
pmv_v2 care sa implementeze calculul aceluia si produs folosind operatiile cu matrice
¢ = axb. Comparati eficienta celor doua implementari. Comparati rezultatele obtinute

cu graficele din figura [L.3

Exercitiul 1.21:

Scrieti o functie pmm_v1 care sa calculeze produsul dintre doua matrice patrate a si b de

dimensiune n prin implementarea formulei ¢; ; = >}, a; by, si 0 altd functie pmm_v2
care sa implementeze calculul aceluiasi produs folosind operatiile cu matrice ¢ = a * b.
Comparati eficienta celor doua implementari. Comparati rezultatele obtinute cu graficele
din figura 41

Timp de calcul al produsului matrice — vector Timp de calcul al produsului a doua matrice

—6&— implementare cu for 1
—#— implementare a*b

0.16

—©6— implementare cu for 45}
0.14r —#— implementare a*b 1
Z 0.08f ] Zoast ]

1b 4

0.02-

S

N

05

e

O
L

0 L L L
1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 1.3: Timpul de calcul al pro-
dusului dintre o matrice patrata si un
vector 1n functie de dimensiunea prob-
lemei. Comparatie intre cele doua im-

plementari propuse la exercitiul 1200

0
100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Figura 1.4: Timpul de calcul al pro-
dusului dintre doua matrice patrate
in functie de dimensiunea problemei.
Comparatie intre cele doua imple-

mentari propuse la exercitiul 1211

1.7 Facilitati de post-procesare

Acest exercitiu urmareste exersarea facilitatilor de postprocesare ale programului, nece-
sare temelor viitoare. Exercitiul propus se refera la reprezentarea grafica a campului

electric produs de o sarcina punctuala plasata in vid.

Ezxercitiul 1.22:

Fie o sarcind punctuald ¢ = 1071° C, situatd in vid (gg = 8.8 - 10712 F/m), in punctul de

coordonate (o, Yo, 20) = (0,0,0).
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a)
b)

se reprezinte grafic liniile echipotentiale in planul z = 0;

se reprezinte grafic potentialul V(x,y,0);

c)
d)

Sa
Sa
c) Sa se reprezinte grafic potentialul V' (x,0,0);
Sa se reprezinte grafic vectorul camp electric in planul z = 0;
Sa se reprezinte grafic componenta dupa x a campului electric E,(z,0,0).

Reamintim ca o sarcina ¢ plasata in punctul avand vectorul de pozitie
ro = ol + yoj + 20k,
intr-un mediu omogen de permitivitate € produce un camp electric

qg R
E(r) = ——,
(r) e R3
unde r = xi+ yj + zk este vectorul de pozitie in punctul in care se calculeaza campul, iar
R=r—ry=(x—x0)i+ (v —v0)j + (# — z0)k este un vector ce uneste punctul in care se

afla sarcina cu punctul in care se calculeaza campul. Modulul acestui vector este

R=|R| = /(o = w0l + (y— )P + (= — )2

Acest camp poate fi descris si cu ajutorul potentialului electric V', unde E = —gradV'. In

acest caz simplu, V' este dat de expresia

q

Vir) = AteR’

Linii echipotentiale si vectorii se pot trasa cu ajutorul comenzilor contour §i quiver.
Pentru aceasta, se vor determina valorilor potentialului si ale componentelor campului
intr-o multime discreta de puncte din spatiu, plasate in nodurile unei retele bidimensionale

generata de un vector de abscise si un vector de ordonate.

Pentru rezolvarea problemei se va scrie o functie care calculeaza potentialul si campul
unei sarcini punctuale situata intr-un punct oarecare din spatiu. Un exemplu de astfel de

functie este urmatorul.

function [V,E] = camp_sarcina(q,epsilon,x0,y0,z0,x,y,2z)
% Calculeaza campul unei sarcini in vid

% Date de intrare

yA q - valoarea sarcinii

A epsilon - permitivitatea absoluta a mediului

A x0, yO, z0 - coordonatele punctului unde se afla sarcina
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yA X, y, z — coordonatele punctului unde se calculeaza campul
%, Date de iesire
b V - potentialul

pA E - vectorul camp electric (vector cu 3 componente)

Se va scrie un program principal care sa apeleze functia definita mai sus. Un exemplu

este urmatorul.

clear all;

q = 1lel0;

epsilon = 8.8e-12;
x0 = 0;

yO = 0;

z0 = 0;

xmin = -0.5;
0.5;
-0.5;
ymax = 0.5;

Xmax

ymin

nx = 4;
ny = 4;
x = linspace(xmin,xmax,nx) ;

y = linspace(ymin,ymax,ny);

for i = 1:nx

for j = 1l:ny
xi = x(i);
yi =vy();
[v,e] = camp_sarcina(q,epsilon,x0,y0,z0,xi,yj,0);
V(i,j) = v;

Ex(i,j) = e(1);
Ey(i,j) = e(2);
end
end
[X,Y] = meshgrid(x,y);
X=X;Y=Y,
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figure(1);

contour (X,Y,V);
hold on;
quiver(X,Y,Ex,Ey);

Figura 1.5: Efectul comenzilor contour si quiver. Curbele au aceasta forma datorita

gridului extrem de rar folosit.

Exercitiul 1.23:

a) Observati si comentati alura echipotentialelor pentru diferite grade de finete ale retelei

folosite.

b) Cum tratati cazul in care unul din punctele gridului coincide cu punctul in care se

afla sarcina?

c) Propuneti un algoritm care sa genereze o retea adaptata problemei, astfel incat

liniile echipotentiale sa aiba racordari cat mai netede.

1.8 Referinte utile
e Documentatia Matlab - disponibila online la
http://www.mathworks.com /access/helpdesk /help /helpdesk.html

e (Clever Moler - Numerical Computing with Matlab, SIAM, 2004, disponibila online

la http://www.mathworks.com/moler/

e Pascal Getreuer - Writing fast Matlab code, 2009
http://www.math.ucla.edu/~getreuer/matopt.pdf
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Capitolul 2
Evaluarea algoritmilor

In general, o problema admite mai multe metode de rezolvare, si in consecinta, vor
exista mai multi algoritmi diferiti pentru rezolvarea ei cu ajutorul calculatorului. De
aceea, este absolut necesar sa se faca o evaluare a algoritmilor pentru a stabili care dintre

ei este cel mai bun pentru o problema data.

Nu exista un singur criteriu de evaluare a algoritmilor. Algoritmul ideal trebuie sa fie
simplu, sa dea o solutie corecta intr-un timp scurt si sa ocupe o zona mica de memorie. Nu
exista 1nsa nici un algoritm care sa rezolve perfect o problema, fara nici un fel de eroare
si atunci vom urmari sa avem erori rezonabile pentru o anumita aplicatie. O analiza a
erorilor posibile dintr-un algoritm este prezentata in paragraful urmator. De asemenea,
criteriul referitor la timpul de calcul intra de multe ori in contradictie cu criteriul referitor

la memoria necesara algoritmului.

In consecinta, la alegerea unui algoritm potrivit pentru o aplicatie data, trebuie facut
un compromis intre trei criterii: timpul de calcul necesar obtinerii solutiei, necesarul de
memorie si acuratetea solutiei. Exercitiile propuse in aceasta tema ilustreaza aceste trei

criterii.

2.1 Timpul de calcul

Timpul de calcul al unui algoritm depinde de complexitatea problemei de rezolvat, de
performantele intrinseci ale calculatorului si limbajului de programare folosit si evident, de
algoritm. Este util insa sa poata fi apreciata doar calitatea algoritmului si nu a problemei
sau a mediului in care se lucreaza. De aceea s-a inventat conceptul de complexitate a

unui algoritm din punct de vedere al timpului de calcul.

21
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Complezitatea unui algoritm din punct de vedere al timpulur de calcul este relatia din-
tre timpul de calcul exprimat itn numar de operatii elementare si dimensiunea problemer.
Dimensiunea problemei depinde de problema studiata. De exemplu, pentru calculul pro-
dusului scalar a doi vectori, dimensiunea problemei este dimensiunea vectorilor. Pentru
rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare, dimensiunea problemei este dimensi-
unea sistemului. Uneori, este potrivit sa exprimam dimensiunea problemei in functie de
doua numere in loc de unul. De exemplu, daca datele de intrare reprezinta graful unui
circuit, dimensiunea problemei este reprezentata de perechea alcatuita din numarul de

noduri §i numarul de laturi.

Timpul de calcul este de fapt suma timpilor necesari pentru executarea tuturor instruc-
tiunilor algoritmului. Nu toate instructiunile dureaza la fel de mult, de aceea, estimarea
complexitatii nu se poate face foarte precis, dar nici nu este necesar acest lucru. Se alege o
operatie elementara, considerata a fi cea care dureaza cel mai mult (de exemplu evaluarea

unei anumite functii) si se numara cate astfel de operatii elementare sunt executate.

Sa consideram urmatorul fragment de pseudocod, corespunzator calculului unui produs
scalar p = > """ | a;b;.
p=20
pentrui=1,n
p=p+apb

Considerand ca operatie elementara orice operatie algebrica (adunare, scadere, inmultire,
impartire) si neglijand timpul de calcul petrecut in declaratii si atribuiri, rezulta ca in
algoritmul de mai sus se fac 2n operatii elementare, cate doua (o adunare si o iInmultire)
pentru fiecare valoare a contorului ¢. Timpul de calcul este proportional cu dimensiunea
problemei, in acest caz n. Un astfel de algoritm se spune ca este un algoritm liniar, sau de
ordinul 1 si se noteaza T' = O(n). In cazul produsului scalar a doi vectori de dimensiune
n, putem scrie 7' = O(2n) ~ O(n). Constanta 2 nu este atat de relevanta, ceea ce este

important este dependenta de dimensiunea problemei.

Fie acum cazul inmultirii unei matrice patrate a de dimensiune n cu un vector coloana

x. Rezultatul este un vector coloana ale carui componente se calculeaza ca b; = 22;1

Q5 5.
pentrui=1,n
pentruj =1,n

bi = bl -+ Clijl'j
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In acest caz, pentru fiecare i se fac 2n operatii (judecand exact ca la produsul scalar),
deci pentru toate cele n valori ale lui i se vor face 2n? operatii elementare. Un algoritm
pentru care timpul de calcul T este proportional cu patratul dimensiunii problemei n se
spune c este un algoritm pdtratic, sau de ordinul 2 si se noteaza T = O(n?). inmuh;irea

dintre o matrice i un vector are deci complexitatea T' = O(2n?) ~ O(n?).

Exercitiul 2.1:

Scrieti pseudocodul pentru inmultirea a doua matrice patrate de dimensiune n si evaluati

ordinul de complexitate din punct de vedere al timpului de calcul.

Exercitiul 2.2:

Fie pseudocodul

procedurd gaxpy(m,n,a,z,y,b)

; calculeaza b =ax +y

; date de intrare

intreg m,n ; dimensiunile problemei

tablou real a[m][n|; matrice dreptunghiulara cu m linii gi n coloane
tablou real x[n]

tablou real y[m]

; rezultat

tablou real b[m]

; alte declaratii

pentru:=1,m
b, = Yi
pentruj =1,n
bz‘ = bl + Q50 5

retur

a) Estimati ordinul de complexitate din punct de vedere al timpului de calcul. Particularizati
rezultatul pentru cazul m = n.

b) Implementati procedura gaxpy in Matlab.

c¢) Cum veti apela aceasta functie in Matlab pentru ca rezultatul sa se scrie tot in variabila
y?

d) Scrieti un script care sa contorizeze timpul de calcul necesar acestei proceduri, pentru

cazul n = m. Observati ca rulari distincte ale acestuia nu conduc la exact aceleasi valori
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numerice pentru timpul de calcul. Comparati timpul obtinut cu cel necesar instructiunii
Matlab scrise cu vectori. Pentru aceasta, realizati un grafic de tipul celui din figura 2.1

Comentati rezultatele obtinute.

Timp de calcul ax +y
0.18 T T T T

0.16

gaxpy, prima rulare 1
gaxpy, a doua rulare
0.14 —k— instructiuneab =ax +y ]

t[s]

ol Y .
1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 2.1: Un grafic de acest tip trebuie obtinut la exercitiul

In mod riguros, notatia T =0(---) folosita mai sus, defineste o margine asimptotica
superioara pentru dependenta timpului de calcul de dimensiunea problemei. In general, se
spune ca un algoritm are ordinul de complexitate O(g(n)) din punct de vedere al timpului
de calcul daca si numai daca exista o constanta pozitiva C' > 0 si un numar ng astfel incat
T < Cg(n) pentru orice n > ng. Se poate defini gi 0o margine inferioara pentru aceasta
dependenta. Un algoritm are ordinul de complezitate 2(g(n)) din punct de vedere al
timpului de calcul daca si numai daca exista o constanta pozitiva C' > 0 si un numar ng

astfel incat C'g(n) < T pentru orice n > ny.

In exemplul urmator, se va analiza complexitatea unui algoritm care va cauta o valoare
reala xcrt in interiorul unui sir de n valori  ordonate crescator. Daca valoarea xcrt se
afla in afara intervalului [z, z,,| atunci functia va intoarce valoarea -1, alftel ea va intoarce

indexul din stanga al sub-intervalului in care se afla valoarea. Fie pseudocodul urmator:

functie cauta vl(n,z,xcrt)

; cauta valoarea xcrt in sirul ordonat x cu n valori
intregn

tablou real z[n] ; sirul este presupus ordonat

real zcrt

logic flag

daci (zert < xy) sau (xert > x,)
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rez = —1
altfel

flag =0

k=1

cat timp ((k <=n—1) si (flag = 0))

daca zcrt < x4

rez =k

flag =1
altfel

k=k+1

intoarce rez

Exercitiul 2.3:

a) Explicati cum se face cautarea in functia cautd vi.

b) Aratati ca ordinul de complexitate in cazul cel mai defavorabil este 7 =0(n) si in cazul
cel mai favorabil T' = €(1). Se va considera ca operatie de referinta compararea a doua
numere reale (instructiunea k < n — 1 este o comparatie intre doua numere intregi, iar
flag = 0 este o comparatie intre doua variabile logice, timpul necesar acestor instructiuni
se va neglija).

¢) Implementati functia in Matlab si scrieti un script pentru testarea corectitudinii ei.

Cautarea se face mai eficient daca se adopta o strategie bazata pe injumatatirea

numarului de subintervale in care are loc cautarea, ca in pseudocodul de mai jos.

functie cauta_v2(n,x, xert)

dacid (zert < xy1) sau (xert > xy,)

rez = —1
altfel
kl=1
k2 =n
cat timp k2 — k1 # 1
km = [(k1+k2)/2] ;|- --] este partea Intreaga
daca zcrt < Tpm

k2 = km
altfel
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k1l =km

[ )
rez =kl
[ ]

intoarce rez

Exercitiul 2.4:

a) Explicati cum se face cautarea in functia cauta v2.

b) Aratati ca ordinul de complexitate este 7' =0(log(n)), unde log este logaritmul in baza
2.
¢) Implementati functia in Matlab si completati script-ul scris la exercitiul anterior pentru

testarea corectitudinii ei.

O alta posibilitate de a implementa cautarea binara este prin folosirea unei algoritm
recursiv. Un algoritm recursiv este un algorim care se apeleaza pe el insusgi. Ideea princi-
pala este aceea de a imparti problema in subprobleme de acelasi tip. Pseudocodul cautarii

binare pentru problema de mai sus este urmatorul.

functie cauta_v3(n,z, xert)

dacd (zert < xq) sau (zert > x,,)

rez = —1
altfel

rez = binary_search(z, zcrt, 1,n);
[ ]

intoarce rez

functie binary search(z, zcrt, idz_start, idx_stop)
; presupuneri:
; x - ordonate, idx_start < idx_stop

: xert se afla in interiorul vectorului x

mijloc = [(idx_start + idx_stop) /2]
daca tdx_stop = idx_start + 1
rez = mijloc
altfel daca @yji0c > vert
rez = binary_search(z, zcrt, idx_start, mijloc)
altfel



2.2. Necesarul de memorie 27

rez = binary_search(z, xcrt, mijloc, idx_stop)
[}

intoarce rez

Evaluarea complexitatii algoritmilor recursivi se face prin scrierea unei relatii de recurenta.
De exemplu, pentru algoritmul recursiv de mai sus, la fiecare iteratie dimensiunea proble-
mei se reduce la jumatate, iar timpul necesar pentru a decide care jumatate sa fie eliminata

este constant, nu depinde de dimensiunea problemei. De aceea putem scrie
T(n)=T(n/2)+ O(1).

Pentru a simplifica rationamentul, vom presupune ca n este o putere a lui 2: n = 2F.

Urmeaza ca

T(n) <T(n/2)+C < T(n/4)+2C < --- < T(n/2")+kC = T(1)+Clog(n) = O(log(n)).
Se poate arata ca acest algoritm are aceasta complexitate pentru orice valoare a lui n,

nu numai pentru valori de tipul n = 2*.

Exercitiul 2.5:

Implementati functia cauta v3 in Matlab si completati script-ul scris la exercitiul anterior

pentru testarea corectitudinii ei.

2.2 Necesarul de memorie

Complexitatea unui algoritm din punct de vedere al necesarului de memorie este depen-
denta dintre necesarul de memorie exprimat in numar de locatii elementare de memorie
st dimensiunea problemei. De obicei, o locatie elementara de memorie este cea core-

spunzatoare unui numar real.

Exercitiul 2.6:

Executati urmatoarele comenzi in consola Matlab:

>> clear all;
>> a = 2.3;
>> whos

Cati bytes ocupa un numar real?

Exercitiul 2.7:

Executati urmatoarele comenzi in consola Matlab:
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>> clear all;
>> i =7; ¥ Numar intreg?
int8(7);

>> ]
>> whos

Comentati rezultatul. Pentru intelegerea detaliilor, cautati in documentatia Matlab cu-

vintele cheie "Integer data types”.

In cazul codului ce calculeazi produsul scalar a doi vectori, descris la pagina 22], este
necesara memorarea a doi vectori de dimensiune n i a unui scalar real pentru rezultat.
Ordinul de complexitate este deci M =0(2n + 1) =0(2n) ~O(n).

Exercitiul 2.8:

Care este ordinul de complexitate din punct de vedere al necesarului de memorie pentru

algoritmul implementat la exercitiul 2[II? Dar la exercitiul 227

Exercitiul 2.9:
Ce spatiu de memorie este necesar pentru stocarea unei matrice patrate de dimensiune

1000007

In rezolvarea numericd a problemelor reale din inginerie, un sistem de ecuatii cu 100000
ecuatii cu tot atatea necunoscute poate reprezenta un model mediu sau chiar grosier al
problemei de analizat. Din fericire insa, in majoritatea cazurilor, matrice de astfel de
dimensiuni au foarte multe elemente nule. Astfel de matrice nu se memoreaza in forma
lor totala, ca tablouri bidimensionale, ci se memoreaza doar elementele lor nenule. Mai
mult, algoritmii de calcul se vor adapta acestei scheme de memorare, rezultand avantaje
atat din punct de vedere al necesarului de memorie cat si al timpului de calcul. O matrice
care confine un numdar foarte mare de elemente nule se numeste matrice rara. Despre o

matrice care nu este rara se spune ca este matrice densa sau plind.

Se defineste densitatea unei matrice ca fiind raportul dintre numarul de elemente nenule
si numarul total de elemente al matricei. De obicei, algoritmii care exploateaza raritatea
matricelor devin avantajosi pentru valori mici ale densitatii. Nu se poate preciza o valoare
exacta a densitatii care sa demarcheze matricile rare de matricile pline. Daca, pentru o
anumita matrice care are gi elemente nule, se poate elabora un algoritm care exploateaza
aceasta structura gi care, este mai eficient decat algoritmul gandit pentru matricea plina,

atunci aceasta este o matrice rara.

Exista mai multe metode de a memora matricele rare. Cele mai generale nu fac nici o
presupunere asupra structurii matricei, respectiv asupra pozitiilor in care se afla elemente

nenule.
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Cea mai naturala metoda ar fi cea in care se memoreza doar valorile nenule si indicii
lor in matrice. Astfel, pentru un tablou bidimensional de dimensiune m X n, in loc sa
se memoreze toate cele mn valori (inclusiv zerouri) intr-un spatiu de My, = 8mn B,
sunt necesare doar n,,, locatii de memorie pentru numere reale si 2n,,, locatii de memorie

pentru numere intregi, deci in total Mgy coord = 8 * Nz + 4 * 20y, = 16m,,, B.

De exemplu, matricea M de dimensiune 3 x 4, avand 6 elemente nenule, va fi memorata

intr-un vector val de dimensiune 6, si doi vectori de numere intregi, de dimensiune 6, astfel:

4 0 0 0 val = 1[4 2351 7]
M=[00051| = { ridc = [13 322 3]
2 307 cide = [1 1 2 3 4 4]

In acest exemplu, valorile nenule au fost citite pe coloana, de sus in jos si de la stanga la
dreapta, dar ele pot fi memorate in orice ordine, evident cu permutarea corespunzatoare

a indicilor.

Memorarea poate fi i mai eficienta decat atat. Informatia din vectorul c_idx poate
fi comprimata, indicandu-se doar locul unde se schimba valoarea lui c_idx. Acesta este
formatul cunoscut sub numele de CCS - Compressed Column Storage. O matrice M, de
dimensiuni m X n cu un numar n,, de elemente nenule, va fi stocata cu ajutorul a trei

tablouri unidimensionale astfel:

e un tablou unidimensional val, de dimensiune nnz, care contine toate valorile nenule,

de sus in jos si de la stanga la dreapta;

e un talou unidimensional c¢_ptr, de dimensiune n + 1 (cate un element pentru fiecare
coloana, plus un element aditional care marcheaza sfargitul tabloului), care contine
indicii ce indica in tabloul val locurile in care incep coloanele. Mai precis, coloana j

a matricei initiale are valorile in val de la pozitia c_ptr(j) la pozitia c_ptr(j+1) —1;

e un talou unidimensional r_idz, de dimensiune n,,., care contine, pentru fiecare ele-
ment din val, indicele liniei pe care se afla.
Ordinul de complexitate din punct de vedere al necesarului de memorie este deci M, 4, cos =
8N, +4(n+1) +4n,. = 12n,, + 4(n + 1) B.

Acelagi exemplu, memorat in format CCS este:

4000 val = [4 2 35 1 7]
M=1]00 51 = cptr = 7]
2307 riade = [1 3 3 2 2 3]
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Formatul CCS este gi modul de stocare a matricilor rare in Matlab. Puteti incerca in
Matlab urmatorul exercitiu demonstrativ (matricea folosita este aceeasi ca in exemplele

de mai sus):
>M=[4000; 0051; 2307];
>> Ms = sparse(M);

>> whos

Raspunsul ultimei comenzi va fi

Name Size Bytes Class
M 3x4 96 double array
Ms 3x4 92 double array (sparse)

intr—adevér, M este o matrice plina cu 12 elemente, deci are nevoie de 8¥12 = 96 B, Ms este
o matrice rara de dimensiune 3 x 4, cu 6 elemente nenule, in format CCS, deci are nevoie
de 86+ 4% (4+1)+4%6 = 92B. Castigul nu este aici foarte mare pentru ca matricea

aceasta are o densitate d = 6/(3 x 4) = 50%, ea nefiind in realitate o matrice rara.

Important: In Matlab, comanda sparse afiseaza matricile in triplete de tip indici -

valoare, dar memorarea interna este in format CCS.

Exercitiul 2.10:

Executati in Matlab urmatoarele comenzi si comentati rezultatul.

a) Efectul comenzii sparse fara argumente de iesire:

>> clear all;
>M=[4000; 0051; 230 7];
>> sparse(M)

b) Efectul comenzii find cu trei argumente de iegire:
>> clear all;
>M=[4000; 005 1; 2307];

>> [r_idx,c_idx,val] = find(M);

c¢) Ce se intampla in cazul in care, intr-o memorare pe indici, exista intrari multiple, cu

linii i coloane identice? Pentru a raspunde, analizati urmatorul cod Matlab.
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>> clear all;

>M=[4000; 005 1; 230 7];
>> [r_idx,c_idx,val] = find(M);

>> Ms = sparse(r_idx,c_idx,val);

>> r_idx(7) = 1;

>> c_idx(7) = 1;

>> val(7) = 10;

>> Ps = sparse(r_idx,c_idx,val)

Exercitiul 2.11:

Executati in Matlab urmatoarele comenzi:

>> clear all;

>M=[4000; 0051; 2307];
>> Ms = sparse(M);

>A=[0000; 0051; 230T7];
>> As = sparse(4);

>> As2 = Ms;
>> As2(1,1) = As2(1,1) - 4;
>> whos

Ce se intampla in Matlab daca intr-o matrice rara, un element care era nenul devine nul

in urma unor calcule?

Exercitiul 2.12:

a) Ce spatiu de memorie este necesar pentru stocarea in format CCS a unei matrice

patrate de dimensiune 100000, stiind ca pe fiecare coloana sunt exact patru elemente
nenule? Comparati rezultatul cu cel obtinut la exercitiul 2[§
b) Calculati densitatea acestei matrice.

c) Scrieti un script matlab care sa rezolve punctele a) si b).

De altfel si matricile pline sunt memorate in Matlab pe coloane. Aceasta se da-
toreaza faptului ca Matlab a fost scris initial in Fortran si acesta este modul de stocare
al tablourilor bidimensionale in aceste limbaj. De aceea, in scrierea functiilor in Matlab,
acesarea elementelor unei matrice pe coloane este mai rapida decat accesarea elementelor
pe linii.

Ezercitiul 2.13:

a) Scrieti in Matlab o functie care sa adune elementele unei matrice patrate de dimensiune

n, parcurgand elementele pe coloane:
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functie suma_acces_coloane(n, a)
intregn
tablou real a[n,n|

real s

s=0
pentruj =1,n

pentrui=1,n

s=s+a;;
[ ]

e Iintoarce s

b) Scrieti in Matlab o functie care sa adune elementele unei matrice patrate de dimensiune

n, parcurgand elementele pe linii:

functie suma_acces linii(n, a)

; completati acest pseudocod
¢) Apelati urmatorul script si comentati rezultatul (fig. 2.2]).
clear all;

nn = 1000:100:3000;
N = length(nn);

for 1 = 1:N
n =nn(i);
a = rand(n,n);
tic;

s = suma_acces_coloane(n,a);
t2 = toc;
t_col(i) = t2;

tic;
s = suma_acces_linii(n,a);
t1l = toc;
t_lin(i) = t1;
end

figure(1);



2.2. Necesarul de memorie 33

plot(nn,t_col,’r*-");

hold on;

plot(nn,t_lin, ’bo-’);

leg{1} = ’acces pe coloane’;
leg{2} = ’acces pe linii’;
legend(leg);

xlabel(’n’);

ylabel ("t [s]’);

0.25

T T
—#— acces pe coloane
—=6— acces pe linii

0.2

0.15

t[s]

0.1f

0.05¢

0 1 1 1
1000 1500 2000 2500 3000
n

Figura 2.2: Timpul de calcul depinde si de modul in care se acceseaza elementele unei

matrice. Un astfel de grafic trebuie obtinut la exercitiul 213

In cazul in care matricele sunt memorate ca structuri rare, algoritmii ce opereaza cu
ele sunt adaptati acestor structuri. De exemplu algoritmul pentru procedura gaxpy in

care matricea A este rara, memorata in format CCS val, c_ptr, r_idx, este

procedura sparse_gaxpy(m, n, val, col_ptr, row_idx,x,y,b)
; calculeaza b =ax +y
; a este matrice rara, de dimensiune m X n memorata in format CCS

; declaratii

pentrui = 1,n
bi =y
pentru p = col_ptr(i),col_ptr(i+1) — 1

brow,idx(p) = brow,idg;(p) + 'Ualpl'i

retur
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Exercitiul 2.14:

a) Aratati ca ordinul de complexitate al procedurii sparse_gaxpy este O(2*nnz).

b)d Implementati procedura in Matlab si testati corectitudinea ei.

2.3 Erori in calculele numerice

Unul din criteriile de evaluare a unui algoritm il reprezinta eroarea cu care se obtine
rezultatul. Erorile nu pot fi inlaturate total dintr-un calcul deoarece, de exemplu, chiar
numerele reale nu pot fi reprezentate in calculator cu o precizie infinita. Numarul real 7
are o infinitate de cifre semnificative, iar orice sistem de calcul lucreaza cu un numar finit
de cifre semnificative. Pe de alta parte, erorile se propaga in calcule, astfel incat, chiar
daca datele de intrare ale unui program sunt foarte precise, rezultatul poate avea doar
cateva cifre semnificative corecte. De aceea este foarte important ca pentru orice algoritm

sa se estimeze eroarea rezultatului.
Pentru analiza cantitativa a acestor erori, este utila definirea urmatoarelor marimi.

Eroarea absoluta e, a unei marimi este diferenta dintre valoarea aproximativa z si
valoarea exacta xr a marimii
ey =T — . (2.1)

Este evident ca o astfel de marime nu se poate calcula deoarece valoarea exacta nu este
cunoscuta. De aceea, este mai utila aflarea unei margini a erorii absolute a,, adica a unei

marimi a, care majoreaza norma erorii absolute

lea]] < a. (2.2)

Daca presupunem ca marimea este scalara, atunci din (210) si (Z2]) rezulta ca
T—a, <x<ZT+a,. (2.3)

Altfel spus, cunoagterea marginii erorii absolute permite definirea intervalului in care este

plasata solutia exacta. Relatia (Z3]) se mai scrie si sub forma

r=7T=+a,. (2.4)

Dezavantajul folosirii erorii absolute este acela ca valoarea numerica depinde de sis-

temul de unitati de masura folosit, facand dificila aprecierea gradului de acuratete a

I Facultativ
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solutiei. De aceea, se prefera folosirea unei marimi relative, invarianta la sistemul de

unitati de masura.

FEroarea relativa e, a unei marimi se defineste ca fiind raportul dintre eroarea absoluta
si norma marimii

61‘

]

Ex (2.5)
Nici aceasta marime nu se poate calcula deoarece nici eroarea absoluta, nici marimea
exacta nu sunt cunoscute. De aceea se prefera folosirea unei margini a erorii relative r,

marime care satisface

ezl < 7a (2.6)

Cel mai adesea, marginea erorii relative se exprima in procente, iar relatia ([20) se scrie

si sub forma

r=1+r,%. (2.7)

Erorile dintr-un algoritm se pot clasifica in functie de tipul cauzelor care le genereaza

in: erori inerente, erori de rotunjire si erori de trunchiere.

Erorile inerente sunt erorile datorate reprezentarii imprecise a datelor de intrare. Datele
de intrare ale unui algoritm pot proveni de exemplu din masuratori, si de aceea ele sunt
afectate de erori. Aceste erori nu pot fi eliminate si de aceea este important sa putem
evalua modul in care se propaga ele in calculele numerice, astfel incat sa poata fi facuta

o estimare a erorii rezultatului in functie de erorile datelor de intrare.

Erorile de rotungire se datoreaza reprezentarii finite a numerelor reale in calculator.
Sistemele de calcul nu pot lucra decat cu aproximari rationale ale numerelor reale. Nu-
merele reale sunt reprezentate cu un numar finit de cifre semnificative. Nici aceste erori
nu pot fi eliminate si, ca si in cazul erorilor inerente, este importanta evaluarea modului

in care ele afecteaza rezultatul final.

FErorile de trunchiere provin din reprezentarea finita a algoritmilor. Exista metode
matematice a caror solutie exacta ar necesita efectuarea unui numar infinit de calcule.
Un astfel de exemplu este sumarea unei serii. Deoarece implementarile nu pot fi facute
decat pentru algoritmi care fac un numar finit de calcule, nu are sens sa permitem in
pseudocod cicluri cu contor cu un numar infinit de pasi. In acest caz este importanta

evaluarea erorii care se face datorita trunchierii procesului infinit.

Exercitiile care urmeaza ilustreaza aceste tipuri de erori.
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2.3.1 Erori de rotunjire

Erorile de rotunjire se datoreaza reprezentarii finite a numerelor reale in calculator.
Sistemele de calcul nu pot lucra cu numere reale exacte, ci doar cu aproximari rationale
ale acestora. In consecinta, numerele reale nu pot fi reprezentate in calculator decat cu

un numar finit de cifre semnificative.

In cele ce urmeaza, este util sa reprezentam numerele reale in baza 10, cu ajutorul unei

parti fractionare f si a unui exponent n.
= f-10". (2.8)

Mai mult, pentru orice numar in afara lui 0, prin alegerea convenabila a lui n, partea
fractionara satisface 0.1 < |f| < 1. De exemplu 3.14 = 0.314 - 10*, —0.007856 =
—0.7856 - 1072. In termenii conventiei formulare, cifrele partii fractionare se numesc

cifre semnificative.

Exercitiul 2.15:

Cate cifre semnificative are numarul 3.147 Dar numarul —0.0078567

In calculator se pot memora un numér finit k de cifre semnificative. Se poate demonstra
ca eroarea relativa datorati acestui proces de rotunjire este majoratd de |e,| < 107FFL,
Evident ca daca cifrele pierdute sunt toate zero, atunci numarul poate fi reprezentat
exact. Calculele in care intervin numere reale, chiar daca ele sunt reprezentate exact, pot
fi afectate insa la randul lor de procesul de rotunjire. De exemplu, adunarea a doua numere
reale se face adunand partile fractionare dupa ce, in prealabil, numarul mai mic a fost
rescris astfel incat sa aiba exponentul numarului mai mare. La rescrierea numarului mai
mic se pot pierde cifre semnificative. Pentru intelegerea acestei afirmatii sa ne imaginam ca
lucram pe un calculator ipotetic in care numarul de cifre semnificative este 3. Intr-un astfel
de calculator vrem sa adunam z; = 3.73 = 0.373-10 cu x5 = 0.004 = 4-1073. Numarul z,
de modul mai mic, se rescrie astfel incat sa aiba exponentul 1, ca al numarului mai mare.
29 = 4-107*- 10 = 0.0004 - 10. Deoarece calculatorul permite memorarea doar a 3 cifre
dupa virgula, iar cifra 4 ar fi a patra, insemna ca de fapt cifra 4 este pierduta. La adunare
xo este "vazut” a fi zero si rezultatul adunarii este de fapt x;. Evident ca un astfel de
calculator nu exista, in mod uzual se lucreaza cu mai mult de 12 cifre semnificative, acest
lucru depinzand de configuratia hard, de limbajul de programare folosit si de declaratia

facuta pentru variabile, dar ideea este exact cea descrisa de acest exemplu simplu.

Se defineste zeroul (acuratetea, precizia, “epsilon-ul”) masinii ca fiind cel mai mic
) )
numar real care adunat la unitate i modifica valoarea. Am putea spune ca zeroul maginii

eps este cel mai mic numar pentru care 1 + eps > 1. Pentru orice numar a¢ mai mic
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decat zeroul masginii 1 + a = 1, unde aceasta din urma relatie o consideram efectuata in

calculator si nu in matematica exacta.

Intr-un mediu in care zeroul masinii nu este cunoscut, el poate fi calculat cu usurinta

cu ajutorul unui program ce implementeaza urmatorul pseudocod:

functie zeroul maginii ()

real epsilon

epsilon = 1

cat timp (1 + epsilon > 1)
epsilon = epsilon /2

[ ]

epsilon = epsilon * 2

intoarce epsilon

Ca o consecinta a celor discutate mai sus, rezulta ca, spre deosebire de matematica
exacta, in calculator adunarea numerelor reale nu este asociativa. Daca trebuie adunate
mai multe numere reale, pentru a obtine un rezultat afectat cat mai putin de erori de

rotunjire, trebuie ca numerele sa fie adunate in ordinea crescatoare a valorii lor.

Ezercitiul 2.16:
a) Implementati in Matlab functia zeroul maginii.

b) Comparati rezultatul obtinut cu cel al functiei Matlab eps.

2.3.2 FErori inerente

Se poate demonstra ca, in cazul operatiilor algebrice elementare, propagarea erorilor

inerente se face conform formulelor din tabelele de mai jos.

Erori Adunare Scadere
Y =1+ T2 Yy =11 — T2
Eroare absoluta e, = €z, + €xy €, — €z,
majorata de a, = Ayy + g, Ay + Gy,
Eroare relativa ¢, = saimn T Trs e Tom 1~ Tt e
majorata de r, = T Te 5 e | |3 | T |5 | T

Tabelul 2.1: Erorile rezultatului adunarii si scaderii a doua numere reale in functie de

erorile datelor de intrare.
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Erori inmull;ire impéri;ire
Y = T122 y= z_;
Eroare absoluta e, = || zae,, + 164, - Cay o2 Ca2
majorata de: a, = || |z2|as, + |71|ay, |I—12|agg1 + %%z
Eroare relativa e, = o o €x1 — Exo
majorata de r, = Tay + Ty Ty + Tay

Tabelul 2.2: Erorile rezultatului inmultirii si impartirii a doua numere reale in functie de

erorile datelor de intrare.

Precizam ca operatia x, + x5 este considerata adunare daca ambii operanzi au acelasi
semn. In caz contrar, operatia este de fapt o scadere. Similar, x1 — x5 este o scadere daca

ambii operanzi au acelasgi semn, in caz contrar fiind de fapt efectuata o adunare.

Daca analizam marginea erorii relative de la adunare, se observa ca erorile relative ale
datelor de intrare sunt ponderate cu |x;/(z1 + 22)| si |22/ (21 + 22)|, ambele ponderi fiind
subunitare. Aceasta inseamna ca eroarea rezultatului adunarii a doua numere reale nu
este amplificata, ea ramane de acelasi ordin de marime cu erorile datelor de intrare. Se
spune ca adunarea este o operatie stabila numeric. Nu acelagi lucru se poate spune despre
scadere. Ponderile in acest caz sunt |z1/(x; — x3)]| §i |xe/(21 — x2)|, care pot fi oricat de
mari pentru ca diferenta r; — x9 poate fi oricat de mica. In consecinta, rezultatul unei
scaderi poate fi afectat de erori relative mult mai mari decat erorile relative ale datelor de
intrare. Se spune ca scaderea este o operatie prost conditionata. Proasta conditionare la
scadere apare mai ales atunci cand numerele sunt foarte apropiate, efect cunoscut si sub

numele de efect de anulare prin scadere.

Efectuarea unor calcule de acest tip, in care se urmareste nu numai valoarea rezultatului
ci i modul in care acesta este afectat de erorile datelor de intrare se numeste calcul cu
intervale. Este acum mai evident faptul ca adunarea numerelor reale in calculator nu este

o operatie asociativa, afirmatie facuta cu ocazia discutiei referitoare la erorile de rotunjire.

Un ultim exemplu interesant este cel al functiei y = \/x pentru care rezulta o eroare
absoluta e, = 1/(2y/x)e, si o eroare relativa egala cu jumatate din eroarea relativa a datei
£y = €;/2. Am putea deduce de aici, iIn mod eronat, ca in acest caz, daca aplicam radicalul
in mod repetat rezultatului, eroarea tinde catre zero. Toate calculele prezentate in acest
paragraf (inclusiv acesta din urma) au presupus un calcul exact, adicd un calcul fara
erori de rotunjire. Rotunjirea nu poate fi insa ignorata. Nu putem separa proprietatile
erorilor inerente de efectul rotunjirii. De aceea, vom accepta un fel de superpozitie a
erorilor in sensul ca eroarea relativa intr-un calcul aproximativ este egala cu eroarea

relativa produsa de calculul aproximativ cu numere exacte (adica eroarea de rotunjire)



2.83. Erori in calculele numerice 39

plus eroarea relativa produsa de calculul exact cu numere aproximative (afectate deci de
erori inerente). Cu aceasta precizare, rezultatelor care estimeaza marginea erorii relative
trebuie sa li se adauge o eroare de rotunjire, de exemplu

€z
€z = 5 + eps. (29)

Exercitiul 2.17:
Scrieti un program Matlab care si calculeze solutiile ecuatiei az® + bx + ¢ = 0, unde
a=14+0.1%, b=-100.01 £0.1%, c =1 £ 0.1%.

2.3.3 Erori de trunchiere

Erorile de trunchiere provin din caracterul finit al algoritmilor. Exista metode matem-
atice a caror solutie exacta ar necesita efectuarea unui numar infinit de calcule. Estimarea
erorilor de trunchiere se poate face de multe ori apriori, folosind rezultatele teoretice ale

matematicii.
Ca exemplu, sa consideram dezvoltarea in serie Taylor a unei functii:

r — X9

(x — 9)*
1!

f(x) = flwo) + =

[ (o) + [ (o) + -+ (2.10)
Exercitiul 2.18:

Scrieti seria alternata obtinuta din dezvoltarea in serie Taylor a functiei sin(z) in jurul

punctului xg = 0.

Conform teoriei seriilor alternate, se stie ca eroarea absoluta facuta prin aceasta
trunchiere este mai mica decat ultimul termen considerat. Cunoasterea acestui rezultat
teoretic ne permite sa elaboram un algoritm de evaluare a functiei sinus care sa stabileasca
singur cand se va opri. Algoritmul va aduna termeni la suma partiala pana cand termenul
curent sumat este mai mic decat o anumita valoare. Aceasta valoare nu trebuie sa fie prea
mare caci atunci solutia va fi nesatisfacatoare. De asemenea, o valoare mai mica decat ze-
roul masginii este lipsita de sens deoarece un termen curent cu o astfel de valoare, adunat
la suma partiala acumulata pana in acel moment, nu mai are nici o influenta asupra
valorii sumei partiale. Intr-un astfel de moment, continuarea sumérii seriei este inutils,
ea nu mai iImbunatateste rezultatul, fenomen total diferit de teoria matematica in care
rezultatul este cu atat mai precis cu cat suma contine mai multi termeni. Pseudocodul

urmator implementeaza calculul funtiei sinus intr-un punct x, cu o eroare impusa err.
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functie sinus(z,err)

; Intoarce valoarea functiei sinus in punctul x
; prin trunchierea seriei Taylor dezvoltata in 0
real x

real err

real t,s

intreg k

t=ux

s=t

k=20

cat timp (|t| > err)
k=k+1
t:(—l)*t*m
s=s+t

[

intoarce s

Ezxercitiul 2.19:

a) Implementati in Matlab pseudocodul de mai sus.

b) Scrieti un program care sa reprezinte grafic variatia modulului termenului curent (ca in

figura 2.3)) si modulul diferentei dintre sumele partiale consecutive (figura 2.4]) in functie

de iteratie. Comentati rezultatul.

10° X% -
X

Xx

107 - *

107t X

It
%

10 : [Tt 3

10™ | %]

107

Figura 2.3: Modulul termenului curent
al dezvoltarii in serie Taylor a functiei
sinus. Un astfel de grafic trebuie obtinut
la exercitiul 2[18]

; bjooooRoOOOgO@mEDOBEEOD
0 5 10 15 20 25 30
Iteratia k

Figura 2.4: Modulul diferentei dintre
sume partiale consecutive la dezvoltarea
in serie Taylor a functiei sinus. Un astfel
de grafic trebuie obtinut la ex. 2[I8



Capitolul 3

Analiza circuitelor electrice rezistive

liniare

Aceasta tema reprezinta cel mai simplu exemplu de aplicatie din ingineria electrica,

care conduce la rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare.

Un circuit rezistiv liniar este un circuit ce contine rezistoare, surse ideale de tensiune
si curent si surse comandate liniar. Problema fundamentala a analizei acestor circuite
are ca date topologia circuitului si valorile parametrilor (rezistentele, valorile surselor), si

urmareste calculul curentilor si tensiunilor din fiecare latura.

Exista mai multe metode de rezolvare a unor astfel de circuite: metoda ecuatiilor Kirch-
hoff, metoda potentialelor nodurilor, metoda curentilor ciclici. Atat metoda potentialelor
nodurilor cat si metoda curentilor ciclici genereaza un sistem de ecuatii mai mic decat
metoda Kirchhoff, avand o matrice a coeficientilor cu proprietati mai bune (de exemplu
simetrie, diagonal dominanta). Metoda curentilor ciclici necesita si alegerea unui sistem
convenabil de bucle independente, fiind mai dificil de transpus intr-un algoritm decat

o

metoda potentialelor nodurilor (numita mai scurt metoda sau tehnica nodala)

Exercitiile din acest capitol va vor ajuta sa intelegeti modul in care se concepe si
se testeaza un algoritm folosind tehnica nodala pentru asamblarea sistemului de ecuatii,
metode directe de rezolvare a sistemului rezultat si tehnici de matrice rare pentru a obtine

un algoritm cu o complexitate cat mai buna.

41
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3.1 Metoda potentialelor nodurilor

Primul pas catre elaborarea unui algoritm il constituie intelegerea teoriei metodei de
rezolvare gi pregatirea unui exemplu de dimensiuni mici pentru primele teste care vor fi

facute viitorului program.

Vom considera un circuit electric alcatuit numai din laturi standard de tip sursa reala
de tensiune (fig3]). In particular, aceste laturi pot fi rezistoare ideale, dar nu surse ideale
de tensiune.

(ni) Re ik &  (nf)

Figura 3.1: Latura standard.
Datele problemei sunt

e topologia: numarul de noduri N, numarul de laturi L si modul in care sunt conectate
laturile adica graful circuitului,

e toate rezistentele laturilor Ry, k =1,..., L,

e toate tensiunile electromotoare ey, k= 1,..., L

)
Se cere sa se calculeze

e toate tensiunile u; la bornele laturilor,
e toti curentii iy ce strabat laturile,

e puterea consumata si puterea generata in circuit.

Desi alegerea sensurilor de referinta poate fi arbitrara, in vederea transformarii metodei
nodale intr-un algoritm, este mult mai usor daca se aleg sensuri de referinta in mod
sistematic, ca de exemplu: sensul de referinta al curentului este dat de sensul sursei de
tensiune (definit de sageata interioara) si sensul de referinta al tensiunii se alege astfel
incat sa se respecte conventia de la receptoare (aga cum sunt reprezentate in fig.[3.1).
Sensul de referinta al curentului ce strabate o latura k stabileste si o relatie de ordonare
intre cele doua noduri ale laturii respective, el fiind sensul de la nodul initial notat (niy)
la nodul final notat (nfy).
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Conform teoriei circuitelor, fenomenele sunt complet descrise de un numar de N — 1

ecua@iiE' Kirchhoff I B

> ipg=0, n=1,.. N, (3.1)

ke(n)

un numar de L — N + 1 ecuatii Kirchoff II scrie pentru un sistem de bucle independente

A
> Tup=0 b=1...,L-N+1, (3.2)
ke(b]

si L relatii Joubert, scrise pentru toate laturile
Uk :Rkik—ek, k= 1,...,L, (33)
in total un numar de 2L ecuatii cu 2L necunoscute (toti curentii si toate tensiunile).

In tehnica nodald necunoscutele principale ale problemei (adica necunoscutele care se
calculeaza mai intai) sunt potentialele nodurilor vy, £ = 1,..., N, unde unul din noduri
are, in mod conventional, potentialul nul. Vom presupune ca numerotarea nodurilor este
facuta astfel incat nodul de indice maxim este cel de referinta, vy = 0. Prin exprimarea
tensiunilor ca diferente de potential, teorema Kirchhoff II este identic satisfacuta. Altfel

spus, relatia ([32)) este satisfacuta daca se scriu toate relatiile

Uk = Uni, — Unf, k=1,...,L. (3.4)

Pentru a face scrierea mai compacta este util sa folosim urmatoarele notatii:

u = [u uy ... up ]t ert! vectorul tensiunilor laturilor,

i = [d i ... ip T emrl™! vectorul curentilor prin laturi,

v = [v vy ... vy |Ter®x vectorul potentialelor nodurilor,

e = [e ey ... ey ]F emrt vectorul tensiunilor electromotoare,

R = diag(| Ry R, ... Ry ])er!l  matricea diagonald a rezistentelor laturilor.

Cu aceste notatii, relatiile Kirchhoff I (B1]) se scriu in mod compact
Ai=0, (3.5)

unde A = (a;j)i=1,n-1,j=1,1 este matricea incidentelor laturi-noduri, o matrice topologica

de dimensiune (N — 1) x L, un element al ei fiind definit astfel

0 daca nodulinu apartine laturii j;
aj; = { +1 daca nodulieste nod initial pentru latura j;

—1 daca nodulieste nod final pentru latura j.

. A . o "}
Notatia > reprezintd o suma algebrica, adica >." 2 = 3. epap, unde g, = 1.
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Exercitiul 3.1:
Fie circuitul din figl3.2

a) Orientati laturile in conformitate cu conventia descrisa mai sus;

b) Numerotati laturile;
¢) Numerotati nodurile;

d) Scrieti matricea incidentelor laturi noduri A € Z**.

Figura 3.2: Circuit simplu de test.

Relatia Kirchhoff II in forma (B.4]) se scrie
u=ATv, (3.6)

iar relatiile lui Joubert (B3]) se scriu compact
u=Ri—e. (3.7)

Exercitiul 3.2:
Verificati relatiile (8:6) si (B.7) pentru circuitul de test din fig.32

Daca matricea R este inversabila (lucru adevarat daca toate rezistentele sunt presupuse

pozitive) atunci din ([B.7) rezulta ca
i=R '(u+e). (3.8)
Inlocuind B) si 30 in 37, rezultd ecuatia matriceal satisficuta de vectorul potentialelor

AR 'ATv = —ARe. (3.9)

Matricea coeficientilor sistemului algebric liniar de rezolvat
G = AR AT g RrW-Dx(V-D) (3.10)

este numita matricea conductantelor nodale.
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niy, n f

* * *x % * * % *
nig | * +1/R x x —1/Rp x x niy | —ex/ Ry

* * %k * %k *

* * * % * * % *
nfe|x —1/Ri * % +1/R; * x nfy | +ex/ Ry

* * %k * * % *

* * * % * * ok N

) o ) _ Figura 3.4: Contributia unei laturi & la
Figura 3.3: Contributia unei laturi k£ la o
. vectorul injectiilor de curent.
matricea conductantelor nodale.

Exercitiul 3.3:
Calculati matricea G data de relatia (B8I0) pentru circuitul simplu de test.

Este usor de observat ca termenii ei au urmatoarea semnificatie: orice termen diagonal
Gy; reprezinta suma conductantelor laturilor care concura la nodul ¢, iar orice termen
nediagonal G;; cu ¢ # j reprezinta suma conductantelor laturilor care unesc direct nodul

7 cu nodul j, luata cu semnul minus. Altfel scris,

1
Gi = R 3.11
>R (3.11)
ke(q)
1 .
Gy = — Z o pentru i # j. (3.12)
ke(i);ke(d)

Termenul liber al sistemului de ecuatii
t=—AR'e er®1x! (3.13)

este numit vectorul injectiilor de curent.

Exercitiul 3.4:
Calculati vectorul t dat de relatia (BI3) pentru circuitul simplu de test.

Un termen al acestui vector ¢, reprezinta suma algebrica a unor termeni de tipul e,, /R,
pentru toate laturile m care concura la nodul k, cu plus daca sageata interna a sursei de

tensiune electromotoare de pe latura m intra in nodul %, si cu semnul minus in caz contrar.

Este important sa remarcam ca matricea G este simetrica gi pozitiv definita. In relatia
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(BI0) R este o matrice diagonala, avand pe diagonala valorile rezistentelor laturilor

R, 0 - 0
0 R, --- 0
R = ? . (3.14)
0 0 --- Rp
Matricea R™! este tot o matrice diagonald, avand pe diagonald valorile conductantelor
laturilor
1/Ry 0 .- 0
0 1/Ry --- 0
R = /B (3.15)
0 0 - 1/Rg
Atunci
G" = (AR'AT)" = (AT (R")"(A)" = AR'AT = G, (3.16)

deci matricea conductantelor nodale este simetrica. Mai mult, ea este diagonal dominanta.

Pentru demonstrarea proprietatii de pozitiv definire, sa consideram un vector coloana

X arbitrar, nenul. Atunci

L2
x'Gx =x"TAR'ATx = y'R 'y = Z LIS 0, (3.17)
i
unde am notat y = ATx un vector coloana de componente v, & = 1,L. Inegali-

tatea demonstrata in (B.I7) este stricta, ea ar putea fi zero doar daca vectorul y, si
in consecinta vectorul x este nul, ceea ce contrazice ipoteza facuta. In concluzie, matricea

conductantelor nodale este pozitiv definita.

Exista mai multe variante posibile de concepere a algoritmului acestei metode. Toate
au trei etape principale: etapa de preprocesare in care se descrie problema si se asambleaza
sistemul de ecuatii de rezolvat, etapa de rezolvare in care se apeleaza o procedura propriu-
zisa de rezolvare a sistemului de ecuatii rezultat (procedura numita foarte adesea ”solver”)

si etapa de postprocesare in care se calculeaza alte marimi de interes.

3.2 Structuri de date

In conceperea unui algoritm, stabilirea structurilor de date ce vor fi folosite este de

asemenea o etapa foarte importanta.

Numele datelor ce le vom folosi in algoritm vor fi alese in concordanta cu teoria prezen-

tata in paragraful anterior. Reamintim ca trebuie sa stim informatiile legate de topologie:
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numarul de noduri N, numarul de laturi L si, pentru fiecare latura, care este nodul initial
ni; si care este nodul final nf,. De asemenea, trebuie sa stim parametrii fiecarei laturi:

rezistenta Ry si tensiunea electromotoare ey.

Declaratii posibile pentru aceste date ar putea fi

; declaratii date - varianta A

intreg N ; numar de noduri

intreg L ; numar de laturi

tablou intreg ni[L] ; noduri initiale ale laturilor
tablou intreg nf[L] ; noduri finale ale laturilor
tablou real R[L] ; rezistente

tablou real e[l] ; tensiuni electromotoare

Exercitiul 3.5:
Pentru circuitul simplu de test, considerati urmatoarele valori numerice: Ry = 1), Ry =
1/2Q, Ry =1/3Q,e3 =30V, Ry =1/4Q, e, =40 V, R5 = 1/5Q, e5 =50 V, Rg = 1/64,
eg =60V, Ry = 1/7Q, Ry = 1/8Q, Ry = 1/982, eg = 90 V. Reamintim ca acest exemplu

nu are importanta practica, el va fi folosit exclusiv pentru prima validare a programului

ce va fi implementat. Completati apoi un tabel de tipul:

k Hik nfk Rk €l
1

9

Pentru a evita insa transmiterea unui numar mare de parametri ca argumente de

functii, recomandam insa agregarea datelor, ca de exemplu

; declaratii date - varianta B

inregistrare circuit

intreg N ; numar de noduri

intreg L ; numar de laturi

tablou intreg ni[L] : noduri initiale ale laturilor
tablou intreg nf[L] ; noduri finale ale laturilor
tablou real R[L] ; rezistente

tablou real e[l] ; tensiuni electromotoare
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De asemenea, un alt aspect important este acela ca matricea conductantelor nodale si
vectorul injectiilor de curent sunt rare. Totusi, pentru a pastra simpla descrierea algorit-
mului, in cele ce urmeaza vom pastra acelasi tip de declaratii i pentru matricile rare si
vectorii rari, urmand a discuta exploatarea raritatii ulterior. In consecinta, variabile mai

importante care vor aparea in algoritm sunt:

; declaratii variabile utile

tablou real G[N, N] ; matricea conductantelor nodale (in final va fi stocata rar)
tablou real t[N] ; vectorul injectiilor de curent (in final va fi stocat rar)
tablou real v[N] ; vectorul potentialelor

3.3 Etapa de preprocesare

Etapa de preprocesare consta in citirea datelor (de exemplu de la tastatura sau din

figiere) si in asamblarea sistemului de ecuatii de rezolvat.

In cazul variantei A de declaratii, procedura de citire a datelor poate fi

proceduri citire_date_ A (N, L, ni, nf, R, e)

; declaratii

citeste N, L
pentru k=1, L

citeste nig, nfy, Ry, ex
[ ]

retur
In cazul variantei B de declaratii, rutina de citire a datelor poate fi o functie, de tipul

functie citire_date B ()

; declaratii

citegte circuit./V, circuit.L

pentru k = 1,circuit.L

citeste circuit.nig, circuit.nfy, circuit. Ry, circuit.ey
[

intoarce circuit



3.3. Etapa de preprocesare 49

Exercitiul 3.6:

Pentru primele teste vom prefera chiar o procedura de ”citire” rapida a circuitului sim-

plu de test. Pentru aceasta, scrieti un figier citire circuitRE_simplu.m ca mai jos.

Completati datele circuitului in conformitate cu tabelul de la exercitiul 35l

function [circuit] = citire_circuitRE_simplu()

circuit.N = 5;
circuit.L = 9;

circuit.ni

]
M
~
~
-~
~
~
~

2, 7, 7, 7, 7, 7, 7; 71, % completati

circuit.nf = ......... % completati
circuit.R = [1/1; 1/2; 1/3; 1/4; 1/5; 1/6; 1/7; 1/8; 1/9];
circuit.e = .......... % completati

Exista mai multe variante i de a asambla sistemul de ecuatii. O varianta ar fi cea
in care se parcurg nodurile si se scriu ecuatiile una cate una. Asa ar face si o persoana
care ar aplica aceasta metoda, cu creionul pe hartie, pentru a rezolva o problema de
dimensiuni extrem de mici. In aceastd abordare trebuie identificate care sunt laturile ce
ating un nod. Numarul lor variaza de la nod la nod, iar algoritmul corespunzator este
destul de costisitor necesitand analiza grafului circuitului. O alta abordare se bazeaza pe
parcurgerea laturilor si adunarea contributiilor acestora la sistem. Aceasta varianta este
mult mai simplu de conceput deoarece fiecare latura are exact doua noduri. Din acelasi

motiv i descrierea circuitului a fost orientata pe laturi si nu pe noduri.

Algoritmul metodei nodale este urmatorul

procedurad nodalRE_v1 (circuit, G, t)

; asambleaza sistemul de ecuatii pentru un circuit cu laturi de tip
; sursa reala de tensiune, folosind tehnica nodala

; parametri de intrare:

: circuit - structura de date ce descrie circuitul
; parametri de iegire:

; GG - matricea conductantelor nodale si
; t - vectorul injectiilor de curent

; declaratii

L =circuit.L ; pentru simplificarea scrierii algoritmului
N =circuit. N

ni = circuit.ni
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nf = circuit.nf

R = circuit.R

e = circuit.e

; anuleaza componentele matricei G si ale vectorului termenilor liberi ¢
G=0

t=0

: asambleaza sistem

pentru k=1, L ; parcurge laturi
7 =niy ; nodul initial al laturii k&
J =nfy ; nodul final al laturii &

Gii = Gii + 1/ Ry,
G,j =G+ 1/Ry
Gy = Gy — 1/
Gyi = Gy — 1/ Ry
ti=t; — ex/ R
t; =1t; +ex/ Ry

Exercitiul 3.7:

a) Implementati procedura nodalRE v1 ca o functie Matlab.

b) Scrieti un script main nodal cu urmatorul continut:

clear all;
[circuit] = citire_circuitRE_simplu();
[G,t] = nodalRE_v1(circuit)

Verificati ca rezultatul este cel agteptat.

c¢) Aratati ca aceasta procedura de asamblare are complexitatea 7= O(12L).

Procedura de mai sus poate fi imbunatatita. In primul rand, calcule identice nu trebuie

sa se repete. O varianta imbunatatita este

procedurd nodalRE_v2 (circuit, G, t)

pentru k=1, L ; parcurge laturi

1 =niy ; nodul initial al laturii k&
J =nfy ; nodul final al laturii k&
Glat = 1/Rk

Isc = epxGlat
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G = G;+Glat
Gj; = Gj;+Glat
Gi; = G;j—Glat
Gji = G;;—Glat
t; = t;—Isc

tj = tj+ISC

Exercitiul 3.8:

a) Implementati procedura nodalRE v2 ca o functie Matlab.

b) Adaugati scriptului main nodal apelul acestei proceduri. Verificati corectitudinea
rezultatului.
c¢) Care este complexitatea procedurii nodalRE v27?

d) Contorizati timpul de calcul pentru cele doua proceduri gi comparati.

O alta idee de Imbunatatire este aceea care se bazeaza pe faptul ca matricea este
simetrica si putem asambla doar jumatate din ea. Procedura urmatoare asambleaza

triunghiul inferior.

procedurd L_nodalRE_v3 (circuit, G, t)

pentru k =1,L ; parcurge laturi

1 =niy ; nodul initial al laturii &
j =nfy, ; nodul final al laturii &
Glat = 1/Rk

Isc = epxGlat
ij = ij+Glat

dacd i >
Gi; = G;;—Glat
altfel ; acesta este cazul i < j,
Gj; = G;;—Glat ; cazul ¢ = j nu este posibil pentru date de intrare corecte
[ J
ti = t;—Isc
t; = t;+Isc

Exercitiul 3.9:
a) Implementati procedura L_nodalRE v3 ca o functie Matlab.
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b) Adaugati scriptului main nodal apelul acestei proceduri. Verificati corectitudinea
rezultatului.
c¢) Care este complexitatea procedurii L nodalRE v3? Care ar putea fi avantajul folosirii

ei?

3.4 Etapa de rezolvare

In etapa de preprocesare asamblarea sistemului nu a fost facuta la dimensiunea (N —
1) x (N — 1) ci la dimensiunea N x N, nodul de referinta nefiind tratat special. Acest
lucru a facut extrem de usoara scrierea pseudocodului pentru asamblarea matricei. Pentru
rezolvare 1nsa, sistemul trebuie sa fie de dimensiune N — 1. Presupunand ca nodul N este
nodul de referinta (vy = 0), atunci matricea coeficientilor se obtine eliminand ultima
linie i ultima coloana din matricea asamblata, iar vectorul termenilor liberi se obtine

eliminand ultima componenta.

Exercitiul 3.10:

Adaugati scriptului main nodal urmatoarele comenzi matlab.

% rezolvare

N = circuit.N;
G(N,:) = [1;
G(C:,N) = [1;
t(N) = [1;

v = G\t;

v(N) = 0;

Comentati aceste comenzi.

Operatorul backslash in Matlab implementeaza intr-un mod eficient metoda Gauss
pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii algebrice liniare. Exista si alte posibilitati de
rezolvare a sistemului de ecuatii, cum ar fi metode bazate pe factorizare sau metode

iterative.

Vectorul solutie intors reprezinta potentialele a N — 1 noduri. Potentialul ultimului
nod a fost considerat zero si de aceea, pentru completitudine, este adaugata atribuirea

vy = 0 imediat dupa apelul procedurii de rezolvare.
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3.5 Etapa de postprocesare

Dupa rezolvarea sistemului putem calcula orice alte marimi de interes: tensiuni, curenti

prin laturi, puteri. Urmatorul pseudocod ilustreaza acest calcul

procedurd postprocesare_crl (circuit, v)

; declaratii

L =circuit.L
ni = circuit.ni
nf = circuit.nf
R =circuit.R

e = circuit.e

Pc=0 ; puterea consumata
Pg =0 ; puterea generata
pentru k =1,L ; parcurge laturi
U = Vpj, — Unf, ; tensiunea laturii
c=(u+e)/Ry ; curentul prin latura
scrie "Latura” k "are tensiunea” u ”si curentul” ¢
Pc = Pc + Ryc? ; adauga contributia laturii la puterea consumata
Pg = Pg + exc ; adauga contributia laturii la puterea generata
[ J
scrie Pc, Pg
retur

Este posibil ca, datorita erorilor de rotunjire, valorile Pc, Pg afisate sa nu fie identice.
Acest lucru se intampla mai ales daca matricea sistemului este prost conditionata numeric,

caz ce poate aparea daca valorile rezistentelor sunt foarte diferite.

Exercitiul 3.11:

a) Implementati in Matlab procedura de postprocesare;

b) Completati scriptul principal cu apelul ei;

c¢) Rulati programul si verificati ca bilantul de puteri este verificat.

3.6 Analiza complexitatii. Optimizarea algorimului.

Pana acum, ne-am concentrat asupra intelegerii teoriei si testarii programului imple-

mentat pe un exemplu foarte simplu.
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Ne propunem acum sa analizam complexitatea algoritmului si sa vedem ce imbunatatiri

1i putem aduce.

Pentru aceasta, este util sa avem o problema de test "scalabila”, adica dependenta de
un parametru care sa reprezinte dimensiunea ei. Vom considera circuitul din fig. si
ne propunem sa determinam conductanta echivalenta intre nodul marcat cu A si masa.
Dat fiind modul de asamblare a matricei conductantelor nodale, am preferat sa marcam
pe rezistoare valorile conductantelor. Se poate verifica cu usurinta faptul ca valoarea

conductantei echivalente intre nodul A si masa este Gea, = 2G.

2G 2G 2G
A

Figura 3.5: Circuit de test pentru analiza complexitatii. Pe rezistoare sunt marcate

valorile conductantelor.

Se observa ca circuitul este pasiv, nu exista surse. Pentru a determina conductanta
echivalenta intre nodul A si masa, trebuie sa impunem o excitatie in nodul A. De exemplu,

daca consideram o sursa de curent J conectata intre nodul A si masa (fig. B.6), atunci
J = GeanU, (3.18)

unde U este tensiunea intre nodul A gi masa, adica potentialul nodului A: U = vy. Daca

se alege J = 1A, atunci
Gech = 1/’UA. (319)

2G 2G 2G

2G G G G G

Figura 3.6: Excitarea nodului A in vederea determinarii conductantei echivalente.

Algoritmul ce va fi implementat poate fi descris pe scurt astfel:

1. Preprocesare:

e Asambleaza matricea conductantelor nodale;

e Asambleaza vectorul injectiilor de curent. Acesta va avea toate componentele

0, cu exceptia pozitiei corespunzatoare nodului A, unde valoarea va fi 1.
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2. Rezolvare: se va rezolva sistemul de ecuatii.

3. Postprocesare: conductanta echivalenta va fi inversul potentialului nodului A.

In vederea implementarii etapei de preprocesare, trebuie sa pregatim circuitul, nu-
merotandu-i nodurile si laturile. Pentru un circuit cu o structura regulata, este util daca
numerotarea se face ordonat, de exemplu aga cum este aratat in fig. 3.7k nodurile sunt
numerotate de la stanga la dreapta, de la 1 la n, nodul de masa este numerotat ultimul, ca
fiind nodul numarul n+1. Nodul A este deci nodul n. Laturile orizontale sunt numerotate
cu numere pare, avand drept indice dublul nodului din stanga, iar laturile verticale sunt

numerotate cu numere impare, avand drept index dublul nodului de sus minus 1.

M2 @) 4 (3 (2K (k1) (n1)20D ()

2k-1 2n-1

(n+1) (n+1) (n+1)(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)

Figura 3.7: Numerotarea nodurilor si laturilor.

Structura de date ce descrie acum circuitul o vom adapta acestei probleme. Nu vom
mai defini tensiuni electromotoare pentru laturi deoarece toate sunt zero. De asemenea, In
loc de rezistente vom lucra cu conductante. Astfel, structura de date ce descrie circuitul

poate fi asamblata astfel:

functie citire_circuit_1d (n,valG)

; declaratii
L=2n-1 ; numarul total de laturi
ground = n + 1 ; indicele nodului de masa

doivalG = 2*valG
pentru k=1,n—1
; latura impara, de indice 2k — 1
idx =2k —1
Nijgx = k
nfiq, = ground

Giax = valG

; latura para, de indice 2k
idx = 2k
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Nijgx = k
nfigx =k +1
Gigx = doivalG
[ J
; corectie conductanta latura 1
G, = doivalG
; ultima latura
niy =n
nf;, =ground
G =valG
: asamblare structura circuit
circuit. N =n + 1
circuit.L = L
circuit.ni = ni
circuit.nf = nf
circuit.G = G

intoarce circuit

Exercitiul 3.12:

a) Implementati in Matlab functia citire circuit_1d;

b) Verificati functia scrisa cu comanda mlint;

c¢) Observati necesarul de memorie pentru stocarea circuitului, executand urmatoarele

comenzi in Matlab:

>> clear all;

>> circuit_10 = citire_circuit_1d4(10,2.1);

>> circuit_100 = citire_circuit_1d4(100,2.1);

>> circuit_1000 = citire_circuit_1d(1000,2.1);

>> circuit_10000 = citire_circuit_1d4(10000,2.1);
>> circuit_100000 = citire_circuit_1d4(100000,2.1);

>> whos

Considerand dimensiunea problemei ca fiind data de numarul de noduri din circuit, dat

de variabila n, cat este ordinul de complexitate din punct de vedere al necesarului de

memorie pentru memorarea circuitului Mejpenis = O(7). Comparati estimarea teoretica cu

cea experimentala.

Vom implementa acum asamblarea matricei conductantelor nodale, modificand extrem

de putin functia nodalRE v2 implementata pentru exemplul simplu discutat anterior.
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procedura nodal_circuit_1d_v1 (circuit,G,t)
; parametri de intrare - circuit

; parametri de iegire - G, t

N = circuit.N

L = circuit.L

ni = circuit.ni

nf = circuit.nf

Glat = circuit.G

G = zeros(N,N) ; anuleaza componentele matricei G si

t = zeros(N,1) ; a vectorului termenilor liberi t

pentru k = 1)L,

i = ni(k)
j = ni(k)
Gk = Glat(k
G(i,i) = G(i,i) + Gk
G(j.J) = G(jJ) + Gk
G(i.j) = G(.j) - Ck
G(j,i) = G(,i) - Gk
£(N-1) = 1
retur

Exercitiul 3.13:

a) Implementati procedura de mai sus ca o functie Matlab

[G,t] = function nodal circuit_1d vl (circuit). Verificati-o cu mlint.

b) Scrieti urmatorul script Matlab pentru a testa corectitudinea programului.

clear all;
n = 10;
valG = 2.1;

% preprocesare

[circuit] = citire_circuit_1d(n,valG);
[G,t] = nodal_circuit_1d_v1(circuit);
% rezolvare

G(n+1,:) = [J;

G(:,n+1) = [J;
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t(n+1) = [1;

v = G\t;

% postprocesare

disp(sprintf(’n = %d, G ech = %e’,n,1/v(n)));

Verificati ca rezultatul este cel asteptat, pentru diferite dimensiuni ale problemei (de
exemplu n = 10, 20, 100).

Exercitiul 3.14:

Observati structura matricei conductantelor nodale dupa asamblare si inainte de re-

zolvarea propriu-zisa. Pentru aceasta adaugati

figure(1);
spy (G ;

imediat dupa asamblare si

figure(2);
spy (G ;

chiar inainte de rezolvarea propriu-zisa. Observati ca matricea sistemului de rezolvat
pentru acesta problema este tridiagonala.

Exercitiul 3.15:

a) Estimati ordinul de complexitate din punct de vedere al necesarului de memorie. Puteti

experimenta numeric si cu ajutorul urmatoarelor comenzi executate in consola Matlab:

>> clear all;

>> [circuit_10] = citire_circuit_1d4(10,2.1);

>> [G10,t10] = nodal_circuit_1d_vi(circuit_10);

>> [circuit_100] = citire_circuit_1d(100,2.1);

>> [G100,t100] = nodal_circuit_1d_v1(circuit_100);
>> whos

c¢) Estimati teoretic (nu incercati experimental!) necesarul de memorie pentru stocarea

matricei conductantelor nodale in cazul n = 10000.

Matricea conductantelor nodale este o matrice care are foarte multe elemente nule.
In cazul problemei studiate, densitatea matricei, definita ca numarul de elemente nenule
raportat la numarul total de elemente este aproximativ

Np 9N 3

dG = ~ = —. (320)

n? n? n
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Exercitiul 3.16:

a) Cat este densitatea matricei coeficientilor sistemului in cazul n = 107 Estimatji teoretic

cu formula de mai sus si numeric folosind functia Matlab nnz. Explicati diferenta.

b) Estimati teoretic densitatea matricei pentru n = 10000.

Implementarea facuta pana acum a folosit numai matrice pline. Functia Matlab zeros

creaza matrice pline.

Exercitiul 3.17:

Observati diferenta dintre functiile zeros si sparse executand urmatoarele comenzi:

>> clear all;

>> a = zeros(10,10)
>> b = sparse(10,10)
>> whos

Vom rescrie acum procedura de asamblare avand grija ca matricile sa fie definite rar.
Exercitiul 3.18:

a) Copiati figierul nodal _circuit_1d v1l.m in nodal circuit_1d_v2.m. Pentru aceasta,

puteti da comanda Matlab:

>> lcopy nodal_circuit_1d_vl.m nodal_circuit_1d_v2.m
b) Editati fisierul nodal_circuit_1d v2.m.

>> edit nodal_circuit_1d_v2.m

Corectati numele functiei si inlocuiti functia zeros cu sparse.

Exercitiul 3.19:

a) Comparati necesarul de memorie pentru stocarea matricei conductantelor nodale in

cele doua implementari.

>> circuit_100 = citire_circuit_1d(100,2.1);

>> [G_plin,t_plin] = nodal_circuit_1d_v1(circuit_100);
>> [G_rar,t_rar] = nodal_circuit_1d_v2(circuit_100);
>> whos

Ezxercitiul 3.20:

Estimati necesarul de memorie pentru stocarea matricei conductantelor nodale in cazul

folosirii structurilor rare. Puteti experimenta cu urmatoarele comenzi.



60 Capitolul 3. Analiza circuitelor electrice rezistive liniare

>> clear all;

>> circuit_100 = citire_circuit_1d(100,2.1);

>> circuit_1000 = citire_circuit_1d4(1000,2.1);

>> circuit_10000 = citire_circuit_1d(10000,2.1);

>> [G_100,t_100] nodal_circuit_1d_v2(circuit_100);

>> [G_1000,t_1000] = nodal_circuit_1d_v2(circuit_1000);

>> [G_10000,t_10000] = nodal_circuit_1d_v2(circuit_10000);
>> whos

Avand in vedere structura regulata a circuitului, putem evita memorarea explicita a

circuitului si "dizolva” informatiile legate de topologia circuitului in procedura nodal.

procedurd nodal circuit_1d v3(n,valG,G, t)
; parametri de intrare - n, valG

; parametri de iesire - G, t

N=n+1 ; numarul total de noduri
ground = N ; indexul nodului de masa
G = sparse(N, N) ; se aloca memorie pentru o matrice rara de dimensiune N

t = sparse(N, 1)
doivalG = 2*valG
pentruk=1:n—1
; latura impara, de index 2k — 1
i=k
J =ground
Gy = Gy+valG
Gj; = Gj+valG
Gi; = Gi;—valG
Gji = Gj;—valG
; latura para, de index 2k
i=k
j=k+1
G, = Gyi+doival G
Gj; = Gj+doivalG
Gi; = Gj—doival G
Gj; = Gji—doivalG
[ ]

; corectie conductanta latura 1
Gll = G11+V31G
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; ultima latura
1=n

7 =ground

Gii = Gii+valG
G = Gjj+valG
Gij = Gij—valG
Gji = Gji—valG
tno1 =1

retur

Exercitiul 3.21:

a) Observati diferenta intre modul de asamblare al sistemului in cele doua variante.

b) Implementati aceasta varianta in Matlab si testati-i corectitudinea.
¢) Comparati necesarul de memorie si timpul de calcul necesar etapei de preprocesare in

variantele 2 si 3 pentru n = 10000. Pentru aceasta puteti folosi urmatorul script:

clear all;

n = 10000;

valG = 2.1;

% preprocesare v2

tic;

[circuit] = citire_circuit_1d(n,valG);
[G2,t2] = nodal_circuit_1d_v2(circuit);
t = toc;

disp(sprintf (’timp preproc v2 = %e’,t));

whos

clear G2 t2 circuit;

% preprocesare v3

tic

[G3,t3] = nodal_circuit_1d_v3(n,valG);

t = toc;

disp(sprintf (’timp preproc v3 = %e’,t));

whos

O alta varianta de implementare a procedurii nodal poate folosi asamblarea matricei
incidentelor laturi-noduri si calculul matricei conductantelor nodale in acord cu formula

(BI0). Pseudocodul acestei proceduri este urmatorul.
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procedura nodal_circuit_1d_v4(n,valG,G, t)
; parametri de intrare - n, valG

; parametri de iesire - Gt

N=n+1 ; numarul total de noduri
L=2n-1 ; numarul total de laturi
ground = N ; indexul nodului de masa

; alocare spatie de memorie pentru:

A = sparse(N, L) ; - matricea incidentelor laturi-noduri,
Glat = sparse(L, 1) ; - vectorul conductantelor laturilor,
t = sparse(N, 1) ; - vectorul injectiilor de curent.

doivalG = 2*valG;

pentruk=1,n—1

; latura impara, de index 2k — 1

idx =2k — 1

1=k ; nodul initial al laturii
J =ground ; nodul final al laturii
Ajiax =1

Ajiax = —1

Glatigx =valG

; latura para, de index 2k
idx = 2k
1=k
j=k+1
Ajiax = 1
Ajiax = —1
Glatigx =doivalG
[ ]
; corectie conductanta latura 1
Glat; = doivalG
; ultima latura
1=
J =ground
Aigp=1
Ajp=-1
Glaty, = valG
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G = Axdiag(Glat)xAT ; G calculat ca produs de matrice rare

tn-1=1

retur

Important: in algoritmul de mai sus instructiunea in care se calculeaza matricea

conductantelor nodale foloseste operatii cu matrice rare.

Exercitiul 3.22:
a) Observati rezultatul comenzii diag in Matlab. Comentati urméatoarele instructiuni

>> v

[1 2 3];
diag(v)

>> M

>> Ms = diag(sparse(v))

Ce efect (intern) in Matlab ar avea comanda sparse(diag(v)) ?
b) Implementati varianta v4 a procedurii nodal in Matlab si testati-i corectitudinea.
¢) Comparati necesarul de memorie necesar etapei de preprocesare in variantele 3 si 4

pentru diferite valori ale lui n. Pentru aceasta puteti folosi urmatorul script:

clear all;
nn = linspace(10000,20000,10);
valG = 2.1;

for i = 1:length(nn)

n = floor(nn(i));

% preprocesare v3

tic;

[G3,t3] = nodal_circuit_1d_v3(n,valG);
t = toc;

disp(sprintf(’n = %d, timp preproc v3 = %e’,n,t));
% preprocesare v4

tic

[G4,t4] = nodal_circuit_1d_v4(n,valG);

t = toc;

disp(sprintf(’n = %d, timp preproc v4 = %e’,n,t));

end
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c¢) Modificati acest script pentru a obtine grafic aceasta dependenta (fig/3.8]).

In Matlab, comanda sparse data doar cu doua argumente care reprezinta dimensi-
unea matricei face o alocare aproximativa a spatiului de memorie necesar. In cazul in
care se cunoaste exact cate elemente nenule are matricea rara, este mult mai eficient sa
se construiasca matricea pe coordonate si apoi sa se foloseasca comanda sparse cu 5

argumente.

Exercitiul 3.23:

a) Copiati functia nodal_circuit_1d_v4 in nodal circuit_1d_v5 si deschideti figierul in

editorul Matlab. Corectati numele functjiei;
b) inlocui‘gi alocarea de memorie pentru matricea de incidente cu alocarile de memorie

necesare memorarii ei pe coordonate:

%A = sparse(N,L); % matricea inciden’telor laturi-noduri
no_nnz = 2x*L;

zeros(no_nnz,1);

r_idx

c_idx = zeros(no_nnz,1);
val = zeros(no_nnz,1);

m = 0;

c) inlocui@i toate atribuirile pentru componentele matricei incidentelor cu atribuiri pentru

cei trei vectori in care se memoreaza matricea, ca de exemplu:

HA(1,idx) = 1;
m=m+ 1;

r_idx(m) = 1i;
c_idx(m)
val(m) = 1;

Il
-
Q.
>

Trebuie sa faceti sase astfel de modificari.

d) Asamblati matricea astfel
A = sparse(r_idx,c_idx,val,N,L);

e) Testati corectitudinea noii functii.
f) Comparati timpul necesar preprocesarii, completand scripturile pe care deja le-ati

folosit in exercitiile anterioare. Trebuie sa obtineti un grafic de tipul celui din fig[3.9

In concluzie, aceasta tema ilustreaza urmatoarele:
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—&— preprocesare v3
—*— preprocesare v4|

. .
1 12 14 16 1.8 2
Numar de noduri 4

Figura 3.8: Comparatie intre doua im-
plementari ale etapei de preprocesare.
Un astfel de grafic trebuie sa obtineti la
exercitiul 322

—O&— preprocesare v3
6 —#— preprocesare v4|

<$— preprocesare v5

. .
1 12 14 16
Numar de noduri

Figura 3.9: Comparatie intre trei im-

plementari ale etapei de preprocesare.

Un astfel de grafic trebuie sa obtineti la

exercitiul 323

1. Etapele conceperii unui algoritm dedicat rezolvarii unei probleme sunt:

e intelegerea perfecta a bazei teoretice a algoritmului;

e alegerea structurilor de date pentru datele de intrare si de iegire;

e implementarea algoritmului intr-un program;

e testarea si depanarea programului pentru o problema simpla, cu rezultat cunos-

cut;

e rularea programului pe probleme de dimensiuni crescute, in vederea stabilirii

complexitatii sale gi masurarea performantei;

e optimizarea codului.

2. Daca implementati algoritmi in Matlab, este mai bine sa profitati, acolo unde este

posibil, de functiile Matlab care folosesc operatii cu vectori si matrice. Chiar si in

cazul structurilor pline, functiile sunt optimizate (aga cum ati vazut intr-un capitol

anterior). In cazul in care structurile sunt rare, folosirea unor proceduri adaptate

acestor structuri este foarte ugoara. Practic, nu este nevoie sa scrieti cod care sa

lucreze cu formatul CCS. Acest lucru este deja implementat in Matlab.
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Capitolul 4
Interpolarea polinomiala

Conceperea unor algoritmi pentru probleme de inginerie electrica mai complicate ca
de exemplu analiza unor circuite in regim tranzitoriu, sau a unor probleme de camp
electromagnetic, necesita intelegerea algoritmilor numerici pentru interpolarea functiilor,
derivarea functiilor si integrarea lor. Exercitiile din aceasta tema ilustreaza interpolarea

functilor.

Problema interpolarii are ca date un tabel de valori cunoscute care reprezinta date si
rezultate ale unei probleme si are ca scop estimarea rezultatelor pentru un set de alte
date, care nu se gasesc in tabelul initial de valori. Ideea metodei este aceea de a gasi o
functie aproximativa care poate fi evaluata cu usurinta si care satisface conditiile impuse
de valorile din tabel. Estimarea rezultatelor corespunzatoare unor date noi se face prin

evaluarea acestei functii aproximative.

4.1 Cazul 1D

4.1.1 Formularea problemei

Cazul cel mai simplu al interpolarii este cel numit unidimensional (1D) in care atat
datele cat si rezultatele sunt scalari. Cazul in care datele sunt scalari iar rezultatele sunt
vectori se reduce tot la acest caz, interpolarea 1D realizandu-se pe fiecare componenta in

parte.

Problema interpolarii 1D se formuleaza, in principiu, astfel.

e Date: tabelul de valori format din n perechi (xy, yx) pe care le vom numi ”puncte”,

67
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unde z; sunt datele iar y; sunt rezultatele:
X ‘ o L1 - Tn

Y‘yo Yoo Un

e Se cere: sa se estimeze valoarea rezultatelor yi pentru alte date xi care nu se regasesc

n tabelul de valori.

Pentru a simplifica scrierea, in cele ce urmeaza vom presupune ca in acest tabel de valori,

vectorul x este ordonat crescator.

Aceasta formulare nu este insa riguroasa din punct de vedere matematic. Pentru o
problema bine formulata matematic, solutia exista si este unica. De aceea, in acord cu

teoria interpolarii, vom presupune ca:

e valorile vectorului x sunt distincte;

e vom cauta o functie aproximativa g care sa satisfaca conditiile de interpolare:
g(rg) =yr, k=0,...,n, (4.1)
e functia g se va cauta in spatiul polinoamelor generalizate, adica g se cauta de forma
g(x) = ch%(ﬂf)a (4.2)
k=0
unde ¢ (z) sunt n + 1 functii de baza, liniar independente, definite explicit.

Cu alte cuvinte, intr-o reprezentare grafica, functia de intepolare ¢ trece prin punctele ce

reprezinta tabelul de valori dat.

4.1.2 Interpolarea globala

In interpolarea polinomiald globald, fiecare din functiile de bazi ¢ din relatia ([@2)
sunt definite explicit printr-o singura expresie compacta. De exemplu, ele pot fi polinoame

algebrice ca in

e metoda clasica:

900(33) = 1
pi1(r) = =,
L (4.3)

er(z) = %,

gpn(l‘) = T,



4.1. Cazul 1D

69

e metoda Lagrange:

op(z) = lp(x), k=0,...,n, (4.4)
unde cu [ sunt notate polinoamele Lagrange,
e metoda Newton:
wo(z) = 1,
e1(z) = (v — o),
(4.5)

er(z) = (x—xo)(x —x1) - (T — p-1),
on(r) = (r—mo)(x —21) -+ (T — 20 1)

Din punct de vedere matematic, toate aceste trei metode sunt echivalente, ele conduc

la acelasi polinom algebric de grad n care trece prin cele n+1 puncte din tabel. Din punct

de vedere numeric, metoda clasica este cea mai slaba datorita proastei sale conditionari,

iar metoda Newton cea mai buna datorita bunei conditionari, posibilitatii de a estima

eroarea de interpolare si faptului ca, la adaugarea unor puncte noi in tabel, efortul de

calcul anterior nu se pierde.

Metoda Lagrange furnizeaza insa o metoda de calcul rapid al polinomului de interpolare

deoarece, dupa impunerea conditiilor de interpolare, rezulta ca valorile coeficientilor ¢

sunt exact valorile y; din tabelul de valori: ¢, = y,. Reamintim expresia polinomulu:

Lagrange, asociat unei diviziuni in n intervale definite prin punctele

To <1 < ...<xp

si unui punct k:

- r — T
(x) =] p—
i=0 k i

i#k

Expresia polinomului de interpolare este deci
9(x) = yeli().
k=0

Exercitiul 4.1:

Fie tabelul de valori

x|0 1 3
y|4 3 7

(4.6)

a) Care sunt cele trei polinoame Lagrange asociate diviziunii pe x?
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b) Calculati polinomul de interpolare globala cu formula (Z.7]).

¢) Verificati ca polinomul obtinut la punctul anterior satisface conditiile de interpolare.

Exercitiul 4.2:
a) Care este legatura dintre numarul de puncte din tabelul de valori si gradul polinoamelor

Lagrange?

b) Ce valori ia un polinom Lagrange in nodurile retelei de interpolare ¢y (z;) =7

c¢) Care este legatura intre numarul de puncte din tabelul de valori si gradul polinomului
de interpolare?

d) Scrieti expresia polinoamelor Lagrange asociate unei diviziuni formate din doua puncte.

Ne propunem sa scriem o functie Matlab care sa implementeze evaluarea polinomului
Lagrange asociat unei diviziuni. In Matlab, vectorii sunt indexati de la 1. De aceea, vom
considera tabelul de valori avand n puncte notate

X‘%l To -+ Tp

y ‘ Yy Y2 o Un
Acestui tabel 1i sunt asociate n functii Lagrange de grad n — 1

n

xr — X;
l = . k=1,... 4.8
k<x> H T _l‘z” ) , 1, ( )

i#k

iar polinomul de intepolare, de grad n — 1 este

g(@) =Y yeli(2). (4.9)

Exercitiul 4.3:
a) Sa se scrie o functie Matlab avand argumentele definite ca mai jos.

function [yi] = lagrange(x,k,xi)

% evalueaza functia Lagrange asociata nodului nr k al unei diviziuni x
% in punctele xi

% date de intrare:

A X — vector cu n componente, presupus sortat crescator

% k - indicele nodului, poate fi intre 1 si n

% xi - vector cu oricate componente, in care va fi evaluat polinomul
/) Lagrange

% date de iesire

% yi - valorile polinomului 1_k(x) evaluat in punctele xi
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n = length(x); % numarul de puncte din tabel
if or(k<1,k>n)
error(’al doilea arg trebuie sa fie un intreg cuprins intre 1 si %d’, n);

end

m = length(xi); % numarul de puncte in care se va evalua polinomul Lagrange

yi = zeros(m,1);

b) Verificati codul scris cu comanda mlint.

Exercitiul 4.4:
a) Scrieti un script Matlab main lagrange.m cu urméatorul continut.

clear all;
x = [0 1 3];
xi = linspace(0,3,100);

yi_1 = lagrange(x,1,xi);
yi_2 = lagrange(x,2,xi);
yi_3 = lagrange(x,3,xi);
figure(1);

plot(xi,yi_1,’b-’,’LineWidth’,3);
leg{1} = "1 _1(x)’;

hold on;
plot(xi,yi_2,’r--’,’LineWidth’,3);
leg{2} = "1_2(x)7;

hold on;

plot(xi,yi_3,’k:’,’LineWidth’,3);

leg{3} = ’1_.3(x)’;

hold on;

grid on;

legend(leg);

title(’Polinoamele Lagrange asociate diviziunii [0 1 3]°);
xlabel(’x’);

ylabel(’1_k(x)’);

Verificati ca rularea lui furnizeaza figura [4.1]
b) Copiati acest script intr-un alt fisier. Modificati-1 astfel incat sa obtineti figura [£2
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Care este acum diviziunea folosita pe x?

Polinoamele Lagrange asociate diviziunii [0 1 3]
T T T

1.2 T

T 15
- -

.
’ S

08l . J—) . |
. -l .
06} . S L) o8 4

)
)

Figura 4.1: Polinoamele Lagrange asoci- Figura 4.2: Pentru exercitiul 4Ht Ce

ate diviziunii [0 1 3]. reprezinta aceasta figura?
Péana acum ati vazut cum arata functiile de baza ale interpolarii Lagrange. Sa con-
struim acum polinomul de interpolare.

Exercitiul 4.5:
a) Scrieti o functie Matlab my_interpl.m care sa construiasca polinomul de interpolare,

avand urmatoarele argumente:

function yi = my_interpl(x,y,xi,method)

% evalueaza polinomul de interpolare

% date de intrare:

A X — vector cu n componente, presupus sortat crescator

% y - valorile corespunzatoare vectorului x

% xi - vector cu oricate componente, in care va fi evaluat polinomul

A de interpolare

% method - sir de caractere care determina tipul de intepolare;

A ’lagrange’ - intep. globala prin evaluarea polinomului Lagrange
% date de iesire

% yi - valorile polinomului de interpolare evaluat in punctele xi

length(x);
length(xi);

yi = zeros(m,1);

switch method
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case ’lagrange’
/A completati .......... ... . .. il
otherwise
error (’unknown method’) ;

end

b) Verificati codul scris cu comanda mlint.

Exercitiul 4.6:
a) Verificati corectitudinea functiei scrise mai sus, ruland urmatorul script Matlab.

clear all;

x = [0 1 3];

y = [4 37];

xi = linspace(0,3,50);

yi = my_interpl(x,y,xi,’lagrange’);
figure(1);

plot(x,y,’bo’,’MarkerSize’,8, ’LineWidth’,2);
hold on;

plot(xi,yi,’r-’,’LineWidth’,2);

grid on;

Prin rularea acestui script trebuie sa obtineti rezultatul din fig/4.3]
b) Copiati acest script in alt fisier. Modificati-1 astfel incat sa obtineti rezultatul din fig.
A4 Ce grad are polinomul de interpolare?

P
35 .

) 05 Y 15 2 25 3 2 A [} 1 2 3 4 5 6 7

Figura 4.3: Polinomul de interpolare Figura 4.4: Pentru exercitiul 46t Ce
pentru tabelul x = [0 1 3],y = [4 3 7]. grad are polinomul de interpolare?
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Interpolarea polinomiala globala are dezavantajul ca poate fi afectata de efectul Runge,
care consta in aparitia unor oscilatii ale polinomului de interpolare la capetele intervalului.
Acest fenomen a fost pus in evidenta pentru prima data de Runge, pentru functia f :

[-5,5] = ®, f(z) =1/(1+ 2?). Exercitiul urmator ilustreazd acest fenomen.

Exercitiul 4.7:

a) Scrieti un script Matlab cu urméatorul continut

clear all;

N =11;

x = linspace(-5,5,N);
y = 1./(1+x.%x);

xi = linspace(-5,5,100);

yi = my_interpl(x,y,xi,’lagrange’);

yRunge = 1./(1+xi.*xi);

figure(1);
plot(xi,yRunge,’k-’,’LineWidth’,2);

leg{1} = ’Runge(x)’;

hold on;

plot(x,y,’bo’,’MarkerSize’,8, ’LineWidth’,2);
leg{2} = ’Puncte folosite pentru interpolare’;
hold on;

plot(xi,yi,’r-’,’LineWidth’,2);

leg{3} = ’Polinomul de interpolare’;

grid on;

legend(leg);

Comentati rezultatul obtinut (fig. L3]). Experimentati pentru alte grade ale polinomului
de interpolare.

b) incerca’gi sa dati o explicatie acestui fenomen.

c¢) Acest fenomen ar putea fi evitat daca punctele diviziunii sunt dispuse conform inter-
polarii Cebyshev. Descrieti pe scurt ideea interpolarii Cebyshev. Care este dezavantajul
ei’?

d) Adaugati scriptului comenzile care permit trasarea graficului erorii absolute si calculul

normei Cebyshev al acestei erori.
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Runge(x)
O Puncte folosite pentru interpolare
Polinomul de interpolare

Figura 4.5: Fenomenul Runge.
4.1.3 Interpolarea pe portiuni

Interpolarea prezentata pana acum a folosit un singur polinom care sa aproximeze
functia pe intreg domeniul dorit. Prin cresterea finetei retelei de discretizare a domeniu-
lui, nu este Imbunatatita eroarea de aproximare, ba chiar dimpotriva, pot aparea fenomene
nedorite chiar in cazul in care functia de aproximat are o alura cuminte, ca functia lui
Runge. Daca functia de aproximat are un relief foarte accidentat, atunci de asemenea

interpolarile polinomiale globale nu sunt precise.

Din aceste motive, mult mai utile pentru rezolvarea numerica a problemelor de inginerie
electrica sunt interpolarile pe portiuni. Ele corespund folosirii unor functii de baza oy (x)
care nu mai sunt definite printr-o expresie compacta pe intreg domeniul functiei, ci prin

"expresii cu acolada”.

De exemplu, polinoamele Lagrange definite pe portiuni satisfac de asemenea conditiile
lp(x) = 1 si lx(z;) = 0 pentru j # k, dar variatia intre nodurile retelei de discretizare
este liniara:

r—x9

h(r) = P, daca  x € [xq, 2] (4.10)
0 daca  x € (xg, x,)
—;;Z’“}:l daca T € [rp_1,Tk)

lp(x) = ;Cix—m daca = € [z, Tpaq] kE=2n-—1 (4.11)
0 daca € [z, mp—1) U (i1, T4
LT—Tp—1 4

L(z) - o=t dacd 7 € [mho, @) (4.12)
0 daca T € [y, Tp 1)
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Exercitiul 4.8:

a) Scrieti o functie Matlab care sa evalueze polinoamele Lagrange pe portiuni, de tipul

function [yi] = lagrangep(x,k,xi)

% evalueaza functia Lagrange pe portiuni asociata nodului nr k al

% unei diviziuni x in punctele xi

% date de intrare:

A X — vector cu n componente, presupus sortat crescator

% k - indexul nodului, poate fi intre 1 si n

% xi - vector cu oricate componente, in care va fi evaluat polinomul
b Lagrange

% date de iesire

% yi - valorile polinomului 1_k(x) evaluat in punctele xi

n = length(x); % numarul de puncte din tabel
if or(k<1,k>n)
error(’al doilea arg trebuie sa fie un intreg cuprins intre 1 si %d’, n);

end

m = length(xi); % numarul de puncte in care se va evalua polinomul Lagrange

yi = zeros(m,1);

if k ==
for j = 1:m
xert = xi(j);
if and((x(1) <= xcrt) ,xcrt<= x(2))
yi(j) = (xert - x(2))/(x(1)-x(2));
else
yi(j) = 0;
end
end
elseif k == n
/P completati ............coiiiiiii.
else
for j = 1:m

xert = xi(j);
if and((x(k-1) <= xcrt),xcrt<= x(k))
yi(j) = (xert - x(k-1))/(x&)-x(k-1));
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elseif and((x(k) < xcrt),xcrt<= x(k+1))
(xert - x(k+1))/(x(k)-x(k+1));

yi(j)
else

yi(j) = 0;
end
end

end

b) Verificati codul scris cu comanda mlint.
¢) Modificati scriptul main_lagrange.m, apeland functia lagrangep in loc de lagrange.

Prin rularea lui trebuie sa obtineti graficul din fig.

Polinoamele Lagrange pe portiuni asociate diviziunii [0 1 3]

- T T T T T
’ \‘ ) O Puncte folosite pentru interpolare
0.9} L4 ~ 1 i q Interpolare cu pol. Lagrange globale
-~ ===y (X) 6 = = = Interpolare cu pol. Lagrange pe portiuni| |

0.8F ’ S e 1,09

0.7F ’ 2

06k ’ : RN

0.5 &

)

04r ’ .
L .
03 .

L s
02f

oir# L

Figura 4.6: Functii Lagrange pe Figura 4.7: Interpolare globala si inter-

portiuni. polare pe portiuni.

Ezxercitiul 4.9:

a) Completati functia my_interpl cu cazul ”lagrangep”.

b) Adaugati la scriptul main_interpl cazul interpolarii pe portiuni. Rularea lui trebuie

sa va conduca la un rezultat similar cu cel din fig. L7

Interpolarea obtinuta cu ajutorul polinoamelor Lagrange pe portiuni este cunoscuta
sub numele de interpolare liniara pe portiuni. Evaluarea polinomului de interpolare liniara
pe portiuni poate fi implementata cu un algoritm mai simplu, bazat pe cautarea interval-

ului in care se afla punctul in care se doreste sa se faca evaluarea polinomului:

k = cauta(n,x,xcrt);
yert = y(k) + (xcrt - x(k))*(y(k+1) - y&))/(x(k+1) - x(k));

Exercitiul 4.10:

a) Copiati o functie de cautare binara implementata anterior intr-un figier cauta.m.
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Modificati numele functiei i modificati sintaxa acesteia astfel incat sa poata fi realizata
extrapolarea functiei. In afara domeniului de definitie functia se va aproxima prin pre-
lungirea primului si, respectiv, ultimului segment al interpolarii liniare pe portiuni.

b) Adaugati la functia my_interpl cazul 1pp al interpolarii pe portiuni implementata prin

cautare binara. Verificati corectitudinea codului implementat pe un exemplu simplu.

Interpolarea liniara pe portiuni, este o metoda de interpolare in care nu apare efectul
Runge si poate fi aplicata si in cazul in care functia de interpolat nu este cunoscuta prin
cod. Ea are dezavantajul ca polinomul de interpolare generat nu este neted, are ” colturi”
in nodurile retelei de interpolare. Din punct de vedere matematic, functia obtinuta nu

este derivabila in nodurile retelei de discretizare.

Ne dorim insa uneori ca polinomul de intepolare sa fie nu numai continuu, ci si deriv-
abil. Solutia consta in folosirea interpolaric Hermite. Problema interpolarii Hermite are

ca date nu numai valorile functiei intr-o multime discreta de puncte, ci si a derivatelor

sale:
X | Ty Tog - Tn
Y|y Y2 o Un
Y | v ova o

Pe fiecare interval [xy, 2441] conditiile de interpolare impun acum atat valorile functjiei
cat si valorile derivatei. Impunand patru conditii de interpolare pentru fiecare interval,
rezulta ca pentru fiecare astfel de interval vor exista patru coeficienti ai polinomului local
de interpolare, care va avea, in consecinta, gradul trei. Este util daca acest polinom se

scrie sub forma

g(x) = co + e (z — xp) —l—c%(x—xk)2 +03k(x—xk)3, T € |xp, ], k=1,...,n—1.

Impunerea celor patru conditii de interpolare Hermite:

Tk) = Yk, x = ,
g/( k) o g/( k1) Yer (4.14)
g'(zr) = Y 9 (Tr1) = Yk+1>
permite calculul coeficientilor de interpolare pentru fiecare polinom de interpolare pe
portiuni:
Cok = Yk, (4.15)
Ciy = y,;ga (416)
1
Cok = 7T 3 [3(yk+1 = Yk) — (@hr1 — @) (2y;, + y2+1)} ; (4.17)
($k+1 - il'k)
1 , , 2
e = 5 | W TU) — (W1 — W) | - (4.18)

(Tpy1 — 21)? Try1 — Tk
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Exercitiul 4.11:

Demonstrati relatiile (Z15) <+ (ZI3).

De regula insa derivatele functiei nu sunt cunoscute si atunci ele trebuie estimate. O

varianta este aceea de a folosi pentru estimarea lor formule de derivare numerica (caz in
care interpolarea se numeste Bessel). O metoda mai avantajoasa este cea in care derivatele
necesare sunt determinate din conditii suplimentare de continuitate pentru derivata a doua
a polinomului de interpolare. Aceasta varianta este cunoscuta sub numele de interpolarea
spline cubica clasica. Ea are avantajul ca functia de interpolare obtinuta minimizeaza
curbura patratica medie a functiei. Este util de precizat ca spline este un cuvant preluat
din limba engleza, care inseamna printre altele, o bucata de lemn flexibil, ce era folosit
pentru desenarea curbelor. Pentru o astfel de aplicatie, acest obiect avea tendinta de a

se orienta astfel incat curbura sa fie minima.

Derivata a doua a polinomului de interpolare dat de (£13)) este
gM(x) = 2¢op + 6cs(z — xx) @ € [Tp, Tppa), k=1,...,n— 1L (4.19)
Conditia de continuitate pentru derivata a doua poate fi pusa numai in nodurile interioare:
§"(xp,+0)=¢" (2, —0), k=2,....n—1. (4.20)

Inlocuind expresia ({@I9) precum si expresiile coeficientilor (@I5) + [@I8) in {@20) rezultd
urmatoarele relatii satisfacute de derivatele functiei:

! b1+ 2 < ! + ! ) s+ ! 1 =
T — xk—1yk71 Tk — Tp—1  Thy1 — Tk Uk Tky1 — Tk Vet
Y — Yr—1 Yk+1 — Yk
=3 +3 o k=2...n—1. 4.21
(0 — Tp—1)? (Thg1 — x1)? ( )

Exercitiul 4.12:
Demonstrati relatia (£21]).

Relatiile (£21]) sunt in numar de n — 2 §i au n necunoscute. Cele doua relatii lipsa
se obtin din impunerea conditiilor la capete. Fie se impun valorile derivatelor y] si v/, ca
la interpolarea Bessel, caz in care se spune ca interpolarea spline are conditii la capete
fortate, fie se impune ca valorile derivatei de ordinul doi sa fie nule la capete, caz in care
se spune ca interpolarea spline are conditii naturale la capete. Vom considera in cele ce

urmeaza conditiile naturale:
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Din impunerea conditiei (£.22)) rezulta urmatoarea relatie ce trebuie sa existe intre derivatele
functiei:
Y2 — U
2, + yh, = 3. 4.24
Y11t Y2 P ( )

Exercitiul 4.13:
a) Demonstrati relatia ([Z24]).

b) Deduceti relatia ce trebuie impusa intre derivate pentru a fi satisfacuta conditia natu-
rala (L.23) la capatul din dreapta.

Exercitiul 4.14:

a) Scrieti o functie Matlab ca mai jos, completand acolo unde este cazul. Calculul

derivatelor y; in nodurile de interpolare se face prin rezolvarea unui sistem de ecuatii
algebrice liniare, avand matricea coeficientilor A si vectorul termenilor liberi b. Valorile
componentelor din A si b corespund coeficientilor din relatiile (£21)), ([@24) si relatia

dedusa la exercitiul anterior.

function yi = my_spline(x,y,xi)

% evalueaza polinomul de interpolare cubica spline

% date de intrare:

A X — vector cu n componente, presupus sortat crescator

% y - valorile corespunzatoare vectorului x

% xi - vector cu oricate componente, in care va fi evaluat polinomul
A de interpolare

% date de iesire

% yi - valorile polinomului de interpolare evaluat in punctele xi

length(x);
length(xi) ;

yi = zeros(m,1);

%% calcul derivate
A = sparse(n,n);
b = zeros(n,1);
%hg"(x_1) =0
/P completati .......... ...,
for k = 2:n-1
hg"(x_k - 0) = g"(x_k + 0)
Alk,k-1) = 1/(x(k)-x(k-1));



4.1. Cazul 1D

81

end

b g"(x_n) =0

A(n,n-1) = 1;

A(n,n) = 2;

b(n) = 3*x(y(m)-y(n-1))/x(@)-x(n-1));
yder = A\b;

%% evaluare
for j = 1:m
xcrt = xi(j);
k = cauta_v4(n,x,xcrt);
cOk = y(k);
clk = yder(k);
h = x(k+1) - x(k);

c2k = (3*(y(k+1) - y(k)) - h*x(2xyder(k) + yder(k+1)))/h"~2;

he3k = completati
hyi(3) = o completati

end

b) Verificati functia scrisa cu comanda mlint.

Exercitiul 4.15:

a) Scrieti un script main spline.m cu urmatorul continut:

[-2 0 4 6 7];
[7 -3 21 -1];
xi = linspace(-2,7,50);

yi = my_interpl(x,y,xi,’lagrange’);
yip = my_interpl(x,y,xi,’1lpp’);

yis = my_spline(x,y,xi);

figure(4);
plot(x,y,’bo’,’MarkerSize’,8,’LineWidth’,2);
hold on;
plot(xi,yi,’r-’,’LineWidth’,2);
hold on;
plot(xi,yip,’g--’,’LineWidth’,2);
hold on;
plot(xi,yis,’m*’,’LineWidth’,2);

leg{1} = ’Puncte folosite pentru interpolare’;
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leg{2} = ’global’;
leg{3} = ’1pp’;
leg{4} = ’spline’;
legend(leg) ;

grid on;

b) Verificati ca executandu-1 obtineti rezultatul din figlL.g

T T T T T
O Puncte folosite pentru interpolare
global

6 o Ipp_
® spline

Figura 4.8: Pentru exercitiul 415

In Matlab existi functii de interpolare. Scopul acestei teme a fost insa intelegerea

problemei interpolarii precum si modul de concepere al algoritmilor de interpolare.

Exercitiul 4.16:

a) Cititi documentatia functiilor interpl si spline.

b) Completati scriptul main spline.m cu apelul functiilor Matlab si comparati rezultatele.

4.2 Cazul 2D

Teoria generala a interpolarii in doua sau mai multe dimensiuni este mult mai dificila

decat cea unidimensionala.
lata cum poate fi extinsa interpolarea Lagrange in cazul bidimensional (2D).

Fie o functie f : Q — ®r, unde Q este un domeniu bidimensional [a, b] X [¢, d], cunoscuta

intr-un numar de puncte din 2. Presupunem ca functia este cunoscuta in nodurile unei
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d= A s ]
Y1
C=Yo
a=x, X, X, X.=b

Figura 4.9: Reteaua bidimensionala de discretizare a lui €2

retele date de diviziunea pe Ox:
a=xg< T <...<x,=0>
si de diviziunea pe Oy:
c=1Y <Y1 <Y< ...Yy =d.

Pastrand fixa una din variabilele independente, vom interpola unidimensional functia de-a

lungul celeilalte variabile. De exemplu, pentru un y; fixat al diviziunii pe Oy rezulta:

(z,y5) Zl f(@i, y5)- (4.25)

Interpoland apoi dupa y, rezulta:

n

> (@) (y) f i) (4.26)

=0 7=0

In consecinta, functiile Lagrange asociate unei retele bidimensionale sunt:

0 Ti— Tk y] — Yk

ki

() = L)) = | [ Hy < (4.27)
k#]

Exercitiul 4.17:

Implementarea in Matlab a functiei de calcul a polinomului Lagrange bidimensional este

imediata. Scrieti un figier lagrange2d.m cu urmatorul continut.

function [zi] = lagrange2d(x,y,kx,ky,xi,yi)
h

[zi_x] = lagrange(x,kx,xi);

[zi_y] = lagrange(y,ky,yi);

zi = zi_x*zi_y’;
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Completati in acest figier comentariile care descriu parametrii de intrare si de iegire ai

functiei.

Exercitiul 4.18:

Pentru testarea functiei implementate in exercitiul anterior, scrieti un script cu urmatorul

continut:

clear all;

p'e [0 1 3];

y [5 7 10 11];

Nx = 50;

Ny = 40;
linspace(0,3,Nx);

xi

yi
zi

linspace(5,11,Ny);

lagrange2d(x,y,1,2,xi,yi);

figure(1);

surf(xi,yi,zi’); % Atentie, zi este transpus
xlabel(’x’);

ylabel(’y’);

zlabel(’z?);

colorbar

Prin rularea lui trebuie sa obtineti graficul din fig. .10l Folosind instrumentele oferite
de Matlab, prezentati rezultatul privind perpendicular pe planul xOy, ca in fig. 1Tl

11

0.8 10 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 4.10: Functia Lagrange asociata Figura 4.11: Functia Lagrange asociata
gridului bidimensional [0 1 3] x [57 10  nodului (1,2) - vedere perpendiculara pe
11] si nodului (1,2). xOy.
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Ezxercitiul 4.19:

a) Carui nod 1i este asociata functia Lagrange avand reprezentarea din fig. I 127

b) O alta forma de vizualizare o puteti obtine cu comanda mesh. Adaugati scriptului de

mai sus liniile

figure(2);
mesh(xi,yi,zi’);
xlabel(’x’);
ylabel(’y’);
zlabel(’z’);

colorbar

Ce reprezinta fig. [L.13

11
A 12
NN T
T T
10 1
0.8
9
0.6
> 8
0.4
7 0.2
0
6
-0.2
5
0 05 1 15 2 25 3

Figura 4.12: Pentru exercitiul 419
Carui nod 1i este asociata aceasta functie

Lagrange?

R
T TR
ST it
L
RN
3 W

Figura 4.13: Pentru exercitiul 4[I9 Ce

reprezinta aceasta figura?

Pentru functiile scalare definite pe domenii bidimensionale este foarte sugestiva reprezentarea

curbelor de nivel (adica curbe pe care valorile functiei reprezentate sunt constante, curbe

numite si curbe de echivalori, sau in mod particular, in functie de marimea pe care o

reprezinta: echipotentiale, izoterme, etc).

Exercitiul 4.20:

a) Adaugati scriptului de mai sus liniile

figure(3);
[C,h] = contour(xi,yi,zi’);
set(h, ’ShowText’,’on’);
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grid on;

xlabel(’x’);
ylabel(’y’);
zlabel(’z’);

Prin rularea lui trebuie sa obtineti fig. 14l Se vede acum cu usurinta care este nodul

caruia 1i este asociata functia Lagrange reprezentata. In acest nod, valoarea functiei este

1. Comparati rezultatul cu raspunsul pe care l-ati dat la exercitiul 419

b) Care este diviziunea domeniului folosita pentru reprezentarea unei functii Lagrange in
fig. I8l Carui nod 1i este asociata aceasta functie?

11

101

©
T

()]

Figura 4.14: Pentru exercitiul 420 Efectul comenzii contour.

Interpolarea globala in cazul 2d are aceleasi dezavantaje ca interpolarea globala in

cazul 1D. Mult mai utila este interpolarea pe portiuni.

Exercitiul 4.21:

Cititi documentatia pentru functia Matlab interp2. Descrieti succint metodele de inter-

polare disponibile.
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Figura 4.15: Pentru exercitiul 420l Care este diviziunea domeniului? Carui nod ii este

asociata functia?
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Capitolul 5

Derivarea numerica.
Metoda diferentelor finite.

Necesitatea evaluarii derivatelor functiilor este importanta in problemele de inginerie.

.....

.....

dispozitive. Un alt exemplu este cel in care modelul matematic al problemei conduce la
ecuatii sau sisteme de ecuatii diferentiale, foarte putine dintre acestea putand fi rezolvate

prin metode analitice.

Derivarea numerica se bazeaza pe interpolare. Formulele de derivare numerica provin
din derivarea polinomului de interpolare si ele se reduc la calcule aritmetice ce folosesc
formule relativ simple. Prima parte a acestui capitol ilustreaza deducerea acestor formule
si erorile care apar. Rezolvarea ecuatiilor diferentiale folosind formule de derivare numerica
pentru derivatele ce intervin este cunoscuta sub numele de metoda diferentelor finite.
Partea a doua a acestui capitol urmareste implementarea si testarea acestei metode pentru

cateva cazuri simple de test.

5.1 Formule de derivare in cazul unidimensional

Formulele de derivare numerica se pot deduce fie pornind de la polinomul de inter-
polare, fie prin intermediul seriilor Taylor. Aceasta din urma abordare are avantajul ca

furnizeaza gi informatii legate de eroarea de trunchiere.

Vom reaminti cateva rezultate pentru cazul aproximarii derivatelor unei functii unidi-

mensionale [ : [a,b] = R.

89
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Considerand x; punctele diviziunii intervalului [a, b], vom folosi urmatoarele notatii

0 0?

Cazul unei diviziuni uniforme: z;,; —z; = h

e Aproximarea derivatelor pornind de la polinomul de interpolare de gradul 1:

(progresiva) Df;, = leh Ji O(h) (5.2)
(regresiva) Df; = %jLO(h) (5.3)

e Aproximarea derivatelor pornind de la polinomul de interpolare de gradul 2:

fH—l fz 1

(centratd) Df; = i + O(h?) (5.4)
(progresivd) Df; = _3fi+4§;+1_fi+2+0(h2) (5.5)
(regresivi) Dfi — fi‘2_4éf;’b‘1+3f"+0(h2) (5.6)
(centratd) D2f, — f”1_2h~’;’+fl L o) (5.7)

Cazul unei diviziuni neuniforme: z;, | — x; = ah, v; — ;1 = Bh

e Aproximarea derivatelor de ordinul 1 pornind de la polinomul de interpolare de

gradul 2:
o it (=) fi—aPfi
(centratd) Df; = Bt ) + O(h?) (5.8)
. _ —a(a+28)fi+ (a+B)*fiy1 — B fz+2
(progresiva) Df, = aBlat A)h O(h?) (5.9)
2r ) .
(regresiva) Df;, = o fia=(a ;;()af__;;];ﬁ(?a = 5)f: +O(R*) (5.10)

e Aproximarea derivatei de ordinul doi cu o eroare de ordinu]El h:

Bfin— (a+B)fi —afia
aﬁ(a+ﬁ)%2

I Derivata de ordinul doi nu poate fi aproximats cu o eroare de ordinul h? daca sunt folosite numai

D*f; = + O(h) (5.11)

punctele z;_1, x; $i Tjy1.
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Exercitiul 5.1:

Pornind de la polinomul de interpolare de grad doi, ce trece prin punctele (z;_1, fi_1),

(i, f3), (xiv1, fiz1) deduceti una din formulele de derivare de mai sus

Exercitiul 5.2:

a) Scrieti intr-un figier urmatorul script:

clear all;

% calculeaza derivata numerica a functiei sinus in pct xO0
x0 = pi/4;

h = pi/10; 7% pasul de derivare

dp = (sin(x0+h) - sin(x0))/h; % derivata progresiva de ordinul 1
dr = (sin(x0) - sin(x0-h))/h; % derivata regresiva de ordinul 1
dc = (sin(x0+h) - sin(x0-h))/(2*h); % derivata centrata de ordinul 2

dexact = cos(x0);

erp = abs(dp - dexact);
err = abs(dr - dexact);
erc = abs(dc - dexact);

disp(sprintf(’ ==== Der fct sin in x0 = %e, h = %e’,x0,h));
%e’ ,dexact));

disp(sprintf(’derivata nr progresiva = %e, eroare = %e’,dp,erp));

disp(sprintf(’valoarea exacta a der

disp(sprintf (’ regresiva = %e, eroare = Je’,dr,err));

%e, eroare = %e’,dc,erc));

disp(sprintf (’ centrata

b) Comentati valorile obtinute pentru cele trei formule. Schimbati pasul de derivare si

comentati rezultatele.

Este foarte probabil ca in acest moment sa fiti tentati sa credeti ca, cu cat pasul de
derivare este mai mic, cu atat eroarea e mai mica. Pentru a vedea daca aceasta afirmatie

este adevarata, este util sa reprezentati grafic eroarea in functie de pasul de derivare.

Exercitiul 5.3:

Scrieti un script care sa permita:

a) Reprezentarea grafica a erorii formulei de derivare progresiva de ordinul 1, in functie de
pasul de derivare. Pentru un pas h cuprins intre le-10 si le-5 trebuie sa obtineti un grafic
similar celui din partea stanga a fig. .l Acest grafic a fost trasat folosind 1leb valori.
Repetati experienta pentru derivarea regresiva de ordinul 1. Comentati rezultatul.

¢) Reprezentarea grafica a erorii formulei de derivare centrata de ordinul 2, in functie de
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pasul de derivare. Pentru un pas h cuprins intre le-8 si 1e-3 trebuie sa obtineti un grafic

similar celui din partea dreapta a fig. .1l Acest grafic a fost trasat folosind 1eb valori.

10 . . . . 10°

10 /3‘

Eroarea absoluta a derivatei progresive de ord 1
Eroarea absoluta a derivatei centrate de ord 2

10 L L L L

107° 10° 10° 107 10° 107 10° 107 10° 10° 107 10°
Pasul de derivare h Pasul de derivare h

Figura 5.1: Eroarea in functie de pasul de derivare pentru formula de derivare progresiva
de ordinul 1 (stanga) si formula de derivare centrata de ordinul 2 (dreapta).

Zona de instabilitati numerice, care apare pentru pasi mai mici decat o anumita valoare,
se datoreaza erorilor de rotunjire care devin mai mari decat erorile de trunchiere. Pasul
de la care incep sa predomine erorile de trunchiere se numeste pas optim de derivare
numerica. Pasul optim nu este pasul pentru care eroarea este minima. Dupa cum se
poate observa, erori mai mici se pot obtine pentru pasi aflati in zona de instabilitate.
Totusi lucrul in aceasta zona nu se recomanda. Este de preferat ca h sa fie in zona in care

predomina erorile de trunchiere, zona in care erorile de trunchiere se pot estima.

Exercitiul 5.4:

Inspectand graficele obtinute

a) comparati pasii optimi de derivare numerica pentru cele trei formule pe care le-ati

folosit pana acum.
b) verificati ca eroarea de trunchiere la formulele progresiva si regresiva de ordinul 1 este
O(h) iar la formula centratd de ordinul 2 este O(h?).

Derivata centrata (5.4)) ofera o acuratete mai buna decat formulele progresiva, regresiva

de ordinul 1 (formulele (5.2) si (53)). O comparatie numerica este sugerata in exercitiul

urmator.

Exercitiul 5.5:

Reprezentati pe acelasi grafic eroarea derivatei numerice progresive de ordinul 1 si centrate

de ordinul 2 pentru pasi cupringi intre le-8 gi le-3. Trebuie sa obtineti un grafic similar
celui din figura
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Progresiva de ord. 1 ]
Centrata de ord. 2

Eroarea absoluta a derivatei numerice
[
S)

10° 107 10° 10° 10" 107
Pasul de derivare h

Figura 5.2: Acest grafic trebuie obtinut la exercitiul 50l

5.2 Metoda diferentelor finite

Aplicarea metodei diferentelor finite pentru rezolvarea oricarei ecuatii diferentiale pre-

supune realizarea urmatorilor pasi:

e Pasul 1: Se alege o schema de diferente finite pentru aproximarea derivatelor din

ecuatii si se rescrie ecuatia ca ecuatie cu diferente finite.

e Pasul 2: Se stabileste reteaua de discretizare si se scrie ecuatia discretizata pentru
fiecare nod.

e Pasul 3: Se rezolva sistemul de ecuatii pentru determinarea valorilor necunoscute

in nodurile retelei.

e Pasul 4: Calculul altor valori, in afara celor din noduri, se face prin interpolare.

Se obignuieste sa se spuna ca pasii 1 si 2 reprezinta etapa de preprocesare, pasul 3

reprezinta rezolvarea, iar pasul 4 postprocesarea.

5.2.1 Studiul regimului tranzitoriu al unui circuit de ordinul 1

Cel mai simplu exemplu pe care ni-1 putem imagina este cel care ne conduce matematic
la o ecuatie diferentiala ordinara de ordinul 1. Vom considera un condensator de capacitate
C' = 4uF, initial descarcat, care se incarca de la o sursa de tensiune continua £ = 20 mV

printr-un rezistor de rezistenta R = 10 (2.
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Formularea corecta a problemei

Daca notam cu ¢ curentul prin circuit si cu w tensiunea la bornele condensatorului,

atunci teorema Kirchhoff II scrisa pe bucla circuitului este
Ri(t) +u(t) = E. (5.12)

Inlocuind in aceasta relatie dependenta dintre tensiunea si curentul prin condensator

, du(t)
t) = 5.13
i) = =5, (5.13)
rezulta ecuatia diferentiala de ordinul unu, satisfacuta de w:
du(t
RC ZS& ) sut) = B (5.14)

Solutia acestei ecuatii este unica deoarece se specifica starea initiala a condensatorului:

u(0) = ug = 0. (5.15)

Avantajul acestui exemplu este acela ca are o solutie analitica, usor de gasit. Vom

reaminti modul de calcul al acesteia.

Conform teoriei cunoscute de la matematica, solutia acestei ecuatii se scrie
u(t) = uo(t) + uyp, (5.16)

unde u,(t) este solutia ecuatiei "omogene” (cum zic matematicienii) adica a ecuatiei

diferentiale cu termen liber nul:

du,(t
redte® ) —o. (5.17)
dt
Solutia ecuatiei omogene este
uo(t) = Aexp(xt), (5.18)

unde x este solutia ecuatiei caracteristice
RCzx+1=0. (5.19)
Daca notam produsul dintre rezistenta si capacitate cu
T = RC, (5.20)
marime care se numeste constanta de timp a circuitului, rezulta solutia ecuatiei omogene

uo(t) = Aexp(—t/7). (5.21)
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Marimea u, este o solutie particulara, de forma termenului liber al ecuatiei, deci o con-
stanta. Sa notam aceasta constanta cu B. Solutia particulara (constanta) trebuie sa
satisfacd ecuatia (5.14I), deci

dB
RC—+ B=F, (5.22)
dt
de unde rezulta
B=F (5.23)

deoarece derivata unei constante este nula. Solutia generala a ecuatiei este in consecinta
u(t) = Aexp(—t/7)+ E. (5.24)
Constanta A se determina din impunerea conditiei initiale u(0) = ug, de unde
A=uy— E. (5.25)
Expresia finala a solutiei analitice este

u(t) = (ug — E) exp(—t/7) + E. (5.26)

Exercitiul 5.6:

a) Care este valorea spre care tinde tensiunea pe condensator?

b) Scrieti un script Matlab main RC.m cu urmatorul continut

clear all;

% rezolva cu MDF un circuit RC simplu

E = 20e-3;
R = 10;
C = 4e-6;

u_initial = O;
tau = RxC; % constanta de timp

tmax = 10*tau; % timp maxim de simulare

% solutia analitica - pentru referinta

t_ref = linspace(0,tmax,1e6);

uc_ref = (u_initial - E)*exp(-t_ref/tau) + E;
figure(1);

plot(t_ref,uc_ref,’linewidth’,2);

leg{1} = ’analitic’;

Executati-1 si verificati ca ati raspuns corect la punctul a.
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Rezolvarea cu diferente finite

Vom rezolva acum ecuatia diferentiala cu diferite scheme de derivare numerica. Ecuatia

(514) o rescriem ca
du(t) 1 1
—u(t) = —-FE. 2
T Tu() - (5.27)

Vom urmari calculul numeric in intervalul de timp [0, ¢,,4.] unde t,,,, = 107 intr-o

retea echidistanta de N puncte t, unde pasul de discretizare este
tge1 —tp=h, pentru k=1,....N—1. (5.28)

Vom nota valorile discrete obtinute prin rezolvare numerica cu wug. Ele vor fi aproximatii

ale marimii reale u.
Varianta I - Utilizarea diferentelor finite progresive de ordinul 1

Vom discretiza ecuatia (5.27)) prin scrierea ei in momentul de timp ¢, si folosind pentru

derivata o formula de diferente finite progresive de ordinul 1:

Uk+1 — Uk 1 1

—up = —F 5.30
h * Tuk T ( )
de unde
h h
Up11 — Uk + —up = —-F. (531)
T T
Se observa ca marimea wu; poate fi calculata explicit cu formula
h h
Up+1 = Ug (1 - —) + —F. (532)
T T

Aceasta formula este extrem de usor de implementat.

Exercitiul 5.7:

a) Completati scriptul de mai sus cu

Totololotototo ot toototototote PLTEPTOCESATE Yo7atstotolslotololotorslstotolslotololots

h = tau/2; % pasul gridului de discretizare pe axa timpului
NI = floor(tmax/h); % nr de intervale de timp
= NI + 1; % numarul de puncte

linspace(0,NI*h,N); % vectorul timp

Tl lolololo oo o lolololote T€ZOLIVATE folootetoostolololols oo looes oo toto

up = mdf_circuitRC(u_initial,N,h,tau,E, ’progresivl’);
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b) Scrieti o functie mdf circuitRC.m de urmatorul tip

function u = mdf_circuitRC(u_initial,N,h,tau,E,metoda)
% rezolva ecuatia diferentiala du/dt + 1/tau u = 1/tau E cu

% metoda diferentelof finite

u = zeros(N,1);
u(1) = u_initial;
switch metoda
case ’progresivl’
% calcul explicit
for k = 1:N-1

end
otherwise
error (’Metoda de discretizare necunoscuta’);

end
¢) Completati scriptul main RC.m cu

Totololotototlo fotatolototototote POSTPLTOCESATE %slototololototolelotslolotololetotolele
figure(1);

hold on;

plot(t,up,’r-*’,’linewidth’,2);

leg{2} = ’prog ord 1’;

title(sprintf (’h/tau = %f’,h/tau));

Experimentati comportamentul metodei pentru h = 27,7, 7/10. Observati ca metoda
este instabila pentru h < 7. Aceasta metoda este cunoscuta si sub numele de metoda

Euler explicita pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare.
Varianta a II-a - Utilizarea diferentelor finite regresive de ordinul 1

Vom discretiza ecuatia (5.27]) prin scrierea ei in momentul de timp ¢ si folosind pentru

derivata o formula de diferente finite regresive de ordinul 1:

—upy 1 1
Uk 7 Ukl L, = 1R, (5.33)

de unde

h h
Up — Up—1 + —Up = —F. (534)
T T
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Se observa ca marimea u poate fi calculata explicit cu formula

we = (ukl + gE) / (1 + g) . (5.35)

Si aceasta formula este extrem de usor de implementat.

Exercitiul 5.8:

a) Completati functia mdf _circuitRC.m cu cazul "regresivl”:

case ’regresivl’
% calcul explicit
for k= ... ... .. . completati

uk) = ... completati

b) Completati scriptul cu apelul functiei in cazul regresiv
ur = mdf_circuitRC(u_initial,N,h,tau,E, regresivl’);

si partea de postprocesare cu reprezentarea grafica a solutiei obtinute, pe acelasi grafic ca

solutia analitica si solutia obtinuta in prima varianta.

Experimentati comportamentul metodei pentru h = 27, 7,7/10. Observati ca metoda
nu mai este instabila Eentru h < 7. Aceasta metoda este cunoscuta i sub numele de

metoda Euler implicitad pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare.

Varianta a III-a - Utilizarea diferentelor finite centrate de ordinul 2

Vom discretiza ecuatia (5.27]) prin scrierea ei in momentul de timp ¢ si folosind pentru

derivata o formula de diferente finite centrate de ordinul 2 data de relatia (5.4)):

Upy1 — U1 1 1
e — —E .
2h * ST T (5.36)
de unde ok oh
—Up_1 + 7U}C -+ Uk+1 = ?E (537)

Se observa ca marimea uj nu mai poate fi calculata explicit. Relatia (5.37) poate fi scrisa

pentru k = 2,..., N — 1 si reprezinta N — 2 ecuatii cu /N necunoscute. Pentru a obtine

2Ecuatia generald este dy/dt = f(t,y) unde f este o functie in general neliniara. Folosirea derivatei
regresive pentru f conduce la o relatie implicita pentru calculul lui uy, relatie ce reprezinta o ecuatie

neliniars. In cazul particular studiat, f este liniara si de aceea solutia se poate calcula explicit.
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un sistem bine formulat, trebuie sa adaugam inca doua relatii. Acestea sunt relatiile la

capete. La t = 0 vom impune conditia initiala:
u(1) = uo, (5.38)

iar pentru ultimul punct £ = N vom scrie ecuatia discretizata dar in care vom folosi

pentru derivata o formula de diferente regresive de ordinul 2 data de relatia (5.0):

o —4un_1+3 1 1
Un-2 ZRUN FOUN L 2 g (5.39)
2h T T
de unde o o
UN—9 — 4UN_1 + (3 + 7) UnN = ?E (540)

Exercitiul 5.9:

a) Completati functia mdf circuitRC.m cu cazul ”centrat2”:

case ’centrat2’
%% asamblare sistem
A = sparse(N,N);
tl = zeros(N,1);

AC1,1) = 1; % conditia initiala
t1(1) = u_initial;
for k = 2:N-1 % noduri interioare

A(k,k-1) = -1;

................. completati...........
end
A(N,N-2) = 1; % conditia la tmax
.................... completati.............

t1(N) = 2xh*xE/tau;
%% rezolvare
u = A\tl;

b) Completati scriptul cu apelul functiei in cazul centrat si partea de postprocesare cu
reprezentarea grafica a solutiei obtinute, pe acelasi grafic ca solutia analitica si solutia

obtinuta in prima varianta.

Experimentati comportamentul metodei pentru h = 27,7, 7/10. Observati ca metoda
nu este instabila si este mai precisa decat implementarile anterioare. Acest lucru era de
asteptat deoarece formulele de derivare numerica de ordinul 2 sunt mai precise decat cele

de ordinul 1. Cresterea acuratetii se face insa pe seama cresterii complexitatii algoritmului.
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Pentru verificare, comparati graficele pe care le-ati obtinut cu cele din figurile =
0.0l

Exercitiul 5.10:

Completati scriptul main RC.m cu comenzi astfel incat, intr-o alta fereastra grafica sa

obtineti graficele erorilor absolute in functie de pasul de timp.

hitau = 0.500000 ©10° hitau = 0.500000
T T T 25 T T T
prog ord 1
0.02 ~ = —regrord 1
“““ centr ord 2
0.018 - 2t 4
0.016 -
0.014 =
@ 15 1
5
s 0.012- g
> oo01p °
© 1+ 4
<]
0.008| g
0.006 -
0.004 - analitic 4 0.5 4
——&— prog ord 1
0.002 = © ~regrord1 |4
@ centr ord 2
. . n 0
1 2 3 3 4
tisl x107 x10™
Figura 5.3: Cazul h = 7/2
hitau = 1.000000 X107 hitau = 1.000000
T T T 8 T T T
prog ord 1
0.02 -9 L & .1 = = =regrord1 ||
e N e centr ord 2
0.018 9
0.016 5f ]
0.014 25 J
S 5
=
0.012 °
% 24 J
0.01 >
g
0.008 53
I~o
~
0006~ f o) 1
0.004 L7 analiic | ] ) \ ~
—&— prog ord 1 o e i
0.002 - © =regrord1 | R S~
'@ centrord 2 - o -
L T ok L ——
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
tsl x10 tis] x10

Figura 5.4: Cazul h = 7.

In capitolul 3, ati vazut ca asamblarea matricelor in Matlab se poate face mult mai
rapid daca se construieste formatul pe coordonate al matricei, dupa ce, in prealabil, a fost

alocat un spatiu de memorie exact cat este necesar pentru stocarea matricei.

Exercitiul 5.11:

a) Completati functia mdf circuitRC.m cu cazul ”centrat2b”:

case ’centrat2b’

%% asamblare sistem
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hitau = 2.000000

hi/tau = 2.000000

0.04 0.025
analitic
0035 o -ttt |]
‘0 centrord 2 0.021
0.03}
L = prog ord 1
0.025 g 0.015- = = =regrord 1
% 0.02 8_ —fTTETT — g “““ centr ord 2
0.015 oA g ooir
co” e
Y
001} DA ]
R 0.005
R4 P
0005 f » RN
Kz -7 , S e
4 A TS
L 0 T R RN et il ¥ 1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
tis] x107 tis] x107
Figura 5.5: Cazul h = 27.
tic;
no_nnz = 3*(N-1) + 1;
r_idx = zeros(no_nnz,1);
c_idx = zeros(no_nnz,1);

val = zeros(no_nnz,1);
tl = zeros(N,1);

m=1;

% AC1,1) =1 % conditia initiala
r_idx(m) = 1;

c_idx(m) = 1;

val(m) = 1;

t1(1) = u_initial;

for k = 2:N-1 % noduri interioare

HA(k,k-1) = -1;

m=m+ 1;

r_idx(m) = k;

c_idx(m) = k-1;

val(m) = -1;

................. completati...........
end
.................... completati.............

t1(N) = 2xh*E/tau;

A = sparse(r_idx,c_idx,val,N,N);

t2 = toc;

disp(sprintf(’centrat2b - timp asamblare matrice = %e’,t2));

%% rezolvare
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u = A\tl;

b) Completati scriptul cu apelul functiei in acest caz. Pentru a verifica faptul ca nu
s-au strecurat greseli, reprezentati grafic intr-o alta fereastra solutia obtinuta in cazul
"centrat2b” cu solutia obtinuta in cazul ”centrat”.

¢) Introduceti instructiuni pentru contorizarea timpului de asamblare al matricei in ambele

variante de implementari. Comparati acesti timpi pentru cazul h = 7,/1000.

5.2.2 Studiul regimului electrocinetic stationar al unui conduc-

tor bidimensional

Exemplul din acest paragraf va conduce la o ecuatie diferentiala cu derivate partiale

de ordinul 2, de tip eliptic.

y
0=0
i 1V | Q V=L R dvidn=0 p
3 dVv/dn=0
b/2---—-—------ i”(*j ””””” dVv/dn=(Q Av =0 S
| Y V=0
o) 22 a X @) dVv/dn=0 N

Figura 5.6: Problema 2D de regim electrocinetic: domeniul de calcul (stanga), conditii

de frontiera (dreapta).

Vom considera un conductor omogen, de conductivitate o, situat intr-un mediu perfect
izolant. Conductorul are o dimensiune dupa axa Oz mult mai lunga decat celelalte doua,
astfel incat problema poate fi considerata bidimensionala. Figura[B.6lreprezinta o sectiune
perpendiculara pe directia dimensiunii foarte mari. Aceasta sectiune este un dreptunghi,
de dimensiuni a, b. Conductorul are doua borne supraconductoare, una aflata la potential
Vo = 1V, iar cealalta aflata la potential nul. Bornele sunt plasate ca in figura. Dorim sa
reprezentam liniile echipotentiale si spectrul liniilor de curent. Ar fi interesant sa calculam
si marimi globale cum ar fi puterea disipata in domeniu precum si rezistenta pe unitatea
de lungime a acestui rezistor. La aceste aspecte ne vom intoarce insa dupa ce vom discuta

problema integrarii numerice.
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Formularea corecta a problemei

Inainte de orice, o problema de camp electromagnetic trebuie corect formulata, in

conformitate cu teorema de unicitate demonstrata pentru regimul studiat.

Problema fiind de regim electrocinetic stationar, formularea se va face in V' — potential

electrocinetic, unde E = —grad V', E fiind intensitatea campului electric.

FEcuatia de ordinul doi satisfacuta de potentialul electrocinetic este:
—div (o gradV) =0 (5.41)

unde V : D — R este potentialul definit pe domeniul bidimensional D = ONPQ. Ecuatia
(E4T)) este o ecuatjie eliptica, de tip Laplace generalizata.

Deoarece domeniul este omogen (conductivitatea o are acceasi valoare in orice punct

al domeniului), ecuatia se simplifica la o ecuatie de tip Laplace:
AV =0, (5.42)

unde A = divgrad este operatorul Laplace, care in coordonate carteziene (cazul 2D) are

expresia
B o?v  9*V

AV = — + —.
v 8$2+8y2

(5.43)

In consecinta, ecuatia diferentiala ce trebuie rezolvata este o ecuatie cu derivate partiale:

oV PV
5z g =0 (5.44)

unde V =V(z,y) : D — R.

Pentru buna formulare a problemei, trebuie impuse pentru potential conditiile de fron-
tiera. Frontierele supraconductoare (SN gi QR) au potential constant, si in consecinta pe
ele trebuie impuse conditii Dirichlet in concordanta cu valorile potentialului. Pe frontierele

de langa izolant (NOQ si RPS), trebuie impuse conditii Neumann nulet.

Conditiile de frontiera impuse potentialului sunt:

V. = Vo pe QR (Dirichlet) (5.45)
V. = 0 pe SN (Dirichlet) (5.46)
A%
o = 0 pe NOQURPS (Neumann) (5.47)
n
3In izolant nu existd curent de conductie, in consecinta J - n = 0 la frontiera cu izolantul, deci

—ograd V - n = 0, echivalent cu —J%—Z = 0 pe acele frontiere.
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Si pentru o astfel de problema se pot gasi rezolvari analitice bazate de exemplu pe
metoda separarii variabilelor sau pe aproximarea liniilor de camp. Desi nu este dificila,
prezentarea acestor posibile solutii nu este atat de simpla ca cea din exemplul anterior.
Scopul nostru este insa de a prezenta modul in care se poate rezolva aceasta problema cu
metoda diferentelor finite asa incat in cele ce urmeaza ne vom concentra exclusiv asupra

acestui aspect.

Rezolvarea cu diferente finite

Fata de cazul unidimensional discutat in exemplul anterior, aici reteaua de discretizare
este una bidimensionala, iar in loc de aproximarea unei derivate totale de ordinul 1, acum

avem de aproximat derivate partiale de ordinul 2.

Reteaua de discretizare bidimensionala poate fi privita ca fiind obtinuta din produsul

cartezian dintre o retea de discretizare pe axa Ox i o retea de discretizare pe axa Oy:

D= <9< ...<2p, =0

O:y1<y2<...<yny:b.
astfel incat, un nod al retelei este identificat de pozitia proiectiilor sale pe cele doua axe:

(Jli,yj) izl,...,nm, jzl,...,ny.

Metoda diferentelor finite va determina valorile aproximative ale potentialului in nodurile
acestei retele:

Viz,y) S Viy i=1n,, j=1,n,. (5.48)

Forma discretizata (aproximativa) a ecuatiei potentialului este obtinuta aproximand
prin diferente finite ecuatia (B.44]). Forma specifica depinde de tipul nodului: interior
sau pe frontiera Neumann. Nodurile de pe frontiera Dirichlet nu ridica probleme, ecuatia
asociata unui astfel de nod constand in simpla atribuire a valorii potentialului nodului

respectiv.

FEcuatia asociata unui nod interior:

Ecuatia aproximativa pentru un nod interior se deduce inlocuind derivatele partiale
dupa z si dupa y cu formule de tipul (5.7]).

Pentru a simplifica scrierea formulelor, vom presupune ca cele doua griduri pe Ox si,

respectiv, Oy sunt uniforme, cu pasi h, si respectiv h,. Derivatele partiale se vor inlocui
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cu:
>V Vierj —2Vij+ Vi
W(-ﬂjia y]) = — h2j Ja (549>
>’V Vijgr1 —2Vi; +Vija
—(.Z'i, y]) = -] ] J . (550)
oy? h2
Ecuatia discretizata asociata unui nod interior devine
Vier; = 2Vig+View; | Viga —2Vi;+ Vi
: : : : : — =0 5.51
o 1 1 1 1 1 1
2 (ﬁ + ﬁ) Vij— ﬁ‘/;‘—‘rl,j - ﬁ%—l,j - ﬁ‘/z’,j—s-l - ﬁ‘/;,j—l =0. (5.52)
T Y T x Y Y

Relatia (552]) arata ca potentialul intr-un nod interior este o combinatie liniara a potentialelor
nodurilor invecinate. Daca pasii de discretizare pe cele doua axe ar fi egali (h, = hy),
atunci potentialul intr-un nod interior este media aritmetica a potentialelor celor patru

noduri vecine.

y
R A “

Figura 5.7: Nodurile marcate intervin in scrierea ecuatiilor: stanga - cazul unui nod

interior; dreapta - cazul unui nod pe frontiera Neumann dreapta.

Exercitiul 5.12:

In cazul unor retele neuniforme, folosind notatiile din fig. B 7-stanga, aratati ca ecuatia

discretizata asociata unui nod interior este

1 1 1 1
v + Vv —V _
© <hBhD hAho) Yhalha+he)  Php(hg + hp)

1 1
=0, (5.53)

—Vi -V
“he(ha+he)  Php(hs + hp)

unde hy = ||OA||, hg = ||OB]|, h¢ = ||OC||, hp = ||OD]|.
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Ecuatia asociata unui nod pe frontiera dreapta:

In cazul unui punct pe frontiers O (fig. BT dreapta), sa notam cu g = —ag—‘n/ conditia

de frontiera Neumann gi cu go valoarea ei medie in punctul O:

_ goaha + gochc

5.4
ha+ he ( )

unde goa este conditia de frontiera asociata segmenului OA iar goc este conditia de

frontiera asociata segmentului OC.

Pentru deducerea ecuatiei aproximative pentru punctul O, vom considera un nod “fan-
toma” Dy, situat in exterior, la o distanta hp = ||OD;|| de punctul O. Pentru simplitate

putem considera hp = hp.

Din conditia de frontiera Neumann, deducem valorea potentialului fantoma in functie
de valoarea acestei conditii. Pentru cazul din figura (normala exterioara in sens contrar

axei Ox) rezulta:

av g
e (5.55)

Scriind relatia aproximativa (B.4]) pentru conditia de frontiera Neumann, rezulta ca:

Vi, = Vg — QhB%O. (5.56)

Pentru nodul O se scrie acum o ecuatie de tipul (.53]), ca pentru un nod interior si

inlocuind expresia ([0.50]), rezulta ecuatia finala:

1 1 1 1 1 90
Vol =+ — ) -Vyeoo VYV —V, —_ 29 (557
© <h2B hAhc) Yhalha+he)  PRL T " Che(ha + he) ohg (5.57)

In cazul unei conditii Neumann nule, relatia devine:

1 1 1 1 1
Vol —4+—)-Vjou— Voo Ve — . 5.58
© (hQB hAhc) Yhatha+he)  PRE T “ho(ha+ he) (5.58)

Ecuatia asociata unui nod pe frontiera - colf exterior:

Nodurile situate in colturi reprezinta o problema pentru metoda diferentelor finite.
Aceasta deoarece pentru un colt nu poate fi definita directia normaleﬂ. Daca notam
g= —a%, i notam cu goa valoarea lui g pe segmentul OA (fara capatul O) si cu gop
valoarea lui g pe segmentul OB (fara capatul O), atunci vom presupune ca in nodul O (fig.
[(.8) este cunoscuta derivata dupa o directie care rezulta din prelungirea in O a valorilor

functiei g.

4In realitate, coltul reprezintd o modelare brutala a realitatii. Trecerea de la o suprafata la alta se

face prin racordari.
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Figura 5.8: Nodurile marcate intervin in scrierea ecuatiei unui nod pe frontiera colt

exterior.

Pentru deducerea ecuatiei vom considera doua noduri “fantoma” C; si Dy, situate in
exterior, la distantele hp = ||OD; || si he = ||OC, || de punctul O. Pentru simplitate putem
considera hp = hp si hg = hy.

Din conditia de frontiera Neumann pe segmentul OB, scrisa in nodul O, putem deduce

valoarea potentialului fantoma Cj:

Ve, = Vi — 20,208 (5.59)
o
Din conditia de frontiera Neumann pe segmenul OA, scrisa in nodul O, putem deduce
valoarea potentialului fantoma Dy :
Vp, = Vi — 21204 (5.60)

o

Pentru nodul O se scrie acum o ecuatie de tipul (553, ca pentru un nod interior, si
inlocuind expresiile (£.59) si (5.60), rezulta ecuatia finala:

1 1 1 1 gop  Joa
Vo (=5 + 5 | = Viey — Vg = — 208 _ J04 5.61
© (h?A - h23> W2 TPRY T oha ohg (5:61)

In cazul unor conditii Neumann nule, relatia devine:

11 1 1
Vo (— + —) Vi = Vg— =0 (5.62)
ha g h hi

In concluzie, discretizarea problemei conduce la un sistem de ecuatii algebrice liniare,
prin a carui rezolvare vom obtine valorile potentialelor in nodurile retelei de discretizare.
Pentru asamblarea acestui sistem cu ajutorul unui algoritm, este util ca nodurile sa fie
numerotate astfel incat necunoscutele sa reprezinte un vector, nu o matrice cum sugereaza

notatiile de pana acum. Vom numerota nodurile de jos in sus si de la stanga la dreapta,
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ny 2 ny nx ny

1 ny+1 (i-Dny+1  (nx-1)ny+
Figura 5.9: Numerotarea nodurilor.
ca in figura L9 Se poate verifica usor ca relatia intre numarul nodului & si pozitiile
proiectiilor sale pe cele doua axe ¢ gi j este
k=@—1n,+7, 1=1,...,n, Jj=1,...,n4 (5.63)

unde n, si n, reprezinta numarul de puncte de discretizare pe axele Ox, respectiv Oy.

Exercitiul 5.13:

Scrieti ecuatiile discretizate pentru cazul n, = ny = 3, h, = h, = 1. Completati matricea

coeficientilor A si vectorul termenilor liberi ¢ pentru sistemul de ecuatii de rezolvat:

In acest moment putem trece la conceperea algoritmului. Vom scrie functii speciale
pentru: citirea datelor problemei, generarea retelei, asamblarea sistemului de ecuatii de

rezolvat gi pentru postprocesare.

Sa incepem cu citirea datelor problemei. In principiu, am putea citi datele de la
tastatura sau din figiere, dar cum scopul nostru este de a construi si testa partea cea mai
complicata a algoritmului (preprocesarea), vom prefera ca datele problemei sa le ”citim”
prin instantiere, intr-o functie numita citire date_elcin. Datele problemei sunt grupate

intr-o structura numita date, ce are mai multe campuri.
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Exercitiul 5.14:

a) Scrieti un script mdf _elcin.m cu urmatorul continut:

clear all;

% rezolva ecuatia Laplace V = 0

% intr-un domeniu dreptunghiular de dimensiuni a, b
% prin metoda diferentelor finite

% Conditii de frontiera

yA * pe latura de sus, in stanga exista un electrod la potential V1
yA * pe latura din dreapta, jos exista un electrod la potential O
yA * in rest cond Neumann nule

%% citirea datelor problemei

date = citire_date_elcin();

b) Scrieti o functie citire date_elcin.m cu urmatorul continut

function date = citire_date_elcin()

date.a = 2; % dim pe 0X

date.b = 2; % dim pe Oy

date.T1 = date.a/2; ¥ dim terminalului de sus
date.T2 = date.b/2; % dim terminalului din dreapta
date.V1 = 1; % potentialul lui T1

date.V2 = 0; % potentialul lui T2

¢) Rulati codul scris pana acum pentru a observa daca s-au strecurat greseli.

Acum incepe partea de preprocesare. Mai intai trebuie pregatite informatiile legate
de reteaua de discretizare. Vom presupune ca acesta este uniform pe cele doua axe.
Exercitiul 5.15:

a) Completati scriptul cu comenzile

ily ====== PREPROCESARE =======
%% alegerea re’telei

my_grid = generare_grid_elcin(date);

b) Scrieti o functie generare grid elcin.m cu urmatorul continut
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function grid = generare_grid_elcin(date)

a = date.a;

b = date.b;

nx = 3; % nr pct de discretizare pe 0x

ny = 3; % nr pct de discretizare pe Oy

% pasi de discretizare pe 0x si Oy

hx = ... oo o completati............
hy = ... oo o completati............
% numarul total de noduri

N= ... completati.............
grid.nx = nx;

grid.ny = ny;

grid.hx = hx;

grid.hy = hy;

grid.x = linspace(0,a,nx);

grid.y = linspace(0,b,ny);

grid.N = N;

c¢) Ce reprezinta grid.x si grid.y?
Urmeaza acum partea cea mai complicata, asamblarea sistemului de ecuatii.

Exercitiul 5.16:

a) Completati scriptul cu comenzile

%% asamblare sistem

[A,tl] = asamblare_mdf_elcin(date,my_grid);
b) Scrieti o functie asamblare mdf _elcin.m cu urmatorul continut:

function [A,tl] = asamblare_mdf_elcin(date,my_grid)
N = my_grid.N;

nx = my_grid.nx;
ny = my_grid.ny;
hx = my_grid.hx;
hy = my_grid.hy;
a = date.a;
b = date.b;

Tl = date.T1;
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T2 = date.T2;
V1l = date.V1;
V2 = date.V2;

%) asamblarea sistemului de ecuatii
A = sparse(N,N);
tl = sparse(N,1);
%% nodurile interioare
for i = 2:nx-1
for j = 2:ny-1
k = (i-1)*ny + j;

ksus = k+1;
kjos = k-1;
kst = k - ny;
kdr = k + ny;

A(k,k) = 2%(1/hx"2+1/hy~2);
A(k,ksus) = -1/hy~2;
................. completati .................
end
end
%% cond. de frontiera Neumann - segm vertical stanga
i=1;
for j = 2:ny-1
k = (i-1)*ny + j;

ksus = k+1;
kjos = k-1;
kdr = k + ny;

A(k,k) = 2%x(1/hx"2+1/hy"2);
A(k,ksus) = -1/hy~2;
A(k,kjos) = -1/hy~2;
A(k,kdr) = -2/hx"2;

end

%% cond. de frontiera Neumann - segm orizontal jos

end
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%% cond. de frontiera Neumann - segm orizontal sus (partial)
iTldr = floor(T1/a*nx)+1; % idx pe i atins in dreapta de T1
J = ny;

for i = iTldr+1:nx-1

end

%% cond. de frontiera Neumann - segm vertical dreapta (partial)
jT2sus = floor(T2/b*ny)+1; % idx pe j atins sus de T2

i = nx;

for j = jT2sus+1:ny-1

end

%% cond de frontiera Neumann - colt stanga jos

k=1,
kdr = ny+1;
ksus = 2;

A(k,k) = 2%(1/hx"2+1/hy~2);
A(k,ksus) = -2/hy~2;
A(k,kdr) = -2/hx"2;

%% cond de frontiera Neumann - colt dreapta sus

.................... completati .............. .. ... ...
%% cond de frontiera Dirichlet - T1
J = ny;
for i = 1:iTldr
k = (i-1)*ny + j;
A(k,k) = 1;
tl(k) = Vi;
end

%% cond de frontiera Dirichlet - T2

.................... completati .............. .. ... ...

c¢) Verificati codul scris cu comanda mlint. Executati programul scris pana acum si
verificati ca matricea coeficientilor si vectorul termenilor liberi au valorile pe care le-ati
obtinut la exercitiul 53]
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In Matlab, rezolvarea acestui sistem este extrem de ugoara din punct de vedere al

utilizatorului:

Exercitiul 5.17:

Completati scriptul cu comenzile

Urmeaza etapa de postprocesare. Vom reprezenta liniile echipotentiale si vom desena

reteaua de discretizare.

Exercitiul 5.18:

a) Completati scriptul cu comenzile

echipotentiale_elcin(my_grid,V);
draw_my_grid(my_grid) ;

b) Scrieti o functie echipotentiale elcin.m cu urmatorul continut

function echipotentiale_elcin(my_grid,V)
nx = my_grid.nx;

ny = my_grid.ny;

X = my_grid.x;

y = my_grid.y;

v = zeros(nx,ny);

for i = 1:nx

for j = 1l:ny
k = (i-1)*ny + j;
v(i,j) = V(k);
end
end

.................. completati..........(ceva similar ati facut la capitolul 1)
¢) Scrieti o functie draw my grid.m cu urmatorul continut

function draw_my_grid(my_grid)

nx = my_grid.nx;
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ny = my_grid.ny;

X = my_grid.x;
y = my_grid.y;
for i = 1:nx
xcrt = x(1);
hold on;
plot([xcrt xcrt], [y(1),y(ay)], k:’);
end
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Figura 5.10: Linii echipotentiale pentru o retea cu n, = n, = 3 (stanga) si o retea cu
n, =n, = 21 (dreapta).

Exercitiul 5.19:

a) Observati cu atentie fig. BI0 - stanga si descrieti ideea care sta la baza algoritmului

de desenare al curbelor de echivalori.

b) Propuneti imbunatatiri posibile pentru functia de asamblare.

c¢) Stiind ca E = —grad V, scrieti formulele cu care se poate calcula campul electric in
nodurile retelei de discretizare.

5.2.3 Studiul propagarii undei scalare

In acest paragraf vom rezolva cu metoda diferentelor finite cel mai simplu exemplu de

ecuatie hiperbolica, si anume ecuatia undei scalare:

0%y

o

2
023 u
Ox?’

(5.64)
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unde marimea scalara necunoscuta wu(z,t) : [0,a] x [0,7] — ®r depinde de o singura
coordonata spatiala si de timp, iar v este o constanta cunoscuta. Solutia acestei ecuatii

este o unda care se propaga cu viteza v.

Buna formulare a acestei probleme necesita impunerea

e conditiei initiale u(z,0) = ho(x),
e condifiilor la capete - relatii in care intervin marimile w(0,t) = hy(t) si u(a,t) =
ho(t).
Se poate demonstra ca solutia ecuatiei undei scalare (5.64)) este
u(z,t) = ud(x,t) + ui(z, t) + Uy, (5.65)
unde ud(x,t) se numeste unda directa i este o functie care se poate scrie sub forma
ud(z,t) = f(x — vt), (5.66)
iar ui(z,t) se numeste unda inversa si este o functie care se poate scrie sub forma
ud(z,t) = g(x + vt). (5.67)

Functiile f si ¢g rezulta in mod univoc, din impunerea conditiilor initiale si conditiilor
la capete. Marimea f(z — vt) este o unda directa deoarece o anumita valoare a acestei
functii, intr-un anumit punct = i intr-un anumit moment de timp ¢ se va regasi dupa un
interval de timp At, in punctul x + Az, unde Az = vAt. Unda directa se propaga deci

in sensul pozitiv al axei Ox. Un rationament similar se poate face pentru unda inversa.

Urmatorul exercitiul va permite sa vizualizati conceptul de unda. El nu reprezinta

rezolvarea numerica a vreunei ecuatii diferentiale.

Exercitiul 5.20:

a) Scrieti o functie cu urmatorul continut

function demo_unde()

a = 1; % domeniul spatial este [0,a]

T = 1; % domeniul temporal este [0, T]
N = 500; % nr pct pentru discretizarea spatiala
M

= 500; % nr pct pentru discretizarea temporala

v =1; % viteza de propagare
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dt = T/(M-1); % pas de discretizare temporal - uniform

x = linspace(0,a,N);

t = 0;

u = ud(x,t,v);

plot(x,u);

drawnow;

for j = 1:M
t =1t + dt;
u = ud(x,t,v);
plot(x,u);
drawnow;

end

function rez = ud(x,t,v)

rez = sin(2*pixt - 2*pix*x/v);

Observati rezultatul executarii ei.

b) Modificati functia astfel incat sa vizualizati propagarea unei unde inverse.

¢) Modificati functia astfel incat sa vizualizati propagarea sumei dintre unda directa si
unda inversa. Veti avea nevoie sa fixati axele reprezentarii grafice. Pentru aceasta, inainte

de prima comanda drawnow adaugati

xmin = 0; xmax = a; ymin = -2.2; ymax = 2.2;

axis([xmin, xmax,ymin,ymax]);

si nainte de a doua comanda drawnow adaugati doar comanda axis ca mai sus. Ceea ce

obtineti sunt unde stationare.

Vom concepe acum un algoritm bazat pe metoda diferentelor finite, care rezolva ecuatia

(E64). Ca exemplu numeric vom considera ¢ = 1 m, v =1 m/s.

Avem nevoie de o discretizare spatiala si de una temporala. Pentru a simplifica
prezentarea, vom presupune ca ambele discretizari sunt uniforme gi vom nota cu Ax pasul
discretizarii spatiale si cu At pasul discretizarii temporale. Vom nota cu N numarul de
puncte de discretizare spatiale si cu M numarul de pasi de timp simulat;i. In consecinta,

timpul maxim de simulare este T' = M At.

Intr-un prim exemplu, vom considera conditii initiale nule si conditii Dirichlet la ambele

capete:
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e conditia initiala nula u(z,0) = ho(x) = 0,

e conditia la capatul din stanga - excitatia cu un impuls Gauss: w(0,t) = hy(t) =
exp(—(t — T/10)%/(2 % (T/50)%))

o conditia la capatul din dreapta u(a,t) = ha(t) = 0.

Marimea u(x,t) este discretizata atat in spatiu cat gi in timp. Prin rezolvarea cu

metoda diferentelor finite, vom obtine aproximatii pentru valorile reale u(xy, ;).

w(zpt) ~u?, k=1,...N, j=1,...,M. (5.68)

Alegand pentru derivatele ce intervin in (5.64]) formule de derivare ce provin din poli-

nomul de interpolare de ordin doi, rezulta urmatoarea relatie discretizata:

(At)? (Ax)? ’ '

de unde rezulta ca marimea u, intr-un anumit punct k£ si intr-un anumit moment de timp
7+ 1, depinde explicit de valoarea in acel punct si in cele invecinate in momentul de timp

anterior j si de valoarea in acel punct in momentul j — 1:

. At\? /.. . : N
u;(fﬂ) = (_?}Ax) (U;(f_)l - 2u,(f) +u;(j+)1)+2u§f)—ugl, k=2...,N-1, j=0,...,M-1

Momentul —1 il vom considera identic cu momentul initial 0.

Exercitiul 5.21:

a) Scrieti un script cu urmatorul continut

clear all;

a = 1; % domeniul spatial este [0,a]

T = 1; % intervalul de timp necesar propagarii pe distanta a
N = 500; % nr pct pentru discretizarea spatiala

M = 500; % nr pct pentru discretizarea temporala a lui T

v = 1; % viteza de propagare

dx = a/(N-1); % pas de discretizare spatial - uniform

dt = T/(M-1); % pas de discretizare temporal - uniform

r = vxdt/dx;

r2 = r°2;
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% conditia initiala
x = linspace(0,1,N);
solv = zeros(1,N);
solvv = solv;
plot(x,solv);

0; xmax =

xmin = a; ymin = -2.2; ymax = 2.2;

axis([xmin, xmax,ymin,ymax]);

MM = 2xM;
for idx_t = 1:MM
t = idx_tx*xdt;
% conditie de frontiera la stanga
sol(1) = exp(-(t - T/10).72 / (2 * (T/50)°2));
% conditie de frontiera la dreapta
sol(N) = 0;

end
solvv = solv;
solv = sol;

plot(x,solv);

title(sprintf (’tmax = %4.2e, no_t = %d, idx_t = %d’,T,MM,idx_t))

axis([xmin, xmax,ymin,ymax]);
drawnow

end

b) Observati ce se intampla dupa reflexie (fig. B.IT]). In momentul reflexiei, apare o und&

inversa deoarece conditia Dirichlet la capatul din dreapta impune ca marimea sa fie zero.

In consecinta, unda inversa la capatul din dreapta este exact opusul undei directe, si ea

se propaga in sens contrar axei Ox.

¢) Cazul implementat mai sus corespunde situatiei Ax = vAt. Observati ce se iIntampla

daca Az > vAt. Alegeti de exemplu N = 100, M = 500.

c¢) Observati ce se intampla daca Az < vAt. Alegeti de exemplu N = 100, M = 500.

In concluzie, atunci cand o problema necesita atat o discretizare spatiala cat si una

temporala, pentru ca solutia numerica sa fie stabila, este necesar sa fie indeplinita conditia
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tmax = 1.00e+000, no, = 1000, idx[ =400 tmax = 1.00e+000, no, = 1000, idx‘ =600
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Figura 5.11: Propagarea unui impuls Gauss (stanga) si rezultatul reflexiei dupa atingerea

unei frontiere pe care s-a impus conditie Dirichlet nula (dreapta).

lui Courant

lv|At < Ax. (5.71)

Exercitiul 5.22:
a) Reveniti la cazul Ax = vAt si schimbati conditia la capatul din stanga cu u(0,t) =
hy(t) = sin(107t).
b) Observati aparitia undelor stationare, de data aceasta obtinute prin rezolvarea ecuatiei
undei scalare (fig. B.12).

tmax = 1.00e+000, no = 1000, idx[ =400 tmax = 1.00e+000, no, = 1000, idx[ =600

. . . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.12: Propagarea unui unde sinusoidale (stanga) si rezultatul reflexiei dupa atin-

gerea unei frontiere pe care s-a impus conditie Dirichlet nula (dreapta).

In problemele in care apare propagare, este util uneori ca frontiera domeniului spatial
sa fie modelata ca o frontiera absorbanta, ”invizibila” din punct de vedere al propagarii

marimilor in domeniul spatial modelat. O conditie de frontiera absorbanta pentru capatul
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din dreapta al problemei studiate este

ou ou B

Exercitiul 5.23:
a) Implementati conditia de frontiera absorbanta (5.72]) folosind o discretizare cu diferente

progresive de ordinul 1 pentru derivata temporala si diferente regresive de ordinul 1 pentru
derivata spatiala:

A SN A SR (5.73)
Ax At ' ’

b) Verificati codul implementat pentru cazul in care la capatul din stanga este impusa

conditia Dirichlet folosita la exercitiul 521]
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Lucrarea de fata este o introducere interactiva in studiul si
aplicarea metodelor numerice de rezolvare a problemelor
stiintifice in inginerie, in special in ingineria electrica. Ea este
gandita pentru a fi folosita atat independent, cat si drept ghid
practic insotitor al lucrarii ALGORITMI NUMERICI PENTRU
CALCULESTIINTIFICE iN INGINERIA ELECTRICA, elaborata de
acelasi autor. Ariditatea aparenta a subiectului este spulberata de
alegerea inspirata a unei multimi de exemple clarificatoare si
exercitii antrenante. Astfel, lucrarea se constituie intr-o
constructie completa si riguroasa, accesibila si antrenanta, cu
ilustrari pertinente, acompaniate de o prezentare grafica
excelenta.n aceasta abordare noua, deosebita, de o reala valoare
pedagogica, a unei materii de mare utilitate in activitatea
inginerului modern, lucrarea de fata va fi bine-venita pentru cei
interesati in aplicarea metodelor de calcul numeric la rezolvarea
problemelor stiintifice siingineresti.

Bucuresti, 22 septembrie 2013
Prof. dr. ing. FM.G. TOMESCU,

Facultatea de Inginerie Electrica,
Universitatea Politehnica - Bucuresti
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