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Capitolul 0

Introducere

0.1 Obiectul disciplinei

Modelarea gi proiectarea asistata de calculator a dispozitivelor electromagnetice reprezinta
o disciplina moderna cu un puternic caracter interdisciplinar, bazata pe cele mai noi
cunostinte din tehnologia informaticii, electromagnetism si matematica.

Scopul principal al acestei discipline il constituie analiza cu ajutorul calculatorului a
unor dispozitive electrice si magnetice cu cele mai diverse utilizari, in a caror functionare
campul electromagnetic joaca un rol esential. Scopul acestei analize este de a permite
stabilirea comportarii lor (inclusiv a solicitarilor la care ele sunt supuse), atat in regimuri
normale cat si in regimuri anormale de functionare. In acest fel calculatorul se foloseste
in mod profesional, ca unealta de lucru in activitatea de inginerie electrica. Se urmareste
atat analiza acestor dispozitive in vederea caracterizarii lor cat gi (re)proiectarea lor in
vederea optimizarii diferitelor caracteristici tehnice sau economice.

Gama dispozitivelor care pot fi modelate este extrem de diversa si acopera atat cazuri
din domeniul curentilor tari (electromagnetica, actionari de putere, electrochimie, electro-
termie) cat gi aplicatii in domeniul curentilor slabi (electronica, telecomunicatii, transmisia
si prelucrarea semnalelor). In continuare sunt prezentate doar cateva din categoriile de
dispozitive electromagnetice, care sunt sau pot fi modelate cu calculatorul:

e magini electrice clasice gi speciale, de la micromagini pana la generatoarele de mare
putere;

e aparate electrice si de actionare: microrelee, electromagneti, contactoare, relee;
e linii de transmisie atat a semnalelor electrice cat si a energiei electrice;

e clemente de circuit: condensatoare, rezistoare, bobine si transformatoare cu aplicatii
in electronica, energetica, instalatii electrice sau metrologice;

e senzori i aparate de masura: magnetoelectrice, electrodinamice, cu inductie, instalatii
de defectoscopie nedistructiva cu curenti turbionari ;

e instalatii electrochimice, pentru acoperiri galvanice si de productie sau rafinare a
metalelor Al, Cu, Ag, etc.;



e disporzitive de deflexie sau accelerare a fluxurilor de particule cu aplicatii casnice (de
exemplu TV) sau industriale si stiintifice (acceleratoare de particule);

e instalatii de incalzire electrica directa sau prin curenti turbionari;

e instalatii de radio frecventa: antene, ghiduri de unda, cavitati rezonante, cuptoare
cu microunde;

e instalatii de inginerie biomedicala si studiul fenomenelor bioelectrice.

Lista prezentata nu este exhaustiva ci doar exemplificatoare. Este de remarcat ca prac-
tic toate domeniile ingineriei electrice si in special cele avansate sunt puternic influentate
de progresele in domeniul modelarii si proiectarii asistata de calculator.

0.2 Importanta disciplinei

Utilizarea calculatorului in activitatea de inginerie electrica prezinta importanta din mai
multe puncte de vedere.

Un prim aspect 1l reprezinta faptul ca ea obliga la intelegerea exacta a fenomenelor
esentiale in functionarea unui dispozitiv si permite analiza influentei acestor fenomene
asupra caracteristicilor dispozitivelor.

Un alt aspect cu importante implicatii financiar-economice il reprezinta faptul ca pro-
iectarea si verificarea cu ajutorul calculatorului a proiectului unui dispozitiv nou permite
eliminarea executiei prototipurilor, care in multe cazuri este o operatie costisitoare si
consumatoare de timp.

Un alt mod uzual de folosire a calculatorului in ingineria electrica se refera la re-
proiectarea si optimizarea unor dispozitive aflate deja in productia de serie, in vede-
rea imbunatatirii performantelor sau extinderii domeniului de aplicatie. Se constata ca
societatile care detin controlul pietelor de bunuri si servicii tehnice folosesc intensiv cal-
culatorul in activitatea de proiectare/dezvoltare, acesta fiind unul din secretele faptului
ca reugesc sa fie competitive si flexibile. Un alt aspect care releva importanta acestei
discipline il constituie faptul ca fabricatia controlata de calculator (CIM - Computer
Integrated Manufacturing) capata o pondere tot mai mare. Acesta obligd ca etapa
premergatoare de proiectare asistata (CAD - Computer Aided Design) sa fie i ea
automatizatd tot mai mult. In acest context activitatea de cercetare/dezvoltare (CAE -
Computer Aided Enginering) este normal sa evolueze tot mai mult in sensul utilizarii
intensive a sistemelor de calcul. In acest fel se obtine un lant CAE/CAD/CIM 1in care
interventia manuala intre etape este eliminata (prin transmiterea informatiilor in format
electronic), rezultatele obtinute fiind de maxima incredere iar performantele optimizate.

0.3 Formularea problemelor

Modelarea asistata de calculator a dispozitivelor electromagnetice presupune in esenta
rezolvarea unei probleme de analiza a campului electromagnetic, numita problema di-
recta. Datele acestei probleme fac parte din trei mari categorii:



e date geometrice, care contin toate informatiile referitoare la formele gi dimensiu-
nile partilor componente ale dispozitivului si felul in care acestea sunt asamblate;

e caracteristicile de material, care contin proprietatile si comportarea materialelor
din care sunt realizate partile componente ale dispozitivului;

e sursele de camp, care contin datele referitoare la excitatiile (cauzele) campului
electromagnetic din dispozitiv, atat cele aflate in interiorul dispozitivului cat si cele
plasate in exteriorul acestuia.

Necunoscutele problemei directe se pot clasifica in trei mari categorii:

e marimile caracteristice campului electromagnetic, ce caracterizeaza starea
dispozitivului si care pot avea un caracter local (cum sunt intensitatile si inductiile
electrice si respectiv magnetice E, D, B, H, densitatea de curent J sau de sarcina
p, densitatea de putere transferata p sau de energie w) sau un caracter global (cum
sunt fluxurile si tensiunile electrice gi respectiv magnetice ¥, u, @, u,,, curentul 7,
sarcina electrica ¢ sau puterea transferata P sau energia acumulata 1W);

e marimile caracteristice dispozitivului, precum rezistenta R, inductivitatea L,
capacitatea C' sau functia de transfer Y'(s), respectiv caracteristici de tipul (i) la
dispozitivele neliniare;

e marimile caracteristice efectelor campului, precum forta electromagnetica F,
viteza de miscare v sub actiunea fortei electromagnetice, temperatura # sau masa
transferata prin electroliza.

In proiectare intereseaza in schimb problema inversa asociata sintezei dispozitivului
sau a campului. O astfel de problema are ca date caracteristicile dorite, ca de exemplu:
rezistenta R, capacitatea C', inductivitatea L, puterea P, tensiunea de scurtcircuit sau o
anumita dependenta de frecventa sau de tip (i), etc.

De aceasta data necunoscutele sunt:

e de natura geometrica, forma gi dimensiunile (inclusiv tolerantele) partilor com-
ponente (eventual cu preluarea unor subansamble din standardele in vigoare);

e tipurile de materiale ce trebuie folosite in realizarea dispozitivului (de preferinta
preluate din standardele existente);

e excitatiile (sursele de camp) la care este supus dispozitivul, daca este cazul (even-
tual valorile limita ale acestor excitatii, in regimul normal de functionare).

Se constata ca problema proiectarii presupune o modelare ingrijita in vederea validarii
proiectului. In mod uzual problema inversa se rezolva prin modelari succesive ale unor
dispozitive, pornind de la un model initial de referinta al unui dispozitiv existent sau
imaginar. Acesta este motivul pentru care in continuare este acordata o atentie deosebita,
mai ales problemei directe. In faza actuald a cunostintelor tehnico-gtiintifice rezolvarea
automata a problemei inverse generate este inca un deziderat.



0.4 Etapele rezolvarii problemei directe

Analiza asistata de calculator a unui dispozitiv electromagnetic nu este un proces integral
automatizabil. Cu toate ca pachetele de programe pentru analiza numerica a campului
electromagnetic ofera o mare bogatie de functii, ele reprezinta totusi doar o unealta in
activitatea de inginerie, urmand ca analistul sa joace un rol central in activitatea de
modelare.

Pentru a putea fi rezolvata cu ajutorul calculatorului, o problema trebuie descrisa in
limbajul pe care sistemul de calcul 1l intelege. Trecerea de la dispozitivul electromagnetic
real sau imaginar la descrierea sa pentru calculator presupune parcurgerea a trei etape
preliminare (fig. 1) extrem de importante in analiza, gi anume:

e Modelarea fizica, in care sunt identificate fenomenele fizice esentiale in functionarea
dispozitivului; sunt neglijate in mod explicit cele neimportante gi sunt identificate
marimile fizice caracteristice fenomenelor esentiale; cu aceasta ocazie se stabilegte
regimul campului electromagnetic care va fi considerat in analiza dispozitivului si
se fac aproximarile si idealizarile de natura geometrica, temporala, de material sau
ale surselor de camp;

e Modelarea matematica, in care sunt scrise ecuatiile ce descriu fenomenele esentiale
si sunt identificate: structurile matematice prin care se reprezinta marimile fizice, si
care sunt in fond spatii algebrice si/sau topologice (de exemplu: scalarii - elemente
ale corpului numerelor reale sau complexe; spatiile vectoriale ale vectorilor sau ten-
sorilor), dar i domeniile de definitie si codomeniile aplicatiilor (functii sau operatori
ce intervin in ecuatii). Ideal, modelarea matematica ar trebui incheiata cu demon-
strarea unei teoreme care sa garanteze buna formulare a problemei directe si care sa
asigure unicitatea, existenta si stabilitatea solutiei (respectiv caracterul injectiv, su-
rjectiv gi continuu fata de date al operatorului asociat problemei). Din acest motiv,
uneori trebuie corectat modelul fizic astfel incat el sa genereze o problema matema-
tica bine formulata. Dupa ce a fost formulata in mod corect, problema matematica
poate fi rezolvata, iar daca aceasta admite solutie analitica, se recomanda cu tarie
determinarea si evaluarea numerica a acestei solutii. Daca nu, se recomanda rea-
lizarea unor idealizari suplimentare, pana cand problema se simplifica, astfel incat
sa admita solutie analitica. Chiar daca modelul fizic devine grosier, existenta unei
solutii analitice de referinta este de mare folos in validarea solutiei obtinute prin
modelare numerica;

e Modelarea numerica, in care se urmareste discretizarea problemei in vederea re-
zolvarii ei cu resurse finite de calcul (timp finit §i memorie necesara finita), ceea ce
presupune aproximarea spatiilor continue de functii care descriu variatiile spatio-
temporale ale marimilor fizice prin spatii discrete, finit dimensionale precum si
discretizarea operatorilor care intervin in ecuatiile campului (aceasta ultima dis-
cretizare este efectuata de obicei in mod automat, fiind incorporata in programul
de calcul).

Dupa etapa de modelare numerica, problema directa ajunge intr-o forma ce poate fi
descrisa programului de calcul. Folosind algoritmii si structurile de date asociate
(care In majoritatea cazurilor sunt invizibile pentru analist) acestea genereaza o solutie
numerica a problemei directe.
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Figura 1: Etapele analizei unui dispozitiv

Prin obtinerea unei prime solutii numerice procesul de analiza nu este incheiat, deoarece
aceasta trebuie validata. Cea mai puternica metoda de validare consta in comparatia
cu datele masurate experimental, dar in majoritatea cazurilor acestea din urma nu sunt
disponibile. In aceste conditii, o metoda standard de validare consta in comparatia cu
solutia analitica, cel putin pentru un model rudimentar fizic al dispozitivului analizat.
Alte tehnici de validare au la baza rafinarea modelului fizic (prin luarea in considerare
a unor efecte considerate initial secundare, dar care pot avea efect asupra functionarii
dispozitivului), utilizarea unui model matematic alternativ (de exemplu bazat pe ecuatii
integrale in locul ecuatiilor diferentiale), rafinarea modelului numeric prin marirea di-
mensiunii spatiului discret si respectiv folosirea unui alt program de calcul in vederea
rezolvarii aceluiagi model numeric. Folosind aceste tehnici, nu numai ca solutia numerica
are un grad sporit de credibilitate, dar se poate asigura si un control asupra erorilor de
aproximare si idealizare generate de fiecare etapa de modelare.

Reluarea succesiva a etapelor de analiza descrise anterior reprezinta metoda cea mai
eficienta de rafinare a solutiei numerice, pana aceasta este satisfacatoare din punct de
vedere ingineresc. Acest proces iterativ, dar controlat dupa alte criterii este aplicat si in
cazul (re)proiectarii sau optimizarii unui dispozitiv.
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Capitolul 1

Marimile fizice caracteristice

Dupa cum s-a mentionat anterior un model fizic al unui dispozitiv este bazat pe identifi-
carea fenomenelor fizice esentiale in functionarea dispozitivului si pe marimile fizice care
caracterizeaza cantitativ starea dispozitivului si procesele care au loc in acesta.

Marimile ce caracterizeaza starea dispozitivului se pot clasifica in urmatoarele trei ca-
tegorii:
e marimile caracteristice campului electromagnetic;
e marimile caracteristice corpurilor;

e marimile ce caracterizeaza efectele campului electromagnetic.

1.1 Marimile campului electromagnetic

Campul electromagnetic este caracterizat de urmatoarele marimi fizice locale:

e E - intensitatea campului electric [V /m];

e D - inductia electrica [C/m?];

e B — inductia magnetica [T];

e H - intensitatea campului magnetic [A/m],

si de urmatoarele marimi globale corespondente, obtinute prin integrarea marimilor
locale:

e u = [, Edr - tensiunea electrica de-a lungul curbei C' [V];
e ) = [ DdA — fluxul electric pe suprafata S [C];
e ¢ = [(BdA — fluxul magnetic pe suprafata S [Wb];

e u, = [oHdr - tensiunea magnetica de-a lungul curbei C' [A].

13



Se constata ca intensitatile campului se integreaza pe curbe (C') si dau nastere tensiu-
nilor, iar inductiile se integreaza pe suprafete si dau nastere fluxurilor. Atat curbele cat
si suprafetele trebuie orientate (de obicei in mod conventional), pentru a permite deter-
minarea univoca a marimilor globale. Se adopta urmatoarele conventii pentru semnele de
referinta: suprafetele inchise sunt orientate de la interior spre exterior, iar cele deschise
sunt orientate conform regulii burghiului drept fata de curbele inchise pe care se sprijina.
Marimile locale au un caracter vectorial tridimensional, iar cele globale un caracter scalar.

Marimile locale au avantajul ca permit caracaterizarea completa a campului, dar dez-
avantajul ca necesita o cantitate foarte mare de informatie (in fiecare punct din spatiu si
in fiecare moment de timp este necesara cunoasterea celor patru vectori tridimensionali
E, D, B si H, deci a 12 valori scalare).

Marimile globale dau o informatie sintetica asupra comportarii campului pe o multime
de puncte, fiind mult mai potrivite pentru caracterizarea inginereasca (sunt mai simplu
de masurat si comunicat, necesitand o cantitate mult mai mica de informatie decat cele
locale).

Din pacate, cunoasterea valorii unei marimi globale nu permite determinarea marimii
locale asociate (distributia campului pe curba sau suprafata respectiva), ci numai a valorii
medii a unei anumite componente, si anume:

® FEimea = u/lc — componenta tangentiala medie a intensitatii campului electric;
® Dpmed = 10/ As — componenta normala medie a inductiei electrice;
® Bnea = ¢/ As — componenta normald medie a inductiei magnetice;

® Hipmeq = Up/lc — componenta tangentiala medie a intensitatii campului magnetic,

. In care ¢ este lungimea curbei C' iar A, este aria suprafetei S.

O metoda intuitiva de reprezentare a campului electromagnetic o constituie spectrul
acestuia. Fiecare componenta a campului electromagnetic: E, D, B si H are cate un
spectru asociat, care este alcatuit dintr-o multime de curbe orientate (linii de camp), la
care vectorii E, D, B si respectiv H sunt tangentiali in fiecare punct (figura 1.1).

1.2 Marimile caracteristice ale corpurilor

Corpurile 1n interactiunea lor cu campul electromagnetic 1si pot modifica starea. Pentru a
caracteriza cantitativ aceste modificari se utilizeaza urmatoarele marimi locale asociate
corpurilor:

e p — densitatea de sarcina [C'/m?];
e J - densitatea de curent [A/m?];
e P - polarizatia [C/m?];

e M — magnetizatia [A/m],

14



Figura 1.1: Spectrele campului electromagnetic

si urmatoarele marimi globale asociate corpurilor si obtinute prin integrarea marimilor
locale:

e ¢ = [p pdv — sarcina electrica a domeniului D [C];
e i = [¢JdA — curentul electric ce strabate suprafata S [A];
e p = [, Pdv — momentul electric al domeniului D [C'm];

e m = [, Mdv — momentul magnetic al domeniului D [Am?].

Cu exceptia curentului electric, celelalte marimi globale caracteristice corpurilor se calcu-
leaza prin integrare pe domeniul corpului. Curentul electric este de fapt fluxul densitatii de
curent, deci este 0 marime asociata unei suprafete S, care sectioneaza corpul. Cunoasterea
marimilor globale permite determinarea urmatoarelor valori medii ale marimilor locale:

® pmea = q/V — densitatea medie de sarcina pe volumul V;

® Jumea = i/As — valoarea medie a componentei normale a densitatii de curent de pe
suprafata S

e P, =p/V — polarizatia medie;

e M,,.; = m/V — magnetizatia medie,

in care V' este volumul corpului (domeniului D).

Marimile locale permit caracterizarea completa, iar cele globale doar caracterizarea
sintetica (in medie) a urmatoarelor stari:

e starea de electrizare a corpurilor (p, ¢) — respectiv excesul local respectiv global
al numarului de protoni fata de numarul de electroni dintr-un corp;

15



e starea de electrizare a corpurilor (caracterizate local de p si global de ¢) — res-
pectiv excesul local, global al numarului de protoni fata de numarul de electroni
dintr-un corp;

e starea electrocinetica (J, i) — deplasarea dupa o directie privilegiata (suprapusa
peste agitatia termicd) a purtatorilor liberi de sarcina (electroni si/sau ioni) din
interiorul corpului;

e starea de polarizare (P, p) — orientarea dupa o directie privilegiata a moleculelor
polare (la care centrul sarcinilor pozitive nu coincide cu centrul sarcinilor negative)
ale corpului;

e starea de magnetizare (M, m) — orientarea dupa o directie privilegiata a spinilor
(momentelor magnetice) microparticulelor care alcatuiesc corpul.

1.3 Marimile caracteristice efectelor campului

Pentru a caracteriza efectele locale ale campului electromagnetic se utilizeaza ur-
matoarele marimi principale:

e p — densitatea de putere [WW/m3;
e § — densitatea fluxului de masa [kg/m?s];

o f — densitatea de fortd [N/m?];

e T — tensorul tensiunilor mecanice [N/m?],

si respectiv urmatoarele marimi globale ale efectelor campului, obtinute prin inte-
grarea celor locale:

e P = [, pdv — puterea trasferata de camp corpurilor din domeniul D [W];
® O, = [¢0dA — debitul masic transferat prin suprafata S [kg/s];
o F= [, fdv =[5 TdA — forta exercitatd asupra domeniului D cu ¥ = OD|NYJ;

e C = [,r x fdv — cuplul fortelor ce actioneaza asupra domeniului D [Nm].
Prin integrarea in timp a marimilor globale se obtin urmatoarele marimi de proces:

o IV = fttf Pdt — energia transferatda corpurilor din domeniul D in intervalul (¢, )
J1;

e m= ttf Qmdt — masa transferata prin suprafata S pe intervalul de timp (¢4, t2) [kg];

e I= [2Fdt - impulsul fortei in intervalul (¢1,%,) [Ns].

Marimile prezentate caracterizeaza urmatoarele efecte ale campului electromagnetic:
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e transferul de energie de la camp la corp — caracterizat de marimile (p, P, W) ce
permit evaluarea efectelor termice, a incalzirii corpurilor in procesele ireversibile, cu
caracter disipativ, dar si evaluarea energiei acumulate in procesele reversibile;

e transferul de masa, care insoteste de obicei procesul de conductie electrocinetic
— (m, Qm, 0) permit evaluarea masei depuse prin electroliza, a vitezei de depunere,
a gasirii locale a stratului depus gi in general a intensitatii, directiei gi sensului

transferului de masa;

e efectele mecanice ale campului electromagnetic — (f, T, F, C, I) permit evaluarea
actiunilor ponderomotoare ale campului electromagnetic asupra corpurilor: forte,
cupluri, presiuni, tensiuni si in final a vitezei si deplasarii corpurilor sub actiunea
acestor forte.

Inventarul efectuat in acest paragraf nu este exhaustiv, el contine doar marimile fizice
caracterisitice cele mai importante, care intervin cel mai frecvent in modelarea dispoziti-
velor electromagnetice.

In practica modelarii electromagnetice se intalnesc si alte marimi fizice, cum sunt cele
caracteristice materialelor: permitivitatea e, permeabilitatea p, conductivitatea o, s.a.
sau cele caracteristice dispozitivelor: rezistenta R, capacitatea C, inductivitatea L, s.a.,
dar acestea vor fi prezentate pe parcursul lucrarii.
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Capitolul 2

Fenomenele electromagnetice
fundamentale

Fenomenele fundamentale care stau la baza functionarii dispozitivelor electromagnetice
sunt cele de natura electrica si magnetica. Aceste fenomene sunt descrise de legile
campului electromagnetic, care se pot clasifica in trei mari categorii:

e legi generale;
e legi de material;

e legi ale efectelor campului.

Prima categorie este alcatuita de urmatoarele patru legi:

2.1 Legea fluxului electric

Fluzul electric de pe orice suprafata inchisa X este egal cu sarcina electrica din domeniul
marginit de suprafata X

Us = qpy, <:>/ DdA = pdv (2.1)
>

Dy,

Forma locala a acestei legi (obtinuta cu relatia Gauss-Ostrogradski) este:

divD = p (2.2)

sl ea are urmatoarea semnificatie fizica: orice corp electrizat (p # 0) produce in vecinatatea
sa un camp electric (D # 0). Acesta este primul fenomen fundamental descris de legi si
el este ilustrat in figura 2.1.

Se constata ca spectrul inductiei electrice D produs de corpurile electrizate are liniile de
camp deschise, acestea parasind (izvorand din) sarcinile pozitive i indreptandu-se spre
(disparand in) sarcinile negative. In zonele neelectrizate, liniile de camp ale inductiei
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Figura 2.1: Campul electric produs de corpuri electrizate

electrice sunt curbe continui. La trecerea prin suprafete de discontinuitate neelectrizate
(de la un corp la altul) componenta normala a inductiei electrice se conserva.

n12~(D2—D1):O¢>Dn1:Dn

9

2.2 Legea fluxului magnetic

Fluzul magnetic pe orice suprafata inchisa Y este nul:
¢g:0<:>/BdA:0 (2.3)
b
Forma locala a legii este:

divB =0 (2.4)

si evidentiaza faptul ca nu exista “sarcini magnetice”.

In consecinta, legea nu evidentiaza un fenomen ci o restrictie impusa campului magnetic,
care avand inductie solenoidala va avea liniile de cAmp fara inceput si sfarsit (deci curbe
inchise). Un spectru tipic al inductiei B este reprezentat in figura 2.2.

==

Figura 2.2: Spectrul inductiei magnetice

La trecerea prin suprafetele de discontinuitate componenta normala a inductiei magne-
tice se conserva:

ni - (B2 —Bl) =0 <= Bnl = BnQ,

in caz contrar, fluxul magnetic pe un cilindru scurt cu capacele de o parte si de alta a
suprafetei n-ar mai fi nul.
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2.3 Legea inductiei electromagnetice

Tensiunea electrica pe orice curba inchisa I' este egala cu viteza de scadere a flurului
magnetic de pe o suprafata St care se sprijinag pe curba I

dds;
dt

ur =

d
& [ Edr = —— BdA 2.5
/r r dt Jsr (2:5)

sau in forma locald (obtinuta prin aplicarea relatiei Stokes):

dB
th = —— 2.6
ot =~ (2.6)

In cazul suprafetei de discontinuitate imobile si nepurtatoare de flux magnetic compo-
nenta tangentiala a intensitatii campului electric se conserva:

N X (E2 — El) =0<= Et1 = EtQ,
in caz contrar legea nu ar mai fi satisfacuta pe un dreptunghi cu laturile de-o parte si
de alta a functiei.

Legea are urmatoarea semnificatie fizica: variatia in timp a campului magnetic de-
termina (induce) aparitia unui camp electric. Liniile cAmpului electric indus sunt curbe
inchise, care tind sa inconjoare caAmpul magnetic inductor (figura 2.3).

B\

@2 (>

Figura 2.3: Spectrul campului electric indus

Acest fenomen fundamental este cunoscut sub numele de inductie electromagnetica si
el reprezinta o a doua cauza posibila a campului electric.

In teoria macroscopica Maxwell-Hertz curba I' si suprafata Sr sunt antrenate de corpuri
in miscarea lor.

Din acest motiv s-a folosit in forma locala derivata substantiald (de flux) a inductiei
magnetice:

dB 0B
E = E + I'Ot(B X V) (27)

In consecinta, forma locala dezvoltata a legii inductier in medii mobile este:
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0B
rotE = ——— —rot(B x v) (2.8)
ot
iar forma integrala dezvoltata este:

OB
/FEdr =~ [ A /F(B x v)dr (2.9)

Inductia electromagnetica poate avea doua cauze principial diferite:

e inductia de transformare, care apare in corpurile imobile dar in care B = B(¢);

e inductia de migcare, care apare in corpuri mobile (cu viteza v # 0), chiar daca B
este constant in timp.

In cazul particular al mediilor imobile legea inductiei are urmatoarele forme, integrala
respectiv locala:

0B
Edr = — —dA 2.1
/F ' s Ot (2.10)
0B
tB = —— 2.11
rOo 5 ( )

In regim stationar campul electric este irotational, deci spectrul intensitatii campului
electric E nu poate avea curbe inchise.

2.4 Legea circuitului magnetic

Tensiunea magnetica pe orice curba inchisa I' este egala cu curentul ce strabate suprafata
Sr care se sprijina pe I' plus viteza de variatie a fluxului electric de pe Sr:

. dys;. / d
mpe = Hdr = JdA + — [ DdA 2.12
e = s T =g @ J B J AT g (2.12)
Forma locala a legii este:
dD
tH=J + — 2.1
rO + (2.13)
in care D 9D
FTnir + pv +rot(D x v) (2.14)

este derivata substantiala de flux a inductiei electrice.

In consecinta, legea are urmatoarea forma locala dezvoltata in medic mobile:

D
rotH =J + aa—t + pv +rot(D x v) (2.15)
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iar 2n medii imobile: 9D

Deoarece derivata fata de timp a inductiei electrice are aceeasi unitate de masura ca
densitatea de curent (de conductie) J si determina acelasi efect magnetic ca si curentul
de conductie, ea a fost numita densitatea curentului de deplasare.

_aD

Jn = —
D= "ot

La trecerea prin suprafetele de discontinuitate imobile, care nu sunt panze de curent (de
conductie sau de deplasare) componenta tangentiala a campului magnetic se conserva:

nis X (H2 — Hl) =0« Htl = Htg
Semnificatia fizica a legii este data de fenomenele pe care aceasta le descrie:

e orice corp in stare electrocinetica (parcurs de curent) determina in vecinatatea sa
un camp magnetic;

e variatia in timp a campului electric determina aparitia unui camp magnetic.
Liniile campului magnetic sunt curbe inchise care tind sa inconjoare curentul (de

conductie sau deplasare) care le-a produs. In absenta acestor surse de camp magnetic
liniile lui H nu pot fi curbe inchise deoarece H este irotational.

Legea pune in evidenta doua fenomene fizice principial distincte, respectiv doua cauze
noi ale apartiei campului magnetic:

e starea eletrocinetica (figura 2.4);

e variatia in timp a campului electric (figura 2.5).

Figura 2.4: Liniile campului magnetic H produse de curentii de conductie

2.5 Legea conservarii sarcinii electrice

Curentul electric ce paraseste orice suprafata inchisa X este egal cu viteza de scadere a
sarcinii electrice din domeniul marginit de acea suprafata Ds:
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Figura 2.5: Liniile campului magnetic H produse de curentul de deplasare

. dgps,
dt

Iy, =

d
— [ JA=—— d 2.1
/2 dt sz v (2.17)

Relatia (2.17) este de fapt o teorema si nu o lege, deoarece ea se poate demonstra
pornind de la legea circuitului magnetic (aplicata pe o suprafata deschisa Sr, care la
limita tinde catre suprafata inchisa ¥ atunci cand I' se reduce la un punct) si de la legea
fluxului electric (s = gpy,):

deF—>0:ig+%:ig+quz

dt dt dt (2.18)

UmDr = Z.SF +

Cu toate acestea ecutia (2.18) este cunoscuta sub numele de legea conservarii sarcinii
si nu teorema de conservare a sarcinii, datorita importantei ei remarcabile din punct de
vedere teoretic si practic.

Forma locala a legii conservarii sarcinii este:

dp

(2.19)
in care v este viteza mediului, iar pv reprezinta densitatea curentului electric de convectie.
In medii imobile:

divy = —=L. (2.20)

Legea conservarii sarcinii pune in evidenta legatura stransa intre starea de electrizare
(sarcina electrica) si cea electrocinetica (curentul electric). Daca sarcina unui corp scade
(respectiv creste) In timp, atunci corpul va fi parasit de (respectiv in corp se va injecta)
un curent de convectie (datorat deplasarii macroscopice a sarcinilor) gi/sau de conductie
(stare electrocinetica ce reprezinta in ultima instanta deplasarea purtatorilor microscopici
de sarcina).

In consecinta, liniile de curent sunt curbe deschise care pornesc din corpurile a caror
electrizare scade si se opresc in corpurile a caror electrizare creste.

In regim stationar, corpurile sunt imobile si sarcina este constanta in timp, deci curentul
total pe o suprafata inchisa este nul gi in consecinta liniile de curent nu au inceput sau
sfarsit (sunt curbe inchise).

O consecinta importanta a legii, care explica si numele ei se refera la cazul sistemelor
izolate de corpuri (inconjurate de un perete izolant), caz in care iy, = 0, deci sarcina
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totala a sistemului este invarianta in timp (se conserva), indiferent de ce transformari
sufera sistemul de corpuri.

Legile generale sunt valabile in orice moment, in orice domeniu din spatiu si indiferent
de tipul corpurilor in care ele se aplica.
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Capitolul 3

Proprietati de material

Legile de material sunt reprezentate de urmatorele trei relatii, a caror forma particulara
depinde de tipul substantei din care este alcatuit corpul.

D = D(E) 3.1
B = B(H) 3.2
J=J(E) (3.3)

3.1 Legea legaturii D — E

Inductia electrica dintr-un punct din spaliv depinde de intensitatea campului electric din
acel punct (nu si de intensiatea campului electric din alte puncte):

D = D(E) (3.4)

Relatia de dependenta dintre D si E impusa de aceasta lege poate fi extrem de compli-
cata gi ea este functie de tipul substantei in care se considera perechea D — E.

O forma echivalenta a acestei relatii este urmatoarea:

D=cE+P (3.5)

in care s-au pus in evidenta gy = m F/m constanta universala numita permitivitatea

vidului gi P = P(E) polarizatia corpului. Aceasta poate fi descompusa intr-o componenta
permanentd P, = P(0) si una temporara Py, existenta doar in prezenta campului electric
(E # 0), astfel incat P = P,(E) 4+ P,. Din acest motiv aceasta lege mai poarta si numele
de legea polarizatiei (temporare).

In absenta corpurilor polarizatia este nuld (P = 0), deci in vid D = gE, ceea ce
evidentiaza faptul ca in vid este suficient un singur camp vectorial pentru a caracteriza
campul electric. Deosebirea dintre inductie si intensitate are relevanta doar in corpuri,
urmand ca diferenta P = D — ¢yE sa poata fi considerata definitia polarizatiei acestora.
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O semnificatie posibila a acestei legi consta in faptul ca intensitatea campului electric
este evidentiata ca o cauza a polarizarii corpurilor i ca un corp polarizat produce camp
electric sau perturba campul electric preexistent.

De multe ori relatia D(E) se aproximeaza cu o dependenta afina (obtinuta de exemplu
prin retinerea doar a primilor doi termeni din seria Taylor) de tipul:

D=?E+P, (3.6)

.....

care de multe ori are valorile principale egale, deci degenereaza intr-un scalar. Se constata
ca legea pune in evidenta o noua cauza a campului electric i anume polarizatia perma-
nenta P, care daca este nenula (cum se intampla in cazul electretilor) este capabila sa
produca un camp electric £ # 0, chiar daca D = 0 si invers.

Figura 3.1 prezinta spectrele intensitatii si inductiei electrice si se constata ca D are
liniile de camp inchise (in acord cu legea fluxului electric), in schimb E are liniile de caAmp
deschise (in acord cu legea inductiei). In aer cele doui spectre se suprapun (D = goE) pe
cand in electret D si E au sensuri opuse.

Figura 3.1: Spectrele E, D produse de un electret

Capacitatea corpurilor polarizate permanent de a produce camp electric poate fi consi-
derata un alt fenomen fizic fundamental, care evidentiaza a treia cauza posibila a campului
electric.

Mai mult, introducerea oricarui corp intr-un camp electric aflat initial in vid modi-
fica acest camp atat in interiorul corpului cat si in vecinatatea sa, datorita polarizarii
temporare a corpului.

3.2 Legea legaturii B — H

Inductia magnetica dintr-un punct din spatiu depinde de intensitatea campului magnetic
din acel punct:

B = B(H) (3.7)

Si in acest caz forma concreta a relatiei B — H este functie de tipul materialului si ea
poate lua in unele cazuri forme foarte complicate.
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O forma echivalenta a legii, care pune in evidenta magnetizatia corpurilor M = M(H)
este:

B = uy(H+M) (3.8)
in care pig = 47 - 1077 H/m este permeabilitatea vidului.

Descompunand magnetizatia M = M,(H) + M,, in componenta temporara M, si cea
permanentd M, = M(0), rezulta:

B = jio(H + M;(H) + M,), (3.9)

motiv pentru care legea legaturii B—H se mai numeste si legea magnetizatiei (temporare).

In absenta corpurilor, M = 0, deci in vid B = 1oH, fiind suficient un singur camp vecto-
rial pentru a caracteriza campul magnetic. In corpurile magnetizabile M = B/uo—H#0
i este necesara o pereche de vectori (B,H) pentru a caracteriza campul. Prezenta
magnetizatiei modifica campul magnetic §i reciproc, campul magnetic determina mag-
netizarea corpurilor.

Aproximand dependenta M(H) cu una liniara se obtine urmatoarea forma particulara
de tip afin a relatiei B — H:

B =71H + 10M, (3.10)
in care Ji este tensorul permeabilitatilor absolute ale mediului.

Semnificatia fizica a legii este relevata de fenomenul de producere a campului magnetic
datorat corpurilor magnetizate permanent (daca M # 0, atunci B # 0, chiar daca H = 0).
In acest fel se evidentiaza o a treia cauza principial diferita a campului magnetic si anume
corpurile magnetizate permanent (cazul magnetilor permanenti).

Figura 3.2 prezinta spectrele campului magnetic in acest caz. Se constata ca B are
liniile de camp inchise (conform legii fluxului magnetic), in timp ce H are liniile de caAmp
deschise (in acord cu legea circuitului magnetic).

B H T —
N
M,
—

Figura 3.2: Spectrele B, H ale campului magnetic produs de un magnet permanent
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3.3 Legea conductiei

Densitatea de curent dintr-un punct depinde de intensitatea curentului electric din acel
punct:

J = J(E) (3.11)

Forma concreta a legii depinde de tipul mediului in care se considera punctul.

Chiar daca legatura J, E poate lua in unele cazuri forme foarte complicate, pentru
majoritatea corpurilor este satisfacatoare urmatoare aproximatie afina:

J=5E+E) (3.12)

in care o este tensorul conductivitatilor mediului iar E; este intensitatea campului electric
imprimat, sau echivalent:

J=0E+J,; (3.13)
in care s-a notat J; = E; densitatea curentului electric imprimat.

Daca 7 este inversabil, atunci legea capata forma echivalenta:
E=7]J —E; (3.14)

~ ——1 e e e Uy
in care ¢  este tensorul rezistivitatilor.

Legea conductiei are o dubla semnificatie fizica, pe de o parte ea pune in evidenta cauza
starii electrocinetice si anume campul electric iar pe de alta parte ea pune in evidenta
0 a patra cauza posibila a caAmpului electric §i anume campul electric imprimat (E # 0
daca E; # 0, chiar atunci cand J = 0). Acest nou fenomen fundamental are loc in cazul
elementelor si bateriilor electrochimice, in care E; # 0. Figura 3.3 prezinta spectrul lui E
in acest caz, evidentiind caracterul deschis al liniilor de camp (in acord cu legea inductiei).

Figura 3.3: Spectrul campului electric E in cazul unui acumulator
Ultimile doua legi ale campului electromagnetic permit evidentierea efectelor acestui

camp, realizand legatura intre teoria electromagnetismului si alte domenii ale gtiintei:
cum sunt termodinamica, mecanica, electrochimia, etc.
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3.4 Clasificarea caracteristicilor de material

In constructia dispozitivelor electromagnetice intervin materiale din cele mai diverse ca-
tegorii. In modelarea electromagnetica intereseaza in primul rand caracterizarea pro-
prietatilor de material ale campului electromagnetic.

In consecinta, orice material se poate caracteriza prin urmatoarele tipuri ale proprie-
tatilor sale:
e dielectrice (legatura D — E);
e magnetice (legatura B — H);
e conductoare (legatura J — E).
O caracterizare completa presupune cunoasterea celor trei tipuri de relatii pentru fiecare
material care alcatuieste dispozitivul. Cateva exemple sunt ilustrative:

o aerul:

— din punct de vedere dielectric: D = ggE;
— din punct de vedere magnetic: B = poH;

— din punctul de vedere al conductiei: J =0 (¢ = 0 — izolant);
o sticla:

— din punct de vedere dielectric: D = ¢E cu € = gpe,, €, > 1;
— din punct de vedere magnetic: B = poH;

— din punctul de vedere al conductiei: J =0 (¢ = 0 — izolant);
e otelul:

— din punct de vedere dielectric: D = ¢yE;
— din punct de vedere magnetic: B = f(H);

— din punctul de vedere al conductiei: J = oE;
e cuprul:

— din punct de vedere dielectric: D = gyE;
— din punct de vedere magnetic: B = puoH;

— din punctul de vedere al conductiei: J = oE.

Indiferent care este tipul de proprietate luat in considerare, se pot face urmatoarele
clasificari ale caracteristicilor de material:

o Liniare — neliniare:

Dependenta dintre cele doua marimi este caracterizata printr-o relatie liniara (de
proportionalitate) in cazul mediilor liniare sau nu in cazul mediilor neliniare.
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e [zotrope — anizotrope:
Relatia dintre cele doua marimi este independenta de directia lor in cazul mediilor
izotrope gi dependenta de directie in cazul mediilor anizotrope.

e Omogene — neomogene:

Relatia dintre cele doua marimi este aceeasi in orice punct in cazul mediilor omogene
si depinde de punct in cazul mediilor neomogene.

e [nvariante — parametrice:

Relatia dintre cele doua marimi este aceeasi in orice moment de timp la mediile
invariante, iar la cele parametrice depinde de un parametru care poate fi explicit
timpul sau o alta marime fizica cum este temperatura, care la randul ei este functie
de timp.

e Cu sau fara surse permanente:

In cazul unor medii cu surse permanente, relatia dintre cele doua marimi este astfel
incat ele nu se pot anula simultan. In cazul mediilor fara surse permanente anularea
uneia implica anularea gi a celeilalte marimi.

o Cu sau fara histerezis:

In cadrul mediilor cu histerezis valoarea unei marimi la un moment dat depinde nu
numai de valoarea celeilalte in acel moment ci si de evolutia ei anterioara (materialele
au memorie).

Cel mai simplu caz este cel al materialelor liniare (implicit fara surse permanente),
izotrope, omogene si fara histerezis, la care:

D=c¢E, B=uH, J=0E. (3.15)
Proprietatile acestor materiale sunt complet caracterizate de trei parametri scalari:

permitivitatea e, permeabilitatea y si conductivitatea o.

Daca materialul satisface conditiile anterioare, dar este anizotrop atunci:
D=ZE, B=7H, J=0E, (3.16)
caracterizarea proprietatilor facandu-se prin tensorii g, 7 si 7.

Daca materialul este liniar, izotrop dar neomogen, atunci parametrii sai de material
sunt functii de punct (respectiv de vectorul de pozitie r):

D=¢r)E, B=yu(rH, J=0(r)E, (3.17)
si nu constanti ca in cazul mediilor omogene.

In cazul materialelor parametrice, parametrii de material depind de timp:
D=c¢t)E, B=ut)H, J=0(t)E, (3.18)

sau eventual de alte marime, de exemplu temperatura 0: p = u(6), sau in cazul materi-
alelor cu efect Hall: J = J(E,H). Generalizand aceasta ultima relatie se pot considera
legi de material (care nu au in mod necesar semnificatie fizica) de forma:

D = D(E,H), B=B(E,H), J=JE H). (3.19)
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Dupa cum s-a mentionat anterior, o clasa larga de materiale poate fi caracterizata
printr-o relatie de tip afin:

D=¢E+P, B=uH+ M, J=0(E+E,). (3.20)

In general aceste materiale sunt neliniare, anizotrope, iar daca parametri ,7i sau o
se modifica de la punct la punct ele sunt si neomogene, sau parametrice daca acestia se
modifica in functie de timp.

Legatura afina generalizeaza relatiile de material anterior definite, deoarece prin parti-
cularizari se obtin cazurile mediilor:

e liniare (P, =0, M, =0, E; =0, iar ¢, u si 0 nu depind de E sau H);

e liniare si izotrope (E=¢1, i = pul, & = o1).
Folosind aceste clasificari se poate afirma ca:

e aerul este liniar din toate punctele de vedere: dielectric, magnetic gi al conductiei
(el fiind in fond un izolant (o = 0) nemagnetic (u, = 1) si fara proprietati dielectrice
g =1);

e sticla este liniara din toate punctele de vedere, deosebindu-se de aer prin faptul ca
are permitivitatea relativa e, > 1 (este un dielectric propriuzis);

e otelul electrotehnic este liniar din punct de vedere dielectric, neliniar si izotrop din
punct de vedere magnetic (daca este turnat gi nu laminat la rece) si liniar din punctul
de vedere al conductiei;

e cuprul este liniar din toate punctele de vedere in schimb spre deosebire de aer este
un conductor (o > 0).

3.5 Modelarea materialelor neliniare si cu histerezis

Caracterizarea mediilor neliniare este mai complicata decat a celor liniare. De exemplu,
proprietatile unui mediu magnetic neliniar, anizotrop fara histerezis se realizeaza nu prin
constante de material ci prin functii “de magnetizare” de tipul:

Ba: - fl(Ha:a Hy7 Hz)
B, = fs(H;, H,, H,) (3.21)
Bz = f3(Hza Hy7 Hz)

Daca mediul este izotrop atunci este suficienta o singura functie reala f de o variabila
reala pentru a descrie caracteristica de magnetizare:

H
B = ﬁf(H)’ (3.22)
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B = f(H)

Figura 3.4: Caracteristica de magnetizare

B si H fiind coliniare. Se poate arata ca permeabilitatea statica definita ca us = B/H =
f(H)/H depinde de intensitatea campului magnetic si nu este o constanta ca in cazul
materialelor liniare.

In figura 3.4 se reprezinta caracteristica de magnetizare tipica pentru un material fero-
magnetic fara histerezis (“moale”).

Fenomenul de histerezis intalnit mai ales la materialele magnetice este un fenomen
deosebit de complex, care nu admite o descriere exacta si simpla. Este de remarcat faptul
ca dependenta B — H nu este in acest caz o functie in sens matematic, deoarece la un H
dat pot corespunde mai multe valori posibile ale lui B.

De obicei materialele cu histerezis pronuntat sunt folosite la realizarea magnetilor per-
manenti (materiale feromagnetice dure). Cel mai adesea febricantii specifica in catalogul
lor de produse doar ciclul fundamental (maximal) de histerezis, nu si ciclurile minore. Un
exemplu tipic de ciclu de histerezis este prezentat in figura 3.5.

B panta g
panta
TN
-Hc// H
Hc
-Br

Figura 3.5: Exemplu de ciclu de histerezis

Procesul de modelare a proprietatilor de material nu se bazeaza numai pe cunoagterea
cat mai exacta a comportarii materialelor ci gi pe aproximari si idealizari care fac ca
rezolvarea problemei sa fie simplificata. Aceste simplificari trebuie totusi efectuate cu grija
pentru a nu afecta in mod semnificativ solutia numerica. In continuare vor fi prezentate
cateva tehnici de modelare folosite pentru simplificarea caracteristicilor de material.
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In dispozitivele cu magneti permanenti acestia se afla de obicei in starea caracterizata
de faptul ca perechea (B, H) se afla pozitionata in cadranul doi al caracteristicii. Se
constata ca in acest cadran caracteristica de magnetizare se poate aproxima prin relatia
afina:

B = uH + oM,

(in care oM, = B, este inductia remanenta), deci printr-o dreapta in planul B — H.

Evident, aceasta este o modelare simplificata a fenomenului de histerezis, dar care da
rezultate satisfacatoare in multe cazuri de dispozitive in care singurele surse de camp sunt
magnetii permanenti.

Un alt mod de modelare simplista a fenomenului de histerezis aplicabil in cazul variatiei
periodice in timp a marimilor caracteristice este cel de aproximare a ciclului de histerezis
printr-o elipsa. Aceasta tehnica are avantajul linearitatii, numai ca in reprezentarea in
complex simplificat constantele de material p (respectiv €) nu au un caracter real ci unul
complex (cu parte imaginara nenula).

Liniarizarea caracteristicilor de material reprezinta o metoda des aplicata in modelarea
fizicd. In fond, ea consta in aproximarea caracteristicii neliniare printr-o aplicatie afina,
obtinuta prin retinerea din dezvoltarea in serie Taylor doar a primilor doi termeni. De
exemplu, considerand punctul de functionare Hy, By = B(Hj) de pe caracteristica unui
material neliniar fara histerezis, inductia B corespunzatoare unui camp de intensitate
arbitrara este:

dB
B=By+-—=(H-H o 2
0+ g o) + (3.23)
in care g—g este derivata Frechet a functiei B (daca admitem abuzul de a nota si functia

si variabila sa dependenta cu acelagi simbol) reprezentata prin matricea Jacobian:

0B: 0By 0B

oH, OH, OH.
dB | 5B, B, B, 5 94
dH - OH, OH,y OH, . ( . )

0B. 0B. 0B.
oH, 0H, OH.

Se constatd ca aceastd matrice reprezinta tensorul permeabilitatilor dinamice fig in
punctul de functiune considerat.

Prin aceasta aproximare caracteristica de magnetizare ia forma:

B=%H+I, (3.25)

in care I = By — i;Hj este polarizatia magnetica permanenta. Aceasta modelare este
potrivita mai ales in studiul problemelor cu mici variatii ale punctului de functionare
B — H, in vecinatatea punctului static de functionare By — Hy. Daca se alege By =
0, Hy = 0, atunci modelul obtinut este unul liniar:

dB

= . (3.26)
dH |,

B=nH cu ;=

Aceasta tehnica este des utilizata in practica pentru modelarea materialelor feromag-
netice moi, atunci cand saturatia lor nu este importanta.
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Daca materialul este izotrop, atunci B si H sunt coliniare, iar prin aproximarea carac-
teristicii de magnetizare B = f(H) in vecinatatea originii se obtine relatia:

B:,U,dH

in care g = %. In acest caz tensorul permeabilitatii dinamice se reduce la un scalar:

g 0 0 100 -
0 0 pg 00 1

Trebuie remarcat ca si in cazul anizotrop tensorul 7, este simetric si pozitiv definit, iar
printr-o schimbare convenabila de coordonate el poate fi diagonalizat:

pr 00
T,=| 0 p 0 |. (3.28)
0 0 pus

Daca valorile sale principale p, ps si p3 sunt relativ apropiate, atunci el poate fi modelat
printr-un scalar cu valoarea medie p = (1 + o+ pu3) /3. In consecinta, modelarea mediilor
anizotrope prin medii izotrope se realizeaza considerand constanta de material y = %TTW,
in care T'r este urma matricei care reprezinta tensorul fi;, egala cu suma elementelor sale
diagonale.

3.6 Modelarea mediilor neomogene

Cel mai adesea dispozitivele electromagnetice se modeleaza prin medii omogene pe subdo-
menii. Exisita totusi situatii in care corpurile sunt neomogene dar au o structura interna
regulata (periodica sau cvasiperiodica), fiind alcatuite din granule, fire sau folii suprapuse
cum se intampla in cazul materialelor compozite.

In dispozitivele electromagnetice apar des astfel de situatii, cum sunt bobinele cu multe
spire sau miezurile magnetice realizate din tole. De obicei aceste structuri neomogene se
modeleaza prin medii omogene echivalente.

Se considera spre exemplu o infagurare cu n spire alcatuita dintr-un fir conductor avand
conductivitatea o gi aria sectiunii transversale A, (figura 3.6).

Daca A este aria sectiunii transversale S a intregii infagurari, inclusiv izolatia conduc-
toarelor, atunci factorul de umplere al bobinei este k =n - A./A.

In conditiile in care componenta de-a lungul firului a intensitatii campului electric F;
este uniforma in sectiunea S, densitatea de curent din conductor este J = o E iar curentul
total prin suprafata S este :+ = nJA. = no E A.. Daca se modeleaza bobina ca un
conductor omogen de sectiune S, impunand acelasi curent total : = J,A = 0. F A, rezulta
valoarea conductivitatii electrice echivalente din modelul omogen:

oe=ko (3.29)

egala cu conductivitatea firului initial multiplicata cu factorul de umplere al bobinei.
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Figura 3.6: Modelarea spirelor unei bobine

V4 4

Figura 3.7: Modelarea omogena a unui pachet de tole magnetice

Un alt exemplu de modelare cu medii omogene a unor materiale neomogene se refera la
un pachet de tole magnetice laminate la rece si izolate intre ele cu un material nemagnetic

(figura 3.7).

Se va presupune ca tola este laminata la rece in directia z, deci anizotrop. Adoptand
un model anizotrop liniar B = TH, rezulta pe componente relatiile:

B,|=|0 w o]|H, (3.30)

in care se va presupune ca tola este izotropa in planul perpendicular pe directia de lami-
nare, deci p; = s

Aplicand un camp magnetic orientat dupa axa Ox cu H, uniform, rezulta in pachetul

de tole fluxul:
o1 = mHkac+ poH.(1 —k)ac (3.31)
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in care s-a notat cu k factorul de umplere (grosimea tolei neizolate raportata la grosimea
tolei izolate), iar in pachetul omogen echivalent

¢, = Hyac (3.32)
Egaland fluxurile ¢; si ¢’1, rezulta:
1y = gk + po(1 — k). (3.33)
Acelagi rationament aplicat dupa directia axei Oz conduce la:
fy = pisk + po(1 — k). (3.34)

In schimb, dupa directia Oy se va presupune un camp magnetic cu inductia B, uniforma
(care se conserva la trecerea din tola in izolatie, fiind orientata normal pe aceasta suprafata
de discontinuitate). Tensiunea magnetica pe grosimea pachetului de tole va fi:

B B
Ums = —ka+ —2(1 — k)a,
H2 Ho
iar in modelul omogen echivalent:
/ B,
qu — I a

In consecinta tensorul permeabilitatilor mediului omogen va avea valorile principale:

pik + po(1 — k) 0 0
T = 0 1/ [£ + 8] 0
0 0 sk + po(1 — k)

cu observatia ca ji; este de aceasti data diferit de s,

3.7 Modelarea cu materiale perfecte

O metoda importanta in modelarile fizice ale mediilor o constituie idealizarea comportarii
acestora.

Considerand spre exemplu, cazul mediilor conductoare, se deosebesc doua situatii

limita (degenerate):

e cazul izolatoarelor perfecte (o = 0 sau echivalent p — 00);

e cazul supraconductoarelor (o0 — oo sau echivalentp — 0).

Chiar daca in realitate nu exista izolanti perfecti, (si chiar cele mai bune corpuri izola-
toare au curenti de pierderi), acestia se pot neglija considerandu-se conductivitatea nula,
o =0, ceea ce corespunde la J = 0.

Modelul conductorului perfect, la care rezistivitatea p este nula si implicit ¢ — oo si
E =0 (sau in cazul mediilor cu camp imprimat E + E; = 0) se poate adopta nu numai in
cazul supraconductoarelor ci si in cazul corpurilor bune conductoare, daca acestea sunt
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inconjurate de corpuri slab conductoare sau daca nu intereseaza distributia campului
electric in interiorul lor.

Proprietatile magnetice pot fi si ele idealizate. De exemplu, de multe ori mediile
feromagnetice care au permeabilitatea foarte mare sunt modelate ca medii cu permeabi-
litate infinita, yu — oo numite feromagnetice ideale. In consecinta H = B/ va tinde in
acest caz catre zero (daca inductia B este finita). Cea mai mica valoare reald pe care o
poate lua permeabilitatea este aproape de permeabilitatea vidului pg. Materialele care
au aceasta permeabilitate se numesc nemagnetice. Exista totusi situatii cand in mode-
lare se adopta formal p = 0, ceea ce corespunde la B = 0. Mediile de acest tip, numite
amagnetice nu exista in realitate, totusi artificiul este util in rezolvarea unor probleme de
modelare.

In mod similar, dielectricii de permitivitate foarte mare (cum sunt corpurile feroe-
lectrice) pot fi modelate ca medii cu e — 00, ceea ce conduce la anularea intensitatii
campului electric £ = D /e = 0. Acest model numit feroelectric ideal poate fi aplicat, de
exemplu, conductoarelor in regim electrostatic. Cu toate ca in relitate € > g, totusi ca
artificiu de modelare se pot considera medii la care formal ¢ = 0. Aceste medii, la care
inductivitatea electrica estimata D = ¢ F = 0, sunt numite medii anelectrice. Idealizarile
obtinute in aceasta maniera sunt prezentate sintetic in tabelul 3.1.

Tabela 3.1: Medii ideale (perfecte)

Mediul Constanta | Campul
de material

Anelectric e=0 D=0
Feroelectric ideal £ — 00 E=0
Amagnetic uw=70 B=0
Feromagnetic ideal [ — 00 H=0
[zolant oc=20 J=0
Supraconductor o — Q0 E=0
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Capitolul 4

Efecte ale campului electromagnetic

4.1 Legea transformarii energiei in conductoare

In procesul de conductie, campul electromagnetic transfera corpului o putere cu densitatea
de volum:
p=JE. (4.1)

Puterea trasferata intregului corp care ocupa domeniul D se calculeaza prin integrarea pe
acest domeniu:

p= /D JEdv. (4.2)

Aceasta putere este disipata ireversibil in cazul conductoarelor la care campul imprimat
E; este nul iar tensorul & este pozitiv definit:

p=JE =EFE > 0. (4.3)

In acest caz are loc cregtere a entropiei si o incalzire a corpului (efectul Joule-Lentz).

In majoritatea dispozitivelor electromagnetice fenomenele de incalzire joaca un rol
important, solicitarile termice fiind cele care impun limite ale regimurilor normale de
functionare. Analiza acestor solicitari (realizata prin rezolvarea problemelor cuplate elec-
tro — termic) reprezintd un punct important in activitatea de proiectare, influentand
puternic solutia tipodimensionala aleasa. De obicei analiza campului termic se face ulte-
rior determinarii campului electromagnetic, dar exista totusi situatii (de exemplu, daca
parametri de material €, u sau o depind puternic de temperatura), in care cele doua
probleme trebuie rezolvate simultan.

4.2 Legea transferului de masa

In procesul de conductie are loc un transfer de masa cu densitatea flurului de masa:
0 =kJ, (4.4)

in care k este neglijabil in metale si este egal cu coeficientul electrochimic in electroliti.
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Debitul masic depus prin fenomenul de electroliza este in consecinta:
0, = / kJdA, (4.5)
b

in care X este suprafata anodului, iar masa totala depusa in intervalul (¢q,¢s) este:

to
m = / / kIAAdL, (4.6)
t1 ¥
In particular, daca k = ct i J nu depinde de timp: m = klt, in care t =ty — ty, iar
I= / JAA
b

este curentul ce strabate cuva electrolitica (figura 4.1).

T 7

T |

Figura 4.1: Transferul de masa in electroliza

Dupa cum se constata, legile campului electromagnetic nu pun in evidenta in mod direct
efectele mecanice ale acestui camp. Ele pot fi totusi determinate folosind, de exemplu,
teoremele fortelor generalizate, ale caror demonstratie se bazeaza pe legile prezentate.

4.3 Teorema energiei electromagnetice.

Puterea transferata de campul electromagnetic unui domeniu imobil prin frontiera acestuia
Y este egala cu puterea transferata corpurilor din domeniul Dy, plus viteza de crestere a
energier campului electromagnetic W, din domeniu:

OWen,

Pr=P
Y Dy + ot

(4.7)

Pentru demonstrarea acestei afirmatii se considera un domeniu Dsy;, marginit de suprafata
inchisa ¥, in care se afla un sistem de corpuri imobile si liniare din punct de vedere dielec-
tric (D = ¢E) si magnetic (B = pH). Formele locale ale legilor inductiei electromagnetice
si circuitului magnetic:

0B

tE = ———
"o ot’
oD

tH=J + —
0 + o
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permit stabilirea consecintei:

oD 0B
ErotH - HrotE =JFE+E— +H—.
70 r0 + BN + BN

Deoarece
! !
div(ExH):V(ExH):V<EXH> —i—V(ExH) =H(VXE)-

—E (V x H) = HrotE — ErotH

wlD _p B _cOE'_ 0 (DB
ot ot 20t o\ 2 )
0B _ 0 (BH
o o\ 2 )’
rezulta ca: 5 /DE BH
—div(Ex H) =JE + ot <7 + T) ) (4.8)

in care: p = EJ reprezinta conform legii transformarii energiei in conductoare densitatea
de volum a puterii transferata de camp corpurilor, iar

S = E x H reprezinta vectorul Poynting, masurat in W/m?;
w, = DE/2 reprezintd densitatea de volum a energiei electrice, masuratd in J/m3;
w,, = BH/2 reprezinta densitatea de volum a energiei magnetice, masurata in J/m?.

Notand cu w,,, = w, + w,, densitatea de volum a energiei campului electromganetic,
rezulta ca:

(4.9)
relatie cunoscuta sub numele de forma locala a teoremei energiei electromagnetice.

Prin integrarea acestei relatii diferentiale locale pe domeniul Dy se obtine:

— [ divSdo = — / SiA = [ pavi 2 / Wern
b Ds ot Jps,

Dy,

Notand cu Py, = — [, SdA = [, SdA,,;, puterea transferata prin suprafata ¥ de la exterior
spre interior;

Ppy, = [p,, pdv, puterea transferatd corpurilor din domeniul Dy si

Wem = We + W, energia electromagnetica din domeniul Dy, cu componentele:
We = [p,. wedv, energia campului electric si

Wi = [p,, Wimdv, energia campului magnetic,

rezulta ceea ce trebuia demonstrat.
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4.4 'Teorema impulsului electromagnetic

4.5 Teorema fortei generalizate in camp electric

Forta feneralizata Xy, cu care campul electric actioneaza asupra sistemelor de corpuri,
este:

oW,
X, = — , (4.10)
Ga:k b=ct
in care
We:/ wedv
D
cu
D
we:/ EdD (4.11)
0

este energia campului electric din sistem, iar zp este coordonata generalizata asociata
fortei Xj.

Se constata ca la flux (sarcind) constant(a) sistemul evolueaza in sensul minimizarii
energiei sale (figura 4.2).

Figura 4.2: Efectul mecanic al campului electric

Tabelul 4.1 prezinta cateva exemple de perechi de forte si de coordonate generalizate.

Tabela 4.1: Exemple de perechi de forte si coordonate generalizate

| X | o |
Forta [N] deplasarea [m]
Cuplul [N - m] unghiul [rad]
Presiunea [N/m?] | volumul [m?]

In cazul mediilor liniare la care D = ZE si P, = 0, energia electrica are expresia:

DE
We:/ . (4.12)
D 2

44



4.6 Teorema fortei generalizate in camp magnetic

Forta generalizata Xy cu care campul magnetic actioneaza asupra unui sistem de corpuri
este:

ow,,
X, =— (4.13)
8:1:k b=ct
in care 5
Wi, :/ wy,dv cu wm:/ HdB (4.14)
D 0

este energia campului magnetic din sistem, iar x; este coordonata generalizata asociata
fortei Xj.

In cazul mediilor la care B = nH si M, = 0, energia magnetica are expresia.
W, / BH (4.15)

Se constata ca si in acest caz sistemul de corpuri tinde sa evolueze astfel incat sa se
minimizeze energia campului magnetic (figura 4.3).

c

' /
\
\ 1

\ i

v /

Figura 4.3: Efectul mecanic al campului magnetic

In multe dispozitive electromagnetice fenomenele mecanice joaca un rol important, mai
ales atunci cand acestea au piese in miscare. Chiar si in cazul dispozitivelor statice
(cu parti imobile) solicitarile mecanice pot determina limitele regimurilor normale de
functionare. De obicei analiza efectelor mecanice se face ulterior rezolvarii problemei de
camp electromagnetic. Exista totusi situatii in care cele doua probleme nu pot fi separate
ci trebuie rezolvate simultan, ca o problema cuplata electromagnetica — mecanica. Acesta
este mai ales cazul dispozitivelor cu parti mobile (masini electrice, dispozitive de actionare,
pompe magneto — hidrodinamice etc.) indiferent daca acestea sunt rigide, deformabile,
plastice sau fluide.

Fenomenele fundamentale descrise de legile campului electromagnetic stabilesc relatii
de tip cauza - efect cu referire la starile campului i corpurilor. Ele sunt reprezentate
schematic in figura 4.4. S-au folosit linii duble pentru relatiile valabile atat in regim
stationar cat si variabil si linii simple pentru relatiile valabile doar in regim variabil. Cu
linii punctate s-au marcat fenomenele legate de efectele campul electromagnetic. S-a
notat fiecare sageata cu numarul corespunzator legii care descrie fenomenul (relatia cauza
— efect).
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electric imprimat
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Forte magnetice
demasa

Figura 4.4: Fenomene fundamentale ale electromagnetismului

Intr-un dispozitiv electromagnetic concret nu intervin toate aceste fenomene fundamen-
tale, sau daca intevin, nu toate au aceeasi importanta. In modelarea fizici trebuie identi-
ficate acele fenomene care sunt esentiale pentru functionarea dispozitivului, diagrama din
figura 4.4 simpificandu-se corespunzator de la caz la caz. Este evident ca acest lucru nu
este posibil fara intelegerea principiului de functionare al dispozitivului analizat.
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Capitolul 5

Regimurile campului electromagnetic

5.1 Regimul general variabil

Legile campului electromagnetic, in forma lor locala alcatuiesc un sistem de ecuatii cu
derivate partiale de ordinul intai, combinate cu ecuatii cu caracter algebric:

10.

11.

12.

777

LFE: divD = p;

. LFM: diwB = 0;
. LIE: rotE = =28 — rot(B x v);

ot

LCM: rotH = J + 22 + pv + rot(D x v);

LDE: D = g)E+ P sau D = ¢E + Py;

LBH: B = puo(H+ M) sau B = pH + 110My;

LJE: J = o(E + E;);

LTE: p = JE;

LTM: § = kJ.

La aceste relatii se pot adauga urmatoarele teoreme fundamentale:

TFGE: Xi = =50 ymct ;

TFGM: X, = —Wm |, -

8$k

TCS: div] = %§ — div(pv).

Problema fundamentala a analizei campului electromagnetic in regim general variabil
pentru medii in migcare este o problema foarte complicata, cu caracter cuplat electromagnetic-
mecanic. In general migcarea corpurilor (de exemplu 77 unei magini electrice) este de-
terminata de fortele electrice si/sau magnetice, precum si de forte de alta natura, dar in
acelasi timp campul electromagnetic este influentat de miscarea corpurilor. Sursele de
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camp 1In acest regim (si implicit datele problemei) sunt campurile vectoriale: Py, M, si
E;, care reprezinta in fond cauze de natura electromagnetica. Necunoscutele problemei
de analiza le reprezinta campurile E, D, B si H, dar si campul de viteze v, pentru deter-
minarea caruia trebuie adaugate ecuatiile de miscare precum si modele mecanice de B,
H, dar si campul de viteze v, pentru determinarea caruia trebuie adaugate ecuatiile de
migcare, precum si modele mecanice de material (solide rigide, elastice sau plastice, fluide
ideale incompresibile, fluide vascoase, etc.), cum se intampla in magnetohidrodinamica.
Se constata ca distributia de sarcina p si curent J sunt in acest caz necunoscute si nu
date, de altfel ele rezulta in mod univoc din legea fluxului electric si din legea circuitului
magnetic, daca campul electromagnetic si cel de viteze sunt complet determinate. Dupa
determinarea campurilor se pot evalua si efectele acestora, cum sunt ”sursele de caldura”
sau transferul de masa.

Un caz simplificat al acestei probleme cuplate, il reprezinta cazul in care vitezele cor-
purilor sunt cunoscute apriori. Exemple de astfel de probleme, sunt cele de analiza a
fenomenului de inductie prin miscare in corpuri aflate in rotatie sau translatie, cu viteze
cunoscute sau calculul campului magnetic produs de corpuri electrizate sau polarizate
aflate in miscare cu viteze cunoscute. Mentionam doar cateva din dispozitivele in care
apar astfel de fenomene: masini electrice liniare sau rotative (motoare, generatoare, frane),
dispozitive de actionare electromagnetica, lansatoare electromagnetice, debitmetre elec-
tromagnetice, generatoare magnetohidrodinamice, pompe electromagnetice, etc.

5.2 Regimul electrostatic

Ipotezele regimului sunt:

e corpurile sunt imobile;
e marimile sunt constante in timp;
e nu au loc transformari de energie;

e prezinta interes campul electric.

In aceste ipoteze spunem ca ne aflam in regim stationar. Diagrama din figura 77?7 capata
o forma mult mai simpla, arborescenta.

Daca in plus, nu au loc transformari energetice, atunci regimul se numeste static. Con-
siderand ca nu apare stare electrocinetica, puterea transferata este nula, deci nu pot avea
loc transformari de energie. In consecinta, in regim static diagrama din figura 1.13777
"se sparge” in doua diagrame disjuncte. Cea superioara se refera la campul electric, mai
exact electrostatic, iar cea inferioara se refera la campul magnetic, mai exact magnetos-
tatic. Cele doua campuri pot coexista fara sa se influenteze reciproc in vreun fel.

Ecuatiile fundamentale ale electrostaticii in forma locala:

divD = p;
rotE = 0;
D = D(E),
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sau, in particular:

D =¢D + Py,
la care se adauga si conditia de echilibru electrostatic in conductoare:
E+E; =0,
provin din legea fluxului electric, legea inductiei, legea legaturii D — E si legea conductiei.

Problema fundamentala a analizei campului electrostatic consta in determinarea campurilor
vectoriale D si E pornind de la sursele lor p, Py, E;, presupuse cunoscute. Dupa cum
se va vedea In continuare pentru ca aceasta problema sa fie corect formulata mai trebuie
cunoscute: forma gi dimensiunile domeniului spatial de calcul, proprietatile de material
(in acest caz cele dielectrice date prin e sau relatia D — E in fiecare punct din domeniu),
dar gi conditiile de frontiera, care reprezinta prezenta eventuala a unor surse externe de
camp.

Solutia problemei fundamentale poate fi folosita la calculul altor marimi, cum sunt
densitatea de energie, energia acumulata in campul electrostatic, efectele mecanice carac-
terizate de forte, cupluri, presiuni sau tensiuni, dar si alti parametri specifici dispozitivelor
electrostatice. Dintre acestea din urma cea mai importanta este capacitatea, care este un
parametru caracteristic al dispozitivului numit condensator. Un condensator este alcatuit
din doua armaturi conductoare separate printr-un dielectric (izolant). Capacitatea unui
condensator este definita prin raportul:

c=1 (5.1)

u

in care ¢ este sarcina unei armaturi, iar u este tensiunea dintre prima gi a doua armatura,
in conditiile in care a doua armatura are sarcina —¢q. Capacitatea se masoara in [F].
Daca dielectricul este liniar (D = ¢E), atunci capacitatea condensatorului nu depinde de
starea acestuia (nici de ¢ si nici de u). Pentru calculul capacitatii unui condensator este
necesara rezolvarea problemei fundamentale a analizei campului electrostatic. Aceasta
poate fi formulata in doua moduri complementare:

e se presupune tensiunea u intre armaturi cunoscuta (sursa de camp), se determina
distributia de camp si apoi cea de sarcina, obtinandu-se ¢ prin integrare;

e se presupune o armatura incarcata cu sarcina g, iar celelalta cu —¢ (sursa de camp),
si apoi se determina distributia de camp, prin integrarea careia se obtine tensiunea
u.

Trebuie observat ca in ambele formulari, modul de distributie a sarcinii la suprafata
conductoarelor este necunoscut si rezulta luand in considerare conditia de echilibru elec-
trostatic (E = 0) in arméaturile conductoare (la care E; = 0).

Cu toate ca ipotezele electrostaticii par foarte restrictive, acest regim isi gaseste multe
aplicatii practice. Aceasta deoarece rezultatele obtinute sunt valabile si in regim variabil
cu conditia ca variatiile sa fie suficient de lente in timp.

Dintre aplicatiile uzuale mentionam: calculul capacitatilor diferitelor condensatoare sau
al capacitatilor parazite, capacitati care sunt ulterior folosite si in regim dinamic (pana la
frecvente destul de mari), analiza solicitarilor dielectrice si coordonarea izolatiei (calculul
campului maxim in izolanti de diferite forme, plasati intre diferiti electrozi), analiza unor
aparate de masura electrostatice (cum este voltmetrul electrostatic) sau a micromotoarelor
electrostatice (din microsistemele integrate), analiza dispozitivelor cu electreti (cum sunt
microfoanele compacte).
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5.3 Regimul magnetostatic

Ipotezele regimului sunt:

corpurile sunt imobile;
e marimile sunt constante in timp;
e nu au loc transformari de energie;

e prezinta interes campul magnetic.

Ecuatiile fundamentale ale magnetostaticii in forma locala:

diwvB = 0;
rotH = 0;
B = B(H),

sau, in particular:
B = MH + MOMIH

provin din legea fluxului magnetic, legea circuitului magnetic si legea legaturii B — H.

Problema fundamentala a analizei campului magnetostatic, consta in determinarea
campurilor vectoriale B si H, pornind de la sursa lor (magnetizatia permanenta My,
presupusa cunoscuta) si evident de la domeniul spatial de calcul, caracteristica magnetica
de material si conditiile de frontiera.

Dupa calculul campului se pot determina si alte marimi cum sunt energia magnetica
sau fortele si cuplurile de natura magnetica, dar gi tensiuni induse prin miscare cu viteza
cunoscuta a magnetilor permanent;i.

Un dispozitiv magnetic simplu, dar frecvent intalnit in practica pentru concentrarea si
dirijarea campului magnetic este tronsonul de circuit magnetic. Acesta este de obicei o
parte componenta a unor dispozitive mai complicate gi are proprietatea ca reprezinta un
tub de flux magnetic, respectiv ca, suprafata sa laterala este suprafata de camp (liniile
de camp sunt orientate tangential), iar cele doud suprafete transversale, numite borne
magnetice au liniile de camp ortogonale pe ele. Parametrul caracteristic al unui astfel de
dispozitiv este reluctanta magnetica:

U
R, = —, (5.2
5 )
au inversa sa permeanta magnetica:
¢
A, = —, 5.3
= (5.3

in care ¢ este fluxul ce strabate o borna magnetica, iar u,, este tensiunea magnetica de
la cealalta borna la cea pe care s-a calculat fluxul. Permeanta se masoara in [H], iar
reluctanta in [H~1]. Dacd materialul din care este alcatuit tronsonul este liniar din punct
de vedere magnetic, atunci reluctanta sa magnetica nu depinde de campul magnetic (nici
de flux, nici de tensiune).

Pentru calculul permeantei magnetice este necesara rezolvarea problemei fundamentale
a magnetostaticii. Ea poate fi formulata in doua moduri complementare:
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e se cunoaste fluxul ¢ si trebuie determinat campul si apoi calculata tensiunea mag-
netica prin integrarea lui H de-a lungul tronsonului;

e sau se impune tensiunea magnetica intre borne u,, si se determina campul si apoi
se calculeaza fluxul prin integrarea inductiei B pe suprafata unei borne.

Dintre aplicatiile uzuale ale regimului magnetostatic, cea mai importanta se refera la de-
terminarea campului magnetic produs de diferite sisteme cu magneti permanenti (masgini
cu magneti permanenti, difuzoare, instrumente de masura magnetostatice, etc.). Multe
rezultate obtinute in regim magnetostatic (cum este reluctanta unor tronsoane de circuit
magnetic sau intrefieruri) sunt folosite cu succes si in regim variabil sau, in studiul unor
dispozitive complexe ce au parti ce functioneaza gi in alte regimuri decat cel magnetostatic.

5.4 Regimul electrocinetic stationar

In multe situatii practice intereseaza felul in care se distribuie curentul electric in conduc-
toare masive. Cel mai simplu studiu de acest tip se face in regim electrocinetic stationar,
caracterizat de urmatoarele ipoteze simplificatoare:

e corpurile sunt imobile;
e marimile fizice nu variaza in timp;

e nu intereseaza distributia campului magnetic.

Ecuatiile fundamentale ale acestui regim au urmatoarea forma locala:
divd = 0;

rotE = 0;
J=J(E),
sau, in particular:
J= O'(E + Ei),

care sunt formele particulare in ipotezele mentionate ale legii conservarii sarcinii, legii
inductiei electromagnetice si legii inductiei.

Din ecuatiile regimului se constata ca electrizarea sau polarizarea corpurilor nu influenteaza
distributia de curent.

Problema fundamentala a electrocineticii are ca necunoscute campurile vectoriale J si
E, iar ca date campul imprimat E;, care este sursa interna a campului si evident: domeniul
spatial de calcul, caracteristicile conductoarelor din domeniu si conditiile de frontiera.

Dupa determinarea distributiei de curent se poate calcula puterea locala disipata (fo-
losind legea transferului de energie in conductoare) si masa transferata prin electroliza
(folosind legea transferului de masa). Puterea disipata permite determinarea distributiei
de temperatura in domeniul studiat (solicitarile termice) prin rezolvarea ecuatiei caldurii.
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Principial, singura sursa de curent in regim electrocinetic este campul electric imprimat,
in realitate multe probleme au i alte surse de camp, dar acestea fiind externe, se reprezinta
prin conditii de frontiera.

Un parametru caracteristic important, care se poate determina prin rezolvarea proble-
mei electrocineticii este rezistenta [€2], respectiv conductanta [S] unui rezistor, definite de
relatiile: .
rR=2 =" (5.4)

7 u
in care u este tensiunea la bornele rezistorului, iar ¢ este curentul ce strabate rezistorul.
Prin rezistor se intelege o componenta conductoare scufundata intr-un izolant si strabatuta
de curent care intra normal printr-o borna si iese prin cealalta, astfel incat rezistorul
reprezinta un tub de curent. Ca si in cazurile anterioare, parametrul caracteristic se

determina rezolvand una din urmatoarele doua probleme complementare:

e se presupune tensiunea u intre borne cunoscuta si se determina distributia de curent
urmand ca valoarea curentului ¢ sa se calculeze prin integrarea lui J pe suprafata
unei borne;

e se presupune curentul ¢ cunoscut gi se determina campul electric in domeniul rezis-
torului, urmand ca tensiunea u sa fie calculata prin integrare pe o curba ce uneste
cele doua borne.

Calculul rezistentei electrice pentru diferite forme ale conductoarelor si respectiv borne-
lor reprezinta o problema frecvent intalnita in practica. Rezultatele obtinute, chiar daca
au fost determinate in regim stationar pot fi folosite si in regim dinamic, cu conditia ca
viteza de variatie a campului sa nu fie prea mare.

Urmatoarele sisteme reprezinta aplicatii tipice ale regimului electrocinetic: prize de
pamant, bai electrolitice, cuve pentru electroliza aluminiului, cuptoare cu incalzire re-
zistiva sau directa, instalatii de sudura prin puncte, dimensionarea sigurantelor fuzibile,
etc.

5.5 Regimul magnetic stationar

Acest regim are urmatoarele ipoteze simplificatoare:

e corpurile sunt imobile;
e marimile sunt constante in timp;

e intereseaza distributia campului magnetic produs de o distributie cunoscuta a cu-
rentului de conductie.

Forma locala a ecuatiilor fundamentale ale acestui regim:
diwvB = 0;

rotH = J;
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sau, in particular:

B= ,U,H + MoMp,

se obtin in ipotezele mentionate anterior din: legea fluxului magnetic, legea circuitului
magnetic si legea legaturii B — H.

Problema fundamentala a analizei campului in acest regim are ca necunoscute deter-
minarea campurilor vectoriale B si H, si ca date distributia densitatii de curent J si
a magnetizatiei permanente M, in conditiile in care se cunosc: domeniul spatial, pro-
prietatile magnetice de material si conditiile de frontiera. In acest regim sursele de camp
sunt: curentul de conductie, magnetizatia permanenta si conditiile de frontiera, care repre-
zinta sursele campului magnetic aflate in afara domeniului supus analizei. In consecinta,
problema analizei campului magnetic stationar trebuie precedata de rezolvarea unei pro-
bleme electrocinetice pentru determinarea densitatii de curent J. Cele doua probleme pot
fi rezolvate secvential, deoarece campul magnetic stationar nu influenteaza distributia de
curent.

Daca mediul este liniar din punct de vedere magnetic, atunci campul magnetic produs
de curentul de conductie si de magnetii permanenti poate fi calculat prin superpozitie,
rezolvand separat o problema de regim magnetic stationar la care B = pH si apoi o
problema de magnetostatica la care My, # 0. Daca mediul este neliniar, atunci cele doua
surse J si M, trebuie sa fie considerate simultan.

Dupa rezolvarea problemei fundamentale, se pot determina efectele campului magnetic:
energii, forte, cupluri de natura magnetica, dar si tensiunile induse datorita miscarii sau
variatiei In timp a curentului inductor, cu conditia ca viteza de variatie sa nu fie prea
mare.

Dispozitivul cel mai intalnit, care functioneaza in acest regim este bobina, alcatuita
dintr-un conductor infagurat in aer sau pe un miez feromagnetic. Parametrul specific
acestui dispozitiv este inductivitatea (masurata in [H]):

L=—, (5.5)

1
in care ¢ este fluxul magnetic total al bobinei si ¢ este curentul ce produce acest flux.
Daca mediul este magnetic liniar, atunci inductivitatea bobinei nu depinde de curentul s.

Pentru determinarea inductivitatii unei bobine este necesara rezolvarea problemei fun-
damentale a regimului magnetic stationar, respectiv, determinarea campului magnetic
produs de un curent ¢ impus si apoi calculul fluxului prin integrarea inductiei pe o
suprafata, care se sprijina pe curba mediana a firului conductor al bobinei. O alta metoda
de calcul a inductivitatii este cea energetica, bazata pe relatia:

Li?

conform careia inductivitatea este debitul energiei magnetice (calculata prin densitatii de
energie a campului magnetic) raportata la patratul curentului.

Inductivitatea unei bobine determinata in regim stationar poate fi ulterior folosita in
regim dinamic, pentru o plaja destul de larga de frecvente, de exemplu, pentru calculul
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tensiunii autoinduse sau a energiei acumulate, sau a fortei de natura magnetica ce se
exercita asupra unor piese in miscare.

Dintre dispozitivele a caror analiza se face in regim magnetic stationar mentionam: bo-
bine, masini electrice, electromagneti de actionare sau de producere a campului magnetic
pentru acceleratoarele de particule, rezonanta magnetica de spin, deflexie magnetica, etc.

5.6 Regimurile cvasistationare

In regim cvasistationar campul electromagnetic este variabil in timp, dar suficient de lent
pentru ca unele fenomene sa poata fi neglijate.

In conductoare, chiar si la frecvente destul de mari curentul de deplasare are densitati
mult mai mici decat curentul de conductie, in consecinta el poate fi neglijat. Procedand
in acest mod se adopta de fapt ipotezele regimului cvasistationar de tip inductiv (sau
anelectric):

e corpurile sunt imobile;

e curentul de deplasare este considerat nul.

Formal cea de-a doua ipoteza se obtine considerand corpurile din domeniul de studiu
de tip anelectric (cu e = 0); ceea ce implica anularea inductiei electrice D i implicit a
curentului de deplasare.

Relatiile cauzale se pot reprezenta schematic ca in figura 777, obtinuta din figura 777
prin eliminarea sagetii 4, astfel incat din cele doua bucle ramane una singura.

Ecuatiile fundamentale ale regimului cvasistationar inductiv au forma locala:

diwvB = 0;
divd = 0;
0B
rotk = _E;
rotH = J;
B = B(H);
J=J(E),

obtinuta din legea fluxului magnetic, legea conservarii sarcinii, legea circuitului magnetic,
legea inductiei si legile de material B — H, J — E 1n ipoteza in care D = 0.

Problema fundamentala a acestui regim este determinarea modului in care difuzeaza
campul electric E, cele magnetice B, H si densitatea de curent J in interiorul domeniilor
conductoare de forma cunoscuta, caracteristici de magnetizare si de conductie cunoscute
fi magnetizatia permanenta si campul imprimat, dar in realitate cel mai adesea sursele se
afla in afara domeniului spatio-temporal analizat si sunt reprezentate de conditiile initiale
si de frontiera.

Regimul cvasistationar are mai multe efecte specifice decat regimurile statice si stationare.
Dintre acestea mentionam doua, cele mai frecvent intalnite:
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e curentii turbionari reprezinta curentii indusi in corpurile conductoare aflate in camp
magnetic variabil (conform diagramei acesta induce un camp electric, care conform
legii conductiei este insotit de un curent electric, curent care produce un camp
magnetic ce se suprapune peste campul inductor, perturbandu-1);

o cfectul pelicular consta in redistribuirea curentului de aductie de preferinta la suprafata
conductoarelor si el este cu atat mai pronuntat cu cat curentul este mai rapid va-
riabil in timp (explicatia consta in faptul ca orice curent variabil produce un camp
magnetic variabil care induce un camp electric care se suprapune peste cel initial,
perturband distributia de curent).

Trebuie remarcat ca in medii izolante curentul de conductie este neglijabil sau nul, deci
curentul de deplasare nu poate fi neglijat. Neglijand in schimb fenomenul de inductie elec-
tromagnetica se obtine diagrama din figura 7777, corespunzatoare regimului cvasistationar
capacitiv (sau amagnetic), care are urmatoarele ipoteze definitorii:

e corpurile sunt imobile;

e corpurile sunt amagnetice.

Ecuatiile fundamentale ale acestui regim au urmatoarea forma locala:

divD = p;

. dp
divd = ——;
v ot’
rotE = 0;

oD
tH=J+ —;
0 + o

D = D(E);
J=J(E),

obtinute din legea fluxului electric, legea conservarii sarcinii, legea inductiei, legea circui-
tului magnetic, legile de material D — E si J — E, particularizate in ipoteza B = 0.

Problema fundamentala a acestui regim consta in determinarea modului in care difu-
zeaza campul magnetic H, cele electrice D si E, dar si densitatea de sarcina si cea de
curent in domeniile slab conductoare de forma cunoscuta cu proprietati dielectrice si de
conductie cunoscute, in conditii initiale si de frontiera date. Aceste conditii reprezinta in
mod uzual sursa campului electromagnetic in acest regim. Dintre efectele specifice acestui
regim mentionam:

e difuzia sarcinilor, spre deosebire de cazul regimului cvasistationar inductiv in care
sarcinile se redistribuie practic instantaneu, in regimul capacitiv este necesar un
timp pentru a se relaxa.
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Exemple de aplicatii in care este necesara analiza campului electromagnetic in regim
cvasistationar inductiv: incalzire prin curenti turbionari, aparate de masura bazate pe
curenti turbionari cum sunt contoarele de inductie, magini electrice bazate pe inductie
cum sunt transformatoarele, motoarele asincrone si franele electromagnetice, instalatii
de defectoscopie nedistructiva cu curenti turbionari, evaluarea pierderilor prin curenti
turbionari etc.

Regimul cvasistationar capacitiv este utilizat in studiul comportarii izolantilor in camp
variabil, ca de exemplu, dielectricii condensatoarelor.

In cazul modelirii unor dispozitive complexe se pot utiliza ambele tipuri de regi-
muri cvasistationare, cel inductiv pentru partile bune conductoare si cel capacitiv pen-
tru corpuri slab conductoare, urmand ca in izolanti sa fie utilizate ecuatiile regimului
cvasistationar capacitiv sau chiar cele ale regimurilor magnetice stationare (pentru deter-
minarea campului magnetic) si electrostatic (pentru determinarea campului electric si a
distributiei de sarcina).

5.7 Regimul general variabil in mediile imobile. Ecuatiile
lui Maxwell

Daca se considera mediile imobile si se iau in considerare atat curentii de deplasare cat
si fenomenul de inductie electromagnetica se spune ca regimul este general variabil, in-
diferent daca exista curent de conductie sau nu, cum se intampla in izolanti si in vid.
Specific acestui caz este aparitia buclei de sageti 3 — 4 in diagrma de cauzalitate a regi-
mului (fig..?7?77). Aceasta bucla pune in evidenta legatura foarte stransa intre cele doua
componente ale campului electromagnetic, variatia in timp a campului electric determina
aparitia unui camp magnetic si invers. (Generarea reciproca si succesiva a acestor doua
campuri explica fenomenul de propagare a undelor electromagnetice, specific acestui re-
gim. Unda electromagnetica se desprinde de corpul care a produs-o si se propaga cu
viteza finita in intreg spatiul, inclusiv prin vid. Din acest motiv in regimul general va-
riabil, campul electric gi cel magnetic nu se pot analiza separat, ci ele trebuie studiate
simultan.

Ecuatiile acestui regim au urmatoarea forma locala:

divD = p;
diwvB = 0;
0B
tE=——;
ro TR
oD
tH=J + —;
0 + o
D = D(E);
B = B(H);
J=J(E),

cunoscuta gi sub numele de sistemul ecuatiilor lui Maxwell. Ele provin din legile generale
si de material ale campului electromagnetic in ipoteza vitezei nule a corpurilor.

26



Problema fundamentala a analizei campului electromagnetic in acest regim are ca necu-
noscute campurile vectoriale E, D, B si H, dar si cele specifice corpurilor p si J, pornind
de la domeniul spatio-temporal de calcul, de la proprietatile de material dielectrice, mag-
netice si de conductie (eventual impreuna cu sursele permanente de camp Py, My, si E;),
dar si conditiile initiale si de frontiera. Solutia problemei de camp permite determina-
rea efectelor campului: energie acumulata, energie transferata, putere disipata (inclusiv
incalzirea), cupluri gi presiuni exercitate asupra corpurilor.

Dintre aplicatiile tipice ale ecuatiilor acestui regim mentinam: studiul ghidurilor de
unda, studiul propagarii undelor in spatii deschise, analiza antenelor, imprastierea un-
delor pe diferite obiecte, analiza dispozitivelor pentru prelucrarea microundelor (filtre,
amplificatoare, convertoare, etc.).
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Capitolul 6

Modelarea spatio-temporala a
campului electromagnetic

6.1 Modelarea temporala a campului electromagne-
tic

In regimurile statice gi stationare ale campului electromagnetic toate marimile caracte-
ristice sunt constante in timp, deci timpul nu apare ca variabila independenta. Trebuie
mentionat totusi ca in realitate nu exista nici o marime fizica absolut constanta in timp. In
consecinta, regimurile fizice statice si stationare sunt folosite pentru modelarea situatiilor
in care marimile fizice au o variaztie lenta. In acest caz, frecventele sunt scazute sau sunt
constante pe o lunga perioada de timp.

In regimurile in care timpul apare in mod explicit, cum sunt regimurile cvasistationare
sau general variabile, se deosebesc urmatoarele forme de variatie in timp atat pentru
marimile sursa (datele problemei de analiza), cat si pentru cele caracteristice campului
(necunoscutele problemei de analiza):

e armonic (sinusoidal);
e periodic (permanent nesinusoidal);

e tranzitoriu.

In cazurile regimurilor sinusoidale variabilele scalare, cum sunt densitatea de sarcina p
sau oricare din cele trei componente ale campurilor vectoriale E, D, B, H, J, P, M,
E; sunt fie nule fie au o variatie sinusoidala in timp de forma:

x(t) = Asin(wt + ¢) (6.1)

in care A este amplitudinea, w este pulsatia, iar ¢ este faza initiala. Toate marimile unei
probleme in acest regim au o valoare comuna a pulsatiei:

w:27rf:?, (6.2)
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in care f[H z] este frecventa, iar T'[s| este perioada. Deoarece datele au variatie sinusoidala
in timp, rezulta ca pulsatia w este cunoscuta,iar pentru ca o problema sa fie de regim ar-
monic este necesar ca ea sa fie liniara, iar excitatiile sa fie sinusoidale cu pulsatie comuna.
Deoarece unei marimi scalare ii corespund 2 necunoscute (amplitudinea si faza initiala),
iar uneia vectoriale 3D 1i corespund 6 necunoscute, rezulta ca in regim armonic sinu-
soidal modelarea temporala dubleaza numarul necunoscutelor fata de aceeiasgi problema
formulata in regim stationar.

Un alt regim de variatie temporala a campului electromagnetic este cel periodic perma-
nent nesinusoidal. In acest caz valoarea instantanee a unei mirimi se repeta cu perioda
T:

z(t+T)=z(t) (6.3)

deci este suficienta determinarea variatiei pe intervalul ¢ € [0, T, astfel incat z(7T") = x(0)
pentru ca apoi prin extensie si prin periodicitate sa fie acoperita intreaga axa reala. Este
evident faptul ca regimul sinusoidal este un caz particular al regimului periodic. Ca si in
cazul regimului sinusoidal toate sursele de camp trebuie sa fie functii periodice cu perioda
T comuna. Utilizand dezvoltarea in serie Fourier se constata ca fiecare marime scalara
periodica este caracterizata de un sir de armonici sinusoidale (deci o multime numarabila),
urmand ca armonicile superioare sa aiba o importanta tot mai mica.

Ultimul mod de variatie in timp este cel tranzitoriu, in care solutia x(t) este o functie
definita pe intervalul ¢ € [0,00). Pentru ca o astfel de problema, sa poata fi rezolvata
este necesara cunoasterea modului in care variaza in timp sursele de camp pe acelasi
interval semimarginit de timp, care incepe la momentul initial ales conventional ¢t = 0.
Spre deosebire de cazul regimului sinusoidal, in care nu sunt necesare conditii la limita in
domeniul timp, in cazul regimului periodic se impun conditii la limita bilocale(la ¢ = 0
sit = T), pe cand in regim tranzitoriu este necesara precizarea conditiilor initiale, la
momentul £ = 0. Conditiile initiale reprezinta modul de variatie a surselor de camp inainte
de momentul initial, pe intervalul ¢ € (—o0,0]. Conditiile initiale permit determinarea
starii campului (implicit a energiei acumulate) la momentul ¢ = 0. Spre deosebire de
celelalte tipuri de variatie, in cazul regimului tranzitoriu cu variatie arbitrara a surselor
nu este suficienta o multime numarabila de valori pentru caracterizarea evolutiei in timp
a solutiei. Totusi, din punct de vedere ingineresc, cunoasterea solutiei intr-un numar finit
destul de mare de momente de timp din intervalul [0, ¢,,4.] este suficienta.

6.2 Modelarea geometrica. Idealizari si simetrii

6.2.1 Modelarea geometrica

Partile componente ale dispozitivelor electromagnetice actuale au o enorma varietate de
forme si dimensiuni. O problema importanta a modelarii acestor dispozitive o constituie
modelarea geometrica (spatiald).Ea consta in aproximarea i idealizarea formei acestor
parti componente, astfel incat problema analizei campului electromagnetic sa fie cat mai
simpla, dar totusi solutia sa sa nu fie influentata sensibil de aproximatiile facute.

Cel mai adesea partile componente sunt asimilate cu corpuri geometrice relativ simple,
corpuri ale caror suprafete sunt plane, cilindrice, sferice sau, in cazuri mai rare, descrise
de ecuatii polinomiale pe portiuni. Aceste portiuni sunt racordate in mod “neted” prin
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functii“4 — spline” sau “conice”. In acest fel, sunt neglijate tolerantele acestor piese
precum si rugozitatea suprafetelor. De exemplu, un bloc rectangular (o “caramida”) se
poate modela printr-un paralelipiped geometric ideal.

Aceasta aproximare geometrica, aparent naturala poate ridica probleme referitoare la
tratarea muchiilor i colturilor, modelul geometric ideal fiind nepotrivit pentru deter-
minarea, spre exemplu, a solicitarilor dielectrice. Datorita efectelor de muchie, campul
electrostatic este nemarginit pe muchiile unui paralelipiped conductor. Iata de ce, in
acest caz trebuie luate in considerare razele de curbura reale ale racordurilor intre fete.
In schimb, apar dificultati daca blocul este dielectric sau daca intereseaza spre exemplu,
curentul turbionar indus in blocul paralelipipedic, cazuri in care se poate adopta modelul
geometic ideal.

6.2.2 Idealizari geometrice si simetrii

Pentru a evidentia multitudinea de cazuri care intervin in modelarea geometrica, se va
efectua un studiu de caz considerand exemplul simplu al unui corp paralelipipedic cu
laturile de lungime a, b si ¢, plasat la inaltimea h fata de suprafata plana a unei piese de
baza, de mari dimensiuni (figura 6.1). Daca in particular a = b = ¢, blocul este modelat
printr-un cub.

Figura 6.1: Model spatial 3D

Aceasta configuratie reprezinta un caz tipic de problema tridimensionala (3D), la care
atat datele cat si solutia sunt functie de trei variabile spatiale. Daca se adopta un sistem
de coordonate cartezian (x,y, z), atunci atat datele cat si solutia sunt de forma:

Yy = f(‘I?y?Z)'

Daca una din dimensiuni, de exemplu a este mult mai mica decat b si ¢, blocul devine
o placa. Daca grosimea placii este neglijabila, se poate poate considera a — 0, care cores-
punde modelului din figura 6.2, in care blocul este modelat printr-o folie dreptunghiulara
(geometric printr-o suprafata).
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Figura 6.2: Model spatial 3D cu folie

Daca in schimb a este mult mai mare decat b, ¢ sau h blocul devine o bara. Daca bara
este foarte lunga, atunci adoptand a — oo ea este modelata printr-un cilindru infinit cu
sectiune dreptunghiulara (figura 6.3).

N
S
()

L

Figura 6.3: Model spatial 2D

In acest caz, datele problemei gi solutia ei poate admite o reprezentare de forma:

Yy = f(yaz)>

care nu depinde de variabila spatiala x. Se spune ca s-a adoptat un model bidimensional
plan—paralel (2D), deoarece solutia are aceeasi forma in toate planele paralele x = ct.
Trebuie remarcat ca in modelul 2D s-au neglijat efectele de capat, care apar la inceputul
si sfargitul barei.

O discutie similara poate fi facuta in functie de parametrul b, in schimb daca ¢ — oo,
atunci modelul obtinut nu este unul plan—paralel. Daca doi dintre cei trei parametri a,
b, ¢ au valori mult mai mici decat al treilea si decat h, atunci bara de lungime finita se
poate modela printr-un fir. De exemplu, alegand b = ¢ — 0 se obtine un fir paralel cu
planul de baza (figura 6.4).

Daca lungimea firului tine catre infinit (¢ — oo) atunci modelul geometric obtinut este
plan — paralel (2D).

In schimb, daca (a = b — 0), atunci firul este perpendicular pe planul de baza (fi-
gura 6.5). In acest ultim caz, datele problemei si solutia ei admit fata de sistemul de
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Figura 6.4: Model spatial 3D cu fir
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Figura 6.5: Model 2,5D

coordonate cilindrice o reprezentare de forma:

y:f(T,Z>

, daca firul este plasat pe axa sistemului de coordonate. Se spune ca s-a adoptat un model
spatial bidimensional azi-simetric (2,5D).

Daca, in schimb, toti parametrii a, b si ¢ sunt neglijabili fata de h se poate adopta
pentru corpul paralelipipedic modelul punctiform (a — 0, b — 0, ¢ — 0).

i

h

Figura 6.6: Model 2,5D cu corp punctiform

In acest caz (figura 6.6), forma corpului punctiform nu este relevanta, el putand fi
modelat, de exemplu, printr-o sfera de mici dimensiuni. Iata cum cubul initial a devenit
prin modelare o sfera!

Ultimul caz degenerat luat in considerare va fi cel in care dimensiunile a i b sunt mult
mai mari decat ¢ sau h. In acest caz, considerand a — 0 si b — oo se obtine o problema
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(figura 6.7) la care solutia poate fi de forma:
y = f(2),

deci dependenta de o singura variabila spatiala. Aceasta este un model plan—paralel dupa

doua directii, deci unidimensional (1D).

z

(¢

Figura 6.7: Model 1D

Daca o problema admite si simetrie axiala dar si simetrie plan — paralela, atunci exista
un sistem de coordonate cilindrice, astfel incat solutia problemei

y = f(r),

depinde doar de variabila radiala. In acest caz, se spune ca problema are dimensiunea
1.5D, cum se intampla in figura 6.4, daca lungimea firului a — oo, dar si distanta h — oo,
obtinandu-se in final doar un fir infinit lung. Tot in categoria 1.5D se pot considera

probleme cu simetrie sferica (axiala dupa doua axe diferite).

In concluzie, problemele de camp pot fi clasificate in functie de tipul de simetrie in clase
caracterizate prin numarul conventional de dimensiuni spatiale ca in tabelul 6.1.

Tabela 6.1: Clasificarea problemelor de camp electromagnetic

‘ Dimensiunea problemei ‘ Date si solutie ‘

1D f(x)
1.5D f(r)
2D f(x, y)
2.5D f(r, z)
3D f(x, y, z)

In urma modelarii geometrice, prin idealizarea dimensiunilor corpurilor apar urmatoarele

tipuri de obiecte degenerate:

e folii;

e fire;
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e corpuri punctiforme.

Din punct de vedere geometric o folie se reprezinta printr-o suprafata, nu neaparat
plana (de exemplu un cilindru sau o calota sferica), dar nu se reduce la aceasta. O folie
reprezinta un fel aparte de suprafata de discontinuitate, deoarece poate fi purtatoare de
flux si admite constante de material de tip electromagnetic si marimi specifice pentru
caracterizarea campului din interiorul foliei. De exemplu, o folie conductoare de grosime
g realizata dintr-un material liniar cu conductivitatea o, scufundata intr-un izolant va
avea o relatie de material de forma:

Js = UsEt (64)

in care E; este componenta tangentiala a intensitatii campului electric. Aceasta relatie
este obtinuta prin integrarea pe grosimea g a legii conductiei (J = oE) proiectata pe
planul tangent la folie. Considerand grosimea ¢ foarte mica, variatia campului in directia
transversala este neglijabila, rezulta urmatoarele caracteristici ale foliei conductoare:

Js = g J — densitatea superficiala de curent [A/m];

os = go — conductivitatea superficiala [S].

Densitatea superficiala de curent caracterizeaza starea electrocinetica a foliei. Ea este
un camp bidimensional de vectori orientati tangential fata de folie. Campul depinde de
cele doua coordonate parametrice u, v ale suprafetei S: J, = J4(u,v), deoarece datorita
grosimii g foarte mici, densitatea de curent J are o variatie nesemnificativa in directia
normala a foliei.

Figura 6.8: Modelarea unei folii conductoare

Pentru calcul curentului ce strabte folia se va folosi relatia:

= | Jsnd 6.5
i /o ndr (6.5)

obtinuta prin trecerea la limita a relatiei clasice ¢« = [¢ JdA, si in care C' este intersectia
dintre S si planul de sectiune II, iar n este normala la II.
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In mod asemanator se obtin relatiile de material specifice foliilor dielectrice si respectiv
magnetice:

Ds = €5Et, Bs = ,LLSHt (66)

in care E; si H; sunt componentele tangentiale ale intensitatii campului electric, respectiv
magnetic si:

D, = gD - inductia echivalenta superficiala (densitatea panzei de flux electric)

[C/m];

B; = ¢B - inductia magnetica superficiala (densitatea panzei de flux magnetic)
[T'm];

£y = g€ — permitivitatea superficiala [F;

is = g 1 — permeabilitatea superficiala [H],

iar fluxul electric gi cel magnetic au expresiile:

Y = /C Dgsndr, (6.7)

QOZ/CBSIldT. (6.8)

Chiar daca grosimea reala g a foliei nu apare in modelul final (aceasta fiind reprezentata
de o suprafata cu “grosime” nuld), ea joaca un rol important in modelarea fizica, atat
pentru calculul parametrilor superficiali de material cat si pentru interpretarea densitatilor
panzelor de flux.

6.3 Modelarea electromagnetica a foliilor si firelor

Suprafetele intervin in modelarea geometrica pentru a reprezenta multimea punctelor de
pe frontiera domeniului analizat sau a domeniilor de omogenitate pentru proprietatile
de material (frontierele pieselor componente ale dispozitivului). Discontinuitatea pro-
prietatilor de material determina de obicei si discontinuitatea marimilor caracteristice
campului.

Curbele si punctele reprezinta muchiile i varfurile partilor componente, deci puncte in
care suprafetele de discontinuitate nu sunt netede. Din acest motiv, in astfel de curbe
si puncte campul poate avea discontinuitati de ordin superior, de exemplu sa ia valori
nemarginite.

Sa consideram pentru inceput, o suprafata de discontinuitate simpla Sy, ce separa doua
medii liniare cu constante de material diferite (6.9).

La trecerea prin suprafata S,;, de la mediul 1 la mediul 2 liniile campului electric sufera
o discontinuitate a directiei (o refractie). Notand cu o si a unghiul dintre vectorul camp
electric si normala la suprafata rezulta:
Dy e by Dy ea by

t = = t = fry
g Dnl Dn , g2 Dn2 Dn
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Figura 6.9: Refractia liniilor de camp
deci ;
Q €
I (6.9)
tgao €9

deoarece conform cu legea inductiei Ey; = Eyp = E; i conform cu legea fluxului electric
Dnl = Dn2 = Dn

Daca unul dintre medii, de exemplu 1 este anelectric (¢; — 0, D; = 0), rezulta D,,» = 0,
deci faptul ca liniile de camp trec tangential pe la suprafata mediului respectiv (g —
7/2), cain figura 6.10 a. Daca in schimb, mediul 1 este feroelectric ideal (¢; — oo, £y = 0),
rezulta ca Fy;y = 0, deci faptul ca liniile de camp sunt orientate in exterior perpendicular
pe suprafata corpului respectiv (ap — 0), ca in figura 6.10 b.

Folosind rationamente asemanatoare se demonstreaza relatia referitoare la liniile campului

magnetic:
lgon M1
tgag i
si faptul ca liniile de camp magnetic sunt orientate perpendicular (o = 0) pe suprafata
corpurilor feromagnetice ideale (cu pu — 00) si se preling (o = 7/2) pe la suprafata
corpurilor amagnetice (cu p — 0).

(6.10)

Liniile de curent in regim electrocinetic stationar satisfac relatia:

tgon _ o (6.11)
théQ 09 ’

urmand ca in vecinatatea corpurilor izolante (¢ = 0) liniile de curent sa fie orientate
tangential (« = 7/2) la suprafata corpurilor, iar in cazul corpurilor supraconductoare
(0 — o0) liniile de curent sa fie orientate ortogonal.

Relatiile 6.9, 6.10 si 6.11 sunt cunoscute sub numele de teoremele refractiei liniilor de
camp.

Trebuie remarcat ca in regim electrostatic corpurile conductoare fara camp impri-
mat au intensitatea campului electric nula (E = 0), conform conditiei de echilibru
electrostatic(J = 0). In consecintd conductoarele se comporta ca domenii feroelectrice
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a) b)

Figura 6.10: Spectrul campului in vecinatatea corpurilor cu proprietati ideale: a) Campul
D, B, J pentru €, u, respectiv o = 0; b) Campul D, B, J pentru €, p, respectiv o «— oc.

ideale si putem presupune formal ¢ — oco. Liniile campului electric din domeniul izolant
exterior sunt perpendiculare pe suprafata conductorului (figura 6.10, b). In realitate in
conductor € = g, ceea ce face ca in interiorul conductorului sa se anuleze nu numai F,
ci si D. Disparitia, respectiv aparitia liniilor de camp electric la suprafata conducto-
rului evidentiaza faptul ca aceasta suprafata este electrizata negativ, respectiv pozitiv.
Chiar daca initial conductorul avea sarcina nula, prin introducerea sa in camp electric
sub actiunea acestuia sarcina totala nula se redistribuie. La suprafata conductorului se
separa sarcini numite de influenta, care au o valoare totala nula si care fac ca in interior
campul F sa se anuleze. Pentru a caracteriza starea starea de electrizare superficiala
se definegte marimea scalari p, masuratd in [C/m?| i numita densitate superficiald de
sarcina. Sarcina totala a corpului se obtine prin integrare pe suprafata:

q=/5psdA. (6.12)

In aceste conditii, legea fluxului electric are urmatoarea forma pe suprafte de disconti-
nuitate:
n;»(D; — D1) = p, (6.13)

sau echivalent div,D = ps. Componenta normala a inductiei are salt nul (“se conserva”)
doar daca suprafata nu este electrizata.

Problema determinarii distributiei de sarcina pe suprafata electrozilor conductori este
strans legata de problema fundamentala a electrostaticii. O data determinat campul in
izolant, prin aplicarea relatiei (6.13) rezulta ps = nD = D,,.

In figura 6.11 a se reprezinta modul in care este distribuita densitatea de sarcina la
suprafata unui electrod plan-paralel care are o muchie cu raza de curbura r. Se constata
ca cea mai mare densitate de sarcina psnae = Dpmasz are loc pe muchie, acolo unde campul
este maxim. Aceasta valoare maxima creste puternic o data cu scaderea razei de curbura,
urmand ca valoarea sa sa fie nemarginita atunci cand r = 0. Aceasta comportare este
cunoscuta sub numele de efect de muchze.
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Figura 6.11: Distributia sarcinii la suprafata unui electrod

In figura 6.11 b este prezentata variatia densitatii pgpnq. In funtie de r, calculata cu un
model simplificat (metoda imaginilor cu sarcini echivalente distribuite filiform cu densi-
tatea p;), n care:

Pl r
Vo = In—: 6.14
07 21, "o (6.14)
p, 11
Do = —(— + —); 6.15
* 27r(r + 2a) ( )
deci Vi 9 )
EoVo 20
smax — Dnmaa: = = 1 .
p 2a (r + )ln%

Folosind acelasi tip de rationament se constata ca in cazul varfurilor si al intersectiilor
de muchii, densitatea superficiala de sarcina si campul maxim tind si mai rapid catre
infinit, pe masura ce raza de curbura r a varfului tinde catre zero:

eoVo

2a
smax — Dnmax = —
p 5

1). 6.16
r ) ( )
Aceasta comportare este cunoscuta sub numele de efect de varf.

Datorita efectelor de muichie si de varf este imposibil sa se analizeze solicitarile die-
lectrice adoptand forme geometrice simplificate pentru electrozi. Valoarea maxima a
campului electric nu poate fi calculata daca se neglijeaza razele de curbura ale muchiilor
si varfurilor 'cum se intampla cand acestea se reprezinta prin curbe si puncte (modele
filiforme si punctiforme).

Foliile pot fi si surse de camp, daca sunt polarizate, magnetizate sau sunt sediul unor
campuri imprimate. In acest caz relatiile au forma:

Js — Us(Et + Eit)7 Ds - 53Et + Ppt7 Bs - /’LSHt + ,U/OMpt

in care:
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e E;;[V/m] este campul electric imprimat, orientat longitudinal la S;
o P, = gP,[C/m)] este componenta tangentiala a polarizatiei permanente superficiale

e M, = gM,[C/m] este componenta tangentiala a magnetizatiei permanente super-
ficiale.

Foliile pot fi polarizate sau magnetizate nu numai tangential, ci si normal.In acest ultim
caz se utilizeaza vectorii orientati normal la suprafata foliei Pp,[C'/m] si Mpn[A], care
sunt obtinuti prin integrare de-a lungul grosimii g a vectorilor P}, si respectiv M. Acesti
vectori sunt numiti polarizatie, respectiv magnetizatie superficiala normala. Procedand
asemanator cuE; se obtine E;, masurat in [V], i care reprezinta saltul de potential intre
fetele foliei.In acest caz se spune pe suprafata foliei apare un dublu strat de sarcina.

Adunand cele doua componente se obtine:

o P, =Py + Py, - densitatea panzei de polarizatie permanenta [C/m];
o M., = M,; + M,, - densitatea panzei de magnetizatie permanenta [A];

o E;; = gE;; + E;, - intensitatea superficiala a campului electric imprimat [V].

Densitatea superficiala de sarcina p, reprezinta o alta sursa de camp specifica foliilor
electrizate, mai ales in cazul foliilor dielectrice (izolante), la care electrizarea este de obicei
de natura neelectrica, obtinandu-se de exemplu prin frecare. In cazul foliilor conductoare
sarcina totala ¢ este sursa de camp, in schimb se poate considera ca distributia sarcinilor
induse p, perturba doar campul asigurand echipotentialitatea foliei.

La traversarea foliilor cAmpul electromagnetic sufera salturi (discontinuitéati) ale unor
componente. Acestea sunt date de forma legilor campului pe suprafete de discontinuitate
imobile:

ni3(Dy — Dy) = ps <= divgD = pg; (6.17)

nis(Bs — By) = 0 <= div,B = 0; (6.18)

np x (E; —Ep) = —aaBts <« rot,E = —%; (6.19)
n;,(Hy, — Hy) :JS+% <:>rot5H:Js+%; (6.20)
n(Jy —Jp) = _aap; > div,J = —%”;. (6.21)

Firele se reprezinta geometric prin curbe, nu neaparat drepte (de exemplu, un arc
de cerc sau o linie poligonala), dar au in plus proprietati dielectrice, magnetice sau de
conductie. Definitoriu pentru un fir este faptul ca diametrul transversal este mult mai mic
decat lungimea sa. In acest caz, in sectiunea transversala de arie A, campul si parametrii
de material au variatie neglijabila, iar firul se reprezinta prin curba sa mediana si este
caracterizat local in cazul in care este liniar prin relatii de forma:

i =Gy, Y= Ry kEy, ¢ = Ry H, (6.22)

sau echivalent
E, = Ry, E, = Ay, Hy = Ay (6'23)

in care Ey[V/m] si Hi[A/m] sunt componentele tangentiale ale intensitatii campului elec-
tric, respectiv magnetic, iar
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e GG, = 1/R; = oA este conductanta lineica [Sm| egala cu inversa rezistentei lineice
[€2/m];

e Ry = 1/Adl = €A este reluctanta dielectrica lineica [F'm| egala cu inversa permeantei
dielectrice lineice [1/Fm)];

e R, = 1/Aml = puA este reluctanta magnetica lineica [Hm| egala cu inversa
permeantei magnetice lineice [1/Hm).

Relatiile (6.22) si (6.23) se obtin prin integrarea relatiilor de material pe sectiunea
transversala de arie A, deci i, ¥ §i ¢ reprezinta curentul, fluxul electric gi fluxul magnetic
in sectiunea curenta a firului.

Firele pot fi surse de camp, daca ele sunt electrizate, polarizate, magnetizate sau se-
diul unor campuri electrice imprimate. Pentru caracterizarea acestor surse se utilizeaza
marimile fizice obtinute prin integrarea marimilor caracteristice surselor pe sectiunea
transversald a firului de arie vectoriald A = nA:

e p, = pA[C/m] - densitatea lineica de sarcina;
o P, = Pp/Dl[C] - densitatea lineica a polarizatiei permanente;

o M, = MPA[Am] - densitatea lineica a magnetizatiei permanente,

cu exceptia tensiunii lineice imprimate e; = E;jn, care se obtine doar prin proiectarea
campului imprimat pe directia tangentiala.

Integrand relatiile caracteristice de material pe suprafata de arie A se obtin formulele
lor locale pe fire:
Y = RaFE: + Py;

¥ = RyuH; + ,U/OMpl; (624)
7; = Glt(Et + 6il)-
Notand cu F; = wu; tensiunea lineica, in cazul firelor conductoare relatia de material

are forma u; 4+ e; = Ryi, care integrata de-a lungul firului conduce la relatia clasica a lui
Joubert din teoria circuitelor electrice filiforme.

Corpurile de dimensiuni neglijabile sunt reprezentate in modelarea electromagnetica
prin “puncte materiale”. Spre deosebire de folii §i fire, corpurile punctiforme cu pro-
prietati de material diferite nu modifica spectrul campului electromagnetic; de exemplu,
o impuritate conductoare scufundata intr-un izolant perturba campul cu atat mai putin
cu cat diametrul ei este mai mic. In schimb, corpurile punctiforme pot influenta puter-
nic campul electromagnetic atunci cand sunt surse ale campului. Pentru a caracteriza
calitativ aceste surse de camp se utilizeaza:

e ¢ = pV|[C] - sarcina corpului punctiform;
e p, = P,V[Cm] - momentul dipolar electric permanent;

e m, = M,V[Am?] - momentul dipolar magnetic permanent;
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e j; = oE;V[Am] - curentul electric imprimat de un corp punctiform.

Se constata ca toate aceste marimi se obtin prin integrarea marimilor locale cores-
punzatoare pe volumul V" al corpului, si deoarece acesta este neglijabil prin inmultirea cu
acest volum.

Forma globala a legilor campului electromagnetic trebuie sa tina cont de prezenta foli-

ilor, firelor gi punctelor materiale:

e sarcina totala care intervine in legea fluxului electric sau in cea a conservarii sarcinii
are expresia:

— [ o /SdA/ d 6.25
q /Dp v Sdp + Cdpl T+]€z::1qk ( )

obtinuta prin suma contributiilor corpurilor de volum nenul D, foliilor Sd, firelor
Cd si corpurilor punctiforme k = 1,n.

e curentul de conductie care intervine in legea circuitului magnetic sau in cea a con-
servarii sarcinii este:

z’SF:/SFJdA+

Jsnd ] 6.26
C=SpnSd " T+kz::1zk (6.26)

e fluxul electric care intervine in legea fluxului electric sau in legea circuitului magnetic
este:

b = / DdA + / D.ndr + 3 4 (6.27)
s Cc=$nsd =

e fluxul magnetic care intervine in legea fluxului magnetic sau in legea inductiei este:
n
05 = / BdA + / B.ndr + Y ¢ (6.28)
s C=5nSd —

e puterea transferata de camp corpurilor este:
p— / JEdv + / J.EdA + / iE,dr (6.29)
D Sd cd

obtinuta prin suma integralelor din densitatea de volum a puterii, densitatea su-
perficiala a puterii disipate in folii si densitatea lineica a puterii disipate in fire
conductoare.

6.4 Serii ierarhice de modele

Pentru a evidentia faptul ca acelasi dispozitiv admite mai multe modele cu grade diferite
de rafinare va fi efectuat un studiu de caz pentru un dispozitiv foarte simplu i anume
cablul coaxial.

Cablul coaxial (figura 6.12) este alcatuit dintr-un fir conductor cu sectiune circulara
(de obicei din Cu) inconjurat de un izolant (de obicei polietilena), care in exterior este
inconjurat de o manta cilindrica conductoare (Cu). Acest dispozitiv este utilizat pentru
transmiterea semnalelor electrice, astfel incat:
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— semnalul sa nu se modifice, chiar la frecvente inalte sau cand acestea sunt foarte
rapid variabile in timp;

— dispozitivul sa nu produca perturbatii electromagnetice in jurul sau;

— semnalul transmis sa nu fie perturbat de campuri electromagnetice exterioare.

In regim stationar (c.c.) sau la frecvente joase, curentul electric produs de sursa de
la intrare strabate longitudinal conductorul central, sarcina, si se intoarce prin mantaua
exterioara, astfel incat in conditiile in care izolantul este perfect (fara curenti de pierderi),
curentul din sursa este egal cu cel din sarcina.

Figura 6.12: Cablul coaxial

Tensiunea electrica intre terminalele de iegire nu este egala cu tensiunea la intrare, decat
la mersul in gol, deoarece de-a lungul conductorului are loc o cadere longitudinala de
tensiune. In consecinta in regim stationar singurul parametru caracteristic este rezistenta
lineica a cablului coaxial. Regimul campului electromagnetic care prezinta interes in acest
caz este regimul electrodinamic stationar. Problema este foarte simpla, deoarece este plan-
paralela, iar curentul se distribuie uniform in sectiunea transversala atat in firul central
(A;), cat i in manta (A,,) urmand ca valoarea rezistentei lineice R; sa fie egala cu raportul
dintre rezistivitate si aria sectiunii transversale: R; = R./l + R,,/l = p(1/A. + 1/A,).
Circuitul echivalent este prezentat in figura 6.13 a.

Pe masura ce frecventa tensiunii de alimentare creste intervin alte doua efecte in
functionarea cablului: efectul capacitiv (curentul de deplasare orientat transversal prin
izolantul dintre conductorul central gi manta) si cel inductiv (tensiunea autoindusa, dato-
rata campului magnetic ce inconjoara conductorul central). Pentru caracterizarea acestor
efecte se pot folosi capacitatea lineica C} si respectiv inductivitatea lineica L.

Pentru calculul acestor parametrii lineici trebuie rezolvata o problema de electrostatica,
si respectiv, una de regim magnetic permanent. Parametrii R;, C; si L; calculati in regim
permanent pot fi utilizati la analiza comportarii dinamice. Cel mai simplu model de
circuit cu parametri concentrati pentru cablul coaxial in regim dinamic este cel prezentat
in figura 6.13 b.

Schema in T este o aproximare utila doar pentru cabluri relativ scurte. Un cablu lung
poate rezulta prin inlantuirea a n astfel de scheme, valabile pentru tronsoane de lungime
l/n. In realitate, parametrii unui cablu nu sunt concentrati, ci distribuiti. Considerand
n — oo rezulta o schema in T pentru fiecare tronson de lungime infinit mica, urmand ca
intreg cablul sa fie caracterizat de un model de linie lunga (de transmisie), ca in figura 6.13
¢, caracterizat de ecuatiile telegrafigtilor (Thomson). Un astfel de model permite simu-
larea fenomenului de propagare si determinarea vitezei de propagare a frontului de unda
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Figura 6.13: Modele ale cablului coaxial. a) Model stationar; b) Model cu parametrii
concentrati; ¢) Model cu parmetrii distribuiti; d) Model operational.

(semnalul electric), a timpilor de intarziere, precum si a dispersiei datorate pierderilor sau
a reflexiilor la capetele liniei.

Utilizand domeniul frecventei, modelele prezentate anterior au reprezentarea operationala
din figura 6.13 d, caracterizata de impedanta longitudinala Z(s) si de admitanta transver-
sald Y(s). In cazul modelelor cu parametri concentrati, functiile de circuit Z(s) si Y (s)
sunt functii rationale cu un numar finit de poli si zerouri, de exemplu in cazul modelului
6.13 b avem Z(s) = (Rj+sL,)l/2,Y (s) = sCl. In schimb, in cazul modelelor cu parametri
distribuiti functiile de circuit Z(s) si Y (s) au o infinitate de poli i zerouri.

Un efect important, specific regimului cvasistationar, care apare si in cablul coaxial
este efectul pelicular. Curentul electric de conductie ce parcurge conductoarele cablului,
produce un camp magnetic variabil in timp, daca si curentul variaza in timp. Campul
electric indus de acest camp magnetic perturba distributia initiala de curent, urmand ca
firul central sa fie strabatut de curentul variabil care se distribuie de preferinta superficial,
la periferia acestuia. In consecinta rezistenta lineica intampinata la trecerea unui curent
alternativ creste odata cu frecventa, aria aparenta prin care trece curent fiind tot mai
mica. Pentru a caracteriza cantitativ acest efect este necesara analiza cablului coaxial
in regim cvasistationar, de tip anelectric in interiorul conductoarelor si tip amagnetic in
izolant. In final, se obtine o schema echivalenta ca cea din figura 6.13 d, dar cu expresii
mai complicate pentru Z(s) si Y(s).

Seria modelelor posibile pentru cablul coaxial nu este incheiata, modelele mai compli-
cate putand lua in considerare unul sau mai multe dintre urmatoarele efecte: curenti de
pierdere prin izolantul imperfect, efectele de capat (unde campul electric nu mai este in
mod necesar plan-paralel), imperfectiunile geometrice atat cele longitudinale (modificarea,
diametrului firului), cat si cele transversale (abateri de la forma circulara perfecta), etc.
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Pentru a analiza efectul acestor perturbatii este necesara rezolvarea unor probleme de
camp, care de obicei nu admit solutie analitica gi care pentru a obtine rezultate utile la
frecvente foarte inalte sunt formulate in regim general variabil.

Iata deci, ca din pacate analiza unui singur model pentru un dispozitiv nu permite
stabilirea acuratetii sale. Deci, pentru a delimita domeniul de aplicabilitate al unui model,
acesta trebuie studiat comparativ cu un model mai complicat al aceluiasi dispozitiv.

Trebuie remarcat ca in activitatea inginereasca de modelare, tinta nu este de a obtine
modelul de maxima acuratete, ci esential este compromisul optim intre acuratete si sim-
plitate. Studiul, analiza si proiectarea unui dispozitiv trebuie facute cu modelul cel mai
simplu, dar care are o eroare de modelare satisfacatoare (de obicei nu mai mica de 1)
pentru scopul propus. Utilizarea unui model mult mai sofisticat decat cel adecvat con-
duce la o risipa inacceptabila de resurse (efort de cercetare, masurare, timp de calcul i in
ultima instanta bani). Iata de ce, ar trebui determinate pentru fiecare model si domeniul
sau de valabilitate, mai exact de aplicabilitate, prin aflarea felului in care variaza eroarea
de modelare (de neglijare a unui efect) fata de una sau mai multe marimi caracteristice,
de exemplu, in cazul cablului coaxial caracterizat in principal prin factorul de transmisie
(raportul dintre tensiunea de iesire si cea de intrare), acuratetea unui model il reprezinta
variatia cu frecventa a abaterii factorului de transmisie al respectivului model fata de
modelul superior din punct de vedere ierarhic (sau modelul la care un anumit efect nu a
fost neglijat).
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Capitolul 7

Aplicatii

7.1 Cablu coaxial

Se va analiza cablul coaxial descris anterior in urmatoarele ipoteze simplificatoare:

e Se neglijeaza tolerantele gi rugozitatea suprafetelor;

Se neglijeaza efectele de capat care apar la inceputul si sfrargitul cablului;

Se considera dielectricul neelectrizat liniar, izotrop, omogen si fara pierderi (D =
eE, 0 =0);

Se considera ca toate materialele sunt nemagnetice (B = uoH);

Se considera cablul imobil gi ca marimile nu variaza in timp.

Scopul analizei este de a determina capacitatea lineica Cj si inductivitatea lineica L;.

Pentru primul parametru se va considera cablul alimentat la o sursa de tensiune con-
stanta cu iegirea in gol. Firul central si mantaua conductoare reprezinta cei doi electrozi
ail unui condensator. Ei sunt electrizati cu sarcini egale, dar de semn opus si produc in
dielectric un camp electric radial. Regimul campului in care va fi determinat parametrul
() este cel electrostatic, cu ecuatiile: divD = p, rotE =0 si D = ¢E.

Pentru calculul inductivitatii se va considera cablul cu iegirea in scurtcircuit si alimentat
cu o sursa de curent dat, constant in timp. Curentul ce strabate firul central si se intoarce
prin manta produce un camp magnetic constant in timp, ce va inconjura firul central.

Pentru determinarea parametrului L; se va considera regimul magnetic stationar, cu
ecuatiile: divB =0, rotH = J si B = poH.

Firul central se considera un cilindru din Cu (¢ = g, pt = g, 0 # 0), cu raza a si
lungimea [, iar mantaua un tub cilindric circular tot din C'u cu raza interna b si cea
exterioara c. Dielectricul izolant ocupa spatiul dintre razele a si b §i are constantele
de material ¢, pp, 0 = 0. Configuratia geometrica evidentiaza doua tipuri de simetrii:
axisimetrica si plan-paralela. In consecinta, problema este de tip 1.5D, dar poate fi
rezolvata si ca o problema 2D, cu retinerea in domeniul de calcul doar a unui sfert din
sectiune, deoarece atat Oz, cat si Oy sunt axe de simetrie. Domeniul de calcul este un
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sfert dintr-o coroana circulara (figura 7.1). Deoarece dielectricul este neelectrizat, sursele
interne de camp sunt nule, iar campul electrostatic fiind produs exclusiv de sarcinile
distribuite la suprafata celor doi electrozi (p = 0, ps # 0). El se datoreaza unor surse
externe domeniului de calcul (reprezentate prin conditii de frontiera nenule).

y

Figura 7.1: Cablu coaxial — sectiune

In regim magnetic stationar sursele interne de camp sunt nenule in conductoare si nule
in dielectric, in schimb sursele externe sunt nule (H,,; = 0).

Marimile globale ce caracterizeaza cablul in regim electrostatic sunt:

wu={ Edr, = / DdA,
Cag S

u fiind tensiunea intre electrozi, calculata pe o curba radiala de la r = a la r = b, iar
W = psmla/2 este fluxul electric ce strabate dielectricul, calculat pe suprafata unui sfert
de cilindru de raza r € (a,b) si lungime I. Conform legii fluxului electric sarcina firului
este ¢ = 41). Capacitatea lineica este:
C
l

lu  lu U

4 2ps
) = ¢ _ 4 2pem

Problema calculului capacitatii s-a redus astfel la problema fundamentala a electros-
taticii. Dintre cele doua alternative de exicitatie a electrozilor s-a ales varianta in care
este cunoscuta sarcina si trebuie calculata tensiunea prin integrarea campului. Dato-
ritd simetriei axiale sarcina se distribuie uniform pe cei doi electrozi py = q/(2mal),
pso = —q/(2wbl). Pentru r = b se poate impune conditia F; = 0, care este preferabila
conditiei D,, = pso.

Marimile globale ce caracterizeaza cablul in regim magnetic stationar sunt:
i = / JAA, W, = / wdv,
s D
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¢ fiind curentul ce trece prin firul central de sectiune S al cablului, iar W,, este energia
magneticd obginutd prin integrarea densitatii de energie w,, = BH/2 = pgH?/2 pe un
sfert din domeniul cablului. Deoarece conductoarele sunt masive, este indicata evitarea
calculului inductivitatii cu formula liniara si preferarea metodei energetice. Energia totala
este 4W,, = Li?/2, iar inductivitatea lineici are expresia:

L 8W,  4m [ 2 ¢
L=== = —;T/ Wy rdr = THa / H?(r)rdr.
i? Jo 0

I 2 2

Problema calculului inductivitatii se reduce la problema determinarii campului magne-
tic produs de o distributie data de curent.

7.2 Cuva electrolitica

Se considera o cuva electrolitica de forma paralelipipedica, avand peretii izolati cu exceptia
unuia din cei laterali care este catodul metalic, foarte bun conductor. In mijlocul cuvei
se introduce vertical anodul, care este un electrod metalic, cilindric circular cu lungimea
egala cu adancimea cuvei.

Sa se analizeze fenomenele din cuva si sa se calculeze grosimea stratului de metal depus
daca intre cei doi electrozi se aplica un interval de timp o tensiune constanta cunoscuta.

Datorita campului electric din cuva (aparent datorita tensiunii aplicate intre electrozi)
electrolitul va trece in stare electrocinetica. El va fi parcurs de curent, care se inchide
prin electrozi si sursa exterioara. Cu cat tensiunea aplicata va fi mai mare, cu atat den-
sitatea de curent va fi mai mare (curentul fiind proportional cu tensiunea si conductanta
electrolitului). Datorita conductiei are loc un transfer de masa atat in electrolit cat si in
electrozi. Datorita purtatorilor de sarcina, transferul de masa in electrolit are o pondere
mai mare, realizandu-se astfel depunerea de cationi extrasi din catod pe anod.

Pentru analiza cantitativa a acestor fenomene vor fi adoptate urmatoarele ipoteze sim-
plificatoare:

e Se neglijeaza tolerantele gi rugozitatea materialelor;

Electrozii se considera supraconductori (o — 00);

Electrolitul este un conductor liniar, izotrop si omogen;

Se neglijeaza potetialul de electrod (mult mai mic decét tensiunea aplicata) deci si
dublul strat de sarcina de la suprafata electrozilor;

Mediile sunt macroscopic imobile, iar marimile sunt constante in timp.

Fenomenul fundamental este distributia curentului de conductie in cuva, curent care
genereaza transferul de masa (electroliza).

Deoarece nu intereseaza distributia campului magnetic, analiza va fi facuta in regim
electrocinetic stationar, folosind ecuatiile:
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divJ =0; rotE=0; J=0E. (7.1)

Se va nota cu a, b si ¢ lungimea celor trei laturi ale cuvei. Diametrul electrodului central
este d, iar distanta dintre axa sa si catod este h = b/2.

Problema are caracter plan - paralel (2D) (figura 7.2), configuratia campului fiind
aceeasi in diferite sectiuni orizontale. Datorita simetriei fata de planul yOz se poate
studia doar jumatate din dreptunghiul de laturi a x b. Domeniul de calcul este drept-
unghiul (0,a/2) x (0,b) din care s-a eliminat semicercul cu diametrul d si centrul in
x =0,y = b/2, corespunzator sectiunii prin anod. Domeniul supus analizei este alcatuit
exclusiv din electrolit omogen gi are conductivitatea o.

y
b ()
~_ €
KJnZO
g
-al2 0 \ al2 X
o=@

Figura 7.2: Cuva electrolitica
Campul electrocinetic nu are surse interne, mai mult datorita caracterului izolant si
tipului de simetrie, pe frontiera domeniului nu se injecteaza curenti, exceptand electrozii.

Pentru a caracteriza global starea electrica a cuvei se utilizeaza:

w= Ew,ﬁ5/MA (7.2)
s
tensiunea electrica u calculata pe o curba Csp ce uneste electrozii si curentul ¢ calculat

pe o suprafata S, transversala fata de curent (de exemplu, pe suprafata unui electrod).

Parametrul cel mai important al cuvei este rezistenta sa electrica R = wu/i, pentru a
carui determinare trebuie rezolvata problema fundamentala a electrocineticii. Vom prefera
formularea in care electrozii au fiecare caracter echipotential (E; = 0) cu densitatea
de curent .J, necunoscuta, in schimb este cunoscuta tensiunea u intre electrozi. Dupa
determinarea distributiei de curent J se determina curentul total prin integrare.

Densitatea fluxului de masa transferata prin electroliza se determina cu ajutorul for-
mulei locale a legii transferului de masa:

§ = kJ, (7.3)

urmand ca masa specificd depusi pe unitatea de suprafatd [kg/m?] sa fie:
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dm
= —— = 6t = kJ,t, 74
Ps dA (7.4)
in care J, este componenta normala a densitatii de curent la suprafata electrodului, iar ¢
este timpul cat dureaza procesul de electroliza. Grosimea g a stratului depus se calculeaza

prin impartirea lui pg la densitatea p [kg/m?] a materialului depus:

g =kJut/p. (7.5)

[ata deci ca problema se reduce la determinarea densitatii de curent la suprafata elec-
trozilor. Folosind forma integrala a legii electrolizei m = kit se poate determina masa
totala depusa, dar grosimea stratului si neuniformitatea acestuia se poate determina doar
folosind forma locala a legii si solutia problemei de camp electrocinetic.

7.3 Electromagnetul plonjor

Se considera o bobina circulara inconjurata de un circuit feromagnetic format dintr-o
armatura fixa (solidara cu bobina) gi una mobild, ce poate avea o migcare axiala de
translatie (figura 7.3). Se urmareste analiza campului electromagnetic si determinarea
fortei ce se exercita asupra armaturii mobile pentru diferite pozitii ale acesteia, in conditiile
in care bobina este alimentata in curent continuu sau la o tensiune alternativa data.

TR

7L Q

A

=

Figura 7.3: Electromagnet cu plonjor

Functionarea electromagnetului se bazeaza pe campul magnetic produs de curentul din
bobina (conform legii circuitului magnetic). Liniile cAmpului magnetic tind sa inconjoare
curentul ce le-a produs, dar sunt dirijate de materialele feromagnetice. Reluctanta circu-
itului magnetic este tot mai mica pe masura ce intrefierul scade, ceea ce face ca fluxul
magnetic si implicit inductivitatea bobinei sa creasca. Conform teoremei fortelor genera-
lizate, la flux constant va actiona asupra armaturii mobile o forta care tinde sa micgoreze
energia campului magnetic (w,, = p?/2L), deci va mari inductivitatea. Forta electro-

magnetului tinde deci sa micgoreze intrefierul, indiferent cum este sensul curentului prin
bobina.
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Analiza cantitativa a acestor fenomene va fi facuta in urmatoarele ipoteze simplifica-
toare:

e Se neglijeaza imperfectiunile tehnologice (cotele sunt exacte, fara tolerante, iar
suprafetele perfecte, fara rugozitate);

e Armaturile sunt considerate liniare, izotrope si omogene din punct de vedere magne-
tic si, pentru a simplifica modelul, vor fi considerate feromagnetice ideale (11 — 00);

e Se neglijeaza neuniformitatea distributiei de curent in bobina datorita factorului de
umplere subunitar (explicat prin prezenta izolatiei intre spire);

e Se considera ca in afara electromagnetului nu exista surse de camp magnetic;

e Corpurile se considera imobile, iar marimile electromagnetice caracteristice con-
stante in timp.

In consecinta pentru analiza celui mai simplu model al electromagnetului se va adopta
regimul magnetic stationar, in care campul este caracterizat de ecuatiile:

divB =0, rotH=J, B =y H. (7.6)

Datorita simetriei axiale a problemei, aceasta are dimensiunea 2.5D si este suficient
studiul campului intr-un semiplan ce trece prin axa de simetrie. Domeniul de calcul va
fi redus doar la bobina si aerul din jurul ei (inclusiv din intrefier), excluzandu-se piesele
feromagnetice ideale. Intrefierul radial va trebui marginit superior de o frontiera fictiva
(care poate fi plasata la nivelul superior al armaturii fixe daca se neglijeaza efectul de
umflare a liniilor de camp). In consecinta, in intreg domeniul de calcul materialul este
nemagnetic cu p = oi.

Campul magnetic este produs exclusiv de surse interne, respectiv de curentul din bo-
bina. Pe frontiera feromagnetica a domeniului H; = 0 (deoarece 1 = 0), iar pe frontiera
superioara a intrefierului radial B,, = 0 (deoarece nu exista surse externe de camp).

Marimile globale ce caracterizeaza acest sistem sunt:

n
o= ':/JdA, :/ BdA, o— :—/ dA 7.7
ni= | or= o P =P fa = 5 [ P (7.7)

in care n este numarul de spire, ¢ este curentul prin bobina, © solenatia bobinei de
sectiune S, ¢y fluxul fascicular pe o spird Sr a bobinei (dependent de coordonatele r si
z), o fluxul total obtinut prin produsul dintre numarul de spire si fluxul fascicular mediu
pe suprafata S.

Inductivitatea bobinei

L= (7.8)

=. S

se calculeaza presupunand-o parcursa de un curent ¢ si determinand distributia de camp
magnetic B gi prin integrarea fluxului total ¢.
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Forta care actioneaza asupra armaturii mobile se calculeaza cu teorema fortelor gene-
ralizate:

Own,
00

0w,
F—_ Zrm
00

_ oL
205

(7.9)

[ 7
in care s-a notat cu 0 intrefierul principal (axial). Tata deci ca pentru a calcula forta este

necesara determinarea variatiei L(6).

Pentru a studia comportarea electromagnetului atunci cand bobina acestuia are la borne
o tensiune alternativa data u(t) = Uv/2sin(wt + ¢, ), vom utiliza cel mai simplu model
bazat pe rezultatele din regim stationar. Datorita liniaritatii, curentul absorbit de bobina
este tot sinusoidal:

. . U
i(t) = IV2sin(wt + ¢;), cu [ = ————ro
R? 4 (wL)?
in care R este rezistenta bobinei i L este inductivitatea sa. Inlocuind curentul instan-
taneu in expresia fortei se obtine o variatie in timp de frecventa dubla suprapusa peste o
componenta medie a fortei:

I’ 0L

Fmed - ?% (710)

In acest fel variatia inductantei L(0) calculata in regim stationar poate fi folosita si in
regim armonic.

Urmatorul model al electromagnetului ar putea include in domeniul de calcul si armaturile
cu o permeabilitate finita, cu o caracteristica de magnetism neliniara si/sau cu o conduc-
tivitate o0 nenula pentru a modela curentii turbionari din miez.

7.4 Masina cu magneti permanenti

Se considera un motor electric cu rotorul realizat dintr-un magnet permanent si cu statorul
alcatuit din doua perechi de poli, alimentati cu impulsuri de curent, care fac ca rotorul sa
functioneze in regim de “pas cu pas”. Magnetul permanent din rotor produce un camp
magnetic care se inchide prin stator (figura 7.4). Conform teoremei fortelor generalizate,
sistemul va evolua catre un minim al energiei magnetice, care corespunde unui minim
al intrefierului (datorita “anizotropiei” constructive axa rotorului se va alinia cu o axa
polard). Daca bobinele din axa perpendiculara sunt alimentate, atunci campul magnetic
produs de ele se va suprapune peste campul produs de rotor gi va determina un cuplu
nenul care actioneaza asupra rotorului si il invarte cu 90°, pana intr-o noua pozitie de
echilibru. Problema pe care o formulam este sa se determine modul in care variaza cuplul
asupra rotorului in functie de pozitia sa, atunci cand o pereche de poli este alimentata in
curent continuu.

Pentru a efectua aceasta analiza vom adopta urmatoarele ipoteze simplificatoare:
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Figura 7.4: Motor cu magneti permanenti

e se neglijeaza tolerantele si rugozitatile suprafetelor;
e statorul este alcatuit din material feromagnetic ideal (1 — 00);

e rotorul este alcatuit dintr-un material magnetic dur (magnet cu pamanturi rare) cu
o caracteristica de magnetizare ce se poate aproxima prin B = pH + pyM,, in care
M, este magnetizatia permanenta, iar B, = oM, este inductia remanenta;

e bobinele sunt realizate din cupru si se neglijeaza neuniformitatea distributiei curen-
tului in structura transversala;

e se neglijeaza efectele de capete (fluxul de dispersie frontala) si se presupune campul
distribuit similar in toate planurile transversale;

e se neglijeaza efectul magnetic al oricarei perturbatii exterioare;
e rotorul se presupune imobilizat i curentul constant in timp.
Conform acestor ipoteze regimul campului este cel magnetic stationar, problema fiind

plan — paralela (2D), dar spre deosebire de electromagnetul studiat anterior caracteristica
neliniara (afind) a materialelor magnetice este esentiala in functionarea dispozitivului.

Ecuatiile campului au forma locala:

divB =0, rotH=1J, B=pH+ pM,. (7.11)

In modul cel mai simplu, modelul de calcul este redus la rotor (= po, M, #0,J =0),
aerul din jurul sau (g = po, M = 0,J = 0) si bobinele (u = o, M = 0,J # 0), oprindu-se
la frontiera cu statorul presupus feromagnetic ideal, deci cu camp nul (H = 0). Daca
se doregte analiza influentei statorului (importanta in cazul unor curenti mari care il
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satureaza), atunci domeniul de calcul se extinde pana la aerul care margineste exterior
statorul si se include un al patrulea tip de material, cel statoric (in acest caz pe frontiera
B, =0).

Campul magnetic nu are surse externe, dar are ca surse interne curentul din bobina si
magnetizatia permanenta a rotorului.

Pentru calculul cuplului ce se exercita asupra rotorului rotit cu unghiul « se poate folosi
fie teorema fortelor generalizate:

oW,

in care w,, = BH— B?/2u (expresia densitatii de energie valabild in interiorul materialelor
afine) sau cuplul tensiunilor maxwelliene:

C =intgR x (T - n)dA (7.13)
calculat prin integrarea pe o suprafata inchisa ¥ (sau pe o curba inchisa, in cazul pro-
blemelor 2D) ce trece prin aer si inconjoara rotorul. Este de preferat cea de-a doua
metoda deoarece ea se poate aplica fara modificari in cazul in care se ia in considerare
neliniaritatea magnetica a statorului.

7.5 Transformatorul monofazat

Se considera un transformator realizat din doua bobine infagurate una peste alta si
montate pe o carcasd montatd pe un miez magnetic de tip manta (E + I). S& presu-
punem ca la bornele infagurarii primare (bobinata in exterior) se aplica o tensiune sinuso-
idala si ca intereseaza tensiunea la bornele infagurarii secundare, intre bornele careia este
conectata o sarcina, de exemplu rezistenta R.

Deoarece in spirele infagurarii primare exista un camp electric caracterizat prin ten-
siunea aplicata, aceasta va fi parcursa conform legii inductiei de curent primar. Acest
curent variaza periodic in timp si produce un camp magnetic periodic ce inconjoara bo-
bina primara, dar este dirijat de-a lungul miezului feromagnetic (figura 7.5). Aceasta
face ca cea de-a doua bobina sa fie inlantuita de flux magnetic variabil in timp, deci in
ea sa se induca un camp electric, caracterizat global de tensiunea secundara. Daca cir-
cuitul secundar este inchis prin rezistenta de sarcina, atunci el va fi parcurs de curent
secundar nenul. Trebuie remarcat ca acest curent secundar modifica distributia campului
in interiorul transformatorului. Daca cele doua bobine au numar diferit de spire, atunci
transformatorul este coborator (ny < n;) sau ridicator (ny > nq) de tensiune. Randamen-
tul energetic al transformarii este subunitar, datorita pierderilor de putere in rezistentele
infagurarilor, pierderilor prin curenti turbionari sau prin histerezis in miezul magnetic.

Pentru a caracteriza cantitativ aceste fenomene complexe vor fi adoptate urmatoarele
ipoteze simplificatoare:

e se neglijeaza tolerantele si rugozitatea suprafetelor;
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[ T

Figura 7.5: Transformator

e se neglijeaza dispersia frontala, presupunand ca distributia campului este aceeasi in
orice plan transversal;

e se neglijeaza intrefierul tehnologic din miezul magnetic;

e miezul este alcatuit dintr-un material magnetic liniar, izotrop omogen si fara pierderi
prin histerezis, dar cu conductivitatea o;

e curentul se presupune uniform in sectiunea transversala a bobinei primare, iar
frecventa acestuia este suficient de mica (de exemplu cea industriala);

e se va presupune ca bobina secundara functioneaza in gol (R — o0), deci curentul
secundar este nul;

e nu exista surse externe de camp electromagnetic care sa perturbe functionarea trans-

formatorului.

In aceste conditii campul electromagnetic din transformator se afla in regim cvasistationar
inductiv (anelectric), ecuatiile fiind:

0B

divB =0; rotH=J; B=pH; divJ =0; rotE:_a;

J=0E+J,. (7.14)

urmand ca toate marimile locale sa varieze sinusoidal in timp, cu aceeagi frecventa.

Cele trei subdomenii din care este alcatuit domeniul transformatorului sunt:

e miezul magnetic (i = pipe, 0 = Ope, J; = 0);
e bobina primara parcursa de un curent impus (u = pg, 0 =0, J; #0);

e acrul in care se include si bobina secundara, deoarece aceasta este parcursa de curent
nul (= po, 0 =0, J; =0).
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Datorita existentei unui plan vertical de simetrie se poate studia doar jumatatea din
dreapta a transformatorului. Antisimetria fata de planul orizontal central permite studiul
doar al unui sfert.

Singura sursa de camp este curentul imprimat .J; in bobina primara, urmand ca pe
frontiera dreptunghiulara a domeniului sa nu se “injecteze” camp magnetic exterior (B, =

0).

Dupa rezolvarea problemei fundamentale a analizei campului, se determina distributia
marimilor locale B, H, J si E, care permit apoi determinarea marimilor globale:

m
Pf /SF o P11 = N1P1,,e4 A, Js, prad,

no
Yo = N2P2, .. = A_Q/S (,OfdAa
2

Uy = % U9 = %

dt’ dt’
in care ¢y este fluxul fascicular al unei spire I' (dependent de pozitia spirei), ¢, este
fluxul total al bobinei primare, egal cu numarul de spire ny; Inmultit cu fluxul fascicular
mediat pe suprafata transversala S; a bobinei primare de arie Ay, @9 este fluxul bobinei
secundare, iar u, si uo sunt tensiunile induse in cele doua bobine.

Puterea instantanee pierduta in miezul magnetic este

P:/ pdv:/ JEdv, (7.15)
D D

in care D este domeniul miezului magnetic.

Daca se considera si cazul in care secundarul este scurtcircuitat, se pot determina
prin rezolvarea problemei de camp parametrii ce intervin in schema echivalenta in T a
transformatorului, ceea ce permite analiza functionarii la orice sarcina cuplata in secundar.

Pentru ca rezultatele referitoare la randament sa fie mai apropiate de realitate este
necesara imbunatatirea modului de calcul al pierderilor din fier, adaugand pierderile prin
histerezis (de exemplu cu un model liniar cu ciclu eliptic) si tinand cont de grosimea
tolelor.

Un alt model util in practica este cel care permite determinarea raspunsului transfor-
matorului pe o banda de frecvente sau in regim tranzitoriu. In primul caz, la frecvente
mai inalte efectele capacitive intre infagurari si fata de miez devin importante. In al doilea
caz se poate studia efectul neliniaritatii miezului magnetic in regim tranzitoriu datorat
de exemplu unei excitatii sinusoidale care incepe la t = 0 sau unui impuls de tensiune.

7.6 Cuptor cu microunde

Se considera o incinta cubica €2 cu pereti foarte buni conductori, in centrul careia se afla o
sfera dielectrica €2, (figura 7.6). In centrul unuia din pereti se afla o fanta circulara S care
se prelungeste in exterior cu un ghid de unda de forma unui tub foarte bun conductor.
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Figura 7.6: Cuptor cu microunde

In conditiile in care prin ghidul de unda se propaga spre incinta o unda electromagnetica,
aceasta trece prin fanta si se propaga spre incarcatura dielectrica sau spre pereti si apoi
dupa reflexie tot spre incarcatura. Considerand dielectricul imperfect (cu un factor de
pierderi — tangenta unghiului de pierderi cunoscut) campul electromagnetic din dielectric
determina o incalzire a acestuia (fie prin conductie, fie prin histerezis dielectric).

Pentru a analiza fenomenele din acest dispozitiv vor fi adoptate urmatoarele ipoteze
simplificatoare:

e se neglijeaza tolerantele si rugozitatea suprafetelor si se presupune ca corpurile sunt
imobile;

e atat peretii cavitatii cat si cei ai ghidului de unda sunt supraconductori;

e aerul din cuptor se considera un izolant perfect;

e corpul din incinta cuptorului este alcatuit dintr-un mediu liniar, izotrop si omogen
din punct de vedere dielectric si cel al conductiei;

e intregul domeniu este nemagnetic (p = fp);
e la inceputul ghidului de unda se afla un dispozitiv care produce un camp electric cu

componenta tangentiala sinusoidala in timp cunoscuta.

Regimul campului electromagnetic este in acest caz cel general variabil in medii omo-
gene. Campul electromagnetic satisface in acest regim ecuatiile lui Maxwell:

0B oD
divD =p; divB=0; rotE=——; rotH=J+ —; B=puH; D=cE; J=0E.

ot ot
(7.16)

Domeniul supus analizei are doua feluri de materiale:
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e aerul, la care e =g 5i 0 = 0;

e dielectricul, la care € # ¢ si o # 0.

Problema este tridimensionala (3D), dar datorita existentei a doua planuri de simetrie
ortogonale (ce se intercaleaza pe axul ghidului de unda) se poate analiza doar un sfert
din cubul de latura a prelungit cu cilindrul de raza r.

In afard de sursa de camp de pe S pe care este cunoscut E; (unda transversal electrica)
sursele interne si externe sunt nule, iar pe restul frontierei cubului si cilindrului E; =
0, datorita peretilor supraconductori. Deoarece problema este liniara si sursa de camp
sinusoidala solutia cautata are tot variatie sinusoidala in timp.

Puterea instantanee si cea activa disipate in dielectric au expresiile:

P(t) = / pdv= [ JEdv=o0 [ E*dv, (7.17)
Q Qq Qq

p= %/OT P(t)dt, (7.18)

in care o poate incorpora prin echivalenta si pierderile prin histerezis.
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Capitolul 8

Concluzii referitoare la modelarea
fizica

Modelarea fizica este o procedura de identificare a marimilor si fenomenelor esentiale intr-
un dispozitiv si neglijarea celor care nu influenteaza substantial functionarea acestuia. In
consecinta, modelarea fizica presupune intelegerea perfecta a felului in care functioneaza
un dispozitiv precum si identificarea scopului analizei dispozitivului: prevederea com-
portarii §i calculul caracteristicilor de performanta, determinarea solicitarilor, aflarea
limitelor de functionare normala, efectul perturbatiilor externe sau al imperfectiunilor
constructive asupra functionarii, optimizarea constructiei sau reproiectarea in vederea
imbunatatirii respectiv modificarii caracteristicilor tehnice sau a pretului de cost.

Ca urmare a procedurii de modelare fizica trebuie sa rezulte:

o lista de ipoteze simplificatoare (corespunzatoare unor fenomene sau efecte negli-
jate) si o lista de efecte (fenomene) considerate in modelare;

regimul campului electromagnetic, in care va fi analizat dispozitivul si ecuatiile
campului electromagnetic in acel regim, specificandu-se modul de variatie in timp a
marimilor;

forma si dimensiunile fiecarei parti componente a dispozitivului;

tipul de material din care este alcatuita fiecare parte componenta a dispozitivului
si constantele caracteristice de material;

dimensiunea (1D — 3D) si simetria problemei de camp;
sursele de camp electromagnetic, atat cele interne cat si cele externe dispozitivului;

lista marimilor fizice ce caracterizeaza local si respectiv global starea campului,
corpurile, dispozitivul, dar si efectele de camp sau parametrii caracteristici care
prezinta importanta in aplicatia respectiva.

Trebuie remarcat ca in functie de ipotezele simplificatoare, acelasi dispozitiv are mai
multe modele fizice cu grade diferite de realizare. De obicei modelele de mare acuratete
corespund unor liste cu mai putine ipoteze simplificatoare, dar ele au o complexitate
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sporita fata de modelele de acuratete scazuta. Fiecare model fizic are domeniul sau de
aplicabilitate. In stiinta si inginerie trebuie adoptat modelul potrivit fiecarei aplicatii,
care corespunde unui compromis optim intre simplitate gi acuratete. Din acest motiv
se poate afirma ca modelarea fizica este nu numai o stiinta ci si o arta al carui rezultat
depinde de experienta si ingeniozitatea personala.
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Capitolul 9

Reprezentarea matematica a
marimilor fizice

Pentru o reprezentare matematica riguroasa a unei pronbleme de camp, trebuie stabilit
cadrul functional, respectiv trebuie indicat domeniul si codomeniul fiecarei functii care
intervine in problema respectiva, fie ca data, fie ca solutie, precum si clasa de functii
(spatiul) din care acea functie face parte. In fond, pentru reprezentarea problemei trebuie
descrise matematic: domeniul problemei, proprietatile de material, sursele de camp si
solutia.

9.1 Sisteme de coordonate

Pentru descrierea exacta a domeniului problemei, prima operatie in modelarea matema-
tica este alegerea unui sistem de coordonate gi a unuia temporal (alegerea originii axei
timpului). Dintre tipurile de sisteme de coordonate cele mai des intalnite in aplicatii sunt:

Sistemul cartezian (x,y, 2);

Sistemul cilindric (r, 6, 2);

Sistemul sferic (r, 0, ¢);

Alte sisteme mai putin folosite, cum sunt: sistemele curbilinii ortogonale de translatie
(cilindric, eliptic, parabolic, hiperbolic), de rotatie sau generale (bisferic, elipsoidal,
etc.).

Daca problema este plan paralela, atunci prin restrangere rezulta: sistemul cartezian
(x,y), polar (r,8) si alte sisteme bidimensionale (fig. 9.1).

Trecerea de la un sistem la altul se realizeza prin relatii de tipul:
T =rcosb;

y =rsinf,
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in care cele doua coordonate polare au urmatoarele domenii de variatie:

r € [0,00)
si
6 € [0,2m),
pentru a acoperi intreg planul.
z z
0 y 0 y
X x
8 Sist. 20 curbiliniu b)Sistem cilindric ¢)Sistem 2D curbiliniu ortogonal
orizonta
J
v
X
) Sistem cartezian €)Sistem polar

Figura 9.1: Sisteme de coordonate

Alegerea unui sistem de coordonate potrivit poate simplifica foarte mult rezolvarea pro-
blemei, modificand chiar gi dimensiunea sa. Daca, de exemplu, in cazul unei probleme
plan-paralele cu simetrie axiala (1.5D), cand se folosegte sistemul cilindric problema este
unidimensionala; cand se foloseste sistemul cartezian este bidimensionala iar cand se fo-
loseste sistemul sferic cu centrul plasat in afara axei problema este tridimensionala.

9.2 Reprezentarea domeniului spatio — temporal

Domeniul de calcul €2; al unei probleme are in general un caracter spatio-temporal, urmand
ca in functie de regimul temporal sa fie:
e (), = () 1n cazul regimurilor statice sau stationare;
e O, =0 x[0,7), in cazul regimurilor periodice, cu perioada T;
e O, = x[0,00), in cazul regimurilor tranzitorii.
In continuare se va considera €2y = Q X [0, {4z ), I care t,,q, este 0, T sau co, in functjie

de regim. Domeniul spatial {2 al problemei este parte din IR", urméand ca n sa depinda
de dimensiunea problemei:
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e () C IR, in cazul problemelor unidimensionale (1D si 1,5D);
e 2 C IR?, in cazul problemelor bidimensionale (2D si 2,5D);

e () C IR?, in cazul problemelor tridimensionale (3D),

iar incluziunea nu este in mod necesar stricta. In functie de caracterul marginit sau nu al
domeniului, deosebim:

e () marginit, in cazul problemelor cu ”frontiera inchisa”, numite i probleme interne;

e () nemarginit, in cazul problemelor cu ”frontiera deschisa”, numite si probleme
externe.

Un caz limita de problema cu frontiera deschisa este cel in care domeniul se extinde la
intreg spatiul 2 C IR™.

In stabilirea modelului matematic al domeniului fizic exprimat in coordonatele alese, in-
tervin nu numai ecuatiile frontierei domeniului dar gi suprafetele (sau curbele) de separatie
intre subdomenii cu proprietati de material diferite (partile componente ale dispozitivului
industrial in modelul fizic). Cel mai adesea, domeniul spatial este alcatuit din mai multe
porti disjuncte 2 = U}" €Y, fiecare avand proprietati de material diferite.

Dupa cum se va constata ulterior, domeniile multiplu conexe trebuie tratate cu de-
osebita atentie, motiv pentru care ordinul de conexiune (numarul de taieturi care face
ca domeniul sa devina simplu conex) trebuie determinat inca de la inceputul modelarii
matematice.

9.3 Reprezentarea proprietatilor de material

Reprezentarea matematica a proprietatilor de material se face in functie de tipul acestora.

o In medii liniare, omogene $i izotrope sunt suficiente trei constante reale si nenegative
(e, 1 0), daca Q) este omogen pe portiuni, atunci @ = U™, este alcatuit din m
subdomenii, carcterizarea fiind facuta prin vectorii m — dimensionali cu componente
nenegative:

e=le1,69, 0 em)t €R — IR;

T
po= 1, pras ooy )" € IR — IR;
o=lo1,00,....0m" €R —IR.

o In medii liniare,omogene $i anizotrope, caracterizarea este facuta de trei tensori

reprezentati prin matrice simetrice si pozitiv definite cu dimensiuni nxn, dependente
de dimensiunea problemei:

_ [ £ £ _ _ _
z = 11 12 _ gT e IRn;rn7 s IRna:n7 7 € R™".
| €21 €22
€11 €12 .. . (91)
T = €1 €99 y — = ¢ anxn7 ﬁ c anxn7 7 ¢ IR™".
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e [n medii omogene, anizotrope cu surse permanente, sunt necesare pentru fiecare tip
de caracterizare: dielectrica, magnetica si de conductie , un tensor si un vector:

g R™ P, M, E;, ¢ R"E7%5cR"; P, M, E, ¢R"

ol
=

Y

e In medii omogene, neliniare $i izotrope se utilizeaza, pentru fiecare tip de carac-
terizare, o functie reala de variabila realda nenegativa (ce indica dependenta intre
modulele marimilor de camp):

D= ﬁ(E), cuD: R, — IR, caracteristica dielectrica;

B = B(H), cu B: R, — IR, caracteristica de magnetizare;
J = j(E), cu J R, — IR, caracteristica de conductie,
urménd ca D = D(E)E/E, B= B(H)H/H, J = J(E)E/E.

e In medii omogene, neliniare si anizotrope fiecare caracteristica de material este o
functie vectoriala de variabila vectoriala:

=D(E), cu D: R" —» R";

e In medii lintare, izotrope $i meomogene cei trei tensori caracteristici sunt functii
definite pe :

D =¢(r)E, deci €:Q — Ry;
D =¢(r)E, deci £:Q — Ry;
B
J

= p(r)H, deci p:Q— Ry;
=o(r)E, deci 0:Q — R,.

e In medii lintare, anizotrope si neomogene cei trei tensori caracteristici sunt functii
definite pe :

D =%&(r)E, cu £:Q — R""™";
D =%(r)E, cu £: Q2 — R"™,
B=7(r)H, cu :Q— R™,
J=3(r)E, cu 7:Q — R"™™".

e [n medii anizotrope si neomogene, cu surse permanente, la celelalte trei functii ten-
soriale se adauga urmatoarele functii vectoriale caracteristice definite tot pe €

P, Q—-1R"; M,:Q—R"; E,;:Q—R"
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e [n mediile neliniare, izotrope si neomogene functiile caracteristice sunt definite pe

RXR+:

D(r,E)cu D:Qx R, — Ry;
B(r,H) cu B: Q xR, — Ry;
J(r,E)cuJ: QxR — Ry,

D
B
J

o In mediile neomogene, neliniare si anizotrope functiile caracteristice sunt definite pe
R" x IR™

f)(r,E) cuD:QxR*— R

B(r,H) cu B: QO x R" — R";

Jr,E)cuJ: QxR"— R"

D
B
J

e Cazul general este cel al mediilor parametrice, neomogene, neliniare $i anizotrope,
care sunt caracterizate prin functii definite pe ):

I
wh

(r,t,E) cu D : Q % [0, £ppae] X R" — R™;
(r,t,H) cu B : Q x [0, tpa] X R® — R™;
I, t,E) cu J : QX [0, tge] X R* — IR™.

I
ws]

D
B
J

Trebuie remarcat ca unele medii pot avea cele trei proprietati de material in categorii
diferite. De exemplu, un domeniu poate fi: dielectric liniar, izotrop si omogen; magnetic
neliniar, anizotrop si omogen iar din punct de vedere al conductiei neomogen gi cu surse
permanente.

In cazul problemelor cu folii sau fire se folosesc, pentru caracterizarea materialelor,
functii definite pe suprafetele si curbele respective.

Sursele interne de camp sunt in general reprezentate prin functii vectoriale definite pe
domeniul spatio-temporal de calcul:

e polarizatia permanenta P, : Q, — R",
e magnetizarea permanenta M, : 3, — IR",

e campul electric imprimat E; : , — R",
dar in functie de regim ele pot fi si:

e densitatea de sarcina p: €} — IR,

e densitatea de curent J : €2, — R"
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cum este, spre exemplu, in electrostatica si respectiv regimul magnetic stationar. In
regimul cvasistationar amagnetic p este solutie iar in regimul electrocinetic J este solutie
si nu sursa de camp.

Sursele externe de camp sunt reprezentate de conditiile de frontiera. Acestea sunt
functii definite pe frontiera 9Q C IR" ! a domeniului spatial, ca de exemplu:
e componenta tangentiald a intensitatii campului E, : 0Q x [0, tpmee] — R™! sau

componenta tangentiala a campului magnetic H; : 0Q X [0, t,0.] — R

e componenta normala a inductiei electrice D,, : 9 X [0, t;ne.) — IR sau componenta
normala a inductiei magnetice B,, : 0 X [0, tjaz) — R;

e componenta normald a densitatii de curent J, : 92 X [0, t,4.) — R.
In mod uzual, conditiile de frontiera se refera la acele componente ale campului care

se conserva la trecerea prin frontiera, cum sunt: componentele normale ale inductiilor si
densitatilor de curent sau componenta tangentiala a intensitatii campului.

In cazul conditiilor hibride, frontiera poate fi partajata in parti disjuncte 02 = Uj* | Sk,
urmand ca pe fiecare in parte Sy sa fie impusa alt tip de conditie de frontiera.

Trebuie mentionat ca in cazul domeniilor multiplu conexe pot interveni si un numar de
surse scalare egal cu ordinul de conexiune al domeniului.

Solutia problemei de camp este alcatuita din unul sau mai multe campuri vectoriale

e inductia electrica D(r,t);

e intensitatea campului electric E(r,t);

e inductia magnetica B(r, t);

e intensitatea campului magnetic H(r, ¢);
e densitatea de curent J(r,t);

e densitatea de sarcina p(r,t)

definite ca in exemplele:

D:O;,—-R" E:Q;,—R"; B:Q,—R", H:Q, —1R".

Deoarece solutia problemei trebuie sa satisfaca ecuatiile campului electromagnetic, spu-
nem ca, ea este o solufie tare (in sens clasic) daca este continua, derivabila si satisface
formele locale ale legii in orice punct din domeniul de calcul precum si conditiile de fron-
tiera in orice punct de pe frontiera. In consecinta, solutiile clasice se cauta in spatiile
functiilor de clasa C1(£2;, IR"). Dupéa cum se va vedea ulterior, problemele pot fi reformu-
late astfel incat solutiile (numite slabe) sa fie cautate in clase mai largi de functii.

Deoarece sursele de camp nu intervin sub derivate spatiale sau temporale, chiar in
formularea clasica, ele pot fi elemente ale unor spatii de functii mult mai largi. In mod
uzual ele se considera de patrat integrabil, deci din clasa L?(€y, R"). Densitatea de sarcin
p apartine deci, fie clasei C''(Qy, R) fie clasei mai largi L*(€);, IR), dupd cum, ea reprezinta
o solutie sau o sursa, in acord cu regimul campului.
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9.4 Reprezentarea obiectelor idealizate

Trebuie mentionat ca, in multe cazuri clasa surselor este extinsa si mai mult, la clasa
D(Q, R) a functiilor (distributiilor) generalizate. Procedand in acest fel, sursele distri-
buite superficial, lineic sau punctiform nu mai trebuie tratate separat, ci ele devin cazuri
particulare ale surselor distribuite volumetric.

De exemplu, un corp punctiform plasat in punctul de coordonate (xg, yo, 20), electrizat

cu sarcina ¢, are densitatea de volum a sarcinii:

p(x,y,2,) = qd(x — 20)0(y — Y0)d(2 — 20),
in care § este functia generalizata a lui Dirac (derivata functiei treapta unitate, a lui
Heaviside h(z) = 0 pentru = < 0 gi h(z) = 1 in rest).

Functia Dirac §(z) are suportul in origine iar, integrala sa pe orice interval care cuprinde
originea este unitara:

/_O:O d(z)dz = 1.

Un fir electrizat lineic, cu densitatea p;, suprapus pe axa Ox are densitatea de volum a
sarcinii:

iar planul de ecuatie z = zj electrizat superficial are densitatea de sarcina:
p(a:, Y, Z) = ps(x, y) : (S(Z — ZO).

Daca se considera zo(z,y) ecuatia parametrica a unei suprafete, atunci sarcina va fi
distribuita superficial pe acea suprafata si nu pe plan.

Intr-un sistem curbiliniu de coordonate ortogonale (u, v, w), un corp punctiform electri-
zat cu sarcina ¢ i plasat in punctul de coordonate (ug, vy, wy) are densitatea de sarcina:
q

plu,v,w) = Bt d(u — ug)d(v — vg)d(w — wy) ,

in care, hy, ho, hg sunt parametrii Lame ai sistemului de coordonate in punctul ry. Sarcina
unui domeniu €2 care include punctul rq este:

q= /deV = ///p~h1-h2-h3dudvdw = q/_o:o /_O:O /_O:O d(u—ug)o(v—up)d(w—wq)dudvdw

in care s-a notat cu dV elementul de volum.

De exemplu, densitatea de sarcina p = ph(z)h(zg — 2)d(0)0(r — a)/a reprezintd, in
coordonate cilindrice, un fir de lungime 2y, electrizat uniform, cu densitatea p., plasat la
distanta 0,5 de Oz, paralel cu aceasta.
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Capitolul 10

Formularea corecta a problemelor
campului electromagnetic in diferite
regimuri

Problema fundamentala a analizei campului electromagnetic, in diferite regimuri, se re-
duce, din punct de vedere matematic, la rezolvarea unor ecuatii diferentiale cu derivate
partiale. Pentru ca astfel de probleme sa fie corect formulate este necesar ca:

e solutia sa existe;
e solutia sa fie unica;

e solutia sa depinda continuu de datele problemei.

Aceste proprietati ale solutiei sunt asigurate de demonstrarea unor teoreme de existenta,
unicitate si respectiv continuitate.

Importanta existentei si unicitatii este evidenta, deoarece se lucreaza cu modele ideali-
zate, valabile In anumite ipoteze simplificatoare, ipoteze care nu sunt riguros respectate
in realitate. Importanta continuitatii a fost evidentiata relativ tarziu, prin exemplul lui
Hadamard. Acesta se refera la o ecuatie Laplace intr-un semiplan, cu conditii Cauchy,
pentru care se obtine o solutie ce nu depinde continuu de conditia de frontiera (sursa
de camp). Deoarece, In majoritatea aplicatiilor practice, datele unei probleme nu sunt
cunoscute cu acuratete maxima, ci sunt acceptabile mici variatii ale datelor, datorita ero-
rilor de masura sau chiar de reprezentare in calculator (de rotunjire a numerelor). Daca
solutia este discontinua, atunci se pot obtine variatii mari, necontrolate ale ei chiar si in
cazul unor mici variatii ale datelor.

Toate cele trei conditii ce trebuie impuse solutiei prezinta importanta teoretica si prac-
tica, totusi teorema de unicitate este pe departe cea mai importanta in practica. Aceasta
deoarece, daca a fost obtinuta o solutie numerica aproximativa a problemei de camp (cu
calculatorul) poate fi verificatd masura in care aceasta satisface ecuatiile si conditiile de
frontiera. Prin experimente numerice poate fi evaluata chiar si stabilitatea numerica. In
shimb, daca solutia nu este unica, acest lucru nu poate fi verificat cand avem la dispozitie
doar una din solutiile posibile. Acea solutie s-ar putea sa nu fie solutia cu semnificatia
fizica pe care o cautam.
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Din punct de vedere ingineresc, formularea corecta a unei probleme de camp presu-
pune demonstrarea cel putin a unei teoreme de unicitate pentru solutia problemei. Din
fericire teoremele de unicitate se demonstreaza relativ usor fata de celelalte teoreme. In
continuare, vor fi prezentate cateva teoreme de unicitate pentru campul electromagnetic
in diferite domenii. Ele se bazeaza pe rationamente de tip "reducere la absurd”, presu-
punand ca exista doua solutii distincte. Teoremele prezentate acopera o larga clasa de
probleme intalnite in practica.

Daca totusi, o problema de camp nu este un caz particular al acestor teoreme este nece-
sara demonstrarea unicitatii (de obicei folosind ca model demonstratia teoremei clasice).
Demonstrarea sau identificarea teoremei de unicitate este un pas esential in modelarea
matematica a problemelor de camp electromagnetic.

10.1 Regimul electrostatic

Problema fundamentald a acestui regim are ca date: domeniul € (din care au fost elimi-
nate subdomeniile conductoare si cele anelectrice), functia caracteristica de material D
(in particular, in cazul dielectricilor cu surse permanente este datd permeabilitatea g si
polarizatia permanenta P, in ), polarizatia permanenta P, in orice punct din domeniu
si distributia de sarcina p in interiorul domeniului 2.

Necunoscutele problemeisunt campurile vectoriale D si E, care satisfac ecuatiile: divD =
p; rotE =0, D = D(E) sau in particular D =2-E+P,. divD = p; rotE =0, D = D(E)
sau in particular D =2-E + P,,.

Teorema 10.1.1 Teorema de unicitate a campului electrostatic

Problema formulata anterior are solutie unica, daca functia de material este strict
monotona, respectiv satisface relatia:

(D(E2) — D(E1))(Ez — Eq) >0,

in particular Z este pozitiv definit si este indeplinita una din urmdtoarele condifii de
frontiera:

e in orice punct de pe frontiera OS) este data componeneta normald a inductiei electrice
D,, = nD, astfel incat
/ D,dA = / pduv;
o0 Q

e in orice punct de pe frontiera 0S) este data componenta tangentiald a campului
electric E; = n x (E x n);

e in orice punct de pe frontiera OS2 este data fie D, fie Ey, iar in plus dacd multimea
punctelor Sg pe care este dat E; nu este conexa ci formata din m parti conexe
Sp = UjL, Sk trebuie cunoscute si valorile a m — 1 fluzuri electrice & pe suprafetele
Sk sau wvalorile tensiunii electrice uy, pe curbe din OS2 ce formeaza un arbore cu
nodurile in Sy (o parte din fluzuri pot fi inlocuite cu tensiuni si reciproc).
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Pentru demonstratia acestei teoreme va fi formulata o problema care generalizeaza
cazurile tuturor regimurilor statice si stationare in domenii simplu conexe. Solutia acestei
probleme este reprezentata de perechi de campuri F i G, care satisfac ecuatiile: divG = p;
rofF =J G = G(r,F) sau in particular G = A\(r)F + G,(r), in care G, F, G : Q —
R™ p:Q — R" iar G:OxR" — R"sauin particular A : Q — IR™*"; satisfac conditiile:

(G(r,F1) — G(r,F9))(F; — Fs) > 0,

pentru orice F1,Fy € R", cu F; # F», sau F(i, r) > 0, pentru orice E # 0.

Presupunem, prin absurd, ca aceasta problema admite doua solutii (Gq, Fy) si (G, Fs)
distincte. Diferenta G = G1—Gy, F = F;—F; va satisface sistemul de ecuatii: divG = 0,
rotF =0, Gy = é(rl, Fy), Gy = é(rg, F,) sau in particular G = ArF, campul diferenta
F este irotational pe domeniu simplu conex si deci are potential vector V univoc definit,
astfel incat: V4 — Vg = fCAB Fdr sau echivalent F = —gradV.

Tinand cont ca:
div(GV) = VdivG + GgradV = GgradV

/ GFdv = — / GgradVdy = — / div(GV)dv = — [ G.VdA =0
Q Q Q o0

deoarece 1n conditiile de frontiera:

e (G, =0 pe 0%
o [, =0 pe 0N, deci V =0 pe 09;

e GG, =0ped- -Sgsi By =0peSg = USk, deci V =V}, pentru fiecare parte
Sk st Jo GFdv = — [¢, G, VdA = =374 Vi [5, GrdA, alegand Vy, = 0 rezulta, din
conditiile impuse, fie ¢, = [5 GndA =0, fie Vi = [, Edr = 0 ceea ce contravine
ipotezei (nu poate fi realizat decat daca F; = Fy 51 G = Ga).

In consecinta:
/ GFdv = / (G(r,Fy) — G(r, Fa))(F, — Fa)dv = / FAFdv = 0
Q Q Q

ceea ce contravine ipotezei, (nu poate fi realizat atunci decat daca F; = Fy 51 G = Ga).

Conditia de frontiera hibrida este destul de des utilizata. De exemplu, pentru calculul
capacitatii intre doi electrozi conductori, £; = 0 pe acestia, deci m = 2 (Sg fiind reuniunea
celor doi conductori). In consecinta, mai trebuie cunoscut, pentru unicitatea campului,
fie tensiunea u dintre cei doi electrozi, fie fluxul electric pe unul dintre ei (sarcina ¢ in care
este incarcat). In mod similar se trateazi problema cu m conductoare scufundate intr-
un dielectric, pentru fiecare conductor, cu exceptia unuia de referinta, trebuie cunoscuta
fie valoarea sarcinii totale (nu gi distributia acesteia) fie valoarea potentialului. Trebuie
remarcat ca in domeniile nemarginite 2 = IR", la care domeniul este extins la intreg
spatiul, conditia de frontiera este inlocuita de o comportare la infinit a solutiei, care pe o
sfera ¥ de raza R — oo sa asigure [, D,VdA — 0.

Se verifica usor ca in cazul mediilor dielectrice active (cu polarizatie permanenta) solutia
(D, E) depinde liniar de sursele de camp interne si externe (p, P,, D,, E;, 1, u), putand
fi calculata prin superpozitie, deci fiecare tip de sursa poate fi studiata independent de
celelalte, cu conditia ca domeniul si constantele de material € sa nu se modifice.
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10.2 Regimul magnetostatic

Problema fundamentald a acestui regim are ca date: domeniul Q (din care au fost elimi-
nate subdomeniile feromagnetice ideale cat si cele amagnetice) si functia caracteristica de
material B (in particular, in cazul nediilor cu magnetizare permanenta se cunosc tensorul
permeabilitatii 7z si magnetizatia permanenta M, in orice punct din ). Necunoscutele
problemei sunt functiile vectoriale B si H, care satisfac ecuatiile:

divB = 0;
rotH = 0;
B = B(H)

sau in particular B = tH + 110M,,.

Teorema 10.2.1 Teorema de unicitate a campului magnetostatic

Problema formulata anterior are solutie unica daca domeniul €2 este simplu conex,
functia de material este monotona:

(B(H,) — B(H,)(H, — Hy) > 0,

in particular in cazul mediilor liniare sau afine tensorul i este pozitiv definit (are valori
proprii strict pozitive) si daca este indeplinita una din conditiile de frontiera:

e in orice punct de pe 02 este datd componenta normald a inductiei B, = nB (cu
valoare medie nula pe 0S), pentru ca solufia sa existe);

e in orice punct de pe 0S) este data componenta tangentiald a intensitatic H; = n X

(H x n);
e in orice punct de pe O) este dat fie H; (pe Sy C 0), fie B, (pe restul 02 — Sy ),

cu conditia ca daca Sy este neconexa si alcatuita din m parti Sy, S, ...S, conexe,
atunci pe primele m — 1 parti trebute cunoscut fie fluxul magnetic py. fie tensiunea
magnetica U, a unui punct fata de un punct situat in partea de referinta S,,.

Daca domeniul este multiplu conex, atunci sunt necesare conditii de unicitate suplimen-
tare, si anume pentru fiecare ”gaura” in domeniu trebuie precizata fie tensiunea magnetica
in jurul ei, fie fluxul magnetic pe o suprafata de taieturi ce elimina gaura respectiva.

Teorema de unicitate a regimului magnetostatic este un caz particular al teoremei de
unicitate din regimul magnetic stationar.

In cazul mediilor liniare si active (cu mgnetizatie permanenta), solutia (B, H) depinde
liniar de sursele interne si cele externe de camp (M, B,,, Hy, ¢, U,,), putand fi calculata
prin superpozitie, cu conditia ca domeniul €2 i constanta de material & sa nu se modifice.
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10.3 Regimul electrocinetic stationar

Problema fundamentald a acestui regim are ca date: domeniul 2 (din care au fost eliminate
subdomeniile supraconductoare si cele izolante) si functia caracteristica de material J (in
particular, in cazul mediilor liniare se cunoaste tensorul conductivitatiilor @ iar in cazul
conductoarelor active se cunoagte in plus si E; sau J; in fiecare punct din domeniul 2).
Necunoscutele problemei sunt campurile vectoriale J si E, care satisfac ecuatiile:

div.J = 0; rot E = 0; J = J(E) sau in particular J = 5(E + E;) = E + J,.

Teorema 10.3.1 Teorema de unicitate a campului electrocinetic

Problema formulata anterior are solutie unica daca funcia de material este monotona:

(j(E2) - j(El)(EZ —E;) >0,

in particular in cazul mediilor liniare si al celor active tenorul @ este pozitiv definit si
este indeplinita una din conditiile de frontiera:

e in orice punct de pe 0N este data componenta J, = nJ (cu valoare medie nuld pe
08, pentru ca solutia sa existe);

e in orice punct de pe 0S) este data componenta tangentiald a intensitatii Fy = n X
(E x n);

e in orice punct de pe O) este dat fie By (pe Sgp C 9), fie J,, (in rest), cu conditia ca
daca Sg este neconexa si alcatuita din m parti conexe pe fiecare din aceste parti cu
exceptia ultimei este dat fie curentul total Iy, fie tensiunea Uy, fata de ultima parte.

Teorema de unicitate este un caz particular al teoremei generale demonstrate in cazul
regimului electrostatic. De altfel ecuatiile electrocineticii sunt similare cu forme particu-
lare ale ecuatiilor electrostaticii (pentru p = 0).

Ultima conditie de frontiera, cea hibrida este utilizata in calculul rezistentei rezistoa-
relor. Acestea au cele doua borne disjuncte echipotentiale (E; = 0) iar suprafata laterala
este suprafata de camp (J,, = 0). In cazul rezistoarelor multipolare cu m borne, suprafata
SE este alcatuita din m parti conexe, in particular m = 2 in cazul rezistoarelor bifilare.
Pentru ca problema de camp ce trebuie rezolvata pentru determinarea rezistentelor sa fie
corect formulata va trebui ca pentru fiecare borna (cu exceptia celei de referinta aleasa
in mod conventional) sa se cunoasca fie curentul injectat fie tensiunea fata de borna de
referinta.

10.4 Regimul magnetic stationar

Problema fundamentald a acestui regim are ca date domeniul Q (din care au fost eli-
minate subdomeniile feromagnetice ideale gi cele amagnetice), functia caracteristica de
magnetizare B (in particular, in cazul mediilor liniare tensorul & iar in cazul corpurilor
cu caracteristica de magnetizare afind se cunoaste si magnetizatia permanenta M,) si
distributia curentului de conductie J in domeniul 2.
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Necunoscutele problemei sunt campurile vectoriale B si H, care satisfac ecuatiile:

diwvB = 0;
rotH = J;
B = B(H)

sau in particular B = ftH + poM,,.

Se constata ca ecuatiile regimului magnetostatic sunt o particularizare a ecuatiilor re-
gimului magnetic stationar, obtinuta pentru J = 0.

Teorema 10.4.1 Teorema de unicitate a campului magnetic

Are exact acelasi enunt cu teorema de unicitate a campului magnetostatic, cu observatia

ca in formularea problemei intervine tn plus printre date si distributia densitatii de curent
J.

In cazul domeniilor Q simplu conexe aceste doua teoreme sunt cazuri particulare ale
teoremei de unicitate demonstrati in cazul electrostaticii. In cazul domeniilor multiplu
conexe potentialul scalar V' nu se poate defini, in mod unic, mai exact el depinde de
numarul de ori de care curba respectiva inconjoara golurile domeniului (fig. 10.1).

T

¥T_/
i Q

F— e T

Figura 10.1: Domeniu multiplu conex

Din acest motiv este necesara transformarea domeniului multiplu conex intr-unul simplu
conex prin efectuarea unor taieturi cu suprafetele 77,75, ... T,. In aceste conditii:

/ GFdv — — / G VdA
Q o0

[ ¢ VdA=— / G, VdA — / G, VdA — G, VdA =
o0 Sa Sr T/UT”
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m q n—1 q
:—ZWJ(MM—Z%/G@WM:—ZW%—Z@%,
k=1 Sk j=1 T; k=1 j=1

deoarece G,, = 0 pe Sg = 02 — Sp, Sp = U, Sk, iar pe fiecare suprafata Si, £, =0
deci V = Vy=const., ca V;, =0, T'=UjL, T3, T" =UjL, T, T'1 = UL, T'1;, in care Tj si
T'1;, sunt cele doua fete ale suprafetei 7}.

S-a notat cu
AV =V, = / Fdr
r

saltul potentialului pe taieturi 7} egal cu tensiunea pe curba I'; ce inconjoara ”golul” j si

cu:

U, = [ GndA, U, = / G.dA,
S, Y;

fluxurile prin suprafetele Sy si respectiv Tj.

Daca pentru fiecare suprafata Sy (cu exceptia uneia,de exemplu k = n) se impune fie
fluxul ¥, fie tensiunea Vj, fata de S, si pentru fiecare taietura 7} se impun fie fluxul ¥y,
fie tensiunea pe o curba inchisa ce inconjoard ”golul” eliminat de T}, atunci toti termenii
sumei sunt nuli si F' = 0, deci campul este determinat univoc deoarece F; = Fs.

10.5 Regimul cvasistationar inductiv tranzitoriu

Problema fundamentald a acestui regim are ca date: domeniul de calcul £; = Q x [0, 00),
functia caracteristica de magnetizare B (in cazul particular al mediilor liniare este dat
tensorul 7, iar in cazul mediilor cu caracteristca afina si magnetizatia permanenta M,)
si functia caracteristica de conductie J (in cazul conductoarelor tensorul @, iar in cazul
mediilor cu caracteristica afina si densitatea de curent imprimat J; = GE;).

Necunoscutele problemei sunt campurile B, H, J si E care satisfac ecuatiile:

0B

tE=———;

ro TR
rotH = J;

B = B(H) sau in particular B = GH + 110M,;
J = J(E) sau in particular J = E + J;,
si conditia initiala:
B(r,t) = By(r) pentru t =0, r € Q,
care satisface restrictia: divBy = 0.

Se verifica usor, aplicand operatorul de divergenta teoremei lui Ampére, ca densitatea
de curent are o distributie solenoidala, in acord cu legea conservarii sarcinii particularizata
la acest regim. Daca inductia magnetica este solenoidala in momentul initial, atunci ea
se mentine tot asa si in timpul regimului tranzitoriu, deoarece conform legii inductiei
electromagnetice divB este constant in timp.

Teorema de unicitate va fi demonstrata in conditiile in care J are caracter afin (J = GE-+
J;), iar B este neliniar anizotrop (B = B(H)H/H) cu B strict monotona si marginita.
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Sa presupunem ca exista doua solutii distincte (Bq, Hy, J1, Eq) si (Ba, Hy, Jo, Es), care
satisfac ecuatiile problemei gi conditiile initiale, solutia diferenta: B = B; — By, H =
H, —H,, J=J, —Jysi E=E; — E,, va satisface sistemul de ecuatii:

rotk = —%—]tg, rotH = J.

B=B,-B,=B(H,) - B(H,), J=3E
si conditia initiald nula B(F,0) = 0.

Inmultind prima ecuatie in produs scalar cu H si a doua cu E si apoi scazandu-le,
rezulta relatia:

/m(H x E)dA = /QH%—]?dv +/QE(§E)dU.

Notand: w = fj H®2dv = [ H(B)dB > 0, rezulti

ow _
[ Srdv+ /Q E(FE)dv = /BQ(Ht x Ey)dA,
deoarece n(H x E) = E(n x H) = n(H; x E) = n(H; x E;).
Daca E; sau H; sunt nule, si tinand cont cd E(GE) > 0, pentrua > 0 si £ # 0, rezulta:

ow
/Qad/0<0

si prin integrare in timp pornind de la ¢t = 0 la care w = 0, rezulta inegalitatea

/Qw(t)dv <0,

care impreuna cu conditia w > 0 conduce la consecinta w = 0, deci B = 0 si implicit
H =0, J=. Daca @ > 0, atunci si £ = 0.

In consecinta teorema de unicitate a campului cvasistationar inductiv are urmatorul
enunt;:

Teorema 10.5.1 Problema regimului cvasistationar inductiv tranzitoriu formulata ante-
rior are solutie unica, daca:

e caracteristica de magnetizare B = B(H)YH/H are functia B : R — R, continud,
inversabila si cu B(0) = 0;

e caracteristica de conductie de forma J = TE+J;, in care T este un tensor cu valorile
proprii pozitive,;

e in orice punct de pe OS2 este datd fie componenta tangentiald a intensitalii campului
electric By, fie componenta tangentiala a intensitatic campului magnetic Hy.

Se constata ca pentru a asigura unicitatea solutiei, trebuie ca anularea conditiilor de
frontiera sa implice anularea fluxului vectorului Poynting.
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10.6 Regimul cvasistationar capacitiv tranzitoriu

Problema fundamentald a acestui regim are ca date: domeniul de calcul €, = Q x [0, 00),
functia caracteristicii dielectrici a domeniului D (in cazul particular al dielectricilor lini-
ari tensorul g, iar in cazul mediilor cu caracteristca dielectrica afina in plus polarizatia
permanenta P,) si functia caracteristica de conductie J (in cazul conductoarelor liniare
tensorul 7, iar in cazul mediilor cu caracteristica de conductie afina, in plus campul electric
imprimat E;).

Necunoscutele problemei sunt campurile vectoriale E, D, J si campul scalar p care sa-
tisfac ecuatiile:

rotE = 0;
oD
tH=J+ —;
0 + o
divD = p;

D = D(E) sau in particular D = ZE + P,;
J = J(E) sau in particular J = 5(E + E;)
si conditia initiala E(r,t) = Eo(r) pentru ¢t = 0, r € ©, cu restrictia rotEq(r) = 0.

Trebuie remarcat ca folosind relatia D — E si legea fluxului electric din conditia initiala

A

se determina distributiile initiale atat ale inductiei electrice Dy = D(Eq) cat si a sarcinii
Po = diUDo.
Teorema 10.6.1 Teorema de unicitate a campului cvasistationar capacitiv.
Problema fundamentala a regimului cvasistationar capacitiv formulata anterior are solutie
unica, daca:
e caracteristica dielectrica este afind si tensorul € are valorile proprii pozitive;

e caracteristica de conductie a mediului din Q este afina si tensorul @ are valori proprii
nenegative;

e in orice punct de pe OS) este data fie componenta tangentiala a intensitatii campului

electric, By fie componenta tangentiala a intensitatic campului magnetic Hy.

Pentru demonstratie se considera ca exista doua solutii diferite iar (E,D,bfJ, p) este
diferenta lor, care satisface ecuatiile:

rotE = 0;
oD
tH=J + —;
T0 + o
divD = p
D =ZEsi J = 5(E), si conditia initiala E(r,¢) = 0 si conditii de frontiera tot nule, E; = 0
si Hy =
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Teorema energiei electromagnetice pentru acest camp diferenta are urmatoarea forma
locala:

D
div(H x E) = E%—t +JE,

si urmatoarea forma globala:

_ ow
H EdA:/E—Ed /—d,
/asz( < E) a v oot

cu w = DE/2 = (EEE)/2 > 0. Deoarece campul diferenta are conditii de frontiera nule,
vectorul Poynting S = E x H are componenta normala nula: S, = nS = n(E x H) =
l’l(Et X Ht) =0.

In consecinta, intre puterea P disipata in conductoarele domeniului si energia acumulata
in campul electric exista relatia:

P+ 4% =0,cu P=[,EcEdv >0 W = [ywdv > 0.

Prin integrare in timp rezulta:

W(t) — W(0) = — /OtP(t)dt <0,

in care W(0) = 0, deoarece F(0) = 0, deci energia campului electric care este pozitiv
definita este In mod necesar nula W (t) = 0. Acest lucru este posibil doar daca E = 0,
D =0, ceea ce implica J =0, p = 0. In consecinta, deoarece diferenta celor doua solutii
este nula, ele sunt egale intre ele, deci solutia problemei de camp este unica.

Daca se doregte determinarea unui camp magnetic unic (B, H) se poate aplica teorema
de unicitate de la regimul magnetic stationar, deci adaugarea ecuatiilor:

divB = 0, B = poH

si conditii la frontiera referitoare la B, in punctele in care este dat E;, presupunand ca
punctele in care este dat H;, alcatuiesc o suprafata conexa.

10.7 Regimul cvasistationar tranzitoriu

Teoremele prezentate pentru regimurile cvasistationare nu sunt singurele teoreme de uni-
citate ale acestor regimuri. Orice conditie de frontiera care anuleaza vectorul Poynting
in toate punctele frontierei sunt conditii care asigura unicitatea solutiei. Un exemplu
ilustrativ in acest sens este elementul electromagnetic de circuit, care este prezentat la
sfargitul acestui capitol.

10.8 Regimul general variabil tranzitoriu

Problema fundamentald a acestul regim are ca date: domeniul de calcul €, = Q x [0, 00),
functia caracteristica dielectrica D (in particular pentru dielectrici liniari tensorul £ si
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eventual P, in medii polarizate permanent), functia caracteristica de magnetizare B (in
particular in mediu liniar magnetic tensorul 7z si eventual I, = 110M,, In medii magnetizate
permanent) si functia caracteristica a conductiei (in particular, in medii conductoare
liniare este dat tensorul 7 si eventual J; = TE; , in medii cu camp dielectric imprimat).

Necunoscutele problemei sunt campurile vectoriale E, D, B, H, J si campul scalar p care
satisfac ecuatiile:

0B
tE = ———;
r0 BT
oD
tH=J+ —;
0 + o
divD = p;

D = D(E) sau in particular D = ZE + P,;
B = B(H) sau in particular B = 7H + I,;
J = J(E) sau in particular J = TE + J;;
si conditiile initiale:

D(r,t) = Dy(r) pentru t =0, r €
B(r,t) = By(r) pentru t =0, r € Q,

cu divBy = 0.

Este ugor de observat ca daca inductia magnetica este solenoidala (are divergenta nula)
in momentul initial, atunci va pastra conform legii inductiei electrolmagnetice aceasta
proprietate pentru orice moment de timp. Cunoagterea distributiei inductiei electrice
permite determinarea distributiei de sarcina, conform legii fluxului electric, lege care poate
fi eliminata din sistemul de ecuatii, daca nu intereseaza electrizarea corpurilor (p este
eliminat dintre necunoscute). In orice caz, distributia initiala de sarcina rezulta din
conditia initiala referitoare la inductia electrica. Relatia dintre densitatea de curent J
si densitatea de sarcina p, impusa de legea conservarii sarcinii este automat satisfacuta
deoarece aceasta relatie este o consecinta a ecuatiilor 2 si 3 din sistemul de ecuatii.

Teorema 10.8.1 Teorema de unicitate a campului electromagnetic tranzitoriu.
Problema fundamentala a regimului general variabil formulata anterior are solutie unica
daca:
e tensorii € $i fi auvalori proprii strict pozitive;
e tensorul @ are valori proprii nenegative;

e in orice punct de pe frontiera 0S) este data fie E; fie Hy.

Pentru demonstartia acestei teoreme vom considera ca mediile au caracteristici de ma-
terial afine. Presupunand prin absurd ca exista doua solutii distincte pentru problema
fundamentala, diferenta lor va satisface ecuatiile:

0B

tE = ———;
Tro at,
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8D
tH=J + —
70 + o

divD = p;
D=%E, B=7Hsi J = 5E.
Conditiile initiale: D(r,0) = 0, B(r,0) = 0 si conditiile de frontiera: E; = 0 fie H; = 0.

Teorema energiei electromagnetice aplicata campului diferenta are forma locala:

ow

div(HXx E)=p+ —

cup=JE, w=w, +w, =28 + BH g forma integrala:
ow
Py =P+ —
¥ ot

in care:

Py = / div(H x E)dv = / (H x E)dA = /BQ(Ht « Ey)dA = 0,

P= /pdv—/ JEdv—/ E(GE)dv > 0,

-/ DE , ?)dv - /Q [B(ZE)dv + H(TH)|dv > 0.

Integrand in timp pe intervalul (0, ,,,) si tinand cont ca energia initiala este nula W (0) = 0,
rezulta:

W(t) = —/Otm P(t)dt <0,

ceea ce contrazice conditia W (t,,) > 0 demonstarta anterior.

In consecinta w = 0, deci E = 0, H = 0 cea ce implica si D = 0, B = 0, iar in final
J =0, p=0. Solutia diferenta fiind nula, rezulta ca cele doua solutii nu pot fi distincte,
iar problema fundamentala are solutie unica.

Trebuie remarcat faptul ca ecuatiile regimurilor cvasistationar inductiv si capacitiv si
implicit poblemele fundamentale ale acestor regimuri se obtin din cele ale regimului general
variabil considerand mediile in intregul domeniu de tip anelectric respectiv amagnetic.

10.9 Elementul electromagnetic de circuit

Elementele de circuit electrice cu parametrii concentrati condensatorul, rezistorul si bo-
bina sunt caracterizate de parametrii C, R si respectiv L (scalari pozitivi in cazul elemen-
telor dipolare si matrice patrate simetrice, pozitiv definite, in cazul elementelor multipo-
lare).

Calculul acestor parametrii, presupune determinarea campului electric, distributia de
curent sau a campului magnetic prin rezolvarea problemei fundamentale a regimurilor
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electrostatic, electrocinetic respectiv magnetic stationar in conditiile de frontiera specifice,
care au fost prezentate anterior.

In cazul elementelor cu parametrii distribuiti, analiza trebuie efectuata in regimul cvasi-
stationar sau general variabil, deoarece elementul de circuit cu efecte de camp aste co-
nectat in exterior cu un circuit electric cu parametrii concentrati, descris de ecuatiile lui
Kirchhoff si nu de ecuatiile lui Maxwell, conditiile de frontiera descrise anterior referitoare
la E; si H; nu unt potrivite in acest caz.

Ar trebui introduse conditii de frontiera care sa se refere la un numar finit de marimi
scalare definite astfel incat conceptele de borna (terminal), curent prin borna si potential
al bornei sa aiba sens. Acest lucru este realizat prin conceptul de element electromagnetic
de circuit electric, care este un domeniu spatial 2, a carei frontiera 02 este alcatuita din n
parti disjuncte Sy, Sy, ..., S, numite borne si suprafata externa bornelor .S; = 9 —Uj_; Sk
numita si suprafata tensiunilor la borne, si pe care sunt indeplinite urmatoarele conditii
de frontiera:

n-rotE(r) = 0 pentru r € 5, (10.1)

n - rotH(r) = 0 pentru r € S, (10.2)

n-rotE(r) = 0 pentrur € | Si. (10.3)
k=1

Conditia de frontiera 10.1 se refera la componenta tanegentiala a intensitatii campului
electric si conform legii inductiei electromagnetice impune valoare constanta in timp a
componentei normale a inductiei magnetice B,. Aceasta conditie elimina orice cuplaj
magnetic intre interiorul si exteriorul domeniului €2, iar campul magnetic exterior nu
induce camp electric in interior. Mai mult, faptul ca E,(r) este irotational pe 92 permite
definirea unui potential scalar V' pe 0€2, astfel incat E; = —gradV. Daca se doreste ca
acest lucru sa se poata face si in cazul elementelor cu domeniul €2 multiplu conex, conditia
(A) trebuie inlocuita cu una mai tare:

/ E;(r) = 0 pentru orice I' C . (10.4)
r

Conditia de frontiera 10.2 se refera la componenta tangentiala a intensitatii campului
magnetic, dar conform legii circuitului magnetic ea impune anularea componentei normale
a curentului total (cel de conductie J,, plus cel de deplasare Jg,). In acest fel se anuleazd
atat cuplajele galvanice, cat si cele capacitive prin suprafata exterma bornelor, obligand
curentul total sa treaca exclusiv prin borne. Putem spune ca 10.1 si 10.2 se refera deci la
componentele normale ale inductiilor (B,,, J,, si D,,).

Conditia de frontiera 10.3 se aplica doar bornelor si impune ca pe acestea componenta
tangentiala a campului electric E; sa fie nula. Acest lucru este realizat daca fiecare borna
este echipotentiala (de exemplu realizata dintr-o folie supraconductoare). Daca nu s-
ar impune aceasta conditie o borna ar putea avea o infinitate de valori ale potentialului
electric in diferite puncte ale sale, facand ca elementul sa nu mai fie compatibil cu circuitul
electric exterior.

Excitatia unui element electromagnetic de circuit este realizata exclusiv prin bornele
sale, de curentii si potentialele acestora definite de:

I = Hdr, V;, = Edr, pentru k=1,2,...n,
T Ch
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in care I'y, = 35}, este bordura bornei S, iar C), C 0€) este o curba ce uneste borna Sy de
borna de referinta S,,.

Teorema 10.9.1 Teorema de unicitate pentru elementul electromagnetic de circuit elec-
tric.

Problemele determinarii campului electromagnetic variabil in regim cvasistationar sau
general variabil, formulate anterior au solutie unica, daca:

o tensorul € are valori proprii strict pozitive (sau este nul in regimul cvasistationar
anelectric);

e tensorul i are valori proprii strict pozitive (sau este nul in regimul cvasistationar
amagnetic);

e tensorul @ are valori proprii nenegative;

e sunt indeplinite conditiile de frontiera 10.1, 10.2 10.3 sau 10.4 in cazul domeniului
Q multiplu conex, conditii definitorit pentru elementul electromagnetic de circuit;

e cu excepli ultimei borne, pentru toate celelalte k = 1,2,3,...,n — 1 este data fie
variatia in timp a curentului ix(t) fie valoarea potentialului Vi (t), pentru t € [0, c0).

Pentru demonstratia acestei teoreme se va folosi din nou campul diferenta a doua solutii
diferite, in maniera asemanatoare celei utilizate in demonstratia teoremei anterioare in
conditii nule de frontiera. Puterea transferata prin 0€) este:

/ (ExH)dA = / (E,xH,)dA = — / (gradV xH,)dA = / VrotHdA— [ rot(VHAA) = [ VnrotB
N 0N o0 o0 0N S

si se anuleaza pentru V, = 0sau i, =0, cu k = 1,2,3....,n — 1. In consecinta, solutia
problemei de camp este unica.

Sa presupunem ca primele (m < n) terminale sunt excitate cu potentialele v,
Vi, Vo, ..., Viu] T, iar diferenta lor (n — m) terminale cu curentii iy = [ipmy1, ..., in)" . Dupa
ce a fost determinat campul se poate calcula prin integrare pe curba de pe frontiera
curentii i, = [i1,%9,...,%,)7 prin terminalele excitate in tensiune si potentialele v, =
Vi, Ving1, -5 VT ale terminalelor excitate in curent. Utilizand operatorii hibrizi de
admitanta y, de impedanta z, de transfer in tensiune « si de transfer in circuit 3, care
leaga semnalele de excitatie de cele de raspuns, rezulta:

ia — Yaa ﬂab _ Uq, (10 5)
Up Qb Zbb U
Daca n = 0, atunci elementul este caracterizat numai de operatori de impedanta si

v = zi iar daca n = n — 1 , atunci elementul este caracterizat numai de operatori de
admitanta si ¢ = yv.

a

In cazul elementului electromagnetic liniar cu conditii initiale nule, operatorii de circuit
astfel definiti sunt liniari. Din acest motiv comportarea elementului in aceste conditii
este caracterizata de (n — 1)? functii indiciale, care reprezinta raspunsul unui terminal
la excitatie treapta a altui terminal, in conditiile in care celelalte terminale au excitatie
nula.
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Capitolul 11

Analiza campului electromagnetic in
domeniul frecventei

11.1 Reprezentarea in complex a ecuatiilor campuri-
lor sinusoidale

Cel mai des intalnit gi in acelagi timp cel mai simplu regim periodic permanent al campului
electromagnetic este regimul sinusoidal, in care variatia in timp a marimilor fizice, carac-
teristica campului, este de forma:

z(t) = XV2 sin (wt + ¢y)

in care x este valoarea instantanee, t € (—o0,00) este variabila timp, X este valoarea
efectiva, w = 2rf = 27/T este pulsatia, f frecventa si T perioada, iar ®, este faza
initiala. In regimul de variatie sinusoidald (numita i armonica), toate marimile unei
probleme au frecventa comuna de variatie, fiecare marime scalara avand specific doar doi
parametri reali: valoarea efectiva X i faza initiala ®,. Din acest motiv putem asocia
fiecarei functie x : [0,¢] — IR cu variatie sinusoidala (z € S - clasa functiilor sinusoidale
de pulsatie w) in mod biunivoc un numar complex X € C si definit de relatia X = X.jo,,
in care j este unitatea imaginara j2 = —1.

Reprezentarea in complex a marimilor sinusoidale este o transformata C : & — C cu
urmatoarele proprietati remarcabile:

e C este bijectiva, iar C™! : C — S este definita de C7'[X] = /2 Im [X 7“1,
e C este un operator liniar, fiind valabila relatia:
C [Mx1 + Aaxs] = MC [21] + AoC [22],
in care A\, Ay € R, iar 1, 29 € S;

e C transforma operatiile diferentiale in operatii algebrice, conform relatiei:

c [Cfl—ﬂ — juwC [2),

in care x € S este o functie sinusoidala de pulsatie w.
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Principalul avantaj al reprezentarii complexe consta in faptul ca ecuatiile diferentiale
in variabila timp se transforma in ecuatjii algebrice (complexe), dar in care variabila timp
nu intervine (ecuatiile au un caracter stationar). Din acest motiv, analiza campurilor
cu variatie temporala sinusoidala tehnica este facuta aproape exclusiv prin reprezentare
complexa.

Primul lucru care trebuie remarcat este faptul ca un sistem se poate afla in regim
armonic doar daca ecuatiile sale au un caracter liniar. In cazul campului electromagnetic,
acesta presupune ca toate cele trei relatii de material sunt liniare:

D= E, B=7H, J=3E.

In caz contrar, daca un camp dintr-o relatie de material este sinusoidal (de exemplu
intensitatea campului), atunci celalalt (de exemplu inductia) nu va mai avea variatie
armonica in timp.

Sa consideram o problema 2D in care componentele intensitatii campului magnetic au
urmatoarea variatie sinusoidala:

H(r,t) = iH,(r,t) + jH,(r,t) = iH,V2 sin (wt + 1) + jH,V2 sin (wt + @s).

Prin reprezentarea in complex a acestor componente se obtine:
H (r,t) = iH,el 1 +jH,eI P2 € C2,

adica un vector bidimensional cu componente complexe.

Rationamente asemanatoare pot fi facute fie in 2D, fie in 3D, pentru toate campurile
vectoriale sau scalare. In consecinta, in regim armonic campul electromagnetic este ca-
racterizat de urmatoarele functii vectoriale cu componenete complexe:

e inductia electrica in complex D : Q2 — C",

e intensitatea campului electric in complex E : 2 — C™;

e densitatea de curent in complex J : 2 — C™;

e inductia magnetica in complex B :  — C™;

e intensitatea campului magnetic in complex H : 3 — C™,

e densitatea de sarcina in complex p : {2 — C,

in care n = 1, 2 sau 3 in functie de dimensiunea problemei.

Problema fundamentala a regimului general variabil armonic are ca date: domeniul
spatial €2, tensorul permitivitatii £, tensorul permeabilitatii 7z si cel al conductivitatii @,
tensori cunoscuti in orice punct din €2 gi eventual curentul electric imprimat Jj.
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Necunoscutele problemer sunt campurile vectorial-complexe E, D, B, H, J, care sa-
tisfac urmatoarele ecuatii obtinute din ecuatiile lui Maxwell prin aplicarea transformatei
in complex C si tinand cont de proprietatile acesteia:

rot B = —jwk;

rotH=J+ jwD ;

D=%E;
B=71H;
J=FE+J,

Daca intereseaza si distributia de sarcina, atunci se calculeaza campul scalar complex,

folosind relatia: -
p=divD.

In acest regim, legea fluxului magnetic (div B = 0) este satisfacuta automat, ca o
consecinta a legii inductiei electromagnetice. Spre deosebire de regimul tranzitoriu, in
regimul sinusoidal se constata ca nu sunt necesare conditii initiale.

Prin particularizari ale constantelor de material se obtin diferite regimuri ale campului
armonic:

= 0 - regimul cvasistationar inductiv (anelectric);

[ ]
Ml

e 71 = 0 - regimul cvasistationar capacitiv (amagnetic);

= 0 - regimul general variabil in medii izolante.

°
Qll

Cei trei tensori de material sunt simetrici si au componente reale, iar valorile proprii
sunt si ele reale. Un artificiu interesant de modelare consta in considerarea unor constante
de material cu caracter complex, de exemplu € = &'+ je”, pu = '+ jp”, cu parti imaginare
e” gi/sau p” nenule. Efectul acestor parametri consta in aparitia unor cicluri eliptice de
histerezis pentru comportarea electrica, respectiv magnetica. Din punct de vedere al
comportarii in domeniul timpului, acest model corespunde unor relatii de material cu
caracter dinamic. De exemplu, D = (¢'+ j&” ) E este reprezentarea in complex a ecuatiei:

e’ dE

E@zdﬂw+;waa

Teorema 11.1.1 Teorema de unicitate a campului armonic.

Problema fundamentala a regimului general variabil armonic formulata anterior are
solutie unica, daca:

e tensorul T are valori proprii pozitive (sau este nul in regim anelectric);
e tensorul T are valori proprii pozitive (sau este nul in regim amagnetic);

e tensorul @ are valori proprii pozitive;
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e in fiecare punct de pe frontiera este cunoscuta componenta tangentiala a intensitatii
campului electric E, sau a celut magnetic H,.

Ultima conditie poate fi inlocuita cu conditiile de frontiera specifice elementului elec-
tromagnetic de circuit:

e pe suprafetele bornelor £y = 0;

e pe suprafata externa a bornelor, componentele normale ale rotorului intensitatii
campulur electric st magnetic sunt nule: n-rot E =0, n-rot H=0;

e pentru fiecare borna, cu exceptia celei de referinta, este cunoscuta fie valoarea poten-
tialulur complex V., fie valoarea curentului complex I, ce strabate borna.

Pentru demonstratia acestor doua teoreme, vom arata pentru inceput forma complexa
a teoremei energiei electromagnetice in regim armonic (a nu se confunda cu reprezentarea
in complex a teoremei energiei electromagnetice). In cazul unui element electromagnetic
de circuit electric, membrul stang al egalitatii este:

n—1

X H)dA = SV,
k=1

daca I are sensul de referinta spre exterior.

Daca se noteaza cu H*, J*, D* campurile H, J si D complex conjugate, din legea
inductiei si din cea a circuitului magnetic, rezulta:

H7otE = —jwB-H'; ErotH =E-J" - jwE-D"
Scazand aceste doua relatii, rezulta forma locala:

—div(ExH)=E -J"+jw(B-H" —

=

-D")

si forma integrala:

=

_ X H — r-dJd U+]W D - I1 — =4 v.
E x H) dA E-Jd B -H” D*) d
Q Q

o

Trebuie remarcat faptul ca in cazul mediilor fara histerezis, E - J* = E7 E* este un
numar real nenegativ care reprezinta densitatea de volum a puterii active disipata de
corpuri, a carei integrala este puterea activa, masurata in W:

P E-J'd 1T.Pd
= T dv = — t) dt
[ B3 dv == [ P(0)dr.

iar
w(B-H' -E-D)=w(HIH —EZE)

este tot un numar real care reprezinta densitatea de volum a puterii reactive disipata de
corpuri, a carei integrala este puterea reactiva, masurata in VAR. In consecinta:

S=ExH"
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reprezinta vectorul Poynting complex, vector ce caracterizeaza puterea transferata super-
ficial; partea sa reala se refera la puterea activa (masurata in W/m?), iar partea imaginara
se referd la puterea reactiva (masurata in VAR/m?).

Sa consideram acum ca problema fundamentala are doua solutii distincte. Diferenta lor
va satisface aceleasi ecuatii, dar cu conditii de frontiera nule. Din acest motiv, componenta
normala a vectorului Poynting complex pentru campul diferenta este nul: E, x Hy = 0,
atat pentru prima teorema de unicitate cat si pentru cea corespunzatoare elementului
electromagnetic de circuit. Din forma complexa a teoremei energiei rezulta ca atat puterea
activa (partea reald) cat si puterea reactiva (partea imaginara) sunt nule:

P=[E-Jdw=0; Q=w[(B-H-E-D)d=0
Q Q

Din prima relatie rezulta ca J = 0 in tot domeniul €2, iar £ = 0 cel putin in conductoare.
Pentru ca solutia problemei fundamentale sa fie unica, este necesar ca E si H sa se anuleze
peste tot in 2. Daca de exemplu, domeniul €2 este in intregime izolant (J = 0), in schimb,
atat E cat si H pot fi nenule chiar si in conditiile P = 0, Q = 0. Cele doua campuri
electric si magnetic se pot afla in acest caz in rezonanta, avand valori nenule chiar si in
conditii de frontiera nule. Din acest motiv, pentru a asigura unicitatea campului in regim
general variabil, tot domeniul §2 trebuie sa fie conductiv sau cel putin slab conductiv.

Totusi, problema determinarii frecventelor de rezonanta ale domeniului cu medii
ideale (fara pierderi) joaca un rol important in practica deoarece la aceste frecvente campul
electromagnetic se poate intretine un timp nemarginit, fara aport de energie din exterior.

In regim cvasistationar anelectric, forma in complex a energiei este:

- (Exﬂ*)dA:/E-J*dv+jw/(5-ﬂ*)dv.
0N Q Q

Anularea partii reale implica £ = 0, daca domeniul {2 este integral conductor, iar
anularea partii imaginare implica H = 0, daca Re [u] > 0, ceea ce determina unicitatea
solutiei.

In regim cvasistationar amagnetic, este valabila relatia:

- (Exﬂ*)dA:/E-J*dv—jw/(E-Q*dv.
o0 Q Q

Anularea partii imaginare implica E = 0, daca Re [e] > 0, ceea ce determina unicitatea
solutiei, chiar gi in cazul domeniilor integral izolante.

Deasemenea, trebuie remarcat faptul ca in cazul elementului electromagnetic de circuit,
relatiile intre curenti si potentiale au forma:

I a Yaa Bab Va
=17 - =17, 11.1
l v, ] l A Zw || L (-1
in care I = C[i], ¥V = C[v], forma obignuita prin reprezentarea in complex a relatiei
instantanee specifice elementului cu excitatie hibrida. In forma complexa, Y reprezinta

admitanta complexa, Z impedanta complexa, A factorul complex de transfer in tensiune,
iar B reprezinta factorul complex de transfer in curent. Partea reala si cea imaginara a
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impedantiei complexe: Z = R+ jX reprezinta rezistenta si respectiv reactanta de curent
alternativ.

In multe situatii practice, un interes deosebit il reprezinta determinarea rezistentei si
reactantei (sau eventual partile reale i imaginare ale altor functii complexe de circuit) la
o frecventa data, sau determinarea modului in care acesti parametri depind de frecventa.
Dupa cum s-a aratat, puterea complexa transferata pe la borne de un element multipolar
de circuit este:

n—1
S=P+jQ=Y V,I; =ZL+Y'V} + (A+B") V,I;.
k=1

In cazul m = 0, frecventele de rezonanti corespund la X = I'm/(Z) = 0 sila Im(Y) = 0,
in cazul m =n — 1.

11.2 Analiza regimurilor periodice cu transformata
Fourier discreta

In regimul periodic permanent al campului electromagnetic, marimile caracteristice ale
campului au variatie periodica in timp:

z(t) =x(t+1T),

in care T" este perioada comuna pentru toate marimile problemei. Din acest motiv, functia
x : (—o0,00) — IR se poate restrange doar la o singura perioada = : [0,7) — R si se
poate prelungi ulterior prin periodicitate, pe toata axa timpului.

Functiile periodice admit dezvoltari in serie Fourier, de forma:

z(t) = ag + Y _ (ay cos kwt + by sin kwt),
k=1

in care w = 27 /T, iar coeficientii Fourier sunt:
1 /T d
- = t) dt;

av = [ () de
9 T

ag = —/ x(t) cos kwt dt;
T Jo
9 (T

b, = —/ x(t) sin kwt dt.
T Jo

Valoarea medie a patratului functiei  pe o perioada are expresia:
l/Tx2dt:a2+li(a2+b2)
T 0 0 2 P k k)

deci, dacd z are patrat integrabil x € L?(0,T), atunci sirurile aj, si by sunt convergente
catre zero.
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Daca definim numerele complexe C', = a, + ji €C, k= 1,2, ..., rezulta:

2

T .
Ci = —/ x(t)ejkwt dt,
T Jo

proportional cu numarul complex asociat functiei sinusoidale ay cos kwt + by sin kwt, nu-
mita si armonica k. In plus, componenta continua este reprezentata de C; = ay. In
consecinta, orice functie x apartinand spatiului functiei periodice P de perioada data este
reprezentatd biunivoc de girul convergent de numere complexe Cyy, C4, ..., Cy, ... € I*(T).
Transformata F : P — [? (C) astfel definitd se numeste transformata Fourier complexa si
are urmatoarele proprietati remarcabile:

e F este bijectiva i ! : [? (T) — P are expresia:

x(t) = Re [i le—jkwt] ;

k=0
o F este liniara:
F [/\11‘1 + /\QZEQ] =MF [xl] + N F [1'2]7
pentru orice \j, Ay € R si x1, 29 € P,

e F transforma operatiile diferentiale in operatii algebrice conform relatiei:

d
F ld—ﬂ = jwdiag (0,1,....k,...) F [z],

in care x € P. Reprezentarea complexa a armonicii k a derivatei este obtinuta prin
inmultirea cu jkw.

Utilizand transformata Fourier discreta, variabila timp este eliminata din ecuatiile
diferentiale, dar acestea se transforma in sisteme cu un numar infinit de ecuatii cu solutii
complexe (cate una pentru fiecare armonica).

In fiecare punct din domeniul spatial €2, in functie de dimensiunea problemei, campul
este caracterizat de vectori cu n = 1,2 sau 3 componente. Prin reprezentare in complex,
in domeniul frecventei rezulta urmatoarele functii:

D:Q—1*@"), E:Q—17@"), J:Q— 2@,
B:Q—1*@), H:Q— 1@, p:Q— 2@,
ce 777 complex al campului.

Problema fundamentala a regimului general variabil periodic permanent are ca date: do-
@ 1n orice punct din € si eventual transformata Fourier a curentului electric imprimat
Ji : Q — [? (C"). Necunoscutele problemei sunt campurile vectorial-complexe (cu o in-
finitate de armonice) E, D, B, H si J, care satisfac urmatoarele ecuatii (obtinute prin

=, =, =) =2 3+ Y

transformata Fourier discreta a ecuatiilor lui Maxwell):

121



rot B, = jkwBy, rot H, = J, + jkwD,, ,
D,=%E,, B,=nH;, J,=0E;+Jy,
pentru armonicele £k =1,2,.. ..

Prin particularizarea constantelor de material se obtin diferite regimuri ale campului
electromagnetic :

e Z =0 - regimul cvasistationar inductiv;
e 71 = 0 - regimul cvasistationar capacitiv;
e 7 = 0 - regimul general variabil in izolanti.

In cazul elementului electromagnetic liniar de circuit electric este suficient sa se de-
termine felul in care variaza cu frecventa functiile de circuit de regim armonic Z,(kw),
Y o(kw), Ape(kw), Bgy(kw), urmand ca raspunsul sa se calculeze in functie de excitatie,
cu formule de tipul:

V, = diag ( Zy(0), Zip(w), Zpp (2w), ... )lb ,

valabild pentru excitatie in curent gi in care V,, I, € [*(@). Trebuie remarcat faptul ca
analiza in domeniul frecventa se aplica de regula in problemele liniare, dar se poate aplica
si in cazul problemelor cu caracteristici de material neliniare folosind metoda balante:
armonice.

Daca, de exemplu, caracteristica de magnetizare este neliniara cu B = B(H), atunci in
locul reltiei B, = 7 H, trebuie satisfacuta relatia neliniara intre armonici:

A

B=7(B), F(BH)=FB(F'H)).

Teorema 11.2.1 Teorema de unicitate a campului electromagnetic periodic.

Problema fundamentala a regimului periodic permanent formulata anterior are solutie
unica, daca:
e tensorul € este pozitiv definit sau este nul in regim anelectric;
e tensorul i este pozitiv definit sau este nul in regim amagnetic;
e tensorul @ este pozitiv definit sau nenegativ in regim amagnetic;

e in fiecare punct de pe frontiera este data transformata Fourier discreta a com-
ponentei tangentiale a campului electric E, € ZQ((D”_I) sau a campului magnetic
H, c 2@ ).

Ultima conditie poate fi inlocuita cu conditiile de frontiera specifice elementului electro-
magnetic de circuit:

e pe suprafata bornelor By = 0;
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e pe suprafata externa bornelor componentele normale ale rotorului campulus magnetic
st electric sunt nule:
nrotk =0, nrotH = 0;

e pentru fiecare borna, cu exceptia celei de referinta, este cunoscuta transformata
Fourier a potentialului V. € I1*(C) sau a curentului injectat I € I*(T).

Pentru demonstratia acestei teoreme este suficient sa observam ca, in cazul liniar,
solutia problemei se obtine prin superpozitia campurilor produse de diferite armonici
ale excitatiilor (surselor interne gi externe de camp). Fiecare armonica fiind sinusoidala,
problema se reduce la una de regim armonic.

11.3 Analiza regimurilor tranzitorii cu transforma-
tele Laplace si Fourier

Regimul tranzitoriu poate fi considerat ca un caz limita (degenerat) al regimului periodic
permanent, caz in care perioada 7T tinde catre infinit. Pentru aceasta limita, transformata
Fourier discreta tinde catre transformata Fourier continua, care transforma functia reala
x : (—00,00) — IR in functia complexa de variabila realda X : (—o0,00) — € definita
astfel: ~ ‘
. t
X(jw) = F [z(t)] = / () 19 at.
—0o0

Transformata Fourier are urmatoarele proprietati:

e F este inversabila si F~! are expresia:

o(t) = FUX ) = o [ X()e e ar

e F este liniara:

e F transforma operatia de derivare intr-una algebrica de inmultire cu jw:

Transformata Fourier este folosita la analiza campului electromagnetic in medii liniare,
in regim tranzitoriu, cu conditii initiale nule. Prin aplicarea acestei transformari, din
ecuatiile campului se elimina variabila timp si toate derivatele fata de aceasta. Ecuatiile
devin “stationare” iar coeficientii din aceste ecuatii, ca si solutiile ecuatiilor, au caracter
complex. In locul variabilei “timp” apare o noua variabila numita “pulsatie”, dar nu apar
derivate fata de aceasta. Din acest motiv se spune ca analiza se efectueaza in domeniul

frecventei si nu in domeniul timpului.

Transformata Fourier a campului electromagnetic este identica formal cu ecuatiile com-
plexe ale campului in regim armonic. In regim armonic w este un numar fixat (dat), pe
cand in regim tranzitoriu w este o variabila reala simbolica (independenta, neprecizata).
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Daca sursele de camp sunt transformatele Fourier ale surselor interne (J; = F[J;(¢)]) sau
externe reprezentate prin conditiile de frontiera de tipul E, = F[E,(t)] sau H, = F[H,(t)],
atunci solutia sistemului, care este unica in baza teoremei de unicitate din regimul armo-
nic, este chiar transformata Fourier a solutiei tranzitorii din domeniul timpului, obtinuta
in conditii initiale nule. Spre deosebire de analiza in domeniul timpului, in care atat
excitatiile cat si raspunsurile sunt functii reale de timp, in analiza in domeniul frecventei
ambele semnale sunt functii complexe ale frecventei.

Daca in domeniul timpului operatorii de circuit au un caracter integral-diferential, in
analiza in frecventa ei sunt functii complexe de variabila reala: Zy,(w), Y. (w), Ape(w),
B, (w). Partile reale gi imaginare sunt nenule i reprezinta caracteristicile de frecventa
ale elementului electromagnetic de circuit.

Cunoasterea caracteristicelor de frecventa permite determinarea raspunsului (I,, V)
generat 1n conditii initiale nenule de o excitatie arbitrara (V,, I,):

BEall=R=1RA m

Pentru analiza regimului tranzitoriu in sisteme liniare se utilizeaza o alta transformata
integrala, inrudita cu transformata Fourier. Aceasta este transformata Laplace si este
definita de relatia:

(e}
X(s)=L[z(s)] = / x(t) eStat,
0
in care s € € este o variabila complexa simbolica, numita “frecventa complexa”.

Transformata Laplace are urmatoarele proprietati:

e L[ este inversabila si £7! are expresia:

c—joo
X(s) eStds ;
+joo

e [ este un operator liniar:

L [Mz1(t) + Xowa(t)] = ML [z1(2)] + XL [22(1)] ;

e [ transforma operatia de derivare in una algebrica:

£ |5] = stlewr-+00),

in care s-a notat cu:
z(0) = lim x(¢)

t—0
t<0

conditia initiala, anterioara regimului tranzitoriu.

Dupa aplicarea transformatei Laplace marimilor caracteristice campului, se obtin urmatoarele
functii complexe de variabila complexa:

D(r,s) = L [D(r,t)] : Q xC —C"
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E(r,s): Q xC —C";
J(r,s): QxC—C
B(r,s): Q xC —C"
H(r,s): Q xC —C"

Prin transformari Laplace, ecuatiile lui Maxwell capata forma:
rot E=—sB + By,

rotH=J+ sD — Dy,
D=2B; B=pnH; J=cgE+J,.
In conditii initiale nule, elementul liniar de circuit electric este caracterizat de functiile

operationale de circuit Z(s), Y(s), A(s) si B(s), obtinute inlocuind variabila jw din
functiile Fourier cu variabila s. Relatia constitutiva a elementului electromagnetic de

circuit multipolar devine:
Ia }/aa Bab ‘/a
= . , 11.3
kAR 3y

in care V(s) = L [v(t)] si I(s) = L [i(t)]. Se constata ca, spre deosebire de analiza in
domeniul timpului, in acest caz conditiile initiale fac parte din ecuatii si nu sunt impuse
separat. Pentru a satisface legile fluxurilor va trebui totusi indeplinita conditia:

div B() = 0,

iar p = divDy reprezinta distributia initiala de sarcina. Teorema de unicitate este similara
cu cea din domeniul timpului, cu deosebirea ca E; si H; sunt inlocuite cu transforma-

tele Laplace ale componentelor tangentiale ale intensitatii campului E,(r, s) si respectiv
H;(r,s).
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Capitolul 12

Formulari in potentiale pentru
ecuatiile campului electromagnetic

12.1 Potentialul scalar al cAmpurilor statice si stationare
irotationale

Ecuatiile regimurilor electrostatic, magnetostatic si electrocinetic stationar sunt similare:
divD=p; rotE=0; D:ﬁ(E);

divB=0; rotH=0; B:B(H);

divJ =0; rotE=0; J:j(E),
avand toate campul cu o intensitate irotationala. Se constata ca E este similar lui H, iar
D, B si J sunt similare. Deoarece divergenta inductiei este nenula (p # 0) doar in regim
electrostatic, se va analiza acest regim, iar rezultatele obtinute vor fi apoi particularizate
pentru celelalte doua regimuri.

Orice camp irotational admite intr-un domeniu simplu conex 2 un potential scalar
V : Q — IR, astfel incat :
E=—gradV.

Integrand aceasta relatie pe o curba C' care incepe din punctul r si se termina in punctul
ro, se obtine:

V(r) = V(r0)+/CEdr0.

Potentialul scalar este definit pana la o constanta aditiva C', urmand ca V'(r) = V(r)+C
sa determine acelagi camp E ca si potentialul scalar V(r). O metoda de a fixa aceasta
constanta este de a alege un punct ry, numit originea potentialului, pentru care potentialul
se considera conventional nul. Potentialul unui punct este deci tensiunea electrica intre
acel punct si punctul de referinta. Tensiunea electrica este diferenta de potential:

U12:‘/1_‘/27

urmand ca pe o curba inchisa aceasta diferenta sa fie nula.
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Cele doua campuri vectoriale pot fi eliminate din ecuatii prin exprimare in functie de
potentialul V', obtinandu-se in final ecuatia diferentiala neliniara de ordinul doi satisfacuta
de potentialul scalar:

divD (—grad V') = p.

Daca mediul are caracteristica de material afina: D(E) = ZE+P,, potentialul satisface
ecuatiaPoisson generalizata:

div (E grad V') = —p + div P.

Daca mediul este omogen, ecuatia satisfacuta de potential este cea Poisson clasica:

—AV = Y(p—div P,).

Se constata ca p, = —div P, are aceeasi unitate de masura cu p, motiv pentru care
este numita densitate de volum a sarcinii de polarizatie, urmand ca sarcina totala sa fie
pt = p + pp, iar in medii izotrope sa satisfacd ecuatia Poisson:

AV =2
13

Sarcina de polarizatie este o sarcina fictiva, dar care are acelasi efect asupra potentialului
ca gi sarcina reala. Un corp polarizat permanent genereaza intr-un mediu liniar cu per-
meabilitate € acelasi potential V, deci implicit acelasi camp E ca i un corp electrizat cu
pp; In schimb inductiile sunt diferite: D = E in primul caz si D = E + P, in al doilea
caz.

Daca mediul este neelectrizat si daca polarizatia permanenta este nula, atunci potentialul
V' satisface ecuatia Laplace generalizata:

div (€ gradV') = 0.

In cazul mediilor omogene, la care € nu depinde de punct, potentialul V satisface ecuatia
Laplace:

AV =0.
In cazul regimului magnetic stationar se utilizeaza potentialul magnetic scalar V,,, definit

astfel incat:
H = —gradV,,

m@:/Hw
c

Prin utilizarea potentialului scalar, problema fundamentala a electrostaticii are
distributia de sarcina totala p; : 2 — IR cunoscuta, iar ca necunoscuta campul scalar

V : Q — IR. Dupa determinarea potentialului scalar, intensitatea campului electric si
inductia campului electric se determina prin relatiile:

E=—gradV,
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D = D(E).

In medii liniare si izotrope, densitatea de energie a campului electrostatic are expresia:
DE ¢E? ¢

_ 7 D _¢€ 2
we—/o EdD = 5 5 2(gradV) > 0,

iar dublul energiei electrostatice din domeniul €2 este:
2W = / e(gradV)*dv = —/ D gradV dv = / pgradVdv—/ VD, dA,
Q Q Q o0
calculata prin utilizarea relatiei:
div (DV) =VdivD + D gradV = pV — DE.

In cazul particular in care m corpuri conductoare sunt scufundate intr-un dielectric
neelectrizat infinit extins, rezulta:

1 1 s Vi
W—2/1R3dev—QZVk/a deA_g =,

in care q; si Vi sunt sarcina si respectiv potentialul conductorului k.

Utilizand superpozitia, rezulta ca sarcina unui conductor este o combinatie liniara a
potentialelor tuturor conductoarelor:

m
qr = CiiUsj,
j=1

unde Uy; = Vi, =V}, iar capacitatile partiale C}; = —ay; pentru k # j, expresii cunoscute
sub numele de relatiile lui Maxwell pentru capacitati.

De obicei, conductorul referinta de potential, pentru care V = 0, este eliminat dintre
corpurile considerate, astfel incat din cele m+1 corpuri doar m pot avea potential flotant.

Folosind relatia vectorial-matriceala ¢ = AV, in care:

q= [QM q2, - - . 7Qm]T € ]Rn7 A= [Oékj] c ]Rmxm,
V: [%a%a"')vm]T GRH’ C: [Ck]] GRme’
rezulta:
W:quvzlvTATvzlquzlvTAv
2 2 2 2 '

Matricele A si C sunt simetrice §i pozitiv definite deoarece W > 0, oricare ar fi
potentialele nenule ale conductoarelor.
Teorema 12.1.1 Teorema de unicitate pentru potentialul electrostatic.

Se considera domeniul @ C R™ n care dielectricul are o caracteristica D —E monotond
data (in particular, in cazul mediilor cu caracteristica dielectrica afina, tensorul E este
strict pozitiv §i cunoscut in orice punct din 2, iar P, : Q — R" este o functie data).
Frontiera 0N) este partitionata disjunct tn 02 = SpJ Sy, in care:

SD:USk> cu Sy # 0.

k=1

Daca sunt date urmatoarele conditit de frontiera:
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o V(r) = Cy + fe(r), pentru v € Sk, cu fr : Sx — R functii date, C1 = 0 si
Cy, Cs, ..., C,, constante reale necunoscute;

° / D (—grad V') dA = Uy, pentru k = 2,3,...,m, in care ¥y sunt constante reale
Sk

date;

e nD (—gradV) = g(r), pentrur € Sy, cu g : Sy — R functie datd (in particular se

di ——=%"g(r)),

atunci solutia ecuatiilor pentru potentialul electrostatic este unica.

Teorema este o consecinta directa a teoremei de unicitate pentru campul electrosta-
tic, cunoagterea potentialului (chiar gi pana la o constanta aditiva) pe Sp permite cal-
culul componentei tangentiale a intensitatii campului electric, iar cunoagterea derivatei
potentialului dupa normala la suprafata permite, in medii liniare si izotrope, calculul
componentei normale a inductiei.

Daca E si D sunt nule, atunci V' este determinat pana la o constanta arbitrara a carei
valoare rezulta din faptul cd pe Sp # () exista cel putin un punct in care potentialul este
cunoscut. Conditia de frontiera satisfacuta de potential pe S; C Sp se numeste conditie
Dirichlet, iar cea referitoare la derivata dupa normala a potentialului se numeste conditie
Neumann. Problema determinarii potentialului in conditii Neumann (Sp = ), 92 = Sy)
nu are solutie unica. In cazul a m conductoare scufundate intr-un dielectric, cunoasterea
potentialelor pentru unele conductoare gi a sarcinilor celorlalte conductoare, permite de-
terminarea univoca a campul electrostatic. Potentialul electrostatic este determinat uni-
voc doar daca valoarea sa este data (prin conditie de frontiera de tip Dirichlet) cel putin
intr-un punct.

Ecuatiile satisfacute de potentialul magnetic scalar V,, si de cel electrocinetic scalar V'
au pentru diferite categorii de medii formele:

general: div B (—gradV,,) =0, div.J (—gradV) = 0;
e afin: div B (T gradVy,) = divL,, divJ (7 gradVy,) = divJ;;

-1
Pj 3

Qll

liniar si omogen: —AV,, =T _lpm ., —AV, =

o fara surse: div (mgradV,,) =0, div(cgradV) = 0;

e liniare omogene si fara surse: AV, =0, AV =0.

Se constata ca efectul magnetizatiei permanente M,,, caracterizata prin vectorul polari-
zatiei magnetice permanente I, = T, M, poate fi simulat din punctul de vedere al
potentialului scalar V,,, = 0 si al cAmpului H (dar nu si din cel al inductiei B =7 H+1,)
cu prezenta unor sarcini de polarizatie magnetica ce au densitatea:

pm = —div I, = —[iy div M,,.
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Efectul campului electric imprimat E;, caracterizat de densitatea de curent electric
imprimat J; = @ E;, poate fi simulat din punct de vedere al potentialului electrocinetic
V', intr-un mediu liniar, (dar nu si din cel al densitatii de curent J = 7 (E + E;) =
o E + J;, care este un camp solenoidal) cu prezenta unor sarcini electrice fictive, ce au
densitatea p; = —div]; = —div(TE;). In consecinta, toate proprietatile observate in regim
electrostatic (inclusiv teorema de unicitate) se transpun usgor in regimurile magnetostatic si
electrocinetic. Daca mediul este liniar si izotrop, in regim magnetostatic energia magnetica
este W, si satisface relatia:

2W,, = / BH dv = / w (grad Vi,)*dv = —/ B grad V,dv=— [ V,B,dA >0,
w w w Ow

iar puterea transferata de camp corpurilor, in regim electrocinetic, este:

P:/JEdv:/a(gradV)2dv:—/ngdvozv:— [ ViAo,

Daca vom considera €2 un element de circuit magnetic, respectiv electric, cu m-+1 borne
in regim stationar, atunci energia magnetica este:

m— 3 BH :__/ mBnA:__ m / BnA:_ a5
W Q/w =77 Jy, Vbt 2,;‘/’“ 5, O 2.7

k=1

respectiv puterea transferata pe la borne este:
P=[JBd=— [ VidA==Y Vi [ JdA==3 Vi
w Ow k=1 Sk k=1

Daca sensurile de referinta pentru ¢y si i vor fi schimbate spre interior pentru a fi in
acord cu sensul conventional pentru putere, atunci :

W, — Z @k;/mk ’
iar:

Campul magnetic (respectiv cel electric) se obtine in mod univoc, daca pentru fiecare
borna este cunoscut potentialul magnetic (respectiv electric) sau fluxul magnetic (respec-
tiv curentul). Oricare dintre aceste doua marimi poate fi considerata excitatie (sursa a
campului), iar celelalte rezulta prin rezolvarea problemei fundamentale, ca raspuns.

Aplicand teorema superpozitiei rezulta:

m m
e in magnetostatica: ¢ = > AgV; —— Vg =D Runjie - 0
= k=1

m m
e in electrocinetica: iy = Z CyV; «—V; = Z Rji - iy,
j=1 k=1
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sau cu notatiile matriceal-vectoriale:

1 1
0o=AV,, Vo=Rn o — Wm:§V$AVm:§¢TRm-gp;

i=GV, V=Ri — P=VTGV =i"Ri,

in care @, i, V si V,, sunt vectorii flux, curent, potential si potential magnetic, iar A
este matricea permeantelor magnetice, R,, este matricea reluctantelor, G este matricea
conductantelor si R este matricea rezistentelor. Cele patru matrice sunt simetrice si
pozitiv definite, iar pentru determinarea valorilor elementelor lor este necesara rezolvarea
problemei de camp si apoi aplicarea relatiilor liniare sau a celor energetice patratice.

12.2 Potentialul scalar pe suprafete de discontinui-
tate

Prezenta suprafetelor de discontinuitate in domeniul de calcul necesita o tratare speciala
a ecuatiilor cAmpului prin intermediul conditiilor de trecere pe suprafetele de discontinu-
itate.

Pentru inceput, sa presupunem ca Sy reprezinta suprafata de separatie dintre doua

.....

E. inductiile gi campurile din cele doua medii (limitele inductiei campului in puncte ce
apartin celor doua medii, dar care tind catre un punct comun de pe suprafata frontierei
“de separatie” Sy) si cu nj; normala la Sy orientata catre mediul 2, atunci formele locale
ale legilor inductiei si fluxului electric sunt:

rotE=0 +— n12X(E2—E1):0 — EtQZEﬂ;

diUSD:pS — n12~(D2—D1):O — DnZ_Dnlzps-

oV
Deoarece D,, = cE,, = —¢ an rezulta urmatoarele conditii de trecere pentru potential:
n
A% aV;
Vi=1h; — =

€1 an —€2a—n—03a

continuitatea potentialului fiind data de continuitatea componentei tangentiale a campului,
cu conditia ca cel putin intr-un punct V5 sa fie egal cu V;. Acest lucru se intampla la
frontiera suprafetei Sy sau chiar i intr-un punct intern, deoarece:

D, . (D, N
Vi—Vp = lim [ Edr =lim —" dr = lim (—) .g:(pn1+9_>.__
a—0 Jo 0—0 ¢ a—0 € Imed 2 €

(?7777Vezi manuscrisul pentru relatia de mai sus!)

Daca unul dintre medii, de exemplu 2, este conductor omogen (fig.b) cu E, = 0, atunci
E; = 0, iar conditiile pe frontiera domeniului izolant sunt:

ov
—€ — = Ps; V = const,
or
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cu valoare nula a potentialului constant, atunci cand conductorul este referinta potentialului.
Daca punctul de referinta al potentialului nu se afla pe acel conductor, atunci el are un
potential flotant necunoscut. Spre deosebire de corpurile izolante la care ps este dat, in
cazul corpurilor conductoare p, si Dy sunt necunoscute, sarcina p, redistribuindu-se astfel
incat corpul conductor sa fie echipotential.

Daca vom considera o folie conductoare omogena de grosime g foarte mica (fig.b), atunci
pe cele doua fete ale foliei conductoare se vor separa sarcini cu densitatile:

Ps1—1an, Ps2 = Qan,

deci cu valoarea totala ps = ps1 + ps2 , iar potentialul va fi constant pe toata suprafata
foliei conductoare:
Vi = V5 = const.

Daca folia conductoare urmareste forma unei suprafete initial echipotentiala, atunci
Ps1 = —pPs2 §i ps = 0, iar liniile de camp nu sunt perturbate in urma metalizarii suprafetei
respective.

Mai mult, campul exterior nu se modifica daca se metalizeaza tot domeniul cuprins intre
doua suprafete echipotentiale sau tot domeniul din interiorul unei suprafete echipotentiale.

Trebuie remarcat ca dublul strat de sarcina are efect nul atunci cand grosimea g — 0
si gps1 — 0, prezenta lui avand rolul de a anula campul in spatiul de grosime g si de a
asigura echipotentialitatea intre cele doua fete.

Exista totusi situatii in care potentialele celor doua fete ale foliei conductoare nu sunt
egale. De exemplu, in cazul in care folia este sediul unor campuri imprimate orientate
normal FE;,, atunci saltul de potential este:

%—%:/CEdr:Em~g7é0.

Prezenta campului orientat tangential face ca diferite puncte ale foliei conductoare sa
aiba potentiale diferite (dar egale de-o parte si de alta a foliei):

V(r) = V(ry) = /rro E, dr.

De exemplu, doua folii sudate de-a lungul unei muchii comune si realizate din conduc-
toare diferite au de-a lungul “liniei” de sudura C' un camp imprimat orientat tangential
la suprafata foliei, dar normal pe curba C, care face ca cele doua conductoare sa aiba
potentiale diferite, multimea punctelor de discontinuitate alcatuind curba C' € Sy. Cele
doua extremitati ale curbei C', daca aceasta este deschisa, sunt puncte de discontinuitate
majora (cAmpul este nemarginit).

O alta situatie extrema are loc atunci cand intr-un dielectric este scufundata o folie sau
este practicata o fisura anelectrica. In acest caz, in interiorul fisurii D = 0, deci daca ea
nu este electrizata rezulta ca pe ambele fete D,, = 0 si implicit:

oV, A%

— =0 — = 0.
on ’ on
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Daca fisura este orientata de-a lungul unei suprafete de camp, atunci aparitia ei nu
perturba campul anterior si V; = V5. In caz contrar, daca fisura apare de-a lungul unei
suprafete echipotentiale, modificarea spectrului este majora pentru ca noile linii de camp
vor ocoli fisura, iar Vi # V5. Campul din fisura creste invers proportional cu grosimea
acesteia. Pentru a modela o folie dielectrica purtatoare a unei panze de flux vom aplica
legea fluxului electric pe o suprafata cilindrica ¥ de inaltime g — 0:

oD
\IIE:/DdA: dedv:/ diyDdv+ [ nS= dv=
b Ds; 15)

DE DE n

9 0D
/gdz’ngdA—i—/ n/ a—dA:/[dingS+n(D2—D1)] dA:/deA.
s s Jo On S s
Relatia este valabila pentru orice baza S a cilindrului, deci:

dive Dg + divs D = pg

si tinand cont de relatiile de material: Dg = €5 E; + Pps, Dy = 1 E; + P, Dy =

€9 E9 + Py, In care E = —grad V, rezulta urmatoarea expresie a conditiei de trecere:
, oV oVj . :
divy (eg grads V') + nyy - (62 8—712 — £ 3—n1> = —ps + divy Pps + divs P,

in care indicele 2 de la operatorii diferentiali div i grad indica derivarea spatiala doar in
planul tangential al suprafetei S;.

Potentialul este continuu (V; = V3) daca polarizatia permanenta a foliei este orientata
exclusiv tangential.

Daca folia este polarizata permanent, cu orientare normala, astfel incat:
Ppsn = ngPp 7é 07
atunci sarcinile de polarizatie vor creea un strat dublu cu densitatile de sarcina:
pPs1 = _di’US Pp = _Pnp> pPs2 = —pPs1 = Pnp>

care vor genera intre ele un camp cu:

Vo-Vi=E, g="""=

In consecinta, saltul potentialului prin folie are valoarea:

Psn
Vo — Vi = 2=,

Daca in relatiile (...) si (....) se considera Yg si ¢ — 00, atunci se obtin relatiile de
trecere specifice foliei conductoare:

Vi=V, st V =const. deoarece gradV = 0.
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Daca, in schimb, se presupune ¢ — 0 din (..) se obtin relatiile de trecere pe suprafetele
de discontinuitate ce nu sunt panze de flux (ca gi cum g = ge — 0, se datoreaza limitei
g—0ginue—0).

Daca se doreste modelarea unui fir dielectric ce urmareste curba C' si care este purtator
de flux, atunci legea fluxului electric pe un cilindru ce inconjoara un segment de fir de
lungime [ — 0 si raza r — 0, rezulta:

D
\IIE:/DCZA: divDdv= [ Ptavs [ divyDdo—
> Ds, Dy Ol Ds,
I 9D l
:/A—dr+/ DdA:/pldr,
0 al S 0
o
W—Fdl’le:pl,

in care divergenta lineica are expresia:

divy D = D dA.
S

Tinand cont de relatiile de material din fir:
ov
qj:glEt_‘_Ppl:_glﬁ_‘_Ppl

si din mediul dielectric inconjurator:
D=cE=—cgradV,
rezulta relatia satisfacuta de potentialul pe fir gi in vecinatatea sa:

0 ov B 0P,
Tl <8lﬁ> +/Slegmd2VdA—pl—|——

ol
in care s-a notat cu ¢, = Ae, P, = P,tA, iar grad, reprezinta derivata spatiala in plan
normal la fir.
Daca g; = 0si p; # 0 sau P, # ct, atunci pe curba C atat campul cat si potentialul sunt

nemarginite. In schimb, daca firul este neelectrizat si nepolarizat dar poate transporta
flux nenul, el are potentialul marginit, astfel incat:

8<8V

B £ ﬁ) + div, (e grad V') = 0.

Pentru modelarea firelor polarizate transversal cu momentul dipolar lineic:
P, = / P, dA,
s

unde S este suprafata transversala a firului, se poate aplica modelul coulombian al sarci-
nilor de polarizatie distribuite lineic, sarcini avand densitatea lineica p; si —p;, plasate la
distanta d — 0, astfel incat }lir% o d=p;.

Curba C' este o curba de discontinuitate esentiala pe care atat potentialul cat si campul
sunt nemarginite. Energia campului electrostatic W, intr-un domeniu liniar €2 cu suprafete
de discontinuitate Sy, este:
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2WQ:/ DEdv:/DEvar DSEdA:/dev—/ VD, dA+
alJs.Jcy Q Q o0

Sq
v [ psVdA— [ VD, d,
Sy a8,
deoarece:
DsE dA = — DS gradg VdA = Vdil)g DS dA = VDSn dl = pSVdA—
Sd Sd Sd 8Sd Sd
— V(Dypg — Dp1) dA — V Dg, dl,
Sa 9S4

urmand ca integrala pe Sy din V' D,,5 si V D,,; sa se reduca cu termenii corespunzatori din
integrala produsului V' D,, pe 0f).

Aceasta expresie a integralei de energie pune in evidenta sursele interne ale campului
$i anume:

e densitatea de volum a sarcinii p;
e densitatea superficiala de sarcina pg ;
e densitatea lineica de sarcina py ;

e sarcinile corpurilor punctiforme g, dar i conditiile de frontiera care asigura unici-
tatea potentialului;

e valoarea potentialului V sau a inductiei normale D,, pe 05 ;
e valoarea potentialului sau a fluxului injectat in 9Cy ;
e potentialul corpurilor punctiforme Vj, cu conditia ca potentialul sa fie cunoscut cel

putin intr-un punct.

Pentru ca potentialul corpurilor punctiforme si al firelor electrizate sa fie marginit (sa
aiba sens clasic), acestea sunt considerate suprafete sferice, respectiv cilindrice, de raze
foarte mici (neglijabile dar nenule).

Folosind similitudinea intre campurile electrostatice i cele magnetice, respectiv elec-
trocinetic, rezultatele obtinute se transpun usor in celelalte doua regimuri.

12.3 Potentialul vector al campurilor statice si
stationare solenoidale

Ecuatiile regimurilor magnetostatic, electrocinetic i magnetic stationar sunt similare:

div B = 0; divJ = 0; div B = 0;
rot H=0; rot E = 0; rot H=J;
B = B(H); 3= J(B) B = B(H),
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avand inductia B si respectiv densitatea de curent J solenoidale.

Se constata ca B este similar lui J si E este similar lui H, cu observatia ca rotorul
intensitatii campului este nenul doar in regim magnetic (J # 0).

Din acest motiv, vom analiza doar acest ultim regim, ecuatiile celorlalte doua regimuri
obtinandu-se prin particularizari.

Inductia magnetica B : 2 — IR" fiind solenoidala, admite ca potential vector: A : Q —
IR™, in care:

n =3, m = 3 pentru probleme bidimensionale;
n =2, m = 1 pentru probleme bidimensionale (2D), cu curent longitudinal (1D);

n = 1, m = 2 pentru probleme bidimensionale (2D), cu camp magnetic longitudinal
(1D);

n =1, m = 1 pentru probleme unidimensionale (1D).
Trebuie remarcat ca A are aceasi dimensiune vectoriala cu J.

Folosind potentialul vector, fluxul magnetic ce strabate o suprafata se exprima acum
prin integrare pe curba frontiera a suprafetei si nu prin integrala dubla:

cp:/BdA:/ rotAds — [ Adr.
S S oS

Potentialul magnetic vector este definit pana la gradientul unei functii scalare arbitrare:
A" =A(r) + grad A,

determinand aceiasi inductie ca si A(r) deoarece rot (grad \) = 0 pentru orice A\. O
metoda de a fixa functia \ este de a impune divergentei potentialului vector o valoare
conventionala (printr-o relatie de etalonare), de exemplu :

div A =0,

cunoscuta sub numele de conditie de etalonare Coulomb.

In acest caz, potentialul magnetic vector este determinat pana la gradientul unei functii
armonice. Aceasta functie este univoc determinata in €2 daca se impun conditii de fron-
tiera, de exemplu de tip Neumann, ceea ce este echivalent cu a impune componenta
normala A, = nA a potentialului magnetic vector pe 9€2. Conditia de tip Dirichlet este
echivalenta cu a impune componenta tangentiala A; = n x (A x n) pe 5.

Exprimand in ecuatiile regimului pe B si H in functie de A se obtine ecuatia diferentiala
de ordinul doi satisfacuta de potentialul magnetic vector:

rot H(rot A) = J,

in care H : R" — IR" este inversa functiei: B = H !

In cazul caracteristicii de magnetizare de forma: B = T H + I, cu I, = oM, rezulta
ca atat B cat §i H sunt afine:

H=7B-1,)=7B+M,,
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incarev? =7 ', H,=-7I,=—wn 71Hp. In acest caz, ecuatia potentialului magnetic
vector este:
rot (Trot A) =J —rot H,,

in care J,, = —rot H, = po rot (o 11\/Ip) este densitatea curentului echivalent de mag-
netizare. Acesta este un curent virtual care produce acelasi efect magnetic ca si cel de
conductie, astfel incat curentul total J, = J+J,, se poate considera ca sursa a potentialului
vector.

Daca mediul este omogen, atunci:
rot (Trot A) =T rot (rot A) =7V (grad (div A) — AA) = —T AA,

deci:
—AA =T J,

este potentialul vector care satisface ecuatia Poisson vectoriala.

In regim magnetostatic, daca mediile nu sunt polarizate permanent gi nu exista surse
interne de camp, atunci potentialul satisface ecuatia Laplace vectoriala generalizata:

rot (Trot A) =0,
sau, in cazul mediilor omogene, ecuatia Laplace:
AA = 0.
In cazul regimului electrocinetic stationar, potentialul vector al densitatii de curent se

noteaza de obicei cu T si
J=rotT,

i:/JdA: Tdr,
S oS

urmand ca ecuatiile sa aiba, in functie de tipul conductorului, una din urmatoarele forme:

e medii neliniare: rot E(rotT) = 0;

e mediu MANUSCRIS.

12.4 Potentialul vector pe suprafata de discontinui-
tate

Sa consideram o suprafata de discontinuitate Sy, care reprezinta frontiera comuna a doua
medii notate cu 1 si 2 gi avand permeabilitatile magnetice pq i respectiv ps.

Se va presupune ca Sy nu este nici panza de flux magnetic si nici de curent, in sensul ca
pentru nici o suprafata S de arie A si diametru d care tinde catre o curba C' C Sy, limita:

L1
JS:;‘{%&—O,
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in care ¢ este curentul ce strabate suprafata S.

Daca se noteaza cu By, H; si A1, respectiv By, Hs §i A, inductia, intensitatea campului
si potentialul vector in regim stationar, atunci pentru cele doua medii putem scrie formele
locale ale legilor fluxului magnetic si circuitului magnetic (mai exact limitele acestor
marimi in puncte care apartin celor doua medii, limite care tind catre un punct comun
de pe suprafata Sy):

® diUSB:0—>n12'(B2—B1):0—>Bn1 :Bng,

L] T0t5H20—>n12~(H2—H1):O—>Ht1:Ht2.

Deoarece:
B =nB, +B; =n(rot Ay) + (rot A;) =nrot Ay + (rot Ay, ...)\ MANUSCRIS!
si
H=vB=vrot A=nvrot A;+v(rot A),

cu v = 1/p, rezulta:
Ay =Ap; vy (rot Aq)y = o (rot Ag)y,

cu observatia ca daca A4 nu este egal cu Ay, atunci suprafata S, este purtatoare de flux
magnetic si ca a doua conditie de trecere este indeplinita daca 11 A,; = v A,s.

Daca unul dintre medii, de exemplu 2, este feromagnetic ideal, atunci py — oo §i Vo = 0,
deci:
n x (rot A xn) = (rot A); = 0.

Alegand pentru etalonare A, = 0 pe frontiera feromagnetica, rezulta ca si derivata
dupa normala a componentei tangentiale a potentialului vector este nula. In consecinta,
pe suprafata unui mediu feromagnetic se anuleaza atat H; cat si A,:

0A,

=t _o.
on

Daca in schimb unul dintre medii, de exemplu 2, este amagnetic, atunci pus — 0 si
vy — 00, deci By = usHy = 0 si rot Ay = 0.

Componenta normala a inductiei B, = nrot A; = 0 si fluxul pe orice suprafata S C Sy:

@:/Bdi: A, dr = 0.
S oS

Aceasta conditie este indeplinita daca A; este irotational, de exemplu constant sau nul.
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