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2.3 Existenţa şi continuitatea soluţiei . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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3.1.2 Formularea corectă a problemei discrete . . . . . . . . . . 117
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3.4.6 Crime variaţionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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Prefaţă

Folosirea tot mai frecventă a calculatoarelor numerice în viaţa de zi cu zi, dar
mai ales în inginerie este o evidenţă care nu mai necesită demonstraţie. Înca din
faza de concepţie, urmând apoi cu proiectarea, fabricarea, dar şi în exploatarea
echipamentelor şi instalaţiilor tehnice, calculatorul este folosit ca instrument in-
dispensabil pentru cele mai diverse operaţii şi tehnologii.
În ingineria electrică, în prezent este de neconceput proiectarea dispozitivelor
electromagnetice, fară utilizarea calculatoarelor. Pe lânga modelarea şi simula-
rea sistemelor şi circuitelor electrice, problema cea mai frecvent rezolvată este
problema directă a analizei numerice a câmpului electromagnetic, în cele mai di-
verse regimuri şi pentru o largă varietate de configuraţii geometrice. Urmează apoi
problemele inverse sau probleme de optimizare a dispozitivelor electromagnetice,
care stau la baza proiectarii sau reproiectarii optimale a diferitelor echipamente
electrice şi magnetice.
În consecinţă, modelarea electromagnetică joacă un rol esenţial în ingineria elec-
trică actuală. Prin aceasta înţelgem toate etapele necesare analizei cu calculato-
rul a dispozitivelor în funcţionarea cărora câmpul electromagnetic este important.
Aceste etape sunt urmatoarele [68]:

• modelarea fizică, în care, pornind de la analiza principiului de funcţio-
nare a dispozitivului şi identificarea principalelor fenomene şi relaţii cau-
zale (cauzele interne şi externe ale câmpului), se stabilesc ipotezele fizice
simplificatoare ale analizei şi implicit regimul câmpului electromagnetic şi
se identifică principalele mărimi fizice ce caracterizează funcţionarea dis-
pozitivului analizat, făcându-se presupuneri asupra modului în care acestea
variază în timp şi în spaţiu;

• modelarea geometrică urmareşte identificarea domeniului de calcul si a
subdomeniilor ce au relevanţă pentru problemă, analizând simetriile şi va-
riaţiile spaţiale ale problemei se determină dimensiunea domeniului spaţial
(1D, 1.5D, 2D, 2.5D, 3D) şi forma acestuia. Modelarea geometrică şi cu
cea fizică alcătuiesc împreună modelarea conceptuală.
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• modelarea matematică urmăreşte formularea problemei în termeni exclu-
siv matematici. Se specifică datele problemei, dar şi soluţia acesteia ca
obiecte matematice corect şi precis definite. Se (re)formulează ecuaţiile şi
condiţiile satisfăcute de soluţie, care determină formularea corectă a pro-
blemei, asigurandu-se existenţa, unicitatea şi continuitatea soluţiei faţă de
datele problemei;

• modelarea analitică aproximativă urmareşte determinarea unei soluţii apro-
ximative, care se poate determina cu una din metodele analitice. Chiar
dacă în această etapă sunt adoptate ipoteze simplificatoare suplimentare (de
exemplu, presupunem că în unele subdomenii câmpul este uniform), care în
mod evident introduc erori inaccetabil de mari, această etapă este esenţială
pentru validarea soluţiei finale, chiar şi numai ca ordin de marime;

• modelarea numerică presupune discretizarea problemei cu derivate parţi-
ale şi implicit aproximarea ei cu o problemă, care are o soluţie descrisă de
un numar finit de grade de libertate, reducându-se astfel, cel mai adesea,
rezolvarea problemei de câmp la rezolvarea unui sistem liniar de ecuaţii
algebrice sau a unei serii de astfel de sisteme;

• validarea soluţiei numerice încheie modelarea electromagentică, şi constă
în compararea soluţiei numerice cu soluţii numerice obţinute prin metode
alternative, cu soluţia analitică, sau cu rezultatul unor măsurători experi-
mentale facută pe dispozitivul real sau pe un model fizic al acestuia ( ma-
cheta cu dimensiuni scalate sau cu fenomene diferite, dar similare).

Pentru analiza numerică a câmpului electromagnetic se folosesc mai multe abor-
dări, dintre care cele mai importante sunt [69]:

• metoda elementului finit (MEF sau FEM - Finite Element Method);

• metoda diferenţelor finite (MDF sau FDM - FInite Difference Method) sau
variante ale acesteia cum sunt: metoda volumelor finite (FVM - Finite Vo-
lumes Method ) sau tehnica integralelor finite (FIT - Finite Integrals Tech-
nique);

• metoda elementelor de frontieră (BEM - Boundary Element Method).

Metoda elementului finit este o tehnică numerică de calcul a soluţiilor aproxima-
tive ale ecuaţiilor cu derivate parţiale, care intervin în cele mai diverse discipline
fizice sau inginereşti: analiza structurilor mecanice, curgerea fluidelor, termoteh-
nică, electromagnetism, cu aplicaţii în industria aeronautică, automobilului, na-
vală, bio-mecanică, predicţia vremii şi multe altele. Forma acestor ecuaţii, na-
turală pentru aplicarea metodei elementului finit este forma lor slabă, numită si
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variaţională, care minimizează reziduul ecuaţiei.
Metoda elementului finit poate fi privită ca o formă particulară a metodei Galer-
kin, în care variaţia spaţială a soluţiei este aproximată prin funcţii polinomiale
pe porţiuni - elemente de forma geometrică simplă. Prin proiectarea reziduului
ecuaţiei de rezolvat pe funcţiile de test se elimină derivatele spaţiale şi se obţine:

• un sistem de ecuaţii algebrice, în cazul problemenlor staţionare,

• un sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare, în cazul problemelor în regim
tranzitoriu.

Aceste sisteme sunt liniare, în cazul problemelor de câmp în medii liniare şi au
ca necunoscute, gradele de libertate ale problemei discrete (coordonatele soluţiei
numerice în spaţiul finit dimensional al funcţiilor de incercare, care aproximează
spaţiul soluţiilor). Sistemele de ecuaţii algebrice sau diferenţiale obţinute prin
discretizare se rezolvă cu metode numerice: directe sau iterative pentru sistemele
algebrice liniare, Newton -Raphson sau Metoda punctului fix, în cazul ecuaţiilor
neliniare şi metode de tip Euler sau Runge-Kutta, în cazul problemelor de regim
tranzitoriu. Conceptul de element finit (la singular!) nu trebuie confundat cu
elementele geometrice simple, în care se descompune domeniul de calcul, numite
de multe ori elemente finite. După cum se va vedea ulterior, un element finit este
o triadă, alcatuită din:

• mulţimea de celule elementare, în care se descompune domeniul spaţial al
problemei;

• funcţiile, care descriu modul de variaţie a soluţiei aproximative în aceste
celule;

• gradele de libertate ale soluţiei numerice - mulţimea de variabile reale, care
permit identificarea acestei soluţii, care este deci o combinaţie liniară a
funcţiilor de bază ale spaţiului soluţiei, avand gradele de libertate coefi-
cienţii acestei combinaţii.

Metoda elementului finit a fost aplicată la început, înca din anii 40 pentru rezolva-
rea problemelor de rezistenţa materialelor cu aplicaţii la proiectarea construcţiilor
şi aeronavelor. Unul din iniţiatorii metodei a fost R. Courant, care a folosit dis-
cretizări triunghiulare şi rezultatele cercetărilor făcute anterior de Raylegh, Ritz
şi Galerkin. O. Zinkiewicz , profesor la Imperial College a fost cel care a fun-
damentat, începand din 1947 şi apoi a răspândit metoda în cele mai largi cercuri
de cercetători. Abia în 1950 a fost introdusă matricea de rigiditate şi modul ei
de asamblare prin parcurgerea elementelor. În 1965, NASA a solicitat din par-
tea comunităţii stiinţifice contribuţii la dezvoltarea codului său de elemente finite,
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numit NASTRAN. Abia în 1973, prin publicarea cărţii lui Strang şi Fix [47] s-au
pus bazele teoretice ale metodei. De atunci, analiza cu element finit a devenit
parte componentă a matematicilor aplicate, utilizată la modelarea celor mai di-
verse sisteme fizice, în ingineria mecanică sau cea electrică [130]. În prezent
metoda elementului finit are cea mai largă aplicabilitate în comparaţie cu celelalte
metode numerice [52]. Explicaţiile sunt urmatoarele:

• Reţeaua MEF numită şi triangulaţie, alcătuită din triunghiuri, tetraedere, he-
xaedre sau prisme nu trebuie sa aibă o topologie structurată, cea ce asigură
cea mai buna flexibilitate în modelarea geometrică a unor domenii de forme
complicate;

• Formele simple ale celulelor elementare permit adaptarea unor variaţii sim-
ple ale soluţiei numerice în interiorul acestor celule, cum sunt polinoamele,
rezultate foarte bune obţinându-se chiar şi în cazul polinoamelor de gradul
întâi (elemente finite de ordinul întai);

• Metoda elementului finit realizează astfel un echilibru perfect între sim-
plitate şi flexibilitate. Soluţia numerică din această metodă este optimală,
deoarece minimizând reziduul, ea oferă cea mai buna soluţie numerică po-
sibilă;

• În cazul discretizării în dreptunghiuri, descompuse într-o pereche de tri-
unghiuri, metoda elementului finit este echivalentă cu metoda diferenţelor
finite, generând acelaşi sistem de ecuaţii algebrice;

• Topologia nestructurată a reţelei de discretizare permite rafinarea adaptivă,
care va putea fi îndesită în vecinatatea punctelor critice, în care soluţia are
variaţii spaţiale puternice, obţinându-se astfel o precizie sportă în calculul
câmpului;

• Matricea sistemului de ecuaţii generat în urma discretizării cu metoda el-
mentului finit are proprietăţi remarcabile, care fac ca sistemul liniar să se
poată rezolva foarte eficient, ea este rară, simetrică, pozitiv definită, şi dia-
gonal dominantă.

Aceste avantaje fac ca MEF să fie folosită aproape exclusiv în analiza mecanicii
corpurilor solide. Totuşi în mecanica fluidelor - CFD (Computational Fluid Dy-
namics) este preferată metoda volumelor finite.
În electromagnetism sunt folosite toate cele trei abordări numerice, dar metoda
elementului finit tinde sa fie preponderentă. Principalale cărţi referitoare la me-
toda elementului finite în electromagnetism sunt:
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1. O. C. Zienkiewicz, R. L. Taylor, Robert Leroy Taylor , The finite element
method: its basis and fundamentals - 2005 [134];

2. P.P. Silvester, R.L. Ferrari, Finite Elements for Electrical Engineers, CUP
1996 [113];

3. Alain Bossavit Computational Electromagnetism. Variational Formulations,
Complementarity Edge elemente, AP 1998 [17];

4. K. J. Binns, P. J. Lawrenson, C. W. Trowbridge, The Analytical and Nume-
rical Solution of Electric and Magnetic Fields Wiley, 1994 [74];

5. Jianming Jin, The Finite Element Method in Electromagnetics, 2nd Edition,
2002, Wiley-IEEE Press [73];

6. P. Monk. Finite Element Methods for Maxwell’s Equations. Numerical
Mathematics andScientific Computation. The Clarendon Press Oxford Uni-
versity Press, New York, 2003 [89].

Informaţii privind elementul finit mai pot fi găsite şi în:

1. Daniel Ioan, ş.a. - Metode numerice în ingineria electrică, Editura Matrix-
Rom, Bucureşti, 1998 [1];

2. Irina Munteanu, Gabriela Ciuprina, F.M.G. Tomescu - Modelarea numerica
a campului electromagnetic prin programe Scilab, Editura Printech, Bucu-
reşti 2000; www.lmn.pub.ro/~gabriela/studenti/an4/carte_
MNCE.pdf

3. R. Hiptmair. Finite elements in computational electromagnetism. Acta Nu-
merica, pages 237-339, 2002 [61];

4. Leszek Demkowicz, Computing With Hp-adaptive Finite Elements: One
and two dimensional elliptic and Maxwell problems, Chapman & Hall/-
CRC, 2006 [31];

5. Sabine Zaglmayr High Order Finite Element Methods for Electromagnetic
Field Computation, Thesis - Linz Univ, 2006 [133];

6. Endre Suli, FEM for PDE, Lecture notes [120].

Tot mai multe produse program de analiză cu element finit sunt disponibile atât
comercial cât şi în domeniul public:

• IFER - Internet Finite Element Resources http://homepage.usask.
ca/~ijm451/finite/fe_resources/,

www.lmn.pub.ro/~gabriela/studenti/an4/carte_MNCE.pdf
www.lmn.pub.ro/~gabriela/studenti/an4/carte_MNCE.pdf
http://homepage.usask.ca/~ijm451/finite/fe_resources/
http://homepage.usask.ca/~ijm451/finite/fe_resources/
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• NAFEMS, List of finite element software packages at Wikipedia http:
//en.wikipedia.org/wiki/NAFEMS,

• Electromagnetic Modeling web site at Clemson University http://www.
cvel.clemson.edu/modeling/,

• FEAdomain.com http://feadomain.com/, NCLab http://femhub.
com/nclab-com/.

În IFER sunt prezentate diferite resurse referitoare la FEM accesibile pe internet:
conferinţe, cursuri, grupuri de lucru, societăţi, pagini web, reviste, cărţi, bibiloteci
cu funcţii utile în MEF, programe comerciale, freeware, opensources, şi din do-
meniul public pentru elemente finite, generatoare de reţea, software matematic şi
pentru vizualizarea soluţiei.
Prezenta lucare porneşte de la observaţia că în literatură sunt disponibile mai multe
cărţi dedicate acestui domeniu şi foarte multe articole stiinţifice, dar cei care vor
sa folosească un program avansat de element finit au dificultăţi în înţelegerea ra-
pidă a principiilor esenţiale şi a felului în care pot modela în modul eficient şi
corect dispozitive electromagnetice relativ complexe. Pentru aceasta este nevoie
nu numai de experienţă în modelare, dar şi de o fundamentare teoretică solidă şi
corectă a abordării numerice. Lucrarea incearcă să ofere o astfel de fundamentare,
prin îmbinarea aspectelor fizice cu cele matematice şi algoritmice. Din păcate do-
cumetele scrise de matematicieni nu dau o prea mare atenţie aspectelor fizice şi
de multe ori nici celor algoritmice, cele scrise de ingineri sau fizicieni neglijează
de multe ori aspecte matematice esenţiale şi chiar pe cele algoritmice, iar lucră-
rile scrise de informaticieni nu excelează în prezentarea aspectelor fizice şi chiar
a celor matematice. Încercăm să corectăm aceste deficienţe, prin abordarea echi-
librată, din cele trei puncte de vedere.
Documentul este structurat în patru capitole, o listă bibliografică şi doua anexe.
Primul capitol este dedicat aspectelor fizice. Aici se prezintă pe scurt mărimile
fizice care intervin în modelarea electromagnetică, legile electromagnetismului
macroscopic, în forma lor globala, integrala, local-difernţială şi pe suprafeţele de
discontinuitate. Se prezintă apoi teremele fundamentale ale electromagnetismu-
lui, care se referă la conservarea sarcinii electrice, energiei electromagnetice şi
impulsului electromagnetic. Ultimele două teoreme sunt folosite în etapa de pos-
tprocesare, pentru calculul efectelor termice şi respectiv mecanice ale câmpului
electromagnetic. Capitolul se încheie cu prezentarea regimurilor câmpului elec-
tromagnetic, pentru fiecare fiind descrse ipotezele definitorii, ecuaţiile de ordinul
unu pentru câmpuri şi ecuaţiile de ordinul doi pentru potenţiale.
Cel de al doilea capitol al lucrării se referă la modelarea matematică. Se defineşte
formularea corectă a problemei de câmp şi se stabileşte cadrul funcţional variaţio-
nal pentru aceasta formulare. Se discută formularea variaţională slabă abstractă

http://en.wikipedia.org/wiki/NAFEMS
http://en.wikipedia.org/wiki/NAFEMS
http://www.cvel.clemson.edu/modeling/
http://www.cvel.clemson.edu/modeling/
http://feadomain.com/
http://femhub.com/nclab-com/
http://femhub.com/nclab-com/
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a problemei de câmp electromagnetic în diverse regimuri, indentificandu-se con-
diţiile de frontieră naturale şi cele esenţiale. Se enunţă teoremele de existenţă,
unicitate şi continuitate. Se discută echivalenţa dintre formalerea variaţională prin
minimizarea funcţionalei de energie, de tip Ritz şi formularea variaţională slabă,
prin proiecţie, de tip Galerkin.
Capitolul trei este dedicat modelării numerice cu metoda elementului finit. Se pre-
zintă pentru început conceptele fundamnetale ale acestei metode şi se ilustrează
aplicarea lor în cazul cel mai simplu al rezolvarii ecuaţiei Poisson 1D şi 2D, cu
condiţii Dirichlet. Se discută apoi extinderea la determinarea numerică a potenţia-
lului scalar în medii liniare dar şi la rezolvarea ecuaţiilor de tip rotor-rotor, pentru
potentialul vector, arătându-se necesitatea folosirii elementleor de muchie. Se dis-
cută apoi aspecte mai speciale, cum sunt cele întâlnite în rezolvarea problemelor
neliniare sau variabile în timp. Capitolul se încheie cu prezentarea felului în care
se poate aplica metoda elementului finit pe sisteme de calcul mutiprocesor, prin
descompunerea domeniului de calcul în subdomenii şi calculul iterativ al soluţiei
numerice globale. Acest capitol îmbină aspectele algoritmice cu cele matematice
dar şi cu fundamentul fizic.
Fiecare capitol se încheie cu o listă de întrebări, care ajută la recapitularea, ordo-
narea şi aprofundarea cunoştinţelor prezentate anterior. Faptul că puteţi răspunde
la cea mai mare parte dintre ele dovedeşte că aţi înţeles aceste cunoştinţe. Între-
bările reprezintă un excelent mijloc de învăţare, de multe ori mai eficient decât
exemple sau exerciţii şcolăreşti. Dacă ştiţi să raspundeţi la întrebări, puteţi genera
singuri astfel de exemple.
Documentul se adreseaza atat celor care doresc sa-şi dezvolte propriul cod sau
parţi de cod, pentru a fi încorporat într-un mediu de analiză sau proiectare mai
amplu, disponibil comercial sau în domeniul public, cât şi celor care vor să fo-
losească în mod eficient programele profesionale de element finit şi să înţeleagă,
atât anatomia lor cât şi implicaţiile opţiunilor făcute în exploatarea lor.
Ca orice monografie, lucrarea nu este originală in conţinut, ci doar în formă şi
viziune, conţinutul reflectând ultimele realizări în domeniu. Prin alcătirea sa,
lucrarea este diferită de multe alte cărţi de element finit, existente în literatură,
dedicate inginerilor, studenţilor sau cercetătorilor, din diferite domenii. Aceasta
pentru că îşi propune să lămurească atât fundamentul teoretic al metodei, cat şi
modul în care metoda poate fi folosită în rezolvarea unor probleme practice de
câmp electromagnetic. Ea se adresează celor care vor să îşi aprofundeze cunoş-
tinţele în domeniu, la nivel de master, doctorat, sau formare contină, dar ea este
folositoare şi pentru studenţii din primul ciclu, care au apetit pentru aspectele
conceptual-teoretice. Prin parcurgerea ei, aflaţi modul în care s-au dezvoltat isto-
ric principiile fundamentale ale metodei, dificultaţile intâmpinate în aplicarea ei
în electromagnetism şi modul în care acestea au fost depăşie. Lucrarea nu con-
ţine demonstraţiile matematice în detaliu, dar face trimiteri exacte la sursele din
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literatură unde fiecare din acestea este prezentată. Tot prin trimiteri sunt indicate
şi principalele proiecte de dezvoltare software, referitoare la diferite aspecte ale
metodei. Sunt abordate cu egala atenţie, atât aspectel fundamentale cât şi cele
avansate ale metodei şi aplicaţiilor sale în electromagnetism. Fiecare îşi poate
selecta aspectul de care este interesat, dar lucrarea în ansamblul ei dă o imagine
clară asupra arhitecturii cunoştinşelor referitoare la modelarea elctromagnetică, la
cel mai înalt nivel. Studiată cu atenţie, lucrarea duce la însuşirea deprinderilor
fundamentle necesare pentru formularea corectă a problemelor de câmp, în vede-
rea rezolvării lor cu MEF, şi determină dezvoltarea gândirii independente în acest
domeniu.
În încheiere doresc sa exprim mulţumirile mele D-lui ing. drd. Daniel Dan, care
a tehnoredactat in LateX acest document.



Capitolul 1

Aspectele fizice ale modelării
electromagnetice

1.1 Mãrimile caracteristice ale electromagnetismu-
lui

Câmpul electromagnetic este o formă de existenţă a materiei, diferită de sub-
stanţă, capabilă să acumuleze şi să transporte energie, dar şi să interacţioneze cu
corpurile din punct de vedere mecanic, termic şi/sau chimic.
Mărimile fizice caracteristice electromagnetismului se pot clasifica în următoarele
trei categorii:

• Mărimi caracteristice câmpului electromagnetic;

• Mărimi caracteristice corpurilor;

• Mărimi ce caracterizează efectele câmpului electromagnetic.

După modul în care se raportează la spaţiu, mărimile sunt locale, atunci când
descriu starea unui punct din spaţiu sau globale, atunci când descriu starera unei
infinităţi de puncte.
Dacă o mărime este definită la un moment de timp, atunci ea se numeşte instan-
tanee, iar dacă ea se referă la un interval de timp, ea se numeşte de proces.

1.1.1 Mãrimile locale ale câmpului electromagnetic
Fiecare din componentele electrică sau magnetică este caracterizată local de doi
vectori tridimensionali, intensitatea şi inducţia câmpului respectiv:

• E - intensitatea câmpului electric;

15
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• D - inducţia câmpului electric;

• H - intensitatea câmpului magnetic;

• B - inducţia câmpului magnetic.

Aceste patru mărimi vectoriale caracterizează complet, local şi instantaneu câm-
pul electromagnetic dintr-un punct din spaţiu, la un moment de timp (fig. 1.1).
Pentru a caracteriza câmpul intr-un domeniu spaţial pe un interval de timp cele
patru mărimi devin funcţii vectoriale de poziţie şi timp. Matematic cele patru
sunt deci funcţii definite pe domeniul spaţio-temporal cuadridimensional, cu
valori în spaţiul tridimensional.

Figura 1.1: Mărimi locale ale câmpului electromagnetic

Intensitatea câmpului electric

Mărime fizică vectorială ce caracterizează local şi instantaneu câmpul electric
din punct de vedere longitudinal:

E = f (r, t) , f : Ω× (tmin, tmax)→ R3, Ω ⊂ R3 (1.1)

unde r = ix+ jy+kz este vectorul de poziţie, iar E = iEx+ jEy+kEz. Unitatea
de măsură a intensităţii câmpului : Volt pe metru [V/m].

Inducţia electrică

Mărime fizică vectorială ce caracterizează local şi instantaneu comportarea transver-
sală a câmpului electric:

D = f (r, t) , f : Ω× (tmin, tmax)→ R3, Ω ⊂ R3 (1.2)
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unde r = ix+ jy + kz este vectorul de poziţie, iar D = iDx + jDy + kDz.
Unitatea de măsură: Coulomb pe metru pătrat [C/m2].

Intensitatea câmpului magnetic

Mărime fizică vectorială ce caracterizează local şi instantaneu câmpul magnetic
din punct de vedere longitudinal:

H = f (r, t) , f : Ω× (tmin, tmax)→ R3, Ω ⊂ R3 (1.3)

unde r = ix+ jy + kz este vectorul de poziţie , iar H = iHx + jHy + kHz.
Unitatea de măsură: Amper pe metru [A/m].

Inducţia magnetică

Mărime fizică vectorială ce caracterizează local şi instantaneu comportarea transver-
sală a câmpului magnetic:

B = f (r, t) , f : Ω× (tmin, tmax)→ R3, Ω ⊂ R3 (1.4)

unde r = ix+ jy + kz este vectorul de poziţie, iar B = iBx + jBy + kBz.
Unitatea de măsură: Weber pe metru pătrat sau Tesla [Wb/m2 = T].

1.1.2 Mãrimile locale ale corpurilor
În interacţiune cu câmpul electromagnetic corpurile îşi schimbă starea. Pentru a
caracteriza această schimbare de stare electromagnetică se folosesc următoarele
mărimi fizice locale (fig. 1.2):

• ρ - densitatea de volum a sarcinii electrice;

• J - densitatea de curent electric.

Aceste mărimi caracterizează local şi instantaneu corpurile. Pentru a caracteriza
starea unui punct din corp pe un interval de timp, cele două mărimi devin funcţii
de poziţie şi timp, una scalară şi alta vectorială, definite pe domeniul corpului şi
intervalul de timp.

Densitatea de sarcină

Mărime fizică scalară ce caracterizează local şi instantaneu starea de electrizare
a corpurilor:

ρ = f (r, t) , (1.5)
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Figura 1.2: Mărimile locale ale corpurilor

cu f : Ω × (tmin, tmax) → R, Ω ⊂ R3, iar r = ix + jy + kz este vectorul de
poziţie cartezian.
Unitatea de masura: Coulomb pe metru cub [C/m3].

Densitatea de curent

Mărime fizică vectorială ce caracterizează local şi instantaneu starea electrocine-
tică a corpurilor:

J = f(r, t), (1.6)

cu f : Ω× (tmin, tmax)→ R3, iar r = ix+ jy + kz vectorul de pozitie cartezian.
Unitatea de masura: Amper pe metru patrat [A/m2].

1.1.3 Mãrimi globale ale câmpului electromagnetic
Fiecare mărime locală defineşte prin integrare pe o varietate spaţială câte o mă-
rime globală. Intensităţile câmpului se integrează pe varietăţi unidimensionale
(curbe) - integrale simple, iar inducţiile se integrează pe varietăţi bidimensiunale
(suprafeţe) - integrale duble (fig. 1.3):

• tensiunea electrică u se obţine prin integrarea intesităţii câmpului electric
E pe curbe închise sau deschise;

• fluxul electric ψ se obţine prin integrarea inducţiei electrice D pe suprafeţe;

• tensiunea magnetică um se obţine prin integrarea intesităţii câmpului mag-
netic H pe curbe închise sau deschise;
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• fluxul magnetic ϕ se obţine prin integrarea inducţiei magnetice B pe su-
prafeţe.

Figura 1.3: Mărimile globale ale câmpului electromagnetic

Aceste mărimi caracterizează global şi instantaneu câmpul electromagnetic pe va-
rietăţile pe care sunt definite. Matematic ele sunt funcţii reale de variabilă reală,
definite pe intervalul de timp al procesului considerat. Fiind asociate unor
varietăţi orientate, vom spune că au sens de referinţă. Schimbarea sensului de
referinţă (orientarea varietăţii) determină schimbarea semnului mărimii globale.
Trebuie să mai luăm notă de un aspect extrem de important, referitor la orienta-
rea varietăţilor, deci implicit referitor la sensurile de referinţă. Acestea trebuie să
respecte următoarele reguli de orientare:

• Suprafeţele închise se orientează întotdeauna spre exterior.

• Suprafeţele deschise se orientează conform regulii burghiului drept, faţă de
felul în care sunt orientate curbele lor de frontieră.

• Integralele curbilinii au elemntul tangenţial de linie orientat în sensul cur-
bei, iar integralele pe suprafeţe au elementul vectorial de arie dA = ndA,
orientat în sensul versorului n, normal, la suprafaţă, care trebuie să respecte
regulile de orientare anterioare.

Tensiunea electricã

În consecinţă tensiunea electrică este o mărime scalară ce caracterizează global şi
instantaneu câmpul electric de-a lungul unei curbe C, mărime derivată, definită
de circulatia lui E:

u(t) =

∫
C

E(r, t)dr. (1.7)
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Unitatea de masura: Voltul [V].
Tensiunea este egală cu componenta tangenţială a intensităţii câmpului, mediată
pe curba C, înmulţită cu lungimea curbei: u = Et,med · lC .
Definită pe curbe închise, ea se mai numeşte şi tensiune electro-motoare (t.e.m.)
şi se mai notează cu e.
Matematic, tensiunea este o funcţie reală de variabilă reală - timpul, asociata unei
curbe orientate (ceea ce face să aibă sens de referinţă):

u(t) = f(t), f : (tmin, tmax)→ R, (1.8)

iar dacă funcţia este constantă, atunci valoarea ei se notează cu majuscula U .

Fluxul electric

Fluxul electric este o mărime fizică scalară care descrie global câmpul electric
de pe suprafaţa inchisa sau deschisa, este o mărime derivată, definită de fluxul
inductiei D:

ψ(t) =

∫
S

D(r, t)dA. (1.9)

Unitatea de măsură: Coulombul [C].
În consecinţă, fluxul este egal cu componenta normală a inducţiei, mediată pe
suprafata S şi înmultita cu aria suprafetei: ψ = Dn,med · As.
Matematic, fluxul este o funcţie reală de variabilă reală - timpul, asociată unei
suprafeţe orientate (ceea ce face să aibă sens de referinţă):

ψ(t) = f(t), f : (tmin, tmax)→ R, (1.10)

iar dacă funcţia este constantă, atunci valoarea ei se notează cu majuscula Ψ.

Tensiunea magnetică

Tensiunea magnetică este o mărime scalară ce caracterizează global şi instantaneu
câmpul magnetic de-a lungul unei curbe C, mărime derivată, definită de circulaţia
lui H:

um(t) =

∫
C

H(r, t)dr. (1.11)

Unitatea de măsură: Amperul [A].
În consecinţă tensiunea este egală cu componenta tangenţială a intensităţii câm-
pului, mediată pe curba C şi înmulţită cu lungimea curbei: um = Ht,med · lC .
Definită pe curbe închise, ea se mai numeşte şi tensiune magneto-motoare (t.m.m.).
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Matematic, tensiunea magnetică este o funcţie reală de variabilă reală - timpul ,
asociată unei curbe orientate (ceea ce face să aibă sens de referinţă):

um(t) = f(t), f : (tmin, tmax)→ R, (1.12)

iar dacă funcţia este constantă, atunci valoarea ei se notează cu majuscula Um.

Fluxul magnetic

Fluxul magnetic este o mărime fizică scalară, care descrie global câmpul magnetic
de pe suprafaţa S, mărime derivată, definită de fluxul inductiei B:

ϕ(t) =

∫
S

B(r, t)dA. (1.13)

Unitatea de măsură: Weberul [Wb].
În consecinţă fluxul este egal cu componenta normală a inducţiei, mediată pe su-
prafaţa S şi înmulţită cu aria suprafeţei: ϕ = Bn,medAs.
Matematic, fluxul magnetic este o funcţie reală de variabilă reală - timpul:

ϕ(t) = f(t), f : (tmin, tmax)→ R, (1.14)

iar dacă funcţia este constantă, atunci valoarea ei se notează cu majuscula Φ.

1.1.4 Mãrimi globale ale corpurilor

Ca şi mărimile globale ale câmpului, marimile globale ale corpurilor sunt asociate
mărimilor locale şi sunt obţinute prin integrarea acestora pe diferite varietăţi:

• q - sarcina electrică se obţine prin integrarea pe domeniul corpurilor a den-
sităţii de sarcină.

• i - intensitatea curentului electric se obţine prin integrarea pe suprafeţe ce
apararţin corpurilor a densităţii de curent J.

Aceste mărimi sunt funcţii scalare de timp ce caracterizează global şi instantaneu
starea corpurilor pe varietăţile pe care sunt definite. Deoarece este definită pe o
varietate orientata, curentul are sens de referinţă, dar sarcina nu are, fiind definită
pe o varietate neorientată.
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Sarcina electrică

Sarcina electrica este o mărime fizică scalară, care descrie global starea de elec-
trizare a unui corp, definită de integrala triplă, pe domeniul corpului a densităţii
de sarcină:

q(t) =

∫
Ω

ρ(r, t)dv. (1.15)

Unitatea de măsură: Coulomb [C].
În consecinţă sarcina este egală cu densitatea de sarcină mediată pe domeniul Ω
şi înmulţită cu volumul domeniului: q = rmed · VΩ. Matematic, sarcina este o
funcţie de timp asociată domeniului Ω, definită pe intervalul de timp al procesului
analizat:

q = f(t), f : (tmin, tmax)→ R. (1.16)

Dacă funcţia este constantă, atunci valoarea ei se notează cu majuscula Q.

Curentul electric

Intensitatea curentului electric, pe scurt curentul este o mărime fizică scalară, care
descrie global starea electrocinetică de pe o suprafata S sau Σ, definită de fluxul
densităţii de curent J:

i(t) =

∫
S

J(r, t)dA. (1.17)

Unitatea de masura: Amperul [A].
În consecinţă curentul este egal cu componenta normală a densităţii de curent
mediată pe suprafaţa S şi înmulţită cu aria suprafeţei: i = Jn,medAs. Matematic,
curentul este o funcţie reală de variabilă reală, definită pe intervalul de timp cât
dureză procesul analizat şi asociată unei suprafeţe orintate (ceea ce face să aibă
sens de referinţă):

i(t) = f(t), f : (tmin, tmax)→ R. (1.18)

Daca funcţia este constantă atunci valoarea ei se notează cu majuscula I .

1.1.5 Recapitularea mãrimilor electromagnetice
Perechile de mărimi globale-locale caracteristice electromagnetismului macrosco-
pic sunt sintetizate în Tabelul (1.1). Toate mărimile globale sunt scalare, iar mă-
rimile locale sunt vectoriale, cu excepţia densităţii de sarcină. Mărimile locale
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Mărimi locale Mărimi globale
Intensitate câmp electric E = t · du/ds [V/m] Tensiunea electrică u =

∫
C Edr [V]

Intensitate câmp magnetic H = t · dum/ds [A/m] Tensiunea magnetică um =
∫
C Bdr [A]

Inducţia electrică D = n · dψ/dA [C/m2] Fluxul electric ψ =
∫
DdA [C]

Inducţia magnetică B = n · dϕ/dA [Wb/m2] = [T] Fluxul magnetic ϕ =
∫
BdA [Wb]

Densitatea de sarcină ρ = dq/dv [C/m3] Sarcina electrică q =
∫
ρdv [C]

Densitatea de curent J = di/dA [A/m2] Curentul electric i =
∫
JdA [A]

Tabela 1.1: Marimile macroscopice ale câmpului electromagnetic

definesc complet, analitic, atât câmpul cât şi corpurile, în timp ce mărimile glo-
bale au un caracter sintetic, descriind doar starea medie a câmpului şi a corpurilor
dintr-o mulţime infinită de puncte. Cunoaşterea mărimilor locale determină uni-
voc, prin integrare mărimea globală, în schimb trecerea inversă nu este univoca.
Dupa cum s-a văzut, mărimile globale au valori egale cu componentele longitudi-
nale sau transversale ale câmpului, mediate pe varietaea de definiţie şi înmulţite
cu măsura varietăţii (lungime, arie sau volum, în cazul varietăţilor 3D).
Deoarece sunt destinate integrării pe anumite varietăţi, este evident că mărimile
locale sunt, de fapt, forme diferenţiale. http://en.wikipedia.org/wiki/
Differential_form. Intensităţile câmpurilor sunt forme diferenţiale de or-
dinul întâi (se integrează pe curbe - care sunt varietăţi de ordinul unu), inducţiile
şi densitatea de curent sunt forme diferenţiale de ordinul doi (se integrează pe su-
prafeţe, care sunt varietăţi de ordinul doi), iar densitatea de sarcină este o formă
diferenţială de ordinul trei (se integrează pe varietăţi tridimensionale, domenii de
volum nenul). Această observaţie explică de ce spunem că intensitatea caracte-
rizează câmpul din punct de vedere longitudinal (de-a lungul curbei) iar inducţia
caracterizează câmpul din punct de vedere transversal (componenta normală la
suprafaţă).
Am constatat că valorile medii ale componentelor mărimilor locale pe varietăţi se
pot calcula împărţind mărimea globală la măsura varietăţii. Dacă tindem această
măsură spre zero, la limita se obţine valoarea mărimii locale în punctul în care s-a
strâns varietatea. În consecinţă se poate stabil şi relaţia inversă, evidenţiată în Ta-
belul 1.1, prin care mărimile locale sunt "derivatele fizice" ale mărimilor globale.
În acest caz versorii t şi n, care dau orientarea mărimii locale corespund direcţiei
pentru care limita ce defineşte derivata are valoare maximă, sau se obţin derivând
succesiv după axele sistemului de coordonate. Aceste relaţii evidenţiază metode
de măsurare pentru mărimile locale, bazate pe valori ale mărimilor globale, mă-
surate pe varietăţi de dimensiuni foarte mici. Dacă se împarte mărimea globala la
măsura varietăţii ei, se obţine de fapt doar o componentă a valorii medii a mărimii
locale. Dacă în schimb varietatea este de dimensiuni foarte mici, atunci variaţia
mărimii locale pe varietate poate fi neglijată şi valoarea medie devine chiar valoa-
rea locala.

http://en.wikipedia.org/wiki/Differential_form
http://en.wikipedia.org/wiki/Differential_form
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Cele şase mărimi locale, patru ale câmpului şi două ale corpurilor sunt mărimile
primitive ale electromagentismului macroscopic. Mărimile globale, fiind definite
ca integrale ale mărimilor locale, sunt mărimi derivate.
În modelarea electromagnetică bazată pe analiza clasică, mărimile locale sunt
funcţii mărginite, integrabile. Totuşi, în practică se folosesc în modelare, de multe
ori distribuţii de câmp, sarcină sau curent degenerate, care nu pot fi reprezntate
matematic prin astfel de funcţii. De exemplu, un corp de de dimensiuni neglija-
bile (puctiform) electrizat cu sarcina q, plasat în origine. Densitatea de sarcină
este în acest caz o functie generalizată (o distribuţie) de tip Dirac:

ρ(x, y, z) = qδ(x)δ(y)δ(z). (1.19)

Tot o distribuţie este densitatea de sarcină distribuită uniform pe planul z = 0, cu
densitatea superficială ρs = dq/dA [C/m2], careia îi corespunde o densitate de
sarcina:

ρ(x, y, z) = ρsδ(z). (1.20)

Folosind funcţii generalizate, inclusiv dostribuţii în locul funcţiilor clasice, cadrul
funcţional se extinde foarte mult şi modelarea devine mult mai flexibilă. Dar mări-
mile locale pot avea singularităţi, puncte în care mărimile nu sunt marginite. Inte-
grarea mărimilor locale este o operaţie esenţială, nu numai în definirea mărimilor
globale ci şi, după cum se va vedea ulterior, în calculul puterii şi energiei, când
vor fi integrate pe varietăţi tridimensionale, produse scalare de tipul ED, BH, JE.
Aceste operaţii duc în mod natural la spaţiul funcţiilor L2 de pătrat integrabil, care
reprezintă câmpuri de energie finită. Folosirea integralei Lebesgue în locul inte-
gralei Riemann aduce mai multe avantaje legate de formularea corectă a proble-
melor, existenţa şi continuitatea soluţiei. Dar această decizie schimbă complet ca-
drul funcţional, de la cel clasic al funcţiilor cuntinue şi derivabile la cadrul funcţio-
nal modern, în care câmpurile devin elemente ale spaţiului Lebesgue L2, al a func-
ţiilor de pătrat integrabil http://en.wikipedia.org/wiki/Lp_space.
Elementele acestui spaţiu sunt clase de echivalenţă de funcţii egale aproape peste
tot. Lucrurile pot continua, prin introducerea spaţiilor Sobolev http://en.
wikipedia.org/wiki/Sobolev_space, atunci când generalizăm noţiu-
nea de derivată sau prin folosirea teoriei distribuţiilor a lui Schwartz http:
//en.wikipedia.org/wiki/Distribution_(mathematics).
În continuare vom folosi termenul de funcţie generalizată atat pentru distribuţii
cât şi pentru elementele spaţiilor Lebesgue, alc tuite din clase de echivalenţă de
funcţii egale aproape peste tot.
În continuare vom considera toate mărimile ce caracterizează câmpul şi corpurile,
elemente ale spatiului L2 (Ω ∈ R3). Avantajul constă în faptul că acesta este un
spaţiu Hilbert, cadrul natural pentru a demonstra riguros diferite teoreme, care ţin

http://en.wikipedia.org/wiki/Lp_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Sobolev_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Sobolev_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Distribution_(mathematics)
http://en.wikipedia.org/wiki/Distribution_(mathematics)
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de formularea corectă a problemeleor de câmp şi soluţionarea lor, precum şi de a
studia convergenţa soluţiei numerice.
Trecerea de la contextul clasic la cadrul funcţional modern, chiar dacă aduce multe
avantaje, cere un mare sacrificiu, şi anume renunţarea la conceptul clasic de func-
ţie, prin care fiecărui punct din domeniul de definiţie îi corespunde o valoare din
codomeniu. Valoarea funcţiei într-un punct nu mai are sens în contextul funcţio-
nal modern, iar conceptul de functie capătă un sens abstract.
Acesta este un sacrificiu de neacceptat pentru mulţi ingineri, neobişnuiţi cu ra-
ţionamente abstracte. Acestora le popunem sa işi închipuie ca în fiecare clasă de
echivalenţă se află un elemnt care se poate aproxima aproape peste tot, oricât de
bine cu o funcţie clasică, şi să adopte acea funcţie ca reprezentant al clasei de echi-
valenţă (cum se întâmplă în cazul funcţiilor suficient de netede). Astfel se poate
continua folosirea reprezentărilor intuitive clasice, chiar şi în cadrul modern.
Deoarece integrala unui polinom sau a unei funcţii trigonometirce are aceeaşi ex-
presie, chiar dacă este de tip Riemann sau Lebesgue, putem sa nu luăm în con-
siderare diferenţele între concepţia clasică şi cea modernă, folosind reprezentanţi
clasici pentru clasele de echivalenţe de funcţii, intâlnite în analiza funcţională. Pe
parcurs, se va vedea că falia conceptuală dintre cel două abordări devine tot mai
evidentă. Dar menţinerea în conceptul clasic, fara trecerea pe celălalt versant,
nu pot fi înţelese sensurile profunde ale modelării electromagnetice cu elemente
finite. Importanţa acestor aspecte va fi mai clară în capitolul dedicat modelării
matematice.

1.2 Legile generale ale electromagnetismului
Legile unei teorii fizice sunt afirmaţiile de bază referitoare la mărimile primitive,
fundamentale pentru acea teorie. Deoarece aceste afirmaţii au un caracter axio-
matic, ele nu se demonstrează în cadrul teoriei, ci acestea rezultă prin inducţie in-
completă, prin genralizarea observaţiilor experimentale. O teorie fizică este corect
axiomatizată, doar dacă legile ei sunt necontradictorii, independente, şi complete,
atât din punct de vedere matematic cât şi din punct de vederefizic.
Legile electromagnetismului macroscopic se împart în trei mari categorii:

• legile generale, ale căror forme nu depind de corpurile în care acestea se
aplică;

• legile de material, ale căror forme depind de substanţa în care acestea se
aplică;

• legile de transfer, descriu efectele ne-electromagnetice ale câmpului elec-
tromagnetic.
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În continuare vor fi prezentate pe scurt legile electromagnetismului macroscopic.
Pentru mai multe detalii puteţi consulta:
[69],[88], [122], [101], [29], [105].
În aceste lucrări veţi găsi mult mai multe discuţii, interpretări, exemple, aplicaţii,
inclusiv demonstraţia teoremelor fundamentale, dar şi a altor consecinţe.

1.2.1 Legea fluxului electric
1. Enunţ: Fluxul electric pe orice suprafaţă închisă este egal cu sarcina elec-

trică din domeniul interior suprafeţei.

2. Forma globală - integrală:

ψΣ = q ⇒
∮

Σ

DdA =

∫
DΣ

ρdv, (1.21)

relaţie valabilă pentru orice domeniu D , marginit de frontiera sa Σ = ∂D .

3. Forma locală:

∇D = ρ ⇔ divD = ρ, (1.22)

este o consecinţă directă a relaţiei (1.21) transformată prin relaţia Gauss-
Ostrogradski.
Forma generală a legii este cea globală. În sensul matematicii clasice, relaţia
(1.22) se poate aplica doar daca D este o funcţie continuă şi derivabilă, altfel
nu are sens divergenţa. În schimb, relatia (1.21) este valabilă şi în cazul
câmpurilor discontinue.

4. Forma pe suprafeţe de discontinuitate:
La trecerea prin suprafeţe de discontinuitate (de la un corp la altul) compo-
nenta normală a inducţiei electrice are saltul:

divsD = ρs ⇔ n12 · (D2 −D1) = ρs ⇒ Dn1 = Dn2 (1.23)

şi se conservă, dacă suprafaţa este neelectrizată (ρs = 0). Relaţia (1.23)
este o consecinţă directă a relaţiei (1.21), aplicată pe un domeniu cilindric
care tinde către un punct de pe suprafaţa de discontinuitate.
Cele două forme: locală şi pe suprafeţele de discontinuitate au semnificaţii
diferite în cazul folosirii funcţiilor clasice, dar în cazul folosirii funcţiilor
generalizate, relaţia (1.23) este un caz particular al relatiei (1.22).
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5. Semnificaţie fizică:
Orice corp electrizat (ρ 6= 0) produce în vecintătatea sa un câmp electric
(D 6= 0). Legea evidenţiază o cauză a câmpului electric şi anume electriza-
rea corpurilor.

6. Consecinţă calitativă (forma şi orientarea liniilor câmpului electric):
Liniile câmpului inducţiei electrice D sunt curbe deschise, ce pornesc de
pe sarcinile pozitive şi se opresc pe cele negative. Ele sunt neîntrerupte în
domeniile neutre.

Figura 1.4: Legea fluxului electric

1.2.2 Legea fluxului magnetic

1. Enunţ:Fluxul magnetic ϕΣ printr-o suprafaţă închisă oarecare Σ este nul.

2. Forma globală - integrală:

ϕΣ = 0 ⇒
∮

Σ

BdA = 0. (1.24)

3. Forma locală:
Se aplică teorema Gauss-Ostrogradski relaţiei (1.24), se ţine seama că vo-
lumul vΣ, este arbitrar şi rezultă:

∇B = 0 ⇔ divB = 0. (1.25)
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4. Forma pe suprafeţe de discontinuitate:
Ca şi în cazul anterior:

divsB = 0 ⇔ n12 · (B2 −B1) = 0 ⇒ Bn1 = Bn2. (1.26)

Componenta normală a inducţiei magnetice se conservă la trecerea prin
orice suprafaţă de discontinuitate.

5. Semnificaţie fizică:
O consecinţă imediată a acestei legi este faptul că nu există sarcini magne-
tice (adevărate), similare celor electrice.

6. Consecinţă calitativă:
Liniile inducţiei magnetice sunt curbe continui, închise - care nu au punct
de început sau de sfârşit.

Figura 1.5: Legea fluxului magnetic

1.2.3 Legea inducţiei electromagnetice
1. Enunţ:Tensiunea electrică de-a lungul unei curbe închise Γ este egală cu

viteza de scădere în timp a fluxului magnetic printr-o suprafaţă S care se
sprijină pe curba Γ.
Ipoteza Hertz: curba Γ şi suprafata SΓ sunt antrenate de corpuri în mişcarea
lor. În consecinţă inducţia electromagnetică poate fi de transformare şi/sau
de mişcare.



1.2. LEGILE GENERALE ALE ELECTROMAGNETISMULUI 29

2. Forma globală - integrală:

uΓ = −dϕSΓ

dt
⇒

∮
Γ

Edr = − d

dt

∫
SΓ

BdA, (1.27)

în care suprafaţa SΓ este arbitrară iar Γ este frontiera sa.

3. Forma locală:
Pentru corpuri imobile (v = 0), transformând relaţia (1.27) cu formula lui
Stokes se obţine ecuaţia vectorială cu derivate partiale:

∇× E = −∂B
∂t

⇔ rotE = −∂B
∂t
. (1.28)

cunsocută sub numele de a doua ecuaţie a lui Maxwell.
În sens calsic, această ecuaţie are sens doar daca E are variaţie spaţială
continuă şi netedă iar B are variaţie temporală derivabilă. Aceste restricţii
dispar, dacă se operează cu ditributii http://en.wikipedia.org/
wiki/Distribution_(mathematics).
În cazul mediilor în mişcare, legea inducţiei electromagnetice are o forma
mai complicată:

rotE = −∂B
∂t
− rot(B× v), (1.29)

în care intervine viteza locală a mediului v. Demonstarea formelor locale se
face transformând (1.28) cu relaţia lui Stokes şi identificând integranzii. În
mediile mobile se calculează "derivata de flux", conform ipotezei lui Hertz.

4. Forma pe suprafeţe de discontinuitate:
O altă consecinţă a relaţiei (1.27) referitoare la intensitatea câmpului electric
de o parte şi alta a unei suprafeţe de discontinuitate este

rotsE = 0 ⇔ n12 × (E2 − E1) = 0, (1.30)

sau echivalent:

E2t = E1t, (1.31)

relaţie care afirmă continuitatea componentei tangenţiale a intensităţii câm-
pului electric la trecerea printr-o suprafaţă de discontinuitate.

5. Semnificaţie fizică: Variaţia în timp a câmpului magnetic induce un câmp
electric, fenomen cunoscut sub numele de inducţie electromagnetică. Este
pusă în evidenţă astfel o a doua cauză posibilă a câmpului electric.

http://en.wikipedia.org/wiki/Distribution_(mathematics)
http://en.wikipedia.org/wiki/Distribution_(mathematics)


30CAPITOLUL 1. ASPECTELE FIZICE ALE MODELĂRII ELECTROMAGNETICE

6. Liniile câmpului electric indus: sunt curbe închise, înconjoară câmpul
magnetic inductor, sensul lor depinde de sensul liniilor câmpului magnetic
inductor şi de modul de variaţie al acestuia în timp. Câmpul electric indus de
un câmp magnetic descrescator în timp are sensul dat de regula burghiului
drept şi este opus în cazul campului inductor crescator.

Figura 1.6: Legea inducţiei electromagnetice

În baza ipotezei lui Hertz, inducţia electromagnetică poate fi de transformare (în
absenţa mişcării) şi/sau de mişcare (poate să apară şi in cîmpuri magnetice con-
stante în timp).

1.2.4 Legea circuitului magnetic
1. Enunţ: Tensiunea magnetică de-a lungul unei curbe închise Γ arbitrare este

egală cu suma dintre curentul printr-o suprafaţă ce se sprijină pe curba Γ şi
viteza de creştere în timp a fluxului electric prin acea suprafaţă. Ipoteza lui
Hertz se aplica si in acest caz.

2. Forma globală - integrală:

umΓ = iSΓ
+

dψSΓ

dt
, (1.32)

relaţie numită forma globală a legii, sau forma integrala a legii:∮
Γ

Hdr =

∫
SΓ

JdA +
d

dt

∫
SΓ

DdA, (1.33)

relaţii valabile pentru o suprafaţă arbitrară SΓ, marginită de frontiera sa Γ =
∂SΓ.
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3. Forma locală:
Utilizând teorema lui Stokes, aplicată relaţiei (1.33) se obtine in cazul me-
diilor imobile ecuatia cu derivate partiale, liniara si de ordinul intai

∇×H = J +
∂D

∂t
⇔ rotH = J +

∂D

∂t
. (1.34)

cunsocută sub numele de prima ecuaţie a lui Maxwell.
În cazul mediilor în mişcare, forma locală este:

rotH = J +
∂D

∂t
+ ρv + rot (D× v) , (1.35)

obţinută în baza ipotezei lui Hertz, folosind derivata de flux. Dacă se fo-
loseşte teoria distribuţiilor, forma locală este la fel de generală ca şi forma
globală.

4. Forma pe suprafeţe de discontinuitate:
Dacă pe suprafaţă există o distibuţie de curent superficial cu densitatea
Js[A/m], atunci:

rotsH = Js ⇔ n12 × (H2 −H1) = Js. (1.36)

iar dacă Js = 0:

H2t = H1t, (1.37)

care afirmă continuitatea componentei tangenţiale a câmpului magnetic la
trecerea printr-o suprafaţă de discontinuitate, care nu este pânză de curent.

5. Semnificaţie fizică: Această lege evidenţiază cauzele câmpului magnetic:
curentul electric de conducţie şi variaţia în timp a câmpului magnetic (cu-
rentul de deplasare). Liniile câmpului magnetic sunt curbe închise care în-
conjoară liniile curentului inductor şi au sensul dat de regula burghiului
drept.

Fenomenele fundamentale descrise de cele patru legi generale sunt reprezentate
simbolic în (fig. 1.8).

Deoarece conform ecuaţiilor lui Maxwell, inducţiilor elctrice/magentice li se
aplică operatorul divergenţă iar intensităţilor câmpurilor electrice/magentice li se
aplică operatorul rotor, trebuie ca fiecare sa îndeplinească condiţii de continuitate
şi netezime specifie. La trecerea prin suprafeţele de discontinuitate, inducţia tre-
buie sa-şi conserve componenta normală iar intensitatea îşi conservă componenta
tangenţială. După cum se va vedea ulterior aceste restricţii se menţin şi în cazul
lucrului cu funcţii generalizate, fiind deci caracteristici fundamentale ale compo-
nentelor câmpului electromagentic.
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Figura 1.7: Legea circuitului magnetic

Figura 1.8: Reprezentarea simbolică a legilor generale

1.3 Legile de material

Legile de material, în număr de trei, completează legile generale, specificând exis-
tenţa anumitor relaţii constitutive între mărimile locale ale campului electromag-
netic. Spre deosebire de legile generale, ale căror forme generale erau cele glo-
bale, în cazul legilor de material se va vedea că formele lor generale sunt formele
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locale.

1.3.1 Legea legărturii între D şi E
1. Enunţ: Inducţia electrică dintr-un punct din spaţiu depinde de intensitatea

câmpului electric din acel punct. Forma concretă a dependenţei este funcţie
de substanţa în care se află punctul.

Figura 1.9: Definiţia polarizaţiei

2. Forma generală (locală) a legii:

D = f (E, r) , f : R3 × Ω −→ R3, (1.38)

în care f este o funcţie vectorială de două variabile vectoriale numită carac-
teristică dielectrică, dar în cazul general, în care câmpul variază în timp, f
poate fi un operator. Dacă nu are loc variaţia după r, atunci avem un mediu
dielectric omogen.

3. Forme locale particulare:

(a) În vid:

D = ε0E, (1.39)

în care ε0
∼= 1

4π9·109
F
m

se numeşte permitivitatea vidului şi este o
constantă universală. Pentru valoarea exactă vedeţi (http://en.
wikipedia.org/wiki/Vacuum_permittivity).În consecinţă,
inducţia şi intensitatea câmpului elctric sunt coliniare şi proporţionale,
fiind suficientă doar una dintre cele doua mărimi vectoriale pentru a
caracteriza complet campul elctric dintr-un punct din vid.

http://en.wikipedia.org/wiki/Vacuum_permittivity
http://en.wikipedia.org/wiki/Vacuum_permittivity
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(b) În dielectrici liniari izotropi:

D = εE; εr =
ε

ε0

⇒ ε = ε0εr. (1.40)

Aceştia sunt caracterizaţi de constanta de material εr, mărime fizică
scalară, adimensională, numită permitivitatea relativă a mediului. Cor-
purile omogene au o valoare constantă a permitivităţii, în schimb în
corpurile neomogene permitivitatea depinde de punct. Din punct de
vedere matematic aceste corpuri sunt caracterizate de funcţia reală de
varibilă vectorială: εr = f(r) : Ω→ R+, definită pe domeniul corpu-
lui.
În modelarea electromagnetică se întâlnesc două cazuri degenerate:
mediul anelectric, la care se presupune ε = 0 ⇔ D = 0 şi dielectri-
cul perfect, la care ε→∞ ⇔ E = 0.

(c) În dielectricii liniari anizotropi:

D = εE; ¯̄ε =

 ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33

 . (1.41)

Aceştia sunt caracteizaţi de mărimea fizică ¯̄ε, numită tensorul permi-
tivitatii (relative/ absolute). Acest tensor este descris într-un sistem de
referinţă cartezian de o matrice pătrata de dimensiune 3× 3, simetrică
şi pozitiv definită. Matricea este diagonalizată, dacă axele sistemului
coincid cu direcţiile proprii ale tensorului.

(d) În corpurile polarizate permanent se foloseşte modelul afin - aproxi-
mare de ordinul unu a funcţiei (1.38):

D = εE + Pp, (1.42)

obţinută prin truncherea seriei Taylor a functiei f doar la primii doi
termeni. În realţia (1.42) ε este tensorul permitivităţilor dinamice, de-
finit ca matricea Jacobian a funcţiei f , iar Pp = f(0) este o matrice
vectorială numită polarizaţie permanentă.

4. Semificaţii fizice:
Polarizaţia P [C/m2] este o mărime derivată definită de relaţia (fig. 1.9):

P = D− ε0E = f (E)− ε0E = Pt (E) + Pp (1.43)

în care Pp = f (0) este polarizaţia permanentă, iar Pt (E) = P − Pp =
f (E) − f (0) este polarizaţia temporară. Aceste mărimi fizice descriu fe-
nomenul de polarizare permanentă - prin care electreţii devin sursă de câmp
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electric şi respectiv fenomenul de polarizare temporară - prin care dielectri-
cii perturbă câmpul în care se află.
În medii liniare:

Pp = 0, P = Pt = ε0χeE, D = ε0 (1 + χe)E⇒ εr = 1 + χe. (1.44)

În care χe - se numeşte susceptivitate dielectrică şi caracterizează capaci-
tatea corpului de a se polariza temporar (sub acţiunea câmpului electric).
Mărimea globală asociată polarizaţiei este momentul electric definit ca in-
tegrala magnetizaţiei pe volumul corpului:

p =

∫
Ω

Pdv [Cm]. (1.45)

În practică cel mai des folosit este modelul afin (1.42) şi cazurile lui particu-
lare - mai ales modelul liniar si izotrop (1.40) pentru modelarea electreţilor.
Câmpul electric produs de un electret neîncărcat cu sarcină are liniile in-
ducţiei D curbe închise (orientate în interiorul corpului în sensul polariza-
ţiei sale permanente) şi liniile intensităţii E curbe deschise, identice cu cele
ale lui D în exteriorul corpului şi opuse (depolarizante) în interior. Corpu-
rile dielectrice liniare introduse în câmp electric perturbă liniile câmpului,
atrăgându-l în interiorul lor, cu atât mai mult cu cât au permeabiliate mai
mare. Inducţia D, care are liniile ce câmp curbe închise creşte în interirorul
corpului, dar scade în exterior. În schimb, intensitatea câmpului electric E,
scade atât în interior, cât şi în exterior.

5. Forma globală a legii în câmp uniform:
Fluxul electric ce străbate un corp cilindric omogen de lungime l şi aria
bazei A, depinde de tensiunea de-a lungul său astfel:

ψ = A · f(u/l). (1.46)

În cazul particular al dielctricilor liniari, dependenţa ψ − u este tot liniară:

ψ = Aε
u

l
= Cu. (1.47)

cu C = Aε/l. O relaţie asemănătoare este valabilă şi în cazul general al
unui tub de flux, sau al unui corp de formă arbitrară cu două borne echi-
potenţiale disjuncte. Acesată relaţie evidenţiază o metodă de măsurare a
permeabilităţii unui mic eşantion cilindric, măsurând mărimile globale u şi
ψ.
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6. Forma pe suprafeţe de discontinuitate - refracţia liniilor de câmp:
La trecerea printr-o suprafaţă de discontinuitate, care separă mediile cu per-
mitivitatile ε1 şi ε2, linia de camp a inducţiei electrice se frânge cu unghiu-
rile faţă de normală α1 şi α2, care satisfac relaţia:

tgα1

tgα2

=
ε1

ε2

. (1.48)

Demonstraţia acestei relaţii ce descrie refracţia liniilor de câmp electric
este o consecinţă imediată a conservării componentei normale a inducţiei şi
a componentei tangenţiale a intensităţii câmpului. În particular, dacă unul
din medii este degenerat, ε1 → 0 sau ε1 → ∞, atunci linia de câmp face
cu suprafaţa acelui mediu unghiul α2 → π/2 şi respectiv α2 → 0. În
consecinţă, liniile de câmp sunt perpendiculare pe dielectricii perfecţi şi se
preling pe la suprafaţa corpurilor anelectrice.

1.3.2 Legea legăturii între B şi H
1. Enunţ: Inducţia magnetică dintr-un punct din spaţiu depinde de intensitatea

magnetică din acel punct. Forma concretă a dependenţei este funcţie de
substanţa în care se află punctul.

Figura 1.10: Definiţia magnetizaţiei

2. Forma generală (locală) a legii:

B = f (H, r) , f : R3 × Ω −→ R3, (1.49)

în care f este o funcţie vectorială de două variabile vectoriale, numită ca-
racteristică de magnetizare, dar în cazul general, în care câmpul variază în
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timp, f poate fi un operator, iar în cazul particular al mediilor omogene, va-
riabila r nu mai apare.
În cazul mediilor cu histerezis, se sabileşte o relaţie neliniară între modul de
variaţie în timp al intensitătii câmpului magnetic H şi modul în care variază
în timp inducţia B.

3. Forme locale particulare:

(a) În vid (şi medii nemagnetice):

B = µ0H, (1.50)

în care µ0 = 4π10−7 H
m

se numeşte permeabilitatea magnetică a vidu-
lui şi este o constantă universală. În consecinţă, inducţia şi intensitatea
câmpului magnetic sunt coliniare şi proporţionale, fiind suficientă doar
una dintre cele doua mărimi vectoriale pentru a caracteriza complet
campul magnetic dintr-un punct din vid.

(b) În medii liniare şi izotrope:

B = µH; µr =
µ

µ0

⇒ µ = µ0µr. (1.51)

Acestea sunt caracterizate de constanta de material µr, mărime
fizică scalară, adimensională, numită permeabilitatea magnetică
relativă a mediului. Corpurile omogene au o valoare constantă
a permeabilităţii, în schimb în corpurile neomogene, permeabi-
litatea depinde de punct. Din punct de vedere matematic aceste
corpuri sunt caracterizate de funcţia reală de variabilă εr = f(r) :
Ω→ R+, definită pe domeniul corpului.
Cazurile degenarte întâlnite în modelare sunt materialele amag-
netice, la care µ = 0 ⇔ B = 0 şi mediul feromagnetic perfect,
la care µ→∞ ⇔ H = 0.

(c) În medii anizotrope:

B = µH; ¯̄µ =

 µ11 µ12 µ13

µ21 µ22 µ23

µ31 µ32 µ33

 . (1.52)

Aceştiea sunt caracteizate de mărimea fizică ¯̄µ numită tensorul per-
meabilităţii (relative/ absolute). Acest tensor este descris într-un sis-
tem de referinţă cartezian de o matrice pătrata de dimensiune 3 × 3,
simetrică şi pozitiv definită, notată şi cu ¯̄µ. Matricea este diagonalizată
dacă axele sistemului coincid cu direcţiile proprii ale tensorului.
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(d) În magneţi permanenţi se foloseste modelul afin:

B = µH + Ip (1.53)

obţinut prin aproximarea caracteristicii neliniare de magnetizare (1.49)
cu trunchierea de ordin întai a seriei Taylor a funcţiei f .
Tensorul µ reprezentat de matricea Jacobian a caracteristicii neliiniare
de magnetizare este permeabilitatea dinamică iniţială (în origine) a
mediului, iar Ip = f(0) = Br, se numeşte polarizaţia magnetică sau
inducţia remanentă. De multe ori în locul lui este preferată mărimea
Mp = Ip/µ0 numită magnetizaţie permanentă.

(e) În general:

B = µ0 (H + M) ⇒ M =
B

µ0

−H = Mt (H) + Mp,

Mp =
f (0)

µ0

.

(1.54)

(f) Iar în medii liniare:

M = 0, M = Mt (H)χmH;

B = µ0 (1 + χm)H ⇒ µr = 1 + χm.
(1.55)

În care χm se numeşte susceptibilitate magnetică.
Relaţia B = µ0 (H + M) defineşte o nouă mărime fizică, care descrie
fenomenul de magnetizare. Aceasta este M = (B/µ)−H, o mărime
fizică vectorială locală, numită magnetizaţie. Cu toate că în definiţia
ei s-au folosit marimi ale câmpului, rezultatul este totuşi o mărime
caracteristică corputilor (Fig. 1.10). Mărimea globală asociată mag-
netizaţiei este momentul magnetic, definită ca integrala magnetizaţiei
pe domeniul corpului:

m =

∫
Ω

Mdv [A/m2]. (1.56)

Ea este o mărime vectorială globală şi instantanee, care descrie starea
globală de magnetizare a unui corp.

4. Semificaţia fizică:
Legea descrie fenomenele de magnetizare permanentă - sursă de câmp mag-
netic şi magnetizarea temporară, datorită căreia câmpul magnetic este per-
turbat de prezenţa corpurilor magnetizabile.
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5. Forma globală a legii în camp uniform:
Fluxul magnetic ce străbate un corp cilindric omogen de lungime l şi aria
bazei A depinde de tensiunea de-a lungul său astfel:

ϕ = A · f(t, um/l), (1.57)

în cazul particular al corpurilor liniare, dependenţa ϕ− um este tot liniară:

ϕ = Aµ
um
l

= Lum. (1.58)

cu L = Aµ/l. Acesată relaţie evidenţiază o metodă de determinare expe-
rimentală a permeabilităţii unui mic eşantion cilindric, măsurând mărimile
globale um şi ϕ.

6. Forma pe suprafeţe de discontinuitate - refracţia liniilor de câmp:
La trecerea printr-o suprafaţă de discontinuitate, care separă mediile cu per-
meabilitatea µ1 şi µ2, linia de câmp a inducţiei magnetice se frânge cu un-
ghiurile faţă de normală α1 şi α2, ce satisfac relaţia :

tgα1

tgα2

=
µ1

µ2

. (1.59)

Demonstraţia este o consecinţă imediată a conservării componentei normale
a inducţiei şi a componentei tangenţiale a intensităţii câmpului. În particular
dacă unul din medii este degenerat, µ1 → 0 sau µ1 → ∞, atunci linia
de câmp face cu suprafaţa acelui mediu unghiul α2 → π/2 şi respectiv
α2 → 0. În consecinţă liniile de câmp sunt perpendiculare pe materialele
perfect magnetice şi se preling pe la suprafaţa corpurilor amagnetice.

Dacă adăugăm mărimile derivate M,m,P,p la cele introduse în capitolul (1.1),
obţinem un sistem de opt mărimi locale şi opt mărimi globale, din care jumătate
caracteristice câmpului şi jumătate caracteristice corpurilor. Din cele 16 mărimi,
doar 6 sunt primitive, iar celelalte sunt derivate. În diferite variante ale prezentării
teoriei electromagnetismului macroscopic se consideră diverse mărimi din cele
16 ca fiind primitive, rezultatul fiind în cele din urmă acelaşi, obţinându-se teorii
echivalente. În consecinţă, nu are prea mare relevanţă prectică, care sunt cele şase
mărimi primitive ale electromagnetismului şi pe care le considerăm derivate.

1.3.3 Legea conducţiei
1. Enunţ:Densitatea de curent dintr-un punct depinde de intensitatea curentu-

lui din acel punct. Forma concretă a dependenţei este funcţie de substanţa
în care se află punctul.
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2. Forma generală (locală) a legii:

J = f (E, r) , f : R3 × Ω −→ R3, (1.60)

în care f este o funcţie vectorială de două variabile vectoriale, dar în cazul
general în care câmpul variază în timp, f poate fi un operator.

3. Forme locale particulare:

(a) În vid:

J = 0. (1.61)

(b) În conductoare liniare izotrope:

J = σE ⇔ E = ρJ, (1.62)

în care σ
[

S
m

]
se numeşte conductibilitatea electrică. Mărimea in-

versă conductivităţii este rezistivitatea electrică, cu simbolul ρ şi uni-
tatea de măsură [Ω ·m]. Cazurile degenerate sunt izolatorul perfect
σ = 0 ⇔ J = 0 şi conductorul perfect, sau supraconductorul:
ρ = 0 ⇔ E = 0.

(c) În conductoare liniare anizotrope:

J = σE. (1.63)

Aceştia sunt caracteizaţi de mărimea fizică ¯̄σ numită tensorul conduc-
tivităţii. Acest tensor este descris într-un sistem de referinţă cartezian
de o matrice pătrata de dimensiune 3× 3, simetrică şi pozitiv definită.
Matricea este diagonalizată dacă axele sistemului coincid cu direcţiile
proprii ale tensorului.

(d) În corpuri cu câmp imprimat se foloseşte modelul afin de dependenţa
între J şi E:

E + Ei = ρJ ⇔ J = σ (E + Ei) = σE + Ji. (1.64)

4. Semnificaţie fizică:
Legea evidenţiază faptul că starea electrocinetică se datorează câmpului
electric şi că în corpurile cu câmp imprimat (din diferite cauze: termice,
mecanice, chimice, cum se întâmpla în cazul bateriilor şi acumulatoarelor)
apare un câmp electric generat de cauze ne-electrice.
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5. Forma pe suprafeţe de discontinuitate - refracţia liniilor de câmp:
La trecerea printr-o suprafaţă de discontinuitate, care separă mediile cu per-
mitivităţile σ1 şi σ2, linia de câmp se frânge cu unghiurile faţă de normală
α1 şi α2, ce satisfac relaţia ::

tgα1

tgα2

=
σ1

σ2

. (1.65)

În particular dacă unul din medii este degenerat, σ1 → 0 sau σ1 → ∞,
atunci linia de câmp face cu suprafaţa acelui mediu unghiul α2 → π/2 şi
respectiv α2 → 0. Linia de curent cade perpendicular pe conductoarele
perfecte şi se prelinge pe suprafeţele corpurilor izolante.

Cel mai adesea în modelarea elctromagnetică se foloseşte forma liniară a legii
conductiei. Un mediu liniar este carcterizat complet din punctul devedere al para-
metrilor electromagnetici de material de trei constante de material: permeabilitaea
ε, permitivitatea µ şi conductivitatea σ.

1.4 Legile de transfer

1.4.1 Legea transferului de energie în conductoare
1. Enunţ: Densitatea de volum a puterii transferate de câmp conductoarelor în

stare electrocinetică este egală cu produsul scalar între intensitatea câmpului
electric şi densitatea curentului electric de conducţie.

2. Forma locală:

p = EJ. (1.66)

Mărimea p măsurată în [W/m3] este o mărime fizică scalară, locală şi in-
stantanee ce descrie transferul de putere.

3. Forma globala:

P =

∫
Ω

pdv =

∫
Ω

EJdv. (1.67)

Forma globală a legii dă valoarea puterii P [W] transferată de câmp unui
corp întreg, fară să arate cum este distribuită disiparea de energie. Pentru
a realiza o modelare precisă, de exemplu a distribuţiei temperaturii într-un
corp conductor parcurs de curent, trebuie folosită forma locală a legii, care
este forma generală.
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4. Semnificaţie fizică: Această lege descrie efectul caloric al starii electroci-
netice. În cazul mediilor conductoare liniare, deoarece densitatea de putere
este pozitivă, transferul de putere are loc ireversibil, de la câmp la corp:

p = JE = ρJ2 > 0. (1.68)

1.4.2 Legea transferului de masă (a electrolizei)
1. Enunţ: În procesul de conducţie are loc un transfer de masă cu densitatea

fluxului de masă proporţională şi coliniară cu densitatea de curent.

2. Forma locală

δ = kJ (1.69)

în care k este neglijabil în metale şi este egal cu coeficientul electrochimic
în electroliţi.

k =
A

Fn
, (1.70)

A este masa atomică, n este valenţa elmentului depus la electrod şi F =
96485, 3365C/mol este numărul lui Faraday.

3. Forma globală: Debitul masic depus prin fenomenul de electroliză este în
consecinţă:

Qm =

∫
Σ

kJdA, (1.71)

în care Σ este suprafaţa anodului, iar masa totală depusă în intervalul (t1, t2)
este

m =

∫ t2

t1

∫
S

kJdAdt. (1.72)

În particular, dacă k = ct. şi J nu depinde de timp:

m = kIt, (1.73)

în care t = t2 − t1, iar

I =

∫
S

JdA (1.74)

este curentul ce străbate cuva electrolitică.
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4. Semnificaţie fizică: legea descrie fenomenul de electroliză.
Forma globală a legii indică masa totală depusă prin elctroliză dar nu şi lo-
cul în care este aceasta depusă. Daca se doreşte calculul grosimii stratului
depus prin electroliză trebuie aplicată forma locală a legii, care este forma
generala.
După cum se constantă, legile câmpului electromagnetic nu pun în evidenţă
în mod direct efectele mecanice ale acestui câmp. Ele pot fi totuşi determi-
nate folosind teoremele campului electromagnetic, ale căror demonstraţie
se bazează pe legile prezentate.

1.5 Teoremele de conservare

1.5.1 Teorema conservării sarcinii

1. Enunţ: Curentul electric ce părăseşte orice suprafaţă închisă este egal cu
viteza de scădere a sarcinii din domeniul interior suprafeţei. Şi de această
dată se aplică ipoteza lui Hertz, conform căreia, curbele şi suprafeţele sunt
antrenate de corpuri în miscarea lor.

2. Forma globală/integrală:

iΣ = −dqDΣ

dt
⇒

∫
Σ=∂DΣ

JdA = − d

dt

∫
DΣ

ρdv. (1.75)

Prima relaţie este forma globală a legii iar a doua este forma sa integrală.

3. Forma locală pentru medii imobile:

∇J = −∂ρ
∂t
⇔ divJ = −∂ρ

∂t
(1.76)

Se obţine din relaţia (1.75) prin aplicarea relaţiei lui Gauss. În medii mobile:

∇ (J + ρv) = −∂ρ
∂t
⇔ div (J + ρv) = −∂ρ

∂t
(1.77)

se ţine cont de derivata substanţială.
Vectorul Jv = ρv este densitatea curentului de convecţie a sarcinii. Daca
notăm cu Jd = dD/dt densitatea curentului de deplasare, rezultă că suma
celor trei curenţi: de conducţie, de convecţie şi de deplasare are întotdeauna
divergenţa nulă, fiind deci un câmp solenoidal.
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4. Forma pe suprafeţe de discontinuitate:

divsJ = −∂ρs
∂t

⇔ n12 (J2 − J1) = −∂ρs
∂t

. (1.78)

În cazul particular în care suprafaţa nu este electrizata, ρs = 0:

Jn1 = Jn2, (1.79)

ceea ce evidenţiază conservarea componentei normale a densităţii de curent
la trecerea prin suprafeţele de discontinuitate ne-elecrtizate.

5. Semnificaţie fizică:
Între curent şi sarcina există o foarte strânsă legatura. Sarcina se conservă
sau migrează sub forma de curent. Linile de câmp ale densităţii totale de
curent (convecţie plus deplasare plus convecţie ) sun curbe închise, deci
acesta se conservă. În regim staţionar, această concluzie este valabilă pentru
curentul de conducţie, deoarece ceilalţi doi curenţi sunt oricum nuli.

1.5.2 Teorema energiei electromagnetice
1. Enunţ: Puterea transferată de câmpul electromagnetic unui domeniu prin

frontiera acestuia este egală cu puterea transferată corpurilor din domeniu
plus viteaza de creştere a energiei câmpului electromagnetic din domeniu:

PΣ = PDΣ
+
∂Wem

∂t
. (1.80)

2. Forma locală în medii imobile:

−divS = p+
∂wem
∂t

. (1.81)

este o consecinţă pătratică a legilor câmpului electromagnetic, n̂ formele lor
locale. Mai exact, prima ecuaţie a lui Maxwell (2.34) amplificată în produs
scalar cu E se adună cu a doua ecuaţie a lui Maxwell (2.28) amplificată tot
în produs scalar cu−H. În consecinţă, în medii liniare imobile, termenii au
expresiile:

• S = E×H - este vectorul Poynting, măsurat în W/m2;

• p = EJ - este densitatea de volum a puterii transferată de câmp cor-
purilor, se mă sorară în W/m3;
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• wem = we +wm este densitatea de volum a energiei electromagnetice,
măsurată în J/m3;

• we = DE/2 este densitatea de volum a energiei electrice, măsurată în
J/m3;

• wm = BH/2 este densitatea de volum a energiei magnetice, măsurată
în J/m3.

Forma globală a teoremei rezultă prin integrarea formei locale pe domeniul
corpului, deci:

• PΣ = −
∫

Σ=∂D

SdA este puterea transferată prin suprafaţa domeniului,

orientată convenţional de la exterior spre interior, măsurată în W;

• P =
∫
D

pdv =
∫
D

J · Edv este puterea transferată corpurilor din dome-

niu, măsurată în W;

• Wem =
∫
D
wemdv =

∫
D

(
D·E

2
+ B·H

2

)
dv = We + Wm este energia

câmpului electromagnetic din domeniu, măsurată în J.

În cazul mediilor neliniare, densitatea de energie electrică şi cea magnetică
au expresiile:

we =

∫ D

0

EdD′ =

∫ D

0

−1

f (D′)dD′;

wm =

∫ B

0

HdB′ =

∫ B

0

−1
g (B′)dB′.

(1.82)

Dacă mediile sunt în mişcare, atunci în energia transferată corpurilor in-
tervine şi lucrul mecanic efectuat de acestea ca urmare a deplasării, sub
acţiunea forţelor de natură electrică şi magnetică. În aceste codiţii, în acord
cu principiul întâi al termodinamicii:

− dWem

dt
= Pmec + Pcond + PΣ ⇔ Pmec = −dWem

dt
− Pcond − PΣ =def

=def

∫
D

f · vdv = −dWem

dt
−
∫
DΣ

E · J dV −
∮

Σ

(E×H) · n dS =∫
DΣ

(
− E · ∂D

∂ t

∣∣∣∣
Ψ=ct.

+
E2

2

∂ε

∂ t

∣∣∣∣
Ψ=ct.

− H · ∂B
∂ t

∣∣∣∣
Φ=ct.

+
H2

2

∂µ

∂ t

∣∣∣∣
Φ=ct.

)
dV.

(1.83)



46CAPITOLUL 1. ASPECTELE FIZICE ALE MODELĂRII ELECTROMAGNETICE

Identificând termenii, rezultă densităţile volumetrice de forţă electrică şi
magnetică

f = fe + fm = ρVE−
E2

2
(grad ε) + grad

(
E2

2
τ
∂ε

∂τ

)
+

+ J×B− H2

2
(grad µ) + grad

(
H2

2
τ
∂µ

∂τ

) (1.84)

Această expresie pune în evidenţă următoarele forţe cu care câmpul electro-
magnetic acţionează asupra corpurilor liniare: Coulomb (datorată electriză-
rii), datorată polarizaţiei temporare, de electrostricţiune, Laplace (datorată
curentului electric), datorată magnetizaţiei temporare şi de magnetostric-
ţiune.
Ca o consecinţă a teoremei energiei electromagnetice în medii neliniare,
rezultă şi expresiile forţelor generalizate de natură electrică şi magnetică
exercitate asupra unui sistem cu n grade de libertate:

Xk e = − ∂We

∂xk

∣∣∣∣
Q= ct.

, Xk m = − ∂Wm

∂xk

∣∣∣∣
Φ = ct.

Xk e =
∂W ∗

e

∂xk

∣∣∣∣
U = ct.

, Xk m =
∂W ∗

m

∂xk

∣∣∣∣
I = ct.

(1.85)

în care s-a notat cu Xk forţa generalizată (componetă a forţei măsurată inN ,
momentul forţei măsurat în Nm sau presiune măsurată în N/m2) cu care
câmpul electromagnetic acţionează asupra sistemului, cu xks-a notat coor-
donata generalizată asociată (măsurată în m, radiani respectiv m3), pentru
k =1,2,..,n. S-a notat cu We , Wm energia electrică, respectiv magnetică a
sistemului, şi cu W* s-a notat co-energia, adică integrala densităţii de coe-
nergie, definită astfel:

w∗e =

∫ E

0

DdE′; wm =

∫ H

0

BdH′. (1.86)

În prima teoremă a forţelor generalizate, se derivează energia totală, în con-
diţiile în care fluxurile magnetice Φ şi sarcinile electrice Q nu variază, iar în
a doua teoremă a forţelor generalizate, se derivează coenergia, în condiţiile
în care tensiunile electrice U şi curenţii I sunt constanţi.

1.5.3 Teorema impulsului electromagnetic. Tensorul lui Ma-
xwell
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1. Enunţ: Viteza de variaţie a impulsului electromagnetic al unui domeniu
este egală cu fluxul tensorului tensiunilor lui Maxwell pe frontiera domeni-
ului minus forţa totală, cu care câmpul electromagnetic acţionează asupra
domeniului.

2. Forma globală:

∂Gem

∂ t
=

∮
Σ

Tem · n dS − Fem (1.87)

3. Forma locală:
∂gem
∂ t

= div(Tem)− fem (1.88)

în care: gem = D × B , măsurat în Ns/m3 este densitatea de volum a
impulsului electromagnetic;
Gem =

∫
DΣ

gemdv =
∫
DΣ

D × Bdv măsurat în Ns este impulsul electro-
magnetic total;

Tem = Te + Tm + Tes + Tms ;

Te = E ∧DT − weI;

Tm = H ∧BT − wmI,

Tms = I
H2

2
τ
∂µ

∂τ
,

Tes = I
E2

2
τ
∂ε

∂τ

(1.89)

este tensorul tensiunilor maxwelliene, cu o componentă electrică, una mag-
netică, una de electrostricţiune şi a patra de magnetostricţiune. Aici inter-
vine produsul diadic a doi vectori (notat cu ˆ) şi I– tensorul unitar, repre-
zentat de matricea unitate 3 × 3. În final se obţin următoarele componente
ale tensorului tensiunilor lui Maxwell:

Te =

 ExDx − E·D
2

ExDy ExDz

EyDx EyDy − E·D
2

EyDz

EzDx EzDy EzDz − E·D
2

 (1.90)

cu
∣∣∣Te n

∣∣∣ = E·D
2

= we.

Tm =

 HxBx − B·H
2

HxBy HxBz

HyBx HyBy − B·H
2

HyBz

HzBx HzBy HzBz − B·H
2

 (1.91)
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cu
∣∣∣Te n

∣∣∣ = B·H
2

= wm.
Iar tensorii de stricţiune sunt diagonali.
În consecinţă, în regim staţionar, forţa electromagnetică ce se exercită asu-
pra unui domeniu este egală cu fluxul tensorului tensiunilor maxwelliene pe
suprafaţa acelui domeniu:

Fem =

∮
Σ

Tem · n dS (1.92)

În practică, această relaţie se aplică la viteze mici şi în regim variabil, de-
oarece de obicei, viteza de variaţie a impulsului electromagnetic este ne-
glijabilă. În cazul unui tub de flux, câmpul electric/ magnetic acţionează
asupra lui cu o presiune egală cu densitatea de volum a energiei electrice/-
magnetice. Această presiune tinde să apropie liniile de câmp (comprimă
domeniul, transversal pe liniile de câmp) şi să le alungească (extinde dome-
niul de-a lungul liniilor de câmp).
Forma locală a teoremei impulsului electromagnetic este o consecinţă pă-
tratică a legilor câmpului electromagnetic, în formele lor locale. Mai exact,
prima ecuaţie a lui Maxwell (1.34) amplificată în produs vectorial cu D se
adună cu a doua ecuaţie a lui Maxwell (1.28) amplificată în produs vectorial
cu –B [88].

Exprimarea forţelor prin intermediul tensorului tensiunilor maxwelliene are im-
portanţă practică dar şi teoretică. Ea arată că odată calculat câmpul electromagne-
tic din jurul unui corp, acesta determină forţele electromagnetice totale, asupra sa
şi că pentru calculul lor nu este necesară cunoaşterea câmpului din interiorul cor-
pului. Totuşi pentru a determina felul în care se distribuie acţiunile ponderomo-
toare în interiorul corpului trebuie cunoscută distribuţia volumetrică a câmpului
electromagnetic CITARE: A. Bossavit [16].

1.6 Sintezã: relaţii cauzale - fenomene electromag-
netice fundamentale

Legile câpului elctromagnetic au următoarea formă locală în medii imobile, cu
caracertistici afine de material:

1. ∇D = ρ

2. ∇B = 0

3. ∇× E = −∂B
∂t
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4. ∇×H = J + ∂D
∂t

5. D = εE + Pp

6. B = µH + µ0Mp

7. J = σ (E + Ei)

8. p = EJ

9. δ = kJ

10. ∇J = −∂ρ
∂t

Diagrama cauzală este prezentată în (1.11)

Figura 1.11: Diagrama cauzală

Această diagramă pune în evidenţă relaţiile cauzale, fundamentale ale elector-
magnetismului. Sunt marcate cu săgeată continuă relaţiile valabile atât în regim
staţionar cât şi în regim variabil. Cu săgeată punctată sunt marcate relaţiile cauză-
efect, care apar în regim dinamic, doar atunci când cauza este variabilă în timp.
Sunt evidenţiate cele patru cauze ale câmpului electric, trei generale: electreţii,
corpurile cu câmpuri imprimate, sarcinile electrice şi una cu caracter dinamic:
variaţia în timp a câmpului magnetic. La rândul său câmpul magnetic are două
cauze generale: magneţii permanenţi şi curenţii electrici, dar şi o cauză dinamică,
variaţia în timp a câmpului electric. Curentul electric se datorează campului elec-
tric din conductoare, dar el apare şi datorită variaţiei în timp a sarcinii elactrice.
Transferul de energie, generarea de căldură şi transferul de masă sunt toate dato-
rate curentului electric, în schimb acţiunile mecanice apar datorită interacţinii cu
substanţa, atât a câmpului electric cât şi a celui magnetic.
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1.7 Regimurile câmpului electromagnetic

Deoarece rezolvarea ecuaţiilor lui Maxwell în forma lor completă este dificilă, în
modelarea electromagnetică se folosesc de cele mai multe ori regimurile câmpu-
lui electromagnetic, care sunt stări particulare ale acestui câmp, în care anumite
fenomene dispar sau sunt neglijabile. Fiecare regim este definit de ipotezele sale
simplificatoare, iar ecuaţiile sale fundamentale se obţin din legile câmpului elec-
tromagnetic ca o consecinţă a acestor ipoteze, care în primul rând la modul în care
variază câmpul în timp.
Dacă nu au loc variaţii în timp ale mărimilor fizice, atunci avem regimuri staţio-
nare, iar dacă în plus nu au loc transformări de energie (deci curenţii sunt nuli),
atunci obţinem regimurile statice. Din Fig. (1.11) şi 1.12 este evident că în regi-
murile statice, digrama cauzală se sparge în două parţi disjuncte, una referitoare
la câmpul electric (ElectoStatica ES) şi cealaltă la cel magnetic (MagnetoStatica
MS). În consecinţă, câmpurle electrostatic şi magnetostatic pot coexista fără să se
influenţeze reciproc. În regimurile staţionare din diagrama de cauzalitate repre-
zentată în fig. (1.11) dispar relaţiile ciclice, ceea ce înseamnă că distribuţia câm-
pului electric şi a curentului determină distribuţia câmpului magnetic, dar aceasta
nu o influenţează pe prima.
Deosebim în consecinţă, două regimuri staţionare: electrocinetica - EC, are ca
obiectiv studiul distiribuţiei de curent şi regimul magnetic staţionar MG, care stu-
diază distribuţia câmpului magnetic produsă de o distribuţie cunoscută de curent.
În cazul variaţiei în timp, relaţiile fundamentale ale electromagnetismului se pot
simplifica doar, dacă neglijăm curentul de deplasare sau fenomenul de inducţie
electomagnetică. Aceste ipoteze se pot adopta în corpurile bune, respectiv slab
conductoare la viteze relativ mici de variaţie în timp a câmpului. Spunem că ne
aflăm în regimuri cvasistaţionare, primul este numit inductiv (sau magneto-qvasi-
stationar MQS) iar al doilea este capacitiv (sau electro-qvasi-stationar EQS).
Dacă nu avem alte ipoteze simplificatoare, decât caracterul imobil al corpurilor,
atunci ne aflăm în regimul genereal variabil, sau electrodinamic ED al câmpu-
lui. Dacă mediile sunt izolante, atunci regimul este electrodinamic fara pierderi-
EDFP numit armonic. În cazul în care mărimile variază sinusoidal în timp, cu
aceeaşi frecvenţă, avem un regim al câmpului electromagnetic. Acest regim se
simbolizeaza cu AC, spre al deosebi de regimul tranzitoriu TR, în care mărimile
au o variaţie arbitrară în timp. Avem deci următoarele regimuri dinamice: EQS,
MQS, ED, care pot fi AC sau TR.
Modelarea electromagnetică nu este o reflectare perfectă a realităţii, ci una apro-
ximatiă, care se doreşte a fi bineînţeles cat mai fidelă dar, în limite rezonabile. De
exemplu, ecuaţiile regimurilor statice şi staţionare, se aplică nu numai la mode-
larea dispozitivelor în regim staţionar ci şi în cazul funcţionării în regim variabil
sau cu piese în mişcare, cu condiţia ca vitezele de variaţie să fie suficient de mici,
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pentru ca efectele dinamice să poată fi neglijate. Astfel de exemple sunt circui-
tele elctrice cu parametri R, L, C concentraţi, ale căror parametri se determină
folosind ecuaţiile regimurilor electrocinetic, magneto-staţionar şi respectiv elec-
trostatic. Această tehnică se foloseşte cu succes de multă vreme pentru circuite
care funcţionează nu numai la 50Hz ci şi în plaja MHz şi chiar GHz.

1.7.1 Regimul electrostatic (ES)
Ipotezele definitorii ale regimului

• corpurile sunt imobile;

• mărimile fizice sunt constante în timp;

• nu au loc transformări de energie, deci vom presupune densitatea de curent
nulă;

• interesează distribuţia câmpului electric, care nefiind influenţată de câmpul
magnetic vom presupune că acesta din urma este nul.

Relaţiile cauzale specifice acestui regim sunt reprezentate în fig. 1.12.

Ecuaţiile de ordinul întâi ale electrostaticii

se obţin prin particularizarea legilor, conform ipotezelor regimului.

1. Teorema potenţialului electrostatic:

∇× E = 0 ⇔ rotE = 0, (1.93)

se obţine din legea inducţiei electromagnetice.

2. Teorema lui Gauss:

∇D = ρ ⇔ divD = ρ, (1.94)

se obţine din legea fluxului electric.

3. Ecuaţia constitutivă pentru dielectrici:

D = D (E) sau în particular D = εE + Pp. (1.95)

este o consecinţă a legii conducţiei.
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Ecuaţiile pun în evidenţă sursele interne de câmp: ρ, Pp, Ei.
Cele două câmpuri E şi D satisfac un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale şi al-
gebrice, liniare, dacă dielectricii sunt liniari şi ecuaţii neliniare, în caz contrar.
În regimul ES intervine o singură constantă de material - permitivitatea ε, iar
câmpul este descris de vectorii D,E, în timp ce sursele interne de câmp sunt ca-
racterizate de marimile ρ, Pp, Ei. Mărimile ce caracterizează sursele externe vor
fi identificate ulterior, dar ele trebuie sa fie referitoare la componentele câmpului
(Dn,Et), care se conservă la trecera prin suprafaţa de frontieră.

Ecuaţiile de ordinul doi

Caracterul irotaţional al câmpului electric permite exprimarea acestuia cu ajutorul
mărimii auxiliare denumită potenţialul electric scalar V (r), prin relaţia:

E = −∇V. (1.96)

Din relaţia (1.96) rezultă că potenţialul electrostatic scalar este definit pană la o
constantă aditivă. Alegând valoarea potenţialului într-un punct (de exemplu nulă,
în punctul ales convenţional şi numit "de masă"), această constantă este fixată.
Deoarece tensiunea între două puncte este potenţialul iniţial minus cel final (în ES
valoarea tensiunii nu depinde de forma curbei), rezultă că potenţialul unui punct
este tensiunea de la acel punct la punctul de referinţă, în care potenţialul este
convenţional nul:

uAB =

∫
CAB

Edr = VA − VB ⇒ V (P ) =

∫
CPP0

Edr. (1.97)

Folosirea potenţialului electrostatic este evident avantajoasă, pentru faptul că în
loc de a folosi două câmpuri vectoriale E şi D, câmpul electrostatic este descris
complet doar cu un câmp scalar V definit pe Ω.. În plus, tensiunea electrică se
calculează mult mai uşor, prin diferenţa de potenţial.
Ţinând seama de ecuaţia constitutivă D = εE + Pp, rezultă:

∇ (ε∇V ) = −ρ+∇Pp. (1.98)

Această ecuaţie de ordinul al doilea, satisfăcută de potenţial pune în evidenţă sur-
sele locale ale câmpului electrostatic, interioare domeniului de calcul: densitatea
de sarcină ρ (care poate lua forma densităţii de volum a sarcinii ρv sau cea a den-
sităţii superficiale de sarcină ρs de pe suprafeţele de discontinuitate, dacă operăm
cu funcţii generalizate) şi polarizaţia permanenta Pp. Se constată că din punct de
vedere al potenţialului, polarizarea permanentă este echivalentă cu o distribuţie
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fictivă de sarcină ρp = −∇(Pp), numită sarcină de polarizare.
La trecerea prin suprafeţele de discontinitate, potenţialul indeplineşte condiţiile:

Et1 = Et2 ⇒ V1 = V2. (1.99)

n12 · (D2 −D1) = ρs ⇒ ε1
dV1

dn
= ε2

dV2

dn
= ρs. (1.100)

Dacă suprafaţa este ne-electrizată:

ρs = 0⇒ ε1
dV1

dn
= ε2

dV2

dn
. (1.101)

Aceste condiţii sunt automat îndeplinite, dacă se operează cu funcţii generalizate.
Pot exista totuşi situaţii speciale în modelare, în care potenţialul are un salt la tre-
cerea de pe o parte pe alta a suprafeţei de discontinuitate. Spunem că avem un
dublu strat de potenţial, lucru care se întâmplă, atunci când pe suprafaţă este con-
centrat un câmp electric imprimat cu distribuţie Dirac. Câmpul electric este local
nemărginit, dar integrala sa pe un segment de curbă ce traversează suprafaţa este
egal cu saltul de potenţial. Această abordare este utilă în modelarea fenomenelor
electrochimice de difuzie, care au loc la interfaţa dintre electrozi şi elctroliţi, şi
care explică potenţialul de electrod.
În baza condiţiei de echilibru electrostatic corpurile conductoare liniare sunt echi-
potenţiale, iar cele cu câmp imprimat au o variaţie a potenţialului, care rezultă
prin integrarea câmpului imprimat.
Formal condiţia de echilibru electrostatic se obţine, considerând conductoarele
dielectrici perfecţi:

ε→∞ ⇒ E =
D

ε
= 0. (1.102)

În concluzie, rezultă că în regim electrostatic, potenţialul scalar satisface o ecuaţie
cu derivate parţiale de ordiul doi, de tip eliptic, care în medii omogene devine
ecuaţie Poisson:

∆V = −(ρ+ ρp)

ε
, (1.103)

iar în cazul absenţei surselor interne de câmp, devine ecuaţia lui Laplace: ∆V =
0, potenţialul scalar având în acest caz particular o variaţie spaţială armonică.
După cum se va vedea ulterior, pentru determinarea potenţialului mai trebuie adă-
ugate la ecuaţia (1.103) condiţa ei de frontieră, care din punct de vedere fizic
descrie sursele externe de câmp.
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Deoarece pe frontieră se conservă componenta normală a inducţiei şi cea tangenţi-
ală a intensităţii câmpului electric, condiţiile de frontieră trebuie sa fie corelate cu
aceste componente ale câmpului. Dacă la frontieră se află un domeniu conductor,
atunci Et = 0, Dn = ρs, ceea ce corespunde condiţiei V = ct., iar dacă frontiera
este anelectrică, atunci Dn = 0. Din punct de vedere fizic, oricare dintre acestea
pot fi condiţii de frontieră admisibile, dar este evident că ele descriu două situaţii
complet diferite.
Identificarea condiţiilor de frontieră pentru formularea corectă a problemei de
câmp din fiecare regim va fi subiectul capitolului dedicat modelării matematice.
În modelarea dispozitivelor electrostatice intervine de regulă un număr finit de
subdomenii omogene, fiecare având propria sa permitivitate. În consecinţă func-
ţia ε definită pe Ω este constantă pe porţiuni. În interiorul fiecărui subdomeniu
potenţialul electric satisface de fapt ecuaţia Poisson. Soluţia problemei trebuie
să satisfacă cele două condiţii de trecere pentru potenţial pe toate interfeţele între
subdomenii.
Dacă dispozitivul conţine şi părţi conductoare, atunci în acestea, câmpul este cu-
noscut E = 0, deci ele se elimină din domeniul de calcul, dar condiţiile de pe
frontiera lor trebuie să reflecte contribuţia lor la câmpul din domeniul de calcul.
Un corp conductor poate fi încărcat fie la potenţial cunoscut de o sursă exterioară
sau poate avea o sarcină cunoscută.

Figura 1.12: Diagrama pentru regimurile statice
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1.7.2 Regimul magnetostatic (MS)
Ipotezele definitorii ale regimului

• corpurile sunt imobile;

• mărimile fizice sunt constante în timp;

• nu au loc transformări de energie, deci vom presupune densitatea de curent
nulă;

• interesează distribuţia câmpului magnetic, care nefiind influenţată de câm-
pul electric vom presupune că acesta din urma este nul.

Relaţiile cauzale specifice acestui regim sunt reprezentate în fig. (1.12).

Ecuaţiile de ordinul întâi ale magnetostaticii

se obţin prin particularizarea legilor, conform ipotezelor regimului.

1. Teorema potenţialului magnetic scalar:

∇×H = 0 ⇔ rotH = 0, (1.104)

se obţine din legea circuitului magnetic.

2. Teorema fluxului magnetic:

∇B = 0 ⇔ divB = 0, (1.105)

se obţine din legea fluxului magnetic.

3. Ecuaţia constitutivă:

B = B (H) sau în particular B = µH + µ0Mp. (1.106)

este consecinţă a legii de material referitoare la B,H.

Ecuaţiile pune în evidenţă sursa internă de câmp: Mp.
Cele două câmpuri H şi B satisfac un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale şi al-
gebrice, liniare, dacă materialele sunt liniare şi ecuaţii neliniare, în caz contrar.
În regimul MS intervine o singură constanta de material - permeabilitatea µ, iar
câmpul este descris de vectorii B,H, în timp ce sursa internă de câmp este ca-
racterizată de marimea Mp. Mărimile ce caracterizează sursele externe vor fi
identificate ulterior, dar ele trebuie să fie referitoare la componentele câmpului
(Bn,Ht), care se conservă la trecera prin suprafaţa de frontieră.



56CAPITOLUL 1. ASPECTELE FIZICE ALE MODELĂRII ELECTROMAGNETICE

Ecuaţiile de ordinul doi

Caracterul irotaţional al acestui câmp magnetic permite exprimarea acestuia cu
ajutorul mărimii auxiliare denumită potenţialul magnetic scalar Vm (r), prin re-
laţia:

H = −∇Vm. (1.107)

Din relaţia (1.107) rezultă că potenţialul magnetic scalar este definit până la o
constantă aditivă.
Ţinând seama de ecuaţia constitutivă B = µH + Br în care Br = µ0Mp, rezultă
ecuaţia satisfacută de potenţial:

∇ (µ∇Vm) = ∇Br. (1.108)

Între ecuaţiile ES şi MS există o similitudine evidentă. Singura deoasebire constă
în faptul că în MS nu exista sarcini adevărate, ci numai sarcini de polarizaţie
(magnetizaţie). Densitatea sarcinii de polarizaţie are expresia ρp = ∇Br. Dacă
de exemplu, mediul este omogen atunci Br = ct ⇒ ρp = ∇Br = 0. Dacă
acest lucru este valabil numai în interiorul subdomeniului respectiv, deoarece pe
frontieră apare o distribuţie superficială de sarcină nenulă ρp,s = divsBr = nBr.
În consecinţă, afirmaţiile făcute la regimul electrostatic se transpun cu modificări
de notaţii în regimul magnetostatic, incusiv cele referitoare la relaţiile de interfaţă
satisfăcute de potenţial, la trecerea prin suprafeţele de discontinuitate.

1.7.3 Regimul electrocinetic staţionar (EC)
Ipotezele simplificatoare ale regimului:

• Corpurile sunt imobile;

• Mărimile sunt constante în timp;

• Nu interesează distribuţia câmpului magnetic, ci doar cea a curentului elec-
tric.

Relaţiile cauzale specifice acestui regim sunt reprezentate în Fig. 1.13.

Ecuaţiile de ordinul întâi

1. Teorema potenţialului electrocinetic:

∇× E = 0 ⇔ rotE = 0. (1.109)
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2. Teorema conservării curentului:

∇J = 0 ⇔ divJ = 0. (1.110)

3. Relaţia constitutivă:

J = J (E) (1.111)

care, în particular se poate scrie:

J = σ (E + Ei) (1.112)

Aceste trei ecuaţii sunt forme particulare ale legii conservării sarcinii electrice,
legea inducţiei electromagnetice şi respectiv legea conducţiei electrice.
Considerând∇× E = 0, rezultă că ∃ V scalar a. î. E = −∇V .

Ecuaţiile de ordinul al doilea
∇× E = 0 ⇒ E = −∇V ⇒
⇒ J = σ (−∇V + Ei)

∇J = 0

∣∣∣∣∣∣∣⇒ ∇ (σ ∇V ) = ∇ (σEi) (1.113)

Ultima expresie din (1.113) este ecuaţia Poisson generalizată.

Cazuri particulare

• Mediu izotrop, liniar şi cu Ei = 0, potenţialul satisface ecuaţia Laplace
generalizată:

∇ (σ∇V ) = 0. (1.114)

• Mediu omogen, izotrop, liniar şi cu Ei = 0, potenţialul satisface ecuaţia
Laplace clasică:

∆V = 0. (1.115)

• Mediu omogen, izotrop, liniar, potenţialul satisface ecuaţia Poisson clasică

∆V = ∇Ei. (1.116)

Constatăm şi de această dată o similitudine a ecuaţiilor electrocineticii cu ecu-
aţiile celorlalte regimuri, statice şi staţionare. În consecinţă, analiza şi concluziile
din cazul electrosaticii se transferă şi la celelale regimuri folosind Tabelul 1.2 de
similitudine:
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Figura 1.13: Diagrama regimurilor staţionare

Regim: ES MS EC
Câmpul E H E
Inducţia D B J
Sursa remanentă Pp Br Ji
Potenţialul V Vm V
Sarcina q 0 divJi
Sarcina de polarizaţie ρp ρm ρp
Fluxul ψ ϕ i

Tabela 1.2: Similitudinea între regimurile statice şi staţionare

1.7.4 Regimul magnetic staţionar (MG)

Ipotezele simplificatoare ale regimului

• corpurile sunt imobile;

• mărimile nu variază în tmp;

• interesează distribuţia câmpului magnetic, generat de o distribuţie de curent.

Pentru a determina câmpul magnetic se rezolvă anterior o problemă de electroci-
netică. Relaţiile cauzale specifice acestui regim sunt reprezentate în fig. 1.12.
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Ecuaţiile de ordinul întâi

1. Teorema lui Ampere:

∇×H = J. (1.117)

2. Teorema fluxului magnetic:

∇B = 0 ⇔ divB = 0. (1.118)

3. Ecuaţia constitutivă:

B = B (H) sau în particular B = µH + µ0Mp. (1.119)

Ecuaţiile de ordinul al doilea

Datorita caracterului solenoidal al inductiei magnetice, ecuaţia (1.119) permite
definirea unei mărimi auxiliare A (r), denumită potenţial magnetic vector, astfel
încât:

B = ∇×A. (1.120)

Pentru ca vectorul A să fie complet definit, se impune condiţia de etalonare Cou-
lomb:

∇A = 0. (1.121)

Chiar şi aşa, potenţialul magnetic vector nu este unic. De exemplu, dacă se adaugă
gradientul unei funcţii armonice arbitrare λ, inducţia ramâne aceeaşi:

B = ∇×A = ∇× (A +∇λ);

∇A = ∇(A +∇λ) = ∆λ = 0.
(1.122)

Constatăm deci că spaţiul nul (nucleul) operatorului rot este mult mai amplu decat
nucleul operatorului grad. Chiar dacă avantajele nu sunt atat de evidente, ca în ca-
zul potenţialului scalar, totuşi cel puţin fluxul magnetic se calculează mai simplu,
printr-o integrală simplă şi nu dublă:

ϕ =

∫
S

BdA =

∫
Γ=∂S

Adr, (1.123)

dar acesta nu este singurul avantaj.
Ecuaţia de ordinul doi satisfacută de potenţialul magentic vector:

∇B = 0 ⇒ B = ∇×A

B = µH + Br ⇒ H =
(B−Br)

µ

∇×H = J ⇒ ∇× (ν∇×A) = J +∇× νBr.

(1.124)
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în care s-a notat cu ν = 1/µ.
Se constată că din punctul de vedere al potenţialului vector, magnetizaţia perma-
nentă Mp = Br/µ0 este echivalentă cu o distribuţie fictivă de curent:

Jm = ∇× (νBr) = ∇× (νµ0Mp) = ∇×
(
Mp

µr

)
, (1.125)

numit curent amperian (de magnetizaţie).
Ecuaţia de ordinul doi este în acest caz o ecuaţie vectorială cu operator de tip rot-
rot. Regimul magnetostatic este un caz particular, al regimului magnetostaţionar,
obţinut considerând J = 0. Ecuaţia potenţialului vector în acest caz este:

∇× (ν∇×A) = Jm. (1.126)

Această abordare corespunde modelului Amperian al magnetosataticii. Dar de-
oarece magnetostatica este similară electrocineticii, rezultă că şi în acest ultim
caz se poate opera cu potenţialul vector, notat acum cu T. Ecuaţia satisfăcută de
potenţialul vector al densităţii de curent este:

J = ∇×T ⇒ ∇× E = 0 ⇔
⇔ ∇× (ρJ− Ei) = ∇× (ρ∇×T)−∇× Ei = 0.

(1.127)

Rezolvarea unei probeme prin doua metode, folosind şi potenţialul scalar şi pe cel
vector, se numeşte abordare complementară şi are avantajul că permite estimarea
erorii numerice [18].
Similitudinile între regimurile care folosesc potenţialul vector este descrisă în Ta-
belul 1.2.
Lucrurile se simplifică substanţial în cazul 2D. Dacă de exemplu, avem o distribu-
ţie de curent plan paralelă, orientată de-a lungul axei Oz, atunci J = kJ(x, y), iar
potenţialul vector A = kA(x, y) are o singură componentă, care satisface ecuaţia:

∇×H = J ⇒

⇒ J = kJ(x, y) = rotH =

∣∣∣∣∣∣
i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
Hx Hy 0

∣∣∣∣∣∣ = k

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y

)
,

B = ∇×A ⇒ Bx =
∂A

∂y
, By = −∂A

∂x
,

B = µH ⇒ Hx = ν
∂A

∂y
, Hy = −ν ∂A

∂x
,

∇ (ν∇A) = −J ⇒ −div [ν grad A] = J.

(1.128)

care este chiar ecuaţia scalară Poisson generalizată, perfect similară cu cea satis-
facută de potenţialul electrostatic scalar (1.98).
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Comportarea potenţialului magnetic vector la trecerea prin suprafeţele de di-
scontinuitate: At1 = At2, pentru că altfel, suprafaţa ar fi pânză de flux. În plus,

∇A = 0 ⇒ An1 = An2. (1.129)

În consecinţă, potenţialul vector A este o funcţie continuă în tot domeniul (îsi con-
servă atât componentele tangenţiale cât şi cele normale la trecerea prin suprafeţele
de discontinuitate). În plus

Bn1 = Bn2 ⇒ n∇×A1 = n∇×A2, (1.130)

condiţie îndeplinită dacă At1 = At2 şi

∇s ×H = Js ⇒ ∇s × (ν∇×A− νBr) = Js ⇒
⇒ ν1n× (∇×A1) = ν2n× (∇×A2) ,

(1.131)

pentru suprafeţe neparcurse de curenţi superficiali, de conducţie sau Amperieni,
pe care Js = 0.
Trebuie remarcat că aceste trei condiţii de interfaţă sunt automat îndeplinite, atunci
când se operează cu funcţii generalizate, care satisfac ecuaţiile fundamentale ale
regimului. Astfel de câmpuri vectoriale, au divergenţa nulă, atunci au şi diver-
genţa superficială nulă, iar dacă rotorul este nul, atunci şi rotorul superficial este
tot nul.
Condiţiile de frontieră se vor referi la Bn sau Ht, deci respectiv la At sau la

νBt = ν (n× (∇×A))× n. (1.132)

Dacă pe frontieră se află un material feromagnetic ideal,

Ht = 0 ⇒ n× (∇×A) = 0, (1.133)

iar dacă avem un material amagnetic,

Bn = 0 ⇒ n∇×A = 0, (1.134)

condiţie îndeplinită dacă At = 0.
În concluzie, putem afirma că ecuaţiile acestui regim sunt mai complicate decât
ecuaţiile celorlalte regimuri staţionare. Explicaţia principală constă nu numai în
caracterul tridimensional - vectorială al lor, ci mai ales în amploarea nucleului
operarorului rot rot, spaţiu care trebuie identificat corect şi anulat prin adoptarea
unor condiţii corecte de frontieră.

1.7.5 Regimul cvasistaţionar capacitiv (sau amagnetic - EQS)
În regim cvasistaţionar câmpul electromagnetic este varibil în timp, dar sufici-
net de lent pentru ca unele fenomene să poată fi neglijate. În acest caz neglijăm
fenomenul de inducţie electromagnetică.
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Ipotezele simplificatoare

• corpurile sunt imobile;

• variaţia în timp a mărimilor este suficient de lentă pentru ca fenomenul de
inducţie electromagnetică sa aibă efecte, deci îl neglijăm.

Deoarece dacă presupunem corpurile amagnetice (µ = 0), atunci inducţia mag-
netică se anulează şi implicit se anulează şi inducţia elctromagnetică. Această
presupunere este deci una din ipotezele regimului.
Fenomene fundamentale şi relaţiile cauzele specifice acestui regim sunt reprezen-
tate grafic în diagrama din Fig. 1.14.

Ecuaţiile fundamentale (de ordinul întâi)

ale acestui regim au următoarea formă locală:

∇D = ρ

∇J = −∂ρ
∂t

∇× E = 0

∇×H = J +
∂D

∂t
D = D (E) , în particular D = εE + Pp.

J = J (E) , în particular J = σE + Ji.

(1.135)

obţinute din legea fluxului electric, teorema conservării sarcinii electrice, legea
inducţiei, legea circuitului magnetic, legile de material, particularizate în ipoteza
B = 0. Aplicând primei ecuaţii Maxwell operatorul divergenţă şi ţinând cont de
teorema lui Gauss, rezultă a doua relaţie de ordinul întâi, care descrie conservarea
sarcinii. De obicei se elimină din sistemul ecuaţiilor fundamentale a patra relaţie,
cea referitoare la legea circuitului magnetic, astfel încât din ecuaţii dispar toate
mărimile caracteristice câmpului magnetic. În aceste condiţii, relaţia care descrie
conservarea sarcinii electrice devine independentă.
Prolema fundamentală a acestui regim constă în determinarea modului în care di-
fuzează câmpul electric D,E, dar şi densitatea de sarcină şi cea de curent J în
domeniile slab conductoare de formă cunsocută cu proprietăţi dielectrice şi de
conducţie cunoscute, în condiţii iniţiale şi de frontieră date. Aceste condiţii repre-
zintă în mod uzual sursa câmpului electromagnetic în acest regim. Dintre efectele
specifice acestui regim menţionăm: difuzia sarcinilor, spre deosebire de cazul re-
gimului cvasistaţionar inductiv, în care sarcinile se redistribuie practic instantaneu,
în regimul capacitiv este necesar un timp pentru ca acesta să se relaxeze.
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Regimul cvasistaţionar capacitiv este utilizat în studiul comportării izolanţilor în
câmp variabil, ca de exemplu dielectricii condensatoarelor. În acest regim, la fel
ca în cel electrostatic, câmpul este irotaţional şi admite deci un potenţial scalar.
Deosebirea constă în faptul că potenţialul variază nu numai în funcţie de vectorul
de pozitie r, ci şi de timpul t.
În ecuaţiile regimului EQS interivn două constante de material: permitivitatea ε
şi conductanţa σ. Asta indică faptul că sunt modelate efecte capacitive ca în elec-
trostatică dar şi cele rezistive, ca în electrocinetică. Spre deosebire de regimurile
staţionare, în care efectele C şi R erau independente, acum cele două efecte CR
sunt distribuite şi se influentează reciproc.

Ecuaţia de ordinul al doilea

Se obţine exprimând câmpurile din ecuaţiile de ordin unu în funcţie de potenţialul
scalar V :

∇J = −∂ρ
∂t

= −∂∇D
∂t

⇒ ∇ (σE + Ji) +
∂ (εE + Pp)

∂t
= 0 ⇒

⇒ ∇
(
σ∇V +

∂

∂t
(ε∇V )

)
= ∇

(
Ji +

∂

∂t
Pp

)
.

(1.136)

Ecuaţia EQS de ordin doi, este o ecuaţie de tip parabolic, care combină ecuaţiile

Figura 1.14: Diagrama regimului electro-cvasistaţionar - EQS

electrostaticii cu cele ale electrocineticii. Pe parcursul regimului tranzitoriu, la
început comportarea electrostatică este preponderentă, iar la sfarşit, cea electroci-
netică devine preponderentă.
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Pe suprafeţele de discontinuitate, potenţialul scalar satisface condiţii de trecere
similare cu cele din electrostatică şi electrocinetică. Potenţialul este continuu, dar
derivata sa după normală are saltul dat de expresia:

∇s

(
σ

dV

dn
+
∂

∂t

(
ε

dV

dn

))
= 0. (1.137)

De această dată, ecuaţia cu derivate parţiale satisfacută de potenţalul scalar este o
ecuaţie parabolică, a cărei soluţie V (r, t) este definită pe domeniul Ω al problemei
şi pe intervalul de timp (tmin, tmax). Problemele de regim variabil nu au numai
condiţii de frontieară ci şi condiţii iniţiale. Mai exact, trebuie cunoscută distribuţia
potenţialului electric la momentul iniţial, în tot domeniul problemei.

1.7.6 Regimul cvasistaţionar de tip inductiv (sau anelectric -
MQS)

Ipotezele simplificatoare

Pentru acest regim se consideră următoarele ipotezele simplificatoare:

• corpurile sunt imobile;

• variaţia în timp a mărimilor este suficient de lentă pentru ca efectul mag-
netic al curenţilor de deplasare să fie neglijabil, faţă de cel al curenţilor de
conducţie, deci vom presupune că nu există curent de deplasare.

Deoarece dacă presupunem corpurile anelectrice (ε = 0), atunci se anulează in-
ducţia electrică şi implicit şi curenţii de deplasare. Caracterul anelectric al corpu-
rilor este deci una din ipotezele regimului.
Fenomenele fundamentele şi relaţiile cauzale specifice acestui regim sunt repre-
zentate grafic in diagrama din Fig. 1.15.
Curenţii de deplasare sunt neglijaţi faţă de cei de conducţie, lucru ce poate fi făcut
până la frecvenţe foarte mari, deoarece

Jd = ωD = ωεE << J = σE ⇒ ω << σ/ε.



1.7. REGIMURILE CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC 65

Ecuaţiile fundamentale (de ordinul întâi)

Ecuaţiile fundamentale ale acestui regim au următoarea formă locală:



∇B = 0

∇× E = −∂B
∂t

∇×H = J

B = B (H) în particular B = µH + Br.

J = J (E) în particular J = σE + Ji.

(1.138)

Ele sunt de fapt ecuaţiile regimului magnetostaţionar combinate cu ecuaţiile regi-
mului electrocinetic, în care este considerată şi inducţia electromagnetică, ceea ce
face ca intensitatea câmpului electric sa-şi piardă caracterul irotaţional.
Exemple de aplicaţii în care este necesară analiza câmpului electromagnetic în
regim cvasistaţionar inductiv sunt: încălzire prin curenţi turbionari, aparate de
măsură bazate pe curenţi turbionari cum sunt contoarele de inducţie, maşini elec-
trice bazate pe inducţie cum sunt transformatoarele, motoarele asincrone şi frânele
electromagnetice, etc. De această dată materialele sunt caracterizate de două con-
stante: µ şi σ, ceea ce indică faptul că regimul modelează fenomenele magnetice
şi cele de conducţie distribuite.

Ecuaţiile de ordinul al doilea

Deoarece inducţia magnetică este solenoidală, ea admite un potenţial vector A. E
nu este irotaţional, dar împreună cu −dA/dt se obţine un câmp irotaţional, care
admite un potenţial scalar, notat cu V şi numit potenţialul electric.∇B = 0⇒ ∃A a.î. B = ∇× A

∇× E = −∂B
∂t

∣∣∣∣∣∣⇒ ∇×
(
E +

∂A

∂t

)
= 0⇒

⇒ E +
∂A

∂t
= −∇V ⇒ E = −∂A

∂t
−∇V.

(1.139)

Mai avem că:
∇×H = J

J = σE + Ji

H = µ−1 (B− µ0Mp)

∣∣∣∣∣∣∣⇒ ∇×
(
µ−1 (B− µ0Mp)

)
= σE + Ji (1.140)

Această relaţie arată că în regim MQS, dacă am şti distribuţia curentului J = σE+
Ji, atunci câmpul magnetic se distribuie exact ca în regimul magnetostaţionar
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MG. Dar în MQS, distribuţia de curent nu este o dată a problemei, ci ea rezultă
în urma rezolvării problemei, fiind afecatată de efecte cum sunt cel pelicular, de
aglomerare sau de curenţi turbionari.
În final dacă notăm ν = 1/µ, ecuaţiile de ordinul al doilea sunt de forma:

∇× (ν∇×A)− Ji = ∇× (νµ0Mp) + σ

(
−∂A
∂t
−∇V

)
. (1.141)

În zonele neconductoare (σ = 0), ecuaţiile degenerează în ecuaţiile MG.

Figura 1.15: Diagrama regimului magneto-cvasistaţionar - MQS

Dupa cum s-a arătat în regimul MG, potenţialul vector A este continuu în întreg
domeniul de calcul, iar aşa cum s-a văzut în regimul EC, potenţialul electric scalar
V este continuu. În schimb, la trecerea prin suprafeţele de discontinuitate, poten-
ţialele pot avea discontinuităţi ale derivatelor, şi trebuie să îndeplinească anumite
conditii de interfaţă:

Bn1 = Bn2 ⇒ n∇×A1 = n∇×A2, ⇐ At1 = At2;

∇s ×H = Js ⇒ ∇s × (ν∇×A) = Js ⇒
⇒ pentru Js = 0 : n× ν1∇×A1 = n× ν2∇×A2

(1.142)

Aceste condiţii sunt automat îndeplinite, dacă se operează cu funcţii generalizate,
care satisfac ecuaţiile fundamentale ale regimului.
Şi de această dată, condiţiile de frontieră se aleg dintre componentele care se con-
servă la trecerea prin suprafeţele de discontinuitate: Ht = (n× ν∇×A)×n sau
Bn echivalent cu cunoaşterea componentei tangenţiale At a potenţialului mag-
netic vector. Cel mai adesea aceasta este nulă. Se va vedea ulterior că pentru a
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asigura unicitatea soluţiei A, mai trebuie adăugate condiţii de frontieră suplimen-
tare.
Ecuaţiile sunt vectorile de tip parabolic, cu un operator de derivare spaţială de or-
dinul doi de tip rot-rot. De data aceasta constantele de material care intervin sunt
µ şi σ, ceea ce indică faptul că în acest regim sunt modelate efectele inductiv-
rezistive distribuite. Pentru caracterizara câmpului se folosesc: potenţialul mag-
netic vector, dar şi potenţialul electric scalar, ambele funcţii de poziţie şi timp.
Deoarece

∇×H = J, (1.143)

rezultă că J este solenoidal:

∇J = 0 (1.144)

şi în consecinţă

∇ (σE) = −∇Ji ⇒ −∇ (σ∇V ) = ∇
(
σ

dA

dt
− Ji

)
, (1.145)

care în medii omogene devine: ∇V = 0, deoarece conform condiţiei de etalonare
Coulomb ∇A = 0. Condiţiile de interfaţă ale potenţilului scalar sunt cele din
electrocinetică.
În zonele neconductore (σ = 0), ecuaţiile degenerează în ecuatiile MG şi nu mai
este necesară utilizarea aici a potenţialului scalar.
După cum s-a arătat în regimul MG, potenţialul vector A este continuu în întreg
domeniul de calcul. În schimb, la trecerea prin suprafeţele de discontinuitate pot
să apară discontinuităţi ale derivaltelor, şi trebuie ca el să îndeplinească anumite
condiţii de interfaţă:

Bn1 = Bn2 ⇒ n∇×A1 = n∇×A2 ⇐ At1 = At2;

∇s ×H = Js ⇒ ∇s × (ν∇×A) = Js
(1.146)

de unde rezultă rezultă că pentru Js = 0 : n · ν1∇×A1 = n · ν2∇×A2. Aceste
condiţii sunt automat îndeplinite , dacă se operează cu funcţii generalizate, care
satisfac ecuaţiile fundamentale ale regimului.
Şi de această dată, condiţiile de frontieră se aleg dintre componentele care se
conservă la trecerea prin suprafeţele de discontinuitate:

Ht = (n · ν∇×A) · n, (1.147)

sau Bn echivalent cu cunoaşterea lui At. Cel mai adesea acestea sunt nule. Se
va vedea ulterior că pentru a asigura unicitatea solutiei A mai trebuie adaugate
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condiţii de frontieră suplimentare, referitoare la An.
Trebuie să remarcăm că folosirea potentialelor A− V cu etalonarea Coulomb nu
este singura alegere. Se poate folosi potentialul vector T al densităţii de curent,
împreună cu potenţialul magnetic scalar redus Φ, cu sau fară etalonări. În [78] sunt
prezentate nu mai puţin de 13 astfel de formulări. Scopul lor este de a rezolva cât
mai precis probleme, la care constantele de material au variaţii extrem de ample
în domeniul de calcul.

1.7.7 Regimul electrodinamic general variabil (ED)
Ipotezele simplificatoare ale regimului

Pentru a menţine concizia prezentării, studiul fenomenelor electromagnetice se
face în medii liniare, omogene şi imobile.

Ecuaţiile de ordinul întâi

Câmpul electromagnetic în medii liniare şi imobile se studiază sistematic cu urmă-
toarele forme locale ale legilor generale (Ecuaţiile Maxwell) completate cu legile
de material în medii liniare:

∇× E = −∂B
∂t

⇒ ∇×
(
E +

∂A

∂t

)
= 0 ⇒ E +

∂A

∂t
= −∇V

∇×H = J +
∂D

∂t
∇D = ρ

∇B = 0 ⇔ B = ∇×A

D = εE

B = µH

J = σE

(1.148)

În consecinţă, câmpul electromagnetic este complet descris de cele două potenţi-
ale: unul vector A şi altul scalar V , funcţii de spaţiu şi timp, numite potenţiale
electrodinamice.
În acest regim se preferă folosirea relaţiei Loerntz:

divA = εµ
∂V

∂t
, (1.149)

pentru etalonarea potenţialului magnetic vector, în locul relaţiei Coulomb folosită
în regimurile MG şi MQS.
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Ecuaţiile de ordinul al doilea

Ecuaţiile de ordinul al doilea pe care le satisfac intensităţile câmpurilor electric şi
magnetic se deduc în medii omogene, luând rotorul primei, respectiv a celei de a
doua ecuaţii (1.148) şi ţinând seama de celelalte ecuaţii, cum urmează [88]:

∇× E = −∂B
∂t

⇒ ∇× (∇× E) = −µσ∂E
∂t

;

∇×H = J +
∂D

∂t
⇒ ∇× (∇×H) = σ∇× E + ε

∂∇× E

∂t
⇒

⇒ ∇× (∇×H) = −µσ∂H
∂t
− εµ∂

2H

∂t2
.

(1.150)

Potenţialele vector şi scalar satisfac în acest regim ecuaţiile:

∆A− εµ∂
2A

∂t2
= −µJ;

∆V − εµ∂
2V

∂t2
= −ρ

ε
,

(1.151)

în care intervin mărimile cu distribuţie necunoscuta J si ρ. Dacă acestea se ex-
primă în funţie de câmpul electric se obţin ecuaţiile:

∆A− εµ∂
2A

∂t2
= −σ

(
∇V +

∂A

∂t

)
;

∇A = εµ
∂V

∂t
, ,

(1.152)

Relaţiile obţinute sunt ecuaţii cu derivate parţiale, vectoriale, liniare, de ordinul
doi, de tip hiperbolic. Ele descriu propagarea câmpului electromagnetic în medii
liniare şi omogene.
În acest regim sunt folosite toate cele trei constante de material: µ, ε, σ, ceea ce in-
dică fatul că sunt luate în considerare toate efectele: inductiv, capacitaiv şi rezistiv.
Ele sunt acum distribuite spaţial împreuna şi se influenţează reciproc. În zonele
neconductoare (σ = 0) ecuaţiile îşi pierd termenul difuziv-parabolic (derivata în-
tâi facţă de timp) şi descriu propagarea fără pierderi a câmpului electromagnetic,
datorată interacţiunii capacitiv-inductive distribuite (regimul EDFP al câmpului).
Pentru a fi bine formulate, problemele în acest regim trebuie sa aibă pe langă con-
diţiile de frontieră şi condiţii iniţiale nenule, deoarece sursele interne de câmp sunt
nule, mediile fiind considerate liniare.
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1.7.8 Reprezentarea în complex a ecuaţiilor câmpurilor sinu-
soidale

Cel mai des întâlnit şi în acelaşi timp cel mai simplu regim periodic permanent
al câmpului electromagnetic este regimul sinusoidal, în care variaţia în timp a
mărimilor fizice caracteristică câmpului este de forma:

x(t) = X
√

2 sin (ωt+ ϕx) (1.153)

unde x - valoare instantanee; t ∈ (−∞,∞) - variabila timp; X - valoarea efec-
tivă; ω = 2πf = 2π

T
- pulsaţia; T - perioada; f -frecvenţa; ϕx - faza iniţială a

mărimii x.
În regimul de variaţie sinusoidală (numită şi armonică) toate mărimile unei pro-
bleme au frecvenţă comună de variaţie, fiecare mărime scalară având specific doar
doi parametrii reali: valoarea efectivă X şi faza iniţială ϕx. Din acest motiv, pu-
tem asocia fiecărei funcţii x : [0, t] → R cu variaţie sinusoidală (x ∈ S - clasa
funcţiilor sinusoidale de pulsaţie ω) în mod biunivoc un număr complex X ∈ C,
definit de relaţia X = Xee

jϕx , în care j este unitatea imaginară, cu j2 = −1.
Reprezentarea în complex a mărimilor sinusoidale este o transformată C : S →
C liniară.
Principalul avantaj al reprezentării complexe constă în faptul că ecuaţiile diferen-
ţiale în variabila timp se transformă în ecuaţii algebrice (complexe), dar în care
variabila timp nu mai intervine (ecuaţiile au un caracter staţionar). Din acest
motiv, analiza câmpurilor cu variaţie temporală sinusoidală este făcută aproape
exclusiv prin reprezentare complexă.
Primul lucru care trebuie remarcat este faptul că un sistem se poate afla în regim
armonic, doar dacă ecuaţiile sale au un caracter liniar. În cazul câmpului electro-
magnetic, acesta presupune că toate cele trei relaţii de material sunt liniare:

D = εE;

B = µH;

J = σE.

(1.154)

În caz contrar, dacă un câmp dintr-o relaţie de material este sinusoidal (de exemplu
intensitatea câmpului), atunci celălalt (de exemplu, inducţia câmpului) nu va mai
avea variaţie armonică în timp.
În regim armonic câmpul electromagnetic este caracterizat de următoarele funcţii
vectoriale cu componente complexe:

• inducţia electrică în complex D : Ω→ Cd;

• intensitatea câmpului electric în complex E : Ω→ Cd;
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• densitatea de curent în complex J : Ω→ Cd;

• inducţia magnetică în copmlex B : Ω→ Cd;

• intensitatea câmpului magnetic în complex H : Ω→ Cd;

• densitatea de sarcină în complex ρ : Ω→ Cd;

în care d = 1, 2, 3, în funcţie de dimensiunea problemei.
Câmpurile vectorial - complexe satisfac următoarele ecuaţii obţinute din ecuaţiile
lui Maxwell prin aplicarea transformatei complexe C şi ţinând cont de proprie-
tăţile acesteia, de liniaritate şi de faptul că tranformă derivatele faţă de timp în
operaţii algebrice de înmulţire cu jω:

∇× E = −jωB
∇×H = J + jωD

D = εE

B = µH

J = σE + Ji

(1.155)

Pentru a evidenţia curentul imprimat, ca sursă a câmpului magnetic, s-a presupus
că densitatea Ji are şi ea o variaţie sinusoidală în timp, cunoscută.
Aplicând primelor doua ecuaţii, operatorul divergenţă, se obţin consecinţele:

∇B = 0,

∇J = −jωρ,
(1.156)

care sunt formele complexe ale legii fluxului magnetic şi a teoremei conservării
sarcinii. Iată deci că legea fluxului magnetic este o consecinţă a relaţiilor fun-
damentale ale acestui regim, dar relaţia:

∇D = ρ (1.157)

trebuie adaugată relaţiilor fundamentale independente.
Pentru a simplifica notaţiile, vom renunţa la barele care indică tipul tensorial sau
complex al mărimii respective.
Eliminând inducţiile se obţin ecuaţiile:

∇× E = −jωµH
∇×H = σE + Ji + jωεE,

(1.158)

din care prin aplicarea rotrului se obţin ecuaţiile de ordinul doi, valabile în medii
omogene:

∇× (∇× E) + (jωµσ − ω2µε)E = −ωµJi (1.159)
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şi

∇× (∇×H) +
(
jωµσ − ω2µε

)
H = ∇× Ji, (1.160)

Acestea sunt ecuaţii vectoriale cu derivate parţiale de tip Helmholtz complex cu
operator rot-rot şi parametrul γ = jωµσ − ω2µε. În regimul fără pierderi γ =
−ω2µε este real iar in regim MQS γ = jωµσ devine pur imaginar.
Ecuaţii asemănătoare sunt satisfăcute şi de potenţialele vector şi scalar:

B = ∇×A ⇒ ∇× (E + jωA) = 0 ⇒ E + jωA = −∇V
∇× (ν∇×A) = (σ + jωε) (−jωA +∇V ) .

(1.161)

Constatăm că studiul regimului tranzitoriu al campului electromagnetic folosind
transformata Laplace conduce la ecuaţii asemănătoare ale câmpului, singura de-
osebire fiind aceea ca variabila pur imaginara jω este inlocuita cu variabila com-
plexa s.
Dacă interesează şi distribuţia de sarcină, atunci se calculează câmpul scalar com-
plex:

ρ = ∇D. (1.162)

Constatăm spre deosebire de regimul tranzitoriu, în regimul sinusoidal nu sunt
necesare condiţii iniţiale.
Prin particularizări ale constantelor de material se obţin diferite regimuri ale câm-
pului armonic:

• ε = 0 - regimul cvasistaţionar inductiv (anelectric);

• µ = 0 - regimul cvasistaţionar capacitiv (amagnetic);

• σ = 0 - regimul general variabil în medii fără pierderi.

În modelarea electromagnetică se întâlnesc situaţii în care un dispozitiv are în
părţile sale diferite regimuri ale câmpului electromagnetic, obţinute prin anularea
locală a constantelor de material.
În concluzie, putem afirma că studiul regimurilor câmpului este util nu numai
pentru înţelegerea fenomeneler electromagnetice în cazuri particulare ci şi pen-
tru o înţelegere mai profunadă a modului în care interacţionează componentele
câmpului în cazul general.



Capitolul 2

Modelarea matematică

Modelarea matematică urmăreşte formularea problemei de câmp în termeni ex-
clusiv matematici. În această etapă, se specifică datele problemei, dar şi soluţia
acesteia ca obiecte matematice, corect şi precis definite. Formularea în termeni
matematici trebuie făcută în aşa fel. încât să nu mai fie necesar apelul ulterior la
semnificaţii fizice, ipoteze sau presupuneri de natură fizică, de exemplu la pasivi-
tatea sau reciprocitatea materialelor, dacă acestea sunt relevante pentru rezolvarea
problemei, ele trebuie specificate cu ocazia formularii matematice ca restricţii al-
gebrice. Cu ocazia modelării matematice, se (re)formulează ecuaţiile şi condiţi-
ile satisfăcute de soluţie, de exemplu condiţiile de frontieră, alese astfel încât să
asigure formularea corectă a problemei, demonstrându-se existenţa, unicitatea şi
continuitatea soluţiei faţă de date. Un aspect fundamental al modelării matematice
este stabilirea cadrului funcţional al problemei.

2.1 Formularea matematică

2.1.1 Formularea corectă
Problema fundamentală a analizei câmpului electromagnetic în diferite regimuri
are de regulă categoriile de date prezentate în continuare:

1. Forma şi dimensiunile domeniului de calcul Ω, şi modul în care acesta
este structurat în subdomenii. Domeniul Ω este o parte deschisă, mărginită
şi conexă din Rd, în care d = 1, 2 sau 3, în funcţie de dimensiunea problemei
1D, 2D şi respectiv 3D. Simbolul 2.5D se referă la problemele axisimetrice,
la care datele şi soluţia depind de două variabile r şi z ale unui sistem ci-
lindric de coordonate. În problemele axisimetrice domeniul de calcul este
tot bidimensional, ca şi în probelmele 2D, dar aici soluţia nu depinde de
coordonata ϕ, în timp ce la o problemă 2D, numită şi plan-paralelă, soluţia
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nu depinde de coordonata carteziană z.
În literatura matematică se întâlnesc multe domenii stranii, unele definite
special, cu multă fantezie pentru a construi contraexemple la afirmaţiile
analizei clasice. Ne referim, de exemplu la domenii multiplu conexe cu
o infinitate de goluri, şi la domeniile cu frontiere fractale (http://en.
wikipedia.org/wiki/List_of_fractals_by_Hausdorff_dimension).
La cealaltă limită se află domeniile cele mai netede, cum este cel sferic. În
practică, se întâlnesc rar domenii cu forme atât de netede, mai curând ele
sunt reuniuni finite de domenii rectangulare şi/sau cilindrice. Constatăm că
frontiera domeniilor întâlnite cel mai frecvent în practică nu este perfect ne-
tedă ci are vârfuri şi muchii.
Categoria de domenii, suficient de netede pentru a menţine bunele proprie-
tăţi ale funcţiilor definite pe ele, dar care cuprinde suficient de multe cazuri
de interes practic sunt domeniile Liepschitz (http://en.wikipedia.
org/wiki/Lipschitz_domain), care pot avea colţuri şi muchii, dar
aproape peste tot, pe frontieră se poate defini un versor normal n, orientat
spre exteriorul domeniului. Dacă domeniul este mărginit, atunci spaţiul de
funcţii extrem de netede C∞ (Ω) este dens în spaţiile de funcţii generalizate,
cum sunt spre exemplu spaţiile Sobolev, H1, H(rot), H(div), în normele
acestor spaţii. Adică orice element al spaţiilor Sobolev menţionate poate fi
aproximat oricât de bine cu o funcţie clasică foarte netedă, infinit derivabilă.
Aceasta permite definirea urmei funcţiei generalizate pe frontiera domeni-
ului şi demonstrarea pentru aceasta a formulelor lui Green, Gauss şi Stokes
[133]. Acesta este motivul pentru care în continuare vom considera numai
probleme definite pe domenii Liepschitz, despre care vom spune că au o
frontieră suficient de netedă.

2. Caracteristicile de material: dielectrice, magnetice şi de conducţie trebuie
specificate în fiecare punct din domeniul de calcul. De cele mai multe ori,
domeniul de calcul este format prin reuniunea unui numar finit de subdo-
menii omogene. Dacă materialele au caracteristici afine:

D = εE + Pp,

B = µH + Br,

J = σE + Ji,

(2.1)

atunci fiecare subdomeniu omogen este caracterizat de trei parametri de
material (pseudo)scalari sau tensoriali ¯̄ε, ¯̄µ, ¯̄σ şi de trei mărimi vectoriale
Pp, Br,Ji, care sunt nu numai caracteristici de material, ci descriu şi sur-
sele interne, imprimate ale câmpului. Multă grijă trebuie acordată proprie-
tăţilor matricelor ce descriu cei trei tensori (care de cele mai multe ori sunt

http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_fractals_by_Hausdorff_dimension
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_fractals_by_Hausdorff_dimension
http://en.wikipedia.org/wiki/Lipschitz_domain
http://en.wikipedia.org/wiki/Lipschitz_domain
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diagonalizaţi, sau chiar reduşi la pseudosclari, în cazul mediilor izotrope) şi
anume simetria şi pozitiva lor definire, proprietăţi care au semnificaţii fizice
clare, asigurând reciprocitatea şi respectiv pasivitatea mediului respectiv.
În cazul mediilor neliniare, constantele de materialε, µ, σ se înlocuiesc cu
funcţii de E,H şi respectiv E sau se consideră că Pp,Br sau Ji depind de
E,H şi respectiv E.

3. Sursele interne de câmp, sunt mărimile locale care intervin în membrul
drept al ecuaţiilor, cum sunt densitatea de sarcină în electrostatică sau den-
sitatea de curent în regimul magneto-staţionar. Acestea sunt descrise de
funcţii scalare şi respectiv vectoriale, definite pe domeniul de calcul Ω. Ele
sunt funcţii clasice, dar sunt şi funcţii generalizate, distribuţii, pentru a mo-
dela cazurile degenerate, în care sursele de câmp sunt distribuite superficial,
lineic sau chiar concentrate punctual [131]. După cum am menţionat ante-
rior, câmpurile vectoriale Pp;Br;Ji, definite pe Ω sunt la rândul lor surse
interne de câmp. În regimurile de evoluţie, aceste surse pot fi funcţii cu-
noscute şi de timp, în intervalul (tmin, tmax). De exemplu, Ji = f(r, t), cu
r ∈ Ω şi t ∈ (tmin, tmax), deci curentul impus este descris de funcţia vec-
torială f : Ω × (tmin, tmax) → R3. Trebuie să mai remarcăm, că în funcţie
de regim, densitatea de sarcină ρ şi densitatea de curent J pot fi fie date, fie
necunoscute.

4. Sursele externe de camp sunt descrise de condiţiile de frontieră. Acestea
sunt specifice fiecărui regim, dar se referă la componentele câmpului, care
se conservă la trecerea prin suprafaţa de discontinuitate, deci şi prin fronti-
eră, şi anume: componenta tangenţială a intensitătii câmpului electric/mag-
netic, componenta normală a inducţiei electrice/magnetice, sau componenta
normală a densităţii de curent. Condiţiile de frontieră pentru potenţialul
vector A şi pentru cel scalar V se referă în fond tot la componentele men-
ţionate anterior, dar pentru a asigura unicitatea potenţialelor pot să apară
şi valoarea potenţialului scalar V sau a componentei normale/tangenţiale
a potenţialului vector A. Identificarea exactă a condiţiilor de frontieră se
face în enunţul teoremelor de unicitate pentru soluţia problemei, care vor fi
prezentate în capitolul următor.

5. Sursele anterioare de camp, intervin doar în regimurile evolutive în timp:
EQS, MQS sau ED, în regim tranzitoriu, şi sunt descrise de condiţiile ini-
ţiale ale câmpului electromagnetic. De regulă trebuie cunoscută distribu-
ţia la momentul iniţial, a acelei componente, care descrie starea câmpului
electromagnetic, şi apare deci derivată faţă de timp în ecuaţiile regimului
respectiv: inducţia electrică la momentul iniţial D(r, 0) în EQS, inducţia
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magentiacă B(r, 0) în MQS, iar în regimul electrodinamic general varia-
bil ED, trebuie cunoscută distribuţia la momentul iniţial a ambelor câmpuri
D(r, 0) şi B(r, 0), ∀r ∈ Ω.

Soluţia problemei este alcatuită, în funcţie de regim, de unul sau mai multe câm-
puri şi potenţiale, din lista: E,D,B,H,A, V,J, ρ, dar şi alte potenţiale cum este
T - potenţialul vector al densităţii de curent sau Vm - potenţialul scalar al câmpu-
lui magnetic. În funcţie de regim, J şi ρ sunt când date ale problemei, când părţi
ale soluţiei. Toate aceste câmpuri sunt definite pe domeniul Ω, iar cazul regimu-
rilor variabile în timp, şi pe intrevalul (tmin, tmax). De regulă, cele doua extreme
ale intevalului de timp, sunt de la caz la caz: tmin are valoarea −∞. sau 0, în
timp ce tmax este o constantă reală nenulă, mărginită T sau +∞. Aceste lucruri
au mai fost spuse, dar ce este de fapt nou şi specific formulării matematice, este
identificarea clasei de funcţii - a spaţiului de funcţii, liniar sau afin din care face
parte soluţia, care se face prin specificarea cadrului funcţional, despre care vom
vorbi în continuare.
Formularea corectă a unei probleme, care presupune rezolvarea unei ecuaţii cu
derivate parţiale impune următoarele trei condiţii (http://en.wikipedia.
org/wiki/Well-posed_problem):

1. Existenţa soluţiei, demonstrată printr-o teoremă de existenţă, care poate
fi abstractă neconstructivă, sau constructivă, adică să indice cum se con-
struieşte soluţia. Demonstrând existenţa unei soluţii numerice, de exemplu
obţinută prin algoritmul elementului finit, împreună cu o teoremă de conver-
genţă, prin care se demonstrează că soluţia numerică tinde către cea exactă,
atunci când reţeaua de discretizare devine tot mai fină, se obţine o demon-
straţie constructivă a existenţei soluţiei exacte.

2. Unicitatea soluţiei, demonstrată printr-o teoremă de unicitate. De regulă,
pentru demonstraţie se foloseşte reducerea la absurd, presupunând că există
două soluţii distincte ale problemei. Diferenţa dintre cele două soluţii sa-
tisface aceleaşi ecuaţii ca cele ale problemei originale, numai că în condiţii
de surse nule. Dacă se demonstrază că anularea surselor atrage dupa sine
anularea soluţiei, lucru realizat de obicei folosind funcţionala de energie a
problemei, atunci demonstraţia este încheiată deoarece diferenţa nu poate
fi şi nulă şi nenulă în acelaşi timp. În cazul problemelor liniare, teorema
de unicitate este consecinţa lemei soluţiei banale, care afirmă că problema
cu surse interne/externe şi anterioare nule are o singură soluţie, cea banală
(nulă). Pentru demonstraţia ei se foloseşte tot funcţionala de energie, care se
anulează în ipotezele lemei şi odată cu ea şi câmpul soluţie. Dacă problema
liniară cu surse nule are soluţie nulă, atunci operatorul liniar care leagă so-
luţia de sursele sale are nucleul nul, iar problema cu surse nenule are soluţie

http://en.wikipedia.org/wiki/Well-posed_problem
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unică.

3. Stabilitatea în sens Hadamard, demonstrată printr-o teoremă de continui-
tate a soluţiei faţă de datele problemei. Condiţia s-a impus prin exemplu dat
de Hadamard în 1902 (http://www.apmaths.uwo.ca/~rcorless/
AM505/day3/node2.html), în care este rezolvată ecuaţia lui Lapalce
cu condiţii de forntieră, care asigură existenţa şi unicitatea, dar nu şi stabi-
litatea soluţiei. Problemele prost formulate în sens Hadamard nu au nici o
valoare practică, deoarece cele mai mici perturbaţii ale datelor (de exemplu
prin trunchierea lor, în urma reprezentării pe calculator, cu un numar finit
de cifre semnificative) pot genera modificări mari ale soluţiei, care astfel
devine total nerelevantă.

O problemă de câmp presupune rezolvarea unei ecuaţii, pe care o să o scriem
generic astfel:

F (x) = y, (2.2)

unde y ∈ Y reprezintă datele, x ∈ X reprezintă soluţia şi aplicaţia F : X −→ Y
reprezintă ecuaţia ce trebuie rezolvată. Ca o problemă să fie bine formulată tre-
buie ca ∀y ∈ Y, ∃!x ∈ X , adică să existe în spaţiul soluţiei X un element x, care
verifică ecuaţia, iar acesta să fie unic. Acestea sunt chiar condiţiile ca aplicaţia
F să fie inversabilă (adică bijectivă). În consecinţă, F trebuie să fie surjectivă şi
injectivă. Condiţia de injectivitate este dată de teorema de unicitate a soluţiei, iar
cea de surjectivitate este dată de teorema de existenţă. În plus, mai trebuie înde-
plinită o a treia condiţie, cea de continuitate a aplicaţiei inverse F−1, care leagă
datele de soluţie. În consecinţă, cele două spaţii X şi Y ,în care se caută solu-
ţia şi în care se află datele, trebuie să fie nu numai spaţii cu structuri algebrice,
ci şi spaţii cu structuri topologice, ca să se poată vorbi de continuitate, normă,
distanţă, convergenţă, etc. Convergenţa este importantă, şi pentru că multe teo-
reme de existenţă sunt constructive (de ex. teorema punctului fix) şi stau la baza
algoritmilor numerici de tip iterativ, în care se construieşte un şir de soluţii nu-
merice, aproximative, convergente către soluţia exactă. Iată de ce condiţiile de
bună formulare nu pot fi prezentate fară specificarea exactă (matematică) a spa-
ţiilor în care se caută soluţia şi a spaţiului în care se află datele. Acestea sunt
spaţii de funcţii numerice scalare sau vectoriale, deci au o structură de spaţiu
vectorial (eventual afin), dar au şi o structură topologică (de regulă sunt spaţii Ba-
nach (http://en.wikipedia.org/wiki/Banach_space) sau Hilbert
(http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert_space), deci sunt com-
plete, şirurile Cauchy fiind convergente - lucru extrem de important pentru de-
monstrarea existenţei).
În cazul în care F este un operator liniar, lucrurile se simplifică, deoarece unicita-
tea este asigurată, şi problema are soluţie unică pentru orice y ∈ Y , dacă ecuaţia
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omogenă F (x) = 0 are doar soluţia banală x = 0, adică dacă nucleul operatorului
F se reduce la zero.
În cazul finit dimensional, funcţia F se reprezintă prin matricea F, care trebuie
să aibă nucleu nul, deci să nu aibă valori proprii nule, iar pentru existenţa solu-
ţiei, trebuie ca y să aparţină imaginii matricei F (dacă F este pătrată, condiţia de
unicitate este echivalentă cu cea de existenţă (http://en.wikipedia.org/
wiki/Linear_algebra).
Pentru a caracteriza cantitativ cât de bine este formulată o problemă, se foloseşte
numarul ei de condiţionare κ(F ). Acesta exprimă cât de mari pot fi erorile re-
lative ale soluţiei raportate la erorile datelor http://en.wikipedia.org/
wiki/Condition_number. În cazul liniar, finit dimensional, numărul de
condiţionare al matricei F este κ(F) = ||F|| · ||F−1||, egal pentru matrice sime-
trice şi pozitiv definite cu raportul dintre valoarea proprie maximă şi cea minimă
a matricei F. Cu cât acest factor de amplificare a erorii este mai mare, cu atât
problema este mai slab condiţionată şi mai dificil de rezolvat, atât de metodele
directe cât şi de cele iterative, a căror convergenţă este mai slabă, pe măsură ce
acest numar este mai mare (iar peste o limită a acestui număr, metodele iterative
devin chiar divergente).
De exemplu, în rezolvarea pe calculator, logaritmul zecimal al numărului de con-
diţionare indică numărul de cifre semnificative exacte, pe care le pot pierde datele,
până să se ajungă la soluţie. Precondiţionarea este tehnica prin care se imbună-
tăţeşte numărul de condiţionare al matricei [10], (http://en.wikipedia.
org/wiki/Preconditioner). În particular, dacă datele sunt exprimate cu 6
cifre semnificative exacte şi numărul de condiţionare este un milion, soluţia nume-
rică nu are relevanţă, deoarece aceasta nu are nici o cifră semnificativă exactă. În
acest caz, problema este imposibil de rezolvat numeric, cu un minim de precizie,
chiar dacă sunt îndeplinite cele trei condiţii teoretice de bună formulare: unicitate,
existenţă şi continuitate în sens Hadamard. Din aceste motive, în buna formulare
a problemelor de câmp, ce vor fi rezolvate numeric, condiţia de continuitate (sta-
bilitate în sens Hadamard) se înlocuieşte de obicei cu o condiţie mai tare, de bună
condiţionare, mai exact: se impune să existe constanta reală L, a.î.

||F−1(u)− F−1(v)||X < L||u− v||Y , (2.3)

pentru orice u, v ∈ Y , numită condiţia lui Lipschitz (http://en.wikipedia.
org/wiki/Lipschitz_continuity). Constanta L este proporţională cu
numărul de condiţionare al problemei

κ(F ) =
L||x||X
||y||Y

. (2.4)

Prin această condiţie, impunem numarului de condiţionare al problemei valori re-
zonabile, dependente de precizia pe care o consideram acceptabilă.
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În concluzie, constatăm ca nu se poate vorbi deci de buna formulare a unei pro-
bleme, dacă nu sunt identificate spaţiile X şi Y , în care căutăm soluţia şi respectiv
se află datele problemei şi nu specificam normele ‖.‖X şi respectiv ‖.‖Y din aceste
spaţii. Această operaţie fundamentală în modelarea matematică se numeşte stabi-
lirea cadrului funcţional al problemei.

2.1.2 Forme clasice şi slabe ale problemelor scalare

Forma tare a ecuaţiilor. După cum am văzut anterior, ecuaţiile pe care trebuie
să le satisfacă soluţia într-o problemă de câmp au fie forma unor ecuaţii cu deri-
vate parţiale şi algebrice de ordinul întai, satisfăcute de componentele câmpului,
fie în cazul potenţialelor, aceste ecuaţii sunt cu derivate parţiale de ordinul al doi-
lea. Forma acestor ecuaţii se modifică de la regim la regim. Pentru a prezenta
conceptele în forma lor cea mai clară, vom porni de la cel mai simplu caz, al regi-
mului electrostatic în medii liniare, într-o problemă în care pe frontieră se află un
conductor, pe care il presupunem chiar masa dispozitivului studiat. În acest caz
simplu, modelul diferenţial de ordinul doi conţine relaţiile:{

− div(ε(x) grad V (x)) = ρ(x), ∀x ∈ Ω,

V (x) = 0,∀x ∈ ∂Ω,
(2.5)

aceasta fiind formularea clasică ("tare") a problemei de potenţial, în care soluţia
se caută în spaţiul funcţiilor C 2

0 (Ω) continue şi dublu derivabile, definite pe Ω
cu condiţii Dirichlet nule pe frontieră, iar ecuaţia de tip Poisson generalizată este
satisfacută punctual de soluţie.
Un prim pas către verificarea formulării corecte a acestei probleme va fi făcut prin
reformularea ei. Dacă vrem ca ecuaţia să fie satisfacută, reziduul ei trebuie să fie
identic nul, deci îl putem proiecta pe toate direcţiile unui spaţiu Hilbert infinit-
dimensional, complet, H alcătuit din funcţiile "de test" u:

(−div(ε grad v), u) = (ρ, u), ∀u ∈ H. (2.6)

Aici ca şi în continuare vom folosi notaţia preferată de matematicieni, v = V (x)
pentru potenţial şi dx în loc de dv. Putem afirma că această formă a ecuaţiei nu
este altceva decât aplicarea metodei reziduurilor ponderate. Deoarece ne aşteptăm
ca soluţia să aibă energie finită, produsul scalar este cel din L2:

(ρ, u) =

∫
Ω

ρudx = f(u); (2.7)
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relaţie care defineşte o funcţională liniară f de u, pentru ρ ∈ L2(Ω) şi u ∈ H . Iar

(−div(εgrad v), u) = −
∫

Ω

u div(εgrad v)dx =

= −
∫

Ω

div(u(ε grad v))dx+

∫
Ω

ε grad v grad udx =

= −
∫
∂Ω

uε
dv

dn
dA+

∫
Ω

ε grad v grad udx =

∫
Ω

ε grad v grad udx = a(v, u)

(2.8)

este o funcţională biliniară simetrică definită pe H × H , în condiţii de frontieră
Dirchlet nule.
Aici o etapă importantă a demonstraţiei a fost parcursă, aplicând relaţia lui Green
şi apoi relaţia Gauss, care ca în forma finală să interivnă doar derivate spaţiale de
ordinul întâi (grad). Dacă vom presupune că şi funcţiile de test u satisfac condiţia
Dirichlet nulă, atunci integrala pe frontiera domeniului se anulează iar ecuaţia
(2.6)devine: ∫

Ω

ε grad v grad udx =

∫
Ω

ρudx, ∀u ∈ H, (2.9)

relaţie care este forma slabă a ecuaţiilor problemei, cunoscută şi ca forma vari-
aţională sau de proiecţie.
(http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation). Compact ea
se scrie astfel:

a(u, v) = f(u), ∀u ∈ H, (2.10)

în care a(., .) =< ., . > este funcţionala bilinară simtrica numita şi "produsul
scalar energetic" (a nu se confunda cu (., .) - produdul scalar din L2), şi care
pentru u = v măsoară "energia" potenţialului v.
Comparând forma slabă cu cea tare, constatăm următoarele:

• în forma tare intervin derivate de ordinul doi, pe când în cea slabă numai
derivate de ordinul unu;

• în forma tare, condiţia de frontieră este scrisă separat, pe când în forma
slabă ea este inclusă în ecuaţie;

• ecuaţia tare se verifică punctual (în fiecare punct din domeniul de calcul), în
timp ce în forma slabă, ecuaţia se verifica global - funcţional (pentru fiecare
functie de test, de bază);

• parametrul de material ε poate avea o variaţie spaţială arbitrară în forma
slabă, deoarece nu este derivat, în timp ce în forma tare el trebuie sa aibă o
variaţie suficient de netedă pentru a fi derivabil după înmulţire cu grad v.

http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation
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Sunt evidenţiate fară dubiu avantajele folosirii formei slabe a ecuaţiei. Ele devin
şi mai evidente dacă derivatele (grad), care apar în forma slabă sunt considerate în
sens generalizat. Atunci spatiul H al funcţiilor de test este chiar spaţiul Sobolev
H1

0 (Ω) al funcţiilor de pătrat integrabil pe Ω, ale căror derivate generalizate sunt
tot de pătrat integrabil, şi care au valori nule pe ∂Ω, care este un spaţiu Hilbert
cu produsul scalar (u, v)H = (u, v) + (∇u,∇v) (http://en.wikipedia.
org/wiki/Sobolev_space) [45].
Forma slabă a problemei de electrostatică poate fi considerată ca un caz particular
al unui cadru funcţional, abstract, de foarte mare generalitate. În acesta, un rol
esenţial îl are următoarea teorema de Analiza Funcţionala.
Teorema Lax-Milgram: dacă funcţionala (forma) biliniară a(u, v) definită pe
spţiul Hilbert H ×H → R este mărgnită

|a(u, v)| ≤ C||u||||v|| (2.11)

şi coercivă, adică ∃c, a.î.

|a(u, u)| ≥ c||u||2, (2.12)

atunci ecuaţia a(u, v) = f(u) are o soluţie v ∈ H,∀f ∈ H ′ (spaţiului dual al lui
H , al funcţionalelor continui pe H), aceasta este unică şi marginită ||v|| < ||f ||/c,
unde c este constanta de coercitivitate, ceea ce garanteză îndeplinirea tuturor con-
diţiilor de bună formulare (inclusiv cea de buna conditionare, cu L = 1/c).
(http://en.wikipedia.org/wiki/Lax-Milgram_theorem),
(http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation),
(http://en.wikipedia.org/wiki/Babuska-Lax-Milgram_theorem),
[7].
După cum se va constata şi ulterior, în acest document sunt prezentate doar princi-
piile şi ideile matematice. Pentru detalii şi demonstraţii trebuie folosite trimiterile
bibliografice.
Formularea corecta a problemei div-grad. Buna formulare, existenţa, unicitatea
şi stabilitatea soluţiei pentru forma slabă a problemelor de regim staţionar cu po-
tenţial scalar este o consecinţă a teoremei Lax-Milgram, în care singurele condiţii
sunt cele de marginire şi coercitivitate ale funcţionalei biliniare a(u, v). Daca se
defineşte ||u||H := ||∇u|| cu ||.|| norma din L2(Ω), cele două norme fiind echiva-
lente în baza inegalităţii lui Poincaré- Friedrichs (http://en.wikipedia.
org/wiki/Poincare_inequality), [120], [64], atunci cele două condiţii
de bună formulare sunt îndeplinite, deoarece:

|a(u, u)| = ||∇u||2 = ||u||2H , (2.13)

deci constanta de coercitivitate c = 1 şi

|a(u, v)| ≤ ||∇u||||∇v|| = ||u||H ||v||H , (2.14)

http://en.wikipedia.org/wiki/Sobolev_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Sobolev_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Lax-Milgram_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation
http://en.wikipedia.org/wiki/Babuska-Lax-Milgram_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Poincare_inequality
http://en.wikipedia.org/wiki/Poincare_inequality
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conform inegalităţii Cauchy-Scwarz
(http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy-Schwarz_inequality),
deci constanta de continuitate este C = 1. În consecinţă, forma slabă a problemei
lui Poisson cu condiţii de frontieră de tip Dirichlet nule este corect formulată, şi
are soluţie unica u ∈ H = H1

0 (Ω), pentru orice sursa f ∈ [H]′ = L2(Ω), soluţie
continuă faţă de date deoarece ||∇u|| ≤ ||f ||. Ceea ce face ca procedura de deter-
minare a câmpului să fie una constructivă faţă de sursele de câmp.
Problema mixtă. Să vedem cum putem reformula problema determinării poten-
ţialului elctrostatic, despre care ştim că satisface ecuaţia:

−div(ε grad V ) = ρ, (2.15)

în domenii, care au condiţii mixte de frontieră: V = V0(x), x ∈ SD - condiţii
Dirichlet pe o parte a frontierei şi εdV/dn = g(x), x ∈ SN = ∂Ω \ SD - condiţii
Neumann pe restul frontierei.
Afirmaţia referitoare la formularea corectă se extinde şi la problema, cu condiţii
mixte, adecvând cadrul funcţional, prin alegerea H = {u ∈ H1(Ω)|u = 0 ∈ SD}
[120].
Pentru început, daca SN = ∅, atunci este suficient să translatăm spaţiul H1

0 (Ω) cu
o funcţie constantă V0 şi obţinem un spaţiu afin H0 = V0 + H1

0 (Ω), în care vom
căuta soluţia, iar raţionamentele anterioare rămân neschimbate. Din acest motiv
spunem despre condiţia Dirichlet că este una esenţială.
Daca SD = ∅, şi g = 0, atunci avem o problemă Poisson cu condiţii Neumann
nule. În acest caz funcţionala biliniară are expresia:

a(v, u) = (−div(ε grad v), u) = −
∫

Ω

u div(ε grad v)dx =

= −
∫

Ω

div(u(ε grad v))dx+

∫
Ω

ε grad vgrad u dx =

−
∫
∂Ω

ugdA+

∫
Ω

ε grad v grad udx =

∫
Ω

ε grad v grad u dx = a(u, v),

(2.16)

iar funcţiile de test nu trebuie să mai aibă valori nule pe frontieră, deci
H = H1(Ω), spaţiul Sobolev al funcţiilor de pătrat integrabil, cu derivate gene-
ralizate de pătrtat integrabil. De astă dată, soluţia satisface condiţiile de frontieră,
fară ca acestea să fie impuse de la început, ci ele rezultă în urma rezolvării pro-
blemei. Din acest motiv, spunem despre condiţiile Neumann nule că sunt condiţii
de frontieră naturale. Problema cu condiţii Neumann pe întreaga frontieră nu este
corect formulată, deoarece nu are soluţie unică. Problema poate îndeplini condi-
ţiile teoremei Lax-Milgram, doar dacă SD se reduce la o mulţime oricât de mică
dar de masură nenulă meas(SD) > 0, pentru a avea punct de referinţă pentru po-
tenţial. Doar aşa funcţionala biliniară este coercivă. Altfel, potenţialul este definit

http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy-Schwarz_inequality
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univoc până la o constantă aditivă, care se fixează dacă se caută, de exemplu so-
luţii cu medie nulă pe domeniul Ω, spaţiu notat cu H = H1(Ω)/R. În consecinţă,
în condiţii de frontieră pur Neumann trebuie să etalonăm potenţialul pentru a avea
soluţie unică.
Dacă valoarea condiţiei Neumann este nenulă, atunci problema are soluţie, doar
dacă integrala pe frontiera ∂Ω a condiţiei g este egală cu integrala pe Ω a densi-
tăţii de sarcină ρ (altfel este lezată legea fluxului electric, dacă valoarea fluxului
pe frontieră nu este egal cu sarcina din interiorul domeniului). Folosind funcţii
cu medie nulă, condiţiile de existenţă sunt automat îndeplinite. Forma slabă a
ecuaţiei

a(u, v) = f(v), ∀u ∈ H = H1(Ω)/R (2.17)

are

a(v, u) =

∫
Ω

ε grad v grad udx;

f(u) =

∫
Ω

ρudv +

∫
∂Ω

ugdA.

(2.18)

Şi de această dată condiţia Neumann este naturală, iar în plus, aşa cum era de
aşteptat, valorea ei nenulă apare în expresia formei slabe a ecuatiei.
În cazul mixt, în care ambele suprafeţe SN şi SD sunt nevide, forma slabă a ecua-
ţiei devine:∫

Ω

ε grad v grad udx =

∫
Ω

ρudv +

∫
SN

ugdA, ∀u ∈ H, (2.19)

cu expresia funcţionalei a(u, v) dată de (2.18) şi

f(u) =

∫
Ω

ρudv +

∫
SN

ugdA, (2.20)

ecuaţie, care îndeplineşte condiţiile teoremei Lax-Milgram pentru meas (SD) >
0, garantând astfel buna formulare a problemei [120, 133], [8]. De această dată
spaţiul Sobolev H = {u ∈ H1(Ω)|u(x) = u0(x), ∀x ∈ SD} asociat problemei
mixte este cuprins între spaţiul H1

0 coresepunzător problemei cu condiţii Dirichlet
nule şi H1 corespunzator problemei cu condiţii Neumann nule. Acum se înţe-
lege şi mai clar cum se comportă condiţiile de frontieră esenţiale (Dirichlet) şi cel
naturale (Neumann). Cele esenţiale sunt impuse ca restricţii în spaţiul funcţiilor
de test, iar cele naturale intervin în expresia funcţionalei de energie, deci implicit
în expresia proiecţiei. Constatăm că pasul central în formularea matematică stă
în identificarea cadrului funcţional, adică a spaţiului complet al funcţiilor de test,
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care include condiţiile esenţiale de frontieră. Alegerea nu este pur matematică ci
pretinde înţelegerea perfectă a aspectelor fizice ale problemei, în particular a mo-
dului în care sursele externe de câmp se reprezintă prin condiţii de frontieră.
Echivalenţa Ritz-Galerkin. În încheiere, remarcăm faptul că expresia funcţiona-
lei biliniare simetrice a(v, u) = a(u, v) se poate obţine pe cale variaţională, prin
derivarea funcţionalei de energie, definită astfel:

F (v) =
1

2
a(v, v)− f(v) ⇒ minF (v) ⇔ dF = 0 ⇔ da(v, v)

2
− df(v) =

=
a(dv, v) + a(v, dv)

2
− f(dv) = a(u, v)− f(u) = 0, ∀u = dv.

(2.21)

Soluţia problemei de câmp electrostatic minimizează deci funcţionala de energie

F (V ) =

∫
Ω

1

2
(ε(grad V )2 − ρV )dv − 1

2

∫
SN

gV dA. (2.22)

care este convexă în cazul în care a(., .) este simetrică şi pozitiv definită şi în con-
secinţă, funcţionala de energie are un singur minim în H .
Orice altă funcţie de incercare pentru soluţie are o "energie" mai mare decât cea
corespunzătoare minimului. Aceasta este formularea variaţională Ritz a proble-
mei fundamentale a electrostaticii, în timp ce formularea variaţională slabă, bazată
pe proiecţie este numită formularea Galerkin. Ce mai este specific metodei Ga-
lerkin este că funcţiile de test (pe care se proiectează reziduurile), ponderile din
metoda reziduurilor ponderate sunt identice (sau izomorfe) cu funcţiile de formă
- numite şi de încercare, sau de "formă"(baza spaţiului în care se caută soluţia).
Se constată că în cazul ecuaţiilor cu derivate parţiale de tip eliptic, cu operatori
autoadjuncţi, în care funcţionala a(., .) este simetrică, cele două formulări vari-
aţionale Ritz şi Galerkin sunt echivalente, iar funcţionala de energie este convexa.
În continuare, vom utiliza de preferinţă forma slabă, Galerkin. Aceasta deoarece
poate fi extinsă la cazul general al metodelor de proiecţie, în care funcţiile de
test nu sunt identice cu cele de formă, variantă a metodei cunoscută sub numele
Galerkin-Petrov. Metodele de proiecţie, inclusiv Galerkin pot fi aplicate folosind
forma slabă a ecuaţiilor (numită impropriu variaţională) şi în cazul problemelor
cu operatori care nu sunt autoadjuncti (cum este cazul ecuaţiilor parabolice sau
hiperbolice, întâlnite în regimurile MQS, EQS şi ED), pentru care nu există func-
ţionala de energie convexa, care să fie minimă pentru soluţie, deci metoda Ritz,
de minimizare a unei funcţionale de energie nu poate fi aplicată. În unele situaţii,
cum este cazul regimului electrodinamic făă pierderi, se poate defini o funcţională
de energie, care are un punct staţionar, dar nu un minim, iar condiţia de staţio-
naritate (variaţie nulă, sau gradient nul al funcţionalei) implică proiecţia nulă a
reziduului, deci forma slabă a ecuaţiilor lui Maxwell, echivalentă metodei Galer-
kin [14], [64].
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Metoda Galerkin face parte din tehnica rezidurilor ponderate, care constă în mi-
nimizarea reziduului ecuaţiilor cu derivate parţile, proiectându-le pe o mulţime de
funcţii de test, adică impunând ca integrala reziduului multiplicat cu funcţiile de
pondere să se anuleze. Dupa cum am mai menţionat anterior, în metoda Galerkin
funcţiile de test sunt chiar funcţiile folosite pentru a exprima soluţia căutată. Un
pas important în această abordare, constă în folosirea integrării prin părţi, pentru
a rescrie integralele, astfel încât ordinul operatorilor diferenţiali de sub integrale
să scadă cu o unitate. Abia după această transformare se obţine forma slabă a
ecuaţiilor problemei. Modul în care abordările variaţionale au condus, în final, la
metoda elementului finit este prezentat în [44].
Formularea ecuaţiilor prin minimizarea unei funcţionale de energie este în mod
evident corelată cu principii mai profunde ale fizicii, cum este cel ale minimei
acţiuni, sau altele similare de tip Lagrange, d’Alambert, Gauss, Hamilton, Mau-
pertuis sau Rayleigh, aşa cum se prezintă în detaliu în [3], [110], [82].

2.2 Teoreme de unicitate

În acest paragraf sunt prezentate teoremele de unicitate pentru soluţia ecuaţiilor
regimurilor: ES - electrostatica, MG - magnetostaţionar, MQS - magneto-qvasi-
staţionar, ED - electrodinamic tranzitoriu şi EDC - electrodinamic în complex.
Teoremele celorlalte regimuri se obţin prin similitudine. Pentru a menţine prezen-
tarea simplă se vor considera doar materialele cu caracteristică afină sau liniară.
Cazul materialelor neliniare generale, ca şi demonstraţiile teoremelor pot fi găsite
în [68].

2.2.1 Teorema de unicitate a regimului electrostatic ES

Ecuaţiile fundamentale ale electrostaticii (1.93-1.95) în medii cu caracteristică
dielectrică afină au soluţia E, D, unică într-un domeniu simplu conex Ω, dacă
sunt cunoscute densitatea de sarcină ρ, polarizaţia permanentă şi tensorul permea-
bilităţilor ¯̄ε pozitiv definit (are valori principale strict pozitive) în orice punct din
domeniu, şi este îndeplinită una din următoarele trei condiţii de frontieră:

• DN: În orice punct de pe frontiera ∂Ω este dată componenta normală a in-
ducţiei electrice Dn = n ·D, astfel încat∫

∂Ω

DndA =

∫
Ω

ρdv; (2.23)
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• ET: În orice punct de pe frontiera ∂Ω este dată componenta tangenţială a
intensităţii câmpului electric Et = n× (E× n) , astfel încât∫

∂S

Etdr = 0, ∀S ⊂ ∂Ω; (2.24)

• MX: În orice punct de pe frontiera ∂Ω este dată fie Dn fie Et, iar în plus,
dacă mulţimea punctelor SE pe care este dat Et nu este conexă ci formată
din m părţi conexe: SE =

⋃
Sk, k = 1 : m trebuie cunoscute şi valorile

a (m − 1) fluxuri electrice ψk de pe suprafeţele Sk, sau valorile tensiunii
electrice uk, pe curbe din ∂Ω ce formează arbori cu nodurile în Sk (o parte
din fluxuri pot fi înlocuite cu tensiuni şi reciproc).

Potenţialul electrostatic scalar, soluţie a ecuaţiei (1.98), este unic determinat, dacă
este cunoscută valoarea sa cel puţin într-un punct de pe frontieră. Deoarece este
necesar ca punctul de referinţă să fie cunoscut, rezultă ca SE nu poate fi vidă.
Condiţia de frontieră (MX) rescrie în termeni de potenţial astfel:

• MX: orice punct de pe frontiera ∂Ω este fie din multimea SN pe care este
dataDn = −εdV/dn fie din mulţimea SD nevidă, pe care este dată valoarea
potenţialului, şi care determină univoc Et,= −tdV/dt, fie din mulţimea
SE pe care se ştie că potenţialul este constant şi implicit Et = 0, fară a se
cunoaşte în mod necesar valoarea constantei. Dacă SE nu este conexă, ci
formată din m părţi conexe SE =

⋃
Sk, k = 1 : m, echipotenţiale (numite

şi borne sau terminale), atunci trebuie cunoscute valorile a (m − 1) fluxuri
electrice ψk pe suprafeţele bornelor Sk sau valorile potenţialelor electrice
Vk, ale acestor borne (o parte din fluxuri pot fi înlocuite cu potenţiale şi
reciproc), important este ca pe fiecare bornă "flotanată", cu excepţia uneia
"borna fixă - de referinţă" să se dea fie valoarea potenţialului, fie valorea
fluxului.

Situaţia, numită mixtă (MX) sau hibridă este cazul cel mai general, DN şi ET fi-
ind cazuri particulare ale acesteia. Frontiera este partajată disjunct într-o parte cu
condiţii Neumann (SN ) - este dată derivata după normală a potenţialului, una cu
condiţii Dirichlet (SD) - este dată valoarea potenţialului în orice punct al acestei
suprafete şi o parte notata SE , care la rândul ei poate fi formată din m suprafeţe
disjuncte, care reprezintă suprafeţele unor conductoare. Ştim că aceste suprafeţe
sunt echipotenţiale fiecare, dar nu ştim în mod necesar valoarea potenţialului decât
pentru n > 0 dintre ele, la celelalte sunt date sarcinile electrice (egale cu fluxurile
acelor suprafeţe). Din cele m conductoare, n au potenţialul cunoscut iar pentru
celelalte (m − n) sunt cunoscute sarcinile fiecăreia. O astfel de situaţie se întâl-
neşte, atunci când se extrage matricea capacităţilor unui sistem de m conductoare
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scufundate într-un dielectric liniar, prin rezolvarea problemeleor de câmp elec-
trostatic.
Teorema energiei electromagnetice aplicată problemei de electrostatică oferă iden-
titatea energetica:

2W =

∫
Ω

ε(grad V )2dv =

∫
Ω

ρV dv −
∫
∂Ω

DndA, (2.25)

baza teoretică a lemei soluţiei banale. Observând că ultima integrală se descom-
pune în:

∫
∂Ω

DndA =

∫
SN

VDndA +

∫
SD

VDndA +
m∑
k=1

Vk

∫
Sk

DndA, (2.26)

termeni care se anulează fiecare în condiţiile de frontieră menţinate anterior, cand
acestea au valoare nulă. Fiecare termen din suma de m termeni se anulează fie
pentru că Vk = 0, fie pentru că fluxul electric (egal cu sarcina conductoului) ψk =
0. Integrala din ρV se anulează pentru că ρ = 0, de unde din (2.25) rezultă că
W = 0, deci că potenţialul este constant în tot domeniul de calcul. Dar deoarece
el este nul în punctul de referinţă, rezultă că problema are doar soluţia nulă, în
condiţii de surse interne şi de frontieară nule, ceea ce demonstrează lema soluţiei
banale. Acesta este modul cel mai simplu de a verifica unicitatea soluţiei, chiar şi
la probeleme complicate. Fiecare termen din expresia energiei pune în evidenţă
o categorie de date ce trebuie ştiută pentru a avea o problemă bine formulată, cu
soluţie unică. Dacă acele date nu sunt corect specificate, energia sistemului nu
este univoc determinată, deci problema nu este corect rezolvată.

În baza similitudinii dintre ecuaţiile regimurilor: ES, MS şi EC, teoreme de
unicitate similare se enunţă şi în cazul regimurilor magnetostatic MS şi electroci-
netic staţionar EC. Deosebirea este că, în aceste regimuri câmpul B respectiv J
este solenoidal, deci se consideră ρ = 0.
Condiţia ca domeniul de calcul să fie simplu conex este esenţială, mai ales în regi-
mul magnetostatic. Dacă de exemplu, câmpul dintr-un miez toroidal prin golul că-
ruia trece curentul I este unul magnetostatic, intensitatea câmpului nu se anulează
dacă pe frontiera torului Bn = 0, ci are valoarea H = I/(2πr), proporţională cu
curentul I . Mai mult, potenţialul magnetic scalar are expresia V = Iα/(2π), care
nu este univocă, pentru unghiuri α care depasesc 2π. Pentru a obţine unicitate,
soluţia este să se transfere torul într-un domeniu simplu conex, printr-o tăietură,
cu un semiplan la care firul este muchie. Această tăietură interzice unghiului α să
depăşească valorea 2π.
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2.2.2 Teorema de unicitate a regimului magnetostaţionar MG
Ecuaţiile fundamentale ale regimului magneto-staţionar (1.104-1.106) în medii cu
caracteristică de magnetizare afină au soluţia B,H unică într-un domeniu simplu
conex Ω, dacă sunt cunoscute densitatea de curent J , inducţia remanentă Br şi
tensorul ¯̄µ pozitiv definit (are valori principale strict pozitive) în orice punct din
domeniu, şi este îndeplinită una din următoarele condiţii de frontieră:

• BN: în orice punct de pe frontiera ∂Ω este cunoscută componeneta normală
a inducţiei magnetice Bn = n ·B, astfel încat∫

∂Ω

BndA = 0; (2.27)

• HT: în orice punct de pe frontiera ∂Ω este dată componeneta tangenţială a
intensităţii câmpului magnetic Ht = n× (H× n), astfel încât∫

∂S

Htdr =

∫
S

JdS, ∀S ⊂ ∂Ω; (2.28)

• MX (mixtă): în orice punct de pe frontiera ∂Ω este dată fie Bn în punctele
mulţimii SB, fie Ht, în punctele mulţimii SH , complementară suprafeţei SB,
iar în plus, dacă mulţimea punctelor SH pe care este dat Ht nu este conexă
ci formată din m părţi conexe disjuncte SH =

⋃
Sk, k = 1 : m trebuie

cunoscute şi valorile a (m − 1) fluxuri magnetice ϕk de pe suprafeţele Sk,
sau valorile tensiunii magnetice ik, ale câte unui punct de pe acea suprafaţă
(o parte din fluxuri pot fi înlocuite cu tensiuni şi reciproc).

Expesia energiei magnetice dată de teorema energiei oferă identitatea energetica:

2W =

∫
Ω

ν (rotA)2 dv =

∫
Ω

JAdv +

∫
∂Ω

(A×H) dS, (2.29)

bază teoretică a lemei soluţiei banale. Observând că ultima integrală se descom-
pune în termenii:∫

SB

(A×H) dS +

∫
SH

(A×H) dS +
m∑
k=1

ikϕk, (2.30)

care se anulează fiecare în condiţiile de frontieră menţinate anterior, atunci când
acestea au valoare nulă. Integrala din JA se anulează în condiţiile lemei, pentru
că J = 0, de unde rezultă că W = 0, deci ca potenţialul magnetic vector este
irotaţional tot domeniul de calcul, ceea ce conduce la un camp magnetic nul, iar
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demonstraţia este încheiată.
Condiţia de frontieră (MX) este des întâlnită în practică, inclusiv partiţia disjunctă
a suprafeţei SH . De exemplu, atunci când se extrage matricea inductanţelor proprii
şi mutuale a unui sistem de bobine, dacă circuitul magnetic pe care sunt montate
bobinele are terminalele magnetice echipotenţiale pe frontiera domeniului de cal-
cul. Pentru ca energia unui sitem de bobine filiforme este semiprodusul scalar
ϕi/2, condiţia de frontieră pentru fiecare terminal magnetic flotant, care asigură
unicitatea este cunoaşterea fie a fluxului terminalului ϕ, fie a potenţialului său
magnetic (egal cu curentul bobinei ce înconjoară terminalul).
Teorema se referă la unicitatea câmpului B,H, dar nu şi la cea a potenţialului
magnetic vector A. Potenţialul magnetic vector, care satisface condiţiile de etalo-
nare Coulomb este unic determinat, de condiţii de frontieră ceva mai restrictive,
decât cele pentru câmp. Condiţiile de frontieră pentru unicitatea potenţialului vec-
tor se enunţă astfel:

• BN (Dirchlet vectorial): în orice punct de pe frontiera ∂Ω este cunoscută
componeneta tangenţială a potenţialului vector At = n × (A× n) care
permite determinarea univoca a inducţiei magnetice normale Bn = n ·B =
rotAt;

• HT (Neumann vectorial): în orice punct de pe frontiera ∂Ω este data νn ×
(rotA), care determină componenta tangenţială a intensităţii câmpului mag-
netic Ht = n×(H× n) = νn×(rotA)×n şi în plus componenta normală
a potenţialui magnetic vector An = nA;

• MX (mixtă): în orice punct de pe frontiera ∂Ω este dată fie At = n ×
(A× n) - în punctele mulţimii SB, fie νn × (rotA) × n şi An, in punc-
tele multimii SH , complementara suprafetei SB, iar în plus, dacă mulţimea
punctelor SH pe care este dat Ht nu este conexă ci formată din m părţi con-
exe SH =

⋃
Sk; k = 1 : m trebuie cunoscute şi valorile a (m − 1) fluxuri

magnetice ϕk de pe suprafeţele Sk sau valorile tensiunii magnetice ik, ale
câte unui punct din acele suprafeţe (o parte din fluxuri pot fi înlocuite cu
tensiuni şi reciproc).

Se constată că pentru unicitatea lui A trebuie cunoscută în plus componenta sa
normală An pe suprafaţa SH , pe care este dată Ht (condiţia Neumann vectorială).
Pentru detalii privind unicitatea potenţilului magnetic vector puteţi consulta
[30] sau [12].
Dacă domeniul de calcul este multiplu conex, atunci lucrurile se complică, pentru
că pentru fiecare gaură de tip toroidal trebuie cunoscute condiţii de frontieră supli-
mentare. Studiul poate fi adus la cazul structurii topologice banale a domeniului
Ω, dacă toate găurile toroidale sunt eliminate prin "tăieturi" (suprafeţe de secţiune,
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care elimină golul) sau prin "adăugiri" (suprafeţe care astupă golul). Structura to-
pologică a unui astfel de domeniu este descrisă de graful sau, la care laturile sunt
curbele mediane ale tronsoanelor elemntare simplu conexe. De exemplu, graful
circuitlui feromagnetic al unui transformator trifazat (cu trei coloane) este alcătuit
din trei laturi, are două noduri şi două bucle fundamentale. Să ne imaginăm că do-
meniul de calcul este un circuit magnetic, atunci energia câmpului său magnetic
generat de cei g curenţi care trec prin găurile domeniului este

2W =

∫
Ω

νB2dv =

g∑
k=1

ϕkuk, (2.31)

în care ϕk este fluxul magnetic ciclic (prin bucla fundamentlă k) corespunzător
solenaţiei uk.
Modul sistematic de a identifica buclele fundamentale este de a construi un arbore
al grafului. Fiecare coardă k, parcursă de fluxul ϕk generează o buclă fundamen-
tala cu t.m.m. uk calculată de-a lungul laturilor buclei, deci pe o curbă închisă care
inconjoară o "gaură" tubulară. Suprafaţa care se sprijină pe o astfel de curbă este
o "adădăugire", care dacă este reunită cu domeniul îl transformă în unul simplu
conex. Tensiunea magnetică uk este chiar solenaţia ce străbate această "adăugire".
Fiecare ramură a arborelui în graf generează o secţiune fundamentală, cu flux total
nul. Dacă ramurile sunt tăiate, atunci sunt eliminate toate buclele. Notând cu t
numărul de tăieturi (egal cu numărul de ramuri), cu vj saltul potenţialului mag-
netic pe cele doua feţe ale tăieturii, şi cu ϕj fluxul magnetic prin tăietură, atunci
energia câmpului magnetic are expresia:

2W =

∫
Ω

νB2dv =
t∑

j=1

ϕjvj. (2.32)

Prin "tăieturi" şi "adăugiri", domeniul multiplu conex se transforma în unul sim-
plu conex.
În consecinţă, în cazul domeniilor multiplu conexe, condiţiile de frontieră supli-
mentare, care trebuie cunoscute pentru a asigura unicitatea câmpului magnetic
sunt:

• pentru fiecare tăietură (ramura în arbore) trebuie fie dat fluxul ce străbate
tăietura fie saltul potenţialului scalar de dublu strat, pe cele două feţe ale
tăieturii;

• pentru fiecare adăugire (descrisă de o coardă în coarbore) trebuie dat fie
fluxul ciclic ce străbate coarda fie t.m.m. de-a lungul buclei generată de
coarda - egală cu solenţia bobinei secţionată de adăugire.
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De exemplu, în cazul transformatorului trifazat, în care arborele este coloana cen-
trală, unicitatea câmpului magnetic din miez este asigurată în condiţii de frontiera
Bn = 0, de cunoaşterea solenaţiei bobinei de pe coloana centrală (care dă ten-
siunea magnetică a tăieturii) şi de cunoaşterea solenaţiei bobinelor montate pe
coloanele laterale, care dau solenaţiile în cele două ferestre ale transformatorului
(adăugirile din cazul nostru), sau în loc de solenaţii, de fluxurile celor trei bobine
[122], [18], [51].

2.2.3 Teorema de unicitate a regimului magneto-cvasi-staţionar
MQS

Ecuaţiile fundamentale ale regimului magneto-qvasi-staţionar (1.138) în medii li-
niare cu condiţii iniţiale cunoscute pentru B(r, 0), ∀r ∈ Ω au soluţia B,H unică
într-un domeniu simplu conex Ω, pe intervalul de timp (tmin, tmax), dacă tenso-
rul ¯̄σ este pozitiv definit în orice punct din domeniu, iar permeabilitatea µ este şi
ea pozitivă, şi dacă în orice punct de pe frontieră este cunoscută fie componenta
Ht = n× (H× n), tangenţială a intensităţii câmpului magnetic, fie componenta
Et = n× (E× n), tangenţială a intensităţii câmpului electric.
Notăm cu SH partea de frontieră pe care este dată Ht şi cu SE , restul frontierei, pe
care este dată Et. Demonstraţia se bazează pe teorema energiei electromagnetice:

Ps = P +
dWm

dt
⇒
∫
∂Ω

(H× E) dA =

∫
Ω

(
E¯̄σE +

dwm
dt

)
dv (2.33)

cu wm = BH/2 = µH2/2 densitatea energiei magnetice, în cazul mediilor lini-
are. Integrala pe frontieră a vectorului Poynting Sn = n·(E×H) = n (·Et ×Ht)
se anulează în condiţiile lemei soluţiei banale şi în consecinţă:

P =

∫
Ω

E¯̄σEdv = −
∫

Ω

dwm
dt

dv > 0, (2.34)

deoarece ¯̄σ este pozitiv definit, relaţie care obligă la scăderea energiei magne-
tice. Dar această energie nenegativă prin definiţie are valoare iniţială nulă, deci nu
poate scădea mai mult decât atât, ceea ce implică Wm = 0,∀t ∈ (tmin, tmax), ceea
ce corespunde unui câmp magnetic nul. Deoarece P = 0 şi ¯̄σ > 0, rezultă că şi
câmpul electric E trebuie să se anuleze.
Chiar dacă este simplă, această teoremă de unicitate nu este prea utilă în cazurile
practice. Şi aceasta din două motive: condiţia ca tot domeniul de calcul să fie
conductor este prea restrictivă, iar condiţia de frontieră pentru Et este mai pu-
ţin utilă decât Bn, care intervenea în regimul magneto-staţionar MG. În [12] se
demonstrează o altă teoremă de unicitate pentru regimul MQS în medii liniare
B = µH,J = σE, dar care pot avea şi subdomenii izolante, cu σ = 0. În aceste
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subdomenii câmpul MQS devine magetostatic MS sau magnetic staţionar MG.
Pe interfeţele de trecere între subdomenii se conservă Ht şi Bn. O astfel de pro-
blemă, de regim MQS combinat cu MG are soluţie unică, în condiţii de frontieră
similare cu cele de la regimul MG, adică dacă în orice punct de pe frontiera ∂Ω
este cunoscută:

• componenta normală a inducţiei magnetice Bn = nB, în punctele suprafe-
ţei SB, şi

• componenta tangenţială a intensităţii câmpului magnetic Ht = n×(H× n),
în punctele suprafeţei SH = ∂Ω− SB.

Dacă se folosesc potenţialele magnetic vector A şi scalar V în domeniul conductor
şi doar A în domeniul neconductor, atunci condiţiile de unicitate pentru aceste
potenţiale sunt şi ele aceleaşi ca în cazul MG: se referă la At pe SB şi la νn×rotA
pe SH , iar în plus cunoaşterea pe suprafaţa SH a componentei An = n · A a
potenţialului magnetic vector asigură unicitatea soluţiei, mai exact a potenţialelor
A − V ;A în domeniile condutoare; respectiv neconductoare, pe intervalul de
timp (tmin, tmax), dacă sunt cunoscute condiţiile iniţiale pentru B(r, 0) = rotA
cu divA(r, 0) = 0.

2.2.4 Teorema de unicitate a regimului electrodinamic - gene-
ral variabil ED

Ecuaţiile fundamentale ale regimului electrodinamic (1.148) în medii liniare cu
condiţii iniţiale cunoscute pentru B(r, 0) şi D(r, 0), ∀r ∈ Ω au soluţia E,D,B,H
unică într-un domeniu simplu conex Ω, pe intervalul de timp (tmin, tmax), dacă ε şi
µ sunt strict pozitive iar σ nu este negativ (se pot admite părţi izolante, fără pierderi
în domeniul de calcul), şi dacă în orice punct de pe frontieră este cunoscută fie
componenta Ht = n× (H× n), tangenţială a intensităţii câmpului magnetic, fie
componenta Et = n× (E× n), tangenţială a intensităţii câmpului electric.
Notăm cu SH partea de frontieră pe care este dată Ht şi cu SE , restul frontierei, pe
care este dată Et. Demonstraţia se bazează pe teorema energiei electromagnetice:

Ps = P +
dWem

dt
⇒
∫
∂Ω

(H× E) dA =

∫
Ω

(
EσE +

dwem
dt

)
dv (2.35)

unde s-a notat cu

wem =
BH

2
+

DE

2
= ε

E2

2
+ µ

H2

2
, (2.36)

densitatea energiei electromagnetice, în cazul mediilor liniare. Integrala pe fron-
tieră a vectorului Poynting Sn = n · (E×H) = n · (Et ×Ht) se anulează în
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condiţiile lemei soluţiei banale, şi în consecinţă:

P =

∫
Ω

EσEdv = −
∫

Ω

dwem
dt

dv ≥ 0, (2.37)

deoarece σ nu este negativ, relaţie care obligă la scăderea energiei electromagne-
tice. Dar această energie nenegativă prin definiţie are datorită condiţiilor iniţiale
pentru câmp, valoare iniţiala nulă, deci nu poate scădea mai mult deact atât, ceea
ce implică Wem = 0, ∀t ∈ (tmin, tmax), ceea ce corespunde unui câmp electro-
magnetic E,H nul în tot domeniul de calcul. Pe baza relaţiilor de material se
anulează şi câmpurile B,D, şi J, iar pe baza legii fluxului electric se anulează şi
ρ din orice punct al domeniului de calcul.
Dacă se folosesc potenţialele vector A şi scalar V , atunci condiţiile de unicitate
pentru aceste potenţiale se referă la valoarea potenţialului scalar V în toate punc-
tele frontierei; la At = n × (A× n) pe SE; şi la νn × rotA = Ht şi An pe SH ,
aşa cum s-a vazut anterior.

2.2.5 Teoreme de unicitate pentru regimurile generale armo-
nice EDC

Ecuaţiile fundamentale ale regimului electrodinamic reprezentate în complex (1.155)
au soluiţia E,D,B,H unică într-un domeniu simplu conex Ω, daca ε, µ şi σ sunt
strict pozitive în orice punct din domeniu, şi dacă în orice punct de pe fronti-
eră este cunoscută fie componenta Ht = n × (H× n), tangenţială a intensităţii
campului magnetic, fie componenta Et = n × (E× n), tangenţială a intensităţii
câmpului electric. Notăm cu SH partea de frontieră pe care este dată Ht şi cu SE ,
restul frontierei, pe care este dată Et.
O alternativă a acestei teoreme de unicitate este cea pentru elementul multipolar
de circuit electric cu m terminale S1, S2, . . . , Sm părţi disjuncte ale ∂Ω (Fig. 2.1).
Condiţiile de pe SE şi SH se înlociesc cu următoarele condiţii de frontieră:

• Et = n× (E× n) = 0 pe toate terminalele Sk, k = 1, 2, . . . ,m;

• n · (rotE) = 0 pe frontiera ∂Ω;

• n · (rotH) = 0 pe frontiera ∂Ω, cu excepţia terminalelor;

• pe fiecare terminal Sk, cu excepţia celui de referninţă Sm, este dată fie valoa-
rea potenţilului complex Vk =

∫
Ckm∈∂Ω

Edr fie valorea curentului complex
Ik =

∫
∂Sk

Hdr [122], [Bermudez], [Bossavit00Nonlocal].
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Figura 2.1: Element multipolar de circuit electric

Demonstraţia se bazează pe forma complexă a teoremei energiei electromagne-
tice:

Ps = P + jQ ⇒ −
∫
∂Ω

(E×H∗) dA =

∫
Ω

(EσE∗ + jω (BH∗ − ED∗)) dv(2.38)

În cazul elementului electromagentic de circuit electric, integrala pe frontieră a
vectorului Poynting Sn = n · (E×H∗) = n · (Et ×H∗t ) are expresia:

Ps = −
∫
∂Ω

(E×H∗) dA =
m−1∑
k=1

VkI
∗
k (2.39)

şi se anulează în ipotezele lemei soluţiei nule, datorită condiţiilor de frontieră din
cele două teoreme de unicitate: Et,Ht, Vk sau Ik. Numărul complex P + jQ din
membrul drept al identităţii energetice are, în consecinţă, nulă atât partea reală P
cât şi partea sa imaginarăQ. Anularea puterii active P , implică anularea câmpului
electric E, deoarece σ > 0. Dar dacă se anulează puterea reactivă Q şi câmpul
electric E, atunci se va anula şi câmpul magnetic, rezultând unicitatea câmpului
elctromagnetic.
Chiar dacă pare excesiv de restrictivă, condiţia ca domeniul să fie conductor, orict
de slab, dar să nu aibă părţi perfect izolante, aceasta este justificată de faptul că
în cavităţi izolante câmpul electromagnetic poate avea mai multe moduri distincte
de a rezona, iar pentru fiecare, atât P cât şi Q se anulează datorită absenţei pier-
derilor şi respectiv faptului că , BH∗ şi ED∗ se compensează reciproc.
În cazul elementului de circuit, teorema de unicitate garantează corecta definire şi
unicitatea potenţialului Vk şi a curentului Ik pentru fiecare terminal k = 1, 2, . . . ,m−
1. Datorită liniarităţii ecuaţiilor, soluţiile Ik şi Vk pentru terminalele controlate în
potenţial şi respectiv în curent sunt funcţii liniare complexe de datele problemei.
Dacă primele n terminale sunt controlate în curent iar celelalte sunt controlate în
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potenţial, rezultă următoarea expresie pentru relaţia intre semnalele de ieşire şi
cele de intrare: [

Va

Ib

]
=

[
Zaa Aab

Bba Ybb

] [
Ia
Vb

]
, (2.40)

în care s-a notat cu a grupul primelor n terminale controlate în curent şi cu b
celălalt grup, care are m − n terminale controlate în potenţial. Această relaţie
matriceală, pune în evidenţă funcţiile de transfer ale elementului multipolar de
circuit excitat hibrid: Zaa - matricea impedanţelor, Ybb - matricea admitanţelor,
Aab - matrice a factorilor de transfer în tensiune şi Bba - matricea factorilor de
transfer în curent. Elementele acestor matrice sunt funcţii complexe de frecvenţă,
care descriu relaţia intrare-ieşire la diferite frecvenţe, impusă de elementul mul-
tipolar electomagnetic de circuit. Definiţia lor corectă este consecinţa teoreme-
lor de unicitate în regimul general variabil, dar dacă se consderă limita ε → 0
atunci elementul devine anelectric şi funcţionează în regim MQS, fiind unul de tip
inductiv-rezistiv cu Q > 0, în timp ce limita µ → 0 face ca elementul să devină
unul amagnetic, care funcţionează în regim EQS, ca un element capacitiv-rezistiv
cu Q < 0.
O generalizare a condiţiilor de frontierăse obţine considerând un element electro-
magnetic de circuit. Acesta este un domeniu marginit, simplu conex, pe suprafaţa
căruia deosebim n′ suprafeţe disjuncte, numite terminale electrice şi încă n′′ ter-
minale magnetice. De această dată condiţiile de frontieră au forma:

n · rotE (P, t) = 0, ∀P ∈ Σ\S ′′k
n · rotH (P, t) = 0, ∀P ∈ Σ\S ′k
n× E (P, t) = 0, ∀P ∈ S ′k
n×H (P, t) = 0, ∀P ∈ S ′′k

(2.41)

Terminalele electrice pot fi controlate în curent, repsectiv potenţial:

ik(t) =

∫
Γk=∂Sk

Hdr; vk(t) =

∫
Ck

Edr (2.42)

iar cele magentice pot fi controlate in flux respectiv tensiuni magneitce:

ϕ′k(t) =

∫
Γk=∂Sk

Edr; uk(t) =

∫
Ck

Hdr (2.43)

De aceastădatăputerea transferatăprin frontiera domeniului este

P =
n′−1∑
k=1

(vkik) +
n′′∑
k=1

uk
dϕk
dt

(2.44)
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care evidenţiazăîn baza lemei soluţiei nule toate tipurile condiţiilor de frontierăce
trebuie impuse terminalelor (câte una pentru fiecare termen din aceste sume). Şi
aceasta teoremăde unicitate a fost extinsã, considerând elementul electromagentic,
multiplu conex de circuit CITATRE Timotin 71EMCE. În concluzie, constatăm
importanţa fundamentală a condiţiilor de frontieră pentru modelarea electromag-
netică. Aceste condiţii trebuie să reflecte fenomenele fizice şi cauzalităţile din
dispozitivul de studiat. Deoarece matematica ne poate spune doar dacă o anumită
condiţie de frontieră este corectă sau nu, dar nu ne spune care este alegerea potri-
vită, această alegere trebuie facută doar din considerente fizice, ceea ce presupune
înţelgerea profundă a dispozitivului modelat şi a relaţiilor de cauzalitate specifice
lui.

2.3 Existenţa şi continuitatea soluţiei

2.3.1 Cadrul funcţional
Odată stabilite condiţiile de frontieră, putem reveni la cadrul funcţional adecvat
formulării corecte a problemei, pentru a exista soluţie, iar aceasta să fie stabilă.
Vom folosi urmatoarele spaţii funcţionale:

• L2(Ω) =
{
u|
∫

Ω
u2dv <∞

}
;

• H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) |grad u ∈ [L2(Ω)]3};

• H(div,Ω) = {u ∈ [L2(Ω)]3 |div u ∈ L2(Ω)};

• H(rot,Ω) = {u ∈ [L2(Ω)]3|rot u ∈ [L2(Ω)]3};

pe care le vom numi spaţiile: funcţiilor de pătrat integabil, derivabile genera-
lizat, div-conforme şi rot-conforme (http://en.wikipedia.org/wiki/
Lp_space). Acestea sunt spatii Hilbert cu produsele scalare:

• (u, v)0 =
∫

Ω
uv dx, u, v ∈ L2(Ω);

• (u, v)1 =
∫

Ω
grad u grad v dx+ (u, v)0, u, v ∈ H1(Ω);

• (u,v)div =
∫

Ω
div u div v dx+ (u,v)0, u,v ∈ H(div,Ω);

• (u,v)rot =
∫

Ω
rot u rot v dx+ (u,v)0, u,v ∈ H(rot,Ω);

iar normele induse de acestea vor fi notate cu ||u||0, ||u||1, ||u||div, ||u||rot. Aşa
cum am mai menţionat anterior, dacă domeniul Ω este suficient de neted, de
exemplu este de tip Lipschitz, atunci se poate defini urma unui elment din spa-
ţiile Sobolev menţionate anterior pe frontiera şi se pot demonstra teoremele lui
Green:

http://en.wikipedia.org/wiki/Lp_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Lp_space
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•
∫

Ω
grad u dx = −

∫
Ω
u div vdx+

∫
∂Ω

uv dA, u ∈ H1,v ∈ H(div).

Daca adaugăm condiţiile de frontieră esenţiale: Dirichlet V = 0, componenta
normală nulă şi respectiv componenta tangenţială nulă se obţin subspaţiile

• H1
0 (Ω) := {v ∈ H1(Ω) |v(∂Ω) = 0};

• H0(div,Ω) := {u ∈ H(div,Ω) |n · u = 0, pe ∂Ω};

• H0(rot,Ω) := {v ∈ H(rot,Ω) |n× v = 0 pe ∂Ω}.

Trebuie să remarcăm faptul că datorită celebrei teoreme de urmă din spaţiile Sobo-
lev (http://en.wikipedia.org/wiki/Sobolev_space), putem vorbi
despre urma pe frontiera unui domeniu lipschitzian, chiar dacă valoarea locală a
funcţiei nu are sens nici în spaţiile Sobolev nici în L2. Urmele de pe frontieră
alacătuiesc şi ele un spaţiu Hilbert de indice fracţionar H1/2(∂Ω). Pe suprafeţele
de discontinuitate, sunt continue:

• v1 = v2, dacă V ∈ H1(Ω), continuitatea valorii;

• n · u1 = n · u2 dacă u ∈ H(div,Ω), continuitatea componentei normale;

• n×u1 = n×u2 daca u ∈ H(rot,Ω), continuitatea componentei tangenţiale.

Pentru a înţelege proprietăţile de transfer ale celor trei opertaori de derivare spaţi-
ală se introduc nucleele (ker) şi imaginile (Im - range) acestor operatori astfel:

• ker(grad) := {v ∈ H1(Ω)|gradv = 0}; gradH1(Ω) ⊂ ker(rot) :

• ker(div) := {v ∈ H(div,Ω)|divv = 0}; divH(div,Ω) ⊂ L2(Ω);

• ker(rot) := {v ∈ H(rot,Ω)|rotv = 0}; rotH(rot,Ω) ⊂ ker(div).

Realaţiile de incluziune ale imaginilor menţionate anterior în nuclee, se datorează
identităţilor clasice satisfăcute doar de operatorii de derivare spaţială:

rot grad u = 0; div rot v = 0. (2.45)

Aceste relaţii de incluziune devin relaţii de identitate, dacă domenilul Ω este un
domeniu suficient de neted, de exemplu, dacă este lipschitzian, marginit şi simplu
conex. De exemplu, egalitatea ker(rot) = grad H1(Ω) ne spune că în aceste
condiţii, orice câmp irotaţional are un potenţial scalar al cărui gradient este, iar
egalitatea ker(div) = rot H(rot,Ω) spune faptul că orice câmp solenoidal are un
potenţial vector, al cărui rotor este. În consecinţă, se ajunge la teorema care dã

http://en.wikipedia.org/wiki/Sobolev_space
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descompunerea Helmholtz: orice câmp vectorial u admite un potenţial scalar V
şi unul vector A, adică se descompune unic în două părţi ortogonale:

u = grad V + rotA, (2.46)

V ∈ grad H1(Ω) şi A ∈ rot H(rot,Ω), ∀u ∈ L2(Ω)3. Produsul scalar al celor
douã componente, adicã integrala produsului dintre ele pe domeniul problemei
are valoare nulã. În consecinţă, orice câmp vectorial este univoc determint de
divergenţa şi rotorul său, teorema garantând existenţa şi unicitatea celor două po-
tenţiale, deci buna formulare a problemei de câmp [109]. Aceasta afirmaţie, care
se aplică, evident şi câmpurilor electrice şi magnetice este cunoscută sub numele
de teorema fundamentală a analizei vectoriale, dar probabil că este una din cele
mai profunde descoperiri matematice, permiţând structurarea cunoştinţelor noas-
tre despre modul in care este descrisă lumea fizică.
Relaţiile stabilite de operatorii diferenţiali între spaţiile de funcţii, prezentate an-
terior se reprezintă printr-o elegantă construcţie matematică, o secvenţă de opera-
tori, numită complexul de Rham:

R id−→ H1(Ω)
grad−→ H(rot,Ω)

rot−→ H(div,Ω)
div−→ L2(Ω)

0−→ 0 (2.47)

În condiţiile specificate anterior pentru netezimea domeniului Ω, această secvenţă
este exactă, adică imaginea unui operator coincide cu nucleul operatorului succe-
siv:

ker(grad) = R; ker(rot) = gradH1(Ω);

ker(div) = rot H(rot,Ω); L2(Ω) = div H(div,Ω).
(2.48)

ceea ce garantează existenţa potenţialelor scalar şi vector. Dacă ne referim la
câmpuri cu condiţii pe frontiera ∂Ω esenţiale nule, atunci sub-secvenţa de Rham:

R→ H1
0 (Ω)→ H0(rot,Ω)→ H0(div,Ω)→ L2

0(Ω)→ {0} (2.49)

îşi pastreză din nou caracterul exact [133].
Aplicarea complexului de Rham la mărimile câmpului electromagnetic conduce
la o construcţie mai elaborată, numită diagrama lui Tonti (2.2) [123]. Aici sunt
evidenţiate atât mărimile câmpurilor, corpurilor şi potenţialele, precum şi relaţi-
ile dintre ele, impuse prin legi sau prin definiţii. Spre deosebire de complexul
de Rham [15] în care apar doar operatori de derivare spaţială, în diagrama Tonti
apar şi derivatele temporale. Cele patru coloane din această diagramă, numită şi
casa lui Maxwell sunt de fapt secvenţe de Rham. În diferite regimuri ale câmpului
electromagnetic aceasta diagramă se simplifică în mod corespunzător, prin elimi-
narea unor coloane. Pentru mai multe detalii referitoare la acest cadru funcţional
puteţi consulta [133], [18], [64] sau [62].
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Figura 2.2: Diagrama Tonti pentru câmpul electromagnetic [18]

2.3.2 Formularea corectă a problemei rot-rot

Am vazut în capitolul 2.1. cum buna formulare, existenţa, unicitatea şi stabilitatea
soluţiei pentru forma slabă a problemelor de regim staţionar cu potenţial scalar
este o consecinţă a teoremei Lax-Milgram. Singurul regim staţionar care nu sa-
tisface acest cadru funcţional este cel magneto-staţionar, descris de ecuaţiile cu
derivate parţiale:

rotH = J ⇒ rot(νrotA) = J;

divB = 0 ⇒ B = rotA; cu divA = 0;

B = µH ⇔ H = νB;

(2.50)

şi cu condiţiile de frontieră:

n ·B = 0 pe SB ⇒ n×A = 0 peSB, (2.51)

condiţie esenţială (poate fi nenulă), şi

n×H = Js ⇒ n× (ν rotA) = Js pe SH = ∂Ω \ SB, (2.52)
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condiţie naturală şi care au forma slabă: a(u,v) = f(u), ∀u ∈ H0(rot,Ω,n ×
u = 0 peSB), în care

a(u,v) =

∫
Ω

ν rot u rot vdx;

f(u) =

∫
Ω

uJdx+

∫
SH

uJsdA,
(2.53)

iar soluţia v este căutată în sptiulH0 (sau în cel afin, translatat faţă deH0, în cazul
condiţiei nenule pe SB).
Aceste relaţii pot fi extinse la mediile neliniare magnetic în două feluri, fie în
mediile izotrope se consideră ν dependent de B = rotA(rotv), fie se consideră
H = νB + I, în care I este polarizaţia magnetică, dependentă de B = rotA. În
ultimul caz, J = Jc− rotI este suma dintre curentul de conducţie şi cel Amperian
de poalrizaţie magnetică iar Js = Jcs − rotsI, ceea ce face ca (2.52) să devină
n× (νrotA + I) = Jsc [78].
Funcţionala din (2.53), funcţionala a(u,v) nu mai este coercivă, şi în consecinţă
potenţialul magnetic vector nu este unic. Excepţie face cazul 2D, cu două com-
ponente ale câmpului şi o singurăcomponentă a curentului şi potenţialului vec-
tor, care este automat etalonat. Deci în 3D teorema Lax-Milgram nu se poate
aplica direct în cazul regimului magneto-staţionar, pentru determinarea potenţia-
lului magnetic vector. Pentru a ieşi din acest impas s-au găsit mai multe solutii.

• Etalonarea Coulomb. Aşa cum s-a procedat în cazul problemei Lapalce-
Poisson cu condiţii pure Neumann, pentru a asigura unicitatea potenţialu-
lui se foloseşte etalonarea acestuia. În cazul potenţialului magnetic vector,
aceasta se relizează prin condiţia Coulomb (1.121) şi prin adăugarea condi-
ţiei de frontiera An = 0 pe SB.

• Regularizare. O altă abordare, numită de regularizare, constă în adăugarea
la funcţionala biliniară a unui termen coerciv, ponderat cu un parametru ε
[Costabel91]:

a(u,v) =

∫
Ω

ν rot u rot v dx+ ε

∫
Ω

uv dx. (2.54)

Condiţia de coercitivitate este acum îndeplinită din nou şi problema este
bine formulată, oricât de mic ar fi ε. Soluţia gasită este apoi trecută la limită
pentru ε→ 0.

• Cu multiplicator Lagrange. În cazul formei slabe de tip rot-rot, altă abor-
dare posibilă constă în extinderea teoremei Lax-Milgram, astfel încat exten-
sia să poata fi aplicată la probleme variaţionale cu multiplicatori Lagrange,
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care nu au puncte de minim, ci puncte critice de tip şa. O astfel de extensie
este realizată de teorema lui Brezzi, ceea ce permite să se demonstreze că
problemele de câmp magnetic vectorial cu soluţie unică, în forma lor slabă
sunt bine formulate. [20], [133], [64], [109].

• Cu potenţial scalar redus. O altă abordare diferită pentru analiza câmpului
în regim MG constă în folosirea potenţialului magnetic scalar redus [78]. În
această lucrare sunt prezentate pe lângă acest potenţial şi alte formulări, cu
diferite potenţiale ale campului în regim MQS.

Asupra acestor aspecte vom mai reveni, în capitolul următor, când vom discuta
despre construcţia efectivă a soluţiei numerice.

2.3.3 Regimuri variabile.
Problemele de regim variabil cer şi ele un cadru funcţional adecvat, dar pentru a
simplifica lucrurile vom discuta buna lor formulare, după reprezentarea în com-
plex sau în operaţional, prin transformata Laplace. Cadrul funcţional adecvat şi
demonstrarea bunei formulari în regim magneto-quasi-static MQS tranzitoriu este
prezentatată în
[26]. O altă abordare constructivă constă în discretizarea derivatelor faţă de timp,
care apar în ecuaţiile regimurilor variabile în timp, cu diferenţe finite implicite.
La fiecare pas de timp trebuie rezolvată o ecuaţie cu derivate parţiale div-grad sau
rot-rot, de tip Helmhotz, care, după cum se va demonstra mai jos, este corect for-
mulată. În condiţiile în care convergenţa discretizării în timp este asigurată, există
şi limita, care este soluţia problemei continui. Detalii privind această abordare vor
fi date în capitolul 3, referitor la modelarea numerică.
Tot la o ecuaţie Helmhotz se ajunge, dacă regimul tranzitoriu al câmpului elec-
tromagnetic este analizat prin metode operaţionale, bazate pe transformate de
tip Fourier sau Laplace, iar în particular, folosind aproximările discrete: Dis-
crete Fourier Transform - DFT, sau Fast Fourier Transform - FFT (http://en.
wikipedia.org/wiki/Fast_Fourier_transform).

Formularea corectă pentru ecuaţia Helmholtz. În regim armonic, după repre-
zentarea în complex, câmpul satisface ecuaţiile (1.158-1.161)de tip Helmholtz:

rot(ν rot u) + γ u = J (2.55)

cu condiţii de frontieră de tipul:

ν rot u× n = g pe SN ;

u× n = h pe SD = ∂Ω− SN .
(2.56)

http://en.wikipedia.org/wiki/Fast_Fourier_transform
http://en.wikipedia.org/wiki/Fast_Fourier_transform
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Forma slabă a acestei probleme caută soluţia u în HD(curl,Ω,u×n = h pe SD)
a.î. ∫

Ω

ν rot u rot v dx+ γ

∫
Ω

uv dx =

∫
Ω

uJ +

∫
SN

uhdA,

∀v ∈ HD0(curl,Ω,v × n = 0 pe SD).

(2.57)

Deoarece funcţionala biliniară (mai corect spus forma sesquiliniară, pentru că este
complexă) este marginită şi coercivă, condiţiile teoremei Lax-Milgram sunt înde-
plinite cu constantele [109]:

c = min

{
inf
x∈Ω

µ−1(x), inf
x∈Ω

γ(x)

}
C = max

{
sup
x∈Ω

µ−1(x), sup
x∈Ω

γ(x)

} (2.58)

şi în consecinţă problema are soluţie, iar aceasta este stabilă.
Revenind în domeniul timpului, constatăm că multe dintre problemele practice,
atât de regim tranzitoriu cât şi de regim armonic sunt probleme de curenţi turbio-
nari. La acestea domeniul modelat are o parte conductoare (Dc) şi o parte izolantă,
de obicei aer (Da), dar care este sediul unor curenţi cu densitate cunoscută J0. In
consecinţă, regimul câmpului este MQS în conductor şi MG în izolant (Fig. . . ..),
având ecuaţiile:

Da :


∇ ·B = 0
∇×H = J0

B = µ0H
Dc :


∇ ·B = 0
∇×H = J
∇× E = −∂B

∂t

H = νB + I
J = σE

(2.59)

Legătura dintre ele este realizată de condiţiile de interfaţare de pe suprafaţa:
Sac : ∇s · B = 0; ∇s × H = 0 ⇒ nc · (Ba − Bc) = 0; nc × (Ha − Hc) =
0 ⇒ Ban = Bcn; Hat = Hct, la care se adaugă faptul că pe această suprafaţă,
componenta normală a curentului se conservă, deci curenţii bin conductor satisfac
condiţia de frontieră : Sac : n · J = 0.
Domeniul de calcul Ω = Da

⋃
Dceste mărginit de frontiera ∂Ω = SHa

⋃
SB
⋃
SHc

⋃
SE

partiţionată în primele două feţe de pe frontiera domeniului neconductor şi ulti-
mele două pe frontiera domeniului conductor, pe care sunt îndeplinite condiţiile
de frontieră:

SHa : H × n = Js , dar de obicei frontiera nu este pânză de curent şi SHc :
H× n = 0,
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condiţie îndeplinită pe suprafeţele de simetrie pe care liniile de câmp pică perpen-
dicular sau la suprafaţa domeniilor feromagnetice ideale;

SB : n · B = b , dar de obicei SB : n · B = 0, condiţie îndeplinită pe
suprafeţele de simetrie pe care liniile de câmp se preling fără să le traverseze,
sau pe suprafeţele aflate la depărtare suficient de mare, ca valoarea componentei
normale a inducţiei să se anuleze.

SHc : H×n = 0 , condiţie îndeplinită pe suprafeţele de simetrie pe care liniile
de câmp pică perpendicular sau la suprafaţa domeniilor feromagnetice ideale;

SE : n × E = 0, condiţie îndeplinită pe suprafeţele de simetrie sau nu, care
sunt echipotenţiale electric (de exemplu, pe electrozii de potenţial cunoscut), pe
care liniile de câmp electric pică perpendicular.
Consecinţă a acestor condiţii, rezultă: SHc : n · J = 0; SE : n · B = 0, ceea
ce înseamnă că SHceste marginea conductorului spre un dielectric, iar SE nu este
traversată de linii ale câmpului magnetic.
Exprimând câmpul magnetic din Da în funcţie de potenţialul său vector A şi
câmpurile electric şi magnetic din Dc, în funcţie de potenţialul vector A şi cel
scalar V se obţin ecuaţiile:

Da :


B = ∇×A

∇× (ν0∇×A)−∇ · (ν0∇ ·A) = J0

H = ν0∇×A
;

Dc :


B = ∇×A

∇× (ν∇×A)−∇ · (ν0∇ ·A) = J−∇× I
E = −∇V − ∂A

∂t

H = νB + I
J = σE

(2.60)

Din care, după eliminarea densităţii de curent şi a câmpului electric, se obţin ecu-
aţiile:

Dc : ∇× (ν∇×A)−∇ · (ν0∇ ·A) + σ(∇V +
∂A

∂t
) +∇× I = 0;

∇ ·
(
σ

(
∇V +

∂A

∂t

))
= 0,

(2.61)

satisfăcute de A-V în Dc, la care se adaugă ecuaţia potenţialului A din Da:

∇× (ν0∇×A)−∇ · (ν0∇ ·A) = J0. (2.62)

După cum se va vedea in paragraful 3.6.1, introducerea în ecuaţii a termenilor
care conţin divergenţa potenţialului vector nu fac decât să întărească condiţia de
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etalonare a lui Coulomb.
Condiţiile de frontieră şi de interfaţă ale acestor trei ecuaţii sunt următoarele:

SHa : ν0(∇×A)× n = Js; n ·A = 0; (2.63)

SB : n×A = α; dar de obicei SB : n×A = 0 (2.64)

SHc : (ν∇×A + I)× n = 0; n ·
(
∇V +

∂A

∂t

)
= 0 (2.65)

SE : n×
(
∇V +

∂A

∂t

)
= 0; n×A = 0; V = V0; (2.66)

Sac : nc · (∇×Aa −∇×Ac) = 0;

nc × (ν0(∇×Aa)− ν∇×Ac + I) = 0;

nc ·
(
∇V +

∂Ac

∂t

)
= 0.

(2.67)

Forma slabă a acestor ecuaţii, în care potenţialul vector satisface implicit condiţia
de etalonare Coulomb este:∫
Da

(ν0(∇×W) · (∇×A) + ν0∇ ·W∇ ·A) dΩ+

+

∫
Dc

(
ν(∇×W) · (∇×A) + ν∇ ·W∇ ·A + σW

(
∇V +

∂A

∂t

))
dΩ =∫

Da

W · J0dΩ−
∫
Dc

(∇×W) · IdΩ +

∫
SHa

W · JsdS∫
Dc

σ∇N ·
(
∇V +

∂A

∂t

)
dΩ = 0

(2.68)

Aici s-a notat cu W o funcţie arbitrară de test vectorială şi cu N o funcţie arbitrară
de test scalară, dar care satisfac următoarele condiţii esenţiale de frontieră:

SHc
⋃

SHa : n ·W = 0; SE
⋃

SB : n×W = 0; SE : N = 0. (2.69)

Dacă domeniul conductor are conductivitatea σ constantă, atunci potenţialul sca-
lar V poate fi ales nul, iar soluţia problemei este dată doar de potenţialul vector A,
definit în întregul domeniu de calcul.
Dacă potenţialul vector nu este etalonat, problema nu are soluţie unică. Chiar şi
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aşa, după cum se va vedea în capitolul următor, această problemă neetalonată stă
la baza unor metode de calcul numeric mai eficiente decât cele bazate pe potenţial
vector etalonat. Deoarece din ecuaţii dispar în acest caz cei doi termeni, care se
referă la divergenţa potenţialului vector, ei dispar şi din forma slabă neetalonată,
care devine mai simplă:∫

Da

ν0(∇×W) · (∇×A)dΩ+

+

∫
Dc

(
ν(∇×W) · (∇×A) + σW

(
∇V +

∂A

∂t

))
dΩ =

=

∫
Da

(∇×W) ·T0dΩ−
∫
Dc

(∇×W) · IdΩ.

(2.70)

Pentru a descrie curenţii sursă, aici s-a folosit potenţialul lor vector T0:

∇×T0 =

{
J0 în Da

0 n Da
cu T0 × n = Js pe SHa. (2.71)

Aceasta face ca distribuţia de curent, dată a problemei să fie implicit strict sole-
noidală, chiar şi în urma aproximărilor datorate rotunjirilor, trunchierilor sau altor
erori numerice.
Evident că aceste relaţii se transformă în ecuaţii complexe, atunci când se pre-
feră studiul în domeniul frecvenţei, prin transformată Laplace sau reprezentare în
complex.
Discuţia privind modul efectiv de formulare a problemei şi de găsire a soluţiei
în regimurile dinamice va fi aprofundată în capitolul următor dedicat abordărilor
numerice.

2.3.4 Formulari complementare

O abordare funcţională diferită, pentru problemele de câmp magnetic este pro-
pusă în [21]. Aici se operează cu ambele câmpuri B şi H ca necunoscute (sau
cu potenţialele lor, lucru ce asigură satisfacerea automată a ecuaţiilor regimului
magnetostatic), minimizarea aplicându-se erorii cu care este satisfacută ecuaţia
constitutivă de legatură între B şi H. Definind funcţionala care va fi minimizată
ca norma reziduului ecuaţiei constitutive, rezultă:

F (B,H) =
1

2

∫
Ω

1

µ
[B− f(H)]2 dv =

=
1

2

∫
Ω

1

µ
[rotA− f(−grad Vm)]2 dv,∀B ∈ H0(div,Ω),H ∈ H(rot,Ω).

(2.72)
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Abordarea poate fi extinsă şi în regimul magneto-staţionar, dacă la funcţională se
adaugă factori penalizanţi, care descriu constrângerile impuse de relaţiile Gauss
şi Ampère:

F (B,H) =
1

2

∫
Ω

[
1

µ
[B− f(H)]2 +

k1

µ
(divB)2 + k2µ (rotH− J)2

]
dv.(2.73)

În cazul afin, funcţionala devine:

F (B,H) =
1

2

∫
Ω

1

µ
[B− µH−Br]

2 dv ⇒ dF (B,H) =

=

∫
Ω

1

µ
(B− µH−Br) d (B− µH) dv = 0,

∀dB ∈ H0(div,Ω), dH ∈ H(rot,Ω),

(2.74)

care implică urmatoarele forme variaţionale pentru cele două potenţiale:∫
Ω

ν(rotA− µ grad V −Br)rotA
′dv = 0,∫

Ω

(µ grad V − rotA + Br)grad V
′dv = 0.

(2.75)

Deoarece, conform teoremei lui Tellegen, câmpul B şi H sunt ortogonale, ecuaţi-
ile (2.75), satisfăcute de cele două potenţiale capătă următoarele forme slabe, mai
simple: ∫

Ω

(ν rotA−Br)rotA
′dv = 0,∫

Ω

(µ grad V + Br)grad V
′dv = 0.

(2.76)

În această abordare, sunt analizate simultan cele doua formulări complementare
pentru potenţialul vector şi pentru potenţialul scalar al câmpului magnetic, iar ero-
rile de metodă sunt transferate caracteristicii de material. O astfel de abordare se
poate aplica şi câmpurilor electrostatice sau electrocinetice. Fiecare din perechile
formate din campurile (E,D), sau respectiv (E,J) se reprezintă prin potenţialele
"complementare" scalar V sau vector T.
Faptul că cele două reprezentari duale sunt echivalente este evident în cazul regi-
mului electrocinetic, în care E este irotaţional şi J este solenoidal. Nu există deci
un motiv profund care să privilegieze reprezentarea coulombiană (prin V ) faţă de
cea amperiană (prin T), în afara celui pragmatic, în baza căruia V fiind scalar are
doar o componentă, faţă de T, care fiind vector are 3 componente, în cazul general
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3D. În cazul 2D şi acest motiv dispare, deoarece T are şi el o singură componentă.
Când se foloseşte potenţialul scalar V , pe suprafaţa de frontieră SE se impune o
condiţie Dirichlet pentru acest potenţial, iar pe SJ = ∂Ω − SE se impun con-
diţii Neumann. În schimb, când se foloseşte potenţialul vector, lucrurile se in-
versează: condiţia de frontieră pe SE este de tip Neumann - se referă la derivata
potenţialului vector, mai exact Et = ρJt = ρn × (J× n) = ρn × (rotT× n)
în timp ce condiţia de frontieră pe SJ este de tip Dirichlet - se refera la Tt, iar
Jn = n rotT = n · rotTt. Dualitatea reprezentărilor complementare se pas-
trează şi în cazul regimurilor electrostatic şi magneto-staţionar, chiar dacă aparent
în primul este preferată reprezentarea coulombiană prin potenţialul scalar (dato-
rită faptului că E este irotaţional), iar în al doilea caz este preferată reprezentarea
amperiană, prin potenţialul vector A (datorită faptului că B este solenoidal). Din
considerente de simetria dualtăţii, câmpul electrostatic poate fi reprezentat la fel
de bine prin potenţialul vector redus T′ al inducţiei electrice: D = Ds + rotT′,
cu divDs = ρ, iar câmpul magnetostaţionar prin potenţialul scalar redus φ′ al in-
tensităţii câmpului magnetic: H = Hs − grad φ′, cu rotHs = J.
În fiecare regim, cele două formulări duale reprezintă "faţa longitudinală" (faţa
E sau H) respectiv "faţa transversală" (faţa D, B sau J) a câmpului din regimul
respectiv.
Cele două reprezentări complementare au nu numai o importanţă teoretică ci şi
una practică, fiecare generând o metodă diferită de calcul numeric, pentru care
cele doua soluţii duale sunt încadrări ale soluţiei exacte.
În concluzia acestui capitol, indicăm spaţiile de funcţii, cărora le aparţin diferitele
mărimi locale ale câmpului electromagnetic:

• intensiatea campului electric şi magnetic: E ∈ H(rot,Ω);H ∈ H(rot,Ω);

• inducţia electrică şi magnetică: D ∈ H(div,Ω);B ∈ H(div,Ω);

• potenţialul electric scalar: V ∈ H1(Ω), cu E = −grad V ;

• potenţialul magnetic scalar: Vm ∈ H1(Ω), cu H = −grad Vm;

• potenţialul magnetic vector: A ∈ H(rot,Ω), cu B = rotA.

• potenţialul vector al densităţii de curent: T ∈ H(rot,Ω), cu J = rotT;

Bineînţeles că în cazul fiecărei probleme modelate, intervin restricţii suplimentare,
referitoare în primul rând la condiţiile de frontieră esenţiale. Trebuie să remarcăm
că determinarea câmpurilor cu potenţial vector cere o atenţie deosebită, deoarece
abordarea scalară, pe componete nu dă rezultate bune, după cum se va vedea în
capitolul urmator. Soluţia acestor probleme nu trebuie căutată în [H1(Ω)]3, ci în
H(rot,Ω), deci trebuie sa fie rot-conformă.
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În Tabelul 2.1 sunt sintetizate formele tari şi cele slabe: a(v, u) = f(u), ∀u ∈
H0g ale principalelor ecuaţii întâlnite în diferite regimuri ale câmpului electro-
magnetic. Funcţionalele de energie sunt F (v) = (1/2)a(v, v)−f(v). În literatură
se întâlnesc multe alte formulări, specifice diferitelor probleme concrete, care au
fiecare diverse avantaje. Ele nu trebuie privite ca reţete, ci ca exemple de raţiona-
mente, prin care, pornind de la fenomenele fizice esenţiale se realizează modela-
rea matematică a dispozitivului analizat, adică se formulează corect problema de
câmp în termeni exclusiv matematici.
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2.4 Întrebări privind modelarea matematică
1. În ce constă modelarea matematică? Ce etape o preced şi ce o urmează? De

la ce porneşte şi ce rezultat are? Care sunt sub-etapele ei? Care este cea mai
importantă sub-etapă?

2. De ce natură sunt datele şi necunoscutele unei probleme de analiză a câm-
pului electromagnetic? Dar în cazul unei probleme inverse?

3. Care este definiţia domeniului de calcul? Ce cazuri particulare se pot întâlni
în practică? Cum se exploatează simetria problemei pentru a reduce extern-
sia şi numărul de dimensiuni? Ce înţelegem prin probleme plan paralele?
Dar prin probleme axisimetrice? Cum se pot descrie forma şi dimensiunile
unui domeniu de calcul? Menţionaţi câteva programe CAD şi formatele
fişierelor de descriere a geometriei folosite de acestea. Din ce este alcătuit
domeniul de calcul? Ce condiţii trebuie să îndeplinească domeniul de calcul
într-o modelare electromagnetică?

4. Cum se descriu caracteristicile de material într-o problemă de analiza câm-
pului. Cum se clasifică materialele în electromagnetism şi cum se caracte-
rizează ele din punct de vedere matematic?

5. Care sunt sursele interne de câmp, întâlnite în modelarea electromagnetică?
Cum se descriu aceste surse din punct de vedere matematic?

6. Care sunt sursele externe de câmp, întâlnite în modelarea electromagnetică?
Cum se descriu aceste surse din punct de vedere matematic? Ce mărimi
fizice pot fi condiţii de frontieră? Alegerea condiţiilor de frontieră se face
din considerente fizice sau matematice?

7. Daţi exemple de câmpuri produse exclusiv de sursele lor anterioare. Care
sunt sursele anterioare de câmp, întâlnite în modelarea electromagnetică?
Cum se descriu aceste surse d.p.d.v. matematic? Ce mărimi fizice pot fi
condiţii iniţiale? Ce legatură există între condiţiile iniţiale şi variabilele de
stare? Care este dimensiunea spaţiului stărilor într-o problemă de câmp ?

8. În ce constă soluţia unei probleme de analiza câmpului. Cum este descrisă
din punct de vedere matematic soluţia problemei de câmp? Daţi exemple
de necunoscute principale şi de necunoscute derivate.

9. În ce constă formularea corectă a unei probleme de câmp. Care sunt cele
trei condiţii de bună formulare şi cum pot fi prezentate acestea din punct de
vedere matematic. Care este importanţa lor relativă?
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10. Ce însemană o teoremă de existenţă a soluţiei? De câte feluri sunt aceste
teoreme? Cum pot fi ele demonstrate? Care este deosebirea dintre o de-
monstraţie constructivă şi una abstractă. Daţi câteva exemple de existenţe
demonstrate construcţiv. Daţi câteva exemple de probleme fără soluţie.

11. Ce însemană o teoremă de unicitatea soluţiei unei probleme de câmp? Cum
pot fi demonstrate teoremele de unicitate ale câmpului el-mg? Ce înseamnă
lema soluţiei banale? Cum este folosită ea la demonstrarea unicităţii? În
ce condiţii se foloseşte această lemă pentru demonstrarea unicităţii. Daţi
câteva exemple de probleme cu mai multe soluţii.

12. Ce însemană o teoremă de stabilitatea soluţiei unei probleme de câmp? În ce
constă exemplul lui Hadamard? Care este importanţa practică a stabilităţii?
Ce înseamnă numarul de condiţionare? Care este importanţa sa practică?
Cum pot fi demonstrate teoremele de stabilitate ale câmpului electromag-
netic? Daţi câteva exemple de probleme cu soluţii instabile şi de probleme
slab condiţionate.

13. În ce constă forma tare a ecuaţiilor problemelor de câmp electromagnetic.
Ce condiţii trebuie să îndeplinească soluţia unei ecuaţii, scrisă în forma sa
tare? Daţi exemple de ecuaţii în forma tare, scrise pentru diferite regimuri
ale câmpului. Cum sunt tratate în acest caz condiţiile de interfaţă (de trecere
prin suprafeţele de discontinuitate)?

14. În ce constă forma slabă a ecuaţiilor unei probleme de câmp electromagne-
tic. Cum se obţine forma slabă a ecuaţiilor? Comparaţi formele tare şi slabă
şi indicaţi principalele caracteristici ale fiecăreia. Daţi exemple de ecuaţii
în forma slabă, scrise pentru diferite regimuri ale câmpului. De ce este nu-
mită aceasta forma şi variationala? Ce înţelegem prin funcţii de incercare şi
prin funcţii de test? Dar prin condiţii de frontieră naturale şi esenţiale? În
ce condiţii sunt echivalente formulările variaţionale prin minimizare, de tip
Ritz cu cel prin proiecţie, de tip Galerkin? Daţi exemple.

15. Enunţaţi Teorema Lax-Milgram şi indicaţi importanţa ei pentru modelarea
electromagnetică. Care sunt cele doua condiţii ale acestei teoreme? Cum
pot fi ele demonstrate, în cazul cel mai simplu al modelării electromagne-
tice? Daţi contraexemple.

16. Enunţaţi teorema de bună formulare a problemei div-grad. Ce importanţă
are această teoremă pentru modelarea electromagnetica? În ce regimuri in-
tervine ea?
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17. Enunţaţi o teoremă de unicitate pentru regimul electrostatic ES. Care este
principiul demonstrării ei? Daţi exemple de probleme din acest regim, care
au soluţie unică şi de probleme care nu au soluţie unică. La ce alte regimuri
se aplică această teoremă, prin similitudine? Ce alte teoreme de unicitate
pentru acest regim mai cunoaşteţi?

18. Enunţaţi o teoremă de unicitate pentru regimul magneto-stationar MG. Care
este principiul demonstrării ei? În ce condiţii obţinem unicitatea potenţia-
lului magnetic vector? Daţi exemple de probleme din acest regim, care au
soluţie unica şi de probleme care nu au soluţie unică. La ce alte regimuri se
aplică această teoremă? Ce alte teoreme de unicitate pentru acest regim mai
cunoaşteţi?

19. Enunţaţi o teoremă de unicitate pentru regimul magneto-qvasi-staţionar MQS.
Care este principiul demonstrării ei? În ce condiţii obţinem unicitatea po-
tenţialului magnetic vector şi a celui scalar? Daţi exemple de probleme din
acest regim care au soluţie unică şi de probleme care nu au soluţie unică.
Ce alte teoreme de unicitate pentru acest regim mai cunoaşteţi? Cum arată
terema de unicitate pentru regimul EQS?

20. Enunţaţi o teoremă de unicitate pentru regimul electrodinamic general-vaiabil
ED. Care este principiul demonstrării ei? În ce condiţii obţinem unicitatea
potenţialelor electrodinamice ? Daţi exemple de probleme din acest regim,
care au soluţie unică şi de probleme care nu au soluţie unică. Ce alte te-
oreme de unicitate pentru acest regim mai cunoaşteţi? Cum se enunţă te-
orema de unicitate pentru Elementul Electromagnetic de Circuit - EMCE?
Ce implicaţii are asupra unicităţii caracterul multiplu conex al domeniului.

21. Enunţaţi o teoremă de unicitate pentru câmpul sinusoidal reprezentat în
complex, din regimul electrodinamic general-vaiabil EDC. Care este prin-
cipiul demonstrării ei? Discutaţi particularizarea ei în cazul fără pierderi
şi în regimurile MQS, EQS. În ce condiţii obţinem unicitatea potenţialelor
electrodinamice? Daţi exemple de probleme din acest regim, care au soluţie
unică şi de probleme care nu au soluţie unică. Ce alte teoreme de unici-
tate pentru acest regim mai cunoaşteţi? Cum se enunţă teorema de unicitate
pentru Elementul Electromagnetic de Circuit - EMCE în regim armonic?
Ce implicaţii are unicitatatea câmpului în acest caz?

22. Care sunt principalele spaţii funcţionale întâlnite în modelarea electromag-
netică. Ce însemană un spaţiu Banach, Hilbert, Lebesgue, Sobolev? În
ce constă deosebirile esenţiale între abordarea clasică şi cea funcţională?
Ce înţelegem prin spaţii Sobolev rot-conforme şi div-conforme. Care este
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importanţa teoremei urmei în spaţiile Sobolev. Care sunt relaţiile Gauss,
Stokes şi Green? Care sunt condiţiile de trecere pe suprafeţele de discon-
tinuitate. Din ce spaţii fac parte diferitele mărimi locale ale câmpului şi
potenţialele lor?

23. În ce constă descompunerea Helmholtz a unui câmp vectorial. Discutaţi
existenţa potenţialului scalar şi a celui vector şi despre importanţa cunoaş-
terii rotorului şi divergenţei unui câmp. Explicaţi importanţa descompu-
nerii Helmhotz. Care sunt formele generalizate ale teoremei Helmhotz de
descompunere?

24. Care sunt nucleul şi imaginea (codomeniul) operaţiilor de derivare spaţială:
grad, div, rot? Care sunt relaţiile între aceste spaţii? În ce constă complexul
de Rham? În ce condiţii este această secvenţă exact a şi ce înseamnă acest
lucru?

25. Cum se aplică complexul de Rham la modelarea electromagnetică? În ce
constă diagrama Tonti şi de ce poartă ea numele de casa lui Maxwell? Cum
arată această diagramă în diferite regimuri ale câmpului electromagnetic?

26. Enunţaţi teorema de bună formulare a problemei rot-rot. Ce importanţă are
această teoremă pentru modelarea electromagnetică? În ce regimuri inter-
vine ea? Daţi exemple de probleme vectoriale prost formulate.

27. Enunţaţi teorema de bună formulare a problemei cu ecuaţie Helmhotz. Ce
importanţă are această teoremă pentru modelarea electromagnetică? În ce
regimuri intervine ea? Daţi exemple de probleme prost formulate, cu ecuaţii
Helmhotz. Care este forma slabă a ecuaţiilor câmpului armonic din elemen-
tul electromagnetic de circuit şi care este spaţiul funcţiilor de test, în acest
caz? Completaţi Tabelul (2.1) cu un rând referitor la formularea T − Vm a
ecuaţiilor regimului MQS.

28. Enumeraţi minim trei cărţi sau articole, pe care le consideraţi importante
pentru înţelegerea modelării matematice în electromagnetism.
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Capitolul 3

Modelarea cu MEF

3.1 Concepte fundamentale

3.1.1 Definitia elementului finit
Cadrul natural de descriere a metodei elementului finit pentru analiza numerică
a problemelor de câmp este forma variaţională slabă, de tip Galerkin prezentată
anterior, în care problema este reformulată astfel: găsiţi v ∈ X , a.î. a(v, u) =
f(u), ∀u ∈ X .
Aşa cum este normal, în urma discretizării, soluţia problemei este cautată într-un
spaţiu finit dimensional, pe care o să îl notam Xh. Daca Xh ⊂ X , atunci spunem
că discretizarea este conformă, iar soluţia numerică se obţine prin rezolvarea unei
probleme, similară cu cea anterioară:

găsiţi vh ∈ Xh, a.î. a (vh, uh) = f(uh), ∀uh ∈ Xh. (3.1)

De regulă, h este un parametru real, care descrie discretizarea (de exemplu, norma
reţelei, definită ca lungimea laturii maxime), iar în condiţii rezonabile, daca h →
0, atunci soluţia numerică uh ∈ Xh converge către soluţia exactă u ∈ X , deci
Xh → X .
Xh fiind un spaţiu finit dimensional, elementele sale se exprimă prin combinaţii
liniare ale funcţiilor de bază (numite şi "funcţii de formă" sau funcţii de încercare,
sau interpolare) : ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN :

uh =
N∑
i=1

uhi ϕi, (3.2)

în care numerele ui se numesc grade de libertate. Trebuie să remarcăm un fapt
neplăcut, în literatură unii autori notează cu Ni gradele de libertate, în timp ce
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alţii folosec această notaţie pentru funcţiile de formă. Oricum spaţiul funcţiilor de
formă şi cel al gradelor de libertate sunt duale, iar soluţia numerică este "produsul
scalar", mai corect produsul de dualitate al elementelor din cele doua spaţii duale.
Dacă înlocuim această expresie în (3.1) , se obţine sistemul de N ecuaţii algebrice
liniare:

Au = f , (3.3)

cu A = [a(ϕ, ϕj)] ∈ RN×N , f = [f (ϕj)] ∈ RN şi u =
[
uhi
]
∈ RN .

Metoda elmentului finit este o metodă de tip Galerkin, cu următoarele trei ca-
racteristici definitorii [133]:

• Domeniul Ω̄ ∈ Rd cu d = 1, 2 sau 3 mărginit, cu frontiera netedă pe por-
ţiuni este acoperit de o triangulaţie Th, de exemplu o reuniune disjunctă de
elemente poliedrale sau poligonale K;

• Spaţiul Xh constând din polinoame definite pe porţiuni, mai exact restricţia
funcţiei uh ∈ Xh pe elementul K ∈ Th este un polinom de variabilele
spaţiale x, y şi/sau z;

• Xh are o bază ϕ cu suport local, numite funcţii de formă, de exemplu func-
ţiile polinomiale definite pe porţiuni, care se anulează în toate elementele
K ∈ Th, cu excepţia celor care au un element geometric comun (nod, latură
sau faţă).

Pe scurt, în metoda elementului finit domeniul de calcul mărginit este discretizat
de o trangulaţie, iar soluţia este căutată sub forma unor polinoame de variabilele
spaţiale, definite pe fiecare celulă a triangulaţiei, necunoscutele problemei nume-
rice fiind referitoare la nodurile, laturile sau feţele triangulaţiei.
Ultima condiţie face ca matricea A a sistemului liniar să fie una rară. În metoda
Galekin aplicată ecuaţiilor eliptice, această matrice este simetrică şi pozitiv defi-
nită.
Spunem că o trangulaţie Th = (Ki), i ∈ I este regulată (conformă), daca îndepli-
neşte următoarele trei condiţii:

• elementele nu se suprapun Int(Ki) ∩ Int(Kj) = ∅, ∀i 6= j;

• elemntele acoperă domeniul de calcul
⋃
i∈I Ki = Ω̄;

• nu sunt permise noduri agăţate pe laturi, adică intersecţia a două elemente
Ki∩Kj , pentru i 6= j este fie în nod, o latură sau faţă care aparţine ambelor
elemente.

Se vor folosi următoarele notaţii:
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• V - mulţimea celulelor Vi, în particular VK - interiorul elementului K;

• F - mulţimea feţelor Fi, în particular FK - feţele elemntului K;

• E - mulţimea laturilor Ei, în particular EK - latruile elmentului K.

• N - mulţimea nodurilor Ni, în particular NK - nodurile elmentului K.

Acest preambul permite să definim elementul finit prin tripletul (K,PT ,ΣT ), în
care:

• K ∈ Rn este celula elementară din triangulaţie;

• PT este un spaţiu finit dimensional ϕ al funcţiilor de interpolare (de "bază"
sau de "formă") definite pe K;

• ΣT este o mulţime de variabile, baza spaţiului P ′T , dualul spatiului PT , nu-
mite grade de libertate, soluţia numerică din K fiind produsul de dualitate.

Asta înseamnă că la scară globală, soluţia FEM este descrisă de tripletul: tran-
gulaţia Th a domeniului de calcul, mulţimea funcţiilor de formă - definită fiecare
pe domeniul de calcul (dar cu suport redus la câteva celule adiacente) şi vectorul
dual al gradelor de libertate, cu semnificaţiile lor geometrice (ele fiind asociate
nodurilor, muchiilor, feţelor sau volumelor). Spunem că funcţiile de formă alcă-
tuiesc o bază nodală, dacă gradele de libertate sunt valorile din noduri ale solu-
ţiei numerice, respectiv funcţiile de bază au valorile ϕj(Ni) = δij , în nodurile
N1, N2, . . . , Nk ale triangulaţiei.

3.1.2 Formularea corectă a problemei discrete
Trebuie să remarcăm că în condiţii de conformitate, funcţionala biliniară a moşte-
neşte caracteristicile de simetrie, marginire şi coercitivitate şi în subspaţiul Xh ⊂
X , şi în consecinţă confrom teoremei Lax-Milgram, problema discretă este bine
formulată, având şi ea soluţie, aceasta este unică şi continuă faţă de date. Prin
discretizare FEM, forma slabă a ecuaţiei de rezolvat devine a(uh, vh) = f(vh),
cu a(., .) simetrică, marginită şi coercivă. Aceasta este de fapt forma slabă a
sistemului de ecuaţii liniare, cu matricea A : vT (Au) = vT f . În consecinţă, ma-
tricea A a sistemului generat prin discretizare FEM este simetrică şi pozitiv de-
finită (are valori proprii mai mari sau egale cu constanta c de coercitivitate), deci
este inversabilă (condiţia de marginire nu are relevanţă în spaţiul finit dimensio-
nal, deoarece este implicită) http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_
formulation. Iată cum condiţiile de bună formulare a problemei continue de
câmp se propagă în cazul elementelor finite conforme, până la faza finală de rezol-
vare a sistemului cu un număr finit de ecuaţii algebrice linare. Este o proprietate

http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation
http://en.wikipedia.org/wiki/Weak_formulation
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remarcabilă, care explică succesul elementelor finite conforme.
O a patra condiţie pe care trebuie sa o îndeplinească orice soluţie numerică apro-
ximativă, în afara de cele trei de buna formulare, este cea de convergenţă, către
soluţia exactă.
Două teoreme fundamentale ilustrează proprietăţile de aproximare şi convergenţă
ale elementelor finite conforme. Prima este lema lui Céa, care arată că soluţia
discretă obţinută prin metoda elementului finit are cea mai mică eroare de apro-
ximare, dintre toate elementele subspaţiului discret Xh. În condiţiile teoremei
Lax-Milgram

||u− uh||X ≤ (C/c)||u− vh||X , ∀vh ∈ Xh, (3.4)

în care u este soluţia exactă a problemei, uh este soluţia sa numerică, C este con-
stata de continuitate şi c este constanta de coercitivitate a funcţionalei a(., .) pe
X . Soluţia dată de metoda elementelor finite este deci pseudo-optimă, fiind pana
la o constantă multiplicativă, cea mai bună soluţie din sub-spaţiul finit dimen-
sional al soluţiilor numerice posibile. Dacă se utilizează semi-norma energetica
|.|2 = a(., .), generată de produsul scalar definit de funcţionala biliniara a, inega-
litatea anterioară devine:

|u− uh| ≤ |u− v|,∀v ∈ Vh. (3.5)

De această data constanta C/c nu mai apare, deci soluţia numerică este chiar
cea mai bună soluţie, în norma energetică. Fiind proiecţia soluţiei exacte (ele-
ment într-un spatiu Hilbert) pe subspaţiul discret, soluţia FEM are cea mai mică
eroare, masurata în norma energetică (http://en.wikipedia.org/wiki/
Cea‘s_lemma), [120], [64]. Oricum, după cum s-a vazut în Capitolul 2.3, în
cazul problemelor scalare C = 1, şi c = 1, în consecinţă, soluţia numerică este
optimală şi în norma Sobolev (deci din punctul de vedere al intensităţii câmpului,
care este gradientul potentialului).
Deoarece a(u, v) = f(v) şi a(uh, v) = f(v), ∀v ∈ Vh, rezultă imediat că abaterea
soluţiei numerice faţă de cea exactă este ortogonală pe spaţiul discret al funcţiilor
de test:

a (u− uh, v) = 0. (3.6)

Aceasta relaţie, fundamentală pentru FEM este cunoscută sub numele de condiţia
Galerkin de ortogonalitate.
A doua teoremă se referă la convergenţă. Să presupunem acum că funcţiile de
formă sunt polinoame de gradul k pe porţiuni (pe fiecare element), dar soluţia este
continuă pe întreg domeniul de calcul este suficient de netedă, uh ∈ H(k+1)(Ω).
În aceste condiţii, eroarea soluţiei numerice este [133], [64]:

||u− vh||Hm < h(k+1−m)||u||H(k+1) , ∀vh ∈ Xh (3.7)

http://en.wikipedia.org/wiki/Cea`s_lemma
http://en.wikipedia.org/wiki/Cea`s_lemma
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Netezimea soluţiei numerice depinde de netezimea termenului liber al problemei,
a felului în care variază spaţial constanta de material, de netezimea frontierei do-
meniului şi a condiţiei de frontieră. Din acest motiv ne vom multumi pentru înce-
put să folosim elemnte finite "liniare", de ordinul minim, care este ordinul întâi:
k = 1. Relaţiile de tipul (3.7) sunt cunoscute sub numele de estimatori apriori de
eroare.
Trebuie să remarcăm faptul că teoremele prezentate asigură convergenţa globală
"în medie" a soluţiei numerice către cea exactă pe întreg domeniul şi nu o conver-
genţă locală, punctuală. Urmatoarea teoremă, numită a energiei erorii ilustrează
în mod memorabil acest aspect: Energia erorii este egală cu eroarea energiei.
Pentru demonstraţie se consideră seminorma energetică a abaterii soluţiei nume-
rice faţă de cea exactă:

|u− uh|2 = a (u− uh, u− uh) =

a (u, u)− a (u, uh)− a (uh, u) + a (uh, uh) =

|u|2 − |uh|2 + 2a (uh, uh)− 2a (u, uh) = |u|2 − |uh|2,
(3.8)

deoarece, datorită condiţiei Galerkin a (u− uh, uh) = 0, funcţionala biliniră si-
metrică se anulează:

a (u, uh)− a (uh, uh) = f (uh)− f (uh) = 0. (3.9)

Toate aceste proprietăţi remarcabile [9], [64] explică de ce FEM are o poziţie
privilegiată, între metodele de rezolvarea numerică a problemelor de câmp elec-
tormagnetic.

3.1.3 Continuitatea soluţiei MEF
În figura (3.1) sunt reprezentate funcţiile de bază nodale (cu albastru) şi soluţia nu-
merică (cu roşu), ce se obţine prin combinaţia liniară a funcţiilor de bază (numite
şi "de formă"), şi care are graficul o linie poligonală continuă. Gradele de libertate
sunt valorile soluţiei numerice în nodurile x1, x2, . . . , xn. În nodurile extreme x0

si x5, soluţia satisface condiţii Dirichlet nule. În Fig. 3.2 este reprezentată grafic
soluţia unei probleme 2D cu condiţii Dirichlet nule. Funcţia se obţine prin com-
binaţia liniară (suma ponderată) a funcţiilor de formă asociate nodurilor interne,
care au graficele de formă piramidală cu înalţime unitară (Fig. 3.3). Gradele de
libertate sunt chiar valoarea soluţiei în nodurile interne ale reţelei de triunghiuri.

Relaţia (3.7) demonstrează convergenţa soluţiei numerice către soluţia exactă,
atunci când h→ 0. Curba şi suprafaţa din figurile 3.1 şi 3.2 tind către graficele ne-
tede ale soluţiilor exacte. Convergenţa este mai rapidă, dacă se folosesc ca funcţii
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Figura 3.1: Solutia numerica in cazul 2D si functiile de forma (wik/
finiteelements)

Figura 3.2: Graficul soluţiei numerice, liniară pe porţiuni, în cazul 2D (wiki/
finitelements)

de formă, polinoame de grad mai înalt, dar acest lucru este limitat şi de netezimea
intrinsecă a soluţiei exacte.
Trebuie să remarcăm ca folosirea aproximărilor de ordinul întâi pentru potenţial,
face ca acesta să fie continuu pe tot domeniul de calcul, dar gradientul său (in-
tensitatea câmpului) să fie constant(ă) pe fiecare element, deci să aibă salturi la
trecerea de la un element la altul, ceea ce conduce la erori destul de mari. Acesta
este motivul pentru care, în practică se folosesc deseori pentru soluţii mai pre-
cise elemente finite de ordin mai înalt, cel puţin doi, chiar dacă elementele liniare
rămân cele mai răspândite.
Trebuie remarcat faptul că soluţia numerică nu satisface în sens clasic ecuaţia di-
ferenţială în nici un punct din domeniul de calcul, deoarece derivata sa de ordinul

wik/finiteelements
wik/finiteelements
wiki/finitelements
wiki/finitelements
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Figura 3.3: Funcţia de formă MEF liniară nodală [91]

doi este nulă în interiorul elementelor, deci aproape peste tot, iar în rest soluţia nu-
merică nu este derivabilă. Cu toate acestea după cum s-a arătat, linia poligonală
generată de FEM este cea mai aproape de graficul soluţiei exacte, dintre toate lini-
ile pologonale de pas dat. Mai mult, abaterea faţă de soluţia exactă poate fi făcută
oricât de mică (atât global cât şi local), dacă micşorăm pasul h. Acum înţelegem
de ce am renunţat la forma clasică a ecuaţiilor diferenţiale, care avea un caracter
local şi am preferat forma slabă a probemei, care are un caracter global. Doar aşa
am putut găsi o soluţie simplă - liniară pe porţiuni şi precisă - pe cât posibil de
aproape de cea exacta.
Abordarea prezentată este cea mai des utilizată în MEF, dar nu este singura. O va-
riantă este cea numită Galerkin discontinuă - (DG FEM - "discontinous Galerkin
Finite Element Method"), în care funcţiile de formă nu sunt continue, la trecerea
de la un element la altul (elementele finite sunt neconforme, şi pot avea noduri
agăţate). Chiar dacă are mai multe grade de libertate, deci necesită un efort de
calcul mai mare, metoda DG are o serie de avantaje, în primul rând flexibilita-
tea ei sporită, [107]. În Tabelul 3.1 se prezintă caracteristicile acestei abordări în
comparaţie cu alte metode numerice: diferenţe finite (FDM), volume finite (FVM)
şi elemente finite (FEM). DG-FEM combină flexibilitatea FEM de ordin înalt cu
comportarea locală conservativă a FVM, fiind potrivită mai ales pentru rezolvarea
problemelor neeliptice (noncoercitive).

Geometrii Acurateţe de Forma Conservare Probleme
complexe ordin superior şi semi-discretă eliptice

adaptivitate h− p explicită
FDM ×

√ √ √ √

FVM
√

×
√ √

(
√

)
FEM

√ √
× (

√
)

√

DG-FEM
√ √ √ √

(
√

)

Tabela 3.1: Caracteristicile metodelor numerice pentru analiza câmpului [58]



122 CAPITOLUL 3. MODELAREA CU MEF

3.1.4 Cazul domeniilor nemarginite
O problemă dificilă cu care se confruntă metoda elementului finit este modelarea
domeniilor nemărginite, a spaţiului fizic infinit extins. Soluţia este să se introducă
o frontieră fictivă, numită "frontiera deschisă", de forma geometrică simplă: sferă,
cilindru, cub, cerc sau pătrat, şi care divizează domeniul spaţial într-o parte inte-
rioară, marginită şi una exterioară. Se rezolvă apoi problema interioară, pentru
care se impun condiţii speciale de frontieră. În aplicaţii, cel mai des se întâlnesc
urmatoarele abordări:

• Spaţiul exterior omogen pote fi modelat numeric, în mod natural prin me-
toda elementelor de frontieră (BEM = Boundary Element Method). Aceasta
stabileşte o relaţie matricială între valorile discretizate ale potenţialului de
pe suprafaţă (condiţia Dirichlet) şi derivata sa după normală (condiţia Neu-
mann), relaţie care este forma discretă a operatoului Poincare-Steklov (http:
//en.wikipedia.org/wiki/Poincare-Steklov_operator). Dacă
ulterior se rezolvă cu MEF problema interioară cu această condiţie de fron-
tieră, am modelat de fapt cele două domenii cuplate, folosind combinaţia
FEM-BEM [65],
[38],
[121], [37].

• Se foloseste pe frontiera deschisă o condiţie aproximativă, de tip Robin,
în care se impune valoarea combinaţiei liniare dintre potential şi derivata sa
dupa normala [70], (http://en.wikipedia.org/wiki/Robin_boundary_
condition). Rezultate bune se obţin consderând ca soluţie numerică me-
dia dintre soluţiile celor două probleme duale: cu condiţii Dirichlet nule şi
cu condiţii Neumann nule.

• Se adaugă în exteriorul frontierei un strat fictiv de grosime finită, în care
materialele au proprietăţi absorbante sau elementele finite au funcţii de bază
care modelează spaţiul infinit, numite "elemente finite infinite" [4].

Dupa cum se va vedea ulterior, în cazul regimurilor evolutive se folosesc şi alte
tehnici de tratare a frontierelor deschise, numite în acele cazuri şi frontiere absor-
bante.

3.2 Probleme cu potentialul scalar in medii liniare

3.2.1 Asamblarea matricei si a termenului liber
Un aspect cheie al concepţiei eficiente a codurilor de analiza cu element finit îl
reprezintă folosirea elementului de referinţă şi transformarea ulterioară a acestuia

http://en.wikipedia.org/wiki/Poincare-Steklov_operator
http://en.wikipedia.org/wiki/Poincare-Steklov_operator
http://en.wikipedia.org/wiki/Robin_boundary_condition
http://en.wikipedia.org/wiki/Robin_boundary_condition
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în elementele fizice, care alcătuiesc triangulaţia domeniului de calcul (Fig. 3.4).
Elementul de referinţă K̂ de forma geometrică simplă: 1D - segment de dreaptă,

Figura 3.4: Transformarea elementului de referinţă în elementele fizice

2D - triunghi sau pătrat, 3D: tetraedru, prismă sau cub este transformat într-un ele-
ment fizic K, folosind transformarea bijectivă, continuă şi derivabilă (conformă):

ΦK : K̂ → K, (3.10)

care leagă coordonatele elementului fizic, x = ΦK(x̂) de cele ale elementului de
referinţă x̂. Matricea jacobian FK(x̂) a transformării ΦK (conformă) are deter-
minantul JK = det (FK) nenul. Aceste transformări pot fi folosite în cazul unor
sisteme de coordonate ortogonale necarteziene, dar în continuare ne vom limita la
cazul cel mai simplu în care ΦK este o transformare afină:

ΦK(x̂) = BK x̂+ bK ,BK ∈ Rd×d,bK ∈ Rd, (3.11)

deci elementele fizice au aceeaşi formă ca cel de referinţă, şi se obţin doar prin
translaţia, rotaţia sau scalarea elementului de referinţă. În acest caz, FK = BK şi
JK = det (BK) este constant pe K. Avantajul acestei alegeri este că transformă
polinoamele din elementul de referinţă în polinoame de acelaşi grad definite pe
elementul fizic, ceea ce simplifică foarte mult analiza cu element finit.
Norma matricei jacobian h(x) = ‖FK‖ descrie mărimea locală a elementului fizic
din reţeaua de discretizare, iar norma reţelei este definită ca h = suph(x). Dacă
toate elementele au aceeaşi valoare a parametrului h, reţeaua este uniformă, iar
dacă valorile acestui parametru sunt aproximativ egale, numim triangulaţia qvasi-
uniforma. Daca h(x) este marginit inferior şi superior, atunci avem o triangulaţie
nedegenerată. În continuare vom presupune că transformarile tuturor elemente-
lor fizice sunt bine condiţionate, adica numărul de condiţionare ‖FK‖‖F−1

K ‖ este
marginit (de preferinţă ar trebui sa aibă valoare cat mai aproape de unitate), trian-
gulaţia care respectă această condiţie numindu-se regulată.
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Cea mai simplă formă a elementului de referinţă este cea simplicială, adică tri-
unghi pentru d = 2 şi tetraedru, pentru d = 3. În acest caz, de mare utilitate
practică se dovedeşte folosirea coordonatelor baricentrice λ1, λ2, λ3, (λ4) în lo-
cul celor carteziene: x̂1, x̂2 (x̂3). Fiecare coordonată barimetrică este asociată
unui vârf al elementului de referinţă, şi în consecinţă ele sunt în numar de d + 1,
cu una în plus faţa de cele carteziene, adica trei coordonate în 2D şi patru coor-
donate în 3D, care evident nu sunt independente. După cum se va vedea, suma
lor este unitară în orice punct. Ele se definesc foarte simplu, ca fiind polinoame
de grad unu, care se anulează în toate vârfurile, cu excepţia celui caracteristic, în
care coordonata baricentrică are valoarea unu:

λi ∈ P 1(K) a.î. λi (Vj) = δij, ∀1 ≤ j ≤ d+ 1. (3.12)

În cazul 2D (elementul de referinţă este triunghiul dreptunghic): d = 2,

K̂ ∈ Rd, K̂ = {x̂
∣∣0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, x1 + x2 ≤ 1} (3.13)

λ1 = 1− x1 − x2, λ2 = x1, λ3 = x2. (3.14)

În cazul 3D (elementul de referinţă este tetraedrul): d = 3, K̂ ∈ Rd,

K̂ = {x̂
∣∣0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1, x1 + x2 + x3 ≤ 1} (3.15)

λ1 = 1− x1 − x2 − x3, λ2 = x1, λ3 = x2, λ3 = x3. (3.16)

În literatură se întâlesc şi alte notaţii pentru coordonatele baricentrice, de exem-
plu Li, sau ϕi. Remarcăm că aceste coordonate sunt numere reale cuprinse între
0 şi 1, iar în 2D/3D, pentru un punct interior elementului triunghiular/tetraedral,
ele sunt sunt egale cu măsura (arie/volum) a triunghiului/teraedrului obţinut din
element prin înlocuirea nodului caracteristic cu punctul curent, raportată la mă-
sura elementului. Asta explică de ce suma celor d+ 1 coordonate barimetrice ale
elementului K este egala cu 1, relaţie care permite determinarea valorii oricărei
coordonate baricentrice folosind celelalte variabile.
Cea mai simplă alegere pentru elementele finite este cea în care funcţiile de formă
(de bază) sunt chiar coordonatele baricentrice asociate vârfuilor din interiorul
triangulaţiei. Acestea sunt sunt funcţii continui pe toată trangulaţia şi au suportul
nenul doar pe elemntele care au nodul caracteristic, nod comun. Această ale-
gere, cu funcţii de ordinul întâi, numită şi "liniară" este potrivită pentru rezolvarea
ecuaţiei Poisson cu condiţii Dirichlet nule, satisfăcută de potenţialul electrostatic
scalar. Gradele de libertate sunt valorile nodale ale potenţialelor din vârfurile inte-
rioare ale triangulaţiei. Soluţia numerică va fi o funcţie continuă pe tot domeniul
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de calcul cu variaţie liniară pe laturi, determinată de valorile din noduri. Principa-
lul dezavantaj constă în faptul că derivata după normala a potenţialului nu va avea
trecere continuă, de la un triunghi la altul, deoarece câmpul este constant în fie-
care triunghi. Această dificultate se va remedia ulterior, când vom folosi elemente
finite de ordin superior.
Partea centrală a algoritmului metodei elmentului finit constă în asamblarea ma-
tricei sistemului A şi a vectorului termenilor liberi f , numite din considerente
istorice cu termenii mecanici: matrice de rigiditate şi vector de sarcină. Pen-
tru aceasta se parcurg elementele triangulaţiei Th şi se adaugă contribuţia fiecărui
element K la cele două matrice. În final se obţine:

A =
∑
K∈Th

(CK)TAKCK , f =
∑
K∈Th

(
CK
)T

fK , (3.17)

în care matricea CK este o matrice topologică, de conectivitate, care descrie relaţia
dintre gradele locale de libertate şi cele globale (matrice rară cu elemente egale cu
1, în cele trei poziţii în care gradul local corespunde cu gradul global de libertate,
şi 0 în rest). În consecinţă şi matricea A este rară.
Dacă se rezolvă de exemplu, problema variaţională prin care se caută u ∈ Xh ⊂
H1
D(Ω) a.i. ∫

Ω

ε∇u∇vdx+

∫
Ω

kuvdx =

∫
Ω

fvdx, (∀)v ∈ Xh, (3.18)

aceasta corespunde ecuaţiei Helmholtz, care degenerează în ecuati̧a Poisson, în
cazul particular k = 0. În consecinţă, discuţia se referă la aspectele algoritmice
ale rezolvării problemelor statice şi staţionare ES, MS, EC, dar şi problemelor
descrise de ecuaţiile Helmholtz complexe din regimul EQS.
Contribuţiile elementului K la matricele sistemului sunt:

AK
ij = εK

∫
K

∇ϕi∇ϕjdx+

∫
K

kϕiϕjdx =

= εK̂
∫
K̂

(FK)−T∇ϕ̂i(FK)−T∇ϕ̂jJdx̂+

∫
K̂

kϕ̂iϕ̂jJdx̂

fKi =

∫
K

fϕdx =

∫
K̂

f ϕ̂iJdx̂

(3.19)

în care ϕ̂ sunt funcţiile de forma ale elementului de referinţă. Tot din conside-
rente de similitudine mecanică, cei doi termeni ai matricei A = S + M se mai
numescmatrice de rigiditate (integralele produsului sclar de gradienţi multiplicat
cu ε− S) şi respectiv matrice de masă (integralele produsului scalar de funcţii de
forma multiplicat cu k −M).
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De exemplu, în cazul elementelor finite 2D de ordinul întâi, la care funcţia de
forma este ϕj = ajx+ bjy + cj:

AK
ij = εK(aiaj + bibj)A + kKAK/12;

fKi = fKAK/3,
(3.20)

cu ai = (yj − yk)/(2A); bj = − (xj − xk) /(2A); în care (xi, yi) , (xj, yj) şi
(xk, yk) sunt coordonatele varfurilor elementului K iar

A =
1

2

∣∣∣∣∣∣
xi yi 1
xj yj 1
xk yk 1

∣∣∣∣∣∣
este aria sa. Relaţiile rezultă fară dificultate din definiţia coordonatelor baricen-
trice λi = ϕi(x, y).
Aici s-a folosit formula Holland-Bell
[91]: ∫

Kλmi λ
n
j λ

p
kdx = 2AKmnp/(m+ n+ p+ 2). (3.21)

Transformarea afină în cazul 2D duce varfurile triungiului de referinta x̂1 =
[0, 0]′; x̂2 = [1, 0]′; x̂3 = [0, 1]′ în vârfurile triunghiului fizic K cu coordonatele
x1 = [x1, y1]′;x2 = [x2, y2]′;x3 = [x3, y3]′. În consecinţă, matricea transformarii[

B11 B12

B21 B22

]
x̂+

[
b1

b2

]
= x⇒

⇒
[
b1

b2

]
=

[
x1

y1

]
;

[
B11 + b1

B21 + b2

]
=

[
x2

y2

]
;

[
B12 + b1

B22 + b2

]
=

[
x3,
y3

]
;⇒

⇒ FK = B =

[
x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

]
, b =

[
x1

y1

]
, şi jacobianul ei

J = (x2 − x1)(y3 − y1)− (x3 − x1)(y2 − y1)

(3.22)

se exprimă în funcţie de proiecţiile laturilor triunghiului fizic. Rezultele obţinute
pe această cale sunt aceleaşi cu cele determinate anterior, fără folosirea triunghiu-
lui de referinţă.
În cazul unor reţele de triunghiuri cu structura uniformă, care au la fiecare nod
cel mult şase triunghiuri concurente (aşa cum se întampla în Fig. 3.2 si Fig. 3.3),
matricea A are cel mult şase elemente nenule pe fiecare linie, deci necesarul de
memorie pentru a reţine matricea de rigiditate şi cei doi vectori, soluţie (care con-
ţine gradele de libertate ale problemei) şi de sarcina este de 8N , în care N este
numărul de grade de libertate, egal cu numărul nodurilor interioare din reţeaua de
triunghiuri.
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3.2.2 De la teorie la cod

În contiunare, se exemplifică procedura descrisa anterior printr-un cod minimal de
element finit scris în limbajul MATLAB, dedicat determinării numerice a soluţiei
ecuaţiei Laplace cu condiţii de tip Dirichlet nenule pe o parte a frontierei şi Neu-
mann nule în rest, într-un domneniu bidimensional de forma arbitrară discretizat
în triunghiuri.

1 infile % D a t e l e p r o b l e m e i : c i t e s t e d i n s c r i p t u l .m:
2 % na , nb , nc ( 1 : ne ) − i n d i c i i n o d u r i l o r t r i u n g h i u r i l o r i : ne
3 % x , y , z ( 1 : nn ) − c o o r d o n a t e l e n o d u r i l o r n = 1 : nn
4 % nf , v f ( 1 : nnf ) − i n d i c e l e n o d u l u i de f r o n t i e r a n = 1 : nnf , cu c o n d i t i e
5 % D i r i c h l e t s i v a l o a r e a c o n d i t i e i
6 A = z e r o s (nnod ,nnod ) ; % m a t r i c e a s i s t e m u l u i s i
7 b = z e r o s (nnod ) ; v = b ; % t e r m e n u l l i b e r s i s o l u t i a
8 f o r i = 1 :ne % p a r c u r g e e l e m e n e t l e s i aduna c o n t r i b u t i a l o r l a m a t r i c e a A
9 n1 = na (i ) ; n2 = nb (i ) ; n3 = nc (i ) ; % n o d u r i l e

10 x1=x (n1 ) ; x2=x (n2 ) ; x3=x (n3 ) ; y1=y (n1 ) ; y2=y (n2 ) ; y3=y (n3 ) ; cordonatele
11 S = (x2*y3−x3*y2−x1*y3+x3*y1+x1*y2−x2*y1 ) / 2 % s i a r i a e l e m e n t u l u i c u r e n t
12 c1=y2−y3 ; c2=y3−y1 ; c3=y1−y2 ; di=x3−x2 ; d2=x1−x3 ; d3=x2−x1 ;% p r o i e c t i i
13 % c o n t r i b u t i i l e (3 x3 ) l a m a t r i c e a A a l e e l e m e n t u l u i c u r e n t :
14 c11=(c1*c1+d1*d1 ) / ( 4 *S ) ; c12=(c1*c2+d1*d2 ) / ( 4 *S ) ; c13=(c1*c3+d1*d3 ) / ( 4 *S ) ;
15 c21=(c2*c1+d2*d1 ) / ( 4 *S ) ; c22=(c2*c2+d2*d2 ) / ( 4 *S ) ; c23=(c2*c3+d2*d3 ) / ( 4 *S ) ;
16 c31=(c3*c1+d3*d1 ) / ( 4 *S ) ; c32=(c3*c2+d3*d2 ) / ( 4 *S ) ; c33=(c3*c3+d3*d3 ) / ( 4 *S ) ;
17 A (n1 ,n1 ) =A (n1 ,n1 ) +c11 ; A (n1 ,n2 ) =A (n1 ,n2 ) +c12 ; A (n1 ,n3 ) =A (n1 ,n3 ) +c13 ;
18 A (n2 ,n1 ) =A (n2 ,n1 ) +c21 ; A (n2 ,n2 ) =A (n2 ,n2 ) +c22 ; A (n2 ,n3 ) =A (n2 ,n3 ) +c23 ;
19 A (n3 ,n1 ) =A (n3 ,n1 ) +c31 ; A (n3 ,n2 ) =A (n3 ,n2 ) +c32 ; A (n3 ,n3 ) =A (n3 ,n3 ) +c33 ;
20 end
21 f o r i=1:nnf % p a r c u r g e n o d u r i l e de pe f r o n t i e r a cu cond . D i r i c h l e t
22 n=nf ; v (n ) =vf (i ) ; b (n ) =v (n ) ; %n nod pe f r o n t i e r a , v f v a l o a r e cond . D i r i c h l e t
23 f o r j = 1 :nnod % i n l o c u i e s t e e c u a t i a n o d u l u i n cu : Vn = v a l _ c o n d _ f r .
24 a (n ,j ) =0 ;
25 i f (j~=n & a (j ,n ) ~=0) b (j ) =b (j )−a (jn ,n )v (n ) ; a (j ,n ) =0 ; end
26 end
27 a (n ,n ) = 1 ;
28 end
29 v=A \b ; % s o l u t i a p r o b l e m e i : p o t e n t i a l e l e i n n o d u r i l e r e t e l e i

Procedura prezentată se poate generaliza relativ uşor în cazul tridimensional, dar
şi în cazul condiţiilor de frontieră nenule. Condiţiile Dirichlet nenule sunt condiţii
esenţiale, deci trebuie satisfăcute apriori de soluţie. Ecuaţiile acestor noduri se
scriu sub formaVj = cunoscut, dar acesată formă duce la pierderea simetiriei
matricei de rigiditate. Putem salva această simetrie, daca observăm că nodurile
vecine cu nodurile de pe frontiera care au condiţie Dirichlet nenula V = Vj pot
avea ecuaţii cu un termen liber suplimentar de forma

fk = −
∑
j∈ΓD

AkjVj. (3.23)

Condiţiile Neumann sunt condiţii naturale, în consecinţă, gradele de libertate vor
conţine şi potenţialele acestor noduri de pe frontiera, iar latura l care uneste nodul
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i cu j va contribui la termenul liber al nodului i cu

ϕl = −
∫ j

i

gϕids = −gh
2
, (3.24)

în care g este valoarea condiţiei de frontieră, iar h este lungimea laturii l. Chiar
în condiţii nule (g = 0), gradele de libertate conţin şi potenţialele nodurilor de pe
partea de frontieră cu condiţii Neumann.
Alte coduri simple de element finit pot fi gasite în

• [55] - Program MATLAB cu elemente finite triunghiulare de ordinul întâi,
pentru ecuaţia Helmholtz scalară. Primeşte la intrare descrierea reţelei şi
generează în 30 de instrucţiuni matricea sistemului FEM.

• [83] Cod cu 83 linii MATLAB pentru rezolvarea cu FEM liniar a ecuaţiei
Poisson 2D cu condiţii Dirichlet.

• [28] - Funcţii MATLAB pentru programe de element finit cu aplicaţii me-
canice, exemplificate prin două probleme una statică de elasticitate liniară
şi alta de frecvenţe proprii. Lucrarea descrie modul eficient şi flexibil de
asamblare a matricei elementelor finite în MATLAB, folosind integrarea
numerică a elementelor finite Lagrange de grad ridicat şi jacobianul trans-
formării conforme. Partea de procesare conţine aproximativ 100 instrucţiuni
MATLAB.

• [2] - program de numai 50 linii MATLAB care implementează P1 − Q1

MEF pentru reţele nestructurate de triunghiuri şi patrulatere, pentru rezol-
varea problemelor de ecuaţii cu derivate parţiale de tip eliptic şi condiţii
mixte de frontieră. Ca şi celelate programe de acest tip primeşte la in-
trare fişiere de descrierea geomentriei care conţin coordonatele nodurilor,
topologia elementelor (triunghiuri şi patrulatere) şi descrierea condiţiilor
de frontieară (Neumann şi Dirichlet). Se explică simplu şi clar pasul de
la teorie la implementare. Pornind de la instrucţiunile de bază sunt reali-
zate patru programe FEM, fiecare cu mai puţin de 50 linii, pentru rezol-
varea: ecuaţiei Laplace 2D, ecuaţia difuziei căldurii în 2D, a unei ecuaţii
neliniara (Ginzburg-Landau), şi a ecuaţiei Laplace 3D. Sursele sunt dis-
ponibile la (http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/
fem_50/fem_50.html)

• [111] este o pagină din blogul intitulat "Loren on the art of MATLAB", în
care autoarea descrie cum pot fi asamblate rapid matricele FEM rare (timpul
scade de la 200s la 1s!).

http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem_50/fem_50.html
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem_50/fem_50.html
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• [43] Programul prezentat este compact şi foarte bine explicat . El are 30 linii
MATALB şi rezolva cu MEF liniare (P1) a ecuaţiei Poisson 2D cu condiţii
de frontieră mixte Dirichlet-Neumann. Este prezentată apoi o versiune cu
matrice rare, "vectorizată", mult mai eficientă, care are doar 5 instrucţiuni
în plus. În continuare este prezentat un algoritm de elemente finite cu reţea
2D auto-adaptivă, obţinută prin rafinarea şi rarefierea locală reţelei iniţiale,
pe baza unui indicator de eroare. Exemplul numeric indică performanţele
codului dezvoltat, care rezolvă probleme cu până la 2, 8 milioane de ele-
mente în 17 secunde. Din acest timp, jumătate este consumat de rezolvarea
directă a sistemului cu \, 20% pentru asamblarea matricei, iar restul pentru
rafinarea adaptivă. Timpul de calcul depinde aproximativ liniar de numărul
de elemnte, iar rata de convergenţă a normei energetice a erorii este de 1/2
pentru algoritmul adaptiv şi 1/3 pentru rafinarea uniformă.

• [25] descrie programul iFEM, de elemente finite adaptive, implementat în
MATLAB, folosind intensiv matrice rare (nou stil de programare, numit de
autor matricializare rară). Lucrarea descrie acest stil. Sunt folosite nu-
mai reţele de elemente finite simpliciale (triunghiuri şi tetraedre), nodală
liniare. Algoritmul adaptiv AFEM are etapele: rezolvă −→ estimează −→
marchează −→ rafinează/răreşte. Rezolvarea se face direct cu \, dar pentru
sisteme mari, autorul recomandă solverele iterative bazate pe CG, cu pre-
condiţionare multigrid, care sunt mai eficiente. Estimarea se face calculând
în fiecare element un indicator rezidual, bazat pe normele sursei şi a saltului
gradientului pe feţele elementului. După valoarea mare/mică a indicatoru-
lui, sunt marcate elemntele pentru rafinare/rarefiere. Rafinarea se realizează
prin disecţie iar rărirea prin reunire. Programul iFEM calculează pana la
105 necunoscute în câteva secunde, cu o rată de convergenţă unitară în 2D şi
de 2/3 în 3D (pe jumăte pentru derivată). (http://ifem.wordpress.
com/), (http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem_
50/fem_50.html.)

Funcţii pentru vizualizarea soluţiei sunt disponibile la [32]. În Matlab nu este prea
simplu să se vizualizeze reţelele nestructurate. Pachetul oferă o serie de rutine
dedicate acestui scop. Acestea au ca intrare descrierea geometriei şi a soluţiei, iar
ca rezultate, diferite tipuri de vizualizări:

• soluţia cu elemente colorate;

• soluţia cu umbre interpolate;

• reţeaua de discretizare;

http://ifem.wordpress.com/
http://ifem.wordpress.com/
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem_50/fem_50.html.
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/fem_50/fem_50.html.
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• reţeaua cu laturi colorate în acord cu soluţia;

• curbele de contur;

• vectorii gradient in noduri.

(http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=
1&MP_ID=20).
Studiul acestor coduri şi a documentaţiei asociate evidenţiază foarte clar legătura
dintre partea teoretica şi cea de implementare a metodei elementului finit, legătura
esenţială pentru înţelgerea metodei, dar şi pentru folosirea ei corectă şi eficientă.
Nu este greu să ne imaginăm, cum ar putea fi folosite eficient programele profe-
sionale de element finit, fără înţelegerea arhitecturii şi a anatomiei interne a pro-
gramelor simple de element finit. O listă de pachete software de element finit, co-
merciale şi din domeniul public este disponibilă la http://en.wikipedia.
org/wiki/List_of_finite_element_software_packages/. Lista
generatoarelor automate de retea http://en.wikipedia.org/wiki/Mesh_
generation este disponibila la http://www.robertschneiders.de/
meshgeneration/software.html. Unul dintre genratoarele din domeniul
public, cel mai des utilizate este gmsh http://geuz.org/gmsh/.

3.3 Probleme cu potenţialul vector (rot-rot). Elemente
de muchie

Modul în care s-a aplicat metoda elementului finit, prezentat în paragraful anterior
este portivit pentru rezolvarea problemelor staţionare cu potenţial scalar, cum sunt
cele întâlnite în regimurile ES, MS, EC şi EQS, dar nu este potrivit pentru regi-
murile în care trebuie folosit potenţialul vector, cum sunt regimurile MG, MQS
sau ED. După cum s-a văzut, în aceste regimuri trebuie rezolvate ecuaţii, care au
forma slabă, în care se cauta u ∈ Xh ⊂ H(rot,Ω) a.i.∫

Ω

ν rot u rot vdx+

∫
Ω

kuvdx =

∫
Ω

fvdx, (∀)v ∈ Xh. (3.25)

Explicaţia principală constă în faptul că de astă dată, soluţia trebuie căutată într-un
subspaţiu rot-conform. Încercarea de a rezolva astfel de probleme folosind func-
ţii de forma nodale, pentru fiecare componentă a soluţiei duce la erori numerice
importante, mai ales în jurul singularităţilor câmpului, care apar pe suprafeţele
de separaţie (cu muchiii şi vârfuri), între subdomeniile cu caracteristici magnetice
diferite. S-a constatat şi faptul că în calculul frecvenţelor proprii de rezonanţă ale
cavităţilor rezonante, atunci când se folosesc elemente finite nodale, apar moduri

http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=20
http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=20
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_finite_element_software_packages/
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_finite_element_software_packages/
http://en.wikipedia.org/wiki/Mesh_generation
http://en.wikipedia.org/wiki/Mesh_generation
http://www.robertschneiders.de/meshgeneration/software.html
http://www.robertschneiders.de/meshgeneration/software.html
http://geuz.org/gmsh/
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de rezonanţă false, numite "spurious modes", fenomen numit de "poluare spec-
trală", care dispare atunci când soluţia este căutată într-un spaţiu rot-conform.
Explicaţia este aceea că în H1(Ω) nucleul operatorului rot rot nu este bine repre-
zentat [14], [126]. O analiză a acestui fenomen este făcută în [95].
Soluţia este să se folosească elemente finite cu funcţii de forma potrivite pentru
problema vectorială, cu operator diferenţial de tip rot - rot ce va fi rezolvată. Aces-
tea sunt funcţiile de forma vectoriale, numite şi elemente de muchie. [18], [78],
[12], [80], [72]. O analiză critică privind elemntele de muchie este facută în [93],
[94].
În 2D şi respectiv 3D, un câmp vectorial se reprezintă prin două sau trei câmpului
scalare cuplate, componente ale câmpului vectorial:

T = Txex + Tyey (3.26)

si respectiv

T = Txex + Tyey + Tzez, (3.27)

în care ex, ey, ez sunt versorii sistemului cartezian de coordonate. În principu,
fiecare componeta Tx, Ty, Tz ar putea fi reprezentată prin combinaţii de funcţii
de formă nodale, dar această abordare este cea care se doreşte a fi evitată. O
alternativă este data de expresia:

T =
k∑
i=1

WiTi, (3.28)

în care Ti este integrala câmpului vectorial T de-a lungul laturii li din triangula-
ţia considerată. În consecinţă, funcţiile de forma vectoriale Wi sunt definite de
relaţiile: ∫

lj

Wids = δij, (3.29)

adica funcţia de formă vectorială Wi este orientată tangenţial de-a lungul laturii
i şi este orientată normal de-a lungul celorlalte laturi ale elementului K. Mai
mult, funcţia de formă vectorială Wi are în 3D componenta tangenţială nulă pe
orice faţă care nu conţine muchia i. În literatură se întâlnesc şi alte notaţii pentru
funcţiile de bază vectoriale, de exemplu Ni.
Restricţiile constatate fac ca în 2D, două triunghiuri cu latura comună să aibă la
trecerea prin această latură aceeaşi componentă tangenţială a funcţiilor de formă,
dar nu şi aceiaşi componentă normală. În 3D, funcţiile de formă vectorială îşi
conservă componenta tangenţială la trecerea de la un tetraedru la altul, prin faţa lor
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comună. În consecinţă, componenta tangenţială a funcţiilor de formă vectoriale
(de muchie) este continuă, în tot domeniu de calcul, motiv pentru care ele se
mai numesc şi funcţii de formă vectoriale cu tangenta continuă. Aceasta rot-
conformitate le face potrivite pentru a reprezenta intensitatea câmpului electric
sau magnetic, dar şi potenţialul magnetic vector.
Funcţiile vectoriale care au următoarele expresii în coordonate baricentrice:

wij = λi∇λj − λj∇λi, (3.30)

valabile atat în 2D, când i, j = 1, 2, 3 cat şi în 3D, cand i, j = 1, 2, 3, 4, iar ij este
latura ce leagă noduriel i cu j satisfac aceste conditii.
Aceste funcţii, numite elemente Whitney [18], [133], [78] sunt potrivite pentru a fi
alese funcţii de forma pentru potenţialul magnetic vector (Fig. 3.5), deoarece ele
au componeta tangenţială constantă de valoare 1/lij pe latura ij şi nulă pe celelate
laturi, divergenţa nulă pe întreg elementul K, şi rotor constant pe acel element:
rotwij = 2∇λi × ∇λj . Gradele de liberate asociate acestor funcţii sunt valorile
integralelor pe muchiile lor caracteristice.
Lucrurile stau similar cu reprezentarea potenţialului electric scalar prin elemente
nodale de ordinul întâi, unde soluţia numerică trece continuu de la un element la
altul, are gradientul (intensitatea câmpului electric) constant pe fiecare element,
deci cu divergenţa şi rotor nule pe element. Rotorul superficial este şi el nul pe
feţele elementelor, deoarece componeta tangenţială a intensităţii câmpului se con-
servă la trecerea de la un element la altul, datorită continuităţii potenţialului scalar.
Singura "imperfecţiune" se referă la divergenţa superficială pe feţele elementelor,
care este nenulă, deoarece componenta normală a câmpului are un salt pe aceste
feţe. Putem spune că, în acest caz, sursa de câmp este distribuită exclusiv pe fe-
ţele elementelor finite şi este divergenţa intensităţii (implicit a inducţiei) câmpului
electric.
În cazul elementelor de muchie de ordinul întâi, potenţialul magnetic vector are
componenta tangenţială continuă la trecerea între elemente, iar rotorul sau (induc-
ţia magnetică) este constant în interiorul elementului, deci cu divergenţa şi rotorul
nule, chiar dacă la trecerea între elemente rotorul superficial este nenul (în schimb
divergenţa superficială este implicit nulă, fiind un câmp solenoidal ca orice rotor).
Mai mult, soluţia numerică - potenţialul vector are divergenţa nulă atât în interi-
orul elementului cât şi superficial, deoarece componenta normală a potenţialului
se conservă la trecerea de la un element la altul fiind nulă. Rotorul superficial al
potenţialului vector este şi el nul, deoarece componeta tangenţială a acestui po-
tenţial se conservă la trecerea de la un element la altul. În acest caz sursa de câmp
este distribuită atât în interiorul elementelor cât şi pe feţele lor, fiind rotorul po-
tenţialului magnetic şi respectiv al inducţiei magnetice (şi implicit al intensităţii
câmpului magnetic).
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În concluzie, în cazul soluţiei FEM a problemei de ES cu elemente nodale, den-
sitatea de sarcină este distribuită superficial pe feţele elementelor, iar în problema
MG rezolvată cu elemente de muchie, curentul electric este distribuit pe feţele
elementelor. Câmpul generat de elementele nodale este irotaţional iar cel gene-
rat de elementele de muchie este solenoidal. În ambele cazuri, câmpul electric,
respectiv magnetic este constant în fiecare element iar sursa sa este superficială,
pe feţele elementelor. Prin discretizare în FEM se rezolvă deci o altă problemă,
uşor diferită de cea originală, dar care tinde către aceasta, pe măsură ce reţeaua de
discretizare se rafinează. Aceasta explicaţie combinată cu teorema Helmholtz, de
descompunere a câmpurilor arată cele doua feţe complementare ale FEM: elemn-
tele nodale şi cele de muchie. Doar prin ambele abordări combinate se obţine o
reprezentare corectă şi completă a câmpului electromagnetic, şi în gneral a câm-
purilor fizice. FEM nu poate fi inţeleasă complet, fără inţelegerea ambelor tehnici,
nodală şi de muchie. Numai împreună se obţin rezulatate corecte, nu numai din
punct de vedere matematic ci şi algoritmic dar şi fizic.

Figura 3.5: Funcţiile de formă vectoriale (de muchie) în 2D: w23, w13, w12 [14]

În [133], (http://www.math.chalmers.se/~stig/underv/doktorandkurs/
FEM/200607/nedelec.pdf) sunt prezentate şi alte elemente de muchie, cu-
noscute sub numele de elemente Nédélec: de ordin zero şi de prima speţă, definite
în 3D de N I

0 = a + b · x|a,b ∈ R3 cu dimensiune 6; sau de ordin unu şi de a
doua speţă, definite de N II

1 = (P 1(K))d de dimensiune 12 pentru d = 3, cu pro-
prietatea
rotN I

0 (K) = rotN II
1 (K). În cazul 2DN I

0 =
{
a + b [y,−x]′ |a ∈ R2

}
are dimen-

siunea 3. Se demonstrează că funcţiile vectoriale de formă

ϕ̂N0 = λi∇λj − λj∇λi
ϕ̂E = ∇ (λiλj)

(3.31)

alcătuiesc o bază a elementelor de muchie de tip Nédélec de ordinul întâi: N II
1 (K).

Deoarece aparţin spaţiului H(rot,Ω), elementele de muchie, sunt potrivite pen-
tru a reprezenta potenţialul magnetic vector, dar şi intensitatea câmpurilor. Pen-
tru reprezentarea inducţiilor electrice şi magnetice ar trebui folosite alte feluri de

http://www.math.chalmers.se/~stig/underv/doktorandkurs/FEM/200607/nedelec.pdf
http://www.math.chalmers.se/~stig/underv/doktorandkurs/FEM/200607/nedelec.pdf
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elemente finite, care aparţin spaţiului H(div,Ω). În [133] se introduc astfel de
elemente de ordin redus astfel: RT0(K) = {a + bx|a ∈ R3, b ∈ R} cu dimen-
siune 4 - elemente Raviart-Thomas, care au gradele de libertate fluxurile pe feţele
elementelor, motiv pentru care se numesc elemente de faţă;
BDMk = (P k(K))d - elemente Brezzi-Douglas-Marini, cu proprietatea divRT0(K) =
divBDM1 = P 0(K), adică au divergenţa constantă pe element.
Prin discretizarea spaţiilor din diagrama de Rham, folosind elemente finite con-
venabil alese se obţine o noua diagramă, care la randul ei este o secvenţă exactă
[133]: Acestea sunt spaţiile liniare finit dimensionale, generate de funcţiile de

R id−→ H1 (Ω)
∇−→ H (rot,Ω)

rot−→ H (div,Ω)
div−→ L2 (Ω)

0−→ {0}⋃ ⋃ ⋃ ⋃
R id−→ Wh

∇−→ Vh
rot−→ Qh

div−→ Sh
0−→ {0}

bază ale elementelor nodale, de muchie, de faţă şi respectiv de volum.
Pentru elementul de referinta K̂, secvenţa de dimensiune minimă conţine: ele-
mentul nodal, de muchie, de faţă, de volumul:

R id−→ P 1
(
K̂
)
∇−→ N I

0

(
K̂
)

rot−→ RT 0
div−→ P 0

(
K̂
)

(3.32)

asa cum sunt ele reprezentate în Fig. 3.9 unde sunt marcate colorat şi gradele de
libertate.

Figura 3.6: Secvenţa de Rham pentru elementele finite 3D de dimensiune minimă
[133]

Imaginea (codomeniul) fiecărui operator de derivare spaţială şi nucleul ope-
ratorului urmator (spaţiul în care acesta se anulează) din diagrama au dimensiuni
egale. În Fig. 3.9 sunt indicate dimensiunile nucleului şi imaginii: dimXh =
dim(ker(D)) + dim(range(D)), pentru fiecare operator D = grad, rot, div. Si-
tuaţia se menţine şi în cazul 2D, în care se întâlnesc două variante (corespunza-
toare câmpului magnetic sau electric axial şi respectiv transversal): cu elemente
de muchie - Nédélec:

R id−→ P 1
(
K̂
)
∇−→ N I

0

(
K̂
)

rot−→ P 0 0−→ {0} (3.33)
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sau cu elemente de fata - Raviart-Thomas:

R id−→ P 1
(
K̂
)

rot−→ RT 0

(
K̂
)

div−→ P 0
(
K̂
)

0−→ {0}. (3.34)

Ele sunt reprezentate grafic în Fig. 3.7 , unde sunt puse în evidenţă în culori
şi gradele de libertate (nodale cu negru, de muchie/faţă cu roşu şi de volum cu
albastru), numărul lor, dar şi separaţia dimensiune nucleu/imagine.

Figura 3.7: Secvenţa exactă de elemente finite de ordin minim în 2D: Nédélec şi
Raviart-Thomas [133]

Remarcăm faptul că în 2D, elementele div-confrome se obţin prin rotaţia cu 90
de grade a elementelor rot-conforme. În cazul 2D (plan paralele) se definesc doi
operatori rotor: rot şi pentru câmpuri transversale şi respectiv orientate axial. În
cazul elementelor bidimensionale de ordinul doi, secvenţa de Rham exactă este:

R id−→ P 2
(
K̂
)
∇−→ N II

1

(
K̂
)

= P 1
(
K̂
)

rot−→ P 0
(
K̂
)

0−→ {0}. (3.35)

R id−→ P 2
(
K̂
)

rot−→ BDM II
1

(
K̂
)

= P 1
(
K̂
)

div−→ P 0
(
K̂
)

id−→ {0}. (3.36)

iar gradele de libertate şi numărul lor sunt reprezentate în Fig. 3.8.
În cazul 3D secvenţa de Rham exactă cu polinoame complete de grad minim

este:

R id−→ P 3
(
K̂
)
∇−→
(
P 2
(
K̂
))3

= N II
2

(
K̂
)

rot−→ P 1
((
K̂
))3

=

= BDM1

(
K̂
)

div−→ P 0
(
K̂
)

0−→ {0}.
(3.37)

cu reprezentarea grafică din Fig. 3.9, în care sunt marcate gradele de libertate
şi numarul lor, sumă a dimensiunii imaginii şi nucleului celor doi operatori suc-
cesivi.
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Figura 3.8: Secvenţa exactă de elemente finite de ordinul doi în 2D: de muchie -
Nédélec şi de faţă - BDM [133]

Figura 3.9: Secvenţa exactă de elemente polinomiale de ordin 2 în 3D: de muchie
- Nédélec şi de faţă - BDM [133]

Cu aceste preliminarii teoretice, suntem în măsură să abordăm rezolvarea cu
FEM a problemelor din regimurile MG, MQSC şi EDC, care au forme slabe de
tipul ( 3.25), în care intervin operatorii rot-rot.
Şi de această dată, partea centrală a algoritmului constă în asamblarea matricei
sistemului A şi a vectorului termenilor liberi f . Pentru aceasta se parcurg ele-
mentele triangulaţiei Th şi se adaugă contribuţia fiecărui element K la cele două
matrice de rigiditate şi de masă. În final se obtine:

A =
∑
K∈Th

(
CK
)T

AKCK , f =
∑
K∈Th

(
CK
)T

fK , (3.38)

în care matricea CK este matricea topologică, de conectivitate, care descrie relaţia
dintre gradele locale de libertate şi cele globale. Aceasta este o matrice rară cu
elemente egale +1 sau −1, după cum muchia locală coincide ca sens cu cea glo-
bală sau nu şi zero în rest. Constatăm ca spre deosebire de elementele nodale, cele
de muchie sunt orientate şi acest lucru trebuie tratat cu grije la asamblarea matri-
cei A, folosind matrice de selecţie cu elemente, care au nu numai valori pozitive
ci şi negative. O metodă simplă este să se considere că muchiile sunt orientate în
ordinea crescatoare a numărului nodurilor, atât local cât şi global. Şi de aceasta
dată, matricea A este rară.
Şi de aceasta dată, pentru a simplifica şi modulariza programarea se foloseşte ele-
mentul de referinta K̂ şi o transformare conformă ΦK : K̂ −→ K, cu x = Φ (x̂),
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care duce pe K̂ în elementele fizice K, ce alcătuiesc reţeaua de discretizare spa-
ţială. Vom nota cu FK matricea jacobian a trasformării conforme şi cu J deter-
minantul său. Gradele de libertate îşi prezervă valoarea, dar funcţiile de forma şi
coordonatele se transformă conform.
Contribuţiile elementului K la matricele sistemului sunt [133]:

AK
αβ =

∫
K

µ−1rot ϕα rot ϕβdx+

∫
K

kϕαϕβdx−

−
∫
K̂

µ−1J−1 (FKrot ϕ̂α) (FK rot ϕ̂β) dx+

+

∫
K̂

k
(
F−TK rot ϕ̂α

) (
F−TK rot ϕ̂β

)
dx̂

fKα =

∫
K

jϕαdx =

∫
K̂

j
(
F−TK ϕ̂α

)
dx̂,

(3.39)

în care ϕ̂α sunt funcţiile de formă ale elementului de referinţă, care generează un
spaţiu de elemente finite locale, rot-conform, parte din H(rot,Ω). Aici s-a notat
cuj sursa internă de câmp - densitatea de curent şi cu µ = 1/ν permeabilitatea
magnetică, în cazul în care se rezolvă ecuaţia satisfacută de potenţialul magnetic
vector.
În cazul 2D, expresia capătă o formă mai simplă:

AK
αβ =

∫
K̂

µ−1J−1 rot ϕ̂α rot ϕ̂βdx+

+

∫
K̂

k
(
F−TK rot ϕ̂α

) (
F−TK rot ϕ̂β

)
Jdx̂,

(3.40)

în care primul termen este matricea "de rigiditate", iar al doilea este matricea "de
masă".
De exemplu, în cazul 2D cu elemente de muchie Nédélec, de speţa întâi, la care
funcţia de forma este ϕi = (a1i + biy)i + (a2i − bix)j cu rot ϕi = −2bik, sau
în coordonalte baricentrice ϕi = λj∇λk − λk∇λj cu rot ϕi = 2∇λjx∇λk, deci
rotϕk = −2k [14]:

AK
ij = SKij + MK

ij , (3.41)

cu

SKij =

 1 −1 1
−1 1 1
1 1 −1

 /A, (3.42)
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MK
ij = 2A


∇λ2

∇λ2M22 +∇λ2

∇λ3M23 +∇λ3

∇λ3M33

 , (3.43)

cu A = J/2 este aria triunghiului şi

M22 =

 +3 +1 −1
+1 +1 −1
−1 −1 +1

 ,
M23 =

 +3 +3 +1
+3 +3 −1
+1 −1 −1

 ,
M33 =

 +1 +1 +1
+1 +3 +1
+1 +1 +1


(3.44)

fKi = jKA

∫
K̂

F
(−T )
K ϕidx̂⇒

fK1 = jKAB(−T )[−1 1]′/3,

fK2 = jKAB(−T )[−1 − 2]′/3,

fK3 = jKAB(−T )[2 1]′/3,

(3.45)

în care, în cazul transformării conforme afine

FK = B =

[
x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

]
, (3.46)

iar λ1 = 1− x1 − x2, λ2 = x1, λ3 = x2.

∇λ1 = [−1 − 1]′ ;

∇λ2 = [1 0]′ ;

∇λ3 = [0 1]′ ;

ϕ1 = λ2∇λ3 − λ3∇λ2 =
[
0, x1

]′ − [x2, 0
]′

=
[
−x2, x1

]′
;

ϕ2 = λ3∇λ1 − λ1∇λ3 = x2 [−1 − 1]′ −
(
1− x1 − x2

)
[0 1]′ =

[
−x2,−1 + x1

]′
;

ϕ2 = λ1∇λ2 − λ2∇λ1 =
(
1− x1 − x2

)
[10]′ − x1 [−1− 1] =

[
1− x2, x1

]′
;

(3.47)

au divergenţa nulă şi rotor constant pe element.
Combinaţiile liniare ale unor astfel de funcţii de formă sunt potrivite să reprezinte
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atât distribuţia inducţiei magnetice cât şi cea a potenţialului magnetic vector în
condiţii de etalonare coulombiană. În acest caz, gradele de libertate sunt tensiu-
nile de-a lungul laturilor interioare ale triunghiurilor reţelei de discretizare. Valo-
rile acestor tensiuni pe laturile de pe frontiera domeniului sunt condiţii esenţiale
de frontiera.
Un cod MATLAB pentru elemente de faţă este disponibil în [5], iar pentru ele-
mente de muchie în
[14]. După cum se va vedea totuşi, în capitolul 3.5, aceste complicaţii (utile de
altfel din punct de vedere didactic) se evită, deoarece problemele de regim magne-
tic staţionar plan-paralele 2D, cu câmp magnetic transversal se reduc la probleme
scalare div-grad.
Dificultăţile întâlnite în asamblarea matricelor elementelor de muchie şi de faţă
sunt tratate într-o lucrare recentă [85], dovadă privind actualitatea temei.

3.4 Elemente finite de ordin superior

3.4.1 Rata şi ordinul de convergenţă

Obiectivul acestui capitol constă în studiul performanţelor metodei elementului
finit şi a modului în care acestea pot fi îmbunătăţite. Principalele performanţe ale
unei metode numerice, cum este şi metoda elementului finit se referă la acurateţea
soluţiei numerice şi la costul determinarii ei.
Acurateţea soluţiei numerice este măsurată de distanţa între aceasta şi soluţia
exactă. De multe ori se calculează eroarea relativă, raportând această distanţă
la norma soluţiei exacte. Aceasta definiţie este inutilă în majoritatea cazurilor
practice, deoarece ea foloseşte soluţia exactă, care este necunoscută. Valoarea
exactă a erorii este calculată doar în cazurile de test, în care se rezolvă o problemă
cu soluţie cunoscută, tocmai pentru a evalua performanţa algoritmului.
O altă dificultate constă în alegerea normei ce va fi folosită pentru evaluarea ero-
rii. Cea mai simplă alegere este norma L2, dar când se doreşte să fie controlată
nu numai valoarea soluţiei, care este de regulă un potenţial ci şi derivata spaţială
a acesteia, care este un câmp, se foloseşte norma Sobolev, care adaugă la norma
din L2 şi norma L2 a derivatei (grad, rot sau div). În multe cazuri se foloseşte
seminorma, definită ca norma L2 a derivatei soluţiei, numită şi norma energetică,
deoarece este chiar energia câmpului. Ea este indusă de produsul scalar definit de
funcţionala biliniară a(., .), care intervine în forma slabă a ecuaţiei.
O altă abordare ar fi cea în care se determină norma reziduului ecuaţiei rezolvate.
Totuşi, această abordare nu este de încredere în toate cazurile, deoarece se pot da
uşor exemple de probleme care au soluţii aproximative cu eroare mare, dar cu o
valoare mică a normai reziduului. Metoda cea mai frecvent folosită pentru estima-
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rea acurateţii este bazată pe majoranţi ai erorii reale, care se determină aposteriori,
pe baza soluţiei numerice. Aceştia se numesc indicatori ai erorii şi au un caracter
local, evidenţiind repartiţia spaţială a erorii, motiv pentru care ei sunt utili la con-
trolul rafinării adaptive a reţelei de discretizare. Ultima categorie de estimatori
de eroare, sunt cei cu caracter aprioric, care sunt majoranţi ai erorii globale, pe
care se bazează demonstraţia convergenţei soluţiei numerice catre soluţia exactă,
şi care sunt utili în predicţia ratei de convergenţă.
Costul determinării soluţiei se referă la necesarul de resurse de calcul, în spe-
cial necesarul de memorie şi de timp de calcul. Cel mai important parametru de
care depinde acest cost este numărul N al gradelor de libertate. Cu cât acesta
este mai mare, cu atât matricea sistemului ce trebuie rezolvat are dimensiune mai
mare, ceea ce sporeşte atât necesarul de memorie, cât şi timpul de calcul necesar
generării sistemului şi rezolvării acestuia. Un parametru de performanţă este şi
simplitatea algoritmului. Pentru că, la fel de important (poate chiar şi mai impor-
tant) ca timpul de calcul este timpul progrmatorului. Mai sunt şi alţi parametri
de performanţă, de exemplu raritatea matricei sistemului şi numărul ei de condi-
ţionare, dar aceştia ies pentru moment în afara interesului acestei lucrări. Notăm
totuşi ca în cazul reţelelor de discretizare cu elemente qvasi-degenerate (cu un-
ghiuri foarte mici sau foarte mari) şi în cazul unor mari variaţii ale constantelor
de material, matricea sistemului liniar poate fi extrem de slab condiţionată, iar
acesta să ajunga aproape imposibil de rezolvat. Indicatori asupra calităţii reţelei
sunt prezentaţi şi discutaţi în [77].
Trebuie sa remarcăm că cele două obiective: sporirea acurateţii şi micşorarea efor-
tului de calcul sunt intr-o contradicţie puternică. Dacă dorim micşorarea erorii de
metodă, atunci numărul gradelor de libertate trebuie crescut, şi reciproc, scăde-
rea acestui număr duce la creşterea erorii. Modul în care depinde eroarea soluţiei
numerice de numărul gradelor de libertate este o funcţie caracteristică a metodei
folosită pentru rezolvarea problemei. De obicei această funcţie se reprezintă gra-
fic în scara dublu logaritmică. Panta tangentei dusă la acest grafic se numeşte rata
de convergenţă şi este cel mai important parametru de performanţă al metodei nu-
merice. De regulă modulul aceastei rate este cuprins între 1/2 şi 2, cu cât este
mai mare, cu atât algoritmul este mai performant. Dacă rata de convergenţă este
de exemplu egală cu doi, atunci înzecirea numărului de necunoscute adaugă înca
două cifre semnificative corecte la solutie.
După cum rezultă din teorema convergenţei, prezentată anterior, eroarea soluţiei
numerice are expersia:

err = ‖u− uh‖L2 ≤ Chp+1|u|Hp+1 = O
(
hp+1

)
⇒

⇒ log err ≤ C ′ + (p+ 1) lg h,
(3.48)

în care p este ordinul elementului finit (gradul polinomului - funcţie de formă)
iar h este măsura reţelei (cel mai mare diametru al unui element K). Numărul
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gradelor de libertate este proporţional cu numărul de elemente din domeniu, după
relaţia: N ∼= c Mes(Ω)/hd, deci lg h = c′− lgN

d
, în cazul retelelor de discretizare

relativ uniforme. În consecinţă,

err = O
(
N−(p+1)/d

)
⇒ log err < C + (p+ 1) lg h = C ′ − p+ 1

d
lgN(3.49)

de unde rezultă că rata de convergenţă a metodei elementului finit este (p+ 1)/d,
care în cazul elementelor finite triunghiulare (d = 2) de ordinul întâi, "liniare"
(pentru care k = 1) are valoarea 1, în condiţiile în care, soluţia exactă este sufi-
cient de netedă u ∈ H2(Ω). În problemele tridimensionale rata de convergenţă
scade la 2/3. Rata de convergenţă este mai mică de atât, dacă soluţia are puncte
singulare, de exemplu colţuri sau muchii înfundate în domeniul Ω, care scad ne-
tezimea soluţiei. Dacă soluţia u ∈ Hk(Ω), adică ea are derivatele până la ordinul
k de pătrat integrabil, atunci err = O(hq), în care q = min{p+ 1, k} se numeşte
ordinul de convergenţă [49]. Când q = 1, convergenţa se numeşte liniară (eroarea
scade proporţional cu norma h a reţelei), iar când q = 2, convergenţa se numeşte
pătratică (eroarea scade mai rapid, proporţional cu pătratul parametrului h). O
degradare a ordinului de convergenţă se constată şi atunci când sursa de câmp nu
este netedă (de exemplu este concentrată, ca o distribuţie de tip Dirac), sau atunci
când frontierele curbe sunt aproximate prin linii poligonale, lucru implicit în cazul
elementelor finite triunghiulare sau tetraedrale [49].
Trebuie să remarcăm că în cazul neted, elementele finite de ordin minim au err =
O(h2), indiferent de dimensiunea d, dar exprimarea erorii în funcţie de N este
mult mai relevantă, mai ales în cazul rafinării adaptive a reţelei discretizare, în
care parametrul h nu mai are relevanţa aşteptată. Aceasta deoarece, în acest caz,
pe măsura rafinării, N creşte, dar h se menţine constant.

3.4.2 Rafinarea adaptivă , de tip h
Din expresia erorii err = O (hp+1) prezentată anterior, rezultă că, pentru a creşte
acurateţea soluţiei numerice avem două căi: scaderea lui h (rafinarea reţelei de
discretizare) şi creşterea lui p (gradul polinoamelor care constituie funcţiile de
formă). În cazul ordinului minim p = 1, teoretic convergenţa este pătratică, dar
în practică, datorită singularităţilor soluţiei exacte, ordinul de convergenţă este
depreciat la unul liniar err = O(h), caz în care nu se justifică folosirea unor
polinoame de grad mai înalt p > 1, pentru ca ordinul convergenţei nu poate de-
păşi valoarea q = min{p + 1, k}. O metodă de a recupera deprecierea datorată
singularităţilor este de a folosi un algoritm auto-adaptiv de rafinare a reţelei de
discretizare - "Adaptive Mesh Refinement" - AMR, tehnică numită şi "Adaptive Fi-
nite Element Method" - AFEM [14]. Acest algoritm iterativ porneşte de la o reţea
grosieră, şi rezolvă problema pe reţele de discretizare cu tot mai multe elemente, şi
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deci cu mai multe grade de libertate. La fiecare iteraţie, o parte a elementelor, mai
exact cele în care soluţia are o eroare inadmisisbilă sunt rafinate, prin divizarea
lor. De exemplu, în 2D, un triunghi se poate împărţi în 2, 3 sau 4 subtriunghiuri,
după cum se introduc noduri suplimentare în mijlocul unei laturi, a două laturi
sau pe toate cele trei laturi [43]. Elementul cel mai important al unei proceduri de
rafinare auto-adaptivă AMR este folosirea unei estimări robuste şi precise a erorii
soluţiei.
În literatură sunt descrişi mai mulţi estimatori atât din categoria apriori (ce pot fi
evaluaţi înanite de calculul numeric) cat şi aposterior, dar majoritatea implemen-
tărilor folosesc indicatori din a doua categorie, datorită preciziei lor suplimentare.
Indicatorii de eroare au un caracter local şi sunt folosiţi pentru a decide care mu-
chii trebuie divizate, în timp ce estimatorii de eroare au un caracter global, sunt
obţinuţi de regulă prin sumarea indicatorilor pe întreaga reţea şi sunt folosiţi pen-
tru a decide când poate fi oprită procedura iterativă de rafinare succesivă. Un bun
indicator de eroare trebuie să fie nu numai precis ci şi simplu de implementat şi să
aibă un cost mic de calcul.
Estimarea erorii se face fie folosind soluţia numerică şi derivatele ei (tehnica nu-
mită de post-procesare), fie folosind abordări complementare, care dau incadrări
ale soluţiei. Pentru a identifica singularităţile soluţiei, care pot fi de natură ge-
ometrică (colţuri, muchii) sau de natură fizică (discontinuităţi de material sau de
surse), indicatorii de eroare folosesc aproximări netezite ale soluţiei în aceste zone
de singularitate. Aceste operaţii de post-procesare permit evaluarea mai precisă a
derivatelor soluţiei. Metoda complementarităţii este precisă, dar necesită un efort
de calcul relativ mare, deoarece problema trebuie rezolvată de doua ori la fiecare
iteraţie [18], [120]. În [67] se propune un indicator simplu de eroare, definit în
fiecare element (triunghi sau tetraedru), de norma diferenţei dintre gradientul so-
luţiei (componentele câmpului) şi o aproximare netezită a acestuia, obţinută prin
interpolarea cu funcţiile de bază liniare ale valorilor componentelor gradienţilor
din vârfurile elementului, valori calculate ca media din elementele vecine. În acest
fel, soluţia este netezită prin medierea ei, nu numai pe elementul curent ci şi în
toate elementele vecine cu acesta. Estimatorul global de eroare are pentru cele N
elemente expresia:

ητ =


‖egi‖L2[

N∑
i=1

‖gi‖2 + ‖egi‖2
L2

]1/2

 100% (3.50)
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în care gi este gradientul local în elementul i iar

‖egi‖2 =

{
N∑
i=1

‖egi‖2
L2

}1/2

(3.51)

cumulează abaterile gradienţilor egi = gi − gi din toate elementele. Aici s-a notat
cu gi gradientul netezit din elementul i, obţinut prin interpolarea valorilor medii
din vârfurile elementului i:

g̃x = Ngx, g̃y = Ngy (3.52)

Vor fi divizate elementele care au egi în norma mai mare decât valoarea admisibilă:

‖egi‖ ≤ ητ


{

N∑
i=1

‖gi‖2 + ‖egi‖2
L2

}
N


1/2

= e (3.53)

Alţi indicatori şi estimatori de eroare sunt prezentaţi în
[43], [96], [64]. Majoritatea acestor indicatori măsoară norma reziduul ecuaţiei
pe elementul curent K şi saltul derivatei după normală a soluţiei pe feţele elemn-
tului:

η2
K = η2

BK
+ η2

EK
(3.54)

η2
BK

=
h2
K

p2
K

‖fpK + ∆uFE‖2
L2(K) (3.55)

η2
EK

=
∑

e⊂∂K∩Ω

he
2pe

∥∥∥∥[∂uFE∂ne

]∥∥∥∥2

L2(e)

(3.56)

în care fpK este proiecţia sursei pe spaţiul polinoamelor de grad pK − 1, iar
[.] = divs este saltul la trecerea prin frontiera elementului K, egal cu divergenţa
superficială a câmpului. Este evident că pentru soluţia exactă, acest indicator are
valoare nulă.
In Fig. 3.10 este reprezentată reţeua de discretizare generată în urma rafinării
adaptive AMR. Se constată că reţeaua este îndesită selectiv, în special în vecinăta-
tea colţului care generează singularitatea. Pentru această problemă este prezentat
în Fig. 3.11 modul în care variază eroarea relativă în funcţie de numărul de no-
duri Nn (numarul gradelor de libertate), pentru cazul rafinării uniforme a reţelei
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de discretizare şi în cazul rafinării adaptive. Se constată că în primul caz rata de
convergenţă este aproximativ 0, 7, valoare corespunzătoare unui ordin de conver-
genţă q = 1, 4 ∼= 4/3 < 2 (care este valoarea ideală, în absenţa singularităţii).
În schimb, în cazul adaptiv, rata de convergenţă este unitară err = O(N−1

n ), care
ar corespunde în cazul unei reţele uniforme la o convergenţă pătratică, care este
maximul ideal. Această estimare are mai mult un caracter teoretic, deoarece nu
trebuie sa uităm că în abordarea adaptivă, nu rezolvăm un singur sistem de ecu-
aţii, ci o serie de sisteme de dimensiuni din ce în ce mai mari. Chiar şi aşa,
folosirea reţelelor adaptive este recomandabilă, deoarece acestea sunt optimale şi
oferă un control al erorii de metodă. În ultima perioadă, strategiile adaptive AMR
de analiză cu elemente finite nu sunt numai proceduri recomandabile, ci ele tind
să devină abordările standard. Iar pentru a compara performanţele procedurilor
adaptive de rezolvare, cel mai relevant este modul în care indicatorul global de
eroare depinde de timpul de calcul, necesar efectuării iteraţiilor de rafinare succe-
siva a reţelei.
Pe de altă parte, se pot obţine accelerări extrordinare ale vitezei de calcul, deo-
arece folosirea diferitelor nivele de rafinare în rezolvarea iterativă a sistemui de
ecuţii conduce la precondiţionarea multigrid (Fig. 3.12), care este cea mai rapidă
metodă cunoscută în prezent pentru rezolvarea numerică a ecuaţiilor eliptice reale
[53], (http://www.mgnet.org/). În principiu, tehnica multigrid presupune
parcurgerea ierarhiei de reţele de la cea mai fină la cea mai grosieră şi înapoi, efec-
tuând operaţiile de netezire (reducerea erorilor "de înaltă frecvenţă"), de restricţie
(transferul reziduului pe o reţea mai grosieră), iar la întoarcere, operaţia de inter-
polare (transferul reziduului pe o reţea mai fină). (http://en.wikipedia.
org/wiki/Multigrid_method). Ciclul mutigrid poate fi folosit ca atare
în rezolvare, dar se preferă să fie folosit ca precondiţionare pentru metodele itera-
tive de tip Krylov [71], ca de exemplu metoda gradienţilor conjugaţi (CG), folosită
pentru matricele simetrice şi pozitiv definite, cum sunt matricele generate de FEM
aplicată ecuaţiilor eliptice. De obicei, după mai puţin de zece iteraţii se obţine o
soluţie cu precizie acceptabilă.
Complexitatea algoritmului este liniară, timpul de calcul având ordinul O(N),
ceea ce este ideal [22]. O listă codurilor multigrid din domeniul public este dis-
ponibila la (http://www.mgnet.org/mgnet-codes.html).

http://www.mgnet.org/
http://en.wikipedia.org/wiki/Multigrid_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Multigrid_method
http://www.mgnet.org/mgnet-codes.html
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Figura 3.10: Exemplu de reţea de discretizare adaptiva [14]

Figura 3.11: Eroarea relativa in functie de numarul de noduri, pentru rafinare
unifirma si adaptiva [14]
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Figura 3.12: FEM multigrid cu rafianare adaptivă (http://people.cs.
uchicago.edu/~knepley/)

3.4.3 Elemente scalare de ordin superior. Rafinarea p

Dupa cum am constatat anterior, o altă metodă de a scădea eroarea este de să
creştem gradul polinoamelor folosite în definirea funcţiilor de formă. În cazul
bidimensional, polinomul de grad n în două variabile conţine termeni de forma
xp yq, cu p+ q ≤ n,care pot fi grupaţi în triunghiul lui Pascal:

1
x y
x2 xy y2

x3 x2y xy2 y3

(3.57)

fiecare polinom complet având m = (n + 1)(n + 2)/2 termeni. Adică m =
1, 3, 6, 10, ... pentru n = 0, 1, 2, 3.. ceea ce însemnă că polinomul este determinat
de m coeficienţi, sau echivalent de valorile lui în m puncte nodale din interiorul
triunghiului. Prin unisolvenţă, proprietate caracteristică a acestor polinoame, în-
ţelegem faptul că dacă valoarea este nulă în noduri atunci şi coeficienţii sunt nuli,
deci polinomul este identic nul. Aceste puncte se aleg de preferinţă în vârfuri şi
pe laturi. În consecinţă, cunoaşterea valorilor din noduri determină o soluţie unică
în întreg domeniul de calcul. Aceasta nu numai caă este unică ci este şi continuă,
deoarece pe feţele şi muchiile comune avem tot polinoame unisolvente. De exem-
plu, polinomul de gradul întâi este determinat de valorile lui din cele trei vârfuri,
polinomul de gradul doi are pe lângă aceste puncte, ca noduri şi mijloacele laturi-
lor, adică în total 6 grade de libertate. Polinomul de gradul trei are 10 noduri: trei
în varfuri, câte două pe fiecare latură şi unul în centrul triunghiului. Spunem că
funcţiile de bază sunt izoparametrice, deoarece numărul lor de parametri (grade
de libertate) este egal cu numărul de noduri.
Funcţiile de bază se anulează în toate nodurile, cu excepţia unuia, în care funcţia

are valoare unitară. Pentru gradul n = 2, funcţiile de bază au graficele similare cu
cele reprezentate în Fig. 3.13 Rotind nodurile se obţin toate cele şase funcţii de

http://people.cs.uchicago.edu/~knepley/
http://people.cs.uchicago.edu/~knepley/
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Figura 3.13: Functii de baza de gradul doi si nodurile lor [78]

bază. Faţă de coordonatele baricentrice, ele au expresiile:

N1 = λ1(2λ1 − 1)

N2 = λ2(2λ2 − 1)

N3 = λ3(2λ3 − 1)

N4 = 4λ1λ2

N5 = 4λ2λ3

N6 = 4λ3λ1

(3.58)

În general, funcţiile de bază au expresiile [78]:

Ni = P n
I (λ1)P n

J (λ2)P n
K(λ3), I + J +K = n, (3.59)

iar

P n
I (λ1) = (1/I!) (p = 0, I − 1) (nλ1 − p), I > 0;

P n
J (λ2) = (1/J !) (p = 0, J − 1) (nλ2 − p), J > 0;

P n
I (λ3) = (1/K!) (p = 0, K − 1) (nλ3 − p), K > 0;

(3.60)

cu P n
0 = 1.

Prezenţa polinoamelor de inteprolare Lagrange în aceste relaţii explică de ce ele-
mentele finite care folosesc aceste funcţii de bază se numesc elemente finite de
tip Lagrange. Aceste funcţii de bază genereză o familie ierarhică de elemente fi-
nite nodale de grade crescătoare, definite pe triunghi şi are deci valori identice pe
această latură.
Funcţiile de formă definite pe întreaga triangulaţie sunt funcţii continue, deorece
în două triunghiuri alăturate, funcţia este unic determinată de valorile ei din nodu-
rile plasate pe latura comună a celor doua triunghiuri.
În cazul 3D, polinomul de gradul n conţine m = (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)/6 termeni
de forma xpyqzr cu p+q+r ≤ n, adică 1, 4, 10, 20, . . . termeni în polinoamele de
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gradul 0, 1, 2, 3, . . .. Funcţiile de bază din familia ierarhică definite pe tetraedru
au expresii similare cu cele din cazul 2D:

Ni = P n
I (λ1)P n

J (λ2)P n
K(λ3)P n

L (λ4), (3.61)

în care P sunt polinoamele Lagrange cu I + J + K + L = n. De exemplu, în
cazul n = 2, nodurile sunt plasate în cele 4 vârfuri ale tetraedrului şi în mijloacele
celor 6 laturi.

3.4.4 Elemente vectoriale de ordin superior
Construirea bazelor vectoriale de elemente de muchie de ordin înalt a reprezentat o
preocupare a mai multor cecetătri, care au făcut diferite propuneri. Printre primele
este baza de gradul al doilea pentru tetraedre, propusă de Lee în
[80] şi alcătuită din:

{12 funcţii de bază "de muchie" λi∇λj i 6= j}
⋃

{λ1λ2∇λ3, λ1λ3∇λ2, λ2λ3∇λ4, λ2λ4∇λ3, λ3λ4∇λ1, λ3λ1∇λ4, λ4λ1∇λ2, λ4λ2∇λ1}
(3.62)

folosită ulterior pentru dezvoltarea unor baze ierarhice. În [127] sunt inventariate
mai multe astfel de baze şi sunt studiate folosind tehnici simbolice, iar în [103],
patru dintre ele sunt comparate din punctul de vedere al ratei de convergenţă, a
rezolvării iterative a sistemului liniar, obţinut prin discretizare. În această lucrare
se constată că baza Lee determină cea mai rapidă convergenţă.
Bazele vectoriale ale elementelor de muchie de ordin înalt se pot genera în mod
similar cu cele nodale. De exemplu în 2D, funcţiile de bază ierarhice rot-conforme
pentru triunghi au expresiile [78]:

WIJK
12 = αIJK12 Sn+2

I (L1)Sn+2
J (L2)P n+2

K (L3)w12

WIJK
23 = αIJK23 P n+2

I (L1)Sn+2
J (L2)Sn+2

K (L3)w23

WIJK
31 = αIJK31 Sn+2

I (L1)P n+2
J (L2)Sn+2

K (L3)w31

(3.63)

în care coeficienţii α sunt factori de normalizare, aleşi astfel încât integrala de
linie a funcţiei WIJK

ab pe muchia a − b să aibă valoare unitară. Aici s-au notat
cu Lk coordonata baricentrică λk, cu wab, funcţiile vectoriale de muchie de ordin
minim, cu P polinoamele de interpolare Lagrange, pentru care P n

0 (.) = 1, iar cu
S polinoamele Silvester definite astfel:

Sn+2
J (L2) = P n+2

J−1

(
L2 −

1

n+ 2

)
=

1

(J − 1)!

J−1∏
p=0

[(n+ 2)L2 − p] . (3.64)



3.4. ELEMENTE FINITE DE ORDIN SUPERIOR 149

Numarul acestor funcţii de bază vectoriale este k = (n+ 1)(n+ 3). De exemplu,
în cazul n = 1, cele opt funcţii de bază au expresiile:

W1 = W120
12 = α120

12 S
3
1 (L1)S3

2 (L2)P 3
0 (L3)w12 = α120

12 (3L2 − 1)w12

W2 = W210
12 = α210

12 S
3
2 (L1)S3

1 (L2)P 3
0 (L3)w12 = α210

12 (3L1 − 1)w12

W3 = W111
12 = α111

12 S
3
1 (L1)S3

1 (L2)P 3
1 (L3)w12 = α111

12 3L2w12

W4 = W012
23 = α012

23 P
3
0 (L1)S3

1 (L2)S3
2 (L3)w23 = α012

23 (3L3 − 1)w23

W5 = W021
23 = α021

23 P
3
0 (L1)S3

2 (L2)S3
1 (L3)w23 = α021

12 (3L2 − 1)w23

W6 = W102
31 = α102

31 S
3
1 (L1)P 3

0 (L2)S3
2 (L3)w31 = α102

31 (3L3 − 1)w31

W7 = W201
31 = α201

31 S
3
2 (L1)P 3

0 (L2)S3
1 (L3)w31 = α201

31 (3L1 − 1)w31

W8 = W111
31 = α111

31 S
3
1 (L1)P 3

1 (L2)S3
1 (L3)w31 = α111

31 3L2w31

(3.65)

în care s-a folosit schema de numerotare a indicilor I, J,K reprezentat în Fig.
3.14.
Construcţii asemănătoare pentru familii ierarhice de elemntele vectoriale de mu-

Figura 3.14: Schema de numerotare (I, J,K) asociata elementului de muchie w12

de ordin n = 1 [78]

chie de ordin mai înalt se realizează şi în tetraedrele din 3D:

WIJKL
12 = αIJKL12 Sn+2

I (L1)Sn+2
J (L2)P n+2

K (L3)P n+2
L (L4)w12

WIJKL
23 = αIJKL23 P n+2

I (L1)Sn+2
J (L2)Sn+2

K (L3)P n+2
L (L4)w23

WIJKL
31 = αIJKL31 Sn+2

I (L1)P n+2
J (L2)Sn+2

K (L3)P n+2
L (L4)w31

WIJKL
14 = αIJKL14 Sn+2

I (L1)P n+2
J (L2)P n+2

K (L3)Sn+2
L (L4)w14

WIJKL
24 = αIJKL24 P n+2

I (L1)Sn+2
J (L2)P n+2

K (L3)Sn+2
L (L4)w24

WIJKL
34 = αIJKL34 P n+2

I (L1)P n+2
J (L2)Sn+2

K (L3)Sn+2
L (L4)w34

(3.66)

numai că acum, numărul funcţiilor de baza creşte la k = (n+1)(n+3)(n+4)/2.
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3.4.5 Secventa Rham a bazelor FEM ierarhice
Un mod principial diferit de a construi baze ierarhice, de ordin înalt este prezentat
în teza de doctorat [133]. Ideea centrală a tezei este să se construiască baze care
satisfac secvenţa de Rham. Aplicând gradientul elementelor nodale se obţin ele-
mentele de muchie, apoi aplicâdu-le acestora rotorul se obţin elementele de faţă,
iar în final, elementele de celulă se obţin din divergenţa elementelor de faţă. Se
porneşte de la baze de grad minim: elemente finite nodale liniare, elemente de
muchie de tip Nédélec şi elemente de faţă de tip Raviart-Thomas, prezentate în
capitolul anterior, iar apoi folosind polinoame ortogonale de ordin tot mai mare,
se construieşte ierarhia de funcţii de bază. Scopul este de a construi clase ierarhice
de baze conforme în spaţiile H1, H(rot) şi H(div), potrivite pentru rafinarea hp,
atât dupa parametrul geometric h cât şi după gradul p, al polinoamelor folosite în
aceste baze. Pentru aceste baze, secvenţa de Rham este exactă, atât local cât şi
global. Bazele sunt anizotrope, adică pot avea grade diferite pe muchii şi feţe di-
ferite, pentru a permite rafinarea geometrică neuniformă a reţelei de discretizare şi
modelarea foliilor. Gradul polinomului poate avea valori arbitrare doar pe diferite
muchii, feţe sau celule elementare, fără ca funcţia de bază să piardă conformitatea
cu spaţiul în care se află, sau să dispară exactitatea secvenţei de Rham, căreia îi
aparţine acel polinom. Mai mult, strategia de construire a bazei trebuie să se aplice
pentru diferite forme ale elementelor: triunghi, patrulater, tetraedru, prismă, he-
xaedru, pentru a permite reţelele de discretizare cu elemente mixte, care apar în
urma rafinării locale. Trebuie să reţinem că elementele geometrice: muchie, faţă
sunt orientate în ordinea descrecătoare a nodurilor lor. După cum se va vedea,
fiecare subspaţiu de elemente finite poate avea funcţii de bază nodale, de muchie,
de faţă sau de volum (de celulă).
În elementele de referinţă rectangulare (pătrat, cub) se foloseşte pentru funcţiile
de bază produsul tensorial de polinoame ortogonale Legendre, care are avantajul
evaluăriii rapide, garantează liniar independenţa, raritatea matricei generate şi a
foarte bunei ei condiţionări. În final, se obţine o suită de astfel subspaţii (elemente
finite).
Funcţiile de bază (liniar independente) polinomiale pentru elemente patrula-
tere (Q) în H1(Q), H(rot,Q) şi H(div,Q) se definesc astfel:

• Funcţii de tip nodal

pentru i = 1, . . . , 4 : φVi = λi.

• Funcţii de tip muchie

pentru m = 1, 2, 3, 4 : se consideră muchiile Em = [e1, e2] ..
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pentru 0 ≤ i ≤ pEm − 2 : φEmi = Li+2 (σe2 − σe1) (λe1 + λe2)

• Funcţii celulare

pentru 0 ≤ i, j ≤ pC − 2 : φCij = Li+2 (2x− 1)Lj+2 (2y − 1)

faţă de coordonatele (biliniare şi respectiv liniare):

λ1 := (1− x) (1− y) σ1 := (1− x) + (1− y)
λ2 := x (1− y) σ2 := x+ (1− y)
λ3 := xy σ3 := x+ y
λ4 := (1− y) + x σ4 := (1− x) + y

(3.67)

Ele definesc subspaţiile:

W V (Q) := span
((
φVm
)

1≤m≤4

)
,

WEm
pEm

(Q) := span
((
φEmi

)
1≤i≤pEm−1

)
, m = 1, . . . , 4

WC
pC

(Q) := span
((
φCij
)

1≤i,j≤pC

)
,

(3.68)

care adunate dau subspaţiul polinomial de grad p al elementelor finite patrulatere
din H1(Q):

Wp (Q) := W V (Q)⊕
⊕

WEm
pEm

(Q)⊕WC
pC

(Q) (3.69)

în care p = (pE1 , pE2 , pE3 , pE4 , pC) este un vector cu componente întregi,
care indică gradele polinoamelor de tip muchie şi respectiv celula elementară.
Dimensiunea acestui spatiu este |Wp(Q)| = (p + 1)2, dacă polinoamele sunt
uniforme (au acelaşi grad p pe toate muchiile ca şi pe celulă).
Funcţiile de bază polinomiale rot-conforme din H(rot,Q) se obţin aplicând
gradientul funcţiilor de baza din H1:

• Funcţii de tip muchie

pentru m = 1, 2, 3, 4 : se consideră muchiile Em = [e1, e2] ..

– Funcţii de formă de ordin redus

ϕN0
m = 1

2
∇ ((σe2 − σe1) (λe1 + λe2))
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– Funcţii de formă de ordin înalt

for 0 ≤ i ≤ pEm − 1 ϕEmi = ∇ (Li+2 (σe2 − σe1) (λe1 + λe2))

• Funcţii de bază de tip celulă

– Tipul 1

penru 0 ≤ i, j ≤ pC − 1

ϕC1
ij = ∇ (Li+2 (2x− 1)Lj+2 (2y − 1))

– Tipul 2

pentru 0 ≤ i, j ≤ pC − 1

ϕC1
ij = L′i+2 (2x− 1)Lj+2 (2y − 1) ex−Li+2 (2x− 1)L′j+2 (2y − 1) ey

– Tipul 3

pentru 0 ≤ i ≤ pC − 1

ϕC3
i = Li+2 (2y − 1) ex;

ϕC3
i+pC

= Li+2 (2x− 1) ey.

Acestea genereaza subspatiile:

N0 (Q) := span
((
ϕN0
m

)
1≤m≤4

)
,

V Em
pEm

(Q) := span
((
ϕEmi

)
0≤i≤pEm−1

)
,

V C1
pC

(Q) := span
((
ϕC1
ij

)
0≤i,j≤pC−1

)
,

V C2
pC

(Q) := span
((
ϕC2
ij

)
0≤i,j≤pC−1

)
,

V C3
pC

(Q) := span
((
ϕC3
i

)
0≤i≤2pC−1

)
.

(3.70)

care adunate dau subspaţiul polinomial al elementelor finite patrulatere dinH(rot,Q)
de grad p:

Vp (Q) := N0 (Q)⊕
⊕

V Em
pEm

(Q)⊕ V C
pC

(Q) (3.71)
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Dimensiunea acestui spatiu este |V p(Q)| = 2(p+1)(p+1), în cazul polinoamelor
uniforme.
Funcţiile de bază polinomiale div-conforme din patrulatere din H(div,Q)
pentruQ pătrat în 2D se obţin rotind cu 90 de grade funcţiile de bază dinH(rot,Q):

• Funcţii de formă de tip muchie

pentru m = 1, 2, 3 : muchia Em cu vârfurile {e1, e2}

ψN0
m = rot λe1λe2 − λe1 rot λe2

ψEmi = rot
(
LSi+2 (λe1 − λe2 , λe2 + λe1)

)
, for 0 ≤ i ≤ pEm − 1

• Funcţii de de formă de tip celulă

ψC1
i,j = rot ui vj + ui rot vj, for 0 ≤ i+ j ≤ pC − 2

ψC2
i,j = rot ui vj − ui rot vj, for 0 ≤ i+ j ≤ pC − 2

ψC3
j = (rotλ1λ2 − λ1rot λ2) vj, for 0 ≤ j ≤ pC − 2

(3.72)

cu ui := LSi+2 (λ2 − λ1, λ1 + λ2) şi vj := λ3lj (2λ3 − 1)
Funcţiile de bază div-conforme în cazul elementelor 2D triunghiulare se obţin
din cele prezentate anterior, aplicând transformarea Duffy:

D : Q = [−1, 1]2 → T ; (ξ, η)→ (x, y) (3.73)

definită ca

x =
1

4
(1 + ξ) (1− η) ; y =

1

2
(1 + η) , (3.74)

care transforma un pătrat Q în triunghiul de referinta T (Fig. 3.15 ). Transforma-
rea inversă are expresia:

ξ = 2
x

1− y
− 1 =

λ2 − λ1

λ1 + λ2

∈ [−1, 1]

η = 2y − 1 = 2λ3 − 1 = 1− 2λ1 − 2λ2 ∈ [−1, 1]

(3.75)

în care λ1,2,3 sunt coordonatele baricentrice ale triunghiului.
Funcţiile de bază ale pătratului se transformă şi devin funcţiile de bază ale triun-

ghiului. Se obţine urmatoarea ierarhie de functii de forma polinomiale, definite
pe triunghi:
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Figura 3.15: Transformarea Duffy între un pătrat şi un triunghi de referinţă [133]

• Funcţii de tip nod

pentru i = 1, 2, 3 : φVi = λi (3.76)

• Funcţii de tip muchie

pentru m = 1, 2, 3 : muchia Em = [e1, e2]

pentru 0 ≤ i ≤ pEm − 2 : φEmi = LSi+2 (λe2 − λe1 , λe1 + λe2)
(3.77)

• Funcţii de tip celulă

pentru 0 ≤ i+ j ≤ pC − 3, i, j ≥ 1 :

φC(i,j) = LSi+2 (λ2 − λ1, λ1 + λ2)λ3lj (2λ3 − 1)
(3.78)

Dimensiunea spaţiului generat de aceste funcţii de bază este |Wp(T )| = (p+
1)(p+ 2)/2, în cazul polinoamelor unipentrume.
Baze ierarhice de ordin superior, rot-conpentrume:

• Funcţii de tip muchie

pentru m = 1, 2, 3 : muchia Em = [e1, e2].

– Funcţiile ordin redus

ϕN0
m = ∇λe1λe2 − λe1∇λe2
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– Funcţiile de ordin înalt

pentru 0 ≤ i ≤ pEm−1 ϕEmi = ∇ (Li+2 (λe1 − λe2 , λe1 + λe2))

• Funcţiile de tip celulă
Definim
ui := LSi+2 (λ2 − λ1, λ1 + λ2) şi vj := λ3lj (2λ3 − 1)

pentru 0 ≤ i+ j ≤ pC − 2, i, j ≥ 0

– Tipul 1 (câmpuri de gradienţi)

ϕC1
i,j = ∇ (ui vj) = ∇ui vj + ui∇vj

– Tipul 2

ϕC2
i,j = ∇ui vj − ui∇vj

– Tipul 3

ϕC3
0,i = (∇λ1λ2 − λ1∇λ2) vj

Dimensiunea spaţiului generat de aceste funcţii de baza este |Vp(T )| = (p+1)(p+
2), în cazul polinoameleor unipentrume, număr egal cu cel specificat anterior pen-
tru construcţia cu polinoame Lagrange-Sylvester.
Baze ierarhice polinomiale de ordin superior div-conpentrume pe triunghi:

• Funcţii de pentrumă de tip muchie

pentru m = 1, 2, 3 : muchia Em cu vârfurile {e1, e2}

ψN0
m = rot λe1λe2 − λe1 rot λe2

ψEmi = rot
(
LSi+2 (λe1 − λe2 , λe2 + λe1)

)
, pentru 0 ≤ i ≤ pEm − 1

• Funcţii de pentrumă de tip celulă

ψC1
i,j = rot ui vj + ui rot vj, pentru 0 ≤ i+ j ≤ pC − 2

ψC2
i,j = rot ui vj − ui rot vj, pentru 0 ≤ i+ j ≤ pC − 2

ψC3
j = (rotλ1λ2 − λ1rot λ2) vj, pentru 0 ≤ j ≤ pC − 2

(3.79)

cu ui := LSi+2 (λ2 − λ1, λ1 + λ2) şi vj := λ3lj (2λ3 − 1)
Şi de această dată funcţiile de bază se obţin prin rotirea cu 90 de grade a funcţiilor
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de bază ale subspatiului Vp(T ). Dimensiunea spaţiului generat de aceste funcţii de
bază este |Qp(T )| = (p+ 1)(p+ 2). După modelul din 2D, procedura de generare
a funcţiilor de bază se extinde şi în cazul 3D, cu aplicaţii la elemente hexaedrale
şi respectiv tetraedrale. Aplicând transpentrumarea Duffy, sucesiv diferitelor feţe
ale hexaedrului acesta colapsează într-o prismă, apoi într-o piramidă şi în final în
tetraedru. Spaţiul elementelor finite polinomiale poate fi generat de funcţiile de
bază:

P p (T ) :=
{
xiyjzk : 0 ≤ i+ j + k ≤ p, i, j, k ≥ 0

}
, (3.80)

care dacă au ordin unipentrum genereaza secvenţa:

R id−→ P p+1 (T )
∇−→ P p (T )

rot−→ P p−1 (T )
div−→ P p−2 (T )

0−→ {0}. (3.81)

Realizând o construcţie cu polinoame ortogonale Legendre, aşa cun s-a procedat
în cazul 2D se obţine şi în 3D pentru fiecare element, o secvenţă de tip de Rham,
dar de această dată, dimensiunile subspaţiilor elementelor nodale, de muchie, de
faţă şi de volum au în cazul polinoamenlor unipentrume valorile:

|Wp(H)| = (p+ 1)3;

|Vp(H)| = 3(2 + 2)2(p+ 1);

|Qp(H)| = 3(p+ 2)(p+ 1)2,

(3.82)

în care H este elementul hexaedral şi

|Wp(T )| = (p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)/6;

|Vp(T )| = (p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)/2;

|Qp(T )| = p(p+ 1)(p+ 2)/2,

(3.83)

în care T este elementul tetraedral.
Funcţiile de bază definite pe elementul de referinţă K̂ se extind prin transpen-
trumări conpentrume ΦK : K̂ → K pe elementele fizice K şi devin funcţii de
pentrumă definite pe întreaga reţea de discretizare (Th). Funcţiile de bază se
transpentrumă astfel:

• în cazul elementelor din H1: φ := φ̂ ◦ Φ−1
K ;

• în cazul elementelor din H(rot): ϕ := F−TK ϕ̂ ◦ Φ−1
K ;

• în cazul elementelor din H(div): ψ := J−1
K FKψ̂ ◦ Φ−1

K ;

• în cazul elementelor celulare, din L2: ϑ := J−1
K ϑ̂ ◦ Φ−1

K .
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O proprietate remarcabilă a construcţiei descrisă în [133] şi prezentată anterior
este aceea că secvenţa de Rham este exactă nu numai pentru elementele de refe-
rinţă ci şi pentru întreaga triangulaţie, cât şi pentru o parte a ei:

R id−→ Wh,p+1 (Th)
∇−→ Vh,p (Th)

rot−→ Qh,p (Th)
div−→ Sh,p (T )

0−→ {0}. (3.84)

Aceasta proprietate face ca algoritmii de rezolvare iterativă a ecuaţiilor rot-rot să
fie mult mai stabili şi mai robuşti, decât în cazul în care aceasta condiţie nu este
îndeplinită. Strategii pentru construirea bazelor ierarhice pentru elementele finite,
de muchie şi de faţă sunt prezentate şi în [59], [60],
[61], [50],
[81]. Un rol important în estimarea erorii de metodă a soluţiei numerice cu ele-
mente finite şi în studiul convergenţei acestei metode îl are următoarea diagramă
comutativă:

H1 (Ω)
∇−→ H (rot,Ω)

rot−→ H (div,Ω)
div−→ L2 (Ω)⋃ ⋃ ⋃

‖
W V Q S⋃ ⋃ ⋃

‖
Wh

∇−→ Vh
rot−→ Qh

div−→ Sh

(3.85)

în care sunt evidenţiate spaţiile Sobolev, în secvenţa de Rham şi subspaţii ale
lor cu funcţii suficient de netede, notate cu W,V,Q şi S, care sunt aproximate
cu subspaţiile discrete, de elemente polinomiale nodale, de muchie, de faţă şi de
volum: Wh, Vh, Qh şi respectiv Sh. În consecinţă, operatorii de interpolare nodală∏

X(v) =
N∑
i=1

Ni(v)ϕi satisfac relaţiile:

ΠV∇w = ∇ΠWw ∀w ∈ W ⊂ H1 (Ω) ,

ΠQ∇v = rotΠV v ∀v ∈ V ⊂ H (rot,Ω) ,

ΠS∇q = divΠQq ∀q ∈ Q ⊂ H (div,Ω) .

(3.86)

Şi implicit, de la caz la caz, relaţiile Stokes, Gauss şi Green. Teorema care esti-
mează apriori "eroarea de interpolare" afirmă că [133], [120]:

• ‖w −
∏

W w‖1 � hs−1‖w‖s pentru ∀ w ∈ Hs(Ω) cu 3/2 + δ ≤ s ≤
k + 1, δ > 0 şi Wh spaţiul elementelor finite de grad k;

• ‖v−
∏

V v‖0 � hs (‖v‖s + ‖rotv‖s) pentru ∀ v ∈ (Hs(rot,Ω))3 cu 1/2 +
δ ≤ s ≤ k + 1 şi Vh spaţiul elementelor de muchie de grad k;

• ‖q−
∏

Q q‖0 ≺ hs‖q‖s pentru ∀ q ∈ (Hs(div,Ω))3 cu 1/2+δ ≤ s ≤ k+1
şi Qh spaţiul elementelor de faţă de grad k.
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Aici s-a notat cu≺marginirea cu o constanta : < C. Aceaste relaţii generalizează
teorema convergenţei, bazată pe estimarea apriori a erorii şi prezentată anterior,
pentru cazul scalar.

3.4.6 Crime variaţionale
Un alt aspect referitor la erorea de metodă care trebuie menţionat este cel cunos-
cut sub numele de "crima variaţională". Aceasta apare atunci când este violată
condiţia de ortogonalitate Galerkin (3.6)[120], [119]. După cum am văzut, con-
tribuţiile elementelor la matricea sistemului şi la termenii liberi se calculează în
problemele scalare div-grad cu relaţiile:

AK
ij =

∫
K

εK∇ϕi∇ϕjdx+

∫
K

κϕiϕjdx

fKi =

∫
K

fϕdx

(3.87)

iar în cazul problemelor vectoriale de tip rot-rot cu relaţiile:

AK
αβ =

∫
K

µ−1rot ϕα rot ϕβdx+

∫
K

κϕαϕβdx−

−
∫
K̂

µ−1J−1 (FKrot ϕ̂α) (FK rot ϕ̂β) dx+

+

∫
K̂

κ
(
F−TK rot ϕ̂α

) (
F−TK rot ϕ̂β

)
dx̂

fKα =

∫
K

jϕαdx =

∫
K̂

j
(
F−TK ϕ̂α

)
dx̂

(3.88)

În condiţiile în care funcţiile de formă au expresii complicate sau constantele de
material şi sursele variază pe element, atunci aceste integrale se calculează cu me-
tode numerice de tip Gauss sau Simpson [118], [134]. Indiferent care este metoda
numerică folosită pentru integrare, aceasta introduce erori numerice, care perturbă
valoarea atât a funcţionalei biliniare a(., .), cât şi acelei liniare f(.), din membrul
drept. Pentru a simplifica prezentarea vom presupune că doar f(.) este înlocuit cu
o aproximare a fh(.), iar problema rezolvată devine acum a(vh, uh) = fh(uh), iar
relaţia de ortogonalitate Galerkin, fundamentală pentru metoda elementului finit
nu mai este satisfacută: a(u−uh, vh) = a(u, vh)−a(uh, vh) = f(vh)−fh(vh) 6= 0,
iar caracteristicile de optimalitate ale MEF se pierd. Este motivul pentru care se
spune că am comis o crimă variaţională. Pentru a evalua gravitatea acestei crime,
vom folosi următorul majorant al erorii [120], [64]:

||u− uh||∞ ≤ Chm−1|u|Hm(Ω) +
√

(2)/c sup(wl ∈ Vh)|f(wh)− fh(wh)|/||wh||H1(Ω),(3.89)
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în care m − 1 este gradul polinomului funcţiilor de bază. Abaterea funcţionalei
f(.) este acceptabilă, doar dacă termenul al doilea, care descrie efectul acestei
abateri are ordinul erorii O(hm−1) comparabil cu ordinul primului termen. Situ-
aţia în care perturbaţia intervine asupra funcţionalei a(., .) se analizează în mod
asemanator. O crimă variaţională se comite şi prin aproximarea domeniului Ω cu
unul mărginit de o linie poligonală, lucru necesar pentru a aplica metoda elemen-
tului finit triunghiular de ordinul întâi. Toate eceste crime sunt acceptabile, dacă
sunt luate măsurile de precauţie ca eroarea introdusă să nu depăşească ordinul ero-
rii de aproximare intrinsec MEF.
Rafinarea succesivă a ordinului p dă rezultate foarte bune în cazul soluţiilor extrem
de netede (care sunt funcţii analitice, indefinit derivabile, funcţii armonice, soluţii
ale ecuaţiei Lapalce, etc.), la care eroarea scade exponenţial cu creşterea ordinu-
lui p. Pentru a recâştiga această proprietate în cazul problemelor cu singularităţi,
se foloseşte rafinarea hp, care combină rafinarea geometrică adaptivă cu rafinarea
adaptivă a ordinului. Justificarea lor se bazează pe observaţia că în zonele în care
soluţia este netedă este mai eficient să se folosească valori mari ale gradului p, iar
în zonele din vecinătatea singularităţilor, rafinarea spaţială prin micşorarea parme-
trului h este mai eficienta [100]. Algoritmii hp sunt super-convergenţi, asigurând
o scădere exponenţială a erorii pe care strategiile h− sau p− nu o pot obţine. Aşa
cum se vede în Fig. 3.16 problema L-shape este rezolvată prin rafinarea h cu o
rată de convergenţa de 2/3, prin rafinare p cu o rată de 5/4, iar prin rafiare hp cu
o convergenţă exponenţială:

|u− uN | < Ce(−cNδ). (3.90)

Prin rafinare hp− se obţin erori relative pentru câmp de ordinul 10−6 , adică şase
cifre semnificative corecte, cu mai puţin de 10 000 de necunoscute - grade de
libertate.
In Fig. 3.17 se reprezintă principiul strategiei de rafinare hp. Alegerea alternativei

optime de rafinare se face folosind o strategie bazată pe indicatori posteriori de
eroare [96], [36], [31], [108]. Spre deosebire de rafinarea auto-adaptiva de tip h, în
abordarea hp, pe parcursul iteraţiilor, gradul p, dar şi parametrul h pot să crească
sau să scadă (se realizează o rafinare locală, sau dimpotrivă, o scădere a gradului p
şi/sau eliminarea unor noduri, care duce la creşterea lui h şi obţinerea unei reţele
mai grosiere de discretizare). În [87] sunt prezentate, studiate şi comparate nu
mai puţin de 13 strategii privind modul în care se aleg rafinările de tip p sau h. În
Fig. 3.18 este prezentată o reţea de discretizare rezultată în urma rafinarii hp, iar
în fiecare element este indicat ordinul p, folosit în final.

Importanţa abordării hp−FEM este ilustrată şi de faptul că în prezent se de-
rulează în paralel mai multe proiecte de cercetare-dezvoltare a codurilor pentru
aceasta tehnică (http://en.wikipedia.org/wiki/Hp-FEM):

http://en.wikipedia.org/wiki/Hp-FEM
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Figura 3.16: Convergenţa FEM cu rafinare h− (albastru, pentru diferite valori p),
p− (rosu, pentru diferite valori h) şi hp− (verde) [27]

Figura 3.17: Strategia de rafinare hp (http://hpfem.org/hermes2d/
doc/src/tutorial-2.html)

Figura 3.18: Iteraţiile 0, 15 si 25 în rafinare adaptivă hp [36]

http://hpfem.org/hermes2d/doc/src/tutorial-2.html
http://hpfem.org/hermes2d/doc/src/tutorial-2.html


3.4. ELEMENTE FINITE DE ORDIN SUPERIOR 161

• Concepts: C/C++ hp-FEM/DGFEM/BEM biblioteca de funcţii dedicată
rezolvării ecuaţiilor de tip eliptic, dezvoltat de SAM, ETH Zurich (Elveţia)
(http://www.concepts.math.ethz.ch/);

• 2dhp90, 3dhp90: coduri pentru rezolvarea ecuaţiilor eliptice şi a ecuaţii-
lor lui Maxwell, dezvoltate de L. Demkowicz la ICES, UT Austin - SUA-
(http://hpfem.org/main/links.php);

• PHAML: The Parallel Hierarchical Adaptive MultiLevel Project. Software
de element finit dezvoltat la NIST (National Institute for Standards and Te-
chnology), USA, pentru rezolvarea numerică a ecuaţiilor cu derivate parţiale
eleiptice 2D pe calculatoare cu memorie distribuită şi multicore, folosind
rafinare adaptivă a reţelei şi tehnici multigrid - (http://math.nist.
gov/phaml/);

• Hermes Project: biblioteca de functii C/C++/Python pentru realizarea ra-
pidă a prototipurilor de solvere hp-FEM pentru o gamă largă de probleme
multifizice staţionare sau variabile, dezvoltate la University of Nevada, Reno
(USA) şi Institute of Thermomechanics, Prague (Czech Republic) (http:
//hpfem.org/main/);

• PHG: pachet de instrumente pentru dezvoltarea programelor paralele de
elemente finite adaptive, h−, p− şi hp-FEM. PHG este dezvoltat la State
Key Laboratory of Scientific and Engineering Computing, Institute of Com-
putational Mathematics and Scientific/Engineering Computing of Chinese
Academy of Sciences (LSEC, CAS, China). PHG operează cu reţele tetra-
edrale conforme, auto-adaptive, pe sisteme distribuite cu MPI. PHG este
proiectat orientat pe obiecte, ascunzand detaliile privind paralelizarea, per-
miţând utilizatorilor să se concentreze pe aspectele numerice, folosind con-
cepte abstrace referitoare la reţelele de discretizare şi elementele finite -
(http://lsec.cc.ac.cn/phg/index_en.htm).

Următoarele proiecte şi programe au sursele MATLAB disponibile pe net:

• [24] AFEM@matlab este un pachet MATLAB de elemente finite adap-
tive (AFEMs) pentru rezolvarea ecuatiilor cu derivate partile 2D stationare
si evolutive. El contine coduri robuste, eficiente si usor de urmarit pentru
modulele constitutive ale unui cod de elemente finite adaptive. Aceste ca-
racteristici sunt avantaje nu numai pentru înţelgerea metodei elementului
finit, ci şi pentru cercetarea şi dezvoltarea ulterioară. Programul a fost reali-
zat în spiritul "Ten digit, five seconds, and one page". Pentru o comunicare
cât mai uşoară şi pentru o bună educaţie, algoritmii principali au fost scrişi
într-o singură pagină, folosind structuri de date compacte şi comentarii per-
tinente.

http://www.concepts.math.ethz.ch/
http://hpfem.org/main/links.php
http://math.nist.gov/phaml/
http://math.nist.gov/phaml/
http://hpfem.org/main/
http://hpfem.org/main/
http://lsec.cc.ac.cn/phg/index_en.htm
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• [41] Colecţie de rutine, pentru asamblarea, rezolvarea şi estimarea erorii la
elemntele finite P2 (patrulatere de ordinul 2). Codul are scop didactic, nu
este optimizat pentru eficienţă.

• [40] Calculeaza eroarea elementelor finite, măsurată în normele L2 şi H1

pentru probleme 2D. Necesuta MATLAB PDE Toolbox.

Programele şi proiectele cu elemente finite auto-adaptive şi de ordin înalt au o
complexitate mult sporită faţă de cele prezentate în capitolul anterior, dar perfor-
manţele lor sunt mult sporite. Aceasta explică interesul pentru dezvoltarea unor
baze ierarhice cu proprietăţi cât mai bune. În perspectivă, devine tot mai evident
faptul că alegerea tipului de element finit pentru o aplicaţie particulară avansată
tinde să devină o problemă relativ dificilă, pentru rezolvarea căreia nici măcar nu
este necesar un efort de programare, ci unul de înţelegere a unor subtilităţi mate-
matice de nivel tot mai înalt.

3.5 Probleme de câmpul staţionar în medii neliniare
Ecuaţiile lui Maxwell sunt liniare, dar această caracteristică fundamentala este
pierdută, dacă adăugăm la ele ecuaţiile constitutive ale materialelor dielectrice,
conductoare sau magnetice neliniare. Dintre acestea, primele cu care s-au con-
fruntat inginerii interesaţi în dispozitive electromagnetice au fost materialele fero-
magnetice, folosite în construcţia maşinilor şi aparatelor electrice. Relaţia dintre
inducţia şi intensitatea câmpului magnetic, descrisă de caracteristica de magneti-
zare este în cazul acestor materiale una neliniară, prezentând fenomenul de satu-
raţie sau cel de histerezis. Ceva mai tarziu au început să prezinte un mare interes
joncţiunile din dispozitivele semiconductoare, care au o caracteristică de conduc-
ţie putenic neliniară. S-au pus astfel bazele unei noi direcţii de cercetare, şi chiar
a unei noi discipline, cea de modelare şi simulare numerică a dispozitivelor se-
miconductoare [Vasileska 08], a cărei interacţiune cu modelarea electromagnetică
este reprezetată schematic în (Fig. 3.19). Ce este specific acestei discipline este
mai ales modelarea fenomenelor de transport a purtătorilor de sarcină, care poate
fi făcută clasic, semi-clasic sau cuantic (Fig. 3.20). Trebuie remarcat ca această
disciplină are un putermnic caracter multifizic, în modelare intervenind nu numai
ecuaţiile de transport ci şi cele electromagnetice şi de multe ori şi cele termice
[Holst01], [Holst03]. În Fig. 3.21şi fig. 3.22 sunt prezentate câteva imagini re-
prezentative pentru rezultatele privind simularea dispozitivelor semiconductoare.
Acest subiect excede nivelul prezentului document.
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Figura 3.19: Descrierea schematica a simularii dispozitivelor semiconductoare
[Vasileska 08]

Figura 3.20: Ilustrarea ierarhiei modelelor de transport [Vasileska 08]
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Figura 3.21: Rezultatele simularii unui senzor Hall semiconduc-
tor (http://www.silvaco.com/products/vwf/atlas/3D/
magnetic3D/magnetic3D_br.html)

Figura 3.22: Retea de discretizare cu elemente finite a unui dispozitiv semicon-
ductor [microport.com.tw]

3.5.1 Probleme cu caracteristica de magnetizare neliniară

Subiectul de interes este modelarea câmpului magnetic în medii cu caracteristica
de magnetizare neliniara. Folosirea elementelor finite pentru modelarea maşinilor

http://www.silvaco.com/products/vwf/atlas/3D/magnetic3D/magnetic3D_br.html
http://www.silvaco.com/products/vwf/atlas/3D/magnetic3D/magnetic3D_br.html
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electrice, considerând neliniaritatea magnetică a fost subiectul unei teze cu carac-
ter de pionierat în acest domeniu, încă din anii 70 [66], dar şi a unei serii de cărţi
şi articole, dintre care menţionăm [112], [106], [19],
[11], [114]. Progresul este ilustrat de difernţa dintre teza din 1970 şi o teză de
doctorat recentă [23], dar şi de articole recente, din acelaşi domeniu [84], [117],
[57],
[42]. Acest progres ca şi cel realizat în modelarea dispozitivelor semiconductoare
are mai multe aspecte:

• cunoştinţele de fizică, în special cele care se referă la modelarea materia-
lelor neliniare, mergând până la modelele microscopice, semi-clasice sau
cuantice (cum este descrierea dinamicii de magnetizare prin ecuaţia LLG);

• cunoştinţe de matematici aplicate şi metode numerice, care au pus bazele
unor teorii complexe şi consistente, ce stau la baza algoritmilor numerici şi
care evidenţiază posibilităţile dar şi limitele fiecarei abordari noi;

• dezvoltările tehnologiei informaţiei, atât din punct de vedere hardware (le-
gea lui Moore (http://en.wikipedia.org/wiki/Moore’s_law)
care, a dus la creşterea exponenţiala atât a capacităţii de memorare, cât şi
a vitezei de calcul, performanţele sistemelor de calcul crescând fenomenal,
la un nivel de neimaginat), cât şi din punct de vedere software, prin desco-
perirea unor algoritmi fundamentali de mare eficienţă [34], care au dus la
o creştere a vitezei de calcul mult mai mare decât cea descrisă de legea lui
Moore (pana la de 25 de ori mai mult, conform [75] [129]).

Din punctul de vedere al materialelor feromagnetice moi sau dure, modelele lor
computaţionale neliniare se clasifică în:

• modele izotrope neliniare, la care B şi H sunt coliniare, caracteristica de
magnetizare fiind descrisă de o funcţie definită pe semiaxa reală: B =
f(H), cu f : R+ → R+, care exprimă relaţia dintre modulele celor doi
vectori H şi B = µ(H)H, cu µ = 1/ν = f(H)/H;

• modele neliniare anizotrope, descrise de caracteristica vectorial de mag-
netizare B = f(H), cu f : R3 → R3;

• modele dinamice de magnetizare neliniară, în care între B(t) : (tmin, tmax)→
R3 şi H(t) : (tmin, tmax) → R3 intervine un operator integro-diferenţial,
consecinţă a ecuaţiei diferenţiale neliniare dB/dt = F(B,H);

• modele de histerezis, descrise de relaţia neliniara B = F (H), în care de
această dată F : R3 × (tmin, tmax) → R3 × (tmin, tmax) este un operator,

http://en.wikipedia.org/wiki/Moore's_law
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care face să corespundă unui semnal ce descrie variaţia în timp a intensităţii
câmpului magnetic un alt semnal de iesire, ce descrie variaţia în timp a
inducţiei magnetice.

Cel mai simplu model neliniar este cel afin: B = f (H) = µH + Br, definit de
tensorul permeabilităţilor µ şi de inducţia remanenetă (sau echivalent de magne-
tizaţia permanentă Mp = Br/µ0). Acest model util în caracterizarea materialelor
magnetice dure (magneţilor permanenţi) poate fi scos din această discuţie, deoa-
rece, aşa după cum s-a văzut anterior, el generează ecuaţii liniare pentru câmpul
magnetic, în care Br este sursa de câmp.
Modelarea fenomenului de histerezis este un domeniu stiinţific compelx, care s-
a dezvoltat mult în ultima perioadă (http://en.wikipedia.org/wiki/
Hysteresis). Dintre modelele de histerezis, cel care oferă o precizie accepta-
bilă pentru multe dintre aplicaţiile actuale este modelul Preisach (http://en.
wikipedia.org/wiki/Preisach_model_of_hysteresis), dar există
şi modele mai simple, la care precizia totuşi are de suferit.
Pentru început vom considera cazul mai simplu al problemei analizei câmpului.
În condiţii destul de largi pentru caracteristica de magnetizare B = f (H), deci
implicit pentru permeabilitatea statică µ (H) = B/H sau pentru reluctivitatea
magnetică ν (B) = 1/µ = H/B, multe din ecuaţiile şi relaţiile din cazul liniar se
menţin valabile şi în cazul neliniar, cu modificări minore.
Ecuaţiile fundamentale ale regimului magneto-staţionar au în acest caz forma lo-
cală:

• Teorema Gauss: divB = 0 ⇔ ∇B = 0;

• Teorema lui Ampere: rotH = J ⇔ ∇×H = J;

• Ecuaţia constitutivă: B = µ(|H|)H ⇔ H = ν(|B|)B.

Caracterul solenoidal al inducţiei magentice permite definirea potenţialului mag-
netic vector:

B = rotA, (3.91)

care vom presupune că satisface condiţia de etalonare a lui Coulomb:

divA = 0. (3.92)

În consecinţă ecuaţia de ordinul doi satisfăcută de acest potential este:

rot (ν (|B|) rotA) = J ⇔ ∇ (ν (|∇ ×A|)∇A) = J, (3.93)

în care atât reluctivitatea ν = f(B, r) cât şi densitatea de curent J = g(r) sunt
descrise de funcţii cunoscute, pentru orice punct din domeniul de calcul r ∈ Ω.

http://en.wikipedia.org/wiki/Hysteresis
http://en.wikipedia.org/wiki/Hysteresis
http://en.wikipedia.org/wiki/Preisach_model_of_hysteresis
http://en.wikipedia.org/wiki/Preisach_model_of_hysteresis
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De regulă, domeniul Ω este alcătuit dintr-un număr finit de subdomenii omogene
Ωi, i = 1 : n, în fiecare dintre acestea, caracteristica de magnetizare deci implicit
şi reluctivitatea ν = fi(B) sunt independente de punctul r ∈ Ωi. La ecuaţiile
satisfăcute de câmp se adaugă următoarele condiţii de frontieră nule:

• B(r) · n = 0 pentru r ∈ SB;

• H(r)× n = 0 pentru r ∈ SH ,

dar care pot fi şi doua functii nenule b : SB → R,h : SH → R2, definite pe
cele două suprafeţe SB şi SH , care alcătuiesc o partiţie disjunctă a frontierei Σ =
∂Ω = SB ∪ SH . Aceste condiţii de frontieră se exprimă în termeni de poţential
astfel:

• (∇×A (r)) · n = 0 pentru r ∈ SB;

• ∇A(r)× n = 0 pentru r ∈ SH .

Prima condiţie se înlocuieşte de reguă cu una aparent mai tare:

• A (r)× n = 0 pentru r ∈ SB,

dar se demonstrează că în condiţii destul de largi cele două condiţii sunt echiva-
lente [23].
Funcţia care generează neliniaritatea este caracteristica de magnetizare f : R+ →
R+ cu B = f(H), o funcţie care îndeplineşte următoarele condiţii:

• f este continuă şi derivabilă cu µ0 ≤ f ′(s) < ∞ pe întregul domeniu de
definiţie s > 0;

• f are valoarea f(0) = 0;

• derivata sa f ′(s)→ µ0 , atunci când s→∞.

În consecinţă, această funcţie are următoarele proprietăţi [23]:

• este puternic monoton crescatoare:

(f(s)− f(t))(s− t) ≤ µ0(s− t), ∀s, t > 0; (3.94)

• derivata sa f ′ este continuă şi mărginită inferior şi superior

µ0 ≤ f ′(s) < L <∞, ∀s > 0; (3.95)

• f este lipschitziana cu constanta L;
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• f este bijectivă şi deci ∃f−1 : R+ → R+, cu H = f−1(B);

• derivata inversei f−1 este continuă şi marginită inferior şi superior

m = 1/L ≤ f−1′(s) ≤ ν0 = 1/µ0 <∞,∀s > 0; (3.96)

• ν(s) = f−1(s)/s este bine definită, este continuă şi marginită

m ≤ ν(s) ≤ ν0, ∀s > 0; (3.97)

• ν(·) este pe R+ o funcţie puternic monoton crescătoare, cu constanta de
monotonie m şi lipschitziană, cu constanta ν0.

3.5.2 Probleme magnetostaţionare plan-paralele
Să considerăm acum cazul particular al problemelor magnetostaţionare plan-
paralele 2D, cu Ω ⊂ R2, în care densitatea de curent J este orientata axial, şi în
consecinţă, potenţialul magnetic vector A = kA(x, y) va avea şi el componente
trasversale nule, iar ecuaţiile regimului capătă forma:

B(x, y) = iBx(x, y) + jBy(x, y) = rotA(x, y) =

=

∣∣∣∣∣∣
i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
0 0 A

∣∣∣∣∣∣ =

= i
∂A

∂y
− j

∂A

∂x
,

(3.98)

J = kJ(x, y) = rotH =

∣∣∣∣∣∣
i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
Hx Hy 0

∣∣∣∣∣∣ = k

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y

)
. (3.99)

Pentru a simplifica scrierea, am notat aici cu A(x, y) şi cu J(x, y) componenta
axială (după axa Oz) a potenţialului vector şi respectiv a densităţii de curent. Între
aceste doua funcţii scalare există relaţia:

J(x, y) =
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
=
∂(νBy)

∂x
−

− ∂(νBx)

∂y
= −∂(ν∂A/∂x)

∂x
− ∂(ν∂A/∂y)

∂y

(3.100)

care este de fapt o ecuaţie Poisson generalizată scalară:

−div [ν(|grad A|) grad A] = J, (3.101)
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deoarece B = |B| = |rotA| =
√(

∂A
∂y

)2

+
(
∂A
∂x

)2
= |gradA|.

Condiţiile pe frontiera pe Γ = ∂Ω = CB ∪ CH capătă forma simplificată:

• A(r) = 0 pentru r ∈ CB, adica o conditie Dirichlet nula şi

• dA(r)
dn

= 0 pentru r ∈ CH , adică o condiţie Neumann nulă.

Pentru a aduce această problemă la o formă variaţională, vom considera spaţiul
Sobolev V0 = {u ∈ H1(Ω), u(r) = 0 pentru r ∈ CB cu CB de masură nenulă},
cu produsul scalar (u, v)V0 =

∫
Ω
∇u · ∇vdS şi cu norma energetică indusă de

acesta: |u|2 = (u, u)V0 .
Multiplicând ecuaţia (3.101) cu o funcţie arbitrară din V0 şi integrând pe Ω, re-
zultă:

−
∫

Ω

∇ [ν (|∇u|)∇u] vdx =

=

∫
Ω

∇ν (|∇u|)∇u∇vdx−
∫
∂Ω

∇ν (|∇u|) (∇u · n) vdsx,

(3.102)

in care dx = dS este elementul de arie al domeniului plan Ω.
Deoarece v = 0 pe CB şi du/dn = 0 pe CH , rezultă că integrala de pe frontieră se
anulează şi problema are urmatoarea formulare slabă, obţinută prin anularea pro-
iecţiei Galerkin a reziduului pe spaţiul V0: caută u ∈ V0 : a(u, v) = f(v), ∀v ∈ V0

,
cu

a(u, v) :=

∫
Ω

ν(|∇u|)∇u · ∇vdx (3.103)

şi

f(v) :=

∫
Ω

Jvdx. (3.104)

Această problemă este bine formulată, adică are soluţie, aceasta este unică şi de-
pinde continuu de J , conform teoremei lui Zarantonello, cunoscută şi sub numele
de extensia neliniară a teoremei Lax-Millgram, care are următorul enunţ:
Fie V un spaţiu Hilbert, F ∈ V ∗, dualului său şi A : V → V ∗ un operator neliniar
care îndeplineşte condiţiile:

• A este puternic monoton: ∃C > 0 a.î. 〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ C‖u −
v‖V , ∀u, v ∈ V ,

• A ete lipschitzian: ∃c > 0 a.î. ‖A(u)− A(v)‖V ∗ ≤ c‖u− v‖V ,∀u, v ∈ V ,
aunci ecuaţia operaţorială A(u) = F are soluţie unică u∗ ∈ V .
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În cazul nostru, operatorul A : V → V ∗ este definit de a(u, v) = 〈Au, v〉 şi
funcţionala F de 〈F, v〉 = f(v).
Demonstraţia acestei teoreme este constructivă şi se bazează pe teorema de punct
fix a lui Banach [23]. Cele două condiţii impuse operatorului A sunt îndeplinite,
datorită proprietăţilor carcterisiticii de magnetizare ν (se demonstrează că cele
două constante au valorile C = m = 1/L şi c = 3ν0).
S-a arătat în medii liniare, că orice problemă variaţională eliptică, simetrică este
echivalentă cu una de minimizare. Această afirmaţie se poate extinde şi în cazul
nostru neliniar, dacă vom considera funcţionala de energie, ce trebuie minimizată
ca fiind definită de relaţia:

J(v) =

∫
Ω

ϕ (|∇v|) dx− 〈F, v〉 , (3.105)

în care funcţia ϕ : R+ → R este definită de

ϕ(s) =

∫ s

0

ν(t)tdt. (3.106)

Remarcăm că valoarea funcţiei ϕ pentru un câmp magnetic de inducţie B este
egală cu densitatea de volum a energiei sale magnetice:

ϕ(B) =

∫ B

0

ν(b)bdb =

∫ B

0

f(b)db. (3.107)

În aceste condiţii, derivata Fréchet a funcţionalei

J(v) =

∫
Ω

(∫ |∇v|
0

f(b)db− Jv

)
dr (3.108)

este J ′(v) = A(v) − F şi se anulează pentru soluţia ecuaţiei A(v) = F . Mai
mult, dubla derivată J ′′(v) = A′(v) este un operator liniar pozitiv definit, pentru
∀v ∈ V0, deci funcţionala J este convexă şi minimul său este un minim global în
V0.
Acum avem pregătite toate condiţiile pentru a putea ataca rezolvarea numerică
a problemei cu metoda elemetului finit. Pentru aceasta vom utiliza un subspa-
ţiu finit dimenional Vh ⊂ V0, subspaţiu generat de funcţiile de bază nodale ϕ cu
i = 1 . . . Nh, asociate unei triangulaţii Th a domeniului Ω. Problema discretă se
formulează astfel: caută uh în Vh astfel încat: a(uh, vh) = f(vh), ∀vh ∈ V0.
În cazul elementelor finite conforme, buna forulare este moştenită de la problema
continuă, în consecinţă şi problema discretă are soluţie şi aceasta este unică.
Ramâne să mai demonstrăm, în baza unei teoreme de convergenţă, că această so-
luţie numerică tinde către soluţia exactă, atunci când norma triangulaţiei h→ 0.
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În realitate, şi de această dată funcţionale a(., .) şi f(.) nu se calculează exact, ci
doar aproximativ, folosind formule de cuadratură numerică:

QThφ =
∑
T∈t

NT∑
i=1

ωTiφ (zTi)
∼=
∫

Ω

φ(x)dx, (3.109)

în care φ este funcţia de integrat, zTi sunt puncte din interiorul elementului Ti iar
wTi sunt ponderile specifice metodei de integrare numerica folosită, care indife-
rent de metodă satisfac condiţia:

NT∑
i=1

ωTi = measT . (3.110)

Formula de cuadratură este exactă nu numai pentru φ = 1 ci şi pentru polinoamele
de grad 2kT − 2: ∫

Ω

φdx = QTh [φ] (3.111)

pentru

φ|T ∈ P2kT−2(T ), ∀T ∈ Th. (3.112)

În realitate, datorită cuadraturii numerice, se rezolvă problema aproximativă: cauă

uh ∈ Vh a.î. ah (uh, vh) = 〈Fh, vh〉 , ∀vh ∈ Vh, (3.113)

în care

〈Fh, vh〉 ∼= QTh [f · vh] ∼=
∫

Ω

f · vhdx (3.114)

ah (uh, vh) ∼= QTh [ν̃ (|∇uh|)∇uh · ∇vh] ∼=

∼=
∫

Ω

ν̃ (|∇uh|)∇uh · ∇vhdx.
(3.115)

Conform lemei lui Strang pentru probleme neliniare, în condiţiile teoremei lui
Zarantonello, eroarea soluţiei problemei discrete aproximative are eroarea [23]:

‖u∗ − u∗h‖V ≤ inf
vh∈Vh

[(
1 +

L

m

)
‖u∗ − vh‖Vh

]
+

+
1

m
sup
wh∈Vh

|a(vh, wh)− ah(vh, wh)|
‖wh‖Vh

+

+
1

m
sup
wh∈Vh

|〈F − Fh, wh〉|
‖wh‖Vh

,

(3.116)
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care în cazul problemei magnetostaţionare neliniare are expresia:

‖u∗ − u∗h‖V0 ≤

≤ inf
vh∈Vh

[(
1 +

3ν0

m̃ν

)
‖u∗ − vh‖Vh +

1

m̃ν

sup
s≥0
|ν(s)− ν̃(s)| ‖vh‖Vh

]
,

(3.117)

în care ν̃(s) este aproximarea numerică a lui ν(s).
Eroarea pe care o are proiecţia soluţiei exacte pe spaţiul Vh este∣∣∣∣∣u∗ −∏

h

u∗

∣∣∣∣∣
1

≤ C̃hα

(∑
T∈Th

|u∗|21+α,T

)1/2

(3.118)

în care 1 + α este gradul minim al polinoamelor funcţii de bază pentru elemen-
tele finite. Această relaţie demonstrează convergenţa soluţiei numerice către cea
excată, atunci când h→ 0.
Teoria prezentată poate fi extinsă la cazul 3D, pentru rezolvarea problemelor tridi-
mensionale de regim magnetic staţionar în medii neliniare, numai că în acest caz
trebuie folosite elementele de muchie pentru a discteriza operatorul de derivare
spaţială rot-rot.
Pentru a înţelege principiul rezolvării numerice a acestei probleme ar mai trebui
dicutat modul în care se rezolvă sistemul neliniar de ecuaţii algebrice

ah(uh, vh) = fh(vh), (3.119)

în care uh şi vh =
N∑
i=1

Niφi(x), cu φi funcţiile de bază şi Ni gradele de libertate

ale problemei.
Doua sunt metodele cele mai des întâlnite în practică pentru rezolvare a acestui
sistem algebric neliniar:

• metoda punctului fix, [78];

• metod Newton [66], [117].

Ambele sunt metode iterative, prima cere un efort mai mic de calcul la fiecare
iteraţie, dar este în principiu mai lent convergentă, în timp ce a doua metodă este
mai rapid convergentă, dar necesită la fiecare iteraţie calculul matricei jacobian a
sistemului de ecuaţii neliniare ce este rezolvat. Din păcate, chiar dacă este mai ra-
pid convergentă, metoda Newton nu este garantat convergentă, decat în condiţiile
în care iniţializarea este suficient de aproape de soluţia finală a sistemului neliniar.
Metoda punctului fix, chiar dacă este lent convergentă, are avantajul că iteraţiile
ei sunt garantat convergente, în condiţii destul de largi. Un alt avantaj major al
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metodei punctului fix constă în faptul că se poate aplica materialelor cu histerezis
magnetic, în timp ce metoda Newton nu este potrivită pentru astfel de materi-
ale. În literatura se întâlnesc mai multe amendamente aplicate acestor metode sau
combinaţiei lor [78], de exemplu , se recomandă folosirea suprarelaxării pentru a
accelera metoda punctului fix, folosirea subrelaxării pentru a obţine convergenţa
metodei Newton, evaluarea aproximativă sau sporadică (nu la toate iteraţiile) a
matricei jacobian, pentru a reduce efortul de calcul pe iteraţie, cerut de metoda
Newton [66] şi încă multe altele. Una dintre aceste tehnici de robustificare a so-
luţionării problemelor puternic neliniare de mari dimensiuni este cea a abordării
pseudo-tranzitorii, în care problemele staţionare neliniare se rezolvă prin simulare
tranzitorie fictivă, către starea finală staţionară.

3.5.3 Metoda punctului fix al polarizaţiei
Descompune ecuaţia constitutivă în doi termeni:

B = f(H) = µH + I(H) ⇒ I = B− µH = B− µf−1(B) = fB(B),(3.120)

unul liniar caracterizat de permeabilitatea "de calcul" µ şi altul neliniar, descris de
polarizaţia magentică I = fB(B). Acesta este motivul pentru care această metodă
de rezolvare iterativă se mai numeşte şi metoda de punct fix a polarizaţiei, sau
pe scurt metoda polarizaţiei. Metoda se bazează pe teorema punctulu fix al ui
Banach (http://en.wikipedia.org/wiki/Banach_fixed-point_
theorem), conform căreia ecuaţia de punct fix x = F (x) are soluţie şi aceasta
este unică, în condiţiile în are aplicaţia F : X → X , definită pe spaţiul Banach X
cu distanţa d(., .) este o contracţie, adică îndeplineşte condiţia:

d(F (x), F (y)) ≤ qd(x, y), cu q < 1, ∀x, y ∈ X. (3.121)

În spaţiile normate condiţia (3.121) devine ‖F (x)− F (y)‖ ≤ q‖x− y‖, aplicaţia
F trebuie să fie lifschitziană, cu constanta subunitară. Soluţia ecuatiei de punct
fix este limita şirului

x0, x1 = F (x0), x2 = F (x1), . . . , xk+1 = F (xk), . . . −→ x∗, (3.122)

în care distanţa dintre doi termeni succesivi:

d(xk+1, xk) = d(F (xk), F (xk−1)) ≤ qd(xk, xk−1) ≤ qk+1d(x1, x0), (3.123)

tinde către zero, iar limita x∗ satisface ecuaţia x∗ = F (x∗). Rata de convergenţă a
procedurii iterative este dată de relaţia: d(F (xk), F (x∗)) ≤ d(x1, x0)qk/(1 − q).
Cu cât constanta q este mai mică, cu atât şirul de iteraţii este mai rapid convergent.
Pentru a construi soluţia problemei de câmp în acest fel, ar trebui ca ecuaţiile

http://en.wikipedia.org/wiki/Banach_fixed-point_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach_fixed-point_theorem
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câmpului să fie aduse sub forma unor ecuaţii de punct fix, cu operatorul F o
contracţie. Procedeul iterativ corespunde rezolvării succesive a unor probleme
liniare, fictive de câmp, în care constanta de material nu se modifică şi are valoarea
µ "de calcul", iar sursele sunt, pe lângă cele reale şi polarizaţia magnetică care are
distribuţia Ik(Bk), calculată la fiecare iteraţie, în funcţie de inducţia magnetică
generată de polarizaţia magnetică de la iterţia anterioară. Metoda punctului fix
al polarizaţiei porneşte de la o distribuţie arbitrară a polarizaţiei I0 şi parcurge
etapele:

I0 → B1 = FEM(I0)→ I1 = fB(B1) =

= B1 − µf−1(B1)→ B2 = FEM(I1) −→ I2 . . .
(3.124)

în care s-a notat cu FEM(I) soluţia problemei de câmp magnetic staţionar calcu-
lată cu FEM sau cu orice altă metodă numerică sau analitică, iar cu f−1(.) caracte-
ristica de magnetizare H−B a mediului neliniar. Iteraţiile se opresc, atunci când
variaţia relativă a polarizaţiei: ε = ‖In − In+1‖/‖In + In+1‖ are valori acceptabil
de mici.
În general, la iteraţia k : Ik = Bk−µf−1(Bk) = FEM(Ik−1)−µf−1(FEM(Ik−1)),
care la limită tinde către ecuaţia de punct fix: I = FEM(I) − µf−1(FEM(I)),
în care operatorul F (.) = FEM(.)−µf−1(FEM(.)) = FB(FEM(.)) = FB(.)◦
FEM(.) este obţinut prin compunerea a două aplicaţii, una neliniară I = FB(B) =
B− µf−1(B), care presupune trecerea prin caracteristica inversă de magnetizare,
în vederea calculării polarizaţiei magnetice în funcţie de inducţia magnetică ("in-
trarea" se face prin B) şi alta liniară B = FEM(I), care presupune rezolvarea
ecuaţiilor câmpului magnetic staţionar, în mediul virtual cu permeabilitatea µ, şi
care are polarizaţia magnetică I, sursa de câmp.
Aplicaţia FB este o contracţie: ‖FB(B′) − FB(B′′)‖ ≤ q‖B′ −B′′‖, ∀B′,B′′ ∈
(L2(Ω))3, cu q = 1 − µ0/µmax, dacă permeabilitatea de calcul este aleasă astfel
încat 0 < µ < 2µmax, în care µmax este permeabilitatea dinamică maximă , adică
valoarea maximă a derivatei funcţiei B = f(H), pentru H > 0
[56]. Valoarea optimă a permeabilităţii de calcul este µopt = 2µmin·µmax/ (µmin + µmax),
în care µmin = µ0 este permeabilitatea dinamică minimă. Cum şi aplicaţiaFEM(·)
este neexapnsiva în spaţiul L2(Ω), rezultă că procedura de punct fix al polarizaţiei
este convergentă către soluţia exactă a problemei de câmp [78].
Avantajele metodei punctului fix al polarizaţiei sunt următoarele:

• metoda este robustă, deoarece ea este convergentă pentru orice caracteris-
tică de magnetizare strict montonă şi lipschitziană, chiar şi dacă aceasta are
puncte de inflexiune;

• nu sunt necesare calcule preliminare pentru a alege punctul de start, deoa-
rece metoda este convergentă, pentru orice iniţializare;
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• la fiecare iteraţie se rezolvă o problemă liniară de câmp, în care se modi-
fică doar sursele, nu şi caracteristica mediului, ceea ce face ca matricea de
rigiditate, calculată iniţial să rămână neschimbată pe parcursul iteraţiilor;

• nu sunt impuse restricţii sau condiţii suplimentare caracteristicii de magne-
tizare, în consecinţă, aceasta poate fi aproximată liniar pe porţiuni.

Metoda trebuie aplicată cu grijă, pentru a îndeplini condiţiile de convergenţă. De
exemplu, aproximări nemonotone ale caracterisiticii de magnetizare (cum sunt
polinomiale cu efect Runge), sau intrarea în caracteristica de magneitzare prin H
în loc de B, respectiv rezolvarea problemei liniare de câmp cu erori, care fac al-
goritmul expansiv, pot duce la scăderea vitezei de convergenţă, sau şi mai grav, la
pierderea totală a convergenţei.
Rezolvarea la fiecare iteraţie de punct fix a problemei de câmp cu metoda elemen-
telor finite, nici măcar nu necesită dezvoltări teoretice pentru ecuaţii neliniare,
deoarece, de fapt, se rezolvă o problema liniară, virtuală, cu permeabilitate "de
calcul" constantă, cu valoarea optimă µopt. Singurul dezavantaj al acestei metode
este convergenţa sa lentă. În compensaţie, efortul de calcul la fiecare iteraţie este
relativ mic, astfel încât performanţa metodei nu trebuie judecată după numărul de
iteraţii ci după efortul de calcul necesar atingerii unei soluţii acceptabile.

3.5.4 Metoda iterativă Newton
Metoda Newton urmăreste realizarea unei rate de convergenţă sporită (pătratică în
vecinătatea soluţiei). Pornind de la relaţiile obţinute prin proiecţie:∫

Ω

a(u)∇u · ∇vidx =

∫
Ω

f(u)vidx,∀i = 1, 2, · · · , N (3.125)

în care a(u) = ν(|∇u|), iar

u (y) =
N∑
j=1

yjvj (3.126)

se exprimă în funcţie de componetele vectorului gradelor de libertate:
Y = [y1, y2, . . . , yN ]T rezultă sistemul de ecuaţii neliniare:

f(y) = 0, (3.127)

în care

f = (f1, f2, . . . , fN)T (3.128)
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cu

fi(y) =

∫
Ω

a(u)∇u · ∇vi − f(u)vidx. (3.129)

Matricea jacobian J a acestui sistem de funcţii are elementele:

Jij(y) =
∂Fi
∂yj

=

∫
Ω

[
∂a

∂u

∂u

∂yj
∇u+ a(u)

∂∇u
∂yj

]
· ∇vi −

∂f

∂u

∂u

∂yj
vidx (3.130)

în care

∂u

∂yj
= vj; (3.131)

∂∇u
∂yj

= ∇vj. (3.132)

În consecinţă, matricea J are aceeaşi structură de raritate ca matricea de rigiditate
din cazul liniar.
Să presupunem că au fost calculate elementele matricei jacobian, iteraţiile spe-
cifice metoadei Newton se fac dupa relaţiile (http://en.wikipedia.org/
wiki/Newton’s_method), [117]:

yn+1 = yn − J−1 (yn) f (yn) , (3.133)

În realitate, nu se inversează matricea jacobian, ci la fiecare iteraţie se rezolvă
sistemul liniar:

J (yn) δyn+1 = −f (yn) , (3.134)

şi se efectuează pasul yn+1 = yn + δyn+1. Iteraţiile continuă până când vectorul
rezidului f(yn) are norma suficient de mică. Principalele deosebiri care apar în
impelementarea metodei Newton, faţă de cazul liniar constau în:

• la asamblarea matricei de rigiditate, se ţine cont de soluţia de la iteraţia
anterioară şi de permeabilitatea dinamică a mediului magnetic neliniar din
element;

• termenul liber ţine cont şi el de soluţia de la iteraţia anterioară;

• calculele se reiau iterativ, până când corecţia δyn+1 sau reziduul f(yn) au
norma neglijabilă.

http://en.wikipedia.org/wiki/Newton's_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Newton's_method
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În cazul liniar f(y) = J(y)y − b, cu S = J(y) matricea constantă de rigiditate
şi b vectorul surselor. Sistemul rezolvat la iteraţiile Newton devine: S · yn+1 =
J(yn)yn− J(yn)yn +b = b, deci metoda Newton converge în cazul liniar într-o
singură iteraţie.
Asamblarea matricei de rigiditate liniarizate poate fi simplificată, dacă se consi-
deră că ν depinde de B2 şi nu de B [6]. În [23] se arată că operatorul Newton
A′ : V0 → V ∗, definit de derivata Frechet a operatorului nelinar (reprezentat în
cazul discretizat prin matricea jacobian):

〈A(u), v〉 =

∫
Ω

ν (|∇u|)∇u · ∇vdx (3.135)

este coerciv şi mărginit cu constantele:

〈A′(u), v〉 ≥ mν‖v‖2
V0

| 〈A′(u), v〉 | ≤ 3ν0‖v‖V0‖w‖V0

,∀u, v, w ∈ V0 (3.136)

Cu aceste notaţii, iteraţiile Newton pentru rezolvarea sistemului neliniarA(u) = f
au forma:

uk+1 = uk
[
A′
(
uk
)]−1 (

A
(
uk
)
− f

)
(3.137)

în care elementele matricei jacobian, de rigiditate dinamică se calculează cu:

a′(u;w, v) = 〈A′ (u)w, v〉 =

=

∫
Ω

ν (|∇u|)∇w · ∇v +
ν ′ (|∇u|)
|∇u|

(∇u · ∇w) (∇u · ∇v) dx,

u ∈ V0, pentru ∇u 6= 0,

(3.138)

şi

a′(u;w, v) = 〈A′ (u)w, v〉 =

∫
Ω

ν(0)∇w · ∇v dx,

u ∈ V0, pentru∇u = 0.

(3.139)

Condiţiile de convergenţă ale metodei Newton sunt discutate în [23]. În vecinăta-
tea soluţiei, metoda Newton are convergenţă pătratică. În Fig. 3.23 se reprezintă
modul în care converg cele două metode în rezolvarea problemei de test TEAM
Nr.10 (Fig. 3.24), 3D, neliniară de regim magneto-staţionar, dar aşa cum am preci-
zat anteror astfel de comparaţii nu au relevanţă prea mare, pentru că nu evidenţiază
timpul de calcul.
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Figura 3.23: Convergenta metodelor Newton si a punctului fix [78]

Figura 3.24: Problema de test TEAM 10 si reteaua ei de discretizare cu MEF [78]

În această problemă s-au rezolvat ecuaţiile de ordinul întâi ale regimului:

∇×H = J, ∇B = 0,H = νB + I, (3.140)

cu condiţiile de frontieră:

H× n = 0, pe SH

B · n = 0, pe SB
(3.141)

Acestea au fost rescrise în funcţie de potenţialul magnetic vector astfel:

∇× [ν∇×A] = J−∇× I (3.142)

cu conditiile de frontiera

[ν∇×A + I]× n = 0, pe SH

n×A = 0, pe SB.
(3.143)
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Adaugarea condiţiei de etalonare Coulomb pentru potenţialul magnetic vector:
∇A = 0, în vederea unicităţii acestuia a condus la modificarea atât a ecuaţiei:

∇× [ν∇×A]−∇ [ν∇ ·A] = J−∇× I, (3.144)

cât şi la adăugarea unor noi condiţii de frontieră:

A · n = 0, pe SH ,

ν∇A = 0, pe SB.
(3.145)

Aceste ecuaţii conduc la următoarea formă slabă a problemei:∫
Ω

(∇×W [ν∇×A] +∇W [ν∇A]) dΩ =

=

∫
Ω

W · JdΩ−
∫

Ω

∇×W · I dΩ.

(3.146)

Problema se poate rezolva şi fără impunerea condiţiei de etalonare, dar atunci ea
are urmatoarea formă slabă:∫

Ω

∇×W [ν∇×A] dΩ =

=

∫
Ω

∇×W ·T dΩ−
∫

Ω

∇×W · I dΩ,

(3.147)

în care T este potenţialul vector al densităţii de curent: J = ∇×T.
Următoarele fucţionale de energie se minimizează în timpul iteraţiilor neliniare:

F (A) =
1

2

∫
Ω

(
ν |∇ ×A|2 + ν [∇A]2

)
dΩ−

−
∫

Ω

A · J dΩ +

∫
Ω

∇×A · I dΩ,

(3.148)

pentru rezolvarea problemei etalonate, respectiv ne-etalonare:

F (A) =
1

2

∫
Ω

ν |∇ ×A|2 dΩ−

−
∫

Ω

∇×A ·T dΩ +

∫
Ω

∇×A · I dΩ.

(3.149)

Acestea sunt chiar ecuaţiile rezolvate, în metoda punctului fix a magnetizaţiei
(duala metodei polarizaţiei). În schimb, în metoda Newton se rezolvă la fiecare
iteraţie sistemul liniarizat de ecuaţii generat de forma slabă:∫

Ω

∇×W [ν∇× (A + ∆A)] dΩ =

=

∫
Ω

∇×W ·T dΩ−
∫

Ω

∇×W

[
I +

(
∂H

∂B
− ν
)
∇×∆A

]
dΩ,

(3.150)
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în care ∆A este corecţia iteraţiei anterioare, soluţia sitemului liniar, ∂H/∂B este
reluctivitatea dinamică pentru câmpul corespunzător iteraţiei anterioare. Vectorii
I şi A sunt soluţia de la iteraţia anterioară. La prima iteraţie se presupune că A =
0, I = 0, deci ∂H/∂B se calculează în origine şi se notează cu ν, care rămâne
constant pe toate iteraţiile. În acest fel, prima iteraţie este de fapt o iteraţie de punct
fix. În consecinţă, în metoda Newton îmbunătăţită, pentru sporirea robusteţtii, la
fiecare iteraţie se parcurg paşii:

• se generează sistemul de ecuaţii liniarizate şi se rezolvă, calculându-se ∆A;

• dacăF (Ak+1) < F (Ak), atunci se calculează noul potenţial vector: Ak+1 =
Ak+α∆A, cu α = 1, altfel se determină factorul de subrelaxare α ∈ (0, 1),
care minimizează aproximarea parabolică a funcţiei de α : F (Ak + α∆A);

• se calculează în fiecare element B = ∇ × A,H = f−1(B), relucitvitatea
dinamică ∂H/∂B şi polarizaţia magnetică I = H− νB;

• se calculează funcţionala de energie şi dacă nu este îndeplinită condiţia de
oprire:

F (Ak+1)− F (Ak)

F (Ak)
≤ 10−4 (3.151)

se reia procesul iterativ.

Procesul iterativ devine unul de punct fix, dacă reluctivitatea dinamică şi implicit
matricea jacobian se estimeaă doar la prima iteraţie.
Deoarece fenomenul de histerezis are prin excelenţă un caracter dinamic, mode-
larea lui va fi discutată în capitolul următor dedicat problemelor evolutive.

3.6 Rezolvarea problemelor de câmp variabil în timp
Variaţia în timp a câmpului electromagnetic intervine în mai multe regimuri, cum
sunt MQS, EQS sau ED. Problemele întâlnite în aceste regimuri se clasifică în
patru mari categorii:

• probleme de regim tranzitoriu, în care soluţia variază în functie de timpul t,
care aparţine intervalului de interes (tmin, tmax), şi în care se alege de obicei,
în mod convenţional tmin = 0;

• probleme liniare în regim armonic, în care mărimile variază sinusoidal în
timp, cu frecvenţa comună, şi care se rezolvă prin reprezentare în complex;



3.6. REZOLVAREA PROBLEMELOR DE CÂMP VARIABIL ÎN TIMP 181

• probleme de regim periodic permanent nesinusoidal, în care soluţia este
funcţie de periodica de timp, cu perioada T ;

• probleme de valori proprii, în care interesează determinarea frecvenţelor de
rezonanţă şi a modurilor proprii de rezonanţă ale dispozitivelor de micro-
unde (cavităţi rezonante).

Aceste categorii de probleme se deosebesc fundamental, deoarece formularea, dar
şi metodele de rezolvare sunt total diferite. Doar problemele periodice se reduc,
fie la rezolvarea problemeleor armonice, fie la probleme tranzitorii. Indiferent de
tipul problemei, analiza poate fi făcută fie în domeniul timpului, fie în domeniul
frecvenţei.

3.6.1 Câmpuri reprezentate în complex

S-a constatat anterior că după reprezentarea în complex, sau în opreaţional, prin
transformata Laplace, ecuaţiile de ordinul doi satisfăcute de potenţiale, dar şi de
componentele câmpului devin ecuaţii cu derivate parţiale de tip Helmholtz com-
plex. Ele pot fi scalare (de tip div-grad) sau vectoriale (de tip rot-rot). Ecuaţiile
care iniţial erau de tip parabolic sau hipebolic, acum au devenit de tip eliptic, iar
timpul a dispărut din ele ca variabilă independentă, si inclusiv toate derivatele par-
ţiale faţă de el. Aceste ecuaţii liniare se rezolvă cu metoda elementului finit, la fel
cum sunt rezolvate ecuaţiile cu derivate parţiale de tip eliptic, Lapace, Poisson sau
formele lor generalizate. În cazul ecuaţiilor scalare se pot folosi elementele finite
nodale, iar în cazul vectorial sunt recomandabile elementele de muchie. Singura
deosebire este că acum soluţia este complexă şi nu reală, iar funcţionala biliniară
devine o formă sesquiliniară. Trebuie să remarcăm că această abordare se poate
aplica nu numai câmpurilor cu variaţie armonică în timp ci şi la modelarea dis-
pozitivelor liniare, în care câmpul are o variaţie în timp de formă mai complicată.
De axemplu, acesta poate avea o variaţie periodică faţă de timp. În acest caz se
foloseşte descompunerea în serie Fourier, iar atât componentele soluţiei într-un
punct cât şi componentele surselor, în loc să fie numere reale, se reprezintă printr-
un şir de numere complexe (ceficienţii seriei Fourier). Pentru fiecare armonică
se rezolvă o ecuaţie de tip Helmholtz, corespunzătoare frecvenţei respective. Bi-
neînţeles că se trunchiază seriile la un număr finit de termeni, urmând ca ceilalţi
termeni, cu frecvenţe în afara zonei de interes să fie neglijaţi. Reprezentările ope-
raţionale în complex se pot aplica şi unor variaţii în timp mai generale. Aplicând
transformata Fourier (mai ales în varianta ei discretă sau rapidă - FFT, care este
foarte eficientă din punctul de vedere al costului de calcul) sau transformata La-
place (mai exact aproximarea ei discretă, obţinută prin cuadraturi numeriece ale
relaţiilor de definiţie sau de transformată inversă) se pot rezolva probleme liniare



182 CAPITOLUL 3. MODELAREA CU MEF

cu variaţie în timp tranzitorie, cu condiţii iniţiale nule sau respectiv nenule. La fi-
ecare frecvenţă, din cele care alcătuiesc reţeaua de frecvenţe discrete, ecuaţiile se
rezolvă exact la fel cum s-au rezolvat ele în cazul câmpului cu variatie armonica
în timp, reprezentat în complex [68].
În literatură se întâlnesc multe exemple de analiză cu elemente finite a câmpului
variabil armonic în timp, reprezentat în complex, mai ales în regimul MQS şi în
cel general variabil ED [12], [13],
[14], [19], [114], [11], [39], [90], [132], [99] , [104], [63] pentru rezolvarea pro-
blemelor de curenţi turbionari şi cele de propagare, împrăştiere, antene, dispozi-
tive de microunde, etc.
În problemele de propagarea undelor electromagnetice se întâlneşte deseori nece-
sitatea modelării spaţiului fizic deschis, nemărginit. Pentru aceasta se foloseşte
o frontieră fictivă, care margineşte domeniul de calcul, dar de care unda elec-
tromagnetică ar trebui să fie absorbită şi nu reflectată. Impunerea unei condiţii
absorbante de frontieră, care să satisfacă teorema de unicitate a câmpului nu
este deloc simplă din punct de vedere matematic
(http://www.dam.brown.edu/scicomp/media/report_files/BrownSC-2002-09.
pdf, http://www.csc.kth.se/~olofr/NumPDE/EngquistMajda.
pdf).
În aplicaţii, se întâlnesc cel mai frecvent următoarele abordări, pentru această pro-
blemă:

• o condiţie de frontieră (de tip Robin), cu impedanta distribuita superficial,
cum este de exemplu conditia absorbanta (ABC = Absorbing Boundary
Condition) a lui Mur [92];

• un strat fictiv cu proprietăţi de material absorbante, condiţie numită PML =
Perfect Mached layer [132];

• aşa cum în problemele statice şi staţionare, cea mai precisă modelare a do-
meniilor nemărginite se realizează prin operatorul Poincare-Steklov, discre-
tizat prin cuplajul FEM-BEM, şi în cazul general variabil există o abordare
principial similară, dar în care relaţia dintre Et şi Ht de pe frontieră este mai
complicată fiind descrisă de un operator integral, care după discretizare cu
elemente de frontieră-metoda momentelor (MOM - Method of Moments)
generează o abordare FEM-MOM cunoscută şi sub numele de FEM-EFIE
sau FEM-MFIE, în care EFIE înseamnă Electric Field Integral Equation iar
MFIE înseamnă Magnetic Field Integral Equation.[128].

În regimul general variabil, intensitatea câmpului electric satisface după reprezen-
tarea în complex următoarea ecuaţie Helmholtz, la care pentru a asigura unicitatea

http://www.dam.brown.edu/scicomp/media/report_files/BrownSC-2002-09.pdf
http://www.dam.brown.edu/scicomp/media/report_files/BrownSC-2002-09.pdf
http://www.csc.kth.se/~olofr/NumPDE/EngquistMajda.pdf
http://www.csc.kth.se/~olofr/NumPDE/EngquistMajda.pdf
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soluţiei au fost adăugate condiţii de frontieră de tip Dirichlet pe o parte SE a fron-
tierei, pe care este cunoscută componenta tangenţială a câmpului electric şi de tip
Robin, în rest pe SH :

∇×
(
µ−1∇× E

)
−
(
ω2ε− jωσ

)
E = −jωJs în Ω;

n̂× E = P pe SE;

n̂×
(
µ−1∇× E

)
+ γn̂× n̂× E = Q pe SH .

(3.152)

Dacă în această ecuaţie se alege ε = 0, atunci se obţine cazul regimului MQS,
iar dacă σ = 0, atunci se obţine ecuaţia regimului electrodinamic fără pierderi
(EDFP), care iată este o ecuaţie Helmholtz cu coeficienţi reali, deoarece Js poate
fi pur imaginar.
Dacă această ecuaţie este înmulţită în produs scalar cu funcţiile de test Wi, şi
integrată apoi pe domeniul de calcul, rezultă după aplicarea relaţiei lui Gauss,
forma slabă a ecuaţiei Helmholtz:∫

Ω

[
µ−1 (∇×Wi) · (∇× E)−

(
ω2ε− jωσ

)
Wi · E

]
dx+

+

∫
SH

Wi (Q− γn̂× n̂× E) dS = −jω
∫

Ω

Wi · Jsdx.
(3.153)

Diferenţa fundamentală faţă de cazul scalar este că acum se utilizează în locul
funcţiilor de bază nodale, elementele de muchie Wi = Ni(r) şi soluţia este com-
binaţia liniară a acestor elemente de muchie:

E (r) =
Ne∑
j=1

EjNj (r) (3.154)

în care Ej sunt gradele de libertate, egale cu tensiunea electrică de-a lungul celor
Ne muchii ale reţelei de discretizare, cu excepţia celor de pe SE , pe care este
specificată condiţia esenţială de frontieră. Forma slabă a ecuaţiei este acum un
sistem de ecuaţii algebrice liniare, complexe Az = b, în care:

Aij =

∫
S

[
µ−1 (∇×Ni) · (∇×Nj)−

(
ω2ε− jωσ

)
Ni ·Nj

]
dx+

+

∫
SH

γ (n̂×Ni) · (n̂×Nj)dS,

zj = Ej,

bi = −jω
∫

Ω

Ni · Jsdx−
∫
SH

Ni ·QdS.

(3.155)
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Concluzia acestei prezentări este că rezolvarea problemelor reprezentate în com-
plex este similară cu rezolvarea problemelor de regim magnetic staţionar, deose-
birea constând în faptul ca în loc să se rezolve un sistem liniar de ecuaţii reale se
rezolva unul de ecuaţii complexe. Similitudinea dintre expresiile () şi (3.25) pune
în evidenţa faptul ca matricea de rigiditate are aceeaşi structura în ambele cazuri,
fiind una rara şi simetrică.
Ecuaţiile satisfăcute de cele două potenţiale în regimul MQS sunt:

∇× 1

µ
∇×A + σ (jω +∇φ) = Js,

∇ · σ (jω +∇φ) = 0,

∇ · Js = 0.

(3.156)

Acestea se rezolvă în mod natural, folosind elemente de muchie pentru potenţialul
vector A şi elemente nodale scalare pentru potenţialul electric scalar V = φ. În
ciuda dificultăţilor numerice întâmpinate, multe pachete comerciale de elemente
finite au adoptat calea mai comodă, de a folosi elemente nodale şi pentru repre-
zentarea celor trei componente ale potenţialului vector A.
După cum s-a văzut un artificiu pentru evitarea dificultăţilor constă în folosirea
următorarei ecuaţii care întăreşte condiţia de etalonare Coulomb:

∇× 1

µ
∇×A−∇ 1

µ
∇ ·A + σ (jωA +∇φ) = Js,

∇ · σ (jωA +∇φ) = 0.

(3.157)

Cu acest artificiu, operatorul augmentat are caracteristici care îl aproprie de ope-
ratorul Laplace (în sensul că se reduce dimensiunea spatiului nul). Dacă se aplică
∇ primei ecuaţii, se obţine consecinţa

∇2 1

µ
∇ ·A = 0, (3.158)

deci ν∇A satisface ecuaţia lui Laplace, iar dacă ∇A este nul pe frontieră, atunci
∇A se anulează,şi termenul adăugat la ecuaţie este şi el nul. În consecinţă, adă-
ugarea acestui termen nu afectează corectitudinea ecuaţiei. De fapt el nu este nul
pentru modurile fictive de oscilaţie, corespunzătoare unor valori proprii parazite
mici, cărora li se forţează anularea prin adăugarea acestui termen. Un alt avantaj
al eliminării valorilor proprii parazite constă în îmbunătăţirea numărului de con-
diţionare al matricei de rigiditate, ceea ce face ca rezolvarea iterativă a sistemului
liniar să fie mult mai rapidă.
Celălalt dezavantaj, referitor la erorile din zonele în care µ are salturi dispare,
doar prin folosirea elementelor de muchie. Adăugarea termenului penalizator,
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care etaloanează potenţialul vector funcţionează bine la frecvenţe mici, deci şi în
regim staţionar, dar la frecvenţe înalte, matricea devine tot mai slab condiţionată.
Soluţia găsită pentru a elimina acest comportament nedorit este de-a dreptul pa-
radoxală, şi anume să se renunţe de tot la etalonare. Acesta face ca matricea
să devină singulară, dar era cunoscut faptul că unele metode iterative rezolvă cu
succes sisteme liniare nedeterminate, cu condiţia ca termenul liber să fie compa-
tibil (să nu aibă proiecţie pe spaţiul nul al matricei sistemului). Această condi-
ţie poate fi îndeplinită dacă Js este perfect solienoidal, condiţie verificată, dacă
se foloseşte în locul sursei Js, potenţialul său vector Js = ∇ × T, care face
ca Js să aibă ∇Js = 0. Problemele neetalonate au condus la scăderea dras-
tică a numărului de iteraţii efectuate de solverele iterative de tip Krylov [104],
[14]. Prin îmbunătăţirile pe care eliminarea etalonării le aduc spectrului matricei
de rigiditate, putem spune că această abordare actionează ca o precondiţionare
eficientă a rezolvării iterative.
Pentru a ilustra diversitatea aplicaţiilor şi a rezultatelor, ce se pot obţine cu metoda
elementulu finit, în Fig. 3.25 este reprezentată distrubuţia superficială de curent
generată de o antenă plasată la suprafaţa unui avion. Acest rezultat a fost obţinut
cu pachetul ANSYS HFSS, bazat pe FEM în domeniul frecvenţei, şi care pen-
tru rezolvarea problemei 3D, în regim ED armonic pe un sistem de calcul cu 16
procesoare a folosit descompunerea în sudomenii, metoda ce va fi prezentată în
detaliu în subcapitolul urmator.

Figura 3.25: Aplicaţie aeronautică (http://www.ansys.com/)

În Fig. 3.26 este reprezentată distribuţia câmpului electric în interiorul cre-
ierului unui pacient, modelată cu metoda elementelor finite, pornind de la datele
geometrice extrase din datele culese de un tomograf MRI.

http://www.ansys.com/
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Figura 3.26: Aplicaţie bio-medicală
(http://rsta.royalsocietypublishing.org/)

3.6.2 Frecvenţe şi moduri proprii de rezonanţă

O categorie de probleme de mare interes pentru aplicaţiile electromagnetismului
de înaltă frecvenţă este cea a determinării modului în care se distribuie câmpul
electromagnetic, în cavităţile rezonante şi a spectrului ce conţine frecvenţele la
care are loc rezonanţa. Din punct de vedere fizic, problema se referă la un do-
meniu mărginit, în interiorul căruia conductivitatea este nulă, permeabilitatea µ şi
permitivitatea ε sunt funcţii pozitive de punct, iar frontiera este supraconductoare,
deci pe ea câmpul electric tangenţial este nul: Et = 0.
Într-un astfel de sistem, câmpul electromagnetic nu are soluţie unică, pot exista
o infinitate de distribuţii de câmp armonic, fiecare corespunzătore unei frecvenţe
de rezonanţă, proprii cavităţii. Scopul analizei este de a determina cât mai multe
dintre aceste frecvenţe, începând de la cea mai mică.
Ecuaţiile câmpului electromagnetic din interiorul cavităţii au forma:

∇× E + jωµH = 0,

∇×H− jωεE = 0,

∇ (µH) = 0,

∇ (εE) = 0,

(3.159)

iar problema formulată este să se determine pulsaţiile ω, pentru care aceste ecuaţii
au soluţie nenulă, şi modul în care câmpul electromagnetic, cu condiţia de fronti-
eră E× n = 0 pe ∂Ω este distribuit în domeniul Ω. Eliminând câmpul magnetic,

http://rsta.royalsocietypublishing.org/
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rezultă ecuaţiile satisfăcute de câmpul electric:

∇× µ−1∇× E = ω2εE, in Ω

∇εE = 0, in Ω

E× n = 0, pe ∂Ω.

(3.160)

Forma variaţională a acestei probleme se enunţă astfel: gasiţi λ > 0 şi u ∈
H0(rot,Ω), astfel încat:∫

Ω

µ−1∇× u · ∇ × vdx = λ

∫
Ω

εvudx, ∀v ∈ H0(rot,Ω). (3.161)

Folosind spaţiul Vh,p (Th) ∈ H(rot,Ω) al elementelor finite rot-conforme, pro-
blema capătă următoarea form discretă: Să se găsească λh > 0 şi u ∈ Vh,p (Th)
astfel încât:∫

Ω

µ−1∇× uh · ∇ × vhdx = λh

∫
Ω

εuhvhdx, ∀v ∈ Vh,p (Th) . (3.162)

Folosind pentru soluţie expresia

u =
∑

uiϕi (3.163)

în care {ϕi : 1 ≤ i ≤ N} este o bază FEM pentru Vh,p (Th), problema capătă
următoarea formă algebrică: găsiţi λ > 0 şi u ∈ RN , a.î. Au = λMu, în care
A ∈ RN×N este o matrice simetrică pozitiv semidefinită (numită "de rigiditate")
iar M ∈ RN×N este o matrice simetrică pozitiv definită. (numită "de masă").
Elementele matriceleor A şi M se calculaează şi se asamablează, aşa cum s-a
arătat în capitolele anterioare.

Aij =

∫
S

[
µ−1 (∇×Ni) · (∇×Nj)−

(
ω2ε− jωσ

)
Ni ·Nj

]
dx+

+

∫
SH

γ (n̂×Ni) · (n̂×Nj)dS,

zj = Ej,

bi = −jω
∫

Ω

Ni · Jsdx−
∫
SH

Ni ·QdS.

(3.164)

Problemele electromagnetice de moduri de oscilaţie proprii se reduc deci prin
MEF la rezolvarea unor probleme algebtice liniare, de valori şi vectori prorii ale
unor matrice simetrice şi pozitiv definite. Matricea A are un spaţiu nul relativ ex-
tins, fiind asociat câmpurilor gradient. Matricele generate de metoda elemenului
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finit pentru operatorii rot-rot sunt rare, de dimensiuni foarte mari şi prost condiţio-
nate. Aceste caracteristici fac ca algoritmii clasici pentru determinarea valorilor
şi vectorilor proprii ale unei matrice să nu poată rezolva problema în mod ro-
bust. Nici algoritmii iterativi nu sunt potriviţi, în acest caz, deoarece matricele
sunt prost condiţionate. Soluţia găsită pentru rezolvarea problemei a fost folosi-
rea unei metode iterative de tip Gradienţi Conjugaţi, precondiţionaţi cu multigrid.
Pentru a obţine precizia dorită, trebuie să se folosească rafinarea autoadaptivă hp,
dar o mare importanţă o are folosirea funcţiilor de bază conforme cu secvenţa de
Rham [63], [133].
Importanta problemelor de valori proprii ale ecuatiilor lui Maxwell, este ilustrata
în Fig. 3.27, în care se prezintă rezultatul modelarii campului electromagnetic
dintr-o cavitate rezonantă, folosită pentru acceleratoarele de particule. Alte rezul-
tate similare sunt disponibile la (https://slacportal.slac.stanford.
edu/sites/ard_public/bpd/acd/Pages/acmod.aspx) .

Figura 3.27: Rezultatul modelarii unei cavitati rezonante (dasy.de)

3.6.3 Câmpuri în regim tranzitoriu
Analiza câmpului electromagnetic în domeniul timpului se efectuează de obicei
în cazul problemelor de regim MQS şi ED. Dacă mediile sunt neliniare, în regim
tranzitoriu, analiza în frecvenţă nu poate fi aplicată rămânând ca analiza în do-
meniul timpului să fie câmpului în cele două regimuri au deosebiri fundamentale,
în regim MQS ele sunt de natură parabolică, iar în ED sunt de natură hiperbolică.
Aceasta face ca în al doilea caz să apară fenomene de propagare, cu viteză finită, şi
cu posibilitatea definirii frontului de undă, în timp ce în primul caz apar fenomene
de difuzie, câmpul distribuindu-se teoretic instantaneu în întreg spaţiu. În cazul
MQS nu se poate defini viteza de propagare sau lungimea de undă, în schimb se
definesc: adâncimea de pătrundere şi constanta de timp echivalentă de difuzie.

https://slacportal.slac.stanford.edu/sites/ard_public/bpd/acd/Pages/acmod.aspx
https://slacportal.slac.stanford.edu/sites/ard_public/bpd/acd/Pages/acmod.aspx
dasy.de
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În regim general variabil fără pierderi (EDFP), câmpul electromagnetic este
descris de ecuaţii cu derivate parţiale de tip hiperbolic, de forma:

∇×
(

1

µ
∇× E

)
+ ε

∂2E

∂t2
= 0 in Ω,

n̂× E = 0, pe SE, ;

n̂×H = 0, pe SH , ;

E (r, t = 0) = E0 (r) , in Ω,

∂E (r, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= E′0 (r) , in Ω.

(3.165)

la care sunt adăugate condiţii de frontieră (pentru Et sau Ht), dar şi două condiţii
iniţiale, una pentru intensitatea câmpului şi alta pentru derivata ei faţă de timp, la
momentul t = 0.
Dacă se presupune că soluţia numerică se exprimă folosind elemente de muchie
Nj:

E (r, t) =
Ne∑
j=1

Ej(t)Nj (r) , (3.166)

gradele de libertate alcătuiesc un vector cu componentele Ej, j = 1, . . . , Ne, de-
pendente de timp. Aplicând proiecţia Galerkin a ecuaţiei (3.165)pe spaţiul ele-
mentelor de muchie se obţine sistemul de ecuaţii difernţiale ordinare:

Sz(t) + c−2
0 M

∂2z(t)

∂t2
= 0 (3.167)

in care c2
0 = 1/(εµ) este viteza de propagare, S este matricea de rigiditate, M este

matricea de masă cu elementele având expresiile cunoscute pentru elementele de
muchie, iar z este vectoul gradelor de libertate, ce identifică evoluţia în timp a
soluţiei problemei. Metoda numerică standard pentru rezolvarea unui astfel de
sistem de ecuaţii se bazează pe discretizarea cu diferenţe finite a derivatei faţă de
timp. Folosind de exemplu, diferenţe finite centrate, rezultă:

M
(
zn+1 − 2zn + zn−1

)
= − (c0∆t)2 Szn, (3.168)

care este o metodă implicită, deoarece la fiecare pas de timp n = 1, 2, 3, . . .,
trebuie rezolvat un sistem liniar cu matricea M. La primul pas z1 şi z0 sunt cal-
culate pornind de la condiţiile iniţiale. Această metodă de rezolvare a sistemului
de ecuaţii diferenţiale ordinare este stabila, doar în condiţia CFL http://en.
wikipedia.org/wiki/Courant-Friedrich-Lewy_condition, dacă

http://en.wikipedia.org/wiki/Courant-Friedrich-Lewy_condition
http://en.wikipedia.org/wiki/Courant-Friedrich-Lewy_condition
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pasul de timp ∆t ≤ 2/ωmax, în care ωmax este pulsaţia proprie maximă a siste-
mului: −Sz = (ωc0)2 Mz. Deoarece metoda de referinţă pentru rezolvarea ecu-
aţiilor Maxwell în domeniul timpului este metoda FDTD (Finite Difference Time
Domain) (http://en.wikipedia.org/wiki/Finite-difference_
time-domain_method), MEF ar trebui comparată cu aceasta. Cea mai im-
portantă dificultate a amplicării MEF în rezolvarea problemeleor de regim tranzi-
toriu este cea referitoare la necesitatea "inversării" matricei de masă la fiecare
iteraţie. Dificultatea poate fi eliminată, dacă se foloseşte o aproximare diagonală a
matricei M, tehnică numită a concentrării masei. Această abordare functionează
bine, mai ales în cazul reţelelor hexedrale sau dreptunghiulare, caz în care per-
formanţele metodei se aproprie de cele ale FDTD. Totuşi condiţia CFL limitează
mărimea pasului de timp şi conduce la creşterea efortului de calcul necesar si-
mulării. O soluţie este să se folosească metode mai puternic implicite, cum este
metoda Newmark, în care la fiecare pas de timp se rezolvă sistemul:

M
(
zn+1 − 2zn + zn−1

)
= − (c0∆t)2 S

[
θzn+1 + (1− 2θ)zn + θzn−1

]
,(3.169)

metoada stabilă pentru orice valoare a pasului de timp ∆t, dacă parametrul θ ≥
1/4 (acest parametru se alege de obicei θ = 1/2). Evident că atunci când pasul de
timp este prea mare, soluţia numerică se abate mult de la soluţia exactă. Este inte-
resant de remarcat faptul că această schemă de cuadratură este rezultatul aplicării
proiecţiei Galerkin şi a MEF pentru variaţia faţă de timp
[14]. Putem spune deci ca relaţia (3.169) reprezintă discretizarea cu FEM, atât din
punct de vedere spaţial cât şi temporal a ecuaţiilor câmpului electromagnetic.
O altă abordare posibilă este cea care foloseşte metoda Runge-Kutta
(http://en.wikipedia.org/wiki/Runge-Kutta_methods) pentru
integrarea numerică, în domeniul timpului a sistemului de ecuaţii difernţiale ordi-
nare, obţinut prin discretizarea spaţială cu MEF.
În regim qvasistaţionar inducitv (MQS), câmpul electromagnetic este descris
de ecuaţii cu derivate parţiale de tip parabolic, de forma:

∇× 1

µ
∇×A−∇ 1

µ
∇ ·A + σ

(
∂A

∂t
+∇φ

)
= Js,

∇ · σ
(
∂A

∂t
+∇φ

)
= 0,

(3.170)

la care se adaugă condiţiile de frontieră prezentate anterior şi condiţia iniţială, re-
feritoare la distribuţia potenţialului magnetic vector A, în tot domeniul de calcul,
la momentul iniţial t = 0.
Dacă se presupune că potenţialul magnetic vector se exprimă folosind elemente

http://en.wikipedia.org/wiki/Finite-difference_time-domain_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Finite-difference_time-domain_method
http://en.wikipedia.org/wiki/Runge-Kutta_methods
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de muchie Nj , iar potenţialul scalar prin elemente finite nodale:

A(t, r) =
Ne∑
j=1

Aj(t)Nj(r), V (t, r) =
Nn∑
j=1

Vj(t)φj(r), (3.171)

şi se aplică ecuaţiei proiecţia Galerkin pe spaţiul elementelor finite, se obţine sis-
temul de ecuaţii difernţiale ordinare:

Sz(t) + M
dz(t)

dt
+ Gv(t) = b(t); Av(t) = B

dz(t)

t
, (3.172)

în care S şi A sunt matrice de rigiditate, pentru elemente de muchie respectiv
pentru cele nodale, M este matricea de masă, G şi B sunt matrice ce ponderează
derivatele spaţiale, iar z(t) şi v(t) sunt gradele de libertate corespunzătoare po-
tenţialului vector (tensiunile pe muchii) şi respectiv ale celui scalar (valorile în
noduri).
Şi în acest caz se obţine tot un sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare, care se re-
zolvă prin integrare numerică în timp, cu diferenţe finite. De această dată însă,
cele mai simple abordări sunt schema Euler progresivă, regresivă sau combinaţia
lor:

M(zn+1 − zn)/∆t+ S(θzn+1 + (1− θ)zn) + G(θvn+1 + (1− θ)vn) =

= (θbn+1 + (1− θ)bn),
(3.173)

care pentru θ = 0 este metoda progresivă, pentru θ = 1 este metoda regresivă,
iar pentru θ = 1/2 este metoda Crank-Nicholson. Metoda de integrare în timp
prezentată este necondiţionat stabilă, pentru orice θ ∈ [1/2, 1] [120]. Pentru θ <
1/2, deci inclusiv în cazul Euler progresiv, metoda de intregrare este stabilă, doar
dacă pasul de timp este suficient de mic:

∆t ≤ h2

6(1− 2θ)
(1− ε), 0 < ε < 1. (3.174)

În regimul general variabil cu pierderi (ED), câmpul electric satisface ecuaţia:

∂2

∂t2
ε · E +

∂

∂t
σ · E +∇×

(
µ−1∇× E

)
= − ∂

∂t
Jext −∇×

(
µ−1 ·Kext

)
,(3.175)

în care Jext şi Kext sunt sursele de câmp, densitatea de curent electric (rotorul
câmpului magnetic) şi de "curent magnetic" (rotorul câmpului electric), de regulă
nul. Se constată că ecuaţia are un termen de propagare (derivata dublă faţă de
timp), unul de difuzie (derivata simplă faţă de timp) şi un operator (de tip rot-rot)
de derivare spaţială. În [92] se propune ca soluţia FEM să se exprime sub forma:

E (x, t) =
3∑
i=0

∑
j

ei,j(t)W
(C,E)
i,j (x) (3.176)
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în care W sunt funcţiile de bază nodale (C) utilizate în domeniile de omogenitate
sau de muchie (E), utilizitate pe interfeţele între mediile omogene. După proiecţia
Galerkin, ecuaţia câmpului se transformă într-un sistem de ecuaţii diferenţiale
ordinare de forma:∑

i,j

∂2

∂t2
ei,j

∫
D
Wp,q · ε ·Wi,jdV+

+
∑
i,j

∂

∂t
ei,j

∫
D
Wp,q · σ ·Wi,jdV+

+
∑
i,j

ei,j

∫
D

(∇×Wp,q) · µ−1 · (∇×Wi,j)dV =

=
∂

∂t

∫
∂D

Wp,q · (n×H)dA−

− ∂

∂t

∫
D
Wp,q · JextdV−

−
∫
D

(∇×Wp,q) · µ−1 ·KextdV, ∀p, q.

(3.177)

Pentru a asigura caracterul solenoidal al inducţiei electrice, la aceste ecuaţii se
mai adaugă şi condiţia:∑

i,j

ei,j

∫
T

(∇ ·Wp,q) · |ε · µ|−1 · ∇ (εWi,j)dV, ∀p, q. (3.178)

Este evident că sistemul de ecuaţii diferenţiale ordinare obţinut acum prin discre-
tizarea cu FEM are forma:

Mε
d2

dt2
e(t) + Mσ

d

dt
e(t) + Mµe(t) = q(t). (3.179)

Cele trei matrice sunt: Mµ - matrice de rigiditate, Me - matrice de masă şi Mσ -
matrice de amortizare. În regimul MQS, Me = 0, deci ecuaţia nu conţine terme-
nul cu derivata dubă în timp, iar în regim EDFP, Mσ = 0, deci ecuaţia nu conţine
termenul cu derivata de ordinul întâi în timp.
Un program MATALB pentru rezolvarea ecuaţiilor lui Maxwell în regim tranzito-
riu, folosind elemente nodale sau elemente de muchie este disponibil la
(http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=
1&MP_ID=75.
Dintre pachetele de programe software pentru analiza cu MEF, menţionăm GetDP
("General environment for the treatment of Discrete Problems"), care este un me-
diu general de tratare numerică a problemelor stiinţifice, folosind elemente finite

http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=75
http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=75
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mixte pentru a discretiza secvenţa de Rham în 1D, 2D sau 3D.
Caracteristica acestui mediu constă în posibillitatea de a defini simbolic (prin fişi-
ere de text scrise în limbaj propriu) problema de rezolvat: forma slabă a ecu-
aţiilor şi spaţiul finit dimensional al soluţiei numerice. Instrumentele numerice
sunt tratate ca obiecte software. GetDP se poate aplica la rezolvarea numerică
a ecuaţiilor integro-difernţiale, inclusiv a problemelor fizice cuplate (electromag-
netice, termice, etc.) în diferite regimuri (statice, staţionare, tranzitorii, armo-
nice) (http://geuz.org/getdp/. De altfel, utilizarea tehnicilor programă-
rii orientate pe obiecte este subiectul mai multor lucrări şi proiecte (http://
www.lmc.ep.usp.br/pesquisas/bem/oop/mackerle.pdf, http:
//www.oofem.org/en/oofem.html, http://www.calpoly.edu/~garcher/
archer.pdf, http://oatao.univ-toulouse.fr/5378/1/Pantale_
5378.pdf, http://www.fetk.org/, urlhttp://fetk.org/codes/mc/, http:
//fetk.org/codes/mclite/, http://www.dealii.org/, http://
www.ofeli.net/.

3.6.4 Câmpuri variabile în medii nelinare şi cu histerezis
În multe aplicaţii este necesară modelarea unor maşini şi aparate electrice, care
funcţionează la frecvenţă industrială şi care conţin piese feromagnetice. Chiar
dacă sunt neliniare din punct de vedere magnetic, acestea sunt modelate de multe
ori ca medii liniare, cu B = µH, în care µ este permeabilitatea dinamică iniţială,
pentru, H = 0. Deoarece aceasta abordare nu ia în considerare saturaţia magne-
tică, ea este acceptabilă doar pentru câmpuri mici. Tehnica a fost extinsă pentru
a considera şi fenomenul de histerezis. Utilizând o permeabilitate complexă, se
obţine o modelare aproximativă a pierderilor prin histerezis, aproximând de fapt
ciclul cu unul de forma eliptică (în regim armonic, atât B cât şi H variază sinuso-
idal în timp, deci dacă sunt defazate dependenţa dintre ele se reprezintă în planul
B −H printr-o elipsă).
Abordarea liniară, chiar dacă este simplă, nu este satisfăcătoare la câmpuri mai
mari, atunci când neliniarităţile materialelor feromagnetice devin importante. Da-
torită lor, mărimile nu mai au variaţie perfect sinusoidală în timp, dar rămân totuşi
cu variaţie în timp periodică, permanentă, deformată, nesinusoidală. De regulă
abaterea de la sinusoidă nu este foarte mare, ceea ce face posibilă analiza folosind
serii Fourier trunchiate la un număr relativ mic de armonici (maxim 5−10, şi mai
rar până la 100). Analiza câmpului magnetc MQS în domenii feromagnetice cu
metoda analizei armonice reprezintă un instrument puternic pentru multe aplica-
ţii electrotehnice industriale. Fiind o problemă neliniară, abordarea este cunos-
cută şi sub numele de metoda balanţei armonice, deoarece se analizează fiecare
armonică în parte, relaţia constitutivă , de material făcând legatura dintre armo-
nici, asigură echilibrul armonic [35] ,(http://en.wikipedia.org/wiki/

http://geuz.org/getdp/
http://www.lmc.ep.usp.br/pesquisas/bem/oop/mackerle.pdf
http://www.lmc.ep.usp.br/pesquisas/bem/oop/mackerle.pdf
http://www.oofem.org/en/oofem.html
http://www.oofem.org/en/oofem.html
http://www.calpoly.edu/~garcher/archer.pdf
http://www.calpoly.edu/~garcher/archer.pdf
http://oatao.univ-toulouse.fr/5378/1/Pantale_5378.pdf
http://oatao.univ-toulouse.fr/5378/1/Pantale_5378.pdf
http://www.fetk.org/
http://fetk.org/codes/mclite/
http://fetk.org/codes/mclite/
http://www.dealii.org/
http://www.ofeli.net/
http://www.ofeli.net/
http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_balance
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Harmonic_balance. Câmpul electromagnetic satisface ecuaţiile fundamne-
tale ale acestui regim, care datorită caracteristicilor de magnetizare devin ecuaţii
neliniare. Analiza numerică a acestui câmp se poate realiza cu MEF, urmând ca
sistemul de ecuaţii difernţiale ordinare neliniare, generat de proiecţia Galerkin să
fie rezolvat printr-o metodă numerică, pentru a găsi o soluţie periodică. Aceasta
poate fi determinată, fie prin metoda balanţei armonice, fie prin metoda balistică
("shooting method"), care constă în simularea iterativă a regimului tranzitoriu al
sistemului, pe parcursul unei (semi)perioade, pornind de la condiţii iniţiale arbi-
trare şi apoi folosind valoarea variabilelor de stare după o perioadă, se iterează
condiţia iniţială, până când aceasta ajunge să fie egală cu valoarea sa după o peri-
oadă
[97]. Indiferent de metoda folosită pentru determinarea câmpului (în domeniul
timpului sau în domeniul frecvenţei), această analiză este reluată într-un ciclu de
iteraţii neliniare, până când este îndeplinit criteriul de oprire (referitor la abaterea
de la periodicitate, care trebuie să fie suficient de mică). Iteraţiile neliniare au la
bază fie metoda punctului fix, fie metoda Newton sau variante ale acestora.
În [57] se prezintă o metodă eficientă pentru analiza curenţilor turbionari cu varia-
ţie periodică în timp, în medii neliniare din punct de vedere magnetic. Abordarea
este bazată pe metoda punctului fix al polarizaţiei şi pe descompunerea Fourier
a variaţiei periodice în timp a magnetizaţiei. Ecuaţiile câmpului se rezolvă in-
dependent pentru fiecare armonică, iar apoi se sumează seria Fourier a inducţiei
magnetice, funcţie care trecută prin caractristica de magnetizare determină varia-
ţia în timp a magnetizaţiei. Aceasta este descompusă în serie Fourier trunchiată
pentru a determina armonicile magnetizaţiei, care devin surse de câmp în iterţia
următoare. Următorul procedeu iterativ de tip Picard-Banach:

. . .M(n−1) S−→M(n−1)
a

T−→ B(n) G−→M(n) . . . (3.180)

converge către soluţia problemei, care este punctul fix al aplicaţiei W = S◦T◦G,
unde S este operatorul contractiv de trunchiere a seriei Fourier, T este operatorul
neexpansiv care indică inducţia B - soluţie a problemei de câmp, obţinută printr-o
metodă numerică, pornind de la sursele câmpului, printre care şi magnetizaţia M
de la iteraţia anterioară, iar G este operatorul contractiv, care descrie caracteris-
tica de magnetizare (magnetizaţia M în funcţie de inducţia B). Aici s-a folosit
magnetizaţia M = νI, în locul polarizaţiei magnetice I = µM, schimbare ce nu
modfică esenţa procesului iterativ, cât timp "intrarea" în caracteristica de magne-
tizare se face prin B iar µ = 1/ν este o constantă ce reprezintă permeabilitatea
"de calcul".
Spre deosebire de metoda Newton, metoda punctului fix foloseşte o permeabilitate
"de calcul", care este menţinută constantă pe toată durata iteraţiilor, neliniaritatea
caracteristicii de magnetizare fiind transferată în neliniaritatea relaţiei constitutive

http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_balance
http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_balance
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B −M. Astfel, la fiecare iteraţie, neliniaritatea devine sursă de câmp într-o pro-
blemă virtuală, liniară, care se rezolvă în domeniul frecvenţei.
Metoda puntului fix a polarizaţiei sau cea a magnetizaţiei are avantajul că poate fi
extinsă pentru a fi aplicată şi materialelor cu histerezis magnetic. Dintre modelele
de histerezis magnetic, cel cu precizie acceptabilă pentru materialele feromagne-
tice este modelul Preisach, descris de o relaţie de forma:

y(t) =

∫∫
α≤β

µ (α, β) γ (α, β, x(t))dαdβ (3.181)

în care, în modelul direct x = H(t) este intensitatea campului magnetic iar
y = B(t) este inducţia magnetică. Dacă x = B şi y = H , atunci modelul de
histerezis se numeşte invers. În relaţia Preisach, variabilele α şi β sunt câmpu-
rile de comutaţie ale histeronului rectangular, iar µ(α, β) este funcţia de distri-
buţie, caracteristica fiecărui material, în timp ce γ este caracteristica histeronu-
lui elementar (http://en.wikipedia.org/wiki/Preisach_model_
of_hysteresis - Fig. 3.28. Relatia (3.181) exprimă semnalul de iesire y(t)
ca o medie ponderată a semnalelor de ieşire ale unei mulţimi de histeroni elemen-
tari cu diferiţi parametri.
Un model mai simplu, care elimină necesitatea dublei integrale şi o aproximează

Figura 3.28: Caracteristica histeronului elementar

cu o sumă este cel descris de relaţia:

y(t) = −E (α0, β0) + 2
K∑
k=1

[E (αk, βk−1)− E (αk, βk)] (3.182)

caracterizat de funcţia Everett E(α, β). În [79] se prezintă o procedură de mă-
surare a acestei funcţii şi implicit de determinare experimentală a modelului de
histerezis al materialelor anizotrope.
Modelul extras cu aceasta tehnică a fost apoi folosit, pentru a calcula distribu-
ţia câmpului magnetic din transformatorul reprezentat în Fig. 3.29. Rezultatele
numerice obţinute, comparate cu cele măsurate sunt prezentate în Fig. 3.30.

http://en.wikipedia.org/wiki/Preisach_model_of_hysteresis
http://en.wikipedia.org/wiki/Preisach_model_of_hysteresis
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Figura 3.29: Vizualizarea rezultatelor unui dispozitiv analizat cu FEM [84]

Figura 3.30: Ciclul de histerezis şi variaţia în timp a inducţiei magnetice [84]

Problema a fost rezolvată cu MEF, pentru potenţialul magnetic redus Φ al
intensităţii câmpului magnetic:

H = T0 −∇Φ, (3.183)

care satisface ecuaţiile:

∇ · (µ0∇Φ) = ∇ · (µ0T0) , in Ω0 - cu material ne-magnetic
∇ · (µFP∇Φ) = ∇ · (µFPT0) +∇ ·R, in Ωm - cu material magnetic;

(3.184)

în care T0 este potenţialul vector al densităţii de curent ∇×T0 = J0, iar R este
"reziduul" punctului fix, definit de

B{H} = µFPH + R, in Ωm, (3.185)
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unde s-a notat cu B{H} relaţia de histerezis magnetic, iar cu µFP = (µmax + µmin) /2,
permeabilitatea de calcul.
Iteraţiile neliniare prin metoda punctului fix al magnetizaţiei, folosind un model
direct de histerezis au avut următorii paşi:

• Se genereaza matricea K a sistemului liniar de ecuatii, care nu se modifica
pe parcursul iteratiilor;

• Folosind reziduul R se determină termenul liber b al sistemului de ecuaţii;

• Se rezolvă sitemul liniar Kx = b, deteminându-se vectorul x al potenţialu-
lui magnetic redus din noduri;

• Se calculează intensitatea câmpului magnetic H = T0 − ∇Φ, din fiecare
element, şi apoi din operatorul Preisch, aplicat o singura dată pe fiecare
element se determină inducţia magnetică B.

• Se actualizează reziduul R din fiecare element, plasat în domeniul feromag-
netic.

• Se determină eroarea soluţiei numerice. Folosind reziduul R din ultimele
două iteraţii se calculează ||Hn − Hn−1||, iar dacă este mai mic decât o
abatere acceptabilă, atunci calculele se opresc, altfel ele se reiau de la pasul
al doilea.

Calculele au fost efectuate în MATLAB, folosind funcţii oferite de pachetul COM-
SOL, pe un calculator cu un procesor dual AMD şi 32 GB RAM. Perioada de timp
a fost divizată în 72 paşi, iar reţeaua de discretizare spaţială 2D a avut cca. 10.000
elemente triunghiulare cu 50.000 grade de libertate.

3.7 Descompunerea în subdomenii. Rezolvări itera-
tive în paralel

Dezvoltarea proiectării şi ingineriei asistate de calculator face ca cerearea pen-
tru modelări şi simulări electromagnetice să fie tot mai consistentă şi să se refere
la probleme tot mai complicate. Acestea nu pot fi rezolvate decât pe sisteme de
calcul tot mai performante, care în prezent, au de regulă mai multe procesoare.
Trecerea de la sistemele monoprocesor, programate secvenţial la cel multiproce-
sor cere o nouă paradigmă în dezvoltatrea şi utilizarea programelor şi algoritmilor
de calcul. Prin această schimbare în tehnologia informaţiei, nu are loc doar un
progres continuu, ci o adevarată revoluţie informatică, care trebuie susţinută ştiin-
ţific şi cu resurse financiare şi umane corespunzatoare.
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Principiul fundamental de abordare a problemelor în noua paradigmă: "Divide
et Impera" (Împarte şi Stăpâneşte) are ca principal corespondent în modelarea
electromagnetică, tehnica numită a Descompunerii în Subdomenii (DD - Domain
Decomposition) [98], [33] , [133].
DD este o metodă scalabilă de rezolvare în paralel, prin metode iterative a ecu-
aţiilor cu derivate parţiale, cu aplicaţii în rezolvarea unor probleme de mari di-
meniuni, din inginerie, calculul ştiinţific, matematici aplicate şi calculatoare. Ea
include şi abordările multigrid şi multinivel, de rafinare auto-adaptivă. Resursele
cele mai importante referitoare la aceasta metoda sunt disponibile pe net la:

• PETSc from Argonne Nat. Lab., USA, (http://www.mcs.anl.gov/
petsc/petsc.html);

• INRIA, Franta, MODULEF- (http://www-rocq.inria.fr/modulef/);

• Universite Pierre et Marie Curie Laboratoire Jacques-Louis Lions - Free-
Fem++ - (http://www.freefem.org/ff++/);

• Organizatia DDM: (www.ddm.org).

Următoarele cărţi sunt referinţe în acest domeniu:
[115], [102],
[124], [86].
Ideile de bază ale metodei DD sunt urmatoarele:

• se descompune domeniul de calcul al problemei de rezolvat în subdomenii,
care se suprapun sau nu;

• se rezolvă ecuaţiile cu condiţii de frontieră alese corespunzator, în fiecare
domeniu, de regulă pe sisteme de calcul sau procesoare separate;

• se rezolvă probleama şi pe o reţea grosieră, care conţine date de pe frontie-
rele subdomeniilor;

• se evaluează soluţia globală folosind reţelele locale şi cea globală grosieră
şi dacă precizia ei nu este acceptabilă, atunci se reia rezolvarea iterativ.

Metoda DD este calea principală pentru a folosi eficient FEM pe sisteme multi-
procesor, pentru rezolvarea unor probleme de mari dimensiuni. Preferinţa pentru
abordările iterative din DD este justificată de faptul că metodele directe de rezol-
vare nu sunt competitive la dimensiuni foarte mari (limita fiind de ordinul sute de
mii în 3D- şi de un milion de necunoscute în 2D), chiar dacă aceste metode sunt
preferate la dimensiuni mici (sub zece mii de necunoscute). Principalele imple-
mentări ale metodelor directe pentru rezolvarea în paralel a sistemelor de ecuaţii
algebrice liniare sunt următoarele:

http://www.mcs.anl.gov/petsc/petsc.html
http://www.mcs.anl.gov/petsc/petsc.html
http://www-rocq.inria.fr/modulef/
http://www.freefem.org/ff++/
www.ddm.org
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• PARDISO (http://www.pardiso-project.org);

• SUPERLU (http://crd.lbl.gov/?xiaoye/SuperLU);

• SPOOLES(www.netlib.org/linalg/spooles/spooles.2.2.html);

• MUMPS (http://graal.ens-lyon.fr/MUMPS/);

• UMFPACK (http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack).

Dar indiferent de implementare, factorizarea LU care stă la baza lor are un ordin
mare de complexitate [33] Tabelul (3.2).

Matrice d = 1 d = 2 d = 3
Dense O(n3) O(n3) O(n3)

Banda O(n) O(n2) O(n7/3)

Rare O(n) O(n3/2) O(n2)

Tabela 3.2: Ordinul de complexitate al factorizării LU [33]

3.7.1 Studiu de caz - doua subdomenii

Pentru simplitatea prezentării, se consideră ca problemă model ecuaţia cea mai
simplă, de tip Pisson, cu condiţii Dirichlet nule pe frontieră. Folosind proiec-
ţia Galerkin, se caută soluţia slabă a acestei ecuaţii în spaţiul Solbolev H1

0 (Ω).
Aplicand MEF, pe o reţea de elemente finite conforme de pe Ω, se discretizează
problema, căutând soluţia în subspaţiul V ⊂ H1

0 (Ω), generat de funcţiile de baza
φj , care sunt polinoame definite pe fiecare element. Soluţia numerică se obţine
rezolvând sistemul de ecuaţii liniare Au = f , în care

AK
ij = εK

∫
K

∇ϕi∇ϕjdx+

∫
K

kϕiϕjdx =

= εK̂
∫
K̂

(FK)−T∇ϕ̂i(FK)−T∇ϕ̂jJdx̂+

∫
K̂

kϕ̂iϕ̂jJdx̂

fKi =

∫
K

fϕdx =

∫
K̂

f ϕ̂iJdx̂

(3.186)

Dacă se descompune domeniul Ω al problemei în mai multe subdomenii, care se
pot suprapune sau nu ca în (Fig. 3.31, în care s-a ales pentru simplitate, numărul

http://www.pardiso-project.org
http://crd.lbl.gov/?xiaoye/SuperLU
www.netlib.org/linalg/spooles/spooles.2.2.html
http://graal.ens-lyon.fr/MUMPS/
http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack
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subdomeniilor egal cu doi), atunci ecuaţiile capătă forma:

−∆ui = f, in Ωi, i = 1, 2,

ui = 0, in ∂Ωi \ Γ,

u1 = u2, pe Γ,

∂u1

∂n1

=
∂u2

∂n2

, pe Γ,

(3.187)

care după discretizare devin:

Figura 3.31: Descompunerea în subdomenii


AiIIu

i
I + AiIΓu

i
Γ = f iI , i = 1, 2 (i)

u1
Γ = u2

Γ = uΓ (D)

A1
ΓIu

1
I + A1

ΓΓu
1
Γ − f 1

Γ = −
(
A2

ΓIu
2
I + A2

ΓΓu
2
Γ − f 2

Γ

)
= λΓ (N)

(3.188)

sau în forma bloc-matriceală:

Au = f ⇔

 A1
II 0 A1

IΓ

0 A2
II A2

IΓ

A1
ΓI A2

ΓI AΓΓ

 u1
I

u2
I

u1
Γ

 =

 f 1
I

f 2
I

f 1
Γ

 . (3.189)

Dificultatea principală este că nu sunt cunoscute complet (pe interfaţa Γ) condiţiile
pe frontieră pentru fiecare subdomeniu. Folosind complementul Schur http://
en.wikipedia.org/wiki/Schur_complement se poate determina uΓ şi
folosind tehnica FETI http://en.wikipedia.org/wiki/FETI se poate
determina λΓ, dar aceasta necesită efort mare de calcul. Soluţia ar fi să se por-
nească de la o iniţializare arbitrară pentru uΓ sau λΓ şi să se itereze, rezolvând
succesiv problemele din subdomenii. Se identifică patru abordări posibile: D-D

http://en.wikipedia.org/wiki/Schur_complement
http://en.wikipedia.org/wiki/Schur_complement
http://en.wikipedia.org/wiki/FETI
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(ambele subdomenii cu condiţii Dirichlet), N-N (ambele subdomenii cu condiţii
Neumann), D-N, N-D (un subdomeniu cu condiţii Dirichlet şi altul cu condiţii
Neumann). Pentru a fi eficientă, rezolvarea iterativă se face cu metode moderne
de tip Krylov (de exemplu gradienţi conjugaţi precondiţionaţi PCG sau GMRES,
dacă matricea sistemului este nesimetrică). Pentru simpliatea prezentării, în con-
tinuare se foloseşte pentru ilustrare cea mai simplă metodă iterativă, Richardson
(http://en.wikipedia.org/wiki/Richardson_iteration).
Dacă este determinat, complementul Schur S (Fig. 3.32) permite determinarea
condiţiilor Dirichlet de pe frontieră între subdomenii, prin rezolvarea sistemului
liniar: SuΓ = qΓ, în care:

S = AΓΓ − A1
ΓI

(
A1
II

)−1
A1
IΓ − A2

ΓI

(
A2
II

)−1
A2
IΓ = S1 + S2,

gΓ = g1
Γ + g2

Γ,

giΓ = f iΓ − AiΓI
(
AiII
)−1

f iI ,

(3.190)

iar componentele interioare elimnate sunt solutia problemei Dirichlet in fiecare
subdomeniu:

uiI =
(
AiII
)−1 (

f iI − AiIΓuΓ

)
. (3.191)

Necunoscutele interioare pot fi calculate şi rezolvând probelemele Neumann:

Figura 3.32: Complementul Schur [98](
AiII AiIΓ
AiΓI AiΓΓ

)(
uiI
uiΓ

)
=

(
f iI

f iΓ + λiΓ

)
, i = 1, 2. (3.192)

în care conditi̧ile de frontieră pot fi exprimate de relaţia:(
S1−1

+ S2−1
)
λΓ = dΓ, (3.193)

cu

dΓ = −S1−1
g1

Γ + S2−1
g2

Γ, (3.194)

obţinută prin eliminarea componentelor interioare ale soluţiei:

uiΓ = Si
−1 (

giΓ + λiΓ
)
. (3.195)

http://en.wikipedia.org/wiki/Richardson_iteration
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Algoritmul iterativ Schwarz D-N porneste pentru n = 0 de la o initalizare
pentru uΓ0 si are etapele:

• rezolvă problema Dirichlet pe domniul Ω1 şi determină un+1/2
1 :

(D)


−∆u

n+1/2
1 = f, in Ω1,

u
n+1/2
1 = 0, pe Ω1 \ Γ,

u
n+1/2
1 = unΓ, pe Γ,

⇒ A1
IIu

1,n+1/2
I + A1

IΓu
n
Γ = f 1

I .(3.196)

• rezolvă problema Neumann pe domeniul Ω2 şi determină un+1
2 :

(N)


−∆un+1

1 = f, in Ω2,

un+1
2 = 0, pe Ω2 \ Γ,

∂un+1
2

∂n2

= −∂u
n+1/2
1

∂n1

, pe Γ.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣⇒
⇒
(
A2
II A2

IΓ

A2
ΓI A2

ΓΓ

)(
u2,n+1
I

ũ2,n+1
Γ

)
=

(
f 2
I

fΓ − A1
ΓIu

1,n+1/2
I − A1

ΓΓu
n
Γ

)
.

(3.197)

• actualizează valorile de pe frontiera: un+1
Γ = θũn+1

Γ + (1− θ)unΓ şi reite-
rează până la îndeplinirea criteriului de oprire.

Metoda iterativă Richardson pentru rezolvarea sistemului SuΓ = gΓ foloseşte ecu-
aţia precondiţionată S2−1

S = I+S2−1
S1 ce corespunde sistemului S2

(
un+1

Γ − unΓ
)

=

θ (gΓ − SunΓ), obţinut prin eliminarea variabilelor interne u1,n+1/2
I şi u2,n+1

I .

Algoritmul iterativ Schwarz N-N porneste tot de la iniţializarea pentru uΓ0,
dar are etapele:

• rezolva problema Dirichlet pe subdomeniile Ωi, i = 1, 2 cu condiţia iniţială
de frontieră şi determină un+1/2

i , pentru n = 0:

(Di)


−∆u

n+1/2
i = f, in Ω1,

u
n+1/2
i = 0, pe Ω1 \ Γ,

u
n+1/2
i = unΓ, pe Γ,

⇒ AiIIu
i,n+1/2
I + AiIΓu

n
Γ = f iI .(3.198)

• rezolvă problema Neumann pe domeniile Ωi cu condiţii de frontieră sumate
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şi determină un+1
i :

(Ni)


−∆un+1

i = 0, in Ωi,

un+1
i = 0, pe ∂Ωi \ Γ,

∂un+1
i

∂ni
=
∂u

n+1/2
1

∂n1

+
∂u

n+1/2
2

∂n2

, pe Γ.

⇒
⇒ (Ni)

(
AiII AiIΓ
AiΓI AiΓΓ

)(
ui,n+1
I

ui,n+1
Γ

)
=

(
0
rΓ

)
.

(3.199)

cu

rΓ =
(
A1

ΓIu
1,n+1/2
I + A1

ΓΓu
n
Γ − f 1

Γ

)
+
(
A2

ΓIu
2,n+1/2
I + A2

ΓΓu
n
Γ − f 2

Γ

)
(3.200)

• actualizează valorile de pe frontiera: un+1
Γ = unΓ − θ

(
u1,n+1

Γ + u2,n+1
Γ

)
şi

reiterează până la îndeplinirea criteriului de oprire.

Din problema Dirichlet se obtine rΓ = − (gΓ − SunΓ), iar din problema Neumann:
ui,n+1

Γ = Si
−1
rΓ, deci un+1

Γ − unΓ = θ
(
S1−1

+ S2−1
)

(gΓ − SunΓ), ceea ce face

ca metoda Richardson sa fie aplicata acum cu preconditionarea
(
S1−1

+ S2−1
)

.

Considerand media ponderata a surselor problemelor Neumann, rezulta ui,n+1
Γ =

unΓ−θ
(
δ†1u

1,n+1
Γ + δ†2u

2,n+1
Γ

)
, care corespunde matricei de preconditionareD1S1−1

D1+

D2S2−1
D2.

Ne putem imagina că cele două subdomenii sunt două elemente multipolare de
circuit cuplate pe la borne, cu ecuaţiile v1 = R1i1 +e1 şi v2 = R2i2 +e2. Condi-
ţiile Dirichlet corespund potenţialelor bornelor iar condiţiile Neumann, corespund
curenţilor. Pentru acest circuit algoritmul D-N porneşte de la o iniţializare pentru
potenţialele terminalelor de interconexiune şi parcurge etapele iterative:

• calculează curenţii primului element i1 = R−1
1 (v1 − e1);

• calculează potenţialele v2 = −R2i1 + e2, datorate acestor curenţi;

• actualizează valorile potenţialelor terminalelor ca mediile ponderate v =
θv2 + (1− θ)v1 şi reiterează, până la îndeplinirea criteriului de oprire.

În consecinţă la fiecare iteraţie se calculează v = θv2+(1−θ)v1 = −θ(R2R
−1
1 (v1−

e1)+e2)+(1−θ)v1, care în final corespunde ecuaţiei de punct fix v = −θ(R2R
−1
1 (v−

e1) + e2) + (1 − θ)v. Constanta Lipschitz este L = ‖(1 − θ)I − θR2R
−1
1 ‖ . O

astfel de procedură este convegentă doar dacă L < 1, şi este mai rapid conver-
gentă cu cât L este mai mic. De exemplu, în cazul dipolar, cu θ = 1/2, condiţia
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devine L = |1− R2/R1|/2 < 1, procedura fiind mai rapid convergentă cu cât R1

este mai apropiat de R2, şi este divergentă pentru R2 > 3R1. Valoarea optimă a
coeficientului de relaxare este θ = 1/(1 +R2/R1).
Algoritmul N-N aplicat la rezolvarea iterativă a acestui circuit porneşte de la o
iniţializare pentru potenţialele terminalelor de interconexiune şi parcurge etapele
iterative:

• calculeaza curentii ambelor elemente i1 = R−1
1 (v−e1), i2 = R−1

2 (v−e2);

• calculeaza potentialele ambelor elemnte, cand sunt alimentate cu suma cu-
rentilor determinaţi anterior: v1 = R1(i1 + i2) + e1, v2 = R2(i1 + i2) + e2

;

• actualizează valorile potenţialelor terminaleleor ca medii ponderate v =
v − θ(v1 + v2) şi reiterează până la îndeplinirea criteriului de oprire.

De această dată, ecuaţia de punct fix are forma:

v = v − θ(R1(i1 + i2) + e1 + R2(i1 + i2) + e2) =

v − θ
(
R1(R−1

1 (v − e1) + R−1
2 (v − e2)) + e1 + R2(R−1

1 (v − e1) + R−1
2 (v − e2)) + e2

)
=

v − θ(2v + R1R
−1
2 (v − e2) + R2R

−1
1 (v − e1))

(3.201)

care are constanta Lipschitz L = ‖I−θ(2I+R1R
−1
2 +R2R

−1
1 )||. Pentru θ = 1/2,

rezultă în cazul dipolar condiţia de convergenţă L = |R1R
−1
2 +R2R

−1
1 |/2 < 1⇒

L = (R1/R2 + R2/R1)/2 < 1, deci procedura este divergentă. Valoarea optima
a factorului θ = 1/(2 + R1/R2 + R2/R1) < 1/4, pentru care procedura este
convergentă.

Metoda iterativă Schwarz pentru subdomenii suprapuse are următoarele etape:

• rezolvă problema Dirichlet pe subdomeniul Ω1

(1)

{
−∆un+1/2 = f, în Ω′1,

un+1/2 = un, pe ∂Ω′1 şi pe restul domeniului Ω.
(3.202)

• rezolvă problema Dirichlet pe subdomeniul Ω2 cu condiţii de frontieră de-
terminate de pasul anterior

(2)

{
−∆un+1 = f, în Ω′1,

un+1 = un+1/2, pe ∂Ω′2 şi pe restul domeniului Ω.
(3.203)

• reiterează până la îndeplinirea criteriului de oprire.
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Acest algoritm, particularizat în cazul unui circuit conţine rezistenţe longitudinale,
care leagă terminalele elementelor multipolare între ele, şi care aparţin ambelor
subcircuite. Ecuţiile lor sunt v1 − v2 = R · i1 = −R · i2. Ecuaţiile subcircuitelor
devin v′ = (R1 + R)i1 + e1, v′′ = (R2 + R)i2 + e2. Metoda iterativă parcurge
etapele:

• calculează curenţii primului element i1 = (R1 + R)−1(v′ − e1) şi potenţi-
alele v2 = R1i1 + e1 ;

• calculează curenţii din al doilea element i2 = (R2 + R)−1(v2 − e2) şi
potenţialele v′ = R2i2;

• reiterează până la îndeplinirea criteriului de oprire.

De această dată, ecuaţia de punct fix are forma: v = R2i2 = R2 ((R2 + R)−1(v2 − e2)) =
R2 ((R2 + R)−1(R1i1 + e1 − e2)) = R2((R2+R)−1(R1((R1+R)−1(v−e1))+
e1 − e2)), cu constanta Lipschitz L = ‖R2(R2 + R)−1R1(R1 + R)−1‖. În cazul
dipolar, condiţia de convergenţă este îndeplinită necondiţionat, dacă R > 0, deo-
arece L = |R1R2/(R +R1)/(R +R2)| = |R1/(R +R1)||R2/(R +R2)| < 1.
Revenind la formularea varaiaţională, dacă notăm cu Π : H1

0 (Ω) → H1
0 (Ω′i) pro-

iecţia ortogonală definită de a(Πu, v) = a(u, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω′i), atunci eroarea

la iteraţia n se exprimă în funcţie de cea de la pasul anterior astfel: un − u =
(I−P2)(I−P1)(un−1−u), cu operatorul de propagare a ei P = (I−P2)(I−P1) =
I− (P1 +P2−P1P2), motiv pentru care algoritmul se numeşte Schwarz multipli-
cativ. Soluţia satisface ecuaţia Pmu = g, în care Pm = (P1 + P2 − P1P2). O al-
ternativă este algoritmul Schwarz aditiv, în care soluţia satisface ecuaţia Pau = g,
cu Pa = (P1 + P2). Avantajul este că cele două etape ale fiecărei iteraţii se pot
executa în paralel, şi nu secvenţial. Chiar dacă în varianta Richardson prezentată
aici nu este garantată convergenţa, totuşi convergenţa este obţinută prin folosirea
procedeelor iterative de tip Krylov (CG, în cazul matricelor simetrice şi pozitiv
definite) în locul iteraţiilor Richardson.

3.7.2 Metoda Schwarz aditiva
Pot fi generalizate în cazul descompunerii domeniului Ω în N > 2 subdomenii
următoarele variante:

• Neumann - Neumann (N-N): S−1
NNS =

∑N
i=1 D

T
i S

i†DiS;

• Schwarz Multiplicativ: Pms = I − (I − PN) · · · (I − P1);

• Schwarz Aditiv: Pas =
∑N

i=1 Pi =
∑N

i=1 R
T
i A

i−1
RiA.
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Trebuie totuşi să observam că în abordarea cu un singur nivel, eroarea de metodă
creşte pe măsură ce numărul de subdomenii creşte. După cum se va vedea mai jos,
soluţia găsita a fost să se utilizeze un al doilea nivel de discretizare. În acest fel se
obţin pentru problemele eliptice algoritmi scalabili, care au o eroare independentă
de N , lucru foarte important pentru robusteţea abordării, mai ales în procesarea
paralelă cu multe procesoare. În abordarea cu două nivele, pe lângă probemele fie-
cărui subdomeniu, rezolvate cu reţele fine de discretizare, se mai rezolvă problema
globală, în care reţelele locale conţin foarte puţine grade de libertate (nivelul doi -
grosier de discretizare). Dacă se notează cu S0 matricea de rigiditate a problemei
globale şi cu P0 proiectia pe reţeaua grosieră, metodele multilevel au operatorii:

• Neumann - Neumann ponderat: S−1
NNS = S0+(I−S0S)

(∑N
i=1 D

T
i S

i†Di

)
(I−

S0S);

• Schwarz Multiplicativ: Pms = I − (I − PN) · · · (I − P1)(I − P0);

• Schwarz Aditiv: Pas =
∑N

i=1 Pi = RT
0A
−1
0 R0A+

∑N
i=1 R

T
i A

i−1
RiA.

Pentru astfel de abordări s-a construit o teorie abstractă generală , numită ASM
(Aditive Schwarz Method), folosind spaţiul finit dimensional global V = V0 +
V1 + · · ·+VN , al elementelor finite din Ω, descompus în subspaţiile asociate celor
N subdomenii. Pe lângă forma slabă a problemei din spaţiul finit dimensioal V :
a(u, v) = f(v) ∀v ∈ V se mai definesc operatorii de proiecţie Π şi funcţionalele
biliniare simetrice şi pozitiv definite pe Vi × Vi → R : bi(Πu, v) = a(u, v), cu
v ∈ Vi. Teorema fundamentală a acestei teorii [125], [98], [133] are ipotezele:

• (Stabilitatea descompunerii): ∃C0 a.î. ∀v ∈ V admite descompunera u =∑
ui, ui ∈ Vi, cu

N∑
i=1

bi (ui, ui) ≤ C2
0a(u, u). (3.204)

• (Forma intărită a inegalităţii Cauchy-Scwartz): ∃εij ∈ [0, 1], i, j = 1, N

a (ui, uj) ≤ εija (ui, ui)
1/2 a (uj, uj)

1/2 , ui ∈ Vi, uj ∈ Vj (3.205)

• (Stabilitatea locală): ∃ω ≥ 1 a.î. pentru i = 0, 1, . . . , N

a (ui, ui) ≤ ωbi (ui, ui) , ui ∈ Range(Pi) ⊂ Vi. (3.206)

şi următoarea consecinţă:
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• pentru varianta aditivă:

C−2
0 a (u, u) ≤ a (Pasu, u) ≤ ω (ρ(E) + 1) a (u, u) (3.207)

unde ρ(E) este raza spectrală a matricei E = (εij)

• pentru varianta multiplicativă:

‖I − Pms‖2
a ≤ 1− 2− ω

C2
0 (2ω̂2ρ(E)2 + 1)

≤ 1 (3.208)

cu ω̂ = max (1, ω) , consecinţă care garantază convergenţa procedurii ite-
rative Schwaz.

Rata de convergenta a procedurii iterative este direct corelata cu numarul de con-
ditionare al matricii sistmeului liniar. In procedura Schwarz aditiva, in care spatiul
V0 corespunzator retelei grosiere a fost ales corespunzator, numarul de conditio-
nare este

• cond (Pas) ≤ C
(
1 + log H

h

)2
. pentru descompunerea disjunctă;

• cond (Pas) ≤ C
(
1 + H

δ

)
. pentru subdomenii suprapuse pe distaţa δ.

S-a notat cu H diametrul maxim al subdomeniilor şi cu h diametrul maxim al
elementelor, iar cu δ lăţimea benzii de suprapunere a subdomeiilor. Se constată
că procedurile iterative de tip Schwarz sunt cu atât mai rapid convergente cu cât
zona de suprapunere a subdomeniilor este mai ampla.
În [48] se prezintă aplicaţia metodei descompunerii în subdomenii, atât în varianta
directă, cât şi în cea iterativă, pentu modelarea unor dispozitive semiconductoare.

3.7.3 Algoritmul metodei Schwarz
Pentru a evidenţia mai clar aspectele agoritmice ale metodei Schwarz, introducem:

• operatorul de extensie u = Ei(ω), care asociază funcţiei ω : Ωi → R,
funcţia u : Ω→ R, egală cu ω ∈ Ωi şi nulă în rest;

• operatorul de restricţie ω = Ri(u), care asociază funcţiei u : Ω → R,
functia ω : Ωi → R, egală cu u pe Ωi;

• partiţia unităţii, care este un set de funcţii hi : Ω → R, a căror sumă este
agală cu unu oriunde în Ω si hi se anulează în afara domeniului Ωi, iar în
punctul x ∈ Ωi, hi(x) = 1/n, unde n este numarul de subdomenii carora
aparţine x.
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Următoarele două metode sunt folosite pentru a lega între ele, soluţiile ui de pe
cele N subdomenii într-o soluţie globală:

• ASM - Additive Schwarz Method: u :=
N∑
i=1

Ei(ui);

• RAS - Restricted Additive Schwarz : u :=
N∑
i=1

Ei(hi ui).

Prezentarea şi inţelegerea ei se simplifică, dacă observăm că metoda Schwarz se
poate reprezenta sub forma metodei bloc-Jacobi. În forma sa clasică, această
metodă rezolvă sitemul de ecuaţii linare Au = f , prin şirul de iteraţii:

Duk+1 = Duk + (f −Auk)⇒
⇒ uk+1 = uk + D−1(f −Auk) = uk + D−1r.

(3.209)

unde D este diagonala matricei A iar rk este reziduul de la iteraţia k. În forma
bloc, se partiţionează atât necunoscutele, cât şi termenul liber în două grupuiN1 :
i = 1, . . . , n şi N2 = i = n+ 1, . . . ,m:

u =

[
u1

u2

]
; f =

[
f1

f2

]
; (3.210)

care face ca matricea A şi sistemul să capete forma bloc:[
A11 A12

A21 A22

] [
u1

u2

]
=

[
f1

f2

]
; (3.211)

pentru care metoda bloc-Jacobi este definită înlocuind matricea diagonala D cu
matricea bloc diagonală[

A11 A12

A21 A22

]
·
[
u1

u2

]
=

[
f1

f2

]
[
uk+1

1

uk+1
2

]
=

[
uk1
uk2

]
+

[
A11 0
0 A22

]−1

rk

Relaţiile pot fi aduse la o formă compactă, folosind matricele R1 de dimensiune
n × m şi R2 de dimensiune (m − n) × m, restricţionând indicile i = 1 : n, şi
respectiv i = n+1 : m. R1 şi R2 se obţin reţinând n linii şi respectiv restul liniilor
din matricea unitate de dimensiune m × m, care în cazul particular al indexării
secvenţiale este

I =

[
R1

R2

]
. (3.212)
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Transpusele acestor matrice sunt matricele de extensie de la (mulţimile de noduri)
N1 la N = N1 ∪ N2 şi respectiv de la N2 la N , astfel încât Aii = RiART

i , iar
iteraţiile bloc Jacobi capătă forma compactă:

uk+1 = uk + (RT
1 (R1ART

1 )R1 + RT
2 (R2ART

2 )R2)−1rk, (3.213)

cu rk = f − Auk, care se poate extinde natural, în cazul mai multor partiţii
N1,N2, . . . ,NN ale secvenţei 1, . . . ,m.
Matricele Ri şi RT

i reprezintă forma discretă a operatorilor continui de restricţie
R şi respectiv extensie E. Partiţia unităţii se reprezintă prin N matrice diagonale

Di, cu proprietatea că
N∑
i=1

RT
i DiRi = I - matricea identitate de dimensiunem×m.

De exemplu, în cazul a doua domenii care se suprapun, reprezentat în Fig. 3.33,
în care N1 = 1, 2, 3, 4, N2 = 3, 4, 5, aceste matrice sunt:

R1 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 şi R2 =

 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 (3.214)

D1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1/2 0
0 0 0 1/2

 şi D2 =

 1/2 0 0
0 1/2 0
0 0 1

 . (3.215)

Ele descriu complet felul în care a fost descompus setul de noduri în submulţimi
cu noduri suprapuse.
Împărţirea în subdomenii, descrisă de partiţia setului de indici N , poate fi făcută

Figura 3.33: Indicii necunoscutelor, pentru doua domenii suprapuse [33]

folosind proceduri automate de partiţionarea grafurilor (http://en.wikipedia.
org/wiki/Graph_partition), cum sunt METIS
(http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/views/metis),
(http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/c_src/metis/metis.
html) sau SCOTCH (http://www.labri.fr/perso/pelegrin/scotch/).

http://en.wikipedia.org/wiki/Graph_partition
http://en.wikipedia.org/wiki/Graph_partition
http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/views/metis
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/c_src/metis/metis.html
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/c_src/metis/metis.html
http://www.labri.fr/perso/pelegrin/scotch/
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Acestea se pot aplica şi unor grafuri puternic nestructurate, obiectivul lor este de
a împărţi graful de structură al matricei globale A într-un număr dorit de părţi,
urmărind:

• echilibrul între părţi, încercând ca părţile să aibă un număr cât mai apropiat
de noduri;

• numărul de legături pe care fiecare grup îl are cu celelalte să fie cât mai mic.

Deoarece fiecare parte va fi repartizată unui procesor, primul deziderat realizează
echilibrul sarcinilor repartizate fiecărui procesor ("load balancing") iar al doi-
lea deziderat minimizează comunicarea între procesoare ("communication over-
head"). În Fig. (3.34 a) se reprezintă un exemplu de părţi generate automat prin
procedura de partiţionare a grafurilor, părţi care sunt disjuncte. Este evident că
performanţele paralelizării rezolvării problemei cu derivate parţiale vor depinde
în mod direct de performanţele partajării grafului de structură a matricei FEM.
Dacă se doreşte să se obţină o descompunere în domenii suprapuse, primul pas
(pentru o suprapunere pe o bandă cu lăţimea δ = 1) se face pornind de la o des-
compunere nesuprapusă, extinzând apoi fiecare parte cu nodurile aflate în directa
vecinătate a nodurilor iniţiale (Fig. 3.34 b). Deoarece ecuaţiile RiAui = fi se

Figura 3.34: Descompunerea automată în subdomenii: a. nesuprapuse, b. supra-
puse [33]

Figura 3.35: Descompunerea automata a unei retele de elemente finite in subdo-
menii: a. nesuprapuse, b. suprapuse cu o banda unitara [33]
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scriu:

RiART
i ii +

∑
j 6=i

RiA
(
Id −RT

i Ri

)
RT
j Djuj = fi, (3.216)

matricile bloc-diagonale inversate au expresiile:

M−1
ASM =

N∑
i=1

RT
i (RiARi)

−1 Ri;

M−1
RAS =

N∑
i=1

DT
i (RiARi)

−1 Ri;

(3.217)

iar iteraţiile bloc-Jacobi se scriu: un+1 = un + M−1
RASr

n, care sunt chiar iteraţiile
Schwarz, motiv pentru care procedura iteraivă de descompunere în subdomenii
se mai numeşte şi metoda Jacobi-Schwarz (JSM). Remarcăm că matricele bloc-
diagonale pot fi "inversate" de fiecare procesor cu metode directe pentru matrice
rare, ca de exemplu UMFPACK. Daca se plasează varibilele interne ale fiecărui
subdomeniu pe primele poziţii iar pe ultimele poziţii se plasează variabilele de pe
interfaţă, atunci factorizarea LU incompletă (a părţii din matrice corespunzătoare
variabilelor interne), generează în partea nefactorizată chiar complemenul Schur.
În consecinţă, pentru a obţine matricea de precondiţionare, factorizarea incom-
pletă trebuie efectuată doar la prima iteraţie, urmând ca la iteraţiile următoare să
se modifice doar termenul liber (reziduul) nu şi matricea factorizată a sistemului.
În final factori LU sunt folosiţi la determinarea soluţiei în fiecare subdomeniu.
Pentru soluţionarea iterativă a fiecărui subdomeniu, cea mai eficientă metoda este
precondiţionarea multigrid [54].
În Fig. 3.36 este prezentat, printr-un exemplu, modul in care are loc convergenţa
iteraţiilor RAS, pentru diferite valori ale benzii de suprapunere, într-o problemă
concretă. În schimb, aşa cum s-a constatat anterior, iteraţiile ASM nu sunt mereu
convergente (pentru orice procedură iterativă), motiv pentru care metoda JSM este
utilizată doar ca precondiţionare a metodelor iterative de tip Krylov, de exemplu:
CG, caz în care maricea bloc-Jacobi simetrică, este aplicată rezolvării sistemului
M−1

ASMAu = M−1
ASM f , în loc să fie aplicată sistemului Au = f . În Fig. 3.37 se

prezintă algoritmul CG cu şi fără precondiţionare. GMRES se precondiţionează
de regulă cu RAS, care are matricea bloc-Jacobi asimetrică.

Chiar şi aşa, rezultatele nu sunt pe deplin satisfăcătoare, în primul rând pen-
tru că nu sunt scalabile, pe măsura ce numărul de subdomenii/procesoare creşte,
efortul de calcul nu creşte proporţional. Mai mult convergenţa nu este uniformă,
la început are loc un palier cu viteză mică de convergenţă (Fig. 3.38). Stagnarea
are ca motiv un număr de valori foarte mici în spectrul problemei precondiţionate.
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Figura 3.36: Convergenta RAS pentru diferite suprapuneri [33]

Figura 3.37: AlgoritmulCG, fără şi cu precondiţionare

Acestea apar datorită schimbului incomplet de informaţii între subdomeniile pro-
blemei globale. În schimb, soluţia unui subdomeniu depinde de termenii liberi
ai celorlalte subdomenii, dar acest lucru nu este descris deloc, în mod corect de
AMS, care separă total subdomeniile. Remediul constă în introducerea unei reţele
globale, grosiere de discretizare, care leagă soluţiile din subdomenii de termenii
liberi din toate subdomeniile, cuplând astfel toate subproblemele între ele. Lucrul
cu două nivele de reţele este reprezentat algebric de matricea de iteraţie bloc-
Jacobi "pe două nivele":

M−1
ASM,2 = RT

0

(
R0ART

0

)−1
R0 +

N∑
i=1

RT
i A
−1
i Ri; (3.218)
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Figura 3.38: Convergenta ASM cu şi fără reţea grosieră [33]

Figura 3.39: Convergenta iteratiilor CG preconditionat ASM cu retea grosiera
[33]

în care R0 = ZT , cu Z baza spaţiului grosier. O metodă de generare automată a
reţelei grosiere este prezentată în [33].
Efectul acestei abordări este surprinzător de bun, deoarece conform Fig. 3.38 dis-
pare palierul, convergenţa devenind rapidă şi uniformă, iar în plus, ca un bonus
surprinzător, ea nu mai este sensibilă la gardul de suprapunere al subdomeniilor
(Fig. 3.39). Se obţin rezultate bune, chiar dacă reţeaua grosieră conţine doar 2-
3 noduri în interiorul fiecărui subdomeniu. Performanţa metodei cu două nivele
este demonstrată atat practic, cât şi teoretic [33], [75], cum rezultă din Tabelul
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Precondiţionare κ(B−1A) 2D iter. 3D iter.
Jacobi punctual O(h−2) O(n1/2) O(n1/3)

Jacobi pe domenii O((hH)−1) O((nP )1/4) O((nP )1/6)

Schwarz aditiv cu un nivel O((H)−2) O(n3/2) O(n2)
Schwarz aditiv cu două nivele O(1) O(1) O(1)

Tabela 3.3: Complexitatea metodelor iterative [33]

3.3 în care s-a notat cu h diametrul maxim al elementelor finite, cu H diametrul
maxim al subdomeniilor, cu n numărul de grade de libertate şi cu P numărul de
procesoare. Se constată progresul extraodinar făcut faţă de metodele directe de
rezolvarea aceloraşi sisteme, Tabelul 3.2.
Un program de elemente finite, bazat pe descompunerea în subdomenii este Free-
Fem++ (http://www.freefem.org/ff++/), (http://www.freefem.
org/ff++/ftp/freefem++doc.pdf). Un mediu de programare paralelă
dedicat problemelor de descompunere în domenii este PETSc (http://www.
mcs.anl.gov/petsc/petsc.html), descris în [116]. Proiecte referitoare
la metoda Schwarz, dezvoltate în MATLAB sunt disponibile la: (http://m2matlabdb.
ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=73)
(http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=
1&MP_ID=235).
Concluziile referitoare la diferitele tehnici de rezolvare a problemelor de mari
dimensiuni sunt prezentate în Tabelul (3.4). În [46] se prezintă paralelizarea cal-

Tehnica Avantaje Dezavantaje
Rezolvarea directă Robusteţe Paralelizare dificilă,

necesar mare de memorie
Rezolvare iterativă Paralelizare facilă, Lipsa de robusteţe

memorie necesară redusă (convergenţa nesigură sau lentă)
Descompunerea în domenii DD Paralelizare naturală Puţine implementări,

puţine biblioteci şi rutine disponibile
Multigrid [54] Rapiditate Dificil de paraleleizat, lipsa de robusteţe

(nu se aplică la ecuaţii Helmhotz complexe)

Tabela 3.4: Tehnici pentru rezolvarea problemelor de mari dimensiuni [33]

culelor în rezolvarea ecuaţiilor lui Maxwell, folosind descompunerea în subdo-
menii cu precondiţionări multigrid. Deoarece problemele inginereşti reale sunt
complexe, de mari dimensiuni, evolutive, multi-nivel, neliniare , rezolvarea lor cu
metode adecvate impune folosirea tehnicilor Newton-Krylov-Schwarz (NKS), care
din acest motiv sunt pe drumul principal al dezvoltării cercetării stiinţifice actuale
în modelarea electromagentică şi multifizică [76] [75]. În problemele de mari di-
emensiuni se folosesc metode de tip pseudo-Newton, în care matricea jacobian nu
este calculat la fiecare iteraţie. Dacă jacobianul se calculează doar la prima itera-

http://www.freefem.org/ff++/
http://www.freefem.org/ff++/ftp/freefem++doc.pdf
http://www.freefem.org/ff++/ftp/freefem++doc.pdf
http://www.mcs.anl.gov/petsc/petsc.html
http://www.mcs.anl.gov/petsc/petsc.html
http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=73
http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=73
http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=235
http://m2matlabdb.ma.tum.de/download.jsp?MC_ID=1&SC_ID=1&MP_ID=235
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ţie, metoda devine una de punct fix. În final, algoritmul de rezolvare NKS are trei
cicluri principale incluse unul în altul: cel exterior al iteraţiilor neliniare (Newton),
unul de rezolvarea iterativa a problemei globale (Krylov) şi altul pentru rezolva-
rea iterativă a fiecărei probleme din subdomenii (Schwarz). Dacă problema este
de regim tranzitoriu, atunci un al patrulea ciclu de integrare numerică în timp le
cuprinde pe toate celelalte trei.

3.8 Intrebari privind modelarea numerica FEM

1. Care formă a ecuaţiilor câmpului este discretizată în metoda elementelor
finite: locală, globală, integrală, slabă? Care soluţie se află într-un spaţiu
fint/infinit dimensional, cea exactă/numerică? Care este parametrul de care
depinde dimensiunea spaţiului soluţiei numerice? Care este expresia gene-
rală a soluţiei numerice? Cum se numesc funcţiile variabile în spaţiu din
această expresie? Dar coeficienţii lor? Care sunt principalele caracteris-
tici ale metodei elementului finit? Care sunt cele trei componente ale unui
element finit? Ce fel de sistem de ecuaţii rezultă prin substituţia formei ge-
nerale a soluţiei numerice în forma slaba a ecuaţiei care se rezolvă? De ce
este rară matricea acestui sistem? Dar de ce este simetrică şi pozitiv defi-
nită? Ce înseamnă că este pozitiv definită şi ce implicaţii are acest lucru.

2. Ce proprietate definitorie are o reţea conformă? Ce condiţii îndeplineşte
o reţea conformă? Care este principalul avantaj al elementelor finite con-
forme? De ce problema formulată dupa discretizarea cu elemente finite este
bine formulată? În afara de buna formulare, ce condiţie esenţială trebuie
să îndeplinească o soluţie numerică, pentru a fi utilă? Ce importatnţă are
lema lui Céa pentru soluţia FEM? Care sunt ipotezele ei? De ce spunem
ca soluţia FEM este pseudo-optimală? Când ar fi optimală? Ce este norma
energetică? De ce spunem că soluţia FEM este optimală în norma energe-
tica? Cum se exprimă condiţia fundamentală, de proiecţie Galerkin? Ce
înţelegem prin elemente finite liniare? Cum este câmpul, în FEM liniar?
Cum depinde eroarea soluţiei numerice de parametrul h al triangulaţiei în
cazul liniar? Dar în cazul unor polinoame de grad mai înalt? Ce caracter
are măsura erorii, local sau global? Ce spune terema energiei erorii? Ce
înseamnă DG? Care sunt dezavantajele şi avantajele MEF Galerkin discon-
tinue?

3. Cum se modelează cu FEM problemele din întreg spaţiul fizic? Ce este
o frontieră deschisă şi ce forma are ea? Ce este BEM? Cum se cuplează
FEM cu BEM? Ce întelegem printr-o condiţie de frontieră de tip Robin? Ce



216 CAPITOLUL 3. MODELAREA CU MEF

înţelegem prin strat de frontieră? Care este principiul metodei elementelor
finite înfinite?

4. Ce este elementul de referinţă şi ce forme are acesta? Ce proprietăţi are
transformarea care duce elemenul de referinţă în cel fizic? Care este avan-
tajul major al transformării afine a elementului de referinţă, din punctul de
vedere al expresiei soluţiei numerice? Câte transformări conforme sunt de-
finite într-o problema cu N elemente finite? Câte elemente de referinţă are
o astfel de problemă? Cum se defineste parametrul h în funcţie de transfor-
marea conformă? Ce înţelegem prin triangulaţie: uniformă, qvasi-uniformă,
nedegenerată, regulată?

5. Cum se definesc coordonatele baricentrice ale unui triunghi? Dar ale unui
tetraedru? Care este numărul lor? Ce valoare are suma coordonatelor ba-
ricentrice? Cum se exprimă coordonatele baricentrice ale triunghiului/te-
traedrului de referinţă faţă de coordonatele carteziene? Care este expresia
transformării conforme afine în cazul elementelor triunghiulare/teraedrale?
În ce condiţii matricea jacobian a acestei transformări este nesingulară?

6. Cum se numesc, în mod traditional, matricele sitemelor liniare obţinute cu
FEM şi termenii liberi ai acestor sisteme? Care este cea mai simplă expre-
sie a funcţiilor de bază, în funcţie de coordonatele baricentrice? Cum arată
graficele funcţiilor de forma definite astfel, în cazul 2D? Care este suportul
lor? Sunt ele funcţii continue? Dar gradientul lor (intensitatea câmpului)
este continuu? Care este contribuţia elementului K la matricea de rigidi-
tate, de masă şi la vectorul sarcinilor (surselor)? Cum se exprimă aceste
contribuţii în cazul elementelor finite triunghiulare liniare (folosind sau nu
elementul de referinţă)? Dar în reţelele tetraedrale 3D? Cum se asamblează
contribuţiile elementelor la matricea globală? Cum intervin condiţiile de
frontieră de tip Neumann nule/nenule şi Dirichlet nule/nenule în sistemul
liniar generat de FEM? Explicaţi de ce matricea sistemului este rară. Care
este numărul de elemente nenule din matricea sistemului? Cum sunt aces-
tea distribuite? Câte instrucţiuni MATLAB are un program minimal FEM
pentru ecuaţia Poisson 2D? Câte programe FEM scrise de alţii aţi citi şi
înţeles? Cum se asamblează cel mai eficient în MATLAB matricea de rigi-
ditate, ţinând cont de raritatea ei? Aţi scris vre-un prgram FEM, oricât de
simplu ar fi acesta? Ce funcţii îndeplinea?

7. În ce regimuri ale câmpului electromagnetic, forma slabă a ecuaţiilor con-
tine produsul grad-grad şi în ce regimuri intervine produsul rot-rot? Ce
efecte nedorite apar dacă ecuaţiile vectoriale (rot-rot) sunt rezolvate cu ele-
mente finite nodale? Ce înseamnă poluare spectrală, moduri parazite, "spu-



3.8. INTREBARI PRIVIND MODELAREA NUMERICA FEM 217

rious modes"? Ce soluţie cunoaşteţi pentru a le elimina? Ce înţelgem prin
elemente de muchie? Cum se exprimă soluţia numerică vectorială, folosind
elementele de muchie? Care sunt gradele de libertate în acest caz? De ce
sunt elementele de muchie rot-conforme? Care este expresia, elementelor
de muchie Whitney, în funcţie de coordonatele baricentrice? Cum arată
spectul câmpului acester elemente? Ce ştiţi despre rotorul lor? Dar des-
pre divergenţa lor? Ce proprietăţi au funcţiile de formă globale definite cu
aceste elemente? Care este suportul lor în 2D? Dar în 2D?

8. Cum se definesc elementele de muchie Nédélec (N) de prima şi a doua
speţă? Câte astfel de elemente independente sunt în 2D? Dar în 3D? Cum
se definesc elementele de faţă Raviart-Thomas (RT)? Dar elementele de faţă
Brezzi-Douglas-Marini (BDM)? Câte elemente de faţă independente are fi-
ecare trunghi/tetraedru? Care sunt gradele de libertate în cazul elementelor
de faţă? Care din aceste funcţii de forma nodale, de muchie, de faţă sunt
rot-conforme şi care sunt div-conforme? Cum arată secvenţa de Rham a
spaţiilor discrete (de dimensiune finită) din FEM? Ce înseamnă că această
secvenţă este exactă? Dar în cazul unui element tetraedral, cu funcţii de
bază de grad minim? Câte grade de libertate are fiecare element şi care sunt
acestea? Cum arată secvenţele de Rham în cazul 2D? De ce sunt două astfel
de secvenţe? Cum arată secvenţele de Rham în cazul elementelor de ordin
doi în 2D şi 3D?

9. Cum arată contribuţiile elementelor (fizice şi în funcţie de cel de referinţă)
vectoriale la matricele de rigiditate, de masă şi la termenul liber? Cum se
asamblează aceste contribuţii pentru a obţine matricea globală ? Care este
deosebirea faţă de cazul scalar? Sunt aceste matrice simetrice? Dar pozitiv
definite? Ce este o matrice pozitv semidefinită? Cum se simplifică expresia
acestor contribuţii în cazul 2D: triunghiuri cu elemente de muchie de grad
minim? Ce semnificaţie are determinanul matricei jacobian a transformării
conforme (afine)? De ce problemele de câmp magnetic staţionar 2D se pot
rezolva cu metoda FEM "scalară", folosind elemente nodale? Ce înseamnă
soluţii complementare pentru o problemă de câmp 2D în regim staţionar?
Cum le puteţi calcula?

10. Care sunt principalii parametri de performanţă ai unei metode numerice
cum este FEM? Cum se măsoară acurateţea unei soluţii numerice FEM,
şi care sunt dificultăţile acestei masurători? Ce înţelegem prin estimarea
apriori şi aposteriori a erorii? Care este diferenţa dintre un indicator şi un
estimator de eroare? Cum se măsoară costul necesar obţinerii soluţiei nu-
merice? Care este cel mai important parametru al FEM, pentru a indica
nivelul costului? Cunoaşteţi şi alţi parametri de performanaţă? De ce este
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important gradul de raritate al matricei de rigiditate? De ce este important
numărul de condiţionare al acestei matrice? Depinde oare numărul de con-
diţionare de forma elementelor? Dar de alegerea funcţiilor de formă? Ce
înţelegem prin calitatea unei reţele de discretizare? Cum se defineşte rata de
convergenţă a FEM şi de ce este important acest parametru? Ce înseamnă
ordinul de convergenţă al FEM? Cât sunt ordinul de convergenţă şi rata de
convergenţă ideale, în cazul elemntelor liniare 2D şi 3D? Dar în cazul ele-
mentelor de grad p? Ce limitează folosirea elementelor de grad înalt?

11. Ce înseamnă un algoritm FEM auto-adaptiv (AMR, AFEM)? Care este im-
portanţa indicatorilor de eroare în aceşti algoritmi? Descrieţi o metodă de
estimare a erorii, care poate fi baza unui indicator de eroare. Ce efect are fo-
losirea algoritmilor auto-adaptivi asupra ratei de convergenţă? Daţi exemple
de probleme a căror soluţie se îmbunătăţeşte radical prin folosirea reţelelor
auto-adaptive. Ce este metoda multigrid? Ce înţelegeti prin netezirea so-
luţiei? Care sunt operatorii de transfer? De ce metoda multigrid nu este
eficientă în cazul ecuaţiilor Helmhotz complexe? Ce este o metoda itera-
tivă de tip Krylov? Ce înseamna CG? Cum se precondiţionează o metodă
iterativă şi ce efect are aceasta operaţie?

12. Cum se constuiesc funcţiile de bază, cu polinoame de grad superior în 2D şi
în 3D? Cum se exprimă aceste funcţii faţă de coordonatele baricentrice? Ce
sunt polinoamele Lagrange? Ce este o familie ierarhică de funcţii de bază
scalare, nodale? Care sunt gradele de libertate în cazul funcţiilor de bază de
grad superior? Unde sunt plasate nodurile în triunghi/tetraedru? Câte grade
de libertate şi câte noduri are o funcţie de bază de grad înalt? Ce putem
spune despre continuitatea funcţiilor de formă scalare de grad înalt? Cum
se construiesc bazele vectoriale ale elementelor de muchie (rot-conforme)
de ordin înalt, prin similitudine cu cele scalare? Cate funcţii de bază are o
familie ierarhică pe nivelul de ordin p? Care sunt gradele corespunzatoare
de libertate? Cum se construieşte sistematic familia ierarhică de bazele vec-
toriale ale elementelor 2D patrulatere, de ordin înalt, folosind secvenţa de
Rham? Cum se transformă această familie pentru cazul elementrelor triun-
ghiulare, folosind transformarea Duffy? Cum se extinde această construc-
ţie în cazul 3D? Cum se transformă funcţiile de bază de pe elementul de
referinţă pentru a genera funcţiile de formă, definite pe întreaga reţea de
elemente fizice? Ce importanţă are comutativitatea complexului de Rham,
a diagramei construită cu secvenţele de Rham continui şi discrete? Cum
definim operatorii de proiecţie de la sapţiile continue la cele FEM discrete?
Ce estimări cunoaşteţi pentru eroarea de interpolare? Ce este o "crimă va-
riaţională"? Când se comit în FEM crime variaţionale, şi cât de grave sunt
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acestea?

13. Ce este rafinarea hp? Ce fel de convergenţă au abordările hp? Ce sunt
algoritmii super-convergenţi? Care sunt dificultăţile algoritmilor hp? Ce ar
trebui să urmarească o strategie de rafinare hp? Indicaţi câteva proiecte de
hp-FEM.

14. De unde provine neliniaritatea în ecuaţiile câmpului electromagentic? Daţi
exemple de materiale neliniare din punct de vedere dielectric, magnetic şi
conductiv. Care sunt neliniarităţile, care intervin cel mai frecvent în practica
modelării electromagnetice? Ce neliniarităţi intervin în modelarea dispozi-
tivelor semiconductoare? Ce este modelul de transport, folosit în modelarea
dispozitivelor semiconductoare şi de câte feluri este acesta? Enumeraţi mo-
delele folosite în calculul câmpului pentru materialele feromagnetice. Pen-
tru ce este folosit modelul afin de magnetizare? Care este modelul precis cel
mai des folosit pentru fenomenul de histerezis magnetic? Descrieţi cel mai
simplu model de histerezis magnetic. Care sunt ecuaţiile regimului mag-
netic staţionar, pentru probleme cu domenii feromagnetice moi, izotrope?
Cum se formulează problema fundamentală de analiză a campului magne-
tic în acest regim, cu şi fără etalonare? Care sunt condiţiile de frontieră
pentru a asigura unicitatea soluţiei? Care este forma slabă a acestei pro-
bleme? Cum se simplifică lucrurile în cazul 2D? Cum se extinde teorema
Lax-Millgram în cazul neliniar (teorema Zarantonello)? Care din condiţiile
puternic-monoton/lipschitzian din cazul neliniar corespund condiţiilor mar-
ginit/coerciv din cazul liniar? În ce condiţii pentru caracteristica de mag-
netizare B = f(H), problema de analiză câmpului magnetic staţionar este
corect formulată? Care este expresia funcţionalei de energie, care este mi-
nimizată de soluţia probleme fundamentale, de analiză a câmpului din re-
gimului magnetic staţionar 2D/3D, în medii neliniare? Care este expresia
contribuţiei fiecărui element finit la sistemul de ecuaţii FEM? Ce natură au
aceste ecuaţii? Ce puteţi spune despre convergenţa soluţiei FEM către so-
luţia exactă, în cazul neliniar? Ce efect au erorile integrării numerice pe
element asupra erorii soluţiei numerice?

15. Care sunt cele mai importante metode de rezolvare iterativă a sistemului de
ecuaţii neliniare, generat de discretizarea cu FEM? Ce ştiţi despre converg-
neţa celor doua metode? Dar despre viteza lor de convergenţă? Cum poate
fi sporită performanţa metodelor iterative de rezolvare: robusteţea (conver-
genţa în condiţii cat mai largi, pentru iniţializare) şi sporirea vitezei de con-
vergenţă? Care este principiul metodei punctului fix al polarizaţiei? Care
este condiţia de convergenţă a metodei Picard-Banch a punctului fix, în ca-
zul general, abstract, conform teoremei de punct fix a lui Banach? Cum
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arată ecuaţia de punct fix satisfacută de polarizaţia magentică, în cazul me-
todei punctului fix? Ce surse şi ce constante de material are problema de
câmp liniară, care trebuie rezolvată la fiecare iteraţie? Cum se modifică ma-
tricea sistemului FEM de la o iteraţie la alta? Cum se calculează polarizaţia
magnetică pentru iteraţia următoare? În ce condiţii impuse caracteristicii
de magnetizare metoda punctului fix al polarizaţiei este convergentă? Care
este valoarea optimă a permeabilităţii de calcul? De ce este neexpansivă
aplicaţia care dă inducţia magnetică din domeniul de calcul, în funcţie de
polarizaţia magnetică, sursă de câmp? Ce criteriu se poate folosi pentru
oprirea iteraţiilor? Care sunt avantajele metodei punctului fix al polariza-
ţiei? Ce erori pot duce la pierderea convergenţei acestui algoritm iterativ?
Care este principiul metodei duale, a punctului fix al magnetizaţiei? Prin ce
se deosebesc cele două metode de punct fix?

16. Care este principiul metodei Newton de rezolvare iterativă a sistemului ne-
liniar obţinut prin discretizare FEM? Ce structura are matricea jacobian,
a sistemului liniar, care se rezolva la fiecare iteraţie? Cum se calculează
contribuţia elementelor la matricea de rigiditate dinamică, a sitemului lini-
arizat? Care este cea mai bună variabilă în care este bine să fie exprimată
caracteristica de magnetizare? Cum se calculează termenul liber? Ce sem-
nificaţie are soluţia sitemului liniar rezolvat la fiecare iteraţie? Care este
criteriul de oprire a iterţiilor? Cum se exprimă constantele de mărginire
şi coercitivitate ale problemei FEM discrete, în funcţie de parametrii ca-
racteristicii de magnetizare? Ce relevanţă au acestea pentru soluţionarea
numerică? Cat este rata de convergenţă a metodei Newton în apropierea
soluţiei?

17. Care sunt regimurile câmpului electromagnetic, în care intervin ecuaţii evo-
lutive? Care sunt categoriile de probleme de analiză a câmpului electromag-
netic variabil în timp? Comparaţi analiza în domeniul timpului cu analiza în
domeniul frecvenţei. Ce este regimul armonic în timp al câmpului? Poate
exista regim armonic în medii neliniare? Cum se modifică ecuaţiile câm-
pului, în urma reprezentării lor în complex? Sunt ecuaţiile reprezentate în
complex evolutive sau sunt permanente? De ce tip sunt ecuaţiile de ordinul
doi reprezentate în complex? Se poate aplica analiza în domeniul frecveţei
la analiza regimului tranzitoriu al câmpului electromagnetic? Dar la analiza
în regim periodic permanent, nesinusoidal? Cum se realizează aceste ana-
lize? Ce se întâmpla cu condiţiile iniţiale în aceste cazuri? Cum se rezolvă
problemele din domenii nemarginite cu FEM? Ce înseamnă condiţii absor-
bante de frontieră? Dar condiţii de tip PML (cu strat absorbant adaptat)?
Cum se cuplează metoda FEM cu metoda momentelor MOM? Ce înseamna
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EFIE? Cum arată forma slabă a ecuaţiei Helmholtz în complex, pentru in-
tensitatea câmpului electric în regim general variabil? Care sunt condiţiile
de frontieră naturale şi cele esenţiale în acest caz? Cum arată ecuaţia Hel-
mholtz, după discretizarea FEM? Cum arată ecuaţiile regimului MQS cu
potenţialele A-V, după reprezentarea în complex? Cum se modifică aceste
ecuaţii prin adăugarea termenului penalizator, pentru a impune potenţialului
magnetic vector condiţia de etalonare Coulomb? Care este avantajul acestei
formulări? Care este forma ei slabă şi cea discretă? Cum se rezolvă proble-
mele MQS, fără etalonarea potenţialului vector? Ce formă trebuie să aibă
sursa de câmp (curentul impus)? Care este forma ei slabă şi cea discretă?
Care este avantajul acestei formulări?

18. Cum se formulează problema frecvenţeleor şi modurilor proprii de rezo-
nanţă pentru ecuaţiile lui Maxwell în domenii marginite fără pierderi? Care
sunt condiţiile de frontieră? Care este forma slabă, variaţională a ecuaţiilor
satisfăcute de câmpul electric? Dar forma discretă obţinută cu FEM? Cum
se asamblează matricele de rigiditate şi de masă? De ce, în acest caz, matri-
cea de rigiditate este pozitiv semidefinită? Ce dificultăţi întâmpină metodele
clasice, algebrice la determinarea valorilor şi vectorilor proprii? Cum pot fi
depăşite aceste dificultăţi? Prin ce metodă se poate spori precizia rezolvării
problemei?

19. În ce regimuri ale câmpului electromagnetic intervin probleme tranzitorii?
Cum se formulează corect aceste probleme? Ce condiţii suplimentare, faţă
de cazul staţionar intervin în aceste formulări, pentru a asigura unicitatea?
De ce natură sunt ecuaţiile de ordinul doi ale regimului MQS şi respectiv
ED? Care sunt deosebirile dintre difuzia şi propagarea câmpului electro-
magnetic? Care este forma slabă şi cea discretă a ecuaţiilor campului în
regim tranzitoriu? În ce fel de ecuaţii se transformă forma slabă în urma
discretizării FEM? Cum se discretizează în timp ecuaţiile diferenţiale or-
dinare obţinute în urma discretizării spaţiale cu FEM? Care sunt metodele
de aproximare numerică a derivatelor faţă de timp, în cazul regimurilor ED
şi respectiv MQS? Câte condiţii iniţiale avem în primul caz, şi câte în al
doilea? Ce condiţii trebuie să îndeplinească pasul de timp pentru ca metoda
de integrare numerică în tmp să fie stabilă? Ce modificări introduc meto-
dele Newmark şi Crank-Nicholson, pentru a genera scheme necondiţionat
stabile? Cum sunt metodele Euler, implicite sau explicite? Ce nume poartă
cele trei matrice care intervin în forma discretă a ecuaţiilor câmpului, în
regim general variabil cu pierderi? Care din aceste motive se anulează în
regimurile MQS şi respectiv EDFP?

20. Care sunt metodele de analiză a câmpului electromagnetic în medii nelini-
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are, în regim periodic permanent nesinusidal? Comparaţi rezolvarea acestei
probleme în domeniul timpului, cu cea în domeniul frecvenţei. Care abor-
dare cere un efort de calcul mai mare? Ce metode iterative de analiză a
neliniarităţii se pot aplica în cele două cazuri? Care este principiul metodei
punctului fix, aplicată la rezolvarea problemei magneto-staţionare neliniare
în domeniul frecvenţei? Cum arată caracteristica histeronului elementar?
Câţi parametri are un astfel de histeron? Care este expresia relaţie intrare-
ieşire în modeleul Preisch? Cum arată relaţia intrare-ieşire în modelul Eve-
rett? Care sunt etapele rezolvarii unei probleme de câmp magneto-staţionar,
în medii cu histerezis, în care curentul variază periodic în timp, prin metoda
punctului fix al magentizaţiei/polarizaţiei? Ce fel de model de histerezis
direct/invers se foloseşte în fiecare caz? De câte ori se rezolvă problema
liniară de câmp? De câte ori se facotrizează matricea sistemului liniar, ge-
nerat de FEM? Cate sferturi de perioadă trebuie simulate pentru a parcurge
ciclul major de histerezis? De câte ori se trece prin modelul de histerezis,
pe parcursul unei iteraţii neliniare, în fiecare element? Ce criteriu de oprire
se poate folosi pentru iteraţiile neliniare de punct fix, care au loc la fiecare
pas de timp? Realizaţi un sumar al cunoştinţelor despre MEF aplicată la
câmpul electromagnetic în diferite regimuri, indicând: Forma tare a ecuaţii-
lor, Condiţiile de frontieră, Forma slabă a ecuaţiilor, Spaţiul soluţiei, Forma
discretă a ecuaţiilor, Funcţiile de formă, Gradele de libertate, Matricele de
rigiditate, masa, atenuare, Vectorul sarcinilor şi Funcţionala energetică.

21. Ce este metoda DD (descompunerea în subdomenii) şi care este principiul
informatic, care stă la baza ei? Pentru ce este utilă aceasta metodă? Unde
se află pe net cele mai importante resurse referitoare la DD? Care sunt ide-
ile de bază ale metodei DD? Care sunt performanţele şi limitările metodelor
directe de rezolvare a sistemelor de ecuaţii algebrice liniare cu matrice rare?
Care este structura bloc a matricei de rigiditate, după descompunerea dome-
niului de calcul în două subdomenii? Cum se poate rezolva problema prin
metode directe, calculând cei doi compelmenti Schur, apoi valorile soluţiei
de pe interfaţă, şi în final soluţiile în subdomenii? Cum se poate generaliza
această abordare pentru un număr mai mare de subdomenii, alocate fiecare
câte unui procesor? Ce calcule efectuează fiecare procesor? Cum se de-
termină valorile de pe interfeţele dintre subdomenii, prin metode directe şi
respectiv iterative? Câte feluri de abordări iterative Schwarz se pot identi-
fica, în cazul descompunerii în două subdomenii, care nu se suprapun? Care
dintre acestea se poate generaliza în mod natural, pentru mai multe subdo-
menii? Descrieţi etapele abordărilor iterative D-D, D-N, N-D si N-N. Cum
arată ecuaţiile unei iteraţii Richardson, în forma lor continuă, şi în forma
lor discretă-matriceală? Ce formă capătă aceste relaţii în cazul similitudinii
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electrocinetice, în care fiecare subdomeniu este un multipol liniar şi activ?
Care sunt condiţiile de convergenţă, în cazul în care elementele multipolare
degenereazaă în elemente dipolare? Care sunt etapele iterative ale metodei
Schwartz-Richardson pentru cazul descompunerii în două subdomenii, care
se suprapun? Care este forma acestor iteraţii în similititudinea electrocine-
tică, în care subdomeniile sunt elemente multipolare de circuit, cu un număr
de terminale egal cu numărul de noduri de pe interfaţă? Dar în cazul dege-
nerat, al elementelor dipolare de circuit electric? Ce înţelegem prin metoda
Schwarz multiplicativă şi prin cea aditivă? Cum se generalizează meto-
dele Neuman-Neuman, Schwart multilicativ şi aditiv în cazul unui numar
mai mare de subdomenii? Care este avantajul metodei Scwarz aditive faţă
de varianta multiplicativă? Care sunt condiţiile de convergenţă ale iteraţii-
lor metodei Schwarz abstracte? De cine depinde numărul de condiţionare
al matricelor acestor metode, în cazul subdomeniilor disjuncte şi respectiv
suprapuse? Cum se definesc operatorii de restricţie, extindere şi funcţiile
pentru partiţia unităţii? Dar formele lor discrete - matriceale? Care este re-
laţia dintre metoda Schwarz şi metoda iterativă bloc- Jacobi? Ce înseamnă
ASM? Dar RAS? Care sunt relaţiile de asmblare a soluţiei globale în cel
doua cazuri? Ce este o procedură automată de partiţionare a unui graf?
Daţi exemple de astfel de proceduri. Care sunt cele două obiective ale unei
proceduri eficiente de partiţionare a grafurilor, şi care sunt justificările lor?
Cum se obţin descompunerile în domenii suprapuse cu o bandă de lăţime δ?
Cum se scriu matricele de precondiţionare în metodele ASM şi RAS? Cum
se modifică algoritmul GC, când se aplică precondiţionarea ASM? Care este
remediul pentru a îmbunătăţi convergenţa metodelor iterative de tip Krylov
cu precondiţionare Schwarz? Care este expresia matricei de iteraţie bloc-
Jacobi "pe doua nivele"? Care este avantajul folosirii unei reţele suplimen-
tare grosieră, globală? Care este ordinul de complexitate al metodei ASM
iterative, cu un nivel, şi cu două nivele? Cât de mare este câştigul metodelor
iterative Krylov-Schwarz, faţă de metodele directe de rezolvare? Care sunt
avantajele şi dezavantajele diferitelor tehnici de rzolvare: directe, iterative,
descompunere în subdomenii, multigrid? Ce însemană NKS? La ce fel de
metode se aplică tehnicile Newton-Krylov-Schwarz? Daţi exemple de me-
dii software, biblioteci şi programe utile pentru dezvoltatarea aplicaţiilor şi
tehnicilor proprii de modelare electromagnetică, bazate pe FEM. Dezvoltaţi
şi apoi implementaţi algoritmul NKS pentru rezolvarea unei probleme de
câmp electromagnetic, refolosind cât mai multe funcţii disponibile în do-
meniul public. Scrieţi o lucrare despre experienţa căpătată în rezolvarea
acestei probleme.
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dagogică, Bucureşti, România, 1981.

[89] P. Monk. Finite Element Methods for Maxwell’s Equations. Numerical
Mathematics andScientific Computation. The Clarendon Press Oxford Uni-
versity Press, New York, 2003.

[90] P. Monk. Finite Element Methods for Maxwell’s Equations. Numerical Ma-
thematics andScientific Computation. The Clarendon Press Oxford Univer-
sity Press, New York, 2003.

http://maxwell.sze.hu/docs/C4.pdf
http://maxwell.sze.hu/docs/C4.pdf


232 BIBLIOGRAFIE

[91] I. Munteanu, G. Ciuprina, and F.M.G. Tomescu. Modelarea numerică a
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