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1. Ipotezele regimului electrodinamic

Regimurile general variabile ale campului electromagnetic au Tn comun o singura ipoteza:
caracterul imobil al corpurilor. In domeniul timpului, ecuatiilor acestor regimuri sunt ecuatii cu
derivate partiale hiperbolice, de tip d‘Alambert. Principalul fenomen fizic descrise de acestea
este cel de propagare. Motiv pentru care, campul are in acest regim ia forma unei unde
electromagnetice. Deosebim urmatoarele regimuri particulare:
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¢ Electrodinamic ED (full-wave - FW), este regimul general, in medii care pot fi si
conductoare;

® General variabil fara pierderi FP (lossless - LL), este regimul general variabil al campului
electromagnetic Tn vid sau Tn corpuri perfect izolante.

Analiza acestor regimuri se face si in domeniul frecventei, prin reprezentare in complex atunci
cand marimile variaza sinusoidal Tn timp, sau prin transformata Fourier sau Laplace, in cazul
regimului tranzitoriu. Aceste reprezentdri operationale transforma derivatele fatd de timp in
operatii algebrice de Tnmultire cu jo, respectiv cu variabila (frecventa) complexa s. Dupa
disparitia derivatelor fata de timp, ecuatiile hiperbolice (cu derivate de ordinul doi fata de timp si
care pot contine si temeni cu derivate de ordinul Tntdi, de amortizare, difuzivi) se transforma in
ecuatii de tip Helmholtz complexe, asemandtoare cu cel eliptice. In regimul fara pierderi, pentru
care ecuatiile nu contin termenul difuziv se formuleaza si problema analizei modale, n care se
cauta modurile de rezonanta si frecventele proprii.

4 J
9
WY
P 0
Fig. 1. Diagrama relatiilor cauzale ale regimului ED [9]

2. Ecuatiile fundamentale ale electrodinamicii
Ecuatiile electrodinamicii sunt de fapt ecuatiile lui Maxwell, Tn regim general variabil [1-5].

¢ Legea fluxului electric:

lpZ:quﬁgﬁDdA :f pdv=divD=p;
z

D,

¢ Legea fluxului magnetic:

(l)E:O@Eﬁ BdA=0= divB=0; ny,'(B,—B;)=0<div,B=0
P>
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¢ Legea inductiei electromagnetice in medii imobile:

dé 0B
up= dtSF:Oc»gf Edr :%! B-dAiOtE:—E; npX(E,—E;)=0, E,=E,,

¢ Legea circuitului magnetic in medii imobile:

0D

i
+ _
ot

Upp =g dr snp6(Hy,—H,)=0,oH,=H,

L @gﬁHerI J~dA+iJ'D-dA=>rotH=J+
r Sy dtsr

O consecinta a acestei legi si a legii fluxului electric este teorema conservarii sarcinii electrice

dq
iy=——rre [ J:da=—2 [ pdv=divy=-
z D

0 .
5_I1f)’.n12(’(‘]2_-]1):ps’@]n2:an

dt

In forma locali toate aceste relatii sunt ecuatii diferentiale de ordinul ntai.

¢ Relatiile constitutiva, de material, sunt legile legaturii dintre D-E, B-H si J-E:

D=f'(E)®D=¢)E+P,P=P (E)+P,=D=¢E+P,
B=("(H)e B=p,H+M|,M=M(H)+M,=B=FLH+B,,B,=,M,
J=f"(E)eJ=J(E)+J =>J=0E+J,

Campul electrodinamic este descris de campurile vectoriale E , D, B, H, cu sursele de camp p,
P, , B, (echivalent cu M, ) si J; (echivalent cu E;) si constantele de material ¢, y si g, cu caracter
scalar sau tensorial. Diagrama relatiilor cauzale ale regimului ED este reprezentata in Fig.1.

Fig. 2. Diagrama relatiilor cauzale in regimul FP [9]
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In regimul fara pierderi (FP), conductivitatea o = 0, iar ecuatiile locale au forma din vid:

V-E=0
V-H=0

VXE= 0H

Hoge
0E
VXH=¢,—

0t
campul electromagnetic fiind complet descris doar de o singurd pereche de vectori: E si H. In
acest caz intervin doar doua constante de material: ¢, si p, iar Tn mediile liniare, sursele de camp
sunt p si J; (sarcinile injectate si curentul electric impus). Diagrama relatiilor cauzale ale acestui
regim este cea din Fig. 2. In consecintd, ipotezele regimului electrodinamic fird pierderi (FP)
sunt urmatoarele:

¢ Corpurile sunt imobile;

¢ Nu exista nici un fel de pierderi, nici prin conductie (¢ = 0, J=0 ), nici prin histerezis
dielectric sau magnetic.

3. Potentialele electrodinamice. Ecuatiile de ordinul doi.
In regimurile general variabile, cimpul electromagnetic este descris de doud potentiale, unul
scalar V si altul vectorial A. Acestea se definesc pe baza:

div B=0=B=rot A
¢ legii fluxului magnetic: sia

¢ legii inductiei electromagnetice:

rotE:—a—BzrotE:—rota—Azwot
ot ot

0A 0A
— | = _— =
E+ Y ) 0=>E+ ot gradV

Ele generalizeaza potentialul magnetic vector si potentialul electric scalar, dar spre deosebire de
acestea sunt functii de timp, iar campul electric depinde de nu numai de gradientul a potentialului
scalar ci si de derivata fatd de timp a potentialului vector. Odata calculate, cele douad potentiale
determind atat inductia magnetica cat si intensitatea campului magnetic, iar apoi din legile de
material celelalte componente ale solutiei.

Ecuatiile de ordinul doi satisfacute de aceste potentiale se obtin din legea circuitului magnetic si
din teorema conservarii sarcinii, iar in medii liniare au formele:

ToMeMS - Raport intern 2012 Page 5



| 2
rotH:J+ZTD:' rot|v rotA)+agTA+g Zt—zAm gradV+sgradgTV:0,

o gradV+Oa—A

L 0p_
divJ= at:dlv ot

_0p _ _0p
=5 zdlv(agradV]—at ,

div|oA|=0ediv A=—grado
Ultima relatie fiind valabilda in conditia de etalonare: , de tip
Coulomb (nula in conductoare omogene) impusa divergentei potentialului vector (care poate fi
liber aleasa, fara sa se modifice campul).

A D=€E+PP;B:uH+Br,Br:u0Mp@ H:vB+Ip,Ip:—vBr;J:GE+Jl.
In medii in care )
cu caracteristici afine, ecuatiile de ordinul doi au formele:

2 oP
rotH:J+gTD:>rot[vrotA)+ogTA+egt—;q+ogradV+sgradSTV:Ji+at—p—rot(Ip)
v j=—9P _ 4i 0A |\ _0P _, 4i | _op.
divJ= 5 = div GgradV+oat )_8t édzvl‘ogradV]—at :

Curentul impus poate Incorpora si celelalte doud surse de camp, polarizatia si magnetizatia
permanentd, folosind distributii de curent fictive (de magnetizare si de deplasare-polarizare),
echivalente acestor surse de camp. O simplificare importanta se obtine in domeniile In care
potentialul scalar este nul (de exemplu, domeniile sunt izolante si nu se electrizeaza, iar
conditiile de frontiera pentru potential sunt nule).

In regim fara pierderi, deci inclusiv in vid, ecuatiile de ordinul doi au o forma mai simpla:

& A oV _ ‘ 10°A 1 oV _
rot[rotA}+u0£0¥+u0sograda—uoliﬂgrad(dlvA)—M+?¥+§gmda—uoli:
e lTA_ -

ot U c:1/\/y0£0
in care s-a notat ; iar

. L 0A 10V
dlvD:p=>AV+d1vE:—p/£0=>—AV+?§:P/50
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divA:—ia—V

¢ ot
daca se adopta conditia de etalonare a lui Lorenz: (atribuita de multe ori, din
greseald, lui Lorentz!). Se constata ca in aceste conditii, In regimul FP, in medii liniare,
omogene, fara pierderi, ambele potentiale electrodinamice, atat potentialul vector cat si cel scalar

satisfac ecuatii hiperbolice de tip d‘Alambert, vectoriale respectiv scalare cu acelasi operator.

c=11p, &,
Viteza de propagare a undei electromagnetice in vid este viteza luminii Tn vid ,
ceea ce demonstreaza natura electromagnetica a luminii. Sursele celor doua potentiale sunt:
curentul impus si respectiv sarcina electricd (cum este de exemplu, curentul injectat in antene).
In regimul electrodinamic, general variabil, potentialul vector satisface o ecuatie de tip
d‘Alambert vectoriala generalizatd, n care operatorul de derivare spatiala este de tip rot-rot, si
in care pe langa termenul cu dubla derivata fata de timp mai apare un termen cu derivata simpla
fatd de timp, ce descrie fenomenele de amortizare (pierderi prin conductie), precum si termeni
care contin potentialul scalar. Ecuatia potentialului scalar este de tip Poisson generalizata,
similara cu ecuatia potentialului scalar electrocinetic stationar

2

rotH:J+gTD:> rot|v rotA\)+agTA+g zt—f\+0 gradV +¢egrad ZTV:Ji

divJ= —g—f: div|o gradV +o STA

_0p _ _0p
= édlv(agradV)—at .

Pe suprafetele de interfatd intre doua corpuri cu proprietati dielectrice diferite, potentialul
satisface urmatoarele conditii de trecere:

n12X<Ht2_Ht1):J

N

. n,X(v,VXxA,-v, VXA, )=J,

n,,(B,—B,)=0;n,,(A,~A,)=0 A=A,
— V=V,
(DEtlgE)tZ_ dVl dVZ _
Mo\ o 1 _pasp = glcm_%dnl2 =Ps
”12'(J2_J1):_ats o av, . av, __aps
1 2 =
dn,, dn,, ot

asemanatoare cu conditiile de trecere pentru potentialul magnetic vector si potentialul electric
scalar din regimurile magneto-stationar, electrocinetic si electrostatic.

ToMeMS - Raport intern 2012 Page 7



4. Problema fundamentala a electrodinamicii
Problema fundamentald a electrodinamicii consta In determinarea campului, pornind de la
sursele lui [7-10]. Datele acestei probleme sunt:

¢ Forma si dimensiunile domeniului de calcul D.

e Caracteristica dielectrica, magnetica si de conductie din orice punct al domeniului de
calcul, descrisa in medii liniare de permitivitatea &, permeabilitatea p si conductanta o.

e Sursele interne de camp din orice punct al domeniului de calcul ti Tn orice moment al
duratei analizate, sunt descrise, n cazul mediilor cu caracteristica afina de campurile
vectoriale: polarizatia permanenta P,,, magnetizatia permanenta M), si curentul electric
impus J;

e Sursele externe de camp, descrise de conditiile de frontiera, de exemplu E, sau H, in orice
punct de pe frontiera domeniului de calcul. Cel mai adesea aceste sunt nule, de exemplu
E, = 0, notata cu PEC (Perfect Electric Conductor), corespunde unui conductor perfect
(supraconductor cu 1/ o = 0) plasat pe frontiera iar H, = 0, notata cu PMC (Perfect
Magnetic Conductor), corespunde unui material feromagnetic perfect (cu 1/ g = 0) plasat
pe frontiera. Dar acestea nu sunt singurele conditii de frontiera corecte posibile.

® Sursele anterioare ale campului, descrise de conditiile initiale: campurile vectoriale D si
B, definite in toate punctele domeniului de calcul, la momentul initial de timp t = 0.

Necunoscutele principale ale problemei sunt campul vectorial A(rt) si cel scalar V(rt), definite
pe domeniul D si pe intervalul de timp de analiza (0, T). Acestea trebuie sa satisfaca ecuatia de
ordinul doi si conditiile initiale si de frontiera. Dupa ce au fost determinate potentialele
electrodinamice, inductia magnetica si intensitatea campului electric se determind din definitiile
lor, iar celelalte marimi ale campului, aplicand relatiile de material. Exista Insa si alte
metodologii de calcul, in care campul se calculeaza direct, rezolvand ecuatiile de ordinul ntai
sau consecinte ale acestora, fara sa fie calculate potentialele electrodinamice. In aceste proceduri
ca si in cea bazata pe potentiale, densitatea de sarcina adevarata (indusa in conductoare si in
dielectricii slab conductori) este necunoscuta a problemei, deoarece rezulta din inductia electrica,
folosind legea fluxului electric. Conditia initiala pentru inductia electricd, atrage dupa sine
cunoasterea distributiei initiale a sarcinii electrice, care determina distributia ulterioara a
acesteia. La fel rezulta si densitatea curentului electric (indus in conductoare), din intensitatea
campului magnetic, folosind legea circuitului magnetic. Ca o consecintda a legii inductiei
electromagnetice, legea fluxului magnetic este satisfacuta in orice moment de timp, daca ea este
satisfacuta la momentul initial (de conditia initiala). Problema de camp este corect formulata,
daca sunt indeplinite urmatoarele trei conditii [12]:

* Problema are solutie;
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e Aceasta solutie este unica;
¢ Sidepinde continuu de sursele de camp, date ale problemei.

Daca solutia problemei nu depinde continuu de datele ei, atunci mici variatii ale datelor pot
determina salturi ale valorii solutiei, facand ca aceasta sa nu aiba relevantd, deoarece in practica,
datele sunt mereu afectate de erori de masurare sau de reprezentare.

5. Teorema energiei electrodinamice, teorema lui Tellegen
Aceasta este 0 consecinta pdtratica, integrala a ecuatiilor lui Maxwell, forma globald a teoremei
energiei electromagnetice. Pentru Tnceput vom considera un domeniu D, marginit de frontiera
X, In interiorul caruia se afla un mediu liniar caracterizat de constantele de material £>0, p>0 si
0>0, dar in care se poate afla local si un curent impus cu densitate J;. Daca integram pe acest
domeniu forma locala a teoremei energiei electromagnetice (consecintd a legilor inductiei si
circuitului magnetic) si apoi o integram pe intervalul de timp (0,T), rezulta

. d
—i div(ExH )dv= £ J-Edv+E£ St

D-E B'H)dvﬁ

T

L B2+ uH2|dv= [ [D(0)/e+B(0/u|dv— [

em—
2 D D 0

174 [ oB?dv+[ J-Edv+ [ (ExH,)-dA

D D oD

>0

Constatam deci ca energia campului electromagneticd, determina prin integrarea densitatii de
energie pe intreg domeniul ocupat de camp, are o crestere egala cu integrala in timp a puterii
transferata de camp prin frontiera domeniului (de la exterior spre interior), din care se scade
puterea transferata corpurilor.

In cazul materialelor cu caracteristica dielectrica si magnetica afina, la care
D:£E+PP;B:;1H+BP
densitatea de coenergie/energie are expresia

E E E
D:f(E):?E+Pﬁw;:£D'dE':£f(E')dE'z{(EE'+Pp)dE':E-EE/2+PPE:DE/2+PPE/2
w,=DE—w/=DE/2—P E/2=EZE/2;w,=BH-w,=BH/2-B HI2=HH/2

iar teorema energiei electromagnetice capta forma:
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E

em

1
§£ EEE+HEH |dv f(EeE+HpH)| dv—

oM
poH 5P +E= P dv+afD(Et><Ht)-dA >0.

O

faEZdv+f J; Edv+f
D

In cazul elementului multipolar de circuit electric (concept care se va defini ulterior, in
paragraful 9), puterea electromagnetica transferata prin frontiera are (asa cum se va demonstra
acolo) expresia:

— | (ExH,)dA=) v, i,=v-i=vii=(JLE)+
t t k" k
oD k=1

> 119D, E)(B,1)

Iar in cazul a doua campuri ce pot fi diferite, Intr-un domeniu identic, cu materiale diferite,
rezulta:

n
0D} over { partialt} } drarrow } {}# size 12{- IntcSub { size 8{ partial D} } {1(E'rSub { sze 8{t} } limesHI}‘dA=Z v',irSub { size 8{k} } } =v'1Sup { size 8{T} } cdoti:v"»}z\(]‘bmd JEJ#(E\GDY over { partialt} } ) +\( { { parial B over { partal ) } H)
k=1

@D} over { partalt} } dramow - itel < \( bold B times H)=E"-J +H. %m‘-;

3
mrE‘:—i;mIH:Jﬂ
ot

relatie numita teorema lui Tellegen pentru camp electromagnetic, Tn special in cazul in
care domeniul D este unul de interconexiune si are volumul nul - Leopold B. Felsen, Peter.
Russer, Mauro. Mongiardo, Electromagnetic Field Computation by Network Methods,
Springer — 20009. :

6. Teorema impulsului electromagnetic. Presiunea undelor
Teorema conservarii impulsului este o alta consecinta patratica, integrala a ecuatiilor lui
Maxwell. Forma sa locala este:

0g = - = = — = - = =~ -
s TV T o) ~fo  Gm=DXB,  T,=T+T,, T,=ED"-w,I; T,=HB'-w,I=
% 2 2
SED—B) B2 grad ¢— grad ; +(D-grad| E+§L grad ;—grad 123—H +(B-grad| H+BXJ
dGmeC -F
d
Pornim de la principiul fundamental al mecanicii , conform caruia forta este egala
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Gmec:.[pz Goe AV :IDZ v dm

cu viteza de variatie a impulsului mecanic . Deoarece impulsul
mecanic al unui corp rigid este masa multiplicata cu viteza sa, rezulta ca forta asupra corpului
este masa inmultita cu acceleratia pe care o capata sub actiunea fortei. Impulsul electromagnetic

Gem: ‘[Dz gem dv

al unui domeniu se obtine prin integrarea densitdtii de impuls: , Tezultand
forma globala a teoremei impulsului

dG = d Gmec+Gem) T
dtem:fﬁgTem‘n dS—Fem »———— =F +F :Fnon—em'l'SﬁZTem'n ds

dt non—em em

care permite determinarea actiunilor mecanice ale campului electromagnetic, la interactiunea lui
cu corpurile. Undele electromagnetice au densitatea de volum a impulsului

S

Jem=DXB=gu( EXH ==

a

orientata Tn directia si sensul propagadrii, datd de vectorul lui Poynting, fiind proportional cu
acesta. Fle se comportd ca si cum ar avea o densitate de masa
S WemV _ We

p:gem/czm:pV:?V: 2 =

" - E=mc?

, de unde rezulta celebra formuld a
E=W,=w,V S=cw,,
energiei in care s-a notat cu energia electromagnetica (faptul ca se
va demonstra ulterior).

O unda electromagnetica absorbita de un corp transfera acestuia impulsul sau, deci va exercita pe
suprafata corpului o presiune medie egalad cu densitatea medie de energie electromagnetica:

Daca Tn schimb, suprafata reflecta undele, atunci impulsul are o variatie dubla (de la S/c 1a -S/c),
p=2w,,

deci presiunea exercitata de unda va fi de doua ori mai mare . Lumina exercita deci o

presiune dubla asupra corpurilor albe decat asupra celor negre!
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h, =rXg,,=rX(DXB);
Impulsul electromagnetic unghiular este o0 alta mdrime conservativa.
Formele locale si globale ale teoremei de conservare:

h,, —
—=div(rxT,, |-m

at mem:rxfem =

em’

em :452 (rxim)-n dSs-M,, , Hem:fDZ h,.dV; M, =rxF,,

permit exprimarea momentelor pe care campul le exercitd asupra corpurilor. Dupa cum se va
vedea ulterior, undele polarizate au impuls unghiular de valoare medie nenuld, orientat in directia
propagarii.

In consecinta, lumina si in general undele electromagnetice polarizate circular tind sa roteasca
corpurile pe care acesta cad.

2. Teorema de unicitate a regimului electrodinamic

Teoremele de unicitate ale solutiei problemei fundamentale a electrodinamicii (ED sau FP) sunt
cele care dau conditiile corecte de frontiera ale acestor probleme. Demonstratia ei se bazeaza pe
teorema energiei electromagnetice:

o pH-H ¢E-E 0P, oM,
oE-E dv+Z— dv= EJ d E-—=+u,H- d
L L M T
~¢ |ExH,|dA=
t
[, omEavan], [HHEE o (HHH) EE) g,
) 2 Dy 12 2
t
opP 6M
. — il ) CH |- '
{ szE Jodv—| (E =t H o )dv ¢ _[E,(H,|-dA |dt
Conditiile de unicitate se pot identifica din aceasta relatie, ca fiind:
Ji
¢ Densitatea curantului impus in toate punctele domeniului de calcul, pe durata

intervalului de analiza;
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PP

Polarizatia permanenta n toate punctele domeniului de calcul, pe durata intervalului

de analiza;

M
p
* Magnetizatia permanenta in toate punctele domeniului de calcul, pe durata
intervalului de analiza;
H[
e Componenta tangentiald a intensitatii campului magnetic sau a intensitatii campului
El
electric din orice punct al frontierei , pe durata intervalului de analiza ;
E
¢ Distributia initiala a intensitdtii cAmpului electric in toate punctele domeniului de
calcul;
H
e Distributia initiala a intensitatii campului magnetic in toate punctele domeniului de
calcul.
Pentru valori nule ale acestor conditii, membrul drept se anuleaza si rezulta:
2, 2 4 ot 2 5 .
OSIDZ(“H +eE*| dv= ZIOIDE oE"dvi0
0>0
Daca in toate punctele domeniului de calcul, atunci energia disipata Tn domeniu, prin
conductie este pozitiv definitd, iar aceasta egalitate cu restrictiile ei poate fi satisfacuta doar
E=0
pentru camp electric nul . Daca permeabilitatea este strict pozitiva, atunci rezulta ca si
H=0 e=0
intensitatea campului magnetic , chiar si in conditiile In care (adica in regim
o>0
MQS). Conditia de disipativitate impusa tuturor punctelor din domeniul de calcul este
extrem de restrictivd pentru multe din problemele practice, in special cele din regimul FP.
e>0
Constatam ca ea poate fi eliminatd, mai exact inlocuitd cu conditia , pentru anularea

campului electric. In consecintd, si celelalte componente ale campului electromagnetic se
J=0E=0 B=pyH=0 D=¢E=0 p=divD=0

anuleaza: , , si . Conform lemei solutiei

nule, rezulta unicitatea tuturor componentelor campului ED si FP, Tn conditiile mentionate

anterior.
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Constatam ca atat sarcina cat si curentul au un dublu statut: sursa si solutie. Mai exact curentul
impus (cum este curentul cunoscut, injectat in antene) sau curentul amperian — virtual, echivalent
de magnetizare este sursa de camp; in schimb densitatea curentului de conductie, care depinde de
intensitatea campului electric este o componenti a solutiei. In mod similar, sarcina impusa, cum
este cea cunoscutd, injectata in antene, sau sarcina coulombiana — virtuald, echivalenta de
polarizare este sursa de camp, in schimb densitatea de sarcina adevaratd, care depind de
intensitatea campului electric este o componenta a solutiei.

In aceastd teoremd de unicitate, conditiile de unicitate impune cunoasterea componentei
tangentiala a intensitatii campului electric sau a campului magnetic (nu ambele, ci doar una
dintre ele!) de pe frontiera. Aceste date se refera fie la un sistem de electrozi de potentiale
impuse plasati pe frontiera fie la un sistem de curenti superficiali distribuiti peste un corp
feromagnetic perfect, sau de multe ori la cunoasterea campului transversal din apertura (portul)
unui ghid de unde, care alimenteaza domeniul de calcul (cel mai adesea cu o unda plang,
incidenta, cunoscuta). Conditiile nule de frontiera corespund carcaselor realizate din conductoare
perfecte, respectiv folii feromagnetice perfecte. In multe situatii practice, conditiile de frontiera
nule sunt indeplinite pe planuri de simetrie, pe care campul electric sau cel magnetic pica
ortogonal, adica are este orientat transversal, avand componenta tangentiala nula.

3. Conditii absorbante de frontiera

Undele electromagnetice, solutii ale ecuatiilor regimurilor ED sau FP au proprietatea remarcabila
de a avea un front de unda bine definit, care se propaga cu o viteza finitd, ce nu depdseste viteza
luminii 1n vid. Atunci cand intalnesc un perete conductor (PEC sau PMC) ele se reflecta si se
intorc Tn domeniul de calcul, perturband campul existent aici. Daca In schimb Intalnesc o
fereastra spre spatiul vid, infinit extins, atunci se propaga in acesta si nu se mai ntorc In
domeniul de calcul. Aceasta caracteristica impune tratare cu tehnici speciale a frontierei
domeniului de calcul, care au frontiere deschise spre spatiul nemarginit. Numim aceste frontiere
ca fiind deschise si trebuie sa impunem pe ele conditii de frontiera absorbante, care absorb
undele electromagnetice si nu le reflecta.

Gasirea unor conditii de frontiera de forma cat mai simpla, dar si de acuratete cat mai buna (care
sa aiba reflectii cat mai mici, indiferent care este unghiul sub care cade unda incidenta fata de
suprafata) este una din problemele dificile ale acestui regim. S-au identificat mai multe solutii ale
acestei probleme.

¢ Conditia de frontiera absorbanta a lui Mur, de ordinul Intai:
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in care Ex, k = 1,2,3 sunt componentele campului.

(Mur, Gerrit. "Absorbing boundary conditions for the finite-difference approximation of the time-domain
electromagnetic-field equations." Electromagnetic Compatibility, IEEE Transactions on 4 (1981): 377-
382.)

¢ Conditia de frontiera absorbantd Enquist-Majda de ordinul doi:

1

2

2 2
0°E,  O'E,

1 0°E, 1 0°E,
+ _
oy* o07?

coxdt % otr

b

scrisa aici pentru frontiera x=0, a unei probleme 2D. In cazul campului electric orientat dupad Oz,
aceasta relatie capata forma mai simpla
p, 0H, O0E, 10E, 0
- + J— =
2c 0y 0x c Ot

O abordare diferita este cea a lui Beranger, care propune folosirea unui strat de frontiera, PML
(Perfect Matched Layer - strat perfect adaptat), cu proprietati de material alese astfel Tncat sa nu
reflecte undele incidente (Fig. 3)

JEAN-PIERRE BERENGER , Three-Dimensional Perfectly Matched Layer forthe Absorption of
Electromagnetic Waves, JOURNAL OF COMPUTATIONAL PHYSICS 127, 363-379 (1996)
JEAN-PIERRE BERENGER , Perfect Matched Layer (PML) for Computational
Electromagnetics (Synthesis Lectures on Computational Electromagnetics), Morgan &
Claypool Publishers, 2007

M(Uxuo:l-oyz.d;z) - Pl‘ﬁ.:("xz,ogtz:"yzfo;z)
PML{0, 0, Oy;, Oy2) ‘

Bl

Outgoing Waves

BML(0y,, 0%,, 0,0 PML (x3, Oz , 0, 0)

*
PML(0, 0,0y, Oy, ) .
* L 1
BML {Ox;, 1, Oy1., Oy1 ) PML (93, 93z ( Oy, O )
Perfect conductor

Fig. 3. Conditia de frontiera PML (cu strat perfect adaptat) (Beranger94)
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Fiind un material fictiv, putem alege comportari neuzuale pentru substantele reale. Ele sunt

GE GH
anizotrope, caracterizate de doi tensori, unul al conductivitdtii electrice si altul ,
numit al conductivitdtii magnetice (care este de fapt o permeabilitate integratoare ce determina
un ,,curent magnetic”, proportional cu H), si care fac ca in interiorul PML, ecuatiile lui Maxwell
sd aiba forma:

ygTH+rotE+0HH:O

oE
e——rotH+o_E=0
ot E

Deoarece stratul perfect adaptat se termina pe o folie perfect conductoare, pe care E=0,
unicitatea solutiei este garantata de teorema de unicitate clasica pentru campul electrodinamic.

Toate aceste abordari sunt aproximadri ale modelului exact, In care domeniul de calcul marginit
este Tnconjurat de domeniul problemei exterioare. Conditia de frontiera exacta a problemei
interioare este data de solutia ecuatiei integrale de frontiera a campului din problema exterioara.

Conditiile absorbante de frontiera sunt folosite intensiv pentru rezolvarea problemei de
imprdstiere a undelor electromagnetice, ce trebuie rezolvata pentru determinarea semnaturii rada
a unui obiect de forma arbitrara (RCS — Radar Cross Section). O astfel de problema este diferita
de problema fundamentala a electrodinamicii, deoarece sursa de camp este o unda incidenta
cunoscutd (de obicei o unda plana cu directie de propagare datd), in domeniul de calcul se afla un
obiect de formd cunoscuta considerat de obicei perfect conductor (dar se intdlnesc si ale conditii
de frontiera pe el, cum sunt folii dielectrice sau magnetice). Unda incidenta este reflectata si
Tmprastiata de acest obiect in intreg spatiul. Domeniul de calcul se alege unul care cuprinde
obiectul analizat, obiect ce este eliminat din domeniu. Pe frontiera exterioara se impune o
conditie absorbanta de frontiera iar pe frontiera obiectului se impune conditia PEC pentru suma
dintre campul incident E; si cel imprastiat E; : nx(E;+ E;), care este de fapt o conditie nenula
pentru componenta tangentiala E; a campului necunoscut (cel imprastiat) — Fig. 4.
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Fig. 4. Imprastierea undei incidente cu conditii de frontiera PML (Sankaran05)

4. Teoremele liniaritatii si superpozitiei in electrodinamica
D=¢E; B=pH ;J =0k
In acest paragraf vom considera doar probleme in medii liniare, Tn care
Rezultatele se pot extinde si Tn cazul mediilor cu caracteristica afina, in care
DZEE+Pp;B:yH+Br,Br:p0Mp;J:GE+JI.
, daca vom considera componentele intrinseci
(permanente) ca surse de camp.

Teorema liniaritatii demonstreaza faptul ca liniaritatea de la scara locala se extinde si la scara
globald, asigurand liniaritatea relatiei intre surele de camp si campul electrostatic generat de
acestea. In conditiile teoremei de unicitate, problema fondamentala a electrodinamicii este bine
formulata. In consecint, ea defineste un operator care aplicat surselor de cAmp determind solutia
problemei. Domeniul de definitie al acestui operator contine urmatoarea secventa de obiecte,
care descriu cauzele campului : C = [P,, M), J, H, E, H(0), E(0)], iar codomeniul lui contine
obiectele, care descriu campurile solutie: F = [E, H, D, B, p, J, V, A]. Vom nota acest operator
de solutionare a problemei de camp cu S: {C } - {F }.

Teorema liniaritatii afirma ca daca dielectricul este liniar, atunci si operatorul de solutionare
n n

este unul liniar, deci: S(Z )\kck)zz AS(C )Y AL, A EIR
k=1 k=1
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Demonstratia acestei proprietiti se bazeazd pe liniaritatea ecuatiilor satisficute de solutie. In
consecintd in problemele electrostatice liniare se poate aplica principiul superpozitiei, conform
caruia, suma cauzelor determina suma efectelor. Solutia unei probleme cu mai mult surse se
poate determina adunand solutiile problemelor, care au pe rand o singura sursa, iar celelalte surse
sunt nule. Campul produs de diferite distributii de sarcind sau curent se suprapune peste cel
produs de polarizatia/magnetizatia permanenta (respectiv de sarcinile de polarizatie sau si
curentii de magnetizatie) si apoi se suprapune peste campul determinat de diferitele conditii de
frontiera, care se pot referi la componenta tangentiald a intensitatii campului electric sau
magnetic de pe frontierd, iar in final se suprapune peste campul determinat de diferitele conditii
initiale, pentru campul electric sau pentru cel magnetic.

Trebuie notat faptul ca aceste teoreme nu se pot aplica in cazul dielectricilor neliniari, chiar
daca S: {C } - {F } este bine definit, dar el nu este un operator liniar. Mai mentionam faptul ca
superpozitia se poate aplica doar surselor de camp si nu celorlalte date ale problemei, de
exemplu, ea nu se aplica domeniilor de calcul sau constantelor de material. Rezulta ca pentru a
putea suprapune solutiile a doua probleme, cel doua probleme trebuie sa aiba domenii de calul
identice, constante de material repartizate la fel precum si aceeasi partitie E-H a frontierei.

5. Elementul multipolar de circuit electric cu parametri distribuiti

In acest paragraf vom considera cazul unui domeniu marginit de o suprafatd pe care vom impune
conditii care sa permitda cuplarea problemei de camp electromagnetic din interiorul domeniului
cu un circuit electric exterior (Fig. 5). Pentru a realiza acest deziderat vom identifica pe suprafata
domeniului un numar finit de suprafete disjuncte numite terminale (porturi sau borne), care vor
putea fi conectate la nodurile circuitului electric exterior. Pentru aceasta, este necesar ca fiecare
din aceste terminale sa fie echipotential (adica sa aiba acelasi potential in toate punctele sale). O
a doua conditie este ca intrarea si iesirea curentului electric (atat de conductie cat si de deplasare
sa se faca exclusiv prin terminale). Ultima restrictie se refera la imposibilitatea cuplajului
magnetic dintre interiorul si exteriorul elementului. Aceasta conditie impune ca elementele cu
cuplaj magnetic, cum sunt bobinele cuplate mutual sa fie modelate ca elemente cuadripolare, si
incluse ambele in interiorul domeniul de calcul. Restrictia acesta este eliminata prin definirea
unui concept mai general, cel de element multipolar de circuit electro-magnetic, care pe langa
terminalele electrice are si terminale magnetice, prin intermediul cdrora se realizeaza cuplajul
magnetic. Aceste terminale magnetice sunt fiecare, echipotentiale, din punct de vedere magnetic.

Deoarece conditiile de frontiera nu se refera la ecuatiile campului din interior (care pot fi in
regim EQS, MQS, ED, FP), spunem despre elementul astfel definit ca are parametri distribuiti.
El este cu parametrii concentrati doar atunci cand campul din interior este in regim stationar.
Definirea elementului electromagnetic de circuit este un pas important in procesul de modelare.
Prin acesta, este definit un sistem dinamic intrare-iesire, descris de un numar finit de semnale de
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intrare si de iesire. Fiecare terminal defineste o pereche de astfel de semnale. In functie de tipul
terminalului (controlat in curent sau in tensiune), cele doua semnale asociate terminalului:
curentul terminalului si potentialul terminalului sunt semnale de intrare, respectiv de iesire sau
invers. In cazul terminalelor magnetice, locul curentilor si potentialelor este luat de fluxurile
magnetice si de potentialele magnetice.

Prin definitie, un element multipolar de circuit este un domeniu simplu conex, marginit de
y SkCZ,k:LZ,..,n

frontiera pe care se afla suprafetele disjuncte numite terminale si pe

care sunt indeplinite urmatoarele conditii de frontiera:

0BIM,t
n'%ZO@nOVXE:O; MeXx
(A)
6
n-VxH=0 ,  MeS =X =1k="S,
(B)
nXEM,t]=0 , MeS, , k=12..,n
©€)
iar pentru fiecare terminal k = 1,2, ...., n-1, este datd fie valoarea curentului, fie valoare
potentialului:
. 0D
i =— J+—|ndA - .
k '[Sk ot Vk(t]—‘[cknezE dr
sau
v(t):[vl;v2;...;vn_l},i(t):[il;iZ;...;in_l}
Vectorii reprezinta semnale de excitatie sau rdaspuns, in

functie de modul n care sunt controlate terminalele, in potential sau Tn curent. Daca unele sunt
controlate Tn curent si restul in tensiune, atunci avem un control hibrid. Ultimul terminal se
considera de referinta si are deci potentialul conventional nul, dar poate avea si alta valoare
cunoscuta.
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Fig. 5. Elementul multipolar de circuit electric [22]

Conditia de frontiera (A) interzice cuplajul magnetic interior-exterior, conditia (B) obliga curentii
sa treaca exclusiv prin terminale, iar conditia (C) impune caracterul echipotential al fiecarui
terminal.

Din aceste conditii rezulta urmatoarele consecinte:

e Curentul total prin frontiera este nul

=9,

J+5—D

p» ‘ndA= {ﬁ 'rot H'n dA= f [dlv rotH)]ndA 0

¢ Tensiunea electromotoare pe orice curba inchisa apartinand frontierei este nuld

urzjﬂpczE-dr:f lrot E|'n dA= f —ndA:O

¢ Curentul terminalului este suma dintre curentul de conductie si cel de deplasare

J+— ‘ndA

ik:defgﬁFkH-dr:—f rot H-ndA = f o

e Tensiunea Intre doua terminale este diferenta potentialelor acestora

ukj(tJ:defkajGE Edr=[ _ Eidr=vd-v|t

ki

¢ Terminalele sunt echipotentiale
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fMNcskE'dr:.[MNcsk Et&dr:V(M,t)—V(N,t)ZO

e Vom intelege prin circuit electric cu parametri concentrati o multime de elemente
multipolare, cu terminalele puse in contact. Un astfel de sistem este un element
multipolar, dar cu domeniul multiplu conex. El satisface toate relatiile anterioare, daca in

u=§, Edr=0
locul conditiei locale de frontiera (A), consideram forma sa globala:

, conditie indeplinitd, daca spatiul complementar circuitului are camp magnetic nul. Vom
considera numai circuite magnetice cu spatiul complementar perfect izolant, si fara surse
de camp, deci cu camp electromagnetic nul.

¢ Prima relatie a lui Kirchhoff: suma algebrica a curentilor unui nod (terminalul comun
al mai multor elemente interconectate) este nuld pentru orice circuit electric

0=[,

0D
J+—
ot

n dA:fS rot H|-n dA+Zn: fs rot H-ndA :0+Zn:(—ik]:>2 i,=0

k=1 bex
In consecintd, curentul terminalului de referintda este opusul sumei curentilor din celelalte
terminale.

¢ A doua relatie a lui Kirchhoff: suma algebrica a tensiunilor unei bucle (curba inchisa de
pe suprafetele mai multor elemente interconectate) este nuld pentru orice circuit electric

u=¢ _ Edr=0=7 u,=0

berl

In consecinta, pentru orice circuit electric putem defini Tn mod univoc potentialele nodurilor sale,
daca unul din terminale, cel de referinta are potential conventional nul.

¢ Teorema puterii transferata pe la borne: puterea transferatd de un element multipolar
de circuit este produsul scalar dintre vectorii curentului si potentialelor terminalelor

P(t):Pz:fﬁz \EXH|{—n| dA=- 932[\— grad v|xH||-n| dA=

fﬁzlrot v HH-n dA- fﬁzlv rot H)}-n dA:0+kZ: fsk[v rot H)} ndA=

Zn:ka 'rot H|-n dA:Zn:ka rot H|n dA:Zn:vkik
k=1 g k=1 5 k=1
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rot |v H|=|grad v|xH+v [rot H
in care s-a folosit identitatea , cu potentialul v(r) definit ca
tensiunea de la punctul r la terminalul n, determinata pe o curba ce apartine frontierei. Sensul de
referinta al puterii coincide cu sensul de referinta al curentilor. Daca acestia sunt orientati spre
exterior, atunci puterea p este conventional generatd. Puterea este invariantd la etalonarea
potentialului

n n n n -1
plU= 24, = 2 (vi#Cli= 2 v, +C 1= Vidily <o
k=1 k=1 k=1 1

n
= k=1 k=

¢ Teorema de unicitate: solutia ecuatiilor lui Maxwell din interiorul unui domeniu alcatuit
din materiale dielectrice si magnetice strict pasive si conductoare pasive, cu conditii de
frontiera de tip element multipolar excitat hibrid este unica.

[, oE dv+%g—t , (uH +eE’ | dv=$ [ExH|{-n| dA=) v, i, =0=
z k=1

0=, (uH+eE" dv=-2 [ oE'dvi0=E=0,H=0 =v,=0;i,=0

Unicitatea fiind asigurata de lema solutiei nule. Dacd elementul este excitat cu potentiale
arbitrare, atunci curentii din terminale au o variatie Tn timp unic determinata si reciproc.

¢ Teorema liniaritatii: daca elementul multipolar este alcatuit din materiale liniare, atunci
operatorul intrare-iesire, care leaga semnalele de excitatie de semnalele de raspuns este

In cazul elementului controlat in curent, operatorul intrare-iesire este un operator de impedanta v
= Zi, iar 1n cazul elementului controlat in tensiune, operatorul intrare-iesire este un operator de
admitanta i = Yv. Acesti operatori sunt corect definiti, conform teoremei de unicitate.

e Teorema pasivitatii: daca elementul multipolar de circuit electric este alcatuit din
materiale (strict) pasive, atunci sistemul definit de operatorii intrare-iesire de impedanta,
admitanta sau hibrizi este unul pasiv (si stabil).

Trebuie sa remarcdm ca starea acestui sistem este descrisa de conditiile initiale E(r), H(r),
elemente ale spatiului infinit dimensional al functiilor vectoriale definite pe D. In consecint,
sistemul dinamic, liniar si invariant in timp definit de operatorii de intrare-iesire este un sistem
de tip MIMO (Multiple Imput Multiple Output), cu un numar finit de intrari si de iesiri (mai
exact n intrari si tot atatea iesiri), dar cu un numar infinit de stiri. In conditiile in care domeniul
problemei D este suficient de neted, atunci spatiul starilor este numarabil si poate fi aproximat
oricat de bine cu un spatiu finit dimensional. Aceasta operatie poartd numele de discretizarea

ToMeMS - Raport intern 2012 Page 22



problemei si conduce la un model discret, finit dimensional atdt din punctul de vedere al
numarului de intrdri, iesiri cat si de stari. Lucrurile nu se opresc aici, pentru ca in practica este
solicitat de cele mai multe ori un model redus, adica se cauta un sistem LTI de cel mai mic ordin
(sistem cu parametri concentrati cu cat mai putine stari), dar care sa aproximeze cu o eroare
acceptabila relatia intrare-iesire a sistemului original cu parametri distribuiti. Cel mai adesea
acest sistem de ordin redus se reprezinta ca un circuit cu parametri concentrati, cu n terminale,
sintetizat pe baza operatorilor redusi de intrare-iesire. Numdrul de elemente acumulatoare de
energie (LC) din acest circuit da ordinul de complexitate al modelului redus, care se doreste a fi
cat mai mic.

Modelarea structurilor de RF si microunde s-a bazat incd de la inceputuri, dar continud si In
prezent cu reprezentarea lor prin circuite compuse din ele elemente cu parametri concentrati si
din linii de transmisie. Aceasta reprezentare reflecta comportarea fizica a sistemelor reale si este
foarte eficientd atat din punctul de vedere al necesarului de memorie cat si al timpului de
simulare.

6. Analiza in domeniul frecventei
Ecuatiile si problemele formulate anterior se refera la analiza regimului tranzitoriu, Tn domeniul
timpului. Cel mai adesea, Tn aplicatiile practice ale regimului electrodinamic, marimile fizice
f(t)=Fy2sin(wt+)
variaza sinusoidal in timp: , In care F este valoarea efectivd a marimii,
w=2nv=2n/T

este pulsatia, v este frecventa, T — perioada iar ¢ este faza initiala. Acest mod

particular de variatie n timp permite simplificarea ecuatiilor prin reprezentarea lor in complex.

S
Fiecarui element din multimea a functiilor sinusoidale de frecventa data i se asociaza un

F=Fe”=F(cos¢p+sin )
numdr complex definit astfel: , al carui modul este chiar

S
valoarea efectiva a marimii sinusoidale si al carui argument este faza sa initiala. Multimea

este un spatiu vectorial bidimensional cu produs scalar, definit de integrala produsului celor doua
functii (una complex conjugatd), pe o perioada (proportional cu puterea activa, daca un semnal
este tensiunea si celdlalt este curentul). Operatorul de reprezentare complexa este bijectiv si are
urmadtoarele doua proprietati caracteristice:

e Este liniar, adica transforma orice combinatie liniara de functii sinusoidala intr-o
combinatie liniard de numere complexe cu aceiasi coeficienti;
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¢ Transforma operatiile diferentiale, de derivare si integrare fatd de timp in operatii
algebrice de inmultire., respectiv de impartire la jo:

f(t)= F\/2sm(a)t+go)es F= C[f ] FeleC>
(t)=C7[E]= 21m|F e/ =\21Im| Fel® e |=2 Im| Fe jlot+e))
(t)= F\/ECOCOS(Q)th) o F'=joF=Fe jlo+nl2)

(t)= Z A fk - F= Z MNE,

k=1,n k=1,n

f
f
f

Aceasta ultima proprietate, numita de operationalitate este foarte utila in practica, deoarece pe
baza ei se simplifica ecuatiile diferentiale fata de timp, variabila timp si derivatele fata de timp
fiind eliminate din ecuatii, prin reprezentare in complex. In urma aplicirii acestui operator,
campurile vectoriale devin vectoriale complexe:

E(t)=iE,(t)+jE (t)+kE,(t), EX,Ey,EZES:>E:iEX+jEy+kEZ€C3:>G:%—];:€S3:>G:wa

O alta clasa de probleme care beneficiaza de reprezentarea In complex este cea a problemelor
periodice, In care mdrimile fizice au o variatie temporala periodicd, dar nesinusoidala. Astfel de
mdrimi se pot descompune in serii Fourier, formate din armonici cu frecvente crescatore,
proportional cu indexul:

f(t)=f(t+T)eP=f(t) Z a, cos kat+b, sin kot
k=0

T
1
ak—f
0

T
2

T
a,== coskw tdt; k—z—f smka)tdt; t)coska)tdt;
T T
o 0

Expresiile coeficientilor Fourier sunt o consecinta a ortogonalitdtii armonicilor 1n sin si cos, de
diferite ordine. Dezvoltarea in astfel de serii, realizata de Fourier pentru prima data in 1800 a fost
una din cele mai mari descoperiri matematice ale tuturor timpurilor. Considerand coeficientii in
cos si sin ca partile rele si imaginare ale unor coeficienti complecsi, seria Fourier capata forma
mai eleganta:

- T/2
_ Z Ckejkwt,' 2 J’ f e —jk wt
k=—w —T/Z
A (a—jbi)/2;k>0
c,=c = a,; k=0 ®a=c+c_;b=c,—c_,
(a,+jb,)/2;k<0
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complexa cu armonici virtuale negative. Orice semnal periodic se reprezintd In domeniul
frecventei ca un sir de numere complexe, care poarta numele de spectrul semnalului.
Corespondenta dintre multimea functiilor periodice si spectrele lor este realizata de transformata
F
Fourier . Trunchierea spectrului la un numadr finit de armonici defineste transformata
F,
Fourier discreta (Discrete Fourier Transform — DFT):

E:F[f(t)}:[Ck}lgo;wecwzE:Fg[f(t)}:{Ck]kzo;necn

f(t)=FEl= ), ce?®=cy+ ), (c e +c; e ket
k=0 k=1

Orice functie periodica de patrat integrabil se poate aproxima oricat de bine (in norma din L.?) cu
kot
e’
un polinom trigonometric (serie Fourier trunchiatd), in consecinta functiile exponentiale
sunt dense in L*(0, T). Trunchierea seriei introduce in mod evident o eroare, dar care scade pe
masurd ce numadrul de termeni considerat este mai mare si scade cu cat functia este mai neteda.
De exemplu, daca functia este derivabila pana la ordinul p, iar derivata de ordinul p satisface
(S4f)

conditia lui Lipschitz, atunci trunchierea de ordinul n a seriei Fourier are eroarea

Inn

(ORI

(http://en.wikipedia.org/wiki/Convergence of Fourier series)

iar in cazul functiilor derivabile

syl
flx)=(s,)(x)s20

(http://www.math.utk.edu/~freire/m435f07/m435f07fourierconvergence.pdf)

Seria Fourier reprezinta functiile continue, elemente ale unui spatiu infinit dimensional, printr-un
spectru discret, caracterizat de o multime numarabila de numere complexe, iar prin trunchierea
seriei si aproximarea ei cu o suma se obtine o reprezentare finita a semnalului, descrisa de un
vector complex, finit dimensional.

Transformata Fourier si forma sa discreta sunt liniare si operationale:

A= arlnids er]d

:jo‘)[kck]k:O:oo

k=1,n k=1,n
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In consecintd, aplicarea transformatei Fourier unei ecuatii diferentiale fata de timp, cu solutie
care variaza periodic in timp, elimina variabila timp din ecuatie si automat si derivatele fata de
timp.

Daca perioada T a functiei tinde catre infinit, atunci functia tinde catre o functie neperiodica,
definita pe Intreaga axa reald, iar seria Fourier tinde catre integrala Fourier:

T/2
C,= T f f(t)exp(—jkot) dtT—mff t)exp( kat)d [ ] F(w):(-o0,0)+C
112
= Z e T3 (t)=F '[F(w —defl—f w)exp (jkwt)dw;F~ [F[f ” f(t)
k=—o0 21 o
d
[Z Afile } 2 ME[fil0)]; F[d =joF|f(t)
k=1,n k=1,n
ceea ce evidentiaza caracterul liniar si operational al transformatei Fourier definitda pe baza
Flo)
integralei Fourier. O functie neperiodica este reprezentata de spectrul ei , care este 0
functie complexa (continud) definita pe axa reala a pulsatiilor

(http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier transform).

In cazul particular al functiilor periodice, spectrul se reduce la o secventa discretd de impulsuri
Dirac, echidistante, ponderate cu coeficientii Fourier. In practica, se foloseste frecvent o versiune
a transformatei Fourier discrete, numita FFT (Fast Fourier Transform), care are algoritmi de
estimare foarte rapizi. Transformatele Fourier directe si inverse se exprima fatd de FFT astfel:

FFT:F(k if (i)™, =exp(—2mj/N)=F(w)=F|f(t)|~(T/N)FFT(f)
IFFT:f(i):(UN)iF(k)wN(‘ Wkl f(t)=F ' F(w)|=(N/T)IFFT (F)

i=1

Pentru a putea aplica transformatele discrete, semnalele continui se esantioneaza, atat in
domeniul timpului cat si in cel al frecventei, folosind N esantioane, de obicei putere a lui 2.

(http://en.wikipedia.org/wiki/Fast Fourier transform)

Pentru a studia regimul tranzitoriu In conditii initiale nenule este preferabild folosirea in locul
transformatei Fourier a transformate integrale Laplace, definita printr-o integrala pe semiaxa

pozitiva a timpului (http://en.wikipedia.org/wiki/L.aplace transform):
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L[f(t)]:defj f(t)ede=F(s):C+C;

g+jo

f(t):L_l[F(s)]:l—_lim f e"F(s)ds

Ty 030 jg

Aceasta transforma semnalele reale definite pe semiaxa pozitiva a timpului In semnale complexe
definite Tn Intreg planul complex, numit aici planul frecventei complexe. Transformata Laplace
inversa se determina prin integrare pe o dreaptd, paralela cu axa imaginard, din planul complex.
Si aceasta transformata este liniara si operationala:

2 AfiltllE 2 AL

k=1,n k=1,n

2 sff-o)

L

Constatam de aceasta data ca derivarea fata de timp se transforma in inmultire cu frecventa
complexi s, dar ci apoi se adaugd si valoarea initiald a functiei, luatd cu semn schimbat. In acest
fel, conditiile initiale ale ecuatiilor diferentiale se reprezinta in mod explicit dupa aplicarea
transformatei Laplace si trecerea in domeniul operational, al frecventei.

7. Ecuatiile complexe ale electrodinamicii

Vom presupune pentru inceput un domeniu liniar, in care exista un camp electrodinamic cu

variatie temporala armonica (sinusoidald). Daca aplicam tuturor componentelor campului
E=C[E(t)]; H=C[HI(t)];....

reprezentarea in complex , ecuatiile lui Maxwell capata

urmatoarea forma complexa:
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V:-D=p

V-B=0
_ 0B
VXE——g gD:p
oD XE=-joB
D=¢cE D=¢E V-gE:p
B=pH B=pH VXE=-jouH
J=0E+], I=0E+l, VxH=(0o+jwe)E+]>

Se constata ca in acest regim, forma complexa a legii fluxului magnetic este o consecinta a legii
inductiei electromagnetice si nu mai este o relatie independenta. In regim tranzitoriu, dupa
aplicarea transformatei Laplace, ecuatiile lui Maxwell devin:

V-eE(s)=p
VXE(s)=-suH(s)+uH,
VXH(s)=(o+se)E(s)+J.(s)—¢€E,

Hy=H(t)|,=0; Ey=E(t)},=

1n care

Putem considera aceastd formd generala, urmand ca reprezentarile complexa si Fourier sa se
s jw

obtind, considerand conditiile initiale nule si . Daca inductia magnetica este initial

solenoidald, Atunci ea 1si mentine aceasta proprietate pe tot parcursul regimului tranzitoriu, ca o

consecinta a legii inductiei electromagnetice.

Constatam ca ecuatiile regimului MQS respectiv EDFP se obtin prin particularizarile:

e=0=>VxH(s)=0E(s)+J(s)
0=0=>VXH(s)=seE(s)+J(s)-¢E,

1

O conditie necesara pentru aplicarea acestor relatii este ca mediile sa fie liniare atat dielectric,
magnetic cat si din punctul de vedere conductiv. Exceptie aici face relatia constitutiva a
conductiei, care este afina, lucru acceptabil, atunci cand curentul impus este o sursa cunoscuta
(cu variatie sinusoidala in timp, Tn cazul regimului armonic). Dupad trecerea in domeniul
frecventei, datoritd caracterului operational al transformatei Fourier sau Laplace, din ecuatii
dispare timpul precum si derivata fata de acesta. Din ecuatiile de ordinul intai putem elimina
intensitatea campului magnetic si obtinem ecuatia de ordinul doi a cdmpului electric:
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VXE(s)=—suH(s)+uH,=>vV XE(s)=—sH(s)+H,=>VXx(vVXE(s))=—sVXxH(s)+VXxH,=
VX(VVXE(s))+s(o+se)E(s)=—sJ(s)+seE,+VXH,

0E
V=g VXHOZGE0+JI.0+€E|I:O
n care este reluctivitatea magnetica iar , deci conditiile
initiale se exprimd in functie de solutie si derivata ei temporald, la momentul initial. Dupa
rezolvarea acestei ecuatii, cu conditii de frontiera adecvate, se determina campul magnetic si
H(s)=sv|uH,~VxE(s)|; p=V-eE(s)

densitatea de sarcina folosind relatiile: . In mod
asemanator se determina si ecuatia de ordinul doi pentru campul magnetic, care are o forma mai
complicata:

VXH(s)=(o+se)E(s)+J(s)—eE,=>(o+se | 'VXH(s)=E(s)+(o+se) " (J(s)—€Ey|=
Vx|(o+se) " VxH(s)|+suH (5)=V x| (0+se) " J;(s)— eEo ||+ uH,.

In regim armonic, ecuatiile au urmatoarea forma complexa, obtinuta prin anularea conditiilor
initiale si inlocuirea variabilei complexe s cu jo:

VX(vVXE)+jo(o+jwe) E=—joJ,
Vx((o+jw£)‘1VXH)+jwpH:Vx((0+jws)‘1ji).

Coeficientul Helmholtz al ecuatiei campului electric este pur imaginar in regim MQS, real si
negativ in regim EDFP si complex in regimul ED general. In analiza acestui regim apar si
situati, Tn care acest coeficient este real pozitiv (de exemplu, in cazul integrarii numerice a
ecuatiilor de propagare, din domeniul timpului). Pentru simplificarea notatiilor, aici marimile
complexe nu au mai fost subliniate.

Potentialele electrodinamice complexe au urmatoarele definitii
B(t)=VxA(t)=B(s)=VxA(s)

0A(t)
ot

E(t)+ =—VV(t)=E(s)=-sA(s)+A,-VV(s)

A
0

n care pentru a simplifica notatiile s-a renuntat la scrierea explicita a variabilei spatiale iar

este conditia initiala pentru potentialul vector. Ecuatiile de ordinul doi satisfacute de aceste

potentiale au forma:
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rot(:vrotA(t)]+aaA( t) azA( )

+oVV(0)+ gvgtvﬂzji(t):

rot(vrot A(s)|+(o+es)(sA(s)+V V(s)|=(o+es) Aj+e Aj+e VV i+ (s)
div(agradV(t)) ( VeV V(s)=sp—eV-E,,
div|oA|=0

n conditia de etalonare

In regimul fara pierderi, deci inclusiv in vid, ecuatiile de ordinul doi au o forma mai simpla:

| oA oV . 1°A, 1 9V
rot|rot A |+, €, P —+ 1y € grad — 5 =p,J ;= grad(divA)- AA+C— Py +?gde:HOJF
2 2 Ayt+A
oA O s A (s As) =y (5) 45
c” ot c c
2 2 sV +V
—AV+1—26 ¥=p/£0:>—AV(s)+—V(s)=p(s) L 0
c” ot c c
In care s-a notat
c-l/\/uoeo
Vis)=V
aiva=-L2¥ 29 a(5)= _SVis)=Ve
c

daca se adopta conditia de etalonare a lui Lorenz:

Se constata ca in regimul ED temporal armonic, campurile si potentialele satisfac ecuatii
Helmholtz complexe (eliptice), cu operatori rot-rot, de tipul:

Vx(nVxetye=Gs)

n=1/u y=s(o+se)
In care, de regula este o constanta de material, este coeficientul
Helmholtz iar G reprezinta sursa de camp. Spre deosebire de domeniul timpului, unde ecuatiile
regimurilor MQS si ED se deosebeau fundamental (fiind parabolice si respectiv hiperbolice), aici
deosebirea nu mai este atat de evidenta, fiind toate eliptice (deosebirea fiind ca Tn regim armonic
y=jolo+jwe)
coeficientul este pur imaginar si respectiv real). O alta deosebire consta in
faptul ca ecuatia include conditia initiald, in membrul sdau drept, care descrie sursele de camp.
Doar conditiile de frontiera trebuie impuse in mod explicit, asa cum se facea si in domeniul
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timpului. Aceste conditii sunt indicate de teorema de unicitate a solutiei ecuatiei complexe, care
se bazeaza pe forma complexa a teorema energiei electromagnetice:

VXE=-sB+B,=>H"VXE=—sB-H'+B,H";
VXH=J+sD-D,=E-VXH'=E-J'+s'E-D'~ E-D; =
~V(EXH')=E-J'+s'E-D'+sB-H'—E-D,~ By, H'=
— [ (ExH,)-dA=(E,J")+s' (E,D")+s(B,H")~(E, D,)~(B,,H")
0D
D,=0;B,=0;s jo=— [ (E,xH,)-dA= [ [0E-E"+jo|uH H' ~¢E-E'|
0D D

dv=P+jQ

In care s-a notat cu (.,.) produsul scalar din L%(D)’. Conjugarea celui de al doilea factor face ca
acest produs sa ia valori reale, pentru cazul factorilor normal (adica sa devina patratul normei, a
cirei semnificatie energeticd este evidentd). In consecintd, puterea complexd S pe care campul
electromagnetic o transfera de la exteriorul catre interiorul unui domeniu este egala cu puterea
activa P, transferata corpurilor din domeniu prin conductie plus puterea reactiva Q, transferata
campului electromagnetic din domeniu. Trebuie sa remarcdm ca aceasta consecintd integrala cu
caracter patratic nu este reprezentarea in complex a teoremei energiei electromagnetice, deoarece
energia fiind o marime patratica nu are variatie sinusoidala n functie de timp, deci nu poate fi
reprezentatd in complex.

In cazul unui element multipolar de circuit electric, puterea transferatd prin suprafata de borne
este

— [ (E,xH,)-dA=Y v, ii=V-i'=S=v"-i'=(E,J")-jo(E, D" )+ jo(B,H")
oD k=1

b

in care s-a folosit regula de sens de la receptoare. Folosind lema solutiei nule, identificam
conditiile de frontiera pentru problema de regim armonic ca fiind componenta tangentiala a
intensitatii cimpului electric sau magnetic din orice punct de pe frontiera. In cazul elementului
multipolar de circuit electric, aceste conditii se Tnlocuiesc cu potentialul sau curentul fiecarui
terminal. In conditii de frontierd (sau de excitatie a terminalelor) nule, rezulti ci puterea
complexa este nula deci se anuleaza si puterea activa si cea reactiva, transferate domeniului D:

P={[0E-E'dv=0;0>0=E=0; Q=] [pH-H'~¢E-E'|dv=0;u>0=>H=0
D D

iar odata cu acestea se anuleaza si campul electromagnetic. Rezulta deci Tn aceste conditii pentru

0>0
constantele de material unicitatea campului. Conditia , conform careia tot domeniul de

calcul trebuie sa fie conductor pare prea restrictiva Tn practica, totusi daca renuntam la ea pentru
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un subdomeniu, atunci in acea regiune fara pierderi pot sa apara rezonante electromagnetice, care
duc la pierderea unicitatii campului. Constatam ca in cazul campului armonic nu mai sunt
necesare conditii initiale. Lucru normal, daca ne gandim ca acest regim incepe de la timpul
minus infinit. Iata ca Tn acest regim, conditiile de unicitate sunt putin diferite fata de cele ale
regimului tranzitoriu.

Un ultim aspect care trebuie mentionat este caracterul liniar al ecuatiilor, pentru ca altfel nu s-ar
fi putut aplica transformata Laplace, Fourier sau reprezentarea in complex. In consecintd, relatia
intre excitatii (care sunt date ale problemei) si raspunsuri (care sunt solutia problemei) este una
liniara, deci sunt indeplinite conditiile teoremelor liniaritdtii si superpozitiei. De exemplu, Tn
cazul elementului multipolar de circuit, controlat in curent asta Tnseamna ca raspunsurile, adica
potentialele terminalelor depind liniar de excitatii, adica de curenti, iar relatia intrare-iesire a
unui astfel de element este una liniard, descrisa deci de matricea admitantelor complexe Y (cu I
=Y V), care este functia de transfer (circuit) a elementului, bine definitd, datorita teoremei de
unicitate si a celei de liniaritate. In cazul in care elementul este controlat hibrid

[VR}[ZQR Aab} |: In:|
I, By, Yu A\

in care primele terminale (din grupul a) sunt controlate in curent iar restul (din grupul b) sunt
controlate in tensiune. Functia de circuit este acum matricea hibrida contine blocurile:
impedantele complexe Z., admitantele Yy, factorii de transfer Tn potential A, si factorii de
transfer in curent By,. Toate aceste matrice sunt functie de pulsatia w. Conditiile de frontiera sunt
cele trei omogene (nule) de la elementul de circuit, la care se adauga excitatiile nenule, date de
vectorii cu componente complexe I, si V, . Simularea unui element multipolar in domeniul
frecventei Tnseamna determinarea caracteristicilor lui de frecventd, adica modul in care functiile
de circuit depind de pulsatie. Pentru a extrage aceastd dependenta trebuie rezolvate o serie de

7 :&‘
K7 =6,v,70
j
probleme de camp electromagnetic la diferite frecvente. De exemplu, . Aceste

functii sunt de regula transcendente fata de variabila s (si implicit ®), dar pot fi aproximate cu
functii rationale de ordin finit, operatie care duce la un model de ordin redus (adica un sistem cu
un numar finit de stari).

Aceasta caracterizare nu este singura, in aplicatiile de radiofrecventa si de microunde se prefera
folosirea parametrilor de transmisie (numiti si de Tmprastiere, sau parametri S). Acestia se
exprima n functie de impedante sau admitante
(http://en.wikipedia.org/wiki/Scattering parameter,

http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/)
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Dar sa revenim acum la conditiile de frontiera, care in sinteza, pot fi de urmatoarele tipuri:

¢ PEC — Perfect Electric Conductor, la suprafata caruia E=0;

PMC - Perfect Magnetic Conductor, la suprafata caruia H,=0;

e Sg, suprafata pe care E; este cunoscut (sau In termeni de potentiale electrodinamice sunt
date componenta tangentiala a potentialului vector A si potentialul scalar V pe suprafata);

e Sy, suprafata pe care H, este cunoscut (sau In termeni de potential magnetic este data

vrot A
componenta tangentiala a vectorului );

¢ EMCE - Elementul Multipolar de Circuit Electric, la care sunt indeplinite conditiile

b \
nVXE=0; MeX nVxXH=0,MeS, =% k=1*k="S, an(M,tJ:O,MeSk
fsk (J+ij)-ndA:fask rot H-dr=—1,; fCknezE'dr=Vk,k:1,2,...,n

sau
In functie de tipul de excitatie: in curent, tensiune sau hibrid;

e SIBC — Surface Impedance Boundary Condition, este datd (de obicei nuld) valoarea unei
combinatiei liniare dintre E, si H, coeficientii avand semnificatia unor impedante
superficiale. O astfel de conditie corespunde conditiei de tip Robin din electrostatica
(http://facta.junis.ni.ac.rs/eae/fu2k112as/lida.pdf):

Js=HXn =(1/Zs)| nXE|Xn =(1/Zs)[ nX ( joA+V V )| Xn,

n care Zs este impedanta superficiala. De exemplu in cazul in care domeniul de calcul
este mdrginit de un corp conductor in care campul electromagnetic patrunde si se atenueaza
exponential, ca la semispatiul conductor, expresia acestei impedante cunoscuta sub numele de
conditia de frontiera SIBC Leontovich este

Z= 08 14]
o ad

In general, conditia SIBC neomogeni are expresia n XH + (1/Zs)[ nXE]Xn= -Js.

¢ Conditia ABC - absorbanta de frontiera de tip Mur
8Ek_laEk_0:>a_E_j_w

% — E=
on ¢ Ot on ¢ 0

care se constatd ca este o conditie de tip Robin pentru intensitatea campului electric.
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¢ Conditia PML — Perfect Matched Layer care se termind cu un conductor perfect este de
fapt o conditie de frontiera de tip PEC, doar ca in stratul superficial de frontiera se
modifica valorile constantelor de material.

Teorema energiei in formd complexa sta la baza demonstratia teoremei de unicitate pentru aceste
conditii de frontiera.

8. Teoremele reciprocitatii si pasivitatii

Ca multe teoreme ale electromagnetismului, si acestea au radacinile Tn forma lor primara in
teoria circuitelor electrice. Mai mult, la fel ca majoritatea teoremelor fundamentale ale campului,
si acestea reflecta la scara globala proprietatile locale de material.

Spunem despre un material ca este reciproc, daca tensorii proprietatilor sale (dielectrice
1T .17 1T
[e)=[e] [u=[u] [o]=[o]
, magnetice si de conductie ) sunt simetrici. Considerente
termodinamice garanteaza aceasta proprietate in cazul materialelor pasive, care au acesti tensori
simetrici si pozitiv definiti (http://w0.rz-berlin.mpg.de/imprs-cs/download/sy04 8.pdf).

Teorema reciprocitatii are urmatorul enunt: in medii liniare si reciproce, relatia dintre sursele
campului (curentii electrici impusi) si solutie (campul electric generat) este una simetrica. Mai
exact, operatorul de ordinul doi, al problemei fundamentale a electrodinamicii, cel care leaga
distributia campului electric de distributia curentului impus
Al (1Us)VX(VVX )=y y'=0+se; AE=J,

este in conditii de frontiera nule un operator
complex-simetric, fara sa fie hermitian (autoadjunct
http://en.wikipedia.org/wiki/Hermitian adjoint). Doua campuri determinate de distributiile

T =AE,J;,= AE,
arbitrare de curent au 1n acelasi domeniu D, in conditii de frontiera
(Jil’Ez):(JizxE1)@(AE1:E2):(E1,AEz)

identice nule produsele incrucisate din L*(D)’ egale

Reciprocitatea nu se refera numai la sursele interne, ci si la conditiile de frontiera, cum se
intampld de exemplu 1n cazul elementului multipolar de circuit electric, care are in consecinta,
matricea impedantelor (ca si cea a admitantelor sau a parametrilor S) simetrica (Fig. ). Trebuie
sa remarcam ca aici produsele incrucisate nu sunt produse scalare (deoarece ce nu au un factor
conjugat, el nu sunt reale cand factorii sunt egali), dar acest lucru nu are relevanta aici.

Pentru demonstrarea acestei teoreme se foloseste un rationament asemanator cu cel de la teorema
energiei electromagnetice, doar ca se considera doua stari distincte 1 si 2 ale aceluiasi sistem si
se opereaza cu produse Incrucisate (care nu sunt produse scalare) — un fel de pseudo-puteri:
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—(Ez,slil):(Ez,rot(T/rotEl)ﬂ:/El):f(rot(\zzrotEl)-E2+)7E1-E2)dv=f(\zirotEl-rotE2+)7E1-E2 dv
D D
—(E,,sJ;,)=—(sJ,, E,)= (rot(v rotE )+yTE E) f(\:/TrotEl-rotEZﬂZ/TEl-Ez)dv
D

T
=(E,,J;1)=(E, ;)
In particular daca un curent i1=i, plasat in punctul P1 (ca impuls Dirac vectorial) produce in

punctul P2 un camp E2=E, atunci curentul i2=i, plasat in punctul P2 va produce in punctul P1
campul E1=E, egal cu E2, din cazul anterior.

=

n

=2
199

antenne
dimpédance &,

G:n d'émissian
@ k distance Rt .

Surface de
rkepﬂ'un

antenna
dimpedance 2,

B=1

antenne

dimpédance &,

= i

antenne "
dimpédance 2,

a) Prima antene emite b) Prima antena receptioneaza

Fig. Reciprocitatea unui sistem electromagnetic cu doua antene

In conditii de frontiera nenule:

J[V[VXE,{VXE AV E By |dv=[ [VX[VV XE,|- E,+VE, E, |dv— [ V{[PV XE, |XE, |dv=
D D
VX(VVXE, [+7E,|-Eydv— [ [VVXE,|XE,dA==s [ ], -E,dv+s [ [H,XE,|-dA=
oD D oD
JiEydv+ | |ExH,-dA=[ J B dv+ | [E xH,|-dAe
oD D oD

(Jil-EZ—Ji2-E1)dv:af[)[E1><H2—E2><H1]-dA

O O O — T

A

in
Ultima identitate este forma matematica generala a teoremei reciprocitatii. Aplicand teorema

\Jiy Ey—J iy Ey |=div| Ey X Hy,— E, X H, |
Gauss-Ostrogradski, rezulta si forma sa locala: .
Aceasta relatie nu contine explicit pulsatia, ceea ce sugereaza ca ar fi valabila si in domeniul
timpului (W.J,Welch, Reciprocity theorems for EM fields whode time dependence is arbitrary,
Trans. AP, 1959).

In cazul conditiilor de frontierd nule (sau ala domeniilor extinse in intreg spatiul, pentru care
campul scade asimptotic catre zero suficient de repede), rezulta relatia particulara:
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J.E.—J E |dv=0=|]
5 i1 2 i2 71

il’EZ):(JiZ’El)

b

cunoscutd sub numele de relatia de reciprocitate Rayleigh-Carson, iar n cazul in care sursele
interne sunt nule (nu exista curenti impusi Ji), rezulta relatia

[ [E,xH,|-dA= [ |E,xH|-dA

b

cunoscuta sub numele de relatia de reciprocitate Lorentz. In cazul elementului multipolar de

J |E\xH,|-dA=v}-i); [ [E,xH,|-dA=v]-i;=v]-i,=v} i,
circuit " "

In consecintd, matricea impedantelor unui element multipolar constituit din materiale reciproce
(izotrope sau anizotrope cu tensori caracteristici de material simetrici) este o matrice simetrica:

T . T . _ T . T e \T: Teys _T5T: :Teps _:T|5T . 5T

Reciprocitatea sursa-efect se refera atat la semnalele armonice, reprezentate In complex, cat si la
nule. Daca ne referim in schimb la forma patratica a teoremei (cea cu produse incrucisate —
pseudoputeri), atunci, in domeniul timpului avem o operatie de convolutie, deoarece aceasta
corespunde produsului din domeniul frecventei

(http://www.atdehoop.com/Papers/DeHoopAT paper 1987 01.pdf).

Teorema are mai multe aplicatii practice, intdlnite de exemplu Tn studiul antenelor. Prin profilul
de radiatie al unei antene intelegem o suprafata in inchisa, care are Tn centru antena si care indica
prin distanta pana la centru, puterea electromagnetica radiata in directia respectiva. Antenele
puternic directionate au acest profil de forma unui lob orientat in directia de radiatie
preferentiald. Teorema reciprocitatii garanteaza faptul ca o antena are acelasi profil atat la emisie
cat si la receptie, caz in care lungimea segmentului indica sensibilitatea antenei pentru o unda
electromagnetica venita din directia segmentului respectiv

(http://en.wikipedia.org/wiki/Reciprocity (electromagnetism),
http://en.wikipedia.org/wiki/Radiation_pattern ).

O alta consecinta importanta a teoremei reciprocitatii este, asa cum se va vedea ulterior faptul ca
functia Green a regimului electrodinamic este simetrica.

Relatia de reciprocitate intre curentii impusi si intensitatea campului magnetic este cunoscuta sub
numele de relatia Feld-Tai, care este valabild in conditii mai restrictive decat reciprocitatea
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Lorentz
(http://deepblue.lib.umich.edu/bitstream/handle/2027.42/21036/r10869.0001.001.pdf:jsessionid=
7293769A2303AB1959016D6CD42FC6A7?sequence=2). Mai exact, se presupune ca mediul
este omogen din punctul de vedere al impedantei de unda, de exemplu raportul /e este o
constanta scalara.

Teorema pasivitatii ne garanteaza ca proprietatea de pasivitate se transfera de la nivel local la
nivel global. Ea are urmatorul enunt: puterea activd consumatda de un domeniu disipativ (cu
conductivitate strict pozitiva) este pozitiva, pentru orice excitatie:

| ExH"dA

oD

P=Re(S)=—Re =Re(vi")=Re(i"-Z"i")=(E,J')= 0E-E'dv={ o|Ef dv>0
D D

deci elementele de circuit local disipative sunt si global pasive, avand matricea impedanta real
real-pozitiva (http://www.stanford.edu/~boyd/papers/pdf/L.TT N port.pdf,
http://en.wikipedia.org/wiki/Positive-real function, https://ccrma.stanford.edu/~jos/prf/).

Constatam ca de aceasta data in demonstratie s-a folosit teorema energiei electromagnetice (cu
produsul scalar adevarat din IR" si respectiv din L*(D)?, care are un factor complex conjugat).

Atat teorema energiei, cat si implicit teoremele pasivitatii si reciprocitatii au fundamentul pe
relatii mai generale, cum sunt relatiile lui Tellegen. Pentru a modela inclusiv straturi PML, vom
considera campul electromagnetic n regim armonic produs de distributiile de curent electric Je si
de ,,curent magnetic” Jm , in doua situatii, eventual distincte:

VXH=jwD+J,; VXH'=jwD'+J',;
—VXE:ij+Jm —VXE'ZjooB'+J'm

Integrand (cala demonstratia teoremei energiei electromagnetice) pe domeniul marginit de calcul,
suma celor doua ecuatii, amplificate in produs scalar cu cAmpul din cealalta situatie, se obtin
urmatoarele consecintele integrale si diferenta lor:

— [ [E'xH|-dA= [[(jwD+J,)-E'+(joB'+J",)-H|dv
oD D

[ [ExH'|-dA= [[(joD'+J",)-E+ joB+J,)-H |dv
0D D

— [ [E'XH-ExH'|-dA= [(J0-E'=J " E+J" -H-J' - H'|dv;
oD D
cu Ji=joD+J,,J = joD '+, J "= joB +] ", ]\ = joB+],
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Iar daca perturbam relatiile constitutive ale problemei originale, atunci variatia campului, in
conditiile Tn care sursele nu se modifica va satisface relatia integrala, cunoscuta sub numele de
teorema lui Tellegen pentru diferenta variatiilor (http://117.55.241.6/ieee/2004/Microwave

%20theory%20and%?20techniques%20IEEE%20Trans%200n/vol.52%20issue.1/adjoint
%20techniques%20for%?20sensitivity%20analysis%20in%20high%20frequency%?20strucre
%20CAD.pdf):

— | (E'xAH-AEXH'-dA=[[J"-AH-J"-AE+joAD-E'~ joAB-H'|dv.
oD D

9. Forma variationala, slaba a ecuatiilor electrodinamicii

Deoarece ecuatiile electrodinamicii in domeniul timpului sunt de tip hiperbolic, ele nu au o
functionala de energie, convexa, care sa aiba valoare minima, pentru solutie, asa cum se Intampla
in cazul regimurilor statice si stationare descrise de ecuatii eliptice. La fel ca Tn ED stau lucrurile
si In regimul MQS, in care ecuatiile sunt de tip parabolic. Chiar si in aceste conditii, exista mai
multe variante In care se scriu formele slabe ale ecuatiilor electrodinamicii.

De exemplu, in cazul regimului EDFP, intensitatea campului electric satisface in domeniul
timpului ecuatia, cu operator diferential auto-adjunct (conform teoremei de reciprocitate):

OE__9J;
X(VVXE)+e—==——
Vx(vVxE)sel =

b

care in conditii de frontiera nule, integrata in spatiu si timp conduce la functionala patratica:

. 24,
F=[[|% |V><E|2 |5—E +E—|dvdt
o D 2 0t ot
E-> E+6E
Pentru mici variatii ale campului electric aceasta are variatia
5F= H VxEH Vx| —e 2E.05E g5 O] 4
ot ot ot

Care integrata prin parti, in conditii de frontiera nule, da
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2
SF= O'E

o7,
.SE dvdt
ot

o%’*}

[V x(vWxE)+
D

care este chiar reziduul ecuatiei initiale, proiectat pe o variatie arbitrard a cAmpului electric. In
consecinta, variatia functionalei F se anuleaza in cazul solutiei. Punctul in care functionala F este
stationard 8F=0 corespunde deci solutiei ecuatiei regimului EDFP. Deoarece componentele
tangentiale sunt nule pe frontierd, atat pentru E cat si pentru §F, rezulta ca PEC este conditie
esentiala de frontiera. Deoarece curentul impus intervine in expresia functionale, este de asteptat
ca densitatea sa superficiald, atunci cand este cunoscutd componenta sa tangenta la frontiera sa
fie o conditie naturala.

Intr-o maniera asemanatoare se obtine forma slaba a ecuatiilor satisfacute de potentialele
electrodinamice. De aceastd data functionala pdtratica de energie are in conditii nule expresia:

T 2 2
F=[ | B——i—A J+pV |dvdt
0D

obtinutd prin integrarea in spatiu si timp a densitdtii de energie electromagnetica, din care se scad
termenii corespunzatori surselor. Vom impune ca prima variatie a acestei functionale, fata de

Va>V+6V
variatiile celor doua potentiale sa fie nula. Pentru variatia potentialului scalar ,

dupa integrare prin parti se obtine chiar reziduul ecuatiei Poisson pentru potential (echivalenta cu
legea fluxului electric), proiectat pe variatia arbitrara a potentialului

6F=}f(sV(5V)+p5V)dvdt=ff(p—V-(sE))dVdvdt=0

0D 0D

A->A+6A
Pentru variatia potentialului vector , dupa integrare prin parti se obtine chiar legea

circuitului magnetic, proiectatd pe variatia arbitrara a acestui potential

dvdt= f (Y

0D

06A (

§F = ” L VxsaBe o «B_OLeE)

¢E)—6A-J, 5 )—J,.)-aAdvdtzo

Legea inductiei ca si legea fluxului magnetic sunt automat satisfacute, prin faptul ca se opereaza
cu cele doua potentiale electrodinamice, definite pe baza acestor legi. Punctul in care functionala
F este stationarda §F=0 corespunde deci solutiei ecuatiilor lui Maxwell, exprimate in functie de
potentialele regimului EDFP.
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In continuare vom considera ecuatiile de tip Helmholtz pentru intensitatea cAmpului electric si
pentru potentialul vector, de forma:
Vx(vVXE(s))+s(o+se)E(s)=—sJ,(s)+seE,+VxXH, &
2 oJ.(t
OE(t), OE(r)_ 0J(t) . _ oA

V><(vV><E(t))+oat PYC R PR =3
dA(t) 0*Alt
VX(VVXA(t))+Gat ( )+86t2 ( ):Jl.(t)

Aici, potentialul scalar este nul, iar ecuatiile Helmholtz pentru E si A in regim armonic:

VX(vWXE)+yE=-s]. o VX(vVXA)+yA=J; y=s(o+se); s=jo; A=—Els

au coeficientul comun

—_9,.¢%
)4 h R
o este real si pozitiv Tn integrarea numerica implicitd (cu pasul de timp h) a

ecuatiilor cu derivate partiale din domeniul timpului;

y=jwo
o este pur imaginar Tn regim MQS armonic;
2
=—&w
J este real si negativ in regim EDFP armonic;
y=0
o este nul Tn ecuatia pentru potentialul vector din regimul magnetic stationar MG;
y=0+jwe
o este complex in regim ED armonic cu pierderi si Tn urma transformatei
Laplace.

Forma slaba a ecuatiei Helmholtz pentru potentialul vector A se obtine prin proiectie Galerkin:

VX(vVXA)+yA=] .=

JIVX(vVxA)+yA-T1|Udv=] [V(V XA} (VXU )+yA-U=J,U |dv= [ [v(VXA)xn|-UdS=0
D D 0D

Consideram frontiera domeniului de calcul partajatd in doua parti disjuncte:

® Sg, pe care atat A cat si functia de test U au componentele tangentiale nule:
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nxA=0; nxU=0

_0A

ot
si deoarece campul electric este , Tezulta cd si acesta are componenta

tangentiala nuld pe aceasta suprafatd. Mai mult, inductia magnetica are pe aceasta
B =n-B=n-VxA=0

suprafatd, componenta normald nula . Acestea sunt conditii

esentiale de frontierd, motiv pentru care, prin abuz de limbaj le putem numi de tip

Dirichlet vectoriale.

E=

* Sy, pe care este cunoscut:

v(VXA)xn=J,> HXxn=J,

care este deci componenta tangentialda a intensitatii campului magnetic, rotita cu 90 de
grade 1n plan tangential. Semnificatia sa fizica este o densitate de curent distribuita
superficial la suprafata unui corp feromagnetic perfect aflat la frontiera (orientata
tangential). Deoarece intervine in expresia functionalei, aceasta este o conditie naturala
de frontiera, motiv pentru care, prin abuz de limbaj o numim de tip Neumann vectoriala.
Aceasta ultima conditie s-ar putea nlocui, cel putin pe o parte a suprafetei Sy cu o
conditie de tip Robin, Tn care densitatea superficiala de curent este proportionala cu
componenta tangentiald a campului electric (SIBC): Js = HXn =(1/Zs)[ nXE|Xn =-

(jo/Zs)[nX A]Xn dar pentru moment nu o sa procedam asa.

Impunand conditiile de frontierd, rezulta forma variationala finald a ecuatiei potentialului ED
vector in domeniul frecventei:

[V(VXAMVXU)+yA-U|dv=][ J Udv+ [ J -UdS

Sy

a(AU)=f(U),YU€eH
Aceasta are forma , In care

a(AU)=[[v(VXAM{ VXU )+yA-U|dv
fU)=[J-Udv+] J U,dS

S
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sunt o functionala biliniara si una liniara definite pe HxH si respectiv H, care este un spatiu
Hilbert complex (spatiul in care se cauta solutia A, izomorf cu spatiul functiilor test U, deci se
afla functii care satisfac conditiile esentiale de frontiera).

Daca pe partea de frontiera S; este indeplinita conditia

=

HXn +(1/Zs)[ nXE]Xn = Js HXn =Js + (jo/Zs)[nXA|Xn

atunci, functionalele din formularea variationala capata formele

a(A,U):f[v(VXA)-(VXU)+yA-U)dv+f((jw/Zs)(nXA)Xn)-UIdS

D S,

fJ Udv+ [ J,UdS

SyUS,

Formularea variationald a problemei fundamentale a electrodinamicii, In matematica este
cunoscutd sub numele de forma slaba a ecuatiei de ordinul doi, satisfacuta de potentialul vector.
Aceasta formulare std la baza metodei elementelor finite. Pentru formularea riguroasa din punct
de vedere matematic este necesara stabilirea cu precizie a cadrului functional, prin definirea

H=H (rot, D)= Ael?(D)|VxA€l?(D)] T (nx A, 5,)=0]

exactd a spatiului Hilbert , care
este de fapt spatiul Sobolev al functiilor vectoriale, rot-conforme definite pe D, cu conditii de
frontiera esentiale nule (cu urma nuld pe Sg), Inzestrat cu produsul scalar
(http://en.wikipedia.org/wiki/Sobolev_space)

(AU), (AU) (VxAVxU _jAU+VXA)(V><U))

Formularea corecta a problemei variationale cu coeficient Helmholtz real si pozitiv se
demonstreaza pe baza teoremei Lax-Milgram , care afirma ca daca functionala biliniara

al.,.):XxX-IR
este

alu,v)<CllM, Vuvex

® madrginita si

alu,ulelull, Yuex

® coerciva
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a(u,v)=f(u) f:X-IR
atunci problema determinarii elementului v, astfel incat , In care
este o functionala liniara este o problema bine formulata, are solutie in X, aceasta este unica si
depinde continuu de f.

(http://en.wikipedia.org/wiki/l.ax-Milgram theorem,
http://en.wikipedia.org/wiki/Weak formulation).

In (http://www.hpfem.jku.at/publications/In_maxwell.pdf) se demonstreazd ci cele doua conditii
YEIR,
sunt Indeplinite, n cazul coeficientului cu

c:min[inf(v),inf(y)‘};C:max{sup(v),sup(y)}

. In consecinta, problema numerica, de integrare
implicitd a ecuatiilor potentialului electrodinamic vector este una bine formulata, are solutie,
aceasta este unica si depinde continuu de sursele de camp.

Teorema Lax-Milgram a fost extinsa pentru cazul functionaleleor complexe de Babuska-Aziz.
Prezenta partii imaginarea nenule a coeficientului Helmholtz, stabilizeaza problema, chiar si In
cazul in care partea reald este negativa. In consecintd, problema fundamentald pentru potentialul
electrodinamic vector din regimurile MQS si ED cu pierderi prin conductie este una bine
formulatd, are solutie, aceasta este unica si depinde continuu de sursele de camp. Pentru a
y=0
demonstra buna formulare a problemei fundamentale a regimului MG, pentru care se
A ¥y <0

foloseste teorema lui Brezzi pentru probleme mixte (de tip sa). In regimul EDFP in care

este real si negativ, se demonstreaza folosind teorema lui Fredholm ca problema este bine
formulatd, cu exceptia unor valori discrete ale coeficientului Helmholtz, corespunzatoare
valorilor si modurilor proprii de oscilatie a campului electromagnetic din domeniul studiat

(http://www.hpfem.jku.at/publications/In_maxwell.pdf).

10. Teorema campului adjunct. Senzitivitati

De mule ori in proiectare nu este suficient sa se simuleze o singura configuratie, ci se doreste
analiza variatiilor, respectiv sa se studieze efectul pe care 1l are modificarea diferitilor parametri
geometrici sau de material asupra caracteristicilor obiectului proiectat. Folosirea pachetelor
generale de programe CAD, dedicate simularii electromagnetice nu da rezultate prea bune, Tn
cazul dispozitivelor complexe, deoarece necesita resurse importante de calcul, analiza variatiilor
fiind prea lenta, chiar si pe sistemele actuale, tot mai performante. Metoda cea mai potrivita

.....

de executie. Ea se poate utiliza pentru optimizari eficiente, bazate pe gradienti si la analiza
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tolerantelor. Si aceasta metoda Tsi are originea in teoria circuitelor electrice iar ulterior ea a fost
aplicata la analiza variabilitatii circuitelor de microunde. Metoda se bazeaza pe teorema lui
Tellegen pentru diferenta variatiilor. Aplicata unui element multipolar de circuit, aceasta teorema
are forma:

— [ [E'XAH-2EXH |-dA= [ [J* - AH-J"-AE+j0AD-E'~ joAB-H'|dv.
oD D

AG=AI"V'=AVT-I'=[ (" -AH~J " AE+ j0AD E' - j0AB-H ' |dv;
D

Iar pentru intregul circuit de microunde, in care elementele multipolare sunt Inlocuite cu modele
A"V =AVTT'=0

lor , unde vectorii curentilor si tensiunilor au dimensiunea egala cu

numadrul de laturi. Aici ne referim la doua circuite echivalente topologic, primul este cel original

(In care intereseaza variatiile marimilor) iar al doilea este cel adjunct (la care marimile sunt

marcate cu prim).

Daca elementul multipolar are primele n, terminale controlate Tn curent, iar restul de n, sunt
controlate in tensiune, ecuatia lui constitutiva are forma

Iar contributia sa la diferenta variatiilor (numita indice de senzitivitate a componentei) este

Suma acestor contributii pe intreg circuitul este nula.

Daca alegem
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adica vom avea matricea hibrida a circuitului adjunct, transpusa matricei circuitului original si cu
elementele nediagonale opuse (cu semn schimbat fata de matricea originala), atunci

Schimband sensurile curentilor si tensiunilor primelor a terminale ale circuitului adjunct,
relatiile capata forma mai simpla:

in care pk, k = 1,2,..., N sunt parametrii variabili, de proiectare, iar N este numarul lor.

Acestea relatii arata ca matricele hibride ale elementleor din circuitul adjunct sunt transpusele
matricelor din circuitul original. Daca elementele circuitului original sunt reciproce (cum se
intmapla 1n cazul elementleor dipolare si In cazul liniilor de transmisie), atunci circuitul adjuct
este identic cu cel original.

Sa ne imaginam acum ca atat circuitul original cat si circuitul adjunct au laturi active, pe linga

componenta pasiva se afla si o sursa ideala de curent si una de tensiune, independente de

schimparile elmentleor pasive. Daca notim cu I, si cu Vg vectorii parametilor acestor surse din
Al,=0,AV =0

intregul circuit, atunci, deoarece , rezulta

M
ALV, —AVI D '=AG=X"T-AHX=AG= ), X"T.AH_X

m=1

in care M este numadrul total de elemente din circuit. Sursele din circuitul adjunct sunt arbitrare.
Daca alegem toate sursele nule, cu exceptia sursei de curent din latura k pe care o alegem
unitard, atunci indicele de senzitivitate este opusul variatiei tensiunii din sursei de curent din
T
AG=-AV ,=X"-AHX
latura k a circuitului original: . Acesta variatie este chiar senzitivitatea
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impedantei de intrare a portului k:

u 0z, & 0H
— — — k_ 1T _
AZ,=-AV , =—AG=-) AGm:>a—_—§ X, .a—'"xm, n=1,..,N
m=1 pn m=1 pn

Cel mai adesea parametrul de proiectare pn influenteaza doar un singur element m, caz in care
suma se reduce la un singur termen. Daca alegeam unitard t.e.m. a sursei ideale de tensiune din
latura k, atunci rezulta in mod asemdnator (dar cu semnul plus) expresia derivatei partiale a
admitantei portului k, fata de parametrul arbitrar de proiectare. Constatdm ca pentru a calcula
orice senzitivitatea unei functii de circuit, este necesara cunoasterea modului in care parametrul
de proiectare influenteaza local componentele din circuit si n plus solutia analizei circuitului
original si a celui adjunct (identice Tn cazul circuitelor reciproce). Odata analizate aceste circuite,
semnificativ. Analiza se poate face cu orice metoda numerica sau simbolicad, si ea reia, doar daca
intereseaza senzitivitatea altei functii de circuit, altfel este suficienta o singura analiza de circuit.

Daca ne referim in schimb la un singur elemement multipolar de circuit, si ne intereseaza
senzitivitatea uneia din functiile sale caracteristice, de exemplu Z11, impedanta primului
terminal, fata de un parametru intern elementului, de exemplu o constanta de material a unui
subdomeniu interior, atunci trebuie aplicata teorema campului adjuct, forma particulara a
teoremei lui Tellegen pentru difernta variatiilor, aplicata Tn acest caz:

AG:AIT-V'—AVT-I':f(J'jn-AH—J "-AE+jwAD-E'— joAB-H'|dv;
D

Vom excita problema adjuncta doar cu un curent unitar injectat in terminalul k, astfel incat sa fie
filtrat din produsul scalar al pseudoputerilor transferate pe la borne doar variatia de potential a
terminalului 1:

AG=AI"-V'=AV"-I'=—AV = AZ, =-AG=-jo [ |AD-E'~AB-H'|dv=>
D

0z, oD 0B o€ ou
=—jo)|7—E'-5+—H'|dv=—jo | |s=—EE'-——H-H'|dv=>
op, J ‘Lf) op, op, ] lf) op, op,
0z 0Z
11=—jwazdv; = :—ja)fH2dv;
oe, 5 : 5

Daca este realizat cu materiale reciproce, elementul multipolar este reciproc si problema adjuncta
este identica cu cea originala. Pentru calculul senzitivitatii impedantei de intrarea a unui
terminal, este suficientda solutia de problemei de camp din problema originala. Dupa cum
parametrul variabil este o permitivitate sau o permeabilitate, se integreaza patratul intensitatii
campului electric respectiv magnetic pe subdomeniu acelei constante de material. Pentru a
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determina senzitivitatea impedantei de transfer Z, se excita ambele terminale, 1 si 2. Conform
relatiilor anterioare pentru ca variatia lui G sa fie chiar variatia impedantei Z:, , cele doua surse
trebuie plasate diferit Tn circuitul original si cel adjunct, care iata, nu mai sunt identice. Aceste
relatii se pot aplica si pentru a determina efectul modificarilor de geometrie, care pot fi privite ca
modificari ale constantelor de material. Atunci integrarea se face doar pe suprafata care este
supusd modificarii. (Ioan, Daniel; Ciuprina, Gabriela; Schilders, W. H. A., Parametric models
based on the adjoint field technique for RF passive integrated components, [IEEE Transactions on
Magnetics Volume: 44 Issue: 6 Pages: 1658-1661, 2008; Ioan, D; Munteanu, I; Ciuprina, G ,
Adjoint field technique applied in optimal design of a nonlinear inductor, IEEE Transactions on
Magnetics Volume: 34 Issue: 5 Pages: 2849-2852 , 1998).

11. Potetialele retardate. Ecuatiile integrale in domeniul timpului

In aplicatiile practice ale electrodinamicii intervin doud feluri de probleme, unele de propagarea
undelor in spatiul deschis, nemarginit si altele referitoare la domenii marginite, cel mai adesea de
pereti metalici cu o conductivitate forte bund. In prima categorie sunt studiate antenele, dar si
imprdstierea campului electromagnetic pe obiecte de diferite forme. Cel mai adesea aceste
probleme sunt reformulate ca probleme in domenii marginite, cu conditii artificiale, absorbante
de frontierd, care modeleaza spatiul deschis. A doua categorie de probleme se refera la
dispozitivele si circuitele de microunde. Acestea contin elemente multipolare de circuit pasive
sau active si cavitdtile rezonante. Pentru primele intereseazd modelele cu parametri concentrati
iar pentru cavitati intereseaza modurile si frecventele proprii de rezonantd. Exista si categoria
intermediard, a ghidurile de unda, in care propagarea are loc pe o singura directie, dar campul are
o moduri proprii de repartizare 2D Tn sectiunea transversala, care poate fi marginitd sau
nemarginita (cum se intdmpla la microstripuri). Acest paragraf se refera la propagarea campului
electromagnetic in Tntregul spatiul vid.

Cele doua potentiale electrodinamice sunt solutia ecuatiilor lui d’Alambert:

2 Ji(r't, .
L CA e =t [ e e= 1 e
c2 ot ’ 4w 2 |r—r'|
IR
2 r,t
v S =ple =V (r,0)=k ol .r)dV'
2ot Ane, Ir—r'|

Expresiile lor (http://en.wikipedia.org/wiki/Retarded potential) sunt cunoscute sub numele de
potentiale Tntarziate (sau retardate). Constatam ca potentialul din punctul de observatie depinde
de sursa din punctul sursd, dar la un moment anterior, cu o Intarzierea fiind exact timpul necesar
undei electromagnetice (luminii) sa parcurga drumul de la punctul sursa la punctul de observatie.
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Ca si in cazul static, datorita liniaritatii problemei, putem considera ca aceste relatii exprima
superpozitia potentialelor produse de sarcini punctiforme sau curenti dipolari. Expresia acestor
potentiale elementare este solutia fundamentala a ecuatiei d’Alambert, cu termen liber un impuls
Dirac. Este de fapt functia Green a ecuatiei undelor electromagnetice pentru intregul spatiu 3D:

G(r rl t):(s(t_Hr_r’H/C)
e 4rfr-r'|

b

functie care este nuld in afara “conului de lumina” din trecut. Orice eveniment petrecut in afara
acestui con, adica mai recent decat timpul necesar luminii sa ajungd de la locul evenimentului
pina la noi nu ne poate  influenta  prezentul in  nici un  fel.
(http://www.physics.sfsu.edu/~lea/courses/grad/wavemks.PDF )

Constatam ca In regimurile statice, conditia de etalonare Lorenz degenereaza in conditia de
etalonare Coulomb, iar expresiile potentialelor retardate tind catre integralele Biot-Savar-Lapalce
si ale integralele coulombiene. Aceasta deoarece timpul de intarziere tinde catre zero, una din
cele doua constante universale avand valoare formal nula (atat in electrostatica dar si in regimul
magnetostationar), ceea ce face ca c sa tinda spre infinit:

1 el

o=l M vt v £
IR

an L lr-r] r|

Este interesant de observat, ca daca s-ar folosi conditia de etalonare Coulomb pentru potentialul
electrodinamic vector, in conditiile in care acesta este variabil in timp, solutia ecuatiilor de
ordinul doi ar avea forma:

1 9’A 1 v |_ _1 ¢ VxB(riyt)
_pa+=LE L J=A(r Y2 Gy

1 p(r.t) 1 ¢ VE(r,t)

—A -2 [ Y=Vt
V=ple,=V(r,t)= . ey dv ar L dv

n care efectul de retardare nu mai este explicit. Asta nu Tnsemna ca el nu exista, din moment ce
valorile obtinute determind acelasi cAmp electromagnetic ca si potentialele retardate.

Aceste relatii nu pot fi aplicate, dacd domeniul de interes contine corpuri conductoare,
polarizabile sau magnetizabile. Pentru a modela efectul acestor corpuri se folosesc distributii
fictive de curenti si sarcini repartizate in domeniul corpului care se asimileazd apoi cu unul vid.
Deoarece aceste distributii sunt necunoscute, relatiile care exprima potentialele devin ecuatii
integrale.
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Pentru a deduce aceste ecuatii integrale, vom exprima mai Intai potentialul scalar in functie de
densitatea de curent, folosind teorema conservarii sarcinii:

t' r‘,t tr Vr' I’t
diVJ:—a—pﬁp:—f det,=>V(r,t): 1 p( r)dvy:_ 1 j‘J" (r r)dtdvr
0

ot dmey s Ir—r'| dre, vay r=r|

Deoarece intensitatea campului electric Tmprastiat este

Es(r,t)z

ﬁA(rt)
vy

iar la suprafata S a conductoarelor perfecte, intensitatea campului total (cel incident Hi plus cel
Tmprastiat Hs) este determinat de curentul superficial al acestora:

nX(Ei(r,t)+Es(r,t))><n:0:.,n>< gtA(irt)

iy

S0

+VV(r,t)xn=nx|E(r,t)|xn, res

4n8tf|r dtdS Xn= nX[Ei(r,t))Xn

47T€0 [r—r |

Aceasta este ecuatia integrala a campului electric in domeniul timpului (EFIE — Electric Field
Integral Equation), care are de fapt ca necunoscuta componenta tangentiala a densitatii de curent
indus de campul incident cunoscut la suprafata conductoarelor.

In mod asemanitor se determina si ecuatia integrald a cimpului magnetic. Deoarece intensitatea
campului magnetic Tmprastiat este

H,(r,t)=VXA(r,t)/p,

iar la suprafata S a conductoarelor perfecte, intensitatea campului total (cel incident Hi plus cel
Tmprastiat Hs) este determinatd de densitatea superficiald de curent:

X(H;(";t)+H,(r,t)):%Jl(r,t):nX(VXA(r,t))//.lo—%Jl(r,t):—nXHi(r,t), res

Vi T (rne)
4 7t |r —r |
pa
<

ds

S

pA
Ln><H (r.t)

%Jt(r,t)—nxé

Aceasta este ecuatia integrala a campului magnetic in domeniul timpului (MFIE — Magnetic
Field Integral Equation), care are de fapt ca necunoscutd componenta tangentiald a densitatii de
curent indus de campul incident cunoscut la suprafata conductoarelor. MFIE se poate aplica doar
domeniilor marginite (problemelor interioare), in timp ce EFIE se poate aplica si domeniilor
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nemarginite (problemelor exterioare). Deoarece fiecare dintre cel doua ecuatii integrale pune in

evidentd alte moduri interne de rezonanta a campului electromagnetic, In practica se foloseste o

combinatie liniard a lor , numita ecuatia integrala a campurilor combinate (CFIE- Combined
CFIE=Z(1-a) MFIE+a EFIE

Field Integral Equation): , In care Z este impedanta de unda a

vidului (Bondeson- Computational Electromagnetics.pdf).

12. Functiile Green ale ecuatiei Helmholtz

Vom continua analiza ecuatiilor integrale ale electrodinamicii, considerand de asta data forma lor

in domeniul frecventei. Ecuatiile de ordinul doi satisfacute de transformatele Laplace ale

campului electric, magnetic si ale celor doua potentiale electrodinamice 1n conditii de etalonare
div(oA|=0

de tip Coulomb sunt ecuatii Helmholtz complexe de formele:

VX(vVXE(s))+s(o+se)E(s)=—sJ,(s)+seE,+V xXH ;
VX['(o+ss)_1V><H(s)]+spH(s):VX(((Hss)_l(Ji(s)—sEO))+yHO;
VXIVVXA(s)+(o+es)[sA(s)+V V(s)|=(o+es)Aj+e Aj+e VV + (s);

V6V V(s)=sp—eV-E,;
cu E(s)=—sA(s)+A,~VV(s), B(s)=VxA(s).

V-A(S)Z(VO—SV(S))/C2
In vid, cu etalonare Lorentz , ultimele ecuatii devin similare si
separate:

p=div(]i)/s:0
In regim armonic, cand curentul impus este solenoidal, si potentialul scalar
se anuleaza, iar ecuatiile capata forma mai simpla

VX(vVXE)+jw(o+jwe) E=—joJ,

VX((o+jwe)’1V><H]+jwa:Vx((o+jme)*111.).
Vx(vVXA)+jo(o+jwe)A=T,
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Constatam ca intensitatea campului electric si potentialul vector satisfac ecuatii Helmholtz cu
y=jolo+jwe)

acelasi operator, de tip rot-rot si cu coeficientul Helmholtz . Pentru a avea

solutie unica in domenii marginite, acestor ecuatii li se adauga conditii de frontiera, referitoare la

componenta tangentiala a campului electric sau magnetic, dar sunt admise si combinatii liniare

ale acestor vectori.

Permeabilitatea intervine in operatorul de derivare spatiala, iar daca mediul este omogen din
punct de vedere magnetic, acest operator se transforma, in conditii de etalonare Coulomb, in
operatorul Laplace vectorial:

VX(vVXA)+jw(o+jwe) A=J =>—AA+jop(o+jwe ) A=pJ;

Asa cum s-a vazut, atunci cand s-a studiat forma slaba a acestei ecuatii, conditiile de frontiera
AXn
impuse pentru a avea unicitatea solutiei acestei ecuatii sunt fie referitoare la , la
v(VXA)xn v(VXA)xn+ jo( Axn)/Z,
, fiela

Potentialul magnetic vector determina campul magnetic, iar prin intermediul conditiei de
etalonare Lorenz, se exprima si campul electric, eliminandu-se necesitate cunoasterii
potentialului scalar:

H=v(VXA);E=—jwA-VV,V-A=—joV/c*>E=—jwA+V(V-A)/(j wey )=

1 2
E=——/|V(V-A)+

=2 Q1 al
jwep c

Folosind legea circuitului magnetic, aceastd expresie se poate rescrie ca

F=—1 [VX(VxA)-u]

Joep
, care in zonele fara curent de conductie are forma mai simpla
E:#VX(VXA); H=v(VxA)
Jwep

Daca mediul este omogen si in punct de vedere dielectric si al conductiei, atunci si campul
magnetic armonic satisface o ecuatie Helmholtz mai simpla, cu acelasi operator

—AH+jop(o+joe ) H=V XJ,
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Fiind Tn conditii de frontiera nule, ecuatii liniare, solutia acestora se poate exprima prin
superpozitia solutiilor ecuatiei cu termen liber de forma unui impuls Dirac:

Vx(vVXA(r))+jo(o+jwe)Alr)=0(r)8(r-r')> Alr)=G(r,r')J(r')

Operatorul care face legatura Intre vectorul termenului liber (densitatea de curent) si vectorul
solutie este un tensor reprezentat de o matrice 3x3, numit functie Green diadica a ecuatiei
Helmbholtz. Teorema reciprocitatii garanteaza simetria acestui tensor:

= = = :T
G(r,r')=G(r'r);G(r,r')=G" (r,r")
. Solutia ecuatiei Helmholtz se exprima in conditii nule de
frontiera prin integrala de convolutie:

A(r):fé(r,r')l(r')dv’

Daca domeniul D este vid si se extinde la intreg spatiul, atunci aceasta integrala tinde catre

—jk|r=r'
ly e Jllr=r]

_47'[IR3 [r=r"

A(r):f é(r,r’)](r')dv'zf pG(r=r")J(r")dv' J(r)dv', k=vV-y=olc

& ®

§(t=r=r'|fc)]_ eIl

C:;(r,r’):pOTG(r—r');G(r—r'):F[G(r—r',t)]:F

drlr=r | 4nlr-r]
in care este
functia Green complexd, a ecuatiei Helmholtz, transformata Fourier a functiei Green pentru
ecuatia undelor, din domeniul timpului

(http://www.phy.duke.edu/~rgb/Class/phy319/phy319.a4.pdf).

Constatam ca functia Green a ecuatiei de tip Poisson vectoriale, din cazul regimului magnetic
stationar este un caz degenerat al acestei functii Green, obtinut pentru valoare formal nula a
stationar, si in cazul ecuatiei Helmholtz cu conditii de frontiera nenule, solutia se obtine aplicand
o transformatd integrald a carei nucleu este functia Green anterior definitd, atat surselor din
interiorul domeniului de calcul cat si celor de pe frontiera:

A(r):fé(r,r’)](r')dv’—fsEvgné,(ﬂA

E(r)=—jwA(r), H(r)=vVxA(r).

(r')XdS’—fS vG(r,r')VxA(r')xds'
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Constatam ca aceasta expresie a potentialului da solutiile ecuatiilor integrale EFIE pentru campul
electric si respectiv MFIE pentru cAmpul magnetic. In domeniul frecventei acestea au formele

et pe M)y v e M g ()

4T lr—r-| 747‘[st@5 lr—r-|

n > ><n:n><(Ei><n)

s

Vo pe M () o
a7 |r—r |
&
&
&
in><H (r,t)

%J[(r)fnxi.

Ea generalizeaza deci expresia potentialului vector retardat din Intreg spatiul vid, care in
domeniul frecventei are expresia:

by o €M ()

— dv'
4n

Alr)= .
IR} |r_r |

b

la cazul unui domeniu neomogen, marginit si cu conditii de frontierd nenule.

Mai remarcam ca in baza teoremei superpozitiei, functia Green are o singularitate de tipul
solutiei fundamentale din Intreg spatiul, deci se poate scrie sub forma

_ _ _ ,klr=r]
G(r,r’):uTG(r—r’)+F(r,r'):pTW+F(r,r')

F(r,r')
unde este o functie vectoriala neteda, solutia ecuatiei Helmholtz omogene cu conditii
de frontiera nenule, alese astfel incat functia Green sa aiba conditii de frontiera nule:

Vx(vVXF)+joo+jwe|F=0;
_ o Jklr=rl
nXF(r,r')=—nxpul

, TES

4rlr—r’
_ o Jlr=r|

XF(r,r')xn=-—Vxul ———xn, res
VXE(r,r')xn Vﬂ4nHr—r'H n, r

H

Exprimand campurile in functie de potentialul vector, rezulta:
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A(r):fpG(r—r')J(r')dv';H:v(VXA);E:}(D—SIJ(V(V-AHWA):

[I(r) VIV Gr=r)+k2I (r)G r—r") dv’
H(r)=[ J(r)xV'G[r=r")dv’

D
1
jwe

Deoarece  functia ~ Green se  exprima doar fata de  diferenta  dintre
r-r'=>VG(r-r')=—V'G(r-r")

Dar aceste integrale sunt singulare, atunci cind punctul de

observatie se afla in domeniul D al sursei, iar expresia corecta a campului electric este:

_ Lt e el L
P i[‘(JV V' G+k*IG|dv 3

, In care s-a notat cu VP valorea principala a integralei
(http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/).

13. Analiza modala a campului electromagnetic

O problema specifica regimului EDFP este cea a analizei modale a dispozitivelor de microunde.
Aceasta constd 1n determinarea modurilor si frecventelor proprii de rezonanta a campului
electromagnetic in domenii madrginite de obicei de pereti foarte buni conductori. Se cauta
solutiile armonice ale ecuatiilor lui Maxwell fara surse interne sau externe:

VX(;I*lVXE):w%E in Q

VXE+jopH=0;
= . i
VxH- jwe E=0; VieE in Q
EXn=0, pe 0Q
A>0,u€ H,(rot,Q),
Aceasta problema are urmatoarea forma slaba: gasiti astfel Tncat

f,u_l(VXu)-(VXv)dx:Af eu-vdx; VvEHO(rot,Q)
0 )

Hy(rot,Q) Q
n care este spatiul functiilor rot-conforme definite pe domeniul si cu conditii
esentiale nule, pe frontiera acestui domeniu. O astfel de problema liniarad este nedeterminata si
are o infinitate de solutii, dar intereseaza acele solutii (cu campul normat, adica de energie
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A=
unitard), pentru care valorile proprii (deci pulsatiile proprii de rezonanta) au valori
minime.

(S. Zaglmayr.High Order Finite Element Methods for Electromagnetic Field Computation. PhD
thesis, Johannes Kepler University, Linz Austria, August 2006.)

14. Metodele electrodinamicii

Prezentul document nu urmareste prezentarea modului in care se pot rezolva problemele de
electrostatica ci doar formularea lor corectd, in vederea modelarii electromagnetice [11-13].
Vom enumera doar cele mai frecvente metode de analiza, care se impart Tn abordari analitice si
numerice.

Principalele metode analitice [3], [4], [7], [8], [10] pentru calculul campului electrostatic sunt:
— Metoda superpozitiei, integralele potentialeleor retardate;
— Metoda separarii variabilelor;
— Metoda functiei Green.

Metodele numerice [6], [8], [9], [12] cel mai frecvent folosite pentru calculul campului
electrostatic sunt:

— Metoda diferentelor finite (FDM - Finite Difference Method), care este foarte
frecvent folositd mai ales Tn domeniul timpului, cand se numeste FDTD (Finite
Difference in Time Domain). Ea se bazeaza pe forma diferentiala locala a
ecuatiilor campului electrodinamic ;

— Metoda integralelor finite (FIT - Finite Integrtion Technique - finite volumes) se
bazeaza pe forma globala a ecuatiilor cimpului;

— Metoda elementelor finite (FEM - Finite Element Method) se bazeaza de forma
variationala, slaba a ecuatiilor campului;

— Metoda elementelor de frontiera (BEM - Boundary Element Method) se bazeaza
pe ecuatiile integrale de suprafata pentru campul electric, magnetic sau cel
combinat (EFIE, MFIE, CFIE);

— Metoda ecuatiilor integrale (IEM - Integral Equations Method), cunoscuta si sub
numele de metoda momentelor (MoM — Method of Moments) se aplica In analiza
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problemelor cu neomogenitati de structura volumetrice si se bazeaza pe ecuatiile
integrale scrise cu functii Green.

Studiul metodelor de rezolvare nu poate fi facut fara intelegerea formuldrii corecte a problemei,
care a fost prezentata Tn acest document.

15. Propagarea unidimensionala. Linii de transmisie

Acest document nu este dedicat studiului metodelor de analiza a campului electromagnetic, ci
doar formuldrii problemelor. Cu toate acestea, cunoasterea solutiei lor in cazurile cele mai
simple, de referinta este de mare folos la intelegerea caracteristicilor campului din cele mai
diverse cazuri.

Cea mai simpla situatie este cea a undei electromagnetice plane, care se propaga in vid, de-a
lungul axei Oz, fara variatii ale campului Tn planul xOy. Ea este determinatd de campul electric
sau de cel magnetic de pe planul z=0. Sa presupunem pentru inceput ca E este orientat de-a
lungul axei Ox:

E(z,t)[,5=f(t)i;
1 ¢°E 0’E 1 0*E . .
—AE+—=—=0>——7+——-=0=E(z,t)=f(t—zlc)i=glz—ct)i
T P (z,t)=f(t=zlc)i=g(z~ct)
LOE (z,t'
VxE:—S—tB:B(z,t):B(z,o)—jfL
0

S S e

H=kXEln, n= ’;—

t
'__' dg(Z_Ct’) '_L _ I
= dt'= J{d—z dt = glz—ct')=

In medii omogene fara surse, aceeasi ecuatie d’Alambert omogena este satisfacutd de toate
campurile si potentialele. Solutia sa se verifica imediat prin substitutie in ecuatie. Aici s-a notat

’1 -
cu impedanta de undad a vidului. In mediii fara pierderi, campul electric se propagd fara

perturbatii cu viteza c, cu orientare transversald pe directia de propagare. Campul magnetic are

n
aceeasi forma de variatie in timp ca si campul electric, dar campul electric este de mai mic

decat cel electric. Lucrurile stau la fel, Tn conditii referitoare la camp magnetic (este cunoscuta

n
densitatea de curent din planul z=0), doar ca acum intensitatea campul electric este de ori

n
mai mare decat campul magnetic. Raportul dintre E si H este , cei doi vectori fiind orientati
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la 90 de grade unul fata de celalalt, intr-un plan transversal pe directia de propagare, astfel incat
produsul vectorial Poynting S=ExH sa dea sensul propagarii. Puterea transferatd pe unitatea de
arie de unda plana este

2 2
S:|EXH|:EH:E2/HZCWem’ Wem:We+Wm:%+u12—I :ZE"7C+’721-£ :%

2 2 2

densitatea de
volum a energiei electromagnetice amplificata cu viteza de propagare. Conditia de frontiera cu
orientare arbitrara Tn planul xOy poate fi tratata prin superpozitie. Pentru a descrie unda care se
propaga invers In semispatiul z;0, se Tnlocuieste c cu —c (Fig.).

In cazul campului armonic, f(t) este o functie sinusoidala, iar unda plana monocromatica (Fig. )
are 1n propagarea directa urmatoarele expresii ale campului, reprezentate in complex

c ‘
E(z,t)],_,=tEsin(owt+})E(z,0)| _,=t Ee’=E =

c . .
E(z,t):tEsin(a)(t—z/c)Hl))-)E:Etoe_’“’Z/C:EtOe_]kz;H:kXE/n

A=cT=c/v=2nc/lw=2nlk; k=w/c=2mrlA

in care s-a notat cu lungimea de unda si
E=E, " H=—kxEln
respectiv numadrul de unda. Undele inverse au expresia , argumentul
(faza initiala) crescand proportional cu distanta parcursa de unda (in timp ce la undele directe,
aceastd faza este negativa). Deoarece se schimba si semnul Tn expresia campului magnetic, se
spune ca impedanta undelor directe este pozitivda iar cea a undelor inverse este negativa
(http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/).

Fﬁ ¢ AEGEA0 =50

Ll s

Az = cAl

E_(z,t+A1) = E_(z+ Az 1) c vm

» 2
‘ ‘

Az = cAl

Fig. Propagarea undelor directe si inverse (http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/)
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Fig. Unda monocromatica plana directa (http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/)

X right-polarized X left-polarized
forward-moving forward-moving
E (1) @)
> 7 > 7
) y

Fig. Unda directa, polarizata dreapta si stanga (http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/)

In planul z=0, cAmpul electric poate avea doud componente sinusoidale orientate dupa axele Ox
si Oy. Daca cale doua componente sunt in faza, atunci rezultatul este un vector care oscileaza de-
a lungul unei drepte orientate In functie de amplitudinile lor. Daca in schimb sunt defazate,
atunci vectorul rezultant este unul rotitor, cu varful in miscare periodica pe o elipsa din acel plan.
Daca amplitudinile componentelor sunt egale si defazajul este de 90 de grade, atunci elipsa
devine cerc. In aceasti situatie spunem ci unda este polarizata circular, altfel ea este polarizatd
eliptic. Deosebim doua cazuri, polarizarea dreaptd, cand vectorul camp se roteste conform regulii
burghiului drept fata de sensul de propagare a undei (sau echivalent regula mainii drepte) si in
caz contrar polarizarea stanga (Fig. ). Polarizarile orizontala si verticala sunt cazurile particulare,
n care elipsa este strivita la un segment de dreapta orizontal sau vertical.

ToMeMS - Raport intern 2012 Page 58



In cazul mediilor cu pierderi prin conductie, cAmpul magnetic este generat nu numai de

curentul de deplasare ci si de cel de conductie, curentul total fiind Tn domeniul frecventei
J,=J+J;=0E+joD=(0+jwe)E

. Aceasta situatie poate fi modelata cu relatiile din cazul

regimului fara pierderi, daca folosim in locul permeabilitatii reale o marime complexa

Jy=jowe,E=(o+jwe)E=¢c.,=0/( jw)+e=e—jo/w=c'—je} {}
&
echivalenta: . Prezenta unei
parti imaginare Tn permeabilitate poate descrie nu numai conductia ci si postefectul sau pierderile
prin histerezis dielectric (cu ciclul echivalent In regim armonic de forma eliptica). Coeficientul
folosit Tn practica pentru a descrie pierderile dielectrice este tangenta unghiului de pierderi

tg6=¢leSub {sue{c} }} {}

EDE,
Daca Tnlocuim , atunci parametrii care descriu propagarea devin numere complexe:

It 1

V
E

E:EtoeijkleE:Etoe Jke —Et0€+VZEtOe (a+jB)z —E +0{z +]ﬁz
H=+kXE[n>H=xkXxE/n,

y=jk =a+jB
In care s-a notat cu constanta de propagare a undei. Constatam ca datorita
pierderilor, amplitudinea undei se atenueaza exponential Tn sensul propagarii (Fig.). Factorul o de
atenuare masurat in Np/m este chiar inversul adancimii de patrundere a undei §=1/ a.
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Fig. Atenuarea undei plane in medii cu pierderi (http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/)

Unda pland prezentata anterior descrie modul Tn care se propaga campul electromagnetic in
vecindtatea oricarui punct regulat din spatiu. Cu toate acestea, la distantda mare fatd de sursa
(antend sau alt corp care radiazd) unda electromagnetica are frontul de unda mai degraba sferic
decat plan. Din acest motiv vom studia in continuare undele sferice, care se propaga tot
unidirectional, dar Tn directie radiald, intr-un sistem de coordonate sferice. In acest sistem ecuatia
d’Alambert si solutia sa au expresiile:

( —ia—z)E(r,t):O: L 0 [20F

B 10 g g () g g M)

c? ot

c? ot? r’ or

Si de aceasta datd, campul magnetic este perpendicular pe cel electric, astfel incat E, H si directia
radiala de propagare formeaza un sistem tri-ortogonal drept:
[E] _

. 1,
E=nHXr; H==rXE; —==n
1 H|

Spre deosebire de cazul plan, Tn care amplitudinea undei se pastra constanta de-a lungul directiei
de propagare, aici aceasta scade invers proportional cu raza, lucru datorat extinderii undei in
spatii tot mai ample, lucru ce implica diminuarea densitdtii de putere, invers proportional cu
patratul razei, astfel incat puterea transferata prin sfere tot mai mare sa se conserve.

In regim armonic, la mare distanta de sursa de camp, potentialele retardate au expresiile:

—jkr . —jkr o X .
V(r):fEQp(r')ejk'r av' A(r):Zen—rEEJ(r')e]k'r dv;  k=rk=rolc=
V)=o) Alr)=EE (K]

' “4mer Qlk); ' 4
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r=rir
In care k este vectorul numarului de unda orientat dupa versorul radial , lar

fp Je!" dv'; fJ Je " dv,

sunt factorul de forma al distributiei de sarcina si
respectiv vectorul de radiatie. Din acestea rezulta expresiile campurilor radiante:

—]kr —jkr
E=—jkn®&—[fxF|xf; H=-jkE—[fxF|
4mr 4nr

b

care depind exclusiv de componenta transversala a vectorului de propagare. Distributia de curent
din sursa (antend) determind distributia campului radiant la suprafata frontului sferic de unda.
Astfel antenele care au structurd geometrica diferitd vor avea caracteristici de directivitate
spatiala diferita. Proiectarea antenelor presupune rezolvarea unei probleme inverse, In care
pornind de la o forma impusa a lobilor de directivitate se urmareste determinarea structurii
antenei.

Cel mai simplu caz 1l reprezintd cel al dipolului radiant (care modeleaza o antena rectilinie, cu
doua brate conductoare coliniare). Daca presupunem momentul dipolar p, oscilant sinusoidal,
plasat 1n origine si orintat vertical, de-a lungul axei Oz, polarizatia, densitatea de sarcina si de
curent echivalente au expresiile complexe:

p(t):kpﬁsinwtgp:kp:P(r):mS(r)
p(r)==V-P=p(r)=-pV§(r

J(r,t):gt”ﬁij(r):jwp(r):jwpa(r)

Din care rezulta
fé ror' ) J(rt)dv' —pr r—r' J(r')dv':jwpf G(r=r')pé(r')dv'=joupG(r)
D D
l
£

[G(r-r v’:—g—fG r—r')p-V’(S(r')dv’:—glp'VG(r):p-P(jk+1/r)G(r)/s
D D

E(r ):—VX(VXA) ( 2P+(p-V)V)G(r):jk+1/r

joeu €
H(r)=v (VXA):]wVG(r)Xp:ja)(ij/r)(pX?)G(r)

?F(?-p)—P)G(r)+’;_2f><(p><?)G(r);

—kjr —kjr

G(r)=5—=>VG(r)=—F( jk+1/r)%

= 4nr:—r(]k+1/r)G(r), {r=riri

deoarece
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Aceste relatii evidentiaza comportarea campului la joasa frecventa cit si la radiofrecventa (Fig. ).

L5040 157 2 1y8

1 1

0.5 05
kel s
05 05

1 -1
-15 -15

15 -1 05 0 05 1 15 15 -1 05 0 05 1 15
L5 =14 L5t =31/8

1 1

0.5 05

Bay (b
-0.5 05

1 -1
-15 -15

15 -1 05 0 05 1 15 15 -1 05 0 05 1 15

FlIg. Liniile campului elctric ale unui dipol radiant la diferite momente de timp

(http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/)

Regimul electorstatic se obtine pentru pulsatia (si implicit pentru numarul de unda) de valoare
nula. Constatdm cd in acest caz cimpul electric are comportarea de la dipol, scdzand invers
proportional cu cubul distantei, in timp ce campul radiat scade invers proportional cu distanta:

_kZA _k2 R e—kjr'
Emd(r)—‘E rx(pXr)G(r)—g FX(pXFt e
" N " A " . e—kjr k2 . e—kjr
=joi X = X = X =——|(rX
il = 0 pXFIGlr =0k FxpI Gk xp =k (5p)E

Relatii Tn acord cu cele obtinute la undele sferice. Aceasta comportare explica de ce undele radio
se propaga la distante mult mai mari decat se distribuie cimpul stationar sau cel qvasistationar.

Puterea totald radiata de dipol se calculeaza integrand vectorul Poynting pe suprafata unei sfere:

1

4me

Ck4p2

Pz{(EXH‘JdA: 3
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Faptul ca puterea creste cu puterea a patra a frecventei explica printre altele si de ce este cerul
albastru! Aceasta putere permite determinarea rezistentei echivalente de radiatie, pe care antena o
vede la bornele sale. Stabilirea functiei de circuit ce leaga curentul de tensiunea dintre aceste
borne (de conexiune la receptor sau emitdtor), deci a circuitului echivalent antenei este esentiala
pentru a determina eficienta sa energeticd. Ea nu poate fi facuta farda analiza campului
electromagnetic al antenei.

Un alt caz frecvent intalnit in practica este dipolul magnetic radiant. Acesta modelaza o bucla
de curent, deci o antena circulara. Campul radiat de acesta aste asemanptor cu cel al dipolului
electric, din care se obtine, prin dualitate (
E->H;H>—E;e>u;u>e;n>1/n; p>pum; P>uM
):

e*kjr

4nr
—kjr

E,_,(r)=jopjk(mxixm)G(r)=nk*(mxF)

s
e
4nr

H,,(r)=k*tX(mxF)G(r)=k*F X(mXF)

(http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/).

Asa cum am prezentat anterior, pe langa problemele de radiatie in intreg spatiul (intalnite la
studiul antenelor si al imprastierii undelor electromagnetice), trebuie rezolvate si probleme de
unde electromagnetice ghidate (intdlnite in studiul si proiectarea circuitelor de microunde).
Astfel de structuri cu o geometrie plan-paralela cuprind ghidurile de unde si liniile de transmisie.
In ambele, propagarea are loc dupa o directie longitudinald, deosebirea intre ele constind in
faptul ca pe liniile de transmisie trensferul de putere ale loc la orice frecventd, pe cand in cazul
ghidurilor de unda, transferul d eputere are loc doar de la o frecventa in sus. La frecvente Tnalte,
liniile de transmisie functioneaza si ele ca ghiduri de unda. Deosebirea de comportare este
explicatd de structura sectiunii transversale. In cazul liniilor de transmisie existd cel putin doua
conductoare paralele, iar dielectricul are domeniul transversal multiplu conex (cum este, de
exemplu, cablul coaxial), in schimb ghidurile de unda pot avea un domeniu dielctric simplu
conex (cum sunt, de exemplu, cablurile optice).

Vom studia pentru Tnceput propagarea de-a lungul ghidurilor de unda (Fig. in care primele trei
sunt si linii de transmisie). Abordarea caracteristica a acestor structuri consta in descompunerea
problemei de cimp cu variatie spatiala 3D 1n una transversala (2D) si alta longitudinala (1D). Se
procedeaza oarecum similar ca la studiul problemelor de cimp plan-paralele, doar ca aici cimpul
are variatie spatiala si dupa directia de propagare:
E(x,y,z)=E(x,y)e ™  H(x,y,z)=H(x,y)e "™

. Aici s-a notat cu =2r/A numarul de unda
de-a lungul ghidului, marime care depinde de pulsatie, dupa cum se va vedea imediat, intr-un
mod mai complicat.
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{tWo-wire — dielectric
il line miCrostrip rectangular waveguide
coaxial line line waveguide

Fig. Structuri tipice de ghiduri de unda. (http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/)

Prin descompunerea campului si a operatorului de derivare spatiald in componentle sale
transversale si longitudinale:

E(x, y)—E (x YIHE(x,y), cwE,(x,y)=kE,(x,y);  H(x,y)=H;(x,y)+H,(x,y);

VO—l +ka =V,o=kip, cu V O—1—+]a ; kao— kip
a 0y

ecuatiile lui Maxwell iau forma:

VXE=—-jopH=(V;—jpk)X(E+kE,)=—j op( Hy+kH,)
VXxH=jweE=(V , —jk)X(H +kH,)=jwe( E,+kE,)
V-E=0=(V,—jpk)-(E +kE)—

V-H=0=(V,—jBk)-(E;+kE,)=0

VxE=—jouH |(Vr JBk)X( +KE,)=—joou(H,+kH,)
VXH=jweE ( ;— JBK)X(H +kH ,)=jwe(E,+kE )
V-E=0 ( T ]Bk) (ET+kEz):0

V-H=0 ( . ]Bk) (ET"'kEZ):O

V,E Xk—jpkXE,=—jopH,
V., H, xk—jpkxH =jweE,
V XE +jopkH =0

V XH,—jwekE,=0
V,-E,—jBkE =0
V,-H,— jBkH =0

Dupa cum se anuleaza sau nu unele componente ale campului, deosebim urmatoarele moduri de
propagare:
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E =0,H,=0
TEM - transversal electirc si magnetic

E =0,H,#0
e TE — transversal electric

E #0,H,=0
e TM — transversal magnetic

E,#0,H,#0
EH - hibrid leectirc si magnetic

Din ecuatiile lui Maxwell, rezultd cum componeentele longitudinale ale campurilor satisfac
2 2 2 2
VTEz+kcEz:0; VTI_IZ-I-kcI_Iz:O
ecuatiile Helmholtz 2D: . Solutiile acestor ecuatii de
moduri si valori proprii se determind in conditiile de frontiera impuse la suprafata ghidului (de

KR=ollc*—p

regula PEC sau PMC). Rezulta deci si valorile posibile ale factorului numit
A=2mlk,
numadrul de unda de tdiere, care determina o lungime de unda te taiere , care nu
A,=2n/B
trebuie confundata cu cea longitudinala . Din acest numar rezulta si modul 1n care
B:\/wzlcz— kizx/wzep—ki
depinde de pulsatie numarul de unda longitudinal . Daca

spectrul operatorului Helmholtz are valori discrete, atunci modurile de propagare in ghidul de
unda sunt la randul lor discrete. Pornind de la campul longitudinal se poate calcula folosind
ecuatiile Maxwell, repartitia campului transversal

ET:_ﬁ(vTEZ_nTEkXVTHZ); HT:_;(_[j

c c

V. H 4+ kxV,E,|;
Mrm

_op,  _B
nTE_?’ nTE_E

in care impedantele TE si respectiv TM sunt notate cu . In cazul undelor
TEM, TE sau TM, relatia dintre campul magnetic si cel electric transversal este similara cu cea
_1 O
Hy=—kXEr, ne=n=y-= Nr=N;Nr=Nm
Nr w
de la unda plana: in care expresia impedantei

transversale de unda depinde de modul de propagare.
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Deoarece in cazul TEM componentele longitudinale ale campurilor sunt nule, rezulta cd numarul
de unda de taiere este nul, iar campul electric transversal fiind solenoidal si irotational are o
distributie similara cu cea a campului electrostatic, care o determina si pe cea a campului
magnetic, care este perpendicular pe el, iar raportul modulelor lor este impedanta de unda. In
oricare din modurile TEM, TE sau TE, puterea activa, transferata superficial prin ghid are
|Ef

P,=Re(BpxHy J k= o= Hyf
T

expresia

In modul TE:

ViH,+k’H,=0= HT:—i—/iVTHZ; E,=ngH,Xk; P,=Re(E,XH;)-k=n.|H,[
c

Iar in modul TM:

ViE +k’E,=0= ET:—%VTEZ; HT:ikxET; PZ:Re(ET><1%I;)-k:i|ET|2
k Nrm Nrm

Vom exemplifica aceste rezultate in cazul ghidului dreptunghiular, marginit de un perete perfect
conductor, la care a>b (Fig. ). Modul dominant al acestui ghid este modul TEo, in care campul
electric este orientat transversal de-a lungul axei Oy si pentru a indeplini conditiile de frontiera
se anuleazad la x=0, x=a. El nu variaza dupa y, ci doar dupa x, astfel incat ecuatia Helmholtz
satisfacuta de campul magnetic longitudinal are forma:

v //

g il
//
=

s a

Fig. Ghidul de unda dreptunghiular (http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/)
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d°H,(x)

2 2 _ z
VTHZ+kCHz_O:>dX2—
g dH (x)
__pe\x)_jB

H (x)=—*—2—=I

+k3HZ(x)=0 =>Hz(x)=H0cos k.x

Hgsink x;

Ey(x):—nTEHX(x)z—nTEiﬁHosinkCXZEosinkcx;

c

P,=Re(E,XH;)k=n,|H, (x)}

Constanta complexa HO poate fi arbitrard, iar dintre variatiile posibile ale campului longitudinal
s-a ales cea care poate satisface conditiile de frontiera. Pentru aceasta trebuie ca
E (a)=E,sink,a=0=k a=nn=k =nnla
, care este ecuatia care da valorile proprii. Existd
deci mai multe moduri proprii de propagare, notate TE,, pentru n = 1, 2, 3, ... Cel dominant
(care are pulsatia proprie cea mai mica) este TE o, la care
k.=nla;o,=cnla;f.=cl(2a);1,=2a
Modurile TE,., 1n care apar variatii ale campului
electric si dupd y sunt si ele moduri minore. Concluzia este ca un ghid dreptunghiular transmite
doar acele unde electromagnetice care au pulsatii adaptate dimensiunii lui. Sub frecventa de
tdiere nu are loc propagarea ghidata a campului electromagnetic. Daca ne imaginam ghidurile de
unda Tncepute si sfarsite cu pereti perfect conductori pe care unda electromagnetica se reflecta,
atunci undele reflectate suprapuse peste cel incidente pot produce unde stationare. Este cazul
cavitdtilor rezonante, care pot avea in interior camp armonic permanent. Frecventele de
rezonantd si modul in care se repartizeaza acest camp se determind prin rezolvarea problemei de
moduri si valori proprii ale cavitatii.

Liniile de transmisie sunt ghiduri de unda care functioneaza de regula in modul TEM. Cel mai
simplu caz il reprezinta linia cu doua conductoare (Fig. ). Cimpul electric are distributia similara
cu cea a cimpului elctrostatic, fiind determinat de potentialele conductoarelor, cu liniile de camp
perpendiculare pe suprafetele echipotentiale, deci si pe suprafetele conductoarelor. Campul
magnetic este perpendicular pe cel electric, deci are liniile de camp cuprinse in suprafetele
echipotentiale electric. Deoarece curentul I(z), care strabate cele doua conductoare in sens opus
si tensiunea V(z) dintre cele doud conductoare descriu complet distributia campului
elctromagnetic din orice sectiune transversald a liniei, ele sunt fuctiile alese pentru a caracteriza
transmisia semnalelor pe linie.
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’ electric field lines

magnetic field lines

Fig. Campul electric si magnetic dintr-o linie de transmisie bifilara
(http://www.ece.rutgers.edu/~orfanidi/ewa/)

Ecuatiile liniilor de transmisie satisfacute de aceste functii se obtin, fie pornind de la relatiile lui
Maxwell, descompuse transversal-longitudinal, fie folosind abordarea unui circuit cu parametri
distribuiti. Fatd de terminalele lor, liniile de transmisie sunt elemente multipolare de circuit
electric. Modelarea lor corecta (precisa si eficientd) este esentiala n foarte multe palicatii de
radiofrecventa.

Daca se descompun campurile vectoriale in componentele lor transversale si longitudinale:
E=E_ +kE ;J=J +kJ] ;H=H_ +kH,
, ecuatiile lui Maxwell din medii liniare, Tn domeniul
timpului pot fi, la randul lor separate in doua grupuri, cel transversal:

OE, 0H,
V. xH, =k Jz+sat ; VTXET:—ku(T;
o(pH,) d(¢E,)
VT'(PHT):_a—t s VT-(eET):p—at
si cel longitudinal:
OE; o(Hpxk) OH; o(E;Xxk)
-V E =— - ~V_.H =J Xk+e———"
o7 VrEETHT G o Vel S ipxkee =

Pentru modelarea unei linii multifilare de transmisie plasatd deasupra unui substrat
semiconductor vor fi adoptate urmdtoarele ipoteze simplificatoare:

* Densitatea de volum a sarcinii si a curentului de deplasare sunt neglijate atat in
conductoarele linei cat si In substratul semiconductor:

¢ Este neglijat campul generat de curentii turbionar indusi, deci se considera Ez=0 si Hz=0
n ecuatiile transversale;
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e Curentul longitudinal de conductie Jz=0 este neglijat in dielectrici, dar nu si in
conductoare;

¢ Deoarece conductivitatea dielectricului este mult mai mare decat cea a conductoarelor,

componenta transversala a campului electric este neglijata in conductoarele liniei si in
substrat (ET=0, JT = 0).

G. Ciuprina, D. Ioan, A. Stefanescu, S. Kula, D. Ioan, Robust Procedures for Model Order
Reduction of High Speed Interconnectis, COMSON Handbook, Springer.

In aceste conditii, ecuatiile transversale au exact forma din regimul stationar:

Y, xH, = ki, in (k),(s); V. XE,=0;
in (d)
V. (pH,)=0; V, (eE,)=0

Aici s-a notat cu (s), (d) si (k) domeniul substratului, dielectricului si respectiv conductorului k =
V(x,y,z,t)
1,2,...,n. Din acest motiv cimpul elctric fiind irotational admite un potential scalar ,
A=KkA(x,y,z,t)
iar cel magnetic fiind solenoidal, admite un potential vector , astfel Incat:

E,=-V,V; HT:%(kX(VXA)] —kx2 (V AJxk

Ecuatiile longitudinale descriu propagarea:

8A+6_V E,

V@t 0z

ad

=0, -V;H,=kxX

0A ov
5,0 VTV+5VT(E))

Impunand conditii asimptotice pentru potentiale la infinit, prin integrarea lor, rezulta:

a_v))ds

1 oV 0A
oSGt e

T g T 9z ot

aA) A%

ov. .0
oz %n s

p@n

b

n care C este o curba din planul z=ct, ce uneste punctul de la infinit cu punctul curent, iar n este

ds=dskXn
versorul normal la curba, orientat astfel incat versorul tangent
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Conform teoremei de unicitate din electrostatica, distributia potenialului scalar este determinata
univoc de potentialele conductoarelor, iar sarcinile conductoareleor si curentii lor de pierderi au
in problemele plan-paralele expresiile:

m=1

oV c
qlz,t)=- f eda—ndszz ¢ Volz,t)
0s,

m=1

oV \
lgk(Z,t)Z—f Gd_dszz gkmvm(z’t)
és, on

¢ g
km km
in care sunt capacitatile nodale pe unitatea de lungime dintre conductorul k si m, iar
sunt conductantele de pierderi pe unitatea de lungime dintre aceleasi conductoare. Integrand Ez
pe suprafata transversala a conductoarelor, iar Hz pe frontiera acestei suprafete, se obtin
urmatoarele ecuatii de propagare pentru potentiale:
oV,

__:ro

I+ aak %:l +%_a_ak~
oz Kk a8t o9z % ot ot’

in care este rezistenta lineica, de curent continuu a conductorului k iar

Vk(z,t):ALJ.V(x,y,z,t)dxdy:vk(z,t); {Ek(z,t):Aif A(x,y,z,t)dxdy;(

S, S, S, S,

sunt valorile medii ale celor doud potentiale pe suprafata conductorului k. In consecinta. ecuatiile
de propagare capata forma:

ov n oi L o[ dl oi, & ov
k_ 0 0 _'m 0 kim k m
——=r i+ I —+ —— | |— i./lrt,t)dr; ——= v _+c, —
52 =kt 2 e, m;at{ a )yl T 52 =2 | in
0
lkm
in care sunt inductantele lineice externe proprii si mutuale ale conductoarelor (k) si (m),
lkm
atunci cind curentii se intorc pe la suprafata substratului, iar sunt inductantele lineice

tranzitorii definite ca valoarea medie a potentialului vector pe suprafata Sk, generata Tn conditii
initiale nule de un curent treaptd unitate injectat in conductorul (m). In cazul liniei monofilare
fara pierderi, aceste ecuatii sunt chiar ecuatiile d’Alambert 1D:
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In conditii initiale nule pentru curenti, tensiuni si cimp magnetic, transformata Lapalace a
ecuatiilor generale de propagare are forma

e S NDINORIE S WD
R R . CHESTRNAE
d*v(z,s) _ d*i(z,s)

72 _Z(S)Y<S)V(Z:5); 0 —Y(S)Z(s)l(z,s)

care este similara cu forma Tn domeniul frecventei a ecuatiilor liniilor de transmisie
(telegrafistilor) obtinute din ecuatiile Kirchhoff pentru linii RLCG cu parametri distribuiti.
Singura deosebire consta in faptul ca aici inductantele lineice sunt dependente de frecventa
complexad s, pentru a modela efectul pelicular din conductoarele liniei si pierderile prin curenti
turbionari in substrat. Pentru a extrage aceastd dependenta de frecventa a inductantelor este
necesari rezolvarea unei probleme de camp in regim MQS. In lucrarea citati se prezinti metoda
celor doua campuri folosita pentru extragerea parametrilor lineici dependenti de frecventa si apoi
o metoda de extragere a modelelor parametrice de ordin redus pentru liniile de transmisie
multifilare cu acesti parametri.

Solutia ecuatiilor de propagare este

W(2:5) g (6)i(2,5); _dU2:8) _y (5)v(z,5)=
dz dz
Z—Z :’ = —(l)/(s) —g(s) :’ ﬁg—g:Au=>u(z,s)=exp(AZ)U(0,S)=>
u,=u(l,s)=exp(Al)u(0,s)=u,=Tu_,
u = V(O,S) ju,= V(I,S) ’T:exp 1 _Z(S> Tll TlZ -
i(0,s) i(1,s) -Y(s) O T, T,
i=Yve i* — Yll Y12 v_ oi= 1'7 — 1(0:5) ;v= v_ — V(O,S) R
i, | [Yy Yyllv, i, | li(l,s) v, | |v(l,s)
y= Y, Yy, _Tzlen Tl_zl
Y21 Yzz T22T121T11_T21 _T22T1_21
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In particular, admitanta globala a liniei monofilare are expresia:

coshyl 1
v= Yy Yy, Z _sinhy Z sinhy —yT
Y, Yyl | 1 coshyl

Z,sinhy  Z_sinhy

Z,=V(R+joL)/(G+joC);y=V(R+ joL)(G+ joC)

in care sunt impedanta caraceristica si
respectiv constanta complexa de propagare, functie de parametrii lineici R,L,C si G. Felul in care
depind functiile de circuit (admitantele) de frecventa caracterizeaza complet comportarea liniei
de transmisie ca element de circuit electric. Ele permit analiza, inclusiv cea energetica, a linilor
de diferite lungimi, cu diferite impedante de sarcina, intercenectate Intre ele si/sau cu alte
elemente. Chiar li Tn caul cel mai simplu al Iniei monofilare aceste finctii sunt transcendente fata
de s, cu o infinitate de poli si zerouri. Reducerea ordinului presupune gasirea unei aproximari
rationale de ordin finit, deci a unui circuit echivalent cu parametri concentrati pentru acest model
cu parametri distribuiti.
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ANEXA: Prezentarea inductiva a electrodinamicii. Istoria ideilor

In acest document, electrodinamica a fost prezentatd in mod deductiv, pornind de la legile
electromagnetismului, da ea poate fi prezentata si in maniera inductiva, asa cum s-au dezvoltat
cunostintele si ideile despre acest domeniu, de-a lungul timpului. O astfel de prezentare are o
baza empirica; se porneste de la observatiile experimentale, urmate apoi de generalizari (inductii
incomplete) si rationamente, care in final au dus in final la legile electromagnetismului. Vom
presupune ca electrostatica, electrocinetica si regimul magneto-stationar au fost fundamentate
succesiv, pe baze experimentale. S-au stabilit fenomenele fundamentale ale acestor regimuri,
care pun in evidentd principalele cauze ale campului electric, magnetic si ale curentului electric,
precum si cel trei legi de material, dar si cele doua legi de transfer, care descriu efectele
curentului electric.

Prima relatie fundamentald, specifica regimului variabil este legea conservarii sarcinii, enuntata
pentru prima oara de Benjamin Franklin in 1747. Acesta a fost cel care a dat numele de sarcina
pozitiva si negativa sarcinilor, care pand atunci se numeau sticloasa si respectiv rdsinoasa,
consfintind astfel conventia conform careia spunem astazi ca electronul are sarcind negativa.
Aceasta nu este doar o simpla schimbare de notatie. Ci, privita acum ca un singur fluid electric,
sarcina se conserva la fel ca masa fluidelor. In 1752, prin celebrul si periculosul siu experiment
cu zmeul a Tncarcat cu sarcina de natura atmosferica o butelie de Leyda, demonstrand astfel
natura electrica a trasnetului.

Sarcina electrica, la fel ca alte marimi conservative cum sunt masa, energia sau impulsul
satisface o ecuatie de continuitate spatio-temporala, numita principiul continuitatii. Global,
curentul (fluxul sau debitul) ce pardseste un domeniu este egal cu scdderea mdrimii (in cazul
nostru sarcina) din intregul domeniu, in timp ce local, divergenta curentului este egalad cu viteza
de scadere a densitdtii de volum a madrimii respective. Forma diferentiala a acestui principiu a
fost enuntata pentru prima data de Euler in 1757
http://en.wikipedia.org/wiki/Euler equations (fluid dynamics) pentru conservarea masei, motiv
pentru care este cunoscuta In dinamica fluidelor ca ecuatia lui Euler. Dupa acest model, legea
conservarii sarcinii se scrie astfel:

qu,:
T q

~§sda=—4 [ pav= [ dividv=—[ Lav= divs=-S2
X D D D
z z z

Observatia experimentala care are in spate acest principiu este cea referitoare la descarcarea
buteliilor de Leyda, printr-o scanteie, care arata ca descarcarea condensatorului se face prin
curent electric (un impuls exponential):
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Dar aceasta legatura a devenit evidentd, abia dupa 1800, cand a fost descoperitd prima pila
voltaica si a putut fi studiat curentul electric, nu numai Tn regimul tranzitoriu de scurta durata,
cum se intampla Tn cazul descarcarii condensatoarelor. S-a realizat astfel legatura dintre
electrocinetica, electrostatica si chiar cu efectul magnetic al curentului electric.

Experimentul fundamental, referitor la trecerea de la regimurile statice si stationare la cele
dinamice consta Tn descoperirea de Michael Faraday in anul 1832 a fenomenului de inductie
electromagnetica.

Fig. 14. Experimentul lui Faraday http://en.wikipedia.org/wiki/Michael Faraday

Acesta urmarea sa descopere un efect invers fata de cel prin care curentul electric produce camp
magnetic. Dar a constatat doar ca daca fluxul magnetic al unei bobine se modifica in timp, atunci
n aceasta se induce o tensiune electrica (Fig. 14) de valoare cu atat mai mare cu cat fluxul
variaza mai rapid Tn timp. Deci prin inductie electromagnetica variatia in timp a campului
magnetic produce camp electric.

Expresia legii inductiei electromagnetice se poate stabili si pe cale inductiva, folosind un
experiment imaginar al unui cadru etrier conductor, plasat Intr-un camp magnetic uniform, de
inductie B, orientata perpendicular pe planul cadrului. Daca translatam cu viteza v o bara
conductoare pe acest etrier (Fig. ), atunci fluxul magnetic din cadrul inchis cu aceasta bara:
d=axv d¢/dt=Badx/dt=Bav

variaza In timp cu viteza . Daca notam cu e tensiunea indusa

in cadru, atunci curentul produs de aceasta va produce o disipare de putere P = ei. Puterea
P,=Fv F=Bia

mecanicd necesard miscarii barei este , In care este forta de natura
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magneticd. In acord cu principiul conservirii energiei cele doud puteri au sumd nuld
_ _poy—_d9
P, +P=0 Biav-+ei=0 e=-Bav=="g
, deci implica . Tensiunea electromotoare indusa
intr-o curba inchisa este egala cu viteza de variatie a fluxului electric de pe suprafata marginita
de acea curba. Acesta este chiar enuntul legii inductiei electromagnetice. In medii imobile
aceasta lege are urmatoarea forma locala:

d¢
up=-— dts :>§ﬁE dr———fB dAzf rotE-dA = f — dAz rotE——aa—]t3
I\ %
nEE
A A

N

5

Fig.d.id. Fig. 4.17.

Fig. 15. Experimentul imaginar pentru demonstrarea legii inductiei

Ultimul salt conceptual Tn Intregirea electrodinamicii a fost facut de Maxwell Tn 1865, cand
propune amendarea legii circuitului magnetic a lui Ampere, prin addugarea curentului de
deplasare ca sursa a campului magnetic, alaturi de curentul de conductie.

dy,
L rot H= J+6—D

ot

—(r.aa+9 ( p.
—SfFJdA+dt;[DdA=>

Curentul de deplasare este definit de viteza de variatie fata de timp a fluxului electric, iar
densitatea sa este derivata fata de timp a inductiei electrice.

Doar asa relatia este Tn concordanta cu legea conservarii sarcinii, care se obtine trecand la limita

SF-)Z

suprafata deschisa catre o suprafata inchisa, iar in forma locala aplicand divergenta
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rotH=J+a—D=>div(rotH)=div g+0dvD _ b g=_0pP
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In Fig. este evidentiata contradictia din relatia lui Ampere

¢ H-dr=[J-dA=1#0; ¢ H-dr=[J-dA=0

r=os S, I'=0S s2

aplicata Tn regim variabil, Tn calulul tensiunii magnetomotoare, folosind doua suprafete care se
sprijinad pe aceeasi curba Inchisa, una ce sectioneaza un conductor parcurs de curent de conductie
si una ce sectioneaza dielectricul unui condensator (inseriat cu conductoriul), si Tn care curentul
de conductie este nul.

v
B
o
S
E
1

Fig. Contradictia n relatia lui Ampere aplicata In regim variabil
http://en.wikipedia.org/wiki/Displacement current

Legea circuitului magnetic, in forma propusa de Maxwell elimind aceasta contradictie, deoarece
curentul total (de conductie plus de deplasare) este solenoidal. El are liniile de curent curbe
continui, fara Intreruperi, conservandu-se la trecerea de la armatura la dielectricul
condensatorului, si in consecintd, curentul total are aceeasi valoare pentru toate suprafetele care
se sprijind pe aceeasi curba Tnchisa.

Prin curentul de deplasare, Maxwell a intuit existenta unui efect invers inductiei

electromagnetice, si anume ca variatia In timp a campului electric genereaza camp magnetic.

Astfel folosind ecuatiile sale a prezis existenta undelor electromagnetice si a aratat astfel ca
c=1/y €olo

lumina este o unda electromagneticd, ce se propaga in vid cu viteza . Abia 1n 1887
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Heinrich Hertz a pus in evidenta experimental existenta undelor electromagnetice, realizand de
fapt prima radiotransmisie (Fig )

Reciever

Spark Gap transmitter

Fig. Experimentul lui Hertz, prima radiotransmisie

http://en.wikipedia.org/wiki/Heinrich Hertz.

Relatiile incadrate sunt chiar primele doua ecuatii ale lui Maxwell, care stau la baza
electrodinamicii.

De mare interes pentru electromagnetism sunt legaturile sale cu termodinamica si mecanica,
discipline, care a fost intelese si stapanite cu mult inainte de a se dezvolta coerent cunostintele
despre electricitate si magnetism. Chiar prima relatie cu caracter cantitativ, pe care s-a bazat
electromagnetismul, formula lui Coulomb, a fortei de interactiune intre doua sarcini punctiforme
are un model mecanic. Chiar daca aceasta a fost demonstrata experimental, modelul ei este din
legea atractiei universale. Locul maselor este luat de sarcini, dar in ambele forta este invers
proportionala cu patratul distantei.

Multa vreme, sarcinile au foste privite ca un fluid electric, iar relatia de conservare a sarcinii a
avut ca model conservarea masei. De altfel Tnca de la nasterea sa electromagnetismul
macroscopic al corpurilor in miscare a fost apropiat de mecanica corpurilor continui si de
hidrodinamica, unde au intervenit pentru prima data derivatele substantiale, de flux, de circulatie
si de volum ale corpurilor deformabile. In aceasta teorie, conservarea energiei, a momentului
liniar si a momentului unghiular au avut evidente modele mecanice. Energia 1si are raddcinile
conceptuale 1n termodinamicd. Convingerea ca undele electromagnetice, inclusiv lumina se
propaga intr-un mediu cu proprietdti mecanice cum este eterul, antrenat sau nu de corpuri in
miscarea lor dovedeste ca multa vreme electromagnetismul nu s-a desprins de mecanica. Abia
prin teoria relativitdtii restranse, Einstein a rezolvat Tn mod magistral, gordian am putea spune,
dezbaterea asupra ipotezei eterului, demonstrand ca pur si simplu nu este nevoie de acest
concept, deci ele nu existd. Abia astfel electromagnetismul a capatat totala independenta
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teoreticd. Paradoxul este ca lumina, adica undele electromagnetice si viteza lor limitata au un rol
fundamental Tn noua teorie despre spatiu si timp, care sta la baza teoriei relativitatii. Ea a
influentat profund si definitiv, in primul rand cinematica si evident apoi dinamica, deci Intreaga
mecanicd. Electromagnetismul si-a platit astfel toate datoriile pe care le-a facut la mecanica.
Legatura indisolubild dintre cel doua discipline devine evidenta Tnsa la fundarea mecanicii
cuantice, bazata pe dualitatea dintre unde si particule, adica dintre camp si substantd. Aici fotonul
nu este doar un crampei de unda luminoasa ci si o particulda cu impuls, viteza si masa. Toate
studiile avansate nu mai trateaza independent cele doua aspecte, ci in abordare multifizica, in
care interactiunea dintre camp si substantd joaca un rol fundamental. Fard modelarea riguroasa,
microscopicd a substantei nu se mai pot explica multe din fenomenele importante pentru
progresul tehnologic actual. Aceste modele nu fac altceva decat sa descrie modificarea starii
microparticulelor, Tn urma interactiunii lor mecanice cu campul electromagnetic.

Importanta conceptelor si fenomenelor fundamentale ale electromagnetismului si legdtura lor
stransda cu termodinamica si mecanica este evidentiatd de tendinta de a folosi definitii
electromagnetice pentru unitatile de mdsura fundamentale ale sistemului SI, dar de alte aspecte
metrologice avansate, cum este balanta Watt (http://en.wikipedia.org/wiki/Watt balance).
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