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Regimul electrostatic (ES)
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1. Regimurile campului EM

n mute situatii practice, ecuatiile cAmpului electromagnetic se simplificd datoritd modului in care
variaza in timp marimile fizice. Clasificam aceste situatii, numite regimuri, astfel [1-3]:

e Regimuri statice: Ecuatii eliptice de tip Poisson, Laplace (distributie)
o Electrostatica ES
o Magnetostatica MS

e Regimuri stationare
o Electrocinetic EC
o Magneto-stationar MG

e Regimuri quasi-stationare: Ecuatii parabolice de tip Fourier (difuzie)
o Capacitiv EQS
o Inductiv MQS

e Regimuri general variabile: Ecuatii hiperbolic de tip d‘Alambert (propagare)
o Electrodinamic ED (FW)
o General, fara pierderi FP (LL)

Regimurile dinamice pot fi analizate in domeniul timpului (regim tranzitoriu) sau in domeniul
frecventei. In ultimul caz ecuatiile devin eliptice de tip Helmholtz complexe. In regimul LL se
formuleaza si problema analizei modale, in care se cautd modurile de rezonanta si frecventele
proprii [19-21].

2. Ipotezele electrostaticii

n regimul electrostatic [1-3, 5, 7,8]:

e Corpurile sunt imobile: v=0;
. I d
e Marimile sunt constante in timp: _t =0;

¢ Nu au loc transformari de energie: p=0=J =0, deci curentii sunt nuli;

e Nuintereseaza distributia campului magnetic, deci se presupune B=0, H=0.
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3. Ecuatiile fundamentale ale electrostaticii

Ecuatiile electrostaticii se obtin din legile electromagnetismului, in ipotezele regimului [1-5,19-
35].
e Teorema lui Gauss, rezultata din legea fluxului electric:

Wy =0p, < fDdA= [pdv= divD=p; M. (D,=D)=p; <div,D=p,
P os

e Teorema potentialului electrostatic, rezultata din legea inductiei electromagnetice:

_ d(Psr

Up =0<:>§Edr=0:> rotE =0= E =—gradV, N, x(E;—E)=0,<E, =E,
T

n form3 locali ele sunt ecuatii diferentiale de ordinul intai.

e Relatia constitutiva, de material, rezulta din legea legaturii dintre D si E:

D=f(E) & D=gE+P,P=P(E)+P, = D=ZE+P,

Ultima relatie constitutiva se poate folosi formal si in medii neliniare, daca se considera formal P,
functie dependentd de intensitatea campului electric E. Un alt mod de a reprezenta dielectricii
neliniari este sa se considere permitivitatea dependenta de intensitatea campului electric.

e Conditia de echilibru electrostatic in conductoare, rezultd din legea conductiei:
o(E+E;)=0=E=-E,, inconductoare.

Campul electrostatic este descris de campurile vectoriale E , D sau de cdmpul scalar V, cu sursele de
camp p, P, si E;j si constanta de material ¢. In conductoare, campul electric este cunoscut, fiind
opusul campului imprimat. Din acest motiv, acestea pot fi eliminate din domeniul de calcul.

4. Ecuatia de ordinul doi a electrostaticii
Este ecuatia diferentiala satisfacuta de potentialul electrostatic V. Acesta este determinat pana la o
constanta aditivd, deoarece E=-gradV=-grad(V+C) si devine unic determinat cand se indica
valoarea luiintr-un punct, numit de referinta, sau de masa, atunci cand potentialul este nul acolo.

Eliminand din ecuatiile de ordinul intai cdmpurile E si D se obtine ecuatia de ordinul doi:
divD = p = div(-¢gradV + P,) = p
rotE =0= E =—gradV = —div(sgradV) = pi; o= p+pp pp =—divP,
D=¢E+P, = D=-¢gradV +P,

In care s-a notat cu p, densitatea de volum a sarcinii de polarizatie. Faptul ca polarizatia (permanenta
sau temporard) produce acelasi potential ca o distributie echivalentd de sarcini fictive, numite de
polarizatie, permite reducerea analizei corpurilor polarizate la analiza corpurilor electrizate. Mai
mult, in felul acesta analiza dielectricilor cu caracteristica afina (, liniari” cu polarizatie permanenta)
se reduce la o problema liniara, la care polarizatia permanenta devine sursa de camp (si nu constanta
de material).
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In astfel de dielectrici, potentialul electrostatic satisface deci o ecuatie de tip Poisson generalizata,
care devine cea clasica in medii omogene: ¢ =ct=—div(gradV)=p, /e AV =—p, /¢

In dielectricii neelectrizati si nepolarizati permanent, membrul drept al ecuatiei se anuleaza, iar
aceasta devine o ecuatie Laplace (generalizatd, in medii neomogene):

o, =0=—-div(eggradV) =0=AV =0

Pe suprafetele de interfata intre doua corpuri cu proprietati dielectrice diferite, potentialul satisface
urmatoarele conditii de trecere: E_g V, =V,
STl A Ay
n,- (D, - D)) = p; Ydn, Zdn, Ps
5. Problema fundamentala a electrostaticii

Problema fundamentala a electrostaticii consta Tn determinarea campului, pornind de la sursele lui.
Datele acestei probleme sunt [11-13]:

e Forma si dimensiunile domeniului de calcul D.

e (Caracteristica dielectrica din orice punct al domeniului de calcul, descrisa in medii liniare de
permitivitatea >0 (scalar sau tensor simetric si pozitiv definit).

e Sursele interne de cadmp din orice punct al domeniului de calcul, descrise de densitatea de
sarcind p si de vectorul polarizatiei permanente P,.

e Sursele externe de camp, descrise de conditiile de frontiera.

Necunoscuta principala a problemei este campul scalar V, definit pe domeniul D si care trebuie sa
satisfaca ecuatia de ordinul doi si conditiile de frontiera. Dupa ce a fost determinat potentialul,
intensitatea si intensitatea campului electrostatic se determina prin gradient si apoi aplicand relatia
de material. Exista Tnsa si metodologii de calcul, in care campul se calculeaza direct, rezolvand
ecuatiile de ordinul intai, fara sa fie calculat potentialul V. Problema de camp este corect formulata,
daca sunt indeplinite urmatoarele trei conditii [12]:

e Problema are solutie;
e Aceasta solutie este unica;
e Sidepinde continuu de sursele de camp, date ale problemei.

Daca solutia problemei nu depinde continuu de datele ei, atunci mici variatii ale datelor pot
determina salturi ale valorii solutiei, facand ca aceasta sa nu aiba relevanta, deoarece in practica,
datele sunt mereu afectate de erori de masurare sau de reprezentare.
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6. Teorema energiei electrostatice, teorema lui Tellegen

Aceasta este o consecintad patratica, integrald a ecuatiilor fundamentale ale electrostaticii [1-7], [22-
27]. Pentru inceput vom considera un domeniu D, marginit de frontiera X, in interiorul caruia se afla
un dielectric liniar caracterizat de permitivitatea ¢ si un numar de n conductoare liniare. Daca
integram pe acest domeniu functia scalara

div(DV) =div(D)V + DgradV = pV —D-E = [div(DV)dv={DVdA=[(pV - D-E)dv=
D

aD=3US, D

dv 4 dv :
2W, = | D-Edv=| pVdv +¢ &V —dA->V, ¢ DdA =| pVdv + ¢ &V —dA+ D V,q, =
2W, = (D, E)LZ(D)3 = (p,V)LZ(D) +(Dn.,V)L2(E) +q" -v=(D,E)=(p,V)+q" -V

Constatam deci ca energia campului electrostatic se poate determina fie prin integrarea densitatii de
energie (semiprodusul dintre intensitatea si inductia campului electric) pe intreg domeniul ocupat de
camp, fie prin integrarea semiprodusului produsului dintre (densitatea de) sarcina si potential.
Constatam ca la ultima integrala trebuie addaugate nu numai sarcinile conductoarelor (inmultite cu
potentialele lor) ci si contributia frontierei, pe care o putem considera ti pe ea formata dintr-o
multime de conductoare electrizate superficial. Acesta este enuntul teoremei energiei electrostatice
in domenii liniare.

In cazul dielectricilor cu caracteristica afina, densitatea de coenergie/energie are expresia

E E E
D= f(E)=ZE+P, =w, = [D'dE' = [ f(E')dE' = [ (FE'+P,)dE' = E -ZE/2+ P,E = DE/2+P,E/2
0 0 0

w, =DE -w, =DE/2-P,E/2=EZE/2

iar teorema energiei electrostatice capta forma:

2W, = [(D-E - P,-E)dv=[(pV - P,- E)dV+§€Vd—VdA+Zquk?
A 2 S dn k=1

div(DV)=pV -D-E = {DVdA:j(pv ~((E+P,)-E)dv=

aD=3USy D

2W, = [E-ZEdv=[(pV —P,-E)dv+ ivqu —{VD,dA
D D k=1 5

Daca studiem cu atentie demonstratia, constatam ca in cazul in care frontiera este unul din cele n
conductoare, iar dielectricul nu este electrizat, atunci este satisfacuta relatia

[D-Edv= ivqu
D k=1

valabila pentru indiferent care este caracteristica dielectrica (liniara sau neliniara). Mai mult, inductia
si sarcinile pot corespunde unei stari a sistemului de conductoare iar intensitatea si potentialul pot
corespunde altei stari. Singura conditie este ca inductia sa fie solenoidala iar intensitatea campului sa
fie irotationald. Membrul stang al egalititii este de fapt produsul scalar din L? dintre cele doua

(D,E)=v-q 4
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cadmpuri caracteristice: inductie si intensitate, iar membrul stang este produsul scalar din IR" dintre
vectorul potentialelor si cel al sarcinilor celor n conductoare.

Aceasta este teorema lui Tellegen pentru campurile electrostatice, care afirma ca scalar dintre
intensitatea irotationala a campului electric si cdmpul solenoidal al inductiei electrice este egal cu
produsul scalar al vectorilor sarcinilor si potentialelor (numite si pseudo-energii, deoarece se
madsoara in J). Cand cele doud campuri vectoriale descriu acelasi camp electrostatic, dintr-un
domeniu cu caracteristica dielectrica arbitrara, atunci valoarea celor doua produse scalare reprezinta
chiar dublul energiei electrostatice, iar rezultatul este o consecinta a teoremei energiei
electrostatice.

7. Teorema de unicitate a potentialului electrostatic

Teoremele de unicitate ale solutiei problemei fundamentale a electrostaticii sunt cele care dau
conditiile corecte de frontiera ale acestor probleme. Pentru inceput vom considera problema mai
simpla a determinarii potentialului scalar, solutie a ecuatiei de ordinul doi a electrostaticii. Conditiile
de frontiera pentru aceasta problema sunt de tip Dirichlet (valoarea potentialului pe frontiera) sau de
tip Neumann (valoarea pe frontiera a derivatei dupda normala a potentialului, proportionald cu
componenta normala a inductiei electrice). Problema cu conditii Dirichlet in toate punctele frontierei
are solutie unica, in schimb problema cu conditii Neumann in toate punctele de pe frontiera nu este
una bine formulata. Aceasta deoarece potentialul nu este univoc determinat, neavand punct de
referinta, el este determinat doar pana la o constanta arbitrarda. Mai mult este posibil ca problema
nici macar sa nu aiba solutie, cum se Intampla in cazul conditiilor Neumann arbitrare, a caror
integrala pe suprafata de frontiera (proportionald cu sarcina totald din domeniul de calcul), fiind
arbitrara, nu satisface aceasta restrictie, impusd de teorema lui Gauss. O alta categorie de
probleme, frecvent intalnite in practica este cea a problemelor mixte, cu conditii de frontiera hibride,
in care pe o parte a frontierei sunt date conditii Dirichlet, iar pe restul frontierei sunt impuse conditii
de tip Neumann. Problemele hibride sunt bine formulate, daca partea cu conditii Dirichlet nu este
vida, pentru a avea cel putin un punct de referintd pentru potential. Mai remarcam faptul ca la
suprafata conductoarelor incluse in domeniul de calcul, in mod tipic este data o conditia de frontiera
de tip Dirichlet (cunoastem potentialul fiecarui conductor), pentru ca distributia superficiala de
sarcina la suprafata conductoarelor este de regula necunoscuta.

Teorema de unicitate pentru potentialul electrostatic are deci urmatorul enunt [11,12]. Problema
fundamentala a electrostaticii, descrisa in paragraful 5 are solutie unica, daca in fiecare punct de pe
frontiera este cunoscuta fie valoarea potentialului V (care trebuie stiut cel putin intr-un punct), fie
valoarea derivatei sale dupa normala:

e Conditia Dirichlet V(r)= f,(r),reS, cZ,
L dv
e Conditia Neumann o fy(r),rex-S, =S, #%,
n

In cazul mediilor afine sau liniare si pasive (cu permitivitate pozitiv definita), demonstratia teoremei
de unicitate se bazeaza pe teorema energiei electrostatice. Vom presupune prin absurd ca exista
doua solutii 7, V" ale aceleasi probleme. Diferenta lor V = V- V" va satisface ecuatia de ordinul
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doi, dar cu surse nule atat in interior, cat si in exterior, deci potentialul diferenta va avea conditii de
frontiera fp, fy nule, iar cdmpul diferenta va satisface relatia

[E-ZEdv=[(pV - P, E)dv+§n:vqu —{VD,dA= [E-ZEdv = [, Vaas [V dA=0=
D D k=1 p) D Sp dn Sn

E=0=V(r)= J'Edrzo,roesD =V(r)=V'(r)-v"(r)=0=V'(r)=V"(r), Q.E.D.

C(r,rp)

In consecintad, in cazul problemelor liniare, demonstratia unicitatii se face folosind lema solutiei nule,
conform cdreia o problema liniard are solutie unica, daca problema omogena (cu surse nule) are
solutie nuld. Identitatea energetica, care are membrul stang un termen pozitiv definit, evidentiaza
deci in membrul drept sursele de camp, atat cel interne cat si cele externe, a caror cunoastere
asigurd unicitatea solutiei. Si a caror anulare duc la anularea solutiei. Ele sunt deci: densitatea de
sarcina, polarizatia permanenta din toate punctele domeniului de calcul, Valoarea potentialului sau a
derivatei sale dupa normald (proportionald cu componenta normala a inductiei electrice) din orice
punct de pe frontiera domeniului de calcul, iar pe conductoare fie sarcinile, fie potentialele fiecarui
conductor. Dacid domeniul de calcul este nemarginit, si se extinde la intreg spatiul IR® sau IR?, atunci
conditiile de frontiera pe I se inlocuiesc cu conditii asimptotice, de scadere suficient de rapida a
potentialului, spre punctul de la infinit, astfel incat integrala pe 2 sa se anuleze.

8. Teoremele de unicitate pentru campul electrostatic

In acest paragraf vom formula problema fundamentala a electrostaticii in termeni de camp.
Constatam ca valoarea conditiei Dirichlet se poate obtine prin integrarea pe o curbd deschisa,
cuprinsd in suprafata de frontiera a intensitatii cAmpului electric, iar valoarea conditiei Neumann se
determina din componenta normala a inductiei electrice:

V=f,(P)= j'PPO E.dr < E, = gradV = grad, f,,

av

m_fN(P)=—E-n=—n-§‘l(D—Pp):>fN(P)z—Dn/gz—Dn/g; =1, P,=0

P
In problema de camp, frontiera este partitionata disjunct in partea Sg pe care se da componenta
tangentiala a campului (ce se identifica pe baza relatiilor anterioare cu Sp ) si complementara sa fata
de I, care este de fapt Sy. Totusi, implicatia reciproca din prima relatie este valabila doar daca
suprafata Sp, pe care se da conditia Dirichlet este una conexa (este formata dintr-o singura bucats, si
nu mai multe parti disjuncte). Aceasta deoarece la trecerea de la o parte la alta intervine o tensiune,
diferenta de potential necunoscuta, ceea ce face ca potentialul de pe intreaga Sp sa nu se poata
calcula doar prin integrarea componentei tangentiale a intensitatii cdmpului electric pe Sp.

Acesta este motivul pentru care, in cazul in care suprafata Sg pe care se da Et nu este conexa ci este
alcatuita din n parti disjuncte, S. = UE:lsEk’SEk 1Sg =0 conditiile de frontierd ale problemei de

camp au adaugate restrictii suplimentare. Pentru fiecare parte disjuncta Sgx a suprafetei Sg trebuie

U, = jpkpn Edr, R eSg.P,eS, sau W = LEk D,dS , k = 12,...,(n1)
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cunoscute fie valoarea potentialului unui punct fie valoarea fluxului electric de pe acea suprafata
(exceptie face ultima suprafata, care a fost considerata de referinta pentru potential):

Pentru demonstratie se va aplica lema solutiei nule si teorema energiei electrostatice [11,12]:

jDD- Edv =jD (éE2+P,-E)dv =jD pVdv —§Z\/D -ndA

fvD-ndA=[ o VD dAS > jSEkVDnds =0, LEkVDndS = ukjSEk D,dS =U, %,
V(P)= jppo E.dr = jppkcsﬂ E.dr + ijPOCsN E.dr,

24y — _ _ _
jDE dv—0:>E—0:>V(P)—JPI§OgE—O, Q.E.D.

9. Teoremele liniaritatii si superpozitiei electrostatice

In acest paragraf vom considera doar probleme electrostatice cu dielectrici liniari, la care D = ¢E.
Acestia pot fi izotropi sau anizotropi, caz in care permitivitatea este un tensor. Asa cum am constatat
anterior rezultatele se pot extinde si in cazul dielectricilor cu caracteristica afind, daca vom considera
polarizatia permanenta sursa cunoscuta de camp.

Teorema liniaritatii demonstreaza faptul ca liniaritatea de la scara locala se extinde si la scara globalg,
asigurand liniaritatea relatiei intre surele de camp si cdmpul electrostatic generat de acestea [1-5]. In
conditiile teoremei de unicitate, problema fondamentald a electrostaticii este bine formulata, ea
avand solutie unica si dependentd continuu de surse. In consecinto orice problema bine formulata
defineste un operator care aplicat surselor de camp determina solutia problemei. Domeniul de
definitie al acestui operator contine urmatoarea secventa de obiecte, care descriu cauzele campului :
C =I[p, Py, Ey, Dy, g, v’] iar codomeniul lui contine obiectele, care descriu campurile solutie: F =
[V, E, D, v’, g”]. Vom nota acest operator de solutionare a problemei de camp cu S: {C }—>{F }.
Constatam ca printre sursele problemei se afla densitatea de sarcina p; polarizatia permanenta P,
campuri scalare si respectiv vectoriale, definite pe domeniul de calcul; conditia de frontiera
referitoare la componenta tangentiala campului E; (eventual in locul ei, valoarea potentialului de pe
frontierd); si cea referitoare la componenta normala a inductiei D, , ambele definite pe parti
disjuncte ale frontierei propriu-zise (fara conductoarele incluse in domeniul de calcul), vectorul
sarcinilor q° ale primelor m conductoare si vectorul potentialelor v ale celorlalte, pand la (n-1)
conductoare. In acesti vectori sunt incluse si conditiile suplimentare referitoare la fluxuri electrice si
potentiale pentru partile disjuncte ale frontierei pe care se da Et. In schimb, potentialele
conductoarelor V’, cdrora li se cunosc sarcinile; ca si sarcinile q” conductoarelor carora li se cunosc
potentialele sunt incluse in vectorul solutie.

Teorema liniaritatii afirma ca daca dielectricul este liniar, atunci si operatorul de solutionare este

- i j
unul liniar:
SQ AC) =2 A4SG)
k=1 k=1
Demonstratia acestei proprietati se bazeaza pe liniaritatea ecuatiilor satisficute de solutie. In

consecinta in problemele electrostatice liniare se poate aplica principiul superpozitiei, conform
cdruia, suma cauzelor determina suma efectelor. Solutia unei probleme cu mai mult surse se poate
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determina adunand solutiile problemelor, care au pe rand o singura sursa, iar celelalte surse sunt
nule. Campul produs de diferite distributii de sarcina (volumetrica, superficiala etc.) se suprapune
peste cel produs de polarizatia permanenta (respectiv de sarcinile de polarizatie) si apoi se
suprapune peste campul determinat de diferitele conditii de frontiera, care se pot referi la sarcini ale
conductoarelor, potentialele lor sau componenta tangentiala a intensitatii cdmpului sau inductiei
electrice de pe frontiera. Teorema se poate extinde si la cazul conductoarelor cu camp electric
imprimat. Acestea adauga in procesul de superpozitie contributia lor, care se reprezinta ca o conditie
de frontiera de tip Dirichlet, a carei valoare se calculeaza integrand campul imprimat pe frontiera
conductorului.

Trebuie notat faptul ca aceste teoreme nu se pot aplica in cazul dielectricilor neliniari, chiar daca S:
{C }—{F } este bine definit, dar el nu este un operator liniar. Mai mentionam faptul ca superpozitia
se poate aplica doar surselor de cdmp si nu celorlalte date ale problemei, de exemplu, ea nu se aplica
domeniilor de calcul sau constantelor de material. Rezulta ca pentru a putea suprapune solutiile a
doua probleme, cel doua probleme trebuie sa aibda domenii de calul identice, permeabilitati
repartizate la fel precum si aceeasi partitie Dirichlet-Neumann a frontierei.

10. Relatiile lui Maxwell pentru capacitati

In acest paragraf vom considera cazul a n+1 conductore scufundate intr-un dielectric liniar; omogen
sau nu; izotrop sau nu, descris de ecuatia constitutiva de forma D = €E, in care € este un scalar sau
tensor pozitiv definit, eventual dependent de punctul din domeniul de calcul (Fig. 1.a). Cum singurele
surse de camp sunt sarcinile sau potentialele conductoarelor, vom presupune ca domeniul de calcul
este marginit de ultimul din cel n conductoare, considerat de referinta pentru potential (de masa).
Cazul domeniului nemarginit, extins la intreg spatiul corespunde extensiei catre infinit a acestui ultim
conductor, de referintd. Un astfel de sistem este numit condensator multipolar. Marimile globale ce il
caracterizeaza sunt [1-5]:

e Vectorul potentialelor v =[vy; Vo, ...;vi] ;
e Vectorul sarcinilor g = [q1; 0o, ...,gn]-

Fiind o problema liniara sarcina g;a conductorului arbitrar j, atunci cand conductorul k este alimentat
la potentialul vy este proportionald cu potentialul sursei @; = Cj Vi. Coeficientul de proportionalitate
se masoara n Farazi si se numeste coeficient de capacitate (sau capacitate nodald). Ele este pozitiv
pentru j = k , deoarece conductorul k electrizat pozitiv are potential pozitiv, dar in caz contrar Cj
este negativ, deoarece linille de camp electric se indreapta spre conductorul j, atunci cind
conductorul k este electrizat pozitiv. Aplicdnd principiul superpozitiei, se calculeaza sarcina @; a
conductorului arbitrar j, in conditiile in care sunt cunoscute potentialele nenule ale tuturor
conductoarelor: ¢; =Cj;-V; +Cjp Vo +...4+Cjy -V, .
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Fig. 1. Capacitatile partiale ale unui sistem de conductoare

In general rezultd urmatoarele relatii liniare (scrise in final in forma matricial-vectoriald) cunoscute
sub numele de relatiile lui Maxwell pentru capacitati:

Op=Cpp- Vi +Cpp Vo +...4Cpp -V, Oy C1 Co o G| Vi
g, =Cyy -V +Coy-Vy +...+Cyp, +V, q C C ... C \'
2 21 Y1 22 V2 2n I’1<:> 2 — 21 22 2n 2 <:>q=CV
Oy =Chy Vi +Cpp Vo +...4+Cppy -V, On Cht Cho v Cpn | Vi

Matricea C a capacitatilor nodale este (dupa cum se va demonstra ulterior) o matrice simetric3,
pozitiv definitd, cu diagonala dominanta, stric pozitiva si cu termeni nediagonali negativi. Daca
exprimam sarcinile in functie de tensiunile electrice dintre perechile de conductoare:

Op =Cpy-Vy+Cip Vot tCpy -V =Cpg oV +Cp - (Vg =V ) ..+ Cppy - (v — V)
€,1=C+Cp,+..+4Cy,, C,=-Cp,, ..., ¢,=-C, =
Cy =—¢4 >0, Cio=C +C+...4C, >0

coeficientii de proportionalitate Cji poarta numele de “capacitati partiale (sau de latura)”. Ele sunt
opusele capacitatilor nodale (deci sunt pozitive), iar suma elementelor de pe linia k a matricei C (sau
de pe coloana Kk, cu aceeasi valoare, deoarece matricea este simetrici C= C') este capacitatea
partiald Cy, fatd de masa. Cel mai simplu caz particular este cel in care n=1, si matricea C se reduce la
un singur element pozitiv, capacitatea conductorului fata de masa (care poate fi punctul de la infinit
sau un conductor plasat la frontiera dielectricului). Cele doua conductoare au sarcini opuse, =0 =-
Jo =C(vy - Vo) si proportionale cu tensiunea dintre ele. Spunem cd avem de a face cu un condensator
dipolar (cu doua armaturi). Acest dispozitiv liniar este caracterizat de capacitatea sa C, definita ca
raportul dintre sarcina unei armaturi si tensiunea de la acea armatura la cealalta. Prin exprimarea
sarcinilor unui condensator multipolar in functie de tensiuni si nu in functie de potentiale, sa
constituit de fapt o schema echivalenta formata din condensatoare dipolare pentru sistemul
multipolar (Fig. 1.b). Deoarece nu se pot masura, capacitatile partiale sunt parametri fictivi. Au sens
fizic direct doar capacitatile echivalente, de exemplu cea dintre conductoarele K si j, cand celelalte
sunt conectate la masa, sunt izolate sau conectate la unul din cel doua conductoare K si j. Aceasta
capacitate masurabila ca orice capacitate dipolarda se numeste “capacitate de serviciu”, sau
,Capacitate echivalentad”.



D.loan, ES-electrostatica

Relatiile lui Maxwell pentru capacitati au fost stabilite exact in conditiile in care este valabild teorema
lui Tellegen, in consecintd, energia campului electrostatic al unui sistem de n conductoare are

expresia: 2W, =(D,E)=ng2dv=v-q=v-Cv>o,vVe IR" =
D

1+ 1+ 11 -1
W,==v .q==v Cv==q Sg>0, S=C
2 q 2 Zq 9

e

S este inversa matricei C , matrice numita a coeficientilor de potential sau a ,elastantelor”.

11. Extragerea capacitatilor

Fie ca este vorba de o capacitate bipolara, fie ca despre una partiala sau nodal3, calculul ei numeric
presupune determinarea campului electrostatic. Extragerea capacitatilor pornind de la forma si
dimensiunea domeniului si valorile constantelor de material reprezinta a doua problema
fundamentald a electrostaticii. Ea se reduce la prima problema fundamentald, cea de analiza a
campului electrostatic.

Extragerea capacitatilor se poate realiza pe doua cai:

e Prin metoda liniara: conductoarele sunt alimentate succesiv cu potential unitar, iar pentru
fiecare excitatie se determina campul electrostatic cu conditii de frontiera de tip Dirichlet
v = [1; 0;...;0;...;0], v = [0;1;...;0;...;0] ... Fiecare din cele n probleme de camp determina o

=G

coloand a matricei C, deoarece Cyj = = —ij, fork # j.
V:lv.=0
Y e

e Prin metoda energetica: conductoarele sunt alimentate succesiv cu potential unitar, la fel ca

in metoda anterioara, dar coeficientii de capacitate se calculeaza folosind energia campului

n n

W
ZZijVij =0y =—%

k=1 j=1 vi=0
! KoL s

Solutia pentru cazul v = [0; 0;...;1;...;1;...;0] se determina prin superpozitie.

12. Teoremele reciprocitatii si pasivitatii
Spunem despre un dielectric ca este reciproc, daca tensorul permeabilitatii sale este unul simetric.
Considerente termodinamice garanteaza aceasta comportare la materialele pasive, pentru care acest
tensor este simetric si pozitiv definit (http://w0.rz-berlin.mpg.de/imprs-cs/download/sy04 8.pdf).

Teorema reciprocitatii ne garanteaza ca proprietatea de simetrie se transfera de la nivel local la nivel
global. Ea are urmatorul enunt: in dielectricii liniari si reciproci, care au tensorul permitivitatii

simetric ([¢] =[¢]" ) relatia dintre sursele cdmpului (sarcina electric3) si solutie (potentialul) este una
simetrica. Mai exact, operatorul de ordinul doi, al problemei fundamentale a electrostaticii, cel care
10
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leagd distributia potentialului de distributia sarcinii Ae =, —div(zgrade); AV = p este in conditii de

frontiera nule un operator simetric (autoadjunct). Doua distributii de potential determinate de
distributiile arbitrare de sarcina p, = AV,, p, = AV, au produsele scalare (din L?) fincrucisate egale

Vi p2) = Vo, 1) & Vi, AY,) = (AV,, V)

Pentru demonstrarea acestei teoreme se foloseste un rationament asemanator cu cel de la teorema
energiei electrostatice, doar ca se opereaza cu produse scalare incrucisate, deci cu pseudo-energii:

M, 0,) =V, 01) = (E;, D) —(Dy, Ez)‘*f2 (ViDy, _V2Dnl)dA:IR3 (E_ET)El' E,dv+0=0

In particular daca o sarcina ql=q pasata in punctul P1 produce in punctul P2 un potential V2=V,
atunci sarcina gq2=q, plasata in punctul P2 va produce in punctul P1 potentialul V1=V, de aceeasi
valoare cu V2 din cazul anterior.

Daca avem conditii de frontiera nenule, cum se intampla Tn cazul unui sistem de conductoare

J.D Voo, _Vzpl)dV+J.z (Vipsz —V,p5)dA= _[D(El -D, =D, -E,)dv= J.Rs (6-&")E,-E,dv=0=
V1, 02) + V1, ps2) = Vo, p1) + V5, 041)5 (B, D) = (Dy, E,)

in care, primul produs scalar este cel din L*(D), al doilea este din L*(Z), iar ultimul este din L*(D)°.

in consecintd, matricea capacitdtilor unui sistem de conductoare scufundate intr-un dielectric
reciproc si neelectrizat este o matrice simetrica:

vTgq'—qTv"=(E',D")—(D",E") =0=vT-Cv"—[Cv']" -v'=vT[C-C T V'=0=C =C"

Teorema pasivitatii ne garanteaza ca proprietatea de pasivitate se transfera de la nivel local la nivel
global. Ea are urmatorul enunt: in dielectricii liniari reciproci si pasivi, care au tensorul permitivitatii

simetric si pozitiv definit (=2 ,E'-D=E'-ZE >0,VE #0), relatia dintre sursele campului
(sarcina electrica) si solutie (potentialul) este una pozitiv definitd iar energia cdmpului electrostatic
este pozitiva.

Mai exact, operatorul de ordinul doi, al problemei fundamentale a electrostaticii, cel care leaga
distributia potentialului de distributia sarcinii Ae =, —div(ggrade); AV = p este in conditii de

frontiera nule un operator simetric si pozitiv definit. Distributia arbitrara de sarcina nenuld p = AV

are produsul scalar (din L?) cu potentialul determinat de ea un numdr strict pozitiv

V.p)=(,AV)>0.

Valorile proprii ale matricelor simetrice si pozitiv definite (indiferent daca acestea reprezinta tensori
ai permitivitatii sau matrice ale capacitatilor) sunt numere reale si pozitive [19-21].

11



D.loan, ES-electrostatica

13.Variatia permitivitatii
in acest paragraf vom studia efectul pe care il are variatia permitivitatii dielectricului
condensatoarelor asupra capacitatii acestora [27]. Pentru aceasta vom considera un condensator
liniar, dipolar Tn urmatoarele trei situatii:

1. Permitivitatea are valorile de referinta, descrise de functia & = &(r), definita pe domeniul
dielectricului neelectrizat, iar potentialul are in acelasi domeniu distributia V'=V,(r) cu

valoarea V pe frontiera conductorului activ. Sarcina acestui conductor este q=CV .

2. Permitivitatea are valorile perturbate descrise de functia ¢, =¢&(r)+0de, definitd pe
domeniul dielectricului, iar potentialul are in acelasi domeniu distributia
V"=V'+6V =V, (r) cu valoarea V pe conductor, deci cu perturbatie 6V nula pe frontierd.
Pentru a putea aplica teorema superpozitiei vom considera permitivitatea cu valorile de
referinta si vom echivala perturbatia ei prin sarcinile de polarizatie generate de aceasta:
D, =¢5E, = (e(r) +55)E",pp =—div(dP) = —div(dD) = —div(E" 6¢) . Sarcina conductorului
activ este g+ =(C+ )V . Prima componentd a potentialului din aceasta problema este

chiar distributia problemei anterioare si are ca sursa conditia de frontiera iar a doua
componenta (perturbatia) are ca sursa sarcina de polarizatie din dielectric si conditii de
frontiera nule.

3. Cazul perturbat, obtinut prin diferenta dintre cazul 2 si cazul 1, astfel incat prin superpozitia
dintre cazul 3 si cazul 1 sa se obtina cazul 2. In consecinta, in cazul 3, permitivitatea este
& =&(r), potentialul are distributia 6V cu valori nule pe frontierd, sursa de camp fiind P

iar sarcina conductorului este 5 =VC.

Daca aplicam teorema reciprocitatii intre cazurile 1 si 3, rezulta

(pl7v3) = (pS’Vl) =0= (pp’vl)+V&] :>V&1 = _(pp!vl) =
V28T = —(V', div(8sE ")) = —de (V' div(gradV")) = —se (V" div(gradV') + div(gradsV )) =
X_ VLAV

o€ V2

Deoarece (V',div(gradsV)) =(8V,div(gradV'))=0.

............

modificarea capacitatii 6C , generata de aceasta au acelasi semn. Atunci cand creste permitivitatea
sau se metalizeaza subdomenii ale dielectricului unui condensator, capacitatea sa creste. Scaderea
permitivitatii determind scaderea capacitatii. Afirmatia reprezinta extensia teoremei Cohn-Vratsanos
(http://www.es.isy.liu.se/publications/papers _and reports/1991/Sensitivity Bound.pdf) din

teoria circuitelor. Ea poate fi extinsa si la cazul condensatoarelor multipolare.
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14. Teorema lui Thomson. Minimizarea functionalei de energie

n continuare vom prezenta formularea variational3 a problemei fundamentale a electrostaticii [27].
La baza acestei formulari sta urmatoarea teorema de minimizare a functionalei de energie.

Teorema lui Thomson: Dintre toate distributiile posibile de potential, care satisfac conditiile de
frontiera esentiale, functionala de energie este minima pentru solutia exacta a problemei de
electrostatica. In cazul problemei pentru potential scalar, conditia de frontiera esentiala este conditia
Dirichlet, iar conditia Neumann este naturald, fiind inclusd in expresia functionalei de energie. Tn
consecinta, dintre toate distributiile posibile ale sarcinii pe suprafata conductoarelor, cea care
minimizeaza functionala de energie este cea reala.

http://users-phys.au.dk/thostrup/pdf/chapterl.pdf

http://arxiv.org/pdf/1005.5519.pdf

Vom considera pentru fnceput cazul unui dielectric liniar neelectrizat, cu conditii Dirichlet, Tn care
. . . . - D-E 1
functionala de energie este chiar energia electrostaticda F(V)=W, :IDTdV:EIDegradZVdV.

Deoarece £>0, perturbarea solutiei determina cresterea valorii acestei functionale

V'=V+SV=E'=E+5E =W'=(E+dE,D+dD)/2=W +(5E,D)/2>W =W <W
pentru AV = p =0, =S, = (5 E, D) =(E,5 D) =(p,6V) - | D,6VdA=0.

Tn consecintd, matricea capacitatii are perturbatia v' (C'—-C)v >0, pentru orice vector V, relatie ce
poate fi scrisa si sub forma C’>C, in care C este capacitatea exacta iar C’ este capacitatea
aproximativa, extrasa din solutia perturbata. Putem spune ca este minimizata nu numai energia ci si
capacitatea.

in cazul mai general al problemelor liniare cu dielectrici electrizati, functionala de energie are
expresia:

F(V) :%ID [¢(gradv)? —pv]dv+jsNVDndA< FVY)

Se constata ca din energia cdmpului electrostatic se scade energia surselor interne si externe
corespunzatoare conditiei de naturale (Neumann). Deoarece este un punct de minim, solutia exacta
a problemei, anuleaza variatia diferentiald a functionalei de energie

FV)=0 < ID[ggradV-gradéV—p&/]dv+js oV -D,dS =0, éV|sD =0

Problema fundamentala a electrostaticii a fost reformulata astfel ca o problema variationala, in care
se cauta distributia potentialului ce minimizeaza functionala de energie, deci anuleaza variatia
diferentiala a acestei functionale. Aceasta abordare este cunoscuta ca metoda Ritz.

O alta abordare este cea de proiectie, cunoscutd de metoda Galerkin. Ecuatia de ordinul doi se

proiecteaza pe variatia arbitrara a potentialului (nulad pe Sp):
13
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[div(s gradV) + p]=0= jDév[div(g gradV) + pldv=0
Prelucrand functia integrata div(éVe gradV) = oMdiv(e gradV) + ¢ gradV - gradoV =
J'D (Np—¢&gradV- gradéV)dv—'fS oVvD,dS =0

Aceasta este chiar conditia variationald Ritz. S-a demonstrat astfel echivalenta dintre cele doua
abordari, Ritz si Galerkin, dar s-a identificat si expresia functionalei de energie din teorema lui
Thomson.

15.Forma slaba a ecuatiei electrostaticii. Existenta si stabilitatea solutiei

Formularea variationala a problemei fundamentale a electrostaticii, in matematica este cunoscuta
sub numele de forma slaba a ecuatiei de ordinul doi, cu derivate partiale de tip eliptic, satisfacuta de
potentialul electrostatic. Aceasta std la baza metodei elementelor finite [12]. Tn termeni matematici,
problema fundamentala a electrostaticii din domeniul de calcul Q se formuleaza in felul urmator:

aflati V e H} (Q) astfel incat

a(V,U) = f(U) ,VU e H}(Q), cu
a(V,u)= jgg gradV-gradUdy,  f(U)= jQupdv+ L .o UfydA meas(s;) #0

Hb (@) = < LA(Q) [gradV e L@V, = o 1 HI@) =HE@)],

Constatam ca in aceasta formulare, riguroasa din punct de vedere matematic s-a stabilit cu precizie
cadrul functional, specificandu-se atat spatiul de functii in care se cauta solutia (numite si functii de
incercare) cat si spatiul de functii pe care s-a proiectat ecuatia (numite functii de test). Cele doua
spatii sunt spatii Sobolev ce contin functii cu gradient de patrat integrabil Lebesgue, ale caror urma
pe frontiera satisfac conditia Dirichlet nenula, respectiv nuld. Ele sunt identice Tn conditii Dirichlet
nule si izomorfe Tn caz contrar (cand spatiul functiilor de incercare este translatarea spatiului
functiilor de test cu un element care satisface conditiile Dirichlet nenule).

Conform teoremei Lax-Milgram: daca functionala biliniard a(.,.): X x X — IR este
o marginitd |a(u,v) |<C|ul|v], VuyveXsi
e coerciva |a(u,u)[> C||u||2 , YueX

atunci problema determinarii elementului v, astfel incat a(u,v)= f(u), in care f: X — IR este o

functionala liniara este o problema bine formulatd, are solutie in X, aceasta este unica si depinde
continuu de f.

(http://en.wikipedia.org/wiki/Lax-Milgram theorem,
http://en.wikipedia.org/wiki/Weak formulation).
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in Endre Suli, Finite Element Methods for Partial Differential Equations, 2012 se demonstreazi ca
cele doua conditii ale teoremei Lax-Milgram sunt indeplinite in cazul functionalei de energie
electrostatica. Problema fundamentala a electrostaticii este deci una bine formulata, are solutie,
aceasta este unica si depinde continuu de sursele de camp.

16. Abordari duale. Teoreme de incadrare

Anterior s-a folosit intensiv potentialul electrostatic scalar V, rezultat al caracterului irotational al
campului. Dar in cazul dielectricilor neelectrizati, inductia electrica este un cdmp solenoidal, ceea
permite definirea Tn acest caz a unui potential electrostatic vector T [6]:

divD=0 D =rotT
rotD =rotP = rotD=Jp = rotrotT =Jp = AT :Jp,divT =0
D=¢g,E+P ,Jp:rotP

Constatam ca acest potential este la randul sau irotational, datorita conditiei de etalonare de tip
Coulomb. El satisface o ecuatie rot-rot, de tip Poisson vectoriald, in care termenul liber este rotorul
polarizatiei. Daca se foloseste modeleul afin de polarizare

D=¢E+P, =E =¢*(D-P,) = rotlz 'rotT)=J,,J, = rot(¢ 'P,)

Spre deosebire de abordarea anterioard, numita coulombiana, care a fost bazata pe potentialul
scalar, si in care corpurile polarizate erau modelate ca o distributie fictiva de sarcini de polarizatie

P =—divP,, abordarea amperiana este bazatd pe potential vector, iar corpurile polarizate sunt

pl
modelate cu distributii de curenti fictivi, de polarizatie, cu densitatea Jpzrot(g_lP), iar pe

suprafetele de discontinuitate cum sunt frontierele corpurilor dielectrice Jg, = rot; (e7'P).

Trebuie sa remarcam ca cele douda modele definesc doua probleme liniare, care sunt echivalente cu
cea initiala doar partial. Modelul coulombian are acelasi potential scalar ca si problema originala, deci
si aceeasi intensitate a campului, dar nu si aceeasi inductie electrica (care este initial D=¢g,E+P si

respectiv D =g E n problema cu sarcini fictive). n schimb, modelul amperian are acelasi potential

vectorial ca si problema originald, deci si aceeasi inductie electrica, dar nu si aceeasi intensitate a
campului electric (care este initial E=(D—P)/g, sirespectiv E=D/g, in problema cu curenti de

polarizatie fictivi).

In abordarea amperiana, functionala de energie are expresia
F(T) —lj [g(rotT)2 -T-J ]dv—j T-E,dA<F(T")
2l P Se t

in care Sg este partea de frontiera pe care se impune conditia naturala referitoare la componenta

tangentiala a campului electric: nx (g_lrotT) xn=E, .
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Demonstratia aceste afirmatii poate fi gasita in D. loan Metoda elementelor finite pentru modelarea
electroagneitca, 2012, (paragraful 2.3.2 Formularea corectd a problemei rot-rot) si fin
http://maxwell.sze.hu/docs/C4.pdfhttp://maxwell.sze.hu/docs/C4.pdf.

in cazul problemei de electrostaticd pentru potentialul vector, conditia de frontierd naturald este
conditia pentru conditia pentru componenta tangentialda E; a campului electric, fiind inclusa in
expresia functionalei de energie a problemei, iar conditia pentru componenta normala D, a inductiei
electrice este esentiala. Aceasta trebuie impusa atat functiilor de incercare cat si celor de test.

Deoarece in cazul potentialului scalar si a celui vector, conditiile de frontiera naturale si esentiale
sunt schimbate intre ele, spunem ca cele doua abordari ale aceleasi probleme sunt complementare,
sau duale. Forma slabda a problemei consta in aflarea elementului din

H (rot, Q) ={T € L?(Q)*| rotT € L?(QY), rotT|S =D, }, care satisface egalitatea

a(T,W) = f(W) , YW e Hy(rot,Q), cu Hg() =H(rot,Q)|

D,=0’
— -1 . - — . .
a(T,W) = ng rotT -rotwdv; (W) jQW J,dv+ jSEW E,dA
n cazul condensatorului multipolar, cu dielectric liniar si neelctrizat, functionala de energie este

E-D
2

F(I'):%JDg‘l(rotT)z dv=[ ——dv=W <F(T")=W'

T'=T+6T =D'=D+D=>W'=(E+3E,D+D)/2=W +(E,D)/2>W =W <W'
pentru AV = p =0, =S, = (§ E,D) =(E,5 D) = (p,6V) - [ D, VdA=0.

Adica chiar valoarea energiei electrostatice, care folosind conditiile esentiale de frontiera este
W=q'Sq>0, in care S este elastanta (S=C?). Tin consecintd, matricea capacitatii are

perturbatia q' (S'-S)q>0, pentru orice vector q, relatie ce poate fi scrisd si sub forma S’>S, in
care S este elastanta exactd iar S’ este elastanta aproximativa, extrasa din solutia perturbata.
Putem spune ca este minimizata nu numai energia ci si inversa capacitatii. In consecinta minimizarea
energie conduce de aceasta data la maximizarea si nu minimizarea capacitatii !!!

Teorema incadrarii capacitatilor. Daca C”=[S’]'1 este capacitatea perturbata extrasa din potentialul
vector si cu C” capacitatea perturbata extrasa din potentialul scalar, cele doua matrice incadreaza
capacitatea exacta, neperturbata: C”’<C<C’.

Incadrarea solutiei exacte de cel doud solutii duale, aproximative, obtinute din modelul amperian si
respectiv cel coulombian permite determinarea erorii de aproximare, lucru foarte important pentru
metodele numerice [14]. O alta teorema utila de Tncadrare a solutiei este cea referitoare la
trunchierea domeniului de calcul.

Teorema incadrarii capacitatilor domeniului trunchiat. Daca C’ este capacitatea extrasa folosind
domeniul trunchiat cu conditii de frontiera Neumann nule (domeniul este marginit de o folie
anelectrica), iar C” este capacitatea extrasa folosind domeniul trunchiat cu conditii de frontiera
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Dirichlet nule (domeniul este marginit de o folie conductoare), atunci cele doua matrice incadreaza
capacitatea originala a domeniului netrunchiat: C”<C< C”.

Este evidentiatd din nou dualitatea dintre conditiile Dirichlet si Neumann. Demonstratia acestei
teoreme este banald, bazandu-se pe teorema variatiei permitivitatii. In primul caz, partea trunchiata
este Tncarcatd cu un material anelectric (cu &=0) iar in al doilea cazul cu un material conductor (cu
Cu &— ). Aceasta teorema se poate aplica si in cazul trunchierii domeniilor nemarginite (intreg
spatiul) la domenii marginite, trunchieri care intervine frecvent in abordarile numerice [17].

17.Teorema campului adjunct. Senzitivitati

Teorema variatiei permitivitatii a evidentiat sensul in care variaza capacitatile, cand este perturbata
valoarea constantei de material in unele locuri. in continuare vom determina senzitivitatea, adica
rata relativa a acestei variatii [15], [18].

=

Fig. 2. Condensator parametrizat

Vom considera un condensator liniar descris de mai multi parametri geometrici, din care ne
indreptam atentia asupra parametrului p. Consideram doua repartitii de camp, una originald, cu
caracteristica de material D= ¢E si alta adjuncta, cu caracteristica de material D = gTE, caracteristici
identice, Tn cazul uzual al dielectricilor izotropi sau reciproci. Conform teoremei lui Tellegen, pseudo-
energiile electrostatice corespunzitoare variatiilor au expresiile (8E, D)= 8v'g, (E, D)= v'dq.
Vectorul sarcinilor g = C v are variatia 6g = 8C v + C 6v = 6C v in cazul excitatiilor constante (dv=0).
Diferenta pseudo-energiilor (3E,D) - (E, D) = &v'q - v'86q =(8E, ¢E) - (E, E &) = - v'8Cw.
Alegand Vi = Vo pentru k =1,.n, rezitd JC; = (de¢ E, E)/Vo2 , iar in final
ﬁ:iz a—SE-EdQ:izj.gE-EdS>O, in care S, este suprafata care se modifica (prin
op Vg 40p \'A S

translatare dupa directia normala), sub influenta parametrului p.

Concluzionand, pentru ca calcula derivata capacitatii C,, fatd de parametrul p, determinam campul E
produs de conductorul 1, alimentat la potentialul V, si apoi cdmpul adjunct E, produs de conductorul
2, alimentat la potentialul V,. Se integreaza apoi dublul densitatii de pseudoenergie ED pe suprafata
Sp afectatd de parametrul p, iar rezultatul se raporteaza la V,2. Avantajul acestei abordari bazati pe
efort de calcul minimal, folosind aceeasi pereche de campuri original si adjunct, fara sa fie necesara
calcule suplimentare de cdamp pentru fiecare parametru nou.
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18. Forte electrostatice

Campul electrostatic actioneaza cu forte, cupluri, presiuni sau tensiuni mecanice asupra
corpurilor electrizate si polarizate temporar sau permanent, care pot fi dielectrici sau
conductori [1-5]. Pentru inceput vom analiza cazul cel mai simplu al corpurilor de foarte mici
dimensiuni.

Campul electric de intensitate E actioneaza cu forta coulombiana F = g E asupra unui corp
punctiform, electrizat cu sarcina g. Directia acestei forte coincide cu cea a campului, dar
sensul ei depinde si de semnul sarcinii. Trebuie sa remarcam totusi ca aceasta relatie este
inconsistenta din punct de vedere matematic, deoarece campul unui corp punctiform este
nemarginit in acel punct. Ea trebuie inteleasa mai curand astfel: forta exercitata de campul
electric asupra unui corp de mici dimensiuni este produsul dintre sarcina acelui corp si
intensitatea campului mediu din corp (la limita, campul din centrul corpului). Aceasta
dificultate dispare cand vorbim despre densitatea de volum a fortei coulombiene f=p E,
care permite calculul fortei si cuplului, pe care campul electrostatic le exercita asupra unui
intreg corp electrizat cu o distributie arbitrara de sarcini (volumetrica sau la suprafetele de
discontinuitate, de separare intre corpuri, cum sunt suprafetele corpurilor conductoare):

F = [pEdv=[p,Edv+ [pEdK  C=[prxEdv=[p,rxEdv+ [ p,rxEdA
Q D Sy Q D Sy

Conform observatiei anterioare, aici intensitatea campului electric, care se integreaza pe
suprafetele de discontinuitate este campul mediu de pe cele doua fete ale suprafetei S.

Orice corp polarizat este echivalent cu o distributie de sarcini fictive de polarizatie
p, =—divP, atat din punctul de vedere al campului (V,E) produs (conform prezentarii

anterioare), dar cat si din punctul de vedere al efectul mecanic al cdmpului asupra corpului
echivalat (in baza expresiei tensorului tensiunilor maxwelliene). In consecinta, relatiile de
mai sus se aplica si pentru calculul actiunilor ponderomotoare, asupra corpurilor electrizate
si polarizate, daca in locul densitatii de sarcina adevarata folosim sarcina totala, inclusiv ce
de polarizare p, =p+p, =p—divP.

Un mic corp polarizat, de exemplu un cilindru de lungime | si aria bazei A, polarizat uniform axial, are
sarcinile de polarizatie repartizate uniform pe cel doua baze p,, = —div,P =+P = q=*PA, fiind de

fapt un dipol cu cel doua sarcini plasate la distanta | (Fig. 3) . Momentul dipolar este
p=ql =nPAl =PV, unde V=AI este volumul corpului. Actiunile mecanice asupra dipolului, deci

inclusiv asupra corpului polarizat de moment p sunt descrise de

F :qE(r+I/2)—qEV(r—I/2)=grad(p-l%); C :—;xqE(r+|/2)—(—%)quv(r—I/2)= pxE.
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Fig. 3. Echivalarea corpului polarizat cu un dipol [F.M.G. Tomescu, Electrotehnica]

Constatam ca aceste mici corpuri tind sa fie rotite, astfel incat polarizatia lor sa fie orientata in
directia si sensul campului. Dupa rotire, fortele care actioneaza asupra lor tind sa le deplaseze spre
zonele de camp electric intens. Aceste relatii se aplica in cazul polarizarii permanente, in schimb
pentru micile corpuri dielectrice, liniare, care se polarizeaza temporar

f = grad(P-E) =& grad(E - E) =%gradE2 = f=ygrad(w,)=F =_[D;( grad(w,)dv

Atunci cand sunt sferice aceste mici corpuri au polarizatia in directia cdmpului, deci asupra lor nu se
exercita cupluri. In schimb, asupra corpurilor cu forme anizotrope, cum sunt elipsoizii sunt actionate
de cupluri, care tind sa le orienteze in directia campului [16]. Fortele electrostatice care actioneaza
asupra particulelor dielectrice sunt proportionale cu susceptivitatea dielectrica (sunt cu atat mai mari
cu cat corpul se polarizeaza temporar ai tare) si tind sa le deplaseze inspre zonele in care densitatea
de energie a cdmpului este mai mare (cdmpul este mai intens).

in regim electrostatic, sarcina conductoarelor liniare se distribuie la suprafata lor cu o densitate
p, =div,D =D, =&E, . Acesta face ca actiunile ponderomotoare asupra corpurilor conductoare sa

aiba expresia p=pE /2= eEn2/2 =w,=>F= §z pndA C-= fz p(rxn)dA. Campul electrostatic

actioneaza asupra conductoarelor cu o presiune (orientatad spre exteriorul conductorului, indiferent
care este orientarea campului), a carei valoare este chiar densitatea de energie a cdmpului electric de
la suprafata conductorului. Deoarece cadmpul este orientat normal la suprafata conductorului,
aceasta expresie a presiunii este in acord cu expresia tensorului tensiunilor maxwelliene.

n cazul general, conform teoremei energiei electromagnetice in medii mobile si teoremei conservérii
impulsului electromagnetic, in medii liniare, densitatea de volum a fortei electrostatice are expresia:
E? E? o¢ =( E* o¢

f=p,E——(grade¢)+grad| — 77— |=div EAD" + I| —7——
puE-—(grads )+ grad) = 2 "or

in primul membru se recunosc: forta coulombiand, forta asupra dielectricilor neomogeni (datorats
polarizatiei temporare a acestora), forta de electrostrictiune, iar in membrul drept expresia
tensorului tensiunilor mexwelliene si acelor de electrostrictiune.

O altd metoda principial diferitd de a determina actiunile ponderomotoare este cea bazato pe
teoremele fortelor generalizate. Spre exemplu, fortele exercitate asupra armaturilor
condensatoarelor dipolare sau multipolare liniare au expresiile:

19



D.loan, ES-electrostatica

WezquSq:sz—% :>sz—qu S —q; W, _1y Cv:>Xk_—vT£
2 x|, 27 ox, 2 2" %

Cand cunoastem sarcinile armaturilor si expresiile capacitatilor inverse, atunci este preferabil sa
aplicam prima teorema a fortelor generalizate, iar atunci cand cunoastem potentialele lor si
expresiile capacitatilor este preferabila a doua teorema a fortelor generalizate. Derivatele
capacitatilor se pot calcula, numeric sau simbolic. Remarcam ca ele sunt chiar senzitivtatile
determinate cu metoda campului adjunct.

O teorema referitoare la fortele electrostatice este teorema lui Earnshaw, conform careia, un sistem
de corpuri nu poate fi mentinut in stare de echilibru stationar stabil doar de fortele electrostatice.
Demonstratia acestei teoreme porneste de la conditia de echilibru mecanic stabil a unei particule,
asupra careia actioneaza forta coulombiand divF <0 < div(qE) <0, dar divE =0.

In concluzia acestui paragraf, constatam ca efectele mecanice ale campului electrostatic sunt total
determinate de solutia problemei fundamentale a acestui regim. Cunoasterea campului permite
determinarea actiunilor ponderomotoare prin diferite metode, care dau acelasi rezultat.

19. Probleme externe. Integralele coulombiene
In acest paragraf vom determina campul electrostatic in intreg spatiul vid datorat unor
distributii arbitrare de sarcini electrice [1-5].

Fiind o problema liniara se poate aplica principiul superpozitiei. Pornim de expresia potentialului
produs Tn vid, Tn punctul r de o sarcind punctiformd ( plasata in punctul ry (determinat folosind
teoremele fundamentale ale electrostaticii in forma globala):

gr

R®’

__A9 _
V(r)_4 R,E(r)—

R=r-r,
e, 4rme,

Suprapunand campurile sarcinilor elementare dg=pdv rezulta expresiile potentialului si a campului
produs de o distributie arbitrara de sarcini, numite integralele coulombiene:

Pl oy L[ pl)Rdv,

v(r) =

4re, J-Rg R 4re, J-Rs R?

lar daca exista si corpuri electrizate superficial, atunci trebuie considerate si integralele pe
suprafetele acestor corpuri:

V(r)= 1 IRS pdV+ 1 deA, E(I’)— J‘SpRSV 1 J~ pSdeA
4mey *Ss R R R 4mey “S¢ R

Campul corpurilor electrizate are liniile orientate de la sarcinile pozitive la cele negative. In cazul

problemelor plan paralele (2D), o sarcind elementara (punctuala in planul xOy) este de fapt un fir

rectiliniu, infinit lung electrizat. Potentialul acestui fir are expresia, cunoscuta sub numele de

potential logaritmic:
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Il AR
V(rN=—"—In(R/R,),E(r) =
() 2rgyR ( o E(1) 2re,

R=r-r,

Care prin superpozitie determina expresia integralelor coulombiene din problemele plan paralele:

1 deA 1 psRds
V(r) = ?%IRZ,O InRdA+ Ldmnps InRds, E(r)= _[Rz Isdnn

e, R? 271'80 R?
n care s-a notat cu 11, planul problemei plan-paralele (z=0).

In cazul corpurilor polarizate permanent (D =¢,E + P, ), folosind sarcinile de polarizatie se obtin

expresiile

- divP dv div,P dA - RdivP_dv Rdiv,P dA
V(r) = 1_“3 pdv. 1 J‘ s " E(r) = 1J‘3 3p 1 J- Ssp |

4rey 'R° R Arey 7S R 4 R R 4rey S R

-1 . . -1 RdivP, -dA Rdiv P, -ds
V(r)_%(ijdlva INR-dA+ [, divP,InR-ds), E(r)=_— - (IR e o )

care se superpun cu cele anterioare, in cazul dielectricilor liniari si omogeni, polarizati permanent si
electrizati.

Aceste relatii se pot aplica si dielectricilor omogeni, daca se substituie g;cu ¢. lar daca avem

dielectrici liniari, polarizati temporal, neomogeni, atunci in aceste expresii, P, trebuie inlocuit cu
P(rp) =1E(K) =—wrad\V(y);, x=¢ -1=(s-&)/&.

Prin aceasta substituire, integralele coulombiene, care erau explicite panda acum, devin ecuatii
integrale, deoarece necunoscuta se afla atat in membrul stang, cat si sub integrala.

n cazul in care In domeniu se afld si corpuri conductoare, distributia de sarcini de la suprafetele lor
este necunoscuta. Atunci cand cunoastem potentialul conductoarelor (conditii Dirichlet pe suprafata
lor, notata cu Z), densitatea de sarcina de la suprafata conductoarelor este solutia ecuatiei integrale
obtinuta prin trecereala limita r—ZX arelatiilor:

V(r)=41 o p—dIVPdV I deA reR*-D,
e, > R 47r8

V(r)=i InR-ds,reR®*-D
R? by
2rs,

Acestea reprezinta ecuatiile integrale ale electrostaticii, reformularea ecuatiilor fundamentale ale
acestui regim, ecuatii de ordinul intai - globale, de ordinul doi, sau in forma slaba variationala (Ritz
sau Galerkin). Fiecare din aceste formulari stau la baza cate unei metode numerice de calcul a
campului electrostatic: Metoda Ecuatiilor Integrale (IEM, daca dielectricii se polarizeaza temporal),
Metoda Elementelor de frontiera (BEM, daca dielectricii sunt polarizati doar permanent), Metoda
Ecuatiilor Integrale sau Metoda Integralelor Finite (FIT), Metoda Diferentelor Finite (FDM) si respectiv
Metoda Elementelor finite (FEM) [11-13].
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20. Campul corpurilor polarizate

Ca si in paragraful urmator, vom considera pentru inceput corpuri de mici dimensiuni plasate in vidul
extins in Tntregul spatiu, urmand ca ulterior sa calculam campul produs de corpuri care au o
distributie arbitrara a polarizatiei permanente [8].

Dupa cum am constatat in paragraful 18, un mic corp polarizat, este echivalent cu un dipol cu
sarcinile +q si —q plasate la distanta | si cu momentul dipolar p=ql =PV, unde V=AIl este volumul

corpului. Potentialul si campul produse de un mic cilindru polarizat uniform (Fig. 4) au expresiile

-1 ¢ divPdv -1 (div,PdS 1  PndS 1 - R_.-R,
V(n=—-I[, e e = 9,99 RoR
drey R R drey = R drey = R Areg\ R, R_ ) 4me, R, R_
q Alcosd pcosd 1 %R VI p-R

4rne, R? _47150R2 _472'6‘0R2 _472'80R3

p-R 1 [ 1 1 }
E(r)=—gradV =—grad =— —grad(p-R)+(p-R)grad = | =
(N=-g grad R e, | R (p-R)+(p-R)grad —;

e_ 1 [B(pl-?sR)R_R_ps}

4re,

-q r:.l;-
Fig.4. Campul produs de un mic corp polarizat [F.M.G. Tomescu, Electrotehnica)

Prin superpozitie se obtine potentialul si cdmpul produse de o distributie arbitrara a polarizatiei

V= 1 I P-F\;dv;
4ze, 0 R

E-__t J'gradP;S,Rdv.
4re, °0 R

n cazul particular al unei sfere de razi a, polarizatd permanent uniform (Fig. 5), cdmpul exterior este
campul unui mic corp polarizat cu acelasi moment electric ca si sfera, si plasat in centrul sferei.
Campul din interiorul sferei este uniform, cu intensitatea orientata in directia polarizatiei dar cu sens
invers fata de aceasta, in timp ce inductia electrica este orientatad in sensul polarizatiei. Cele doua
campuri se determind din conditia de continuitate a componentei tangentiale si respectiv a
componentei normale, la ecuatorul si respectiv polul sferei:

22



D.loan, ES-electrostatica

1 [3(p-R)R p pcosa  2Pa’cosa —psina -Pa’sina

Ee = 5 -— | =E-= 3 7 Ea= 3 3
4re R R 27eyR 3gR 4regR 3gR
Ecuator: E;,, =E, = E;,, =P/(3s,) = Ei = —i, D = 2P
3e, 3
Poli: D, = D,y = —&£oE; + P = 2P/3
— 3
B D, =&E,,

:‘ | l‘;

—E -ﬁeld —"{)' =&E, +P D field

A e - P

Fig. 5. Campul din interiorul sferei polarizata permanent

Expresiile obtinute sunt utile si pentru a determina felul in care este perturbat cdmpul de dielectricii
care se polarizeaza temporar. Vom presupune un camp electric uniform in vid, de intensitate Ey, in
care introducem un corp sferic, realizat din dielectric liniar cu permitivitatea ¢ . Sfera se va polariza
temporar in directia si sensul cdmpului exterior (Fig.6). Conform rezultatelor anterioare, liniile
campului, initial drepte paralele sunt atrase si concentrate in interiorul sferei, cu atat mai mult cu cat,

permitivitatea ei este mai mare. In interiorul dielectricului, inductia electrica este intarita, in schimb
intensitatea cdmpului electric este slabita:

P=D-¢E=(¢-¢)E = ygE

E=E,+E, = EO—£:> E,=E+ 4E/3=(1+ y/3)E = E,, =E, /(1+ y/3)
0

Dy = &6, = 6 I(1+ 7 13) = Dy(L+ 2) I(1+ y13) = p=g,Ey4ma%y I(y +3)

D field before + Perturbation due to P = Flux density after

0

E field before + Perturbatl?n due to P = Electric field after

it - CCQ) )#(

Fig. 6. Perturbatia campului datorata unei sfere dielectrice
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Flg. 7. Echipotentialele si liniile de cimp ale unor sfere dielectrice Th camp uniform
http://wiki.4hv.org/index.php/Dielectric Sphere in_Electric Field

Momentul electric ce descrie polarizarea temporara a sferei este proportional cu campul initial. Si
creste cu susceptibilitatea, mai ales la valori mici ale acesteia. Cu cat permitivitatea este mai mare,
cu atat cdmpul interior este mai mic (Fig. 7). Asimptotic el scade fata de E, de &/3ori, la limita
pentru cazul & —> o, care corespunde de fapt sferei conductoare, cdmpul interior se anuleaza. In
schimb, inductia electrica din interior creste cu &, dar cel mult de trei ori fata de valoare initiala. Deci
o sfera conductoare perturba campul si atrage in interiorul ei linii de camp electric, dar cel mult de
trei ori mai multe decat una nepolarizabila. Sarcina de influenta, distribuita la suprafata sferei
conductoare, are densitatea cu distributie cosinusoidala fata de unghiul azimutal:

. psina 3
E =E,sihna——=0= p=4ng,a’E,,
« 0 4”€0a3 p 0@ By
E, =E, cow+% =(E, +2E,)cosa =3E,co0sa;= p, =D, =gE, =3¢gE,cosa.
7Ea

Vom incheia acest paragraf considerand un corp (incadrat intr-o sfera de raza a), plasat in vid si
electrizat cu o distributie arbitrara de sarcini reale sau de polarizatie. La mare departare, sfera este
vazuta ca o sarcina punctuald, plasatad in centrul ei, cu potentialul invers proportional cu distanta si
campul invers proportional cu patratul distantei. Daca sfera are sarcina totala nula, atunci ea este
echivalenta cu un dipol plasat in centrul sferei si cu momentul dipolar egal cu momentul distributiei
reale de sarcind. Acum, la mare distantd, conform cu Tabelul 1, potentialul variaza invers
proportional cu patratul distantei iar campul invers proportional cu cubul distantei. Daca Tn schimb
inlocuim distributia initiala arbitrara de sarcini cu o sarcina totala si cu momentul dipolar echivalent,
plasate in centrul sferei, atunci cAmpul produs de aceste surse echivalente va aproxima campul real
nu numai la distante foarte mari fata de raza sferei ci si la distante ceva mai mici. Acest procedeu
poate continua, distributia arbitrara de sarcina producand in final un camp egal cu cel al unei serii de
multipoli echivalenti. In dezvoltarea multipolard, potentialul unei distributii arbitrare de sarcini
punctiforme are expresia

M m
rn.:_]]_Yﬂm (9’ ¢)

| n
V(r,G,(p):z Z

n=0m=-n
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n2

~ n - . . .. . .. . . .

in care M = Z:qiri Y, "(6,¢) sunt coeficientii multipolari iar Y sunt armonicile sferice. Eroarea
i=L

1+1

acestei dezvoltari este marginita de err < K(R/r)™, care scade rapid cu ordinul | al ultimului termen

multipolar considerat.

Tabelul 1. Distributia campului pentru diferite surse concentrate

Sursa de camp Potentialul V (r) Campul E(r)
Sarcind punctiformd in 3D q gR

4re,R 4re,R®
Sarcinad lineica rectiliniile (2D) £ In(R/R,) /R i

mgyR 27eyR

Mic corp polarizat in 3D p-R 1 [3(p-RR p

47e,R® dre,|  R® R®
Dreapta polarizata transversal P -R 1 _3(P, . R)R P,
(2D) 27e R? 27e,| R* R®

Detalii privind dezvoltarea mutipolara pot fi gasite in : [22] iar modul in care se aplica aceasta pentru
a accelera calculele numerice prin tehnica FMM (Fast Multipole Method) este descries in K. Nabors —
FastCap, IEEE Trans on CAD, nov 91.

21.Ecuatiile integrale ale electrostaticii. Functia Green

Vom continua analiza ecuatiile integrale ale electrostaticii, observand ca atunci cand punctul curent
se afla pe suprafata conductoarelor, integrala pe Z devine una improprie, deoarece apar situatii in
care R=0, iar functia de sub integrala devine nemarginita [8]. Un alt aspect, care nu a fost luat in
considerare anterior este cazul domeniului de calcul marginit, cand vorbim despre o ,problema
interioara”. Conditiile de frontiera Tn acest caz pot fi de tip Dirichlet sau Neumann. Studiul problemei
interioare va arunca o alta lumina si asupra rezolvarii problemei in domeniul complementar,

nemarginit, numita , problema exterioara”.

PUNCT DE
OpsERVATIE P

Fig. 8. Punctele sursa Q si de observatie P [F.M.G. Tomescu, Electrotehnical
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Sa determinam pentru Tnceput solutia problemei interioare, adica potentialul din interiorul unui
domeniu marginit, alcatuit din dielectric omogen electrizat. Pornim de la identitatea lui Green:

div(fgrad(g)) = gradf-gradg + f div (gadg) = gradf -gradg+ fAg =
. : B B og _of
div(f gradg)—div(g gradf)= f Ag — g Af :>ID(f Ag—gAf)dv_§6D[f e aanA
n care vom presupune cad f=V(r) este potentialul cautat, iar g(r) = ﬁ este solutia fundamentala a
T

ecuatiei Laplace (potentialul Tn vid al unei sarcini punctiforme unitare). Deoarece aceasta functie
satisface ecuatia —Ag(r) =o(r—r,), spunem ca ea este functia Green pentru intregul spatiu. Aceste

alegeri conduc la relatiile

of of
fAg—gAf)d = dA = dA,
IDZ‘ (fAg-g V= §( ganJ +§[ on ganj
I2
Ag =0, ||m§f gdA‘—Ilm m9d§dA' 4z-f(P nm§ g—dS‘ [“j AR o
R'—0 R'—0 an e R’

in care, pentru a elimina singularitatea (R=0), din domeniul de calcul a fost eliminata o mica sfera o,
derazd R'— 0, cu centrul plasatin punctul P, de observatie (Fig.8). in final se obtine

_ AV
vyt Mg, 1]y o)1
4 'bs R 4z 'z '°on\R') R'on o

relatie cunoscuta sub numele de formula celor trei potentiale. Ea contine in membrul drept urmatorii

dA

termeni:

e Potentialul de volum, care da contributia surselor din interiorul domeniului (sarcinile
distribuite volumetric p, );

e Potentialul de dublu strat, care dd contributia unei folii polarizate superficial ( P, ), plasatd pe

frontiera domeniului de calcul si care genereaza un salt de potential la trecerea prin
frontiera;

e Potentialul de simplu strat, care dd contributia unei distributii superficiale de sarcina ( p, ) de

pe frontiera domeniului de calcul.

Fig. 9. Problemele electrostatice interioare si exterioare [F.M.G. Tomescu, Electrotehnical
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Se spune despre aceasta formula ca este inselatoare, deoarece ar sugera ca pentru calculul
potentialului din interiorul unui domeniu ar trebui cunoscute si conditiile de frontiera Dirichlet dar si
cele Neumann, cand in realitate, conform teoremei de unicitate trebuie cunoscuta doar una dintre
ele. Solutia problemei exterioare are aceeasi forma, numai ca de aceasta datd sensul normalei la
suprafata de frontiera se schimba (Fig. 9). Aceasta face ca potentialul sa aiba un salt la trecerea prin
frontiera Z, de la problema exterioara la cea interioara. Solutia problemei Dirichlet se poate exprima
ca un potential de dublu strat iar solutia problemei Neumann se poate exprima ca un potential de
simplu strat (http://www.stanford.edu/class/math220b/handouts/potential.pdf).

Formula celor trei potentiale nu se poate aplica punctelor de pe frontiera. Pentru astfel de puncte

lim f 6g dA‘ lim mezd §dA‘ o - unghiul solid sub care se vede frontiera domeniului de calcul:
R'—0 R'—0 R'

47r,daca P estein interioruldomeniului de calcul D
w=< 2r,daca P esteintr-un punctnetedal frontiereix
Q,daca P esteintr-un punctunghiular al frontierei@

n consecintd, rezulta ecuatia integrald

AV
N (P)=-] |de'—§ V| OfL) LV
Ds R X "an(R) R'an|,

dA

valabila atat Tn interiorul domeniului de calcul cat si pe frontiera, in punctele netede ale acesteia, dar

. .. P . . . . 1
si pe muchii sau varfuri. In 2D, in care ecuatia Laplace are solutia fundamentala g(r)z Inﬁ,forma

(Inil) ds'
oL R

integrala a ecuatiei electrostaticii este

| Moa(ns)-2
on R' on

=D

aV(P)z—J'DFAV|Q(In%jdA‘ -

in care

27, daca P estein interioruldomeniului de calcul Dy
a=4 ,daca P esteintr-un punctnetedal frontiereil”
[, daca P esteintr-un coltde unghi g al frontiereil”

Pentru a extinde aceasta abordare si la cazul domeniilor neomogene trebuie ca in locul solutiei
fundamentale ale ecuatiei Laplace sa se utilizeze functii Green pentru operatorul div(egrad.). Vom
considera pentru inceput cazul unui dielectric neomogen extins in intreg spatiul IR? (Fig.10). Functia
Green este definita ca potentialul din punctul r" dat de o sarcina punctiforma, plasata in punctul r':

—div(egradV(r")) = p(r') = —div(sgradG(r", r')) = 5(r"—r').
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dg(r')=1

R=r"r

Fig.10. Cazul domeniilor nemarginite neomogene

Prin superpozitie rezulta solutia ecuatiei Poisson generalizate, pentru o distributie arbitrara a surselor
de camp, ca integrala a acestora, ponderate cu functia Green:

V() =[G, rp(r)dv

Trebuie sd remarcam ca in baza teoremei reciprocitatii (0',\V")=(0"V") = (p',Gp")=(0",Gp'),

functia Green este simetricd G(r",r') =G(r',r") . in cazul particular al dielectricilor omogeni, functia

1 - _ . - .
Green este G(r",r') = g iar integrala anterioara devine integrala coulombiana pentru potential.
T

Un exemplu de functie Green pentru un domeniu neomogen este potentialul produs de o sarcina
punctiforma plasata deasupra unui semispatiu dielectric cu susceptivitate y (Fig. 11):

[%_%} forz=r'k>0, a=x/(x+2),
o |"BIR, forz<0, f=2/(y +2)

G(r',r')=

http://farside.ph.utexas.edu/teaching/jk1/lectures/node38.html

Fig. 11. Sarcina punctiforma intr-un domeniu neomogen

Vom considera acum cazul unui domeniu neomogen, marginit de frontiera Z, pe care sunt impuse
conditii mixte nule (Fig. 12). Functia Green este acum solutia problemei:

—div(egradG(r",r'))=o(r"-r"), pentrur'e D
G(r',r')=0,pentrur'e S, cX=0D,S, #0
dG(r",r")

prpes =0,for r'eS, =X -5,

V=0 or
IVidn=0

V=0 or
dVidn=0

Fig. 12. Cazul domeiilor neomogene marginite cu conditii de frontiera nule
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Si de aceastd data, potentialul produs de o distributie arbitrard de sarcini V (r") =.[DG(r", r)p(r)dv

se obtine prin superpozitie, deci va indeplini conditiile de frontiera mixte nule mentionate anterior.

Un exemplu de astfel de functie Green este corespunzator unei sarcini punctiforme plaste deasupra
unui semispatiu conductor:

1 1
n [l 1 —_ ,forZ:rl'k>O,
Gr.r)=— {R R'}
&

0, forz<0,

care se obtine din exemplul anterior considerand y »>o=a -1, —0.

Vef,, or V=0 or
{Vidn={,, dVidn=10

Fig. 13. Cazul domeniilor neomogene marginite cu conditii d efrontiera nenule

Ultima situatie pe care o vom considera este cazul domeniilor marginite de o suprafata cu conditii de
frontiera nenule (Fig. 13). Pastram neschimbata definitia functiei Green (adica o definim tot in
conditii de frontiera nule) si aplicdm o relatie de tip reciprocitate:

div(oVe gradV) = oVdiv(e gradV) + ¢ gradV - gradoV =

jD(éVp —¢ggradV-gradsV)dv— LéVDndS =0

= [ (Vép —Vp)dv— [ (VoD, —VD,)dS =0
Iowép—ggradV-gradéV)dv—IEV5DndS:0 JD(V'O 2 jz(v n n)

In care &p,0V vor fi sarcina si potentialul corespunzitoare functiei Green, rezult3
dG N . T e
\Y —J‘DGpdv=.[z(eVd——GDn)dA . In final potentialul unei distributii arbitrare de sarcina, dintr-un
n

domeniu neomogen, marginit de o suprafata cu conditii mixte de frontiera are expresia:
V() =[ G(r,r)p(r)dv-| £96 (r')dA—[ &Gfy(r')dA
D ' s dnt P sy N

Spre deosebire de formula celor trei potentiale (care era de fapt o ecuatie integrald), aceasta relatie
nu mai are un caracter inselator, in ea intervenind doar conditiile de frontiera ale problemei corect
formulate, Dirichlet sau Neumann. Ea generalizeaza integrala coulombiana pentru cazul domeniilor
neomogene si marginite.

Vom exemplifica aceasta abordare considerand o distributie arbitrara de sarcini deasupra unui
electrod plan, conectat la masa, dar care are o parte S, de potential V,. Fiind o problema Dirichlet
Sn=0, rezultand potentialul

" 4G, W1 (101
V(r )—LOG(r ,r)p(r )dv—gOVOJ'SHdA, cu G(r",r )_47&90 (E_Ej
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Constatam ca aceste expresii ale potentialului sunt solutii ale ecuatiilor integrale, de tipul formulei
celor trei potentiale.

22.Metodele electrostaticii

Prezentul document nu urmareste prezentarea modului in care se pot rezolva problemele de
electrostatica ci doar formularea lor corecta, in vederea modelarii electromagnetice [11-13]. Vom
enumera doar cele mai frecvente metode de analiza, care se impart in abordari analitice si numerice.

Principalele metode analitice [3], [4], [7], [8], [10] pentru calculul cdmpului electrostatic sunt:

— Metoda lui Gauss — metoda elmentara oentru problemele 1D problems;

Metoda superpozitiei, integralele coulombiene;

Metoda imaginilor;

—  Metoda separarii variabilelor;

—  Metoda functiilor analitice, pentru porbleme 2D;

— Metoda transformarii conforme Schwarz-Christoffel;
—  Metoda functiei Green.

Metodele numerice [6], [8], [9], [12] cel mai frecvent folosite pentru calculul cdmpului electrostatic
sunt:

Metoda diferentelor finite (FDM - Finite difference method);

Metoda integralelor finite (FIT - Finite integrtion Technique - finite volumes);

— Metoda elementelor finite (FEM - Finite Element Method);

Metoda elementelor de frontier (BEM - Boundary Element Method);

Metoda ecuatiilor integrale (IEM - Integral Equations Method), cunoscuta si sub
numele de metoda momentelor (MoM — Method of Moments).

Studiul metodelor de rezolvare nu poate fi facut fara intelegerea formularii corecte a problemei, care
a fost prezentata in acest document.

23.Bibliografie

[1] A. Timotin, Viorica Hortopan, A. Ifrim, M. Preda, "Lectii de Bazele Electrotehnicii", Editura
Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1970.

[2] M. Preda, P. Cristea, ''Bazele electrotehnicii", vol. | si vol. Il. Circuite electrice, Editura Didactica si
Pedagogica, Bucuresti, 1980.

30



D.loan, ES-electrostatica

[3] C.I. Mocanu, "Teoria campului electromagnetic”, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1981
[4] R. Radulet, Bazele Electrotehnicii - Probleme |, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1975.

[5] Hermann A. Haus and James R. Melcher, Electromagnetic Fields and Energy (Prentice-Hall, 1989)
http://ocw.unam.na/OcwWeb/Electrical-Engineering-and-Computer-Science/6-641Spring-
2005/Readings/index.htm#textbooks

[6] Alain Bossavit Computational Eectomagnetism, Academic Press Inc 1998
[7] Sadiku, Matthew N. O. (2006). Elements of Electromagnetics (4th ed.). Oxford University

[8] ANCA TOMESCU, 1.B.L. TOMESCU, F.M.G. TOMESCU, ELECTROTEHNICA SISTEME
ELECTROMAGNETICE CALCULUL CAMPULUI ELECTROMAGNETIC MATRIX, ROM, BUCURESTI, 2007

[9] Daniel loan, Irina Munteanu, Bogdan lonescu, Mihai Popescu, Radu Popa, Mihai Lazarescu,
Gabriela Ciuprina. Metode numerice in ingineria electrica. MATRIX ROM, Bucuresti, 1998

[10] Daniel loan. Metode pentru calculul campului electromagnetic. Separarea variabileleor,
Institutul Politehnic Bucuresti, Editura IPB, Bucutesti, 1988

[11] D. loan. Modelarea Dsipozitiveleor Electromagnetice:
http://www.Imn.pub.ro/~daniel/cursmde.pdf

[12] Daniel loan. Metoda elementului finit pentru modelarea electromagnetica, UPB, 2012
[13] Daniel loan. Modelarea multifizica, raport intern al proiectului TOMEMS, UPB, 2012

[14] loan, D; Ciuprina, G; Radulescu, M; et al. Theorems of parameter variations applied for the
extraction of compact models of on-chip passive structures, ISSCS 2005:Signals, Circuits and Systems,
Proceedings Pages: 147-150, IEEE, 2005

[15] Bi, Yu; van der Kolk, K.; loan, D.; et al. Sensitivity Computation of Interconnect Capacitances with
respect to Geometric Parameters, 2008 leee-Epep Electrical Performance of Electronic Packaging,
Pages: 193-196, IEEE, 2008

[16] lonita, Valentin; loan, Daniel Magnetic Torque Evaluation for Magnetized Nanoparticles in
Applied Electromagnetic Engineering For Magnetic, Superconducting and Nanomaterials A.G.
Mamalis, M. Enokizono and A. Kladas(Eds.), Volume: 670 Pages: 103-109, Trans Tech Publications -
TTP, 2011

[17] loan, Daniel; Ciuprina, Gabriela; Radulescu, Marius, Absorbing boundary conditions for compact
modeling of on-chip passive structures, Compel - the International Journal For Computation and
Mathematics in Electrical and Electronic Engineering Volume: 25 Issue: 3 Pages: 652-659, 2006

[18] loan, D; Munteanu, |; Ciuprina, G, Adjoint field technique applied in optimal design of a
nonlinear inductor, IEEE Transactions on Magnetics Volume: 34 Issue: 5 Pages: 2849-2852, 1998

Carti de referinta pentru Electromagnetism la nivel de licenta:

31



D.loan, ES-electrostatica

[19] Dugdale, Essentials of Electromagnetism (1993) - porneste de la legi (Maxwell)

http://www.amazon.com/Essentials-Electromagnetism-MacMillan-Physical-Science/dp/1563962535

[20] D. J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, 3rd Ed (1999) - mai avansata, porneste

istoric http://www.amazon.com/Introduction-Electrodynamics-Edition-David-
Griffiths/dp/013805326X

[21] Matthew N. O. Sadiku, Elements of Electromagnetics

Carti de referinta pentru Electromagnetism la nivel de master/doctorat:

[22] J D Jackson, Classical Electrodynamics - traducere: Electrodinamica clasica (ET 1991)
http://www.amazon.com/Classical-Electrodynamics-Third-Edition-Jackson/dp/047130932X# _
[23] K. Simony, Electrotehnica teoretica, traducere in Editura Tehnica, 1974

[24] Smythe, Static and Dynamic Electricity http://www.amazon.com/Static-Dynamic-Electricity-
William-Smythe/dp/0891169172

[25] Stratton, Electromagnetic theory http://www.amazon.com/Electromagnetic-Theory-Stratton-
Julius-Adams/dp/1406765473

[26] Van Bladel, Electromagnetic fields

[27] E. Dunod, Electrostatique et magnetostique

Lista bibliografica: http://www.emie.ugal.ro/curstce/10%20-%20Bibliografie.pdf
Cursuri disponibile pe net:

[28] Carmen Schiopu — Electromagnetism
http://www.physics.pub.ro/Cursuri/Carmen_Schiopu_-_Electromagnetism/
http://www.physics.pub.ro/Cursuri/Emil_Petrescu_- Fizica_1/Cap7.pdf

[29] Marian Pearsica — Electrotehnica-http://www.afahc.ro/invatamant/electro/electro_b.pd
[30] Cursuri APRS — http://ham.aprs.ro/Cursuri/

[31] Sergiu Ivas TEORIA MACROSCOPICA A CAMPULUI ELECTROMAGNETIC
http://www.emie.ugal.ro/curset.html

[32] Electrotehnica si electronica: http://www.emie.ugal.ro/curs_ee.html

[33] T. Leuca Chestiuni speciale de Elecgtrotehnica

http://webhost.uoradea.ro/tleuca/Chestiuni%20speciale%20de%20Electrotehnica.pdf

32



D.loan, ES-electrostatica

[34] Gh Mandru — Bazele electrotehnicii
http://www.scribd.com/doc/36642484/Bazele-electrotehnicii-Mandru
[35] A. Moraru — Bazele electrotehnici
http://www.infocarti.ro/A.Moraru_BE1_TCEImg/

http://www.infocarti.ro/A.Moraru BE1 TCEImg/capl.pdf .../cap23.pdf

ANEXA: Prezentarea inductiva a electrostaticii. Istoria ideilor

in acest document, electrostatica a fost prezentatd in mod deductiv, pornind de la legile
electromagnetismului, da ea poate fi prezentata si in manierd inductiva, asa cum s-au dezvoltat
cunostintele si ideile despre acest domeniu, de-a lungul timpului. O astfel de prezentare are o baza
empiricd; se porneste de la observatiile experimentale, urmate apoi de generalizari (inductii
incomplete) si rationamente, care in final au dus la ecuatiile fundamentale ale electrostaticii, iar in
final la legile electromagnetismului.

Experimentul fondator al electrostaticii este experienta lui Coulomb, care Tn anul 1870, folosind o
balanta de torsiune (Fig. 14) a constat ca forta dintre doua sarcini punctiforme este proportionala cu
sarcinile si invers proportionala cu patratul distantei dintre ele:

F:qul.:aqu

relatie similara cu legea newtoniana a atractiei universale.

Fig. 14. Experienta lui Coulomb
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Daca se defineste campul electric dintr-un punct in vid ca raportul dintre forta asupra unui corp de
proba plasat in acel punct si sarcina q a corpului de proba, rezulta din relatia lui Coulomb expresia
campului produs in vid de o sarcina punctiforma Q:

F QR

E, = —=E =K—=—
\ defq \ R2R

Prin superpozitie se obtine campul produs in vid de o distributie arbitrara de sarcini:

" g R
Ev(r)=KZ%:Ev:KID 99 e PV
~R

R=R-r R =|R|, dg=g pdv

Rdg
R3

Lucrul mecanic efectuat de cdmp asupra unui corp de proba permite definirea tensiunii electrice pe
drumul pe care este deplasat corpul de proba ca raportul dintre acesta si sarcina corpului de proba:

Wpg = .[cidr - qJ.cAB E,dr=qU,g, U s =g ICAB E,dr =Wee /g

Tensiunea electrica se exprima ca diferenta dintre potentialul initial si cel final, in care potentialul
este o marime fizica scalara ce caracterizeaza campul, definit ca tensiunea intre punctul curent si un
punct de referinta, in care potentialul este nul:

R KQ|B kQ
Up = KQJ-CAB?dR :_?‘A:vc Va—Ve, Ve =g UPP,, :?:

Pornind de la aceasta expresie a potentialului unei sarcini punctiforme, se determina prin
superpozitie potentialul produs de o distributie arbitrara de sarcini in domeniul corpului D:

v=[da
PR

Teorema potentialului electrostatic exprima proprietatile acestei marimi fizice:
V4 =ger jCAO E,dr=E, =—gradV,& J'CAB E,dr = —ICAB gradVdr =—ICAB dV =V, -V,

rot(gradV) =0 = rotE, =0, ifr E,dr = limU 5 =0

evidentiind caracterul irotational al cAmpului electrostatic.

Fluxul cdmpului electric in vid, calculat pe o suprafata inchisa (initial o sfera care are in centru o
sarcina punctiforma, iar apoi o suprafata arbitrara :

1

4re,

KQ 0
§20 EvndA=?§Z(3A 47R* = 5§ E,ndA= leqi, o =ger LI(47K) &K =
i=

demonstreaza teorema lui Gauss, conform careia acest flux este proportional cu sarcina din
interiorul suprafetei. Constanta de proportionalitate este permitivitatea vidului — o constanta
universala.
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Forma locala a teoremei lui Gauss da divergenta campului electric din vid, proportionala cu
densitatea de volum a sarcinii electrice:

divE, =y lim  E,ndS/Vp, ~Liim Qs @ =g

&g Vos 20V, i=1

Pentru a caracteriza starea electrostatica a corpurilor se foloseste, pe langa sarcina si momentul
electric (Fig. 15), iar la nivel local polarizatia:

Ap = =IDPdv

= lim
AV -0 AV

p =(|j|_f]g(qd), P

v 1 d

dp=PdV & +q

“C gt
‘i

’
N
P =q

Fig. 15. Echivalenta corpului polarizat cu un dipol

Echivalenta dintre polarizatie si dipol este in total acord cu interpretarea microscopica a polarizatiei.
Ea evidentiaza semnificatia sarcinilor de polarizatie (Fig. 16):

AQy =—PAS, =-PASc0s§=-P-nAS; gy, =—f P-ndA= p, =—divP

Psp ="My, '(Pz - P1)| =—divg P; Py =O:>_[zlospds=_qPDz

S12

Pentru a descrie cdmpul in corpuri analizam campul dintr-o fanta plata din acel corp (Fig. 17).

Fig. 16. Aparitia sarcinilor de polarizatie
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Fig. 17. Campul din vidul unei fante

Constatam ca acesta depinde de orientarea acelei cavitati vide, dar ca folosind o pereche de vectori,
definiti astfel: E =y E,.(NLP) - intensitatea campului electric, D =4 &, E,(n||P) - inductia

electrica se poate determina campul din vidul fantei, pentru orice orientare a sa:

‘n A . . . . A . . I
E,.(n)=E+ ( )n. Intre cei doi vectori, care descriu campul din corpuri existd
€o

legdtura D=¢g,E+P . Pornind de la expresia campului din vidul fantei constatam verificarea

conservarii componentei tangentiale a intensitatii cdmpului si a celei normale a inductiei:

E =nx(E,xn)=nx(Exn)=E,; Dy, =&0E,c-N=D-n=D, la trecerea de la corp la vidul

fantei, dar implicit si pa trecerea de la un corp la altul (printr-o fanta virtuala).

Tensiunea si fluxul electric in corpuri au expresiile:

U=[ E-dr=[ E dr=[ E,-dr = § E-dr=§ E,-dr=0

¥ = [ D-ndA=[ D,dA=[ D,dA=z[ E,-ndA={ D-ndA=4f E,-ndA=g

Din care rezulta formele globale ale teoremei Gauss si a potentialului electrostatic:

I§FE-dr:0, VSF;I |§2D-ndA:q, VDZI

Tensiunile si fluxurile electrice, definite ca integralele intensitatii cAmpului electric si inductiei din
corpuri au valorile integralelor intensitatii cAmpului electric si inductiei din fante virtuale tubulare

respectiv plate, practicate in corp de-a lungul curbelor si respectiv de-a latul suprafetelor pe care se
integreaza (Fig. 18).

Fig. 18. Tensiunea si fluxul in corpuri
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n cazul dielectricilor liniari, polarizatia este proportionald cu intensitatea campului:

P=gy)E=D=¢E+P=g,E+e,E=¢,(1+ y)E 8=80(1+Z)

Care este relatia constitutiva in acest caz. Relatiile incadrate sunt chiar relatiile fundamentale ale

electrostaticii (Fig. 19).

Fig. 19. Experiment electrostatic ©
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