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Capitolul 1

Arhitecturi paralele

Desi aeeasta carte este dedicata algoritmilor paraleli, primul capitol se ocupa de arhi-
tecturi. Motivul este foarte simplu. Asa cum intre programatorii care rezolva o
problema utilizand un acelasi calculator secvential si un acelasi algoritm apar mari
diferente in eficacitatea programelor scrise—datorita modului in care fiecare stie sa
foloseasca particularitati ale hardware-ului, ale sistemului de operare sau ale limba-
jului de programare folosit—departajarea este si mai neta in cazul utilizarii calcu-
latoarelor paralele; cauza principala este in primul rand neadecvarea algoritmilor la
arhitecturd. Daca a face un program si "meargd” pe o arhitecturd paralela nu este,
pana la urma, o dificultate prea mare, a-l face eficient este cu siguranta mult mai
greu decat in cazul secvential. De aceea, un prim pas in abordarea paralelismului,
chiar pentru programatorul obignuit (cel care rezolva probleme generale) este trecerea
in revista a tipurilor de arhitecturi paralele. Nu vom intra in amanunte, ci ne vom
multumi cu o descriere generald, suficientd nsd pentru a releva implicatiile asupra
algoritmilor, deci asupra programarii; pentru o informare mai completa vezi, de ex-
emplu, cartea scrisd de Hockney gi Jesshope [15], aparutd si in limba roméni; de
asemenea, Internetul contine vaste resurse pentru aflarea celor mai noi tendinte in
domeniu; un bun punct de start este de exemplu http://www.top500.0rg.

Tipuri de paralelism. La ora actuala, practic orice calculator, inclusiv micul
PC pe care-l aveti aproape zilnic in fata, contine elemente de paralelism. Ele sunt
inci suficient de bine ascunse pentru a nu obliga utilizatorul sa-si schimbe semnifica-
tiv felul de a gandi. Aparitia lor a fost determinata de necesitatea cresterii vitezei de
calcul, prin alte mijloace decat cresterea frecventei ceasului (permisa de permanente
inovatii tehnologice in conceperea gi producerea circuitelor electronice). Cel mai evi-
dent exemplu este cel al coprocesorului pentru PC-uri; este, in fond, un alt procesor
specializat Intr-un singur gen de calcule, cele in virgula mobila; el lucreaza in paralel
cu procesorul, dar la comanda acestuia; daca acum 10 ani coprocesorul era un circuit
separat, acum el este parte a procesorului. Paralelismul acesta se numeste functional,
exista unitati de calcul pentru diverse tipuri de operatii—unele pentru intregi, altele
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pentru numere reale—care lucreaza in paralel. Astfel, procesorul poate executa mai
multe instructiuni, sau faze diferite (decodificare, citire/scriere operanzi, calcul efec-
tiv) ale mai multor instructiuni, in acelasi timp. Totusi, din punctul de vedere al
programarii, un calculator secvential are prin excelenta un singur procesor.

La extrema cealalta se afla calculatoarele care au zeci, sute sau chiar mii de proce-
soare identice, care pot executa fiecare un flux propriu de instructiuni, cooperand la
rezolvarea unei probleme. Astfel de calculatoare se numesc masiv paralele. Deoarece
procesoarele sunt ele insele extrem de puternice, un calculator masiv paralel este de
sute/mii de ori mai rapid decét calculatoarele secventiale din aceeasi generatie. Aces-
tor calculatoare le sunt destinati cei mai multi dintre algoritmii prezentati in aceasta
carte.

Paralel si concurent. Nu este poate prea devreme pentru a face deosebirea intre
notiunile de paralel gi concurent. Presupunand cé existd mai multe procese (taskuri,
parti de program, sau chiar programe) care trebuie si se execute, modul concurent
implica numai o eventuala senzatie de paralelism, pentru ca exista o singura unitate
centrala, la ocuparea careia concureaza procesele; dacd mecanismul dupa care se
permite alocarea unitatii centrale este bun, procesele pot parea ca se executa in paralel
datorita vitezei mari de executie. Este situatia intalnita in cazul sistemelor de operare
multitasking. O executie cu adevirat paralela a proceselor se face folosind mai multe
procesoare, in cazul ideal cate unul pentru fiecare proces. In multitasking, problemele
dificile apar in a face sa coopereze mai multe procese ce utilizeaza aceeasi resursa;
in paralelism, problema importanta e de a face un program, format din mai multe
procese care coopereazi, si se execute pe mai multe procesoare. Aceste probleme au,
totugi, destule puncte comune; de aceea, nu in putine cazuri, modurile de descriere
paralel, respectiv concurent, sunt asemanatoare; diferenta esentiald, repetdm, apare
la executie.

1.1 O clasificare generala

Una dintre marile probleme ale algoritmicii paralele este ca, spre deosebire de cea
secventiald, unde modelul de calculator—von Neumann—era unic gi foarte simplu
conceptual, exista o multitudine de clase de arhitecturi care trebuie avute in vedere.
Secvential se gandegte intr-un singur fel (sau aproape), paralel in foarte multe. Un
algoritm excelent pe un anume tip de calculator poate fi ineficient pe un altul. De
aceea nu se poate vorbi despre varianta paralela a unui algoritm secvential, ci despre
adaptari paralele pe diverse arhitecturi.

Principalele categorii de arhitecturi sunt departajate—intr-o clasificare datorata
lui Flynn, probabil cea mai populara datorita simplitatii ei—prin numai doua criterii:
al fluxului de instructiuni si al fluxului de date; ambele pot fi sau unice, sau multiple.
Conform acestei clasificari calculatoarele pot fi:

e SISD (Single Instruction Single Data): la un moment dat se executa o singurd
instructiune asupra unei singure date; este calculatorul secvential obignuit.
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e SIMD (Single Instruction Multiple Data): la un moment dat se executd o singura
instructiune, dar asupra mai multor date; este un calculator paralel, in care
procesoarele executd sincron acelagi program, dar fiecare asupra altui set de
date.

e MIMD (Multiple Instruction Multiple Data): fiecare procesor executd un pro-
gram propriu, folosind date proprii.

e MISD (Multiple Instruction Single Data): o categorie deocamdata vida, in care
aceleasi date ar fi prelucrate simultan in mod diferit, de citre mai multe proce-
soare.

Se retin deci principalele doua categorii de calculatoare paralele—SIMD i MIMD—
de care ne vom ocupa in continuare.

1.1.1 Arhitecturi SIMD

Arhitecturi pipeline. Din punct de vedere istoric, primul tip de paralelism a fost
cel pipeline, in care prelucrarea datelor se face ca pe o banda rulanta, pe care exista
mai multe posturi de lucru; la fiecare dintre acestea se executa o operatie asupra
produsului; la un moment dat exista pe banda atatea produse cate posturi, in diverse
faze de executie. Agadar, modul de prelucrare pipeline este un caz particular de
paralelism functional. Ideea de baza este de a descompune operatiile in cele mai mici
parti componente; de exemplu, pentru a aduna doua numere reprezentate in format
virgula mobila, se parcurg secvential urmatoarele etape:

E1: compararea exponentilor;

E2: aducerea la acelagi exponent cu numarul mai mare a celui mai mic, a carui
mantisa se modifica corespunzator;

E3: adunarea mantiselor;

E4: normalizarea rezultatului.

Tlustram prelucrarea datelor in figura 1.1. O pereche de date Dy, trebuie sa par-
curgd etapele secvential, dar pot exista patru perechi prelucrate la un moment dat;
practic se executa aceeasi operatie asupra mai multor date, dar prin suboperatii
diferite. Aceasta permite executia unei adunari—sau a unei operatii, in general
la fiecare perioada de ceas, cu conditia asigurarii unui flux de date suficient; desigur,
este necesar un timp de amorsare, timpul in care prima pereche de date parcurge cele
patru ”posturi de lucru”.

Pe acest principiu s-au bazat primele calculatoare vectoriale, a caror arhitectura
este reprezentata extrem de schematic in figura 1.2. Denumirea provine din eficienta
cu care se executau, pe aceste calculatoare, operatii vectoriale, ca de exemplu y =
ax +y, cu z, y vectori n-dimensionali i a un scalar.
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D
t=0 % E1 E2 E3 E4

D D
t=1 L E1 0 . E2 E3 E4

D D D D D
t=4 4 E1 . E2 2 . E3 L B4 2

Figura 1.1: Evolutia datelor intr-o arhitectura pipeline. Notam generic Dy, datele in
toate fazele prelucrarii.

UCP
RV
: J— UCcv
RV
RS
: UCS
RS

Memorie

Figura 1.2: Structura unui calculator vectorial monoprocesor. UCP - unitate centrala
de prelucrare; RV - registru vectorial; UCV - unitate de calcul vectorial; RS - registru
scalar; UCS - unitate de calcul scalar.
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Unitatea centrala contine unitati de calcul gi registre, atat scalare cat gi vectoriale.
Prin stocarea operanzilor de tip vector in registrele vectoriale, unitatea de calcul vec-
torial poate fi alimentata foarte rapid, asigurandu-i-se functionare in regim pipeline.
Desigur ci de foarte mare importanta este si modul de conectare a unititii centrale cu
memoria, astfel incat sa se poatd asigura traficul dintre aceasta si registrele vectoriale.
Existd gi unitati arhitecturale pentru operatii scalare, care pot functiona (uneori) in
paralel cu cele vectoriale.

Consecinta acestei organizari arhitecturale este rescrierea algoritmilor in aga fel
incat ei sa contina cat mai multe operatii vectoriale cu vectori de dimensiune cat mai
apropiatd de cea a registrelor; astfel, timpul de executie este mai mic decat pentru
aceiagi algoritmi in varianta scalara.

La aceasta ora toate procesoarele—inclusiv cele dintr-un simplu PC—contin ele-
mente de paralelism pipeline; insa este vorba de obicei despre paralelism intre decod-
ificarea unei instructiuni si executia celei anterioare, sau/si intre acestea si accesul la
memorie. Se poate spune ca ideea de pipeline a migrat de la nivelul calculatorului, la
nivelul procesorului.

SIMD pur paralel. O altd varianta de arhitectura SIMD este cea prezentata
in figura 1.3, aici fiind vorba cu adevarat de paralelism. Procesoarele P; executa
simultan aceeasi instructiune, dictata de unitatea de comanda—cea care detine pro-
gramul. Operatiile se executa asupra unor date aflate in memoriile locale M;; acestea
sunt de capacitate mica, dar rapide, si sunt alimentate cu date de la o memorie ex-
ternd. Uneori existd o retea de interconectare intre procesoare si memorii (figuratd
printr-un dreptunghi cu linie intreruptd), astfel incéat, la un moment dat, un proce-
sor poate accesa alte memorii, dar nu pot exista doua memorii accesate simultan de
acelasi procesor; de exemplu, fiecare procesor acceseaza memoria vecinului sau din
dreapta. Acest tip de arhitectura—SIMD veritabil, spre deosebire de cazul pipeline—
este adecvat tot calculelor vectoriale; de aceea, astfel de calculatoare sunt numite gi
ele vectoriale.

De exemplu, adunarea a doi vectori de lungime egala cu numarul de procesoare si
cu elementele stocate cate doua in fiecare memorie locali, in locatii aflate la aceeasi
adresa relativa la inceputul memoriei respective, dureaza tot atat cat adunarea a doua
numere reale, adica, in general, un singur tact.

Arhitecturile SIMD de tipul celor din figura 1.3 au fost foarte populare spre
sfargitul anilor ’80; exemple de astfel de arhitecturi sunt calculatoarele Connection
Machine 2, DAP, MasPar MP-1, Zephir. Dupa 1990, ele au devenit din ce in ce mai
putin competitive, arhitecturile MIMD dovedind posibilitati superioare de progres.

1.1.2 Arhitecturi MIMD

Calculatoarele MIMD se impart in doua mari categorii, dupa modul de repartizare a
memoriei: cu memorie partajatd (comund) si cu memorie distribuitd. In ambele cazuri
vom presupune ca exista p procesoare, notate P;, ¢ = 0...p — 1; vom numi ¢ adresa
(sau identitatea) procesorului; vom utiliza in egald masurd reprezentirile zecimald
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Unitate de comanda

Memorie externa

Figura 1.3: Structura unui calculator SIMD cu retea de procesoare.

Py . P, . P,

Memorie comuna

Figura 1.4: Arhitectura de principiu a unui calculator MIMD cu memorie comuna.

si binara ale numarului i. Fiecare procesor poate executa programul sau propriu,
independent de cel al celorlalte procesoare; aceasta nu inseamna ca procesoarele au
intotdeauna programe diferite; diferenta esentiala fata de arhitecturile SIMD este ca
executia programelor nu se face sincron, ci independent pe fiecare procesor.

MIMD cu memorie partajata. La arhitectura cu memorie partajatd, cum
este cea prezentatd in figura 1.4, existd o memorie comuna de dimensiuni mari si,
eventual, memorii locale (nereprezentate in figurd) de dimensiuni modeste, dar mai
rapide; 1n figura 1.5 este reprezentatd o configuratie cu un singur procesor gi cu o
astfel de memorie, numita de obicei cache; in cazul multiprocesor, accesul la memoria
comuna (globala) este coordonat de o unitate logica speciald, care are rolul de a
arbitra conflictele aparute in urma mai multor cereri simultane de acces la memorie.

Principala problema a acestor arhitecturi este accesul la memoria comuna; posi-
bilele conflicte introduc intarzieri, ceea ce nu permite o buna eficienta atunci cand
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UCP

Magistrala locala
& &

Memorie Controlor
cache de cache

il 1

Magistrala de sistem

Memorie
principala

Periferice

Figura 1.5: Structurd monoprocesor cu memorie cache.

numarul de procesoare este mare (peste cateva zeci), adicd o data cu cregterea proba-
bilitatii aparitiei conflictelor. Tehnologia actuald permite realizarea unor calculatoare
cu memorie comuna performante cu cel mult 32 de procesoare.

Se stie ca viteza procesoarelor este mai mare, uneori semnificativ, decat cea a me-
moriilor. De aceea este naturala utilizarea de catre un procesor a mai multor blocuri
(pagini) de memorie, la care s facd pe rand cereri de citire/scriere, la fiecare tact cate
una; de exemplu, daca un bloc are nevoie de patru tacte pentru a satisface cererea,
atunci patru blocuri vor fi, in general, suficiente pentru a nu se obtine timpi morti in
functionarea procesorului. Ori in arhitecturile MIMD cu memorie partajata pare a fi
exact invers. In fapt nu e chiar aga; imensa memorie comuna este impartita intr-un
numar relativ mare de blocuri accesibile independent; exista acea unitate functionala
a calculatorului care gestioneaza cererile de acces la memorie ale procesoarelor gi care
permite simultaneitatea, dar numai in cazul accesului la blocuri diferite; practic, toate
blocurile de memorie pot lucra in paralel, reugindu-se alimentarea procesoarelor; de
exemplu, daca un acces la memorie dureaza patru tacte gi sunt 16 procesoare, e nevoie
de minimum 64 de blocuri de memorie. In plus, memoriile cache permit micgorarea
traficului cu memoria comuna, prin reutilizarea unor date depuse acolo, deci deja
locale.

Asadar, accesul la memoria comuna nu este secvential. Implicatia algoritmici
este organizarea accesului la memorie astfel incat sa se evite conflictele, s se acceseze
deci simultan locatii de memorie aflate in blocuri diferite. Esential in caracterizarea
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M() MZ Mp,1
Py P; Ppy

Retea de interconectare

Figura 1.6: Arhitectura de principiu a unui calculator MIMD cu memorie distribuita.

arhitecturii ramane faptul ca fiecare procesor are acces la intreaga memorie. Printre
calculatoarele actuale cu memorie comuna se numara Sun 10000 Enterprise.

MIMD cu memorie distribuiti. In arhitectura cu memorie distribuiti, asa
cum este prezentata in figura 1.6, fiecare procesor P; are o memorie locala M;; nu
existd memorie comuna. Cooperarea procesoarelor se realizeaza prin intermediul
legaturile asigurate de o retea de interconectare, cu topologie fixata sau programabila;
de altfel, configuratia acestei retele este una dintre cele mai importante trasaturi ale
unui astfel de calculator MIMD. Fiecare procesor P; executd un program propriu aflat
in M; si prelucreaza date aflate tot in M;. Vom dezvolta prezentarea acestui tip arhi-
tectural 1n sectiunea urmatoare, deoarece el pare a avea cel mai bun viitor, limitarea
numarului de procesoare venind deocamdata mai mult din motive economice.

Arhitecturi mixte. Deoarece arhitecturile cu memorie comuna sunt foarte efi-
ciente pentru un numar mic de procesoare, o tendinta actuala este de a realiza calcu-
latoare in care clustere de 4-8 procesoare cu memorie comuna sunt conectate printr-o
retea de comunicatie. Putem spune astfel cd, intr-un calculator cu memorie dis-
tribuita, procesoarele sunt inlocuite cu astfel de clustere. Se imbina astfel calitatile
celor doua tipuri de calculatoare MIMD. Este interesant ca modul de programare
a acestor arhitecturi mixte este tipic fie memoriei comune, fie celei distribuite, fie
amandurora (dar nu simultan); agadar, nu s-a creat si un mod de programare specific
arhitecturilor mixte. Exemple de astfel de arhitecturi sunt calculatoarele HP 9000
Superdome, SGI Origin 3000.

Accesul la un calculator paralel. O problema destul de delicata este modul
de realizare a legaturilor intre calculatoarele MIMD gi exterior. De obicei aceasta
se face prin intermediul unui calculator gazda, pe care utilizatorii lucreaza in regim
multitasking; pe acest calculator se realizeaza pregatirea programului, adica editarea
gi compilarea. Cum acest tip de legatura este lent, transmitdndu-se printr-un sin-
gur canal informational programe si date pentru mai multe procesoare, de citre un
singur utilizator la un moment dat, tendinta actuala este de a permite conectarea
utilizatorilor direct la procesoare ale calculatorului paralel, pe care se executa nucleul
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Legaturi cu alte procesoare

DMA DMA e DMA

Procesor Memorie

Figura 1.7: Structura simplificatd a unui nod intr-o arhitecturda MIMD cu memorie
distribuita.

unui sistem de operare, caruia 1i revine sarcina de a ocupa mai multe procesoare la
momentul executiei.

Probleme

P 1.1.1 Presupunem ca o unitate pipeline realizeaza o operatie in trei etape, pentru fiecare
existand cate un ”post de lucru”. Timpul de calcul in fiecare dintre cele trei etape A, B si C
este diferit: 1, 2, respectiv 1 (tacte). La céte tacte produce unitatea pipeline un rezultat ?
Cum se poate face astfel incat la fiecare tact sa se produca un rezultat ? In cat timp sunt
prelucrate 100 de date ?

1.2 Arhitecturi MIMD cu memorie distribuita

1.2.1 Caracteristici ale nodurilor

Revenind la figura 1.6, o pereche procesor-memorie (P;, M;) este denumita nod. Fieca-
re nod are un numér de canale de comunicatie (porturi) prin care schimbé informatii
cu alte noduri. Canalele sunt fie prevazute on-chip—ca la transputerul T800 sau la
procesorul actual Compaq Alpha EV67/68, care au cate patru canale—fie asigurate de
procesoare (circuite) specializate pentru comunicatie. In ambele cazuri, comunicatia
poate decurge in paralel cu alte operatii (calcule) efectuate de catre procesor; structura
unui nod poate fi simplificata la modelul prezentat in figura 1.7, in care canalele
de comunicatie sunt realizate prin interfete DMA (Direct Memory Acces); pentru a
comunica pe un canal, procesorul indica interfetei DMA adresa din memoria locala
la care se gaseste sau la care trebuie depus mesajul, precum si lungimea acestuia;
apoi, DMA-ul transmite mesajul pe legatura fizica, accesaind memoria concurent cu
procesorul i, eventual, alte interfete DMA.
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Procesoarele utilizate in calculatoarele paralele cu memorie distribuita actuale
sunt de obicei de tip RISC (Reduced Instruction Set Computer); exemple actuale
sunt Hewlett Packard PA/RISC 8600, MIPS R14000, Sun UltraSPARC III; setul de
instructiuni al acestor procesoare este redus, obiectivele avute in vedere fiind:

— posibilitatea de a executa o instructiune pe ciclu masgina;

—reducerea suprafetei de circuit ocupate de partea de decodificare a instructiunilor,
eliberand loc pentru memoria cache (o parte din M; fiind deci pe aceeasi pastild cu
P;) sau pentru partea de comunicatie.

S-a ajuns aici deoarece s-a constatat ca procesoarele cu set mare de instructiuni
(CISC — Complex Instruction Set Computer) au doud dezavantaje: compilatoarele nu
folosesc la intreaga valoare acest set de instructiuni gi, in plus, partea de decodificare
a instructiunilor ocupa foarte mult din suprafata circuitului. Simplificand tipurile
instructiunilor si modurile de adresare, se castigd in viteza de executie. Suprafata
eliberatd astfel poate fi folosita si in scopul introducerii paralelismului in interi-
orul procesorului. Executia instructiunilor se face, aga cum am mentionat, in mod
pipeline, cu urmatoarele faze: citirea instructiunii, decodarea ei gi citirea operanzilor,
executia propriu-zisa de catre unitatea aritmetica si logica, depunerea rezultatului.
Aceasta functionare decurge la viteza maxima atata vreme cat nu exista conflicte sau
dependente de date intre instructiuni succesive, instructiuni de salt sau intreruperi.

O alta tendinta este aceea de incerca executia mai multor instructiuni pe tact (pro-
cesoare VLIW — Very Long Instruction Word); pentru aceasta e nevoie de mai multe
unitati functionale pentru diverse tipuri de calcule (intregi, in virguld mobila, sau
chiar mai specializat: adunare, inmultire), fiecare puténd functiona in mod pipeline;
procesoarele mentionate mai sus au cate doua unitati de calcul in virgula mobila. De
asemenea, magistrala de comunicatie cu memoria are dimensiuni mari, de exemplu
64 de biti, un cuvant putand contine mai multe instructiuni, care se vor executa in
paralel.

1.2.2 Cateva notiuni din teoria grafurilor

Putem asocia imediat o arhitecturd cu memorie distribuitd unui graf neorientat:
procesoarele sunt nodurile iar liniile de comunicatie intre procesoare (considerate
bidirectionale)—arcele. De aceea este necesard reamintirea unor notiuni din teoria
grafurilor gi reliefarea semnificatiilor lor specifice acestui context. (De asemenea, cum
se va vedea mai tarziu, gi unui algoritm 1i putem asocia un graf, important pentru
detectarea paralelismului.)

Un graf neorientat G = (V, E) este constituit dintr-o mul{ime V', a nodurilor, i
o alta, E C V x V, continand perechi de noduri, (in care nu distingem ordinea, deci
(z,y) = (y, 7)), adica arcele care unesc aceste noduri'.

Numarul de noduri ale unui graf este numit ordin; il vom nota cu p; in cazul
arhitecturilor paralele, p este numéarul de procesoare.

INotatia (V, E) este oarecum traditionald; in englezd, verter inseamnd nod, iar edge arc.
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Un arc de forma (v,v) se numeste bucld. Un graf fard bucle se numeste simplu.
Grafurile care ne intereseaza vor fi toate simple, o cale de comunicatie de la un procesor
la el insusi neavand sens.

Doud noduri sunt adiacente (sau vecine), daca existd un arc intre ele. Numérul
de vecini ai unui nod se numegte gradul nodului respectiv; este deci numarul de arce
plecand (sau venind, sensul nu conteaza) dintr-un nod. Altfel zis, gradul este numarul
de canale de comunicatie ale unui procesor.

Gradul unui graf (A) este maximul gradelor nodurilor componente. Graful este
requlat daca gradele tuturor nodurilor sunt egale. Observam ca numarul de arce al
unui graf regulat este pA/2.

Se numegte drum (sau cale) intre doud noduri z,y € V o secventa de noduri zo,
Z1, .-, T, astfel incat doud noduri consecutive sunt adiacente §i g = z, T = y-
Drumul se numegte elementar daca nodurile componente z1, ..., x—1 sunt distincte.
Intr-o arhitecturi cu memorie distribuita, un drum este o cale de comunicatie intre
doud procesoare; vor fi utilizate doar drumuri elementare, dupa cum este logic.

Lungimea unui drum este numarul de arce ale sale, k¥ in notatia de mai sus.
Distanta dintre doud noduri, dist(z,y), este lungimea celui mai scurt drum intre
acestea; in contextul memorie distribuitd, vom nota dist(P;, P;) sau chiar dist(i, j)
distanta intre procesoarele cu adresele i si j.

Diametrul grafului (D) este maximul tuturor distantelor intre perechi de noduri
ale grafului, adica distanta dintre cele mai departate noduri. Excentricitatea unui nod
este cea mai mare distanta dintre acesta si un alt nod; pentru orice nod, excentricitatea
este mai mica sau egald cu diametrul (o putem privi ca diametrul din punct de vedere
al nodului respectiv).

Vom numi ciclu un drum elementar pentru care nodul initial gi cel final sunt
identice. Un ciclu hamiltonian este un ciclu trecind (exact o datd) prin fiecare nod
al grafului; lungimea sa este egala cu ordinul grafului. Un graf posedand un ciclu
hamiltonian se numeste graf hamiltonian.

Un graf se numegte conez dacé exista (cel putin) un drum intre oricare doud noduri
ale sale.

Un arbore este un graf conex fara cicluri.

1.2.3 Topologii curente

Calitatile topologiei retelei de interconectare. Din punctul de vedere al algo-
ritmilor pentru arhitecturi cu memorie distribuita, este de mare importanta topologia
retelei de interconectare, deoarece aceasta restrange posibilitatile de comunicare. Sa
vedem intai care ar trebui sa fie calitatile acestei topologii.

Evident, graful trebuie sd fie conex. Apoi, pe de o parte, e de dorit ca gradul
grafului sa fie cat mai mic gi, daca se poate, graful sa fie regulat; deci, un procesor
sd nu aiba prea multe canale de comunicatie, pentru a fi usor de realizat (un numar
mare de canale inseamna complexitate mare a procesorului si numar ridicat de pini),
i toate procesoarele—identice, in mod obignuit—sa-gi foloseasca integral canalele;
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r Py P PplT

Figura 1.8: Calculator MIMD cu topologie de inel.

strans legata de aceasta este cerinta ca numarul total de arce sa fie relativ mic,
fiecare arc insemnand o conexiune fizica realizata printr-un traseu electric pe o placa
si, eventual, intre placi. Pe de alta parte, e cu atdt mai bine cu cat diametrul este
mai mic, astfel incit distantele intre procesoare sa fie limitate, iar comunicarea cat
mai facila.

Este clar ca aceste doua deziderate sunt antagonice; cu cat gradul e mai mic, cu
atat sunt mai putine arce, deci scad sansele sa existe drumuri scurte intre oricare
doua procesoare. Micgorarea gradului si a numarului de arce este o cerinta hardware,
cea a diametrului provine din software.

La o extrema se afla graful total interconectat (sau complet), in care exista arce
intre oricare doud noduri; diametrul siu este 1, gradul O(p) (mai exact? p — 1) si
numirul de arce O(p?) (exact p(p — 1)/2); dacd diametrul este perfect, gradul si
numarul de arce sunt imense; o astfel de topologie este realizabila practic doar pentru
un numar infim de procesoare. La cealaltd extrema se afla inelul, despre care vom
vorbi imediat.

In continuare vom enumera citeva tipuri curente de configuratii, impreuna cu
unele proprietati ale lor. Este vorba despre grafuri cu foarte bune proprietiti de
simetrie, pentru care descrierea algoritmilor se face intr-un mod mult mai simplu
decat in cazul unor asimetrii pronuntate.

Inelul. Intr-un inel (figura 1.8), procesorul P; este legat de P;, unde j = (i —
1)modpsau j = (i+1) mod p; in primul caz vom spune ca P; este vecinul din stanga,
in al doilea, cel din dreapta. Gradul inelului este A = 2, numéarul de arce p (ambele
valori fiind bune), dar diametrul este D = |p/2], adicd mare; de aceea, in astfel
de arhitecturi se utilizeaza putine procesoare; de altfel, nici unul dintre calculatoarele
performante actuale nu are aceasta topologie (degi ea a fost utilizatd la inceputul anilor
’80 in diverse modele experimentale) Din punct de vedere al notatiei procesoarelor,
pentru simplificare, vom considera cd notatia P; este corecta, indiferent de valoarea
intregului ¢, deci P; = Pj mod p; de exemplu, P_; si P,_; indica acelasi procesor.

Grila de dimensiune 2 (figura 1.9a) are p = m - n procesoare. Pentru simplitate,
convenim s& asociem procesorului o adresi cu doué coordonate, e.g. (7,7); o adresd
formata dintr-un numér in intervalul 0 : p — 1 se poate obtine banal, de pilda (i — 1) *
p+j corespunde lui (i, j), dacd numerotam procesoarele in ordinea liniilor. Procesorul

2Se spune despre o functie f(n) c& are valori de ordinul O(g(n)) daci, pentru toti n mai mari
decat un ng, existd doud constante c1 si ca astfel incat cig(n) < f(n) < ea2g(n). Cu alte cuvinte,
functia g(n), de obicei simpld (monom sau logaritm), poate fi folositd pentru aproximarea ordinului
de marime al functiei mai ”complicate” f(n).
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Figura 1.9: Exemple de calculator MIMD cu topologie de (a) grild 4 x 3 (b) tor
4 x 3.

P;; este legat de procesorul Py (cu 0 <4,k <m —15si0<j,1<n-—1), una singura
din conditiile urmatoare fiind indeplinité: |k —i| = 1 sau |l — j| = 1. Un procesor are
cel mult patru vecini (A = 4), numiti stanga, dreapta, sus, jos sau vest, est, nord,
sud; diametrul grafului este D = m + n — 2, iar numarul de arce 2mn —m — n. Un
exemplu de mare succes la mijlocul deceniului trecut este calculatorul Intel Paragon.

Torul de dimensiune 2 (figura 1.9b), este o grila 2D, cu procesoarele de la margini
legate intre ele astfel incat fiecare linie sau coloana de procesoare sa formeze un inel.
Torul este regulat, cu A =4, D = [m/2]| +|n/2] (vezi diametrul inelului) i numéar de
arce 2mn. Ca si la grila, procesoarele vor fi notate P;;; in afard de aceasta, se va folosi
artificiul de notatie de la inel, adica P;; = P; mod m,j mod n- Un exemplu de calculator
cu topologie tor 2D este Fujitsu AP3000. Grila si torul se pot generaliza imediat in 3
dimensiuni. Calculatorul Cray T3E, unul din cele mai puternice actualmente, are o
topologie de tor 3D.

Hipercubul (figura 1.10) a fost cea mai popularid arhitecturs in perioada 1985-
1990; marele sau succes a venit atat din calitatile intrinseci ale grafului, cat si din
numarul mare de algoritmi ce i se potrivesc (vom vedea mai tarziu care e sensul acestei
potriviri); calitatile algoritmice sunt cele care il fac in continuare demn de un interes
special. Notim 4 hipercubul de dimensiune d, care are p = 2% procesoare. Fiecare
procesor este legat de d vecini; P; este conectat de P; daca reprezentarile binare ale
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Figura 1.10: Doud exemple de hipercub: (a) de dimensiune 3 (b) de dimensiune 4.

numerelor i si j difera printr-un singur bit®; de exemplu, in hipercubul de dimensiune
3, Py este conectat cu Py, P> si Py (vom mai spune, cu acelagi inteles, ca 000 este
conectat cu 001, 010 gi 100 sau ca 0 este conectat cu 1,2 gi 4). Deci A = d = logp,
numarul de arce p(logp)/2 si diametrul D = logp (vezi problema 1.2.3). Un exemplu
de calculator cu topologie de hipercub este familia nCUBE.

Hipercubul poate fi definit gi recursiv; H4 poate fi obtinut ludnd doua copii ale lui
Ha—1 si addugandu-le arcele care unesc nodurile aflate in aceeasi pozitie in cele doud
copii; la adresele nodurilor se va adduga un bit in pozitia cea mai semnificativa: 0
pentru prima copie a lui Hg4_1, 1 pentru a doua.

Vom spune ca arcul unind P; si P; se gaseste in dimensiunea [ daca ¢ si j difera
in bitul din pozitia I; ne vom referi intotdeauna la reprezentari binare: dacd i =
bd—1%d—2 .. .91 ... 9g, atunci j = ig_1iq—2...7% ...4p; se mai spune ca P; si P; sunt vecini
in dimensiunea [; vezi, de exemplu, figura 1.10, in care sunt precizate dimensiunile
in care se afla arcele plecand din Py. Se vede deci ca eliminand toate arcele dintr-o
anume dimensiune a lui Hy, se vor obtine doud hipercuburi H4—1; eliminand apoi
arcele dintr-o altd dimensiune, vor rezulta patru hipercuburi Hq_» etc. Notam H}
familia de 29" hipercuburi H,., obtinute dintr-un hipercub 4 prin eliminarea arcelor
din dimensiunile d — 1,d — 2,...,d — r; altfel zis, nodurile din fiecare din aceste
hipercuburi au primii (i.e. cei mai semnificativi) d — r biti identici. Notam #/,(q) un
astfel de hipercub, anume pe cel care contine procesorul P,. In mod analog, notam
7 hipercuburile de dimensiune r, in fiecare nodurile avand ultimii (i.e. cei mai putin
semnificativi) d —r biti identici. De exemplu, in H3, hipercubul H3(0) are dimensiune
2 si contine nodurile 000, 001, 010, 011, iar hipercubul H2(0) contine nodurile 000,
010, 100, 110.

Simetrie. Pentru inel, tor si hipercub, simetria poate fi subliniata foarte simplu.

3Se mai spune ci distanta Hamming dintre cele dou# noduri este egali cu 1; distanta Hamming
este numarul pozitiilor in care reprezentarile binare difera: Zf;ol i; @ j;; notam cu ¢; bitul din pozitia
[, in reprezentarea binard a lui .



1.2. ARHITECTURI MIMD CU MEMORIE DISTRIBUITA 21

Topologie | A D N
Inel 2 O(p) O(p)
Grila 4 O(\/p) O(p)
Tor s | olyp | o)
Tor 3D 6 O(/p) O(p)
Hipercub | logp | O(logp) | O(plogp)

Tabelul 1.1: Gradul A, diametrul D si numarul de arce N pentru cele mai importante
topologii.

Notand un procesor oarecare cu Py, si pe celelalte in functie de acesta, se obtine
aceeagi constructie in toate cazurile. Cu alte cuvinte, toate procesoarele au acelagi
context local, toate ”"vad” ansamblul in acelagi fel; aceasta este o proprietate esentiala
in dezvoltarea algoritmilor: un procesor nu cunoaste decat adresa sa si directiile pe
care se afla canalele sale de comunicatie, deci vecinii sai; vom discuta aceste aspecte
in capitolul urmator. In plus, toate nodurile au aceeasi excentricitate, egala cu di-
ametrul. Din aceste motive, unii algoritmi vor fi prezentati in forma pentru Py, pentru
inel sau hipercub, sau Pyg, pentru tor, fara ca particularizarea si fie simplificatoare;
vom numi central acest procesor.

Produs cartezian. Topologiile de mai sus pot fi descrise alternativ sub forma
unui produs cartezian. Notam Z(p) = 0 : p—1; asociem elementelor lui Z(p), vizute ca
noduri ale unui graf, legituri care formeaza un inel. Cu aceasti conventie, identificim
Z(p) cuun inel. Se observa imediat cd torul m xn este produsul cartezian Z(m)xZ(n).
De asemenea, hipercubul este Z¢(2) = {0, 1}¢.

Comparatii. Recapitulam principalele caracteristici ale topologiilor prezentate
in tabelul 1.1, unde presupunem ca grila si torul au acelagi numar de procesoare in
orice dimensiune; lasam cititorului demonstratia proprietatilor torului 3D. In tabel,
topologiile sunt ordonate crescator dupa grad si descrescator dupa diametru.

Retele configurabile. Retelele de interconectare pot fi si configurabile, de ex-
emplu prin intermediul unor comutatoare in cruce (crossbar). Un astfel de comutator
permite conectarea a 2n linii, putandu-se realiza conectarea intre orice linie dintr-un
grup de n cu orice alta din celalalt grup de n. Se poate concepe o arhitectura ce
permite oricaror doua procesoare sa fie vecine. Complexitatea retelei este insa foarte
mare, de aceea nu se construiesc crossbar cu mai mult de 32 de intrari; se folosesc
in schimb diverse combinatii de crossbar-uri, care permit realizare unui numar mare
de topologii. Ca exemple, amintim calculatoarele din familia supernodurilor (din anii
’90), in care procesoarele erau transputere gi care puteau realiza orice topologie cu
grad mai mic sau egal cu patru (numarul de canale al transputerului); de asemenea,
calculatoarele actuale Sun 10000 Starfire, HP 9000 Superdome si SGI Origin 3000
(ultimele doud sunt formate din clustere conectate prin comutatoare in cruce).

Alte topologii. Pornind de la constrangerile constructive legate de grad si di-
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ametru, se poate formula problema (A, D): care este numarul maxim de noduri al
unui graf cu grad A si diametru D 7 Altfel spus, sa se gaseasca topologia cu grad
gi diametru impuse, dar cu cel mai mare numar de procesoare; problema este pusa
oarecum pe dos: ar fi fost poate mai natural sa se impuna gradul gi numarul de pro-
cesoare si si se minimizeze diametrul; in fond, este exact acelasi lucru. Problema
nu e decat partial rezolvatd. De exemplu, pentru A = 2, inelul este cel care atinge
optimul. Este curios ca grafurile obtinute in mod aleator au de multe ori foarte bune
proprietati din acest punct de vedere; ele sunt insa inutilizabile, datorita neregu-
laritatii lor. Oricum, formularea problemei a condus la o multitudine de propuneri de
posibile topologii, care, desi nu au fost puse in practica la scard mare, dovedesc bune
proprietati teoretice, nu numai din punctul de vedere (A, D), ci si din cel al adecvarii
diversilor algoritmi la aceste topologii. Mentionim aici doar grafurile de Bruijn si
Cube-Connected-Cycle.

Tendinte actuale. Panain 1990, hipercubul parea a fi topologia cea mai promita-
toare. Dupa aceea, grila si torul au beneficiat de avantajul ca li se pot adauga foarte
ugor procesoare, cu modificari minime in configuratia celor existente; grila reprezinta
un graf planar (se poate reprezenta in plan fira ca doud arce si se intersecteze), iar
torul se poate construi in doua planuri, de aceea sunt usor de realizat fizic. Torul 3D
beneficiaza de avantaje asemanatoare. In prezent, tendinta este de a face topologia
transparenta pentru utilizator; comunicatia este lasata sistemului de operare sau unor
biblioteci specializate, care permit comunicarea intre oricare doua noduri. Totusi,
cunoasterea topologiei este importanta din cel putin doua motive:

e multi algoritmi folosesc in mod natural o topologie virtuala in care comunicatiile
se desfagoara numai intre vecinii in graf; conceperea algoritmilor se bazeaza deci
pe o topologie de comunicatie;

e performanta obtinutd cu un program paralel poate fi imbunatatitd sensibil
atunci cand topologia virtuala a algoritmului corespunde topologiei reale a cal-
culatorului.

1.2.4 Scufundari

Aga cum am sugerat mai sus, in proiectarea de algoritmi paraleli se prefera o oarecare
distantare fatd de arhitectura, pentru a nu fi necesara rescrierea periodica a algorit-
milor, la eventuale schimbéri de arhitecturd. O cale de a realiza portabilitatea este
de a gandi algoritmi pe topologii simple (aceasta simplitate poate fi vazuta in doud
feluri: topologia in sine este simpla sau topologia este adecvata algoritmului, deci
simpla din punctul de vedere al acestuia; avem in vedere ambele sensuri) gi de a gasi
o metoda de ”suprapunere” a acestei topologii cu cea a arhitecturii reale; sunt, agadar,
doud nivele: unul al legaturilor logice, tipice algoritmului, altul al legaturilor fizice,
specifice masinii; se Incearca o potrivire a legaturilor logice cu cele fizice; vom reveni
mai pe larg in capitolul 4.
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Problema este interesanta gi din alte motive, de exemplu posibilitatea emularii
unei arhitecturi prin alta gi determinarea efortului cerut de aceastda emulare; sa ne
postam deocamdata in acest punct de vedere. Aceastd problema este cunoscutd sub
numele de scufundare a grafurilor.

Vom prezenta intai formularea matematica a problemei, explicind apoi semnifica-
tia notiunilor, de altfel destul de intuitive. Un studiu mai general poate fi gasit [22].

Definitii. Fie G si H doua grafuri simple neorientate. O scufundare a grafului G
in graful H este definita printr-o functie f definita pe multimea nodurilor din G, cu
valori in multimea nodurilor din H si o functie Sy definitd pe multime arcelor din G,
cu valori in multimea cailor din H; prin Sy se asociaza unui arc zy din G, o cale in
H care unegte f(x) cu f(y).

De obicei se vorbeste despre o scufundare doar prin intermediul functiei f, lasand
Sy subinteleasa (unui arc zy asociindu-i-se una din caile de lungime minim3 intre f(z)
gi f(y)). Pentru a masura eficienta unei scufundari se folosesc mai multi parametri,
dintre care amintim pe cei mai important;i:

e dilatarea unei scufundari, notata dil(f), este lungimea maxima a unei cai Sy (zy),
cu z,y € V(G), unde V(G) este multimea nodurilor grafului G. In cazul in care se
considerd caile cele mai scurte—deci lungimea céii Sy(zy) este dista(f(x), f(y)),
adica distanta pe H dintre f(x) si f(y)—atunci dilatarea se exprimi unic in functie
de f prin (se noteaza cu E(G) multimea arcelor din G):

dil(f) = max distu(f(z), f(y))-

zy€E(QG)

e congestia unei scufundari f a lui G in H este maximul, dupi toate arcele
e € E(H), a numarului de céi Sy(zy) € E(H), imagini de arce din G, care contin e.

Putem privi H ca fiind arhitectura reala, iar G topologia emulata (fie ¢ ea provine
dintr-un algoritm, fie ci este realmente a unei arhitecturi). Dilatarea exprima distanta
reald maxima intre doud noduri emulate; este de dorit sa fie cat mai mica, valoarea
ideald fiind 1. Congestia da informatii despre numéarul de canale emulate pe un
canal de comunicatie fizicd; cu cat acest numar este mai mic, conflictele de utilizare
a canalului vor fi mai reduse; valoarea ideala este 1; daca dilatarea este egala cu 1,
atunci gi congestia este tot 1.

Exemple. Vom prezenta doar citeva rezultate fundamentale, cu aspect intuitiv
foarte pregnant, de aceea fara detalii. Ne vom referi la legaturile intre topologiile cele
mai curente, anume inel, grila, tor gi hipercub.

O prima problema este de a afla daca un inel poate fi scufundat cu dilatare 1 in
topologiile de mai sus sau, cu alte cuvinte, daca se poate gasi pentru acestea un ciclu
hamiltonian.

O grila 2D de dimensiuni m x n are ciclu hamiltonian daca si numai daca m sau n
sunt pare (m,n > 2). Un exemplu semnificativ in ce priveste construirea ciclului este
prezentat in figura 1.11a, pe o grild 4 x 5. Intr-o grila cu ambele dimensiuni impare
se poate scufunda un inel cu dilatare 2; se observa din figura 1.11b ca linia oblica nu
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(a) (c)

Figura 1.11: (a) Ciclu hamiltonian intr-o grild 2D 4 x 5; (b) scufundarea unui inel
intr-o grild 5 x 5, cu dilatare 2; (c) ciclu hamiltonian intr-un tor 5 x 5.

100 101

111

011

000 001

Figura 1.12: (a) un alt mod de desenare a unui hipercub de dimensiune 3 (b) ciclu
hamiltonian in hipercubul de dimensiune 3.

corespunde unui arc al grilei; aceasta unica conexiune trebuie realizata prin doua arce
ale grilei; in ambele variante posibile, dreapta-sus sau stanga-jos, congestia este 2.

Un tor 2D are intotdeauna ciclu hamiltonian; daca m sau n sunt pare, se aplica
rezultatul precedent; dacd ambele dimensiuni sunt impare, constructia este (de exem-
plu) aseméndtoare cu cea din figura 1.11c, pentru un tor 5 x 5.

De asemenea, un hipercub are intotdeauna un ciclu hamiltonian (de fapt se pot
construi d cicluri disjuncte pentru un hipercub 2d-dimensional, aga cum se arata in
[19]). Ordinea in care se parcurg nodurile este cea din codul Gray reflectat. Un cod
Gray de dimensiune d este o permutare a celor 2% numere binare pe d biti, astfel incat
doud numere consecutive diferd printr-un singur bit (nodurile cu numerele vecine
sunt vecine in hipercub). De exemplu, codul Gray reflectat se construiegte recursiv,
dupd cum urmeaza: Gy = (0,1), Gq = (0G4-1,1GE ), i.e codul de dimensiune d se
obtine din codul de dimensiune d — 1, caruia i se adauga cifra 0 pe pozitia cea mai
semnificativa, urmat de acelasi cod de dimensiune d — 1, dar in ordine inversa, cu
cifra 1 adaugata pe pozitia cea mai semnificativa. Deci, G2 = (00,01,11,10), iar G5
poate fi vazut, in ciclul hamiltonian al unui hipercub de dimensiune 3, in figura 1.12.

O grild 2D de dimensiuni 272 x 2%/2 poate fi scufundati cu dilatare 1 intr-un
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Figura 1.13: Grila 4 x 4 mapata intr-un hipercub de dimensiune 4; un tor 4 x 4 este
chiar hipercubul !

hipercub n-dimensional (cu n par), ca si, de altfel, orice grila de dimensiuni 2" x 2",
cu ni + ne = n; un exemplu este prezentat in figura 1.13. Si pentru torul 2D este
valabil acest rezultat.

Probleme
P 1.2.1 Sa se arate ca numarul de arce dintr-un arbore de ordin p este p — 1.
P 1.2.2 Care este numirul de arce intr-un graf regulat de ordin p i grad A ?

P 1.2.3 Sa se arate ca distanta intre doua noduri oarecare cu adresele z,y din hipercubul
Ha este egald cu num&rul de pozitii in care cifrele din x gi y diferd (distanta Hamming intre

z siy).

P 1.2.4 Cate noduri se afla la distanta = de Py, intr-un hipercub H4 7

P 1.2.5 Care sunt vecinii procesorului P;; intr-un ciclu hamiltonian pe o grila n x n, cu n
par ?

P 1.2.6 Cum se face conversia intre reprezentarea binara a unui numar si codul sau Gray
(reflectat) ? Care sunt vecinii procesorului P, intr-un ciclu hamiltonian in hipercubul Hq4 ?
Caz particular: vecinii lui P4 intr-un ciclu hamiltonian in H4.

1.3 Criterii de performanta

Vom prezenta pe scurt citeva criterii prin care se apreciaza posibilitatile hardware
ale unui calculator paralel:

e Viteza de calcul maximi, masuratd in Mflop/s (Million FLoating point OPera-
tion per Second) sau, mai rar, in MIPS (Million Instructions Per Second). In primul
caz se masoard numarul de operatii in virguld mobild efectuate intr-o secunda (alte
prefixe: G pentru giga—10° operatii, sau T pentru tera—10'2 operatii), in al doilea
numarul de instructiuni. In descrierea vitezelor de calcul, se folosesc doua valori:
una de varf, care presupune ci procesoarele lucreaza la incarcare maxima (ignorand
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conflictele de acces la memorie, comunicatia, sincronizarile, timpii morti), si alta prac-
tica, evaluatd cu programe speciale de test (benchmark), care rezolvéd probleme des
intalnite in calculele gtiintifice. Unul dintre cele mai utilizate teste este LINPACK,
care contine rezolvarea unor probleme de algebra matriceala, ca de exemplu rezolvarea
de sisteme de ecuatii liniare. Recordul mondial actual este de peste 7 Tflop/s, realizat
de calculatorul IBM ASCI White de la Lawrence Livermore National Laboratory, in
anul 2000, si masurat la rezolvarea unui sistem de 518000 ecuatii liniare.

o Numarul de procesoare. Un calculator paralel, in special in clasa MIMD cu
memorie distribuita, nu are un numar fixat definitiv de procesoare. Datorita puterii
de cumparare gi necesitatilor diferite ale potentialilor clienti, se proiecteaza variante
arhitecturale cu numar de procesoare de la cateva zeci la cateva mii, diferentele con-
ceptuale Intre acestea fiind minime.

e Dimensiunea memoriei locale a unui procesor, sau a memoriei comune, daca
existd. Acesta e un parametru de mare importanta, deoarece dicteaza dimensiunea
problemelor care pot fi rezolvate. Pentru calculatoarele MIMD cu memorie distribuita
actuale, memoria locala a unui procesor este de ordinul Go.

e Frecventa ceasului unui procesor, care da informatii despre puterea unui nod. In
prezent, procesoarele utilizate in calculatoarele paralele lucreaza la frecvente de sub
1 GHz; totusi, datorita paralelismului lor functional, ele pot furniza viteze de calcul
de peste 1 Gflop/s.

e Caracteristici legate de viteza de comunicatie si in special banda de trecere a
unei legaturi, masuratd in numar de octeti transferati pe secunda. Valorile curente
sunt de ordinul 500 Mo/s. Totusi, ca si la viteza de calcul, trebuie sa diferentiem intre
viteza de varf, valabild doar pentru mesaje foarte lungi (cand nu se ia in considerare
timpul de amorsare a comunicatiei etc.) si cea atinsad efectiv in aplicatii reale. Vom
discuta despre caracteristicile comunicatiei in capitolul 3.

e Viteza de acces la memorie a fiecarui procesor, esentiala pentru calculatoarele
cu memorie comuna. Valorile actuale ale acestei viteze sunt de ordinul sutelor de
Mo/s.

e Viteza de comunicatie cu exteriorul, care poate produce un efect de strangulare
a vitezei efective de calcul, prin introducerea unor timpi morti datorati nealimentarii
cu programe si date a calculatorului paralel.

e Suportul software oferit o data cu calculatorul. In ultimii ani, se constata
un efort intens de standardizare, materializat in aparitia de biblioteci implementate
eficient pe toate arhitecturile (sau pe clase de arhitecturi). Aceasta permite porta-
bilitatea programelor paralele, ceea ce acum 10 ani parea un tel indepartat. Vom
prezenta cateva biblioteci importante in aceasta carte.

e Raportul intre costul calculatorului gi viteza sa de calcul sau, mai popular,
pretul unui Mflop/s. Acesta, ca peste tot, e de multe ori hotarator. Tendinta actuald
este de a mentine cat mai scidzut acest raport, chiar daca nu se obtine o viteza de
calcul deosebit de ridicata.

Este clar ca trebuie sa existe o armonie intre valorile acestor parametri. De exem-
plu, nu are sens ca viteza de comunicatie sa fie mult mai mare decat viteza de calcul:
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un element in virgula mobila sa poata fi mult mai repede transmis decat calculat. Ev-
ident ca nici situatia inversa nu e de dorit. Exista, de asemenea, corelatii intre viteza
de calcul si capacitatea memoriei; aceasta din urma trebuie gandita dupa dimensiunea
problemelor pe care calculatorul le poate rezolva in timp rezonabil. Criteriul principal
de apreciere a unui calculator paralel ramane totusi viteza de calcul.

Lista celor mai rapide 500 de calculatoare din lume, actualizata semestrial, poate
fi gasita la http://www.topb500.org. Pe primele locuri se gasesc calculatoare de
constructie speciala, in majoritate unicate, cu mai mult de 1000 de procesoare. Pentru
ilustrarea criteriilor de mai sus, prezentam figa tehnicad a doué calculatoare comerciale.

Cray T3E este un calculator MIMD cu memorie distribuita, cu o topologie de tor
3D; nodurile sunt construite cu procesoare DEC Alpha 21164, cu o frecventi a ceasului
de 675 MHz i o performanta de varf de 1.35 Gflop/s (procesorul are doud unitati
de calcul in virguld mobild), si cu o memorie de 2Go. Numirul de procesoare poate
varia intre 40 gi 2176. Viteza maxima de comunicatie pe fiecare legiatura intre noduri
este de 325 MB/s, bidirectional. Viteza maxima de calcul atinsi este de 1.127 Tflop,
pentru rezolvarea unui sistem liniar de dimensiune 148800, folosind 1488 procesoare.
Mai multe informatii se pot obtine la http://www.cray.com.

Sun Enterprise E10000 este un calculator MIMD cu memorie comuna, avand
4 pana la 64 procesoare UltraSPARC, functionand la o frecventd de 400 MHz si
avand o performanta de varf de 800 Mflop/s. Capacitatea memoriei comune este
de pana la 64 Go, iar viteza de acces la memorie de 200-400 Mo/s pe procesor
(valoarea minima este pentru numarul maxim de procesoare). Viteza maxima ra-
portatd este 43.8 Gflop/s (test LINPACK). Mai multe informatii se pot obtine la
http://www.sun. com, iar pentru exemplarul instalat in Universitatea Politehnica Bu-
curesti, la http://hpc.ss.pub.ro.
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Capitolul 2

Modele de programare

In acest capitol vom prezenta modele de programare pentru calculatoarele MIMD,
cu memorie distribuitd sau comuna. Aceste modele ne vor permite descrierea pre-
cisd a algoritmilor intr-un pseudocod care poate fi translatat cu usurinti in forma
implementabila pe un calculator paralel.

Paradigma unica de programare folosita in aceasta carte gi in calculatoarele MIMD
actuale este SPMD (Single Program Multiple Data): toate procesoarele executa
acelasi program, dar fiecare utilizeaza un set propriu de date. Acest mod de lucru
combina versatilitatea arhitecturilor MIMD cu facilitatea programarii.

Organizarea memoriei in arhitectura paralela determina caracteristicile secundare
ale modelului de programare, referitoare la modul in care coopereaza procesoarele.
In cazul memoriei distribuite se lucreazi cu modelul de comunicatie prin mesaje; mai
precis, procesoarele comunica numai prin intermediul unor mesaje transmise de la un
procesor sursa la unul destinatie; asadar, comunicatia este explicita. In cazul memoriei
partajate, comunicatia se face implicit prin memoria comuni; modelul de programare
se bazeazd pe arhitectura ideald PRAM (Parallel Random Access Machine).

Toate aceste modele vor fi detaliate in continuare. De asemenea, dedicam o
sectiune consistentd standardului de comunicatie prin mesaje MPI (Message Pass-
ing Interface).

2.1 Descrierea algoritmilor SPMD

Degi in stilul SPMD toate procesoarele executa acelagi program, trebuie facute doua
precizari importante:

e Executia instructiunilor nu este sincrona, adica fiecare procesor executa instructiunile
in ritmul sau propriu.

e Nu toate procesoarele executa aceleasi instructiuni, adica desi programele incarcate
in memoriile procesoarelor sunt identice, totugi pot exista diferente la executie.

29
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Prima precizare este justificata de insasi arhitectura MIMD, in care nu exista sincro-
nism. A doua necesita detaliere, deoarece pare in contradictie cu definitia modelului
SPMD.

Adresa unui procesor. Un program se executa pe p procesoare ale unui calcula-
tor paralel; in general, valoarea lui p este mai mica decat numarul total de procesoare
al calculatorului, in functie de dorinta utilizatorului, care ia in seama dimensiunile
problemei pe care o are de rezolvat si gradul de incarcare a calculatorului. (in gen-
eral, noi nu vom face distinctie intre p si numarul total de procesoare, deoarece nu
este important din punct de vedere algoritmic.) Procesoarele sunt numerotate de la
0 la p — 1, dar aceasta numerotare nu este statica, ci se face in momentul lansarii
in executie. Totusi, procesoarele pot sa-gi afle adresa proprie, printr-o primitiva a
sistemului de operare sau de biblioteca. In descrierea algoritmilor, vom preciza ca, de
exemplu, adresa este continuta de variabila k, spundnd ca algoritmul e valabil pentru
procesorul Py; implicit, variabila continand adresa procesorului curent va fi numita id.
Procesoarele pot executa instructiuni diferite in functie de adresa lor. De exemplu,
daci programul unic al procesoarelor arata astfel

1. daca id = 3 atunci
1. aiq < 1

2. altfel
1. a;q < 0

atunci doar procesorul P3 executd instructiunea ajq < 1, in timp ce toate celelalte
executd aiq < 0. In consecinta, in final, vectorul a € RP are elementele a = 0, k # 3,
§1 as = 1.

Variabile. Indici locali si indici globali. In descrierile algoritmilor, variabilele
nu vor fi declarate; utilizarea unei variabile inseamn& implicit declararea ei; tipul
variabilei (intreg, real etc.) va rezulta din context. In privinta locului in care se afls o
variabila in memorie gi a modului in care ne referim la ea, trebuie sa facem o distinctie
importanta.

e In cazul memoriei comune, fiecare variabila se afla in aceasta, iar referirea la
variabile se face la fel ca in programele secventiale. Micul exemplu de mai sus
este elocvent, elementele vectorului a fiind referite cu indicii lor reali.

e In cazul memoriei distribuite, un procesor executa programul unic utilizand date
din memoria sa locala. Asadar, o variabila a unui program SPMD este multipli-
catd: fiecare procesor detine un exemplar, asupra caruia are control complet. Un
procesor nu poate modifica variabile din memoria altui procesor. Prin urmare,
in exemplul de mai sus, fiecare procesor detine doar un element al vectorului
a € RP, anume elementul al carui indice este egal cu adresa procesorului. In
mod natural, vom nota acest element tot cu a, insa indicii vor disparea, iar
programul de mai sus va fi transformat astfel:

1. daca id = 3 atunci
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l.a+1
2. altfel
1l.a+< 0

De unde in primul caz a era un vector aflat intr-o singura zona de memorie,
acum vectorul este distribuit in memoriile locale ale procesoarelor.

Daca pentru memoria comuna lucrurile sunt foarte clare, in cazul memoriei dis-
tribuite avem de ales intre cele doua variante de mai sus, in prezentarea algoritmilor.
Varianta didactici este de a folosi indici globali, ca si cum vectorii s-ar afla in intregime
in memoriile procesoarelor, dar fiecare procesor efectueaza numai adunarea sa; in
acest caz scriem ca Py executa ay < 0, la fel ca pentru memorie comuna. Daca tinem
seama ca fiecare procesor are de fapt in memorie un singur element al vectorului,
atunci scriem ca Py, executa a < 0; variabila este scalard; indicele a disparut. Daca
vectorul a ar avea dimensiune mai mare decat p, atunci fiecare procesor ar avea mai
multe elemente in memoria locald, stocate contiguu; accesul la ele se va face cu indici
locali.

In general, vom folosi indicii globali, pentru ci permit o descriere mai clarg a
algoritmilor. Céand indicii sunt locali, adicad se refera la partea dintr-un vector (sau
matrice) aflatd in memoria locald a unui procesor, vom mentiona explicit acest lucry;
acesta este modul de lucru in programele reale, de aceea vom da suficiente exemple
de programe in ambele forme.

Pseudocod. Limbajul in care vor fi descrisi algoritmii va fi mai mult sau mai
putin formal. In general vom folosi un pseudocod format din cateva instructiuni
obignuite in limbajele de programare de nivel inalt, aga cum am gi facut-o mai sus.
Rezumam aici aceste instructiuni, presupunand cititorul familiarizat cu semnificatia
lor.

e Atribuirea se va simboliza cu <; deci a <+ 1 Inseamna ci variabila a capata
valoarea 1 (a nu se confunda cu =, operatorul semnificand egalitatea). Semnul < se
va folosi pentru interschimbarea valorilor a doud variabile.

e Instructiunea de decizie va avea forma daca expresie logica atunci instructiun;
instructiunile se executa daca conditia este adevarata. Poate exista si o ramura care se
executa atunci cand conditia este falsa, ramura care va urma cuvantului cheie altfel.

e Instructiunea pentru i = vi : pas : vf, instructiuni reprezinta ciclul cu numar
cunoscut de pagi; contorul ¢ ia valori de la valoarea initiala vi la valoarea finald vf,
la fiecare iteratia adaugandu-i-se valoarea pas. Pasul poate lipsi, fiind implicit 1, ca
de exempluini =1:n.

e Instructiunea cat timp expresie logica, instructiuni este ciclul cu numar ne-
cunoscut de pagi si test initial. Instructiunile se executa atat timp cat expresia logica
este adevarata.

e Instructiunea stop termina executia programului; ea nu e neaparat necesara,
dar ne permite sa scurtam descrierile algoritmilor.
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Pentru descrierea expresiilor logice sau a celor aritmetice vom folosi semnele
matematice uzuale.

Algoritmii vor fi numerotati, eventual denumiti dupa autorul lor sau cu un nume
consacrat, si vor avea cateva cuvinte explicative la inceput, rezumand problema pe
care o rezolva si conditiile de functionare, incluzand, daca e cazul, adresa procesorului
pentru care este valabil algoritmul.

O instructiune va ocupa, in general, o singura linie; pentru cele care pot ocupa mai
multe linii, adica daca, pentru gi cat timp, liniile urmatoare primeia vor fi inden-
tate (aliniate mai spre dreapta), prin aceastd metoda putand fi determinat sfarsitul
instructiunii; algoritmii vor avea descrieri suficient de scurte pentru a nu mai intro-
duce un cuvant cheie special pentru terminarea unei instructiuni de acest tip. Liniile
algoritmului sunt numerotate dupa o regula evidenta in exemplul de mai sus: lini-
ile aliniate la acelagi nivel sunt numerotate in ordine, incepand de la 1, pana cand
se intalneste o instructiune de nivel superior (adica aliniatd mai la stanga). Pentru
referire se foloseste numarul liniilor tuturor instructiunilor in interiorul cirora se afla
instructiunea curenta, la care se concateneaza numaérul liniei instructiunii. Asadar,
in ultimul exempl de mai sus, instructiunea a + 0 are numarul 2.1.

Descrierea paralelismului. O problema oarecum delicata este modul in care
se descriu actiuni ce au loc in paralel. Modelul SPMD descrie implicit paralelismul;
pentru facilitarea studiului unui algoritm, putem presupune ca toate cele p procesoare
incep simultan executia programelor lor, ceea ce in realitate nu se intampla de obicei;
a vedea 1nsa in ce masura operatiile se desfagoara intr-adevar in paralel tine de buna
intelegere a algoritmului; vom incerca sa explicam cat mai des ce anume se intampla in
paralel gi ce actiuni sunt conditionate de altele (capitolul 4 va oferi unele instrumente
suplimentare). In afara paralelismului implicit, vom folosi totusi si instructiunea in
paralel, in doua contexte destul de diferite:

1. Primul, coerent cu cele spuse pand acum, este cel al unor actiuni care se
desfagoara in paralel pe un acelasi procesor—de exemplu mai multe comunicatii
si, eventual, calcul.

2. Al doilea va fi cel al unor formulari la nivel global ale algoritmilor (mai putin
riguroase), descriindu-se actiuni paralele desfasurate pe procesoare diferite; va
fi utilizat mult mai rar, in special atunci cand lucrurile vor fi suficient de clare.

In primul caz, instructiunea in paralel nu inseamna obligatoriu executie para-
leld, ci numai potentialul pentru aceasta. Instructiunea va fi utilizata mai ales pen-
tru noduri ale unui calculator cu memorie distribuitd (vezi figura 1.7), acolo unde
comunicatia pe diverse canale poate decurge in buna masura in paralel cu activitatea
(de calcul) a procesorului (si unde este destul de greu de decis in ce méasura este vorba
despre paralelism sau concurentd). Executia unei instructiuni in paralel se termin
o data cu terminarea executiei ultimei instructiuni componente.

Posibile ambiguitati. Combinatia instructiunilor in paralel si pentru poate
da nagtere la ambiguitati: trebuie precizat daca instructiunile din bucla pentru se
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executa secvential sau paralel. In secventa de instructiuni

1. in paralel
1. pentrui=0:n—-1
1. instructiun 1
2. instructiuni 2

instructiunea pentru 1.1 si grupul instructiuni 2 din linia 1.2 se executa in paralel;
in interiorul instructiunii pentru, iteratiile dupa contorul i se executa secvential: se
executa grupul instructiuni 1 pentru ¢ = 0, apoi aceleagi instructiuni pentru ¢ = 1
etc. In schimb, in secventa

1. pentru¢=0:n —1, in paralel
1. instructiuni(i)

se executd in paralel grupul instructiuni(i) pentru toate valorile lui ¢ intre 0 gi n — 1.
Confuzii cu cazul precedent pot fi in urmatoarea situatie:

1. pentrui=0:n-1
1. in paralel
1. instructiun 1
2. instructiuni 2

cand, pentru fiecare iteratie in ¢ a buclei pentru, instructiunile 1.1.1 si 1.1.2 se executa
in paralel, dar iteratiile se executa secvential.

2.2 Modelul de comunicatie prin mesaje

Discutam in aceastad sectiune numai despre programarea calculatoarelor MIMD cu
memorie distribuitd. Deoarece fiecare procesor are memoria sa proprie, singura modal-
itate de comunicare intre procesoare este transmiterea de mesaje. Operatia de baza
este cea 1n care un procesor sursa P, transmite un mesaj M continand date din memo-
ria sa M, unui procesor destinatie P,, care stocheaza datele in memoria sa M,. In
general, vom presupune ca procesoarele sursa gi destinatie sunt vecine, adica exista o
legatura fizicd intre ele, pe care circuld mesajul. (Cazurile in care aceasta reguld nu
este respectata vor fi mentionate explicit.)

Primitive de bazi. In modelul de programare descris mai sus, numit model
de comunicatie prin mesaje, orice operatie de comunicatie poate fi descrisa utilizand
doar doua primitive de comunicatie: una de transmitere executata de procesorul sursa,
pe care o vom numi send, alta de receptie executata de destinatar si numita recv.
Sintaxa lor este urmatoarea

send(date, dest)
recv(date, sursd)
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Pentru ambele moduri de apel, date este un nume (o variabild) din care sa rezulte
clar locul in memoria locald in care se afld datele de transmis (sau in care se stocheazi
datele receptionate), precum gi lungimea mesajului. Al doilea parametru este un nume
ce identifica vecinul cu care se comunica si deci portul care va efectua comunicatia;
pentru simplitate, atunci cand va fi posibil, vom folosi drept nume al vecinului directia
pe care se gaseste acesta: stanga, dreapta, sus, jos, vest, est, nord, sud; aceste denu-
miri sunt potrivite pentru inel, grild sau tor; pentru hipercub va fi folosita dimensiunea
pe care se comunica, un numar intre 0 gi d — 1. Asgadar,

send(A(i, :), dreapta)

inseamnd operatia de transmitere a liniei ¢ a matricei A (folosim notatia in stil Mat-
lab), de dimensiune presupusa cunoscutd, catre vecinul din dreapta al procesorului ce
executa operatia.

Vom presupune intotdeauna ca datele formeaza o zona contigua in memorie, ceea
ce nu este neaparat adevirat. Aceasta reprezinta o problema practica de cea mai mare
importanta in eficienta comunicatiei; necontiguitatea datelor in memorie implica fie
transmiterea mai multor mesaje, ceea ce inseamna de regula un consum mai mare de
timp, fie copierea datelor intr-o zona contigua, deci folosind operatii suplimentare. De
aceea, modul in care sunt organizate matricele in memorie—pe linii sau pe coloane—
nu poate fi neglijat.

Corectitudinea comunicatiei. Este evident ca primitivele send si recv trebuie
sa apara in perechi, pe ansamblul procesoarelor; orice operatie de transmisie a unui
procesor este insotitd de una de receptie a unui vecin al sdu. Acesta este un prim
criteriu de corectitudine a comunicatiei intr-un algoritm. Iata un singur exemplu,
foarte simplu; sa presupunem ca procesorul Py, trebuie sa transmita un acelagi mesaj
M vecinilor sai pe un inel, Py §i Pgy1. Algoritmul are forma urmétoare

1. daca id = k£ atunci

1. send(M, dreapta)

2. send(M, stanga)
2. altfel daca id = (k — 1) mod p atunci recv(M, dreapta)
3. altfel daca id = (k + 1) mod p atunci recv(M, stanga)

Sunt in total doud apeluri send si doud recv, deci totalul este corect. Primul
send este efectuat in instructiunea 1.1 de catre Py, spre dreapta, adica spre procesorul
P(141) mod p; la randul sdu, acest procesor, in linia 3, executd recv din stanga, adica
receptioneaza de la Pj. Se verifica in mod analog ca a doua pereche send-recveste
corecta.

Terminarea locala a comunicatiei. Sa presupunem ca procesorul P transmite
un mesaj procesorului P,. Deoarece fiecare procesor are fluxul sau de instructiuni,
momentele in care Ps apeleaza primitiva send, iar P, recv, sunt in general diferite.
Transmiterea efectivd a mesajului se face doar dupa ce ambele procesoare au apelat
primitivele respective. Se pune intrebarea: ce face procesorul care a apelat primul
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primitiva sa de comunicatie, din momentul apelului §i pana cand celalalt procesor
apeleaza primitiva pereche ? Sunt doua raspunsuri posibile:

1. asteapta (fard sa faci nimic); este cazul comunicatiei blocante;
2. poate executa alte operatii; comunicatia este non-blocanta.

Comunicatie blocanta. Ilustram acest tip de comunicatie in figurile 2.1 si 2.2,
presupunand ca procesorul sursa este primul care apeleaza primitiva de comunicatie
(cazul in care destinatarul face primul apel este obtinut prin simetrie). In figura 2.1, la
apelul primitivei send de catre sursa zona de memorie numita generic "mesaj” contine
datele care trebuie transmise (ceea ce este marcat printr-un dreptunghi hagurat); pana
in momentul apelarii recv de catre destinatar, procesorul sursa nu executd nici o
operatie, deci este blocat; dupéd apelul recv are loc comunicatia efectivd (marcatd in
figurd cu o sageatd), dupa care zona "mesaj” devine libera, adicd poate fi utilizata in
alte scopuri. Deoarece unul din procesoare asteapta fara a face altceva, iar rutinele
send si recv se termind doar dupa transferul mesajului, comunicatia se numeste
blocanta si sincrond.

In figura 2.2, comunicatia blocanta are loc printr-un buffer. Primitiva send muta
mesajul din zona sa originala intr-un buffer; dupa aceasta, executia send se ter-
mind, zona de memorie a mesajului putand fi refolosita. Mesajul trece din buffer la
destinatie atunci cand se executa recv; de comunicatia efectiva se ocupa o rutina de
bibliotecd sau a sistemului de operare (deci la nivel ierarhic inferior), care lucreaza
in paralel (sau concurent) cu programul principal, utilizind facilititile arhitecturale
pentru comunicatie, de exemplu DMA in figura 1.7. Procesorul sursi este blocat doar
in timpul in care mesajul este copiat in buffer. Observiam ca terminarea rutinei send
la sursa nu este conditionata de apelul recv la destinatie.

Atat in varianta sincrona cat gi in cea prin buffer, la terminarea executiei prim-
itivei send, zona de memorie in care era memorat mesajul poate fi refolosita, iar
la terminarea executiei recv, mesajul este receptionat in zona de memorie alocata
acestui scop.

Comunicatie non-blocanta. In modul non-blocant, primitivele send si recv se
termind imediat dupa apel, fara ca zona de memorie a mesajului sa fie libera la send
sau sa contina mesajul la recv. Primitivele au doar rolul de a initia comunicatia,
transferul efectiv fiind realizat mai tarziu la un nivel inferior. Dupa terminarea
executiei send sau recv, procesorul poate executa alte operatii, in paralel sau con-
curent cu comunicatia. Si in modul non-blocant comunicatia se poate desfasura sin-
cron sau prin buffer; prima varianta este ilustrata in figura 2.3; cealalta este lasata ca
exercitiu cititorului.

Este evident ca primitivele de comunicatie non-blocante trebuie sa fie insotite
de posibilitatea de a afla cand se termind comunicatia efectiva, mai exact de a afla
cand zona de memorie a mesajului poate fi refolosita de procesorul sursa sau poate fi
utilizata de procesorul destinatie. In acest scop se introduce primitiva wait(pe care o
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Procesor sursa Procesor destinatie
Operatie Mesaj Mesaj Operatie
apel send v :
t blocat

. \\ C 1 apel recv
end send ] E o, end recv

Figura 2.1: Comunicatie blocanta intre doua procesoare, modul sincron.

Procesor sursa Procesor destinatie

Operatie Mesaj  Buffer Mesaj Operatie

bldcat

apel send \
end send ]

\n
s

., \\ 1 apel recv
1 A, end recv

Figura 2.2: Comunicatie blocanta prin buffer.

Procesor sursa ; Procesor destinatie
Operatie Mesaj Mesaj Operatie
apel send A, I
end send

t | alte operatii

. \\ L1 apel recv
mem. liberd ] 27 end recv

'
'
'

1

Figura 2.3: Comunicatie non-blocanta sincrona.
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vom folosi mai ales in traducerea agteapta), de asteptare a terminarii comunicatjiei.
Agadar, utilizarea tipica a rutinelor non-blocante este

1. send(date, dest)

2. executa operatii care nu modifica date
3. asteapta terminarea send

4. modifica date

In mod evident, daca agteapta este executats imediat dupa send sau recv, efectul
este acelagi ca in cazul primitivelor blocante.

Comparatii. Comunicatia non-blocanta este mai flexibila gi este mai folosita,
in special in cazul tipic cand exista coprocesoare specializate pentru comunicatie;
ea are avantajul de a permite executia altor operatii, de catre procesor, in timpul
comunicatiei, si deci economisirea timpului unitatii centrale. Desigur, programarea
concurentd a comunicatiei cu alte operatii este uneori mai dificild; pot apéarea erori
de gestionare a zonelor de date, cu manifestari diferite in functie de desfagurarea in
timp a comunicatiei.

Conventii de apel. Pastram un singur nume pentru rutinele de comunicatie,
indiferent de modul blocant sau non-blocant. Contextul va decide ce mod este folosit.
De asemenea, vom folosi relativ rar primitiva agteapta; in general, vom presupune,
pentru claritatea algoritmilor, cd operatiunile de comunicatie nu se desfagoara in
paralel cu calculele. Atunci cdnd vom dori sa evidentiem acest paralelism o vom face
explicit. S& presupunem, de exemplu, ¢ un procesor dintr-un hipercub cu p = 2¢
noduri transmite un mesaj tuturor vecinilor sai. In cazul comunicatiei blocante vom
scrie (numai pentru procesorul sursa)

1. pentrut=0:d -1
1. send(mesayj, 1)

(Reamintim ca i reprezinta dimensiunea pe care se transmite.) Pentru comunicatia
non-blocantd, vom evidentia desfasurarea in paralel a mai multor transmisii, scriind

1. pentru¢=0:d— 1, in paralel
1. send(mesaj, 7)
2. asteapta terminarea tuturor operatiilor send

In general, pentru economie de spatiu, vom ignora apelul primitivei agteapta, pre-
supunandu-l implicit.

Erori frecvente in comunicatia blocanta. Sa presupunem ci, pe un inel
de procesoare, se efectueaza urmatoarea operatie de comunicatie colectiva: fiecare
procesor transmite vecinului sau din dreapta un mesaj. Echivalent, fiecare procesor
trebuie sa receptioneze un mesaj de la vecinul sau din stanga. Notam generic cu
dl gi d2 variabilele locale alocate mesajului propriu, respectiv celui receptionat. In
modul non-blocant, cu conventiile de mai sus, programul unui procesor poate fi scris
in oricare din cele doua forme de mai jos.
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1. in paralel 1. send(d1, dreapta)
1. send(dl1, dreapta) 2. recv(d2, stanga)
2. recv(d2, stanga) 3. agteaptaterminarea send §i recv

Vom prefera scrierea din stanga.
In modul blocant, banala secventa

1. send(dl, dreapta)
2. recv(d2, stanga)

reprezintd un program incorect, daca transmisia se face sincron. In acest caz, fiecare
procesor incepe prin a transmite gi apoi asteapta procesorul din dreapta sa execute
receptia, ceea ce nu se intdmpla: toate procesoarele se blocheaza. In schimb, daca
transmisia se face prin buffer, atunci operatia send se termina local la transferul
mesajului in buffer (independent de actiunile procesorului destinatie), deci receptia
poate sa inceapa.

O solutie simpld de a evita blocarea in cazul blocant sincron este ca parte din
procesoare sa inceapa prin a transmite, iar celelalte prin a receptiona; este interesant
ca oricum se face impartirea procesoarelor in doud multimi nevide, comunicatia va
functiona. Cel mai rapid algoritm este urmatorul:

1. daca id este par
1. send(dl1, dreapta)
2. recv(d2, stanga)
2. altfel
1. recv(d2, stanga)
2. send(dl, dreapta)

Daca numarul de procesoare p este par, atunci au loc efectiv doua etape de comunicatie;
in prima transmit procesoarele cu adresa para si receptioneaza cele cu adresa impara,
in a doua lucrurile se petrec invers. In schimb, daca p este impar, au loc trei etape;
de exemplu, cand p = 5, in prima etapa, transmisiile sunt Py — P, si P» — Ps;
observam ca P, nu poate transmite, deoarece vecinul sau din dreapta este Py, care
este ocupat. In a doua etapa, au loc transmisiile Py — Py §i P, — P»; procesorul
P; nu poate transmite, deoarece P, este ocupat. In fine, in ultima etapa, ramane
o singura transmisie de efectuat, indiferent de numirul de procesoare; in exemplul
nostru este vorba despre P; — Pj.

Pentru a evita complicatii de tipul celor de mai sus, vom presupune ca in modul
blocant transmisia se face prin buffer.

Probleme

P 2.2.1 Descrieti in pseudocod urmatoarea operatie de comunicatie intr-un hipercub: un
(unic) procesor Py, transmite un mesaj M tuturor vecinilor sii pe hipercub. Aceeasi problemi
pentru tor.
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P 2.2.2 Descrieti in pseudocod operatia de comunicatie in care, pe un hipercub, fiecare
procesor transmite un acelagi mesaj M tuturor vecinilor sai. Scrieti un algoritm general,
precum si unul care si functioneze in cazul blocant sincron. Idem pentru tor.

2.3 Standardul MPI

Message Passing Interface (MPI) este un standard descriind primitive de comunicatie—
in contextul unui model de programare SPMD cu comunicatie prin mesaje—aparut
la mijlocul anilor ’90, ca urmare al unui efort comun al cercetatorilor din mediul aca-
demic si din industrie. La ora actuala, MPI este disponibil pe toate calculatoarele
MIMD cu memorie distribuitd, sub forma de biblioteca de rutine optimizate pe cal-
culatoarele respective. Scrierea unui program folosind rutinele de comunicatie MPI
asigura portabilitatea; eficienta comunicatiei este garantata de implementarile perfor-
mante disponibile ale rutinelor MPI. Vom prezenta aici doar citeva rutine, impreuna
cu concepte specifice MPI; cititorul interesat poate gasi o documentatie completa
la http://www.mpi-forum.org; in afara implementarilor pe calculatoare paralele,
MPI este disponibil si pentru alte medii, de exemplu Linux sau Windows NT; ast-
fel, scrierea i testarea unui program utilizind MPI se pot face extrem de ugor pe o
retea de cateva PC-uri—desigur, pe probleme de dimensiuni reduse. Standardul MPI
este descris pentru limbajele FORTRAN si C. In cele ce urmeazi, vom folosi numai
conventiile de apelare a functiilor C. Numim program MPI un program care utilizeaza
MPI pentru comunicatie.

Generalitati. O rutind MPI se executd in cadrul unui grup de procesoare, numit
comunicator. Initial, exista un singur comunicator, numit MPI_COMM_WORLD, continand
toate procesoarele pe care se executd programul. Pentru multe aplicatii, acest comu-
nicator este suficient; exista rutine MPI care permit crearea dinamica a grupurilor
de procesoare. In cadrul unui comunicator, procesoarele sunt numerotate de la 0
la p — 1, unde p este numarul de procesoare din comunicator. Un procesor poate
afla numarul de procesoare din comunicator si adresa proprie (numitd rang in MPI)
apeland urmatoarele rutine:

int MPI Comm_size(MPI_Comm com, int *p)
int MPI_Comm rank(MPI Comm com, int *my._id)

In ambele rutine, MPI_Comm este tipul predefinit pentru comunicatoare; variabila
com este comunicatorul in care se afla procesorul, in cazul cel mai general MPT_COMM_WORLD.
In variabilele p si my_id, rutinele returneazi valorile numirului de procesoare, re-
spectiv a adresei procesorului apelant. Toate rutinele MPI (care reprezintd functii
C) intorc un intreg caracterizdnd succesul executiei: MPI_SUCCES inseamnd executie
corecta, alte valori reprezinta coduri de eroare predefinite.

Structura unui program MPI. Incadrandu-se in modelul SPMD, un pro-
gram MPI are forma obisnuitd a unui program secvential. Rutinele MPI_Init si
MPI Finalize trebuie apelate inaintea, si respectiv dupa, orice alte rutine MPI (men-
tionam ca MPI_Init primegte argumentele argc gi argv, acestea avand sau nu o
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Comunicatie | blocanta | non-blocanta
standard MPI_Send MPI_Isend
MPI _Recv MPI_Irecv

prin buffer | MPI_Bsend | MPI_Ibsend
sincrona, MPI_Ssend | MPI_Issend

Tabelul 2.1: Numele rutinelor MPI, pentru diverse tipuri de comunicatie.

semnificatie in functie de implementarea MPI). Aceasta este singura constrangere, in
rest programatorul este liber sa foloseasca rutinele MPI potrivite algoritmului pe care
il implementeaza.

Rutine de comunicatie. In modelulul MPI, oricare doud procesoare igi pot
transmite mesaje. Agadar, topologia virtuala este graful complet conectat. Calea pe
care o parcurge efectiv mesajul este transparenta pentru utilizator. Principalele rutine
de comunicatie sunt MPI_Send si MPI_Recv, a ciror sintaxa completa este urmatoarea

MPI_Send(void *mes, int lung, MPI Datatype tipdate, int dest,
int eticheta, MPI_Comm com)

MPI Recv(void *mes, int lung, MPI Datatype tipdate, int sursa,
int eticheta, MPI_Comm com, MPI_Status *stare)

La executia MPI_Send de catre un procesor, mesajul aflat in memoria locala la
adresa mes, de lungime lung si avand tipul tipdate (MPI are identificatori predefiniti
pentru practic toate tipurile uzuale de date; alte tipuri se pot construi cu rutine spe-
ciale) este transmis procesorului dest. Mesajului i este asociatd o etichetd (tag), care
il personalizeaza. Transmisia mesajului se face in cadrul comunicatorului com, care
trebuie s contind si procesorul sursa, si cel destinatie. Argumentele rutinei MPT _Recv
au semnificatii similare, cu urmatoarele observatii: la executie, se receptioneazi un
mesaj de lungime cel mult lung, trunchiind eventual mesajul transmis; tipul de date
poate diferi la sursa gi destinatie; in plus, dupa receptie, variabila stare da informatii
suplimentare despre mesajul primit, ca de exemplu lungimea efectiva a mesajului.

Moduri de comunicatie. MPI prevede rutine pentru toate tipurile de comunicatie
descrise in sectiunea 2.2; ne referim la comunicatie blocanta, respectiv non-blocanta,
precum si la modurile de transmisie prin buffer, respectiv sincron. Numele rutinelor
sunt prezentate in tabelul 2.1, regulile de formare a numelor fiind evidente. Tre-
buie subliniat cd modul de implementare a rutinelor de baza (standard) MPI_Send,
MPI_Recv nu este precizat; de exemplu, este posibil ca mesajele scurte sa fie transmise
prin buffer, iar cele lungi sincron; de aceea programatorul trebuie sa-gi ia precautiile
necesare, discutate anterior. Pentru comunicatia non-blocanta, rutina MPI_Wait asteapta
terminarea transmisiei sau receptiei, iar MPI_Test verificd daca transmisia sau receptia
s-au terminat sau nu.

Exemple. Vom prezenta aici doua exemple de programe MPI, implementand



2.3. STANDARDUL MPI 41

doua operatii simple de comunicatie pe inel discutate in sectiunea 2.2. Prima este
transmiterea unui mesaj de catre procesorul F, vecinilor sai, P; si Pp—1; programul
este prezentat in figura 2.4. A doua operatie este transmiterea unui mesaj de catre
fiecare procesor vecinilor sai, realizata de programul din figura 2.5. In ambele cazuri,
am prezentat un program MPI complet pentru a ilustra structura acestuia.

Programele sunt suficient de simple pentru a fi clare, asadar prezentam numai
scurte comentarii. In programul din figura 2.4, lungimea mesajului transmis este
aleasa astfel incat sa fie transmis gi zeroul de terminare a unui gir de caractere; astfel,
procesoarele care receptioneaza pot afisa mesajul fara a sti lungimea lui exactd (ci
doar ci aceasta este mai micd decat 50); o altd variantd ar putea fi transmiterea
girului de caractere fara terminator gi aflarea lungimii la receptori prin intermediul
variabilei stare. Eticheta asociata mesajului este 99, aceeasi la sursa gi destinatie.
In cazul e.g. p = 6, programul afiseaza urmatorul text:

0: am trimis: mesaj de la 0O
1: am primit: mesaj de la 0O
5: am primit: mesaj de la 0O

Atragem atentia ca ordinea in care aceste linii sunt afisate este mai mult sau mai
putin aleatoare. Chiar daca P, apeleaza printf inaintea celorlalte doua procesoare,
nu existd garantia ca si afigarea se face inainte. Cu atat mai mult intre P, si Ps
nu poate exista o ordine fixatd de afisare. Mai multe executii ale programului pot
produce ordini diferite la afisare.

In programul din figura 2.5, observim folosirea rutinei de transmisie prin buffer,
care garanteaza corectitudinea programului; in general, pentru mesaje atat de scurte,
MPI_Send ar fi putut inlocui cu succes MPI _Bsend in practica; recomandam totusi
utilizarea variantei de program a carei corectitudine nu depinde de implementarea
rutinelor MPI. Rutina MPI Buffer_attach este destinata alocarii unei zone de mem-
orie folosita pentru buffere; utilizatorul alege dimensiunea acestei zone in functie de o
estimare a numaéarului de mesaje care se pot gisi simultan in buffer (si a lungimii lor);
in exemplul nostru, lungimea 100 ar fi fost suficienta. Calculul adresei procesorului
din stanga se face ca in program, adica adunand p, deoarece operatia modulo din C
diferd de cea matematicd pentru numere negative.

Alte categorii de rutine. Standardul MPI contine numeroase alte rutine. Enu-
meram aici cateva categorii interesante.

e Comunicatie globala. MPI contine rutine pentru diverse operatii de comunicatie
implicand toate procesoarele dintr-un grup (comunicator). Este vorba despre
sincronizare, difuzare, distributie etc. Aceste operatii vor fi discutate in capi-
tolul urmator, de aceea ne marginim sa semnalam existenta lor.

e Alte operatii globale, ca de exemplu calculul maximului unor valori dis-
tribuite tuturor procesoarelor unui grup, sau calculul sumei prefixelor. Vom
prezenta in capitolele 4 gi 5 algoritmi pentru aceste operatii.
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#include <stdlib.h>
#include <mpi.h>

void main(int argc, char **x argv)

{
int my_id, p;
MPI_Status stare;
char mesaj[100];
MPI_Init(&argc, &argv); // initializare MPI
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &my_id); // afla adresa proprie
MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &p); // afla numar de procesoare
if (p<3)
{ if ( my_id == 0 ) // doar proc. O afiseaza mesaj eroare
printf ("Sunt necesare cel putin 3 procesoare !\n");
exit (0);
}
if ( my_id == 0 ) // proc. O transmite mesajul
{ sprintf (mesaj, "mesaj de la %d", my_id);
MPI_Send(mesaj, strlen(mesaj)+1, MPI_CHAR, 1, 99, MPI_COMM_WORLD) ;
MPI_Send(mesaj, strlen(mesaj)+1, MPI_CHAR, p-1, 99, MPI_COMM_WORLD) ;
printf ("%d: am trimis: %s\n", my_id, mesaj);
}
else if ( my_id == [| my_id == p-1 ) // proc. 1 si p-1 receptioneaza
{
MPI_Recv(mesaj, 50, MPI_CHAR, 0, 99, MPI_COMM_WORLD, &stare);
printf ("%d: am primit: %s\n", my_id, mesaj);
}
MPI_Finalize(); // terminare MPI
}

Figura 2.4: Program MPI pentru operatia: procesorul F, transmite un mesaj proce-
soarelor P si P,—1.
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#include <stdlib.h>
#include <mpi.h>

void main(int argc, char **x argv)

{
int my_id, p, dreapta, stanga;
MPI_Status stare;
char msend[100], mrecv[100], buffer[1000];
MPI_Init(&argc, &argv); // initializare MPI
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &my_id); // afla adresa proprie
MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &p); // afla numar de procesoare
dreapta = (my_id + 1) % p; // adresa procesor dreapta
stanga = (my_id - 1 + p) % p; // adresa procesor stanga
sprintf (msend, "mesaj de la %d", my_id);
MPI_Buffer_attach(buffer, 1000);
MPI_Bsend(msend, strlen(msend)+1, MPI_CHAR, dreapta, 99, MPI_COMM_WORLD);
MPI_Recv(mrecv, 100, MPI_CHAR, stanga, 99, MPI_COMM_WORLD, &stare);
printf("%d: am primit: Y%s\n", my_id, mrecv);
MPI_Finalize(); // terminare MPI

}

Figura 2.5: Program MPI pentru operatia: fiecare procesor transmite un mesaj pro-
cesorului din dreapta sa, pe un inel.
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e Topologii virtuale. Pentru cregterea performantelor unui program MPI pe
un anume calculator, programatorul poate descrie o topologie virtuala care sa
corespunda—exact, sau in sensul unei dilatari minime—topologiei reale a cal-
culatorului. Rutinele MPI dedicate descrierii topologiei asociazad procesoarelor
adresele corespunzatoare pozitiei in topologia reala. MPI permite descrierea
unei topologii arbitrare, modelata printr-un graf, asa cum am vazut in capi-
tolul 1. Rutine speciale sunt dedicate topologiilor ce pot fi descrise printr-un
produs cartezian, aici incluzdndu-se toate topologiile curente: inel, tor (2D sau
3D), hipercub. Programele astfel scrise sunt in continuare portabile, chiar daca
eventual au performante mai slabe pe arhitecturi diferite de cea pentru care au
fost concepute.

e Procese. In versiunea 1 a MPI, fiecare procesor executa un singur proces,
reprezentand programul MPI; agadar, procesele erau create static, de catre sis-
temul de operare, la incarcarea programului in procesoare. Versiunea 2 a adus
ca principala noutate posibilitatea de creare dinamici a proceselor; se permite
astfel o mai mare flexibilitate in descrierea paralelismului, precum si executia
concurenta a mai multor procese pe acelagi procesor.

2.4 Modelul PRAM

Modelul teoretic al arhitecturii MIMD cu memorie partajata este PRAM (Parallel
Random Access Machine), o extensie a modelului RAM pentru arhitectura secventiala;
pentru amanunte, vezi [16]. In acest model, intr-o unitate de timp, fiecare procesor
poate sa citeasca o data din memoria comuna, sa execute o operatie si sa scrie intr-o
locatie de memorie. Se trece deci peste implicatiile pe care le au structura gi viteza
de acces ale memoriei, presupunandu-se ca timpul de acces la memorie este constant.
De asemenea, se presupune ca procesoarele incep sincron executia fiecarei instructiuni
a lor; aceasta este o abatere de la modelul SPMD, dar permite descrierea simpla a
algoritmilor; vom reveni asupra sincronizarii cu exemple.

Modelul PRAM poate avea mai multe variante, in functie de posibilitatea accesului
simultan la o locatie de memorie:

¢ EREW PRAM (Exclusive Read Exclusive Write)—in care o locatie poate fi
citita sau scrisa de catre un singur procesor la un moment dat.

¢ CREW PRAM (Concurrent Read Exclusive Write)—in care, in plus, este per-
misa citirea unei locatii de catre mai multe procesoare simultan.

¢ CRCW PRAM (Concurrent Read Concurrent Write)—in care, in plus, mai
multe procesoare pot scrie simultan in aceeasi locatie; aceasta se poate realiza
in mai multe feluri:

— toate procesoarele scriu aceeagi valoare—modelul COMMON.
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— procesoarele au asociate o prioritate; scrie procesorul cu prioritate maxima;
acesta este modelul PRIORITY.

— procesorul care scrie este ales aleator—modelul ARBITRARY.

Din punct de vedere teoretic, modelul este foarte puternic, el permitand descrierea
simpla a algoritmilor gi evidentierea paralelismului in sine al problemelor, facand
abstractie de detaliile arhitecturii tinta (cea pe care se urmareste implementarea).
Trecerea de la forma PRAM a algoritmilor la implementéari practice este relativ simpla,
de aceea arhitectura PRAM va fi folosita intens in aceasta lucrare.

Exemplul 1: suma a doi vectori. Sa presupunem ca vrem sa efectuam
adunarea z < x + y, unde variabilele z, y, z sunt vectori de lungime p. Aceasti
operatie este perfect paraleld, fiecare suma a doud elemente putand fi efectuata in-
dependent de cate un procesor. In general, vom scrie cd procesorul Py efectueaza
operatia zj < xj + yr. Vectorii se afla in memoria comuna, deci fiecare procesor tre-
buie sa acceseze locatia adecvata, aga ca indicii sunt obligatorii. Cu totul exceptional,
putem scrie

1. pentru £k =0:p— 1, in paralel
1. 2 < x4+ i

Alici este vorba despre o descriere globalad a paralelismului, in care nu se precizeazi
adunarea efectuata de fiecare procesor. Acest mod mai vag de descriere este util doar
cand evidentiem paralelismul unor operatii; va fi utilizat foarte rar in aceasta lucrare.

Exemplul 2. Pentru ilustrarea sincronizarii presupuse de modelul PRAM, con-
sideram calculul de catre doua procesoare a sumei a patru numere, ug, k =0:3. Un
mod rapid de a face calculele este ca procesorul Py sa efectueze suma ug + uq §i, In
paralel, P, suma us + u3, dupa care Py sa adune cele doua sume partiale. Notand
id = 4, programul corespunzator acestei idei este

1. v; < ug; + U241
2. dacai=0
1. s+ vg+wv1

Algoritmii scrigi pentru modelul PRAM presupun (tacit) cd procesoarele executi si-
multan instructiunile, adica lucreaza sincron; in cazul nostru, avem garantia ca ambele
sume partiale sunt calculate in instructiunea 1, inainte de a se trece mai departe la
instructiunea 2. In lipsa sincroniei, este posibil ca Py sa utilizeze v, inainte ca P; sa
puna in aceasta variabila suma uz +u4. Astfel de sincronizari vor fi presupuse implicit
intotdeauna, chiar daca ele nu sunt strict necesare.

Observam ca, in ambele exemple de mai sus, modelul este de fapt EREW PRAM,
deoarece nu exista citiri sau scrieri simultane in aceeasi locatie de memorie. Vom da
mai tarziu exemple de algoritmi gi pentru alte modele.
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Probleme
P 2.4.1 Se poate simula cu un PRAM un calculator MIMD cu memorie distribuita ?

P 2.4.2 Scrieti un program de care calculeaza suma numerelor u;, k = 0 : 3, fard a utiliza
variabile suplimentare.



Capitolul 3

Algoritmi de comunicatie

In calculatoarele paralele, comunicatia este o problema ce are o cu totul alta natura
decat la calculatoarele secventiale; la acestea din urma, comunicatia se face indeosebi
intre un proces (unic, de obicei) ce ocupé unitatea centrald si exterior. La primele,
comunicatia are loc intre procese care se executd pe procesoare diferite si care cola-
boreaza la rezolvarea aceleiasi probleme; in acelasi timp exista posibilitatea dialogu-
lui Intre procesoare gi exterior, in mod analog cu cazul secvential, dar de acest tip de
comunicatie nu ne vom ocupa. Vom studia deci comunicatia doar atunci cand aceasta
este parte intrinsecd a algoritmului paralel, transferul de informatie (cooperarea intre
procesoare) fiind absolut necesar rezolvirii problemei si oferind cheia eficientei, adica
a executiei rapide pe un calculator paralel.

In acest capitol, ne vom ocupa de cazul arhitecturilor MIMD cu memorie dis-
tribuita, la care exista linii de comunicatie directe intre anumite procesoare, dupa
o topologie specifica fiecarui calculator. Pentru arhitecturile MIMD cu memorie
partajata, comunicatia se face prin intermediul memoriei comune; problemele core-
spunzatoare acestui caz sunt mai vechi si au aparut o data cu calculatoarele secventiale
cu sistem de operare multitasking; exista multa literatura pe aceasta tema, de exem-
plu [?].

Vom detalia o serie de algoritmi, cu precadere in domeniul comunicatiilor globa-
le—i.e. atunci cand mai multe procesoare participa la realizarea comunicatiei. Dupa
cum veti vedea, tehnicile folosite depind fundamental nu numai de topologia retelei
de interconectare, ceea ce era clar de la inceput, dar si de modelul de comunicatie
adoptat; de aceea alegerea unui model adecvat calculatorului tinta gi sistemului sau de
operare este o etapa extrem de importanta in proiectarea sau alegerea unui algoritm
de comunicatie. Vom incerca, in acest capitol, sa oferim o serie de idei utile nu numai
atunci cand este vorba exclusiv de comunicatie, ci si in alte cazuri, in probleme in
care comunicatia este totusi preponderenta iar calculele se pot grefa in mod natural
pe structura algoritmului de comunicatie.

47
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3.1 Modele de comunicatie

Aga cum am sugerat in figura 1.7, fiecare nod al unei arhitecturi MIMD cu memorie
distribuita are unitati specializate in comunicatie. In cele ce urmeazi nu ne vom
preocupa prea mult de ceea ce se intampla la nivelul acestor unitati: modul in care
sunt legate fizic unitati apartinand unor procesoare vecine, protocolul de comunicatie
folosit, etc. Ne vom multumi cu faptul ca exista legdturi intre anumite procesoare,
dupa topologii de genul celor descrise in capitolul anterior gi vom prezenta doar modele
generale simple, dar care sunt suficiente in proiectarea algoritmilor.

Toate modelele prezentate in aceasta sectiune se refera la arhitecturi cu memorie
distribuita. Principalele aspecte abordate sunt: modul de transmitere a mesaju-
lui intre procesoare, modul de folosire a canalelor de catre un procesor, modelarea
timpului necesar pentru comunicarea unui mesaj de lungime data. Reamintim ca o
clasificare a comunicatiei dupa modul de executie local—blocant sau non-blocant—a
fost discutata in capitolul anterior.

Modul de transmitere a unui mesaj intre procesoare. Problema de baza
in comunicatie este de a transmite un mesaj, de la un procesor oarecare la un altul.
In general, pentru a ajunge de la procesorul sursa la cel destinatie, mesajul trebuie
sd parcurgd mai multe legaturi intre procesoare vecine (in afara cazului simplu cand
sursa si destinatia sunt vecine). Nu ne punem deocamdatd problema cum se gasesgte o
cale intre cele doua procesoare—o presupunem cunoscuta—ci doar a modului in care
este transmis mesajul de catre procesoarele de pe aceasta cale.

1. O prima posibilitate are la baza doar comunicatia intre fiecare procesor si vecinii
sai directi, pe liniile de legatura cu acegtia. Fiecare mesaj este transmis integral de
catre posesorul sau gi receptionat de catre vecin intr-o zona de memorie inainte de a fi
prelucrat sau, eventual, trimis mai departe catre destinatar; acest mod de transmitere
este numit store and forward (memoreaza si apoi trimite mai departe) sau comutare de
pachete. Tlustram in figura 3.1 aceasti tehnicd; succesiunea etapelor de comunicatie
este reprezentata de sus in jos; mesajul M—avand un antet h, care contine adresa des-
tinatarului gi alte informatii referitoare la mesaj, de exemplu lungimea acestuia—este
transmis de catre sursa primului procesor de pe calea spre destinatie; dupa receptie,
acesta il retransmite celui de-al doilea, s.a.m.d. pana la destinatie. O analogie simpla
este cea cu un lant, de oameni care transmite din mana in mana o caramida.

2. Un alt model posibil, frecvent intalnit in calculatoarele actuale este cel cu
comutare de circuit (circuit switched), In care intai se stabilegte fizic o cale intre sursa
si destinatar, indiferent de distanta dintre acestia, si apoi se transmite direct mesajul
destinatarului, dupa cum se sugereaza in figura 3.2. Deci, daca in prima varianta
mesajul se transmitea in mai multe etape identice, in fiecare intre doua procesoare
vecine, fiecare procesor memorand pe rand mesajul, acum mesajul va fi transmis in
doua etape principial diferite; intai este trimis antetul & (ca un deschizator de drum)
care parcurge calea intre sursa si destinatie, rezervand legaturile de pe aceasta cale;
apoi, procesorul sursa este informat de rezervarea intregii cai, gi deci ca poate incepe
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transmisia; apoi, mesajul este transmis direct destinatarului, pe calea acum rezervata,
ca si cum acesta ar fi vecin cu expeditorul; procesoarele intermediare nu memoreaza
mesajul. Aceasta tehnica este utilizata in telefonie, de exemplu.

3. In fine, o0 a treia varianta posibila, asemanatoare ca idee cu comutarea de circuit,
este cea wormhole. Mesajul M este impartit in mai multe pachete (flit), notate M* in
figura 3.3, care au fiecare lungimea egala cu cea a cozii (zonei de memorie, bufferului)
atagate unui canal; primul flit, pe care-1 vom nota h contine si adresa destinatarului.
Antetul mesajului avanseaza spre destinatie de cate ori aceasta este posibil, iar restul
mesajului il urmeaza; ultimul flit, M7, elibereaza coada canalului pe care o ocupa.
Mesajul se deplaseaza deci ca un vierme, care nu poate fi ”taiat” de alte mesaje, deci
ocupa mai multe canale la un moment dat. Avantajul acestui mod de lucru este ca
un flit nu trebuie stocat in intregime de un procesor; acesta, dacd canalul de iesire
este liber, introduce doar o mica intarziere—de cativa octeti—ceea ce conduce la o
deplasare rapida a trupului viermelui, daca primul flit, capul, se deplaseaza el insugi
rapid. Daca, in schimb, canalul de iegire este ocupat, fiecare flit este memorat de
catre procesorul la care a ajuns gi transmis mai departe atunci cand este posibil.
Fatd de comutarea de circuit, se elimina deci etapa de confirmare a rezervarii caii
de comunicatie. Din nou comunicatia este transparenta pentru procesoarele de pe
traseu, ele nememorand intregul mesaj.

Modul de utilizare a canalelor. Un procesor are mai multe canale de comunicatie;
el poate folosi un singur canal la un moment dat, sau pe toate in paralel; primul model
se numeste I-port, al doilea n-port sau multiport (sau link-bound, adicd numarul
maxim de comunicatii este marginit numai de numarul de canale fizice ale procesoru-
lui). Cele doud modele sunt extreme: in primul canalele sunt folosite pur secvential,
in al doilea in perfect paralelism. In modelul 1-port se presupune de obicei ca un
procesor poate emite si receptiona simultan pe cate un canal, nu neaparat acelasi.
Modelul multiport este idealizat; de exemplu, pentru un procesor cu arhitecturd de
genul celei din figura 1.7, la care canalele pot transmite sau receptiona in paralel,
modelul nu este totusi perfect adecvat: programarea canalelor (cu adresa mesajului,
lungimea sa) se face in mod secvential, de-abia apoi ele lucrand in paralel, dar con-
curand in accesul la memorie, ceea ce poate eventual intarzia comunicatia. Cel mai
realist, dar i mai greu de manipulat algoritmic, ar fi un model in care k porturi pot fi
folosite simultan, unde k& > 1, dar mai mic decat numarul de canale al unui procesor.

Canalele vor fi presupuse bidirectionale, ceea ce este cazul pentru toate calcula-
toarele actuale; daca transmisia se poate face in ambele sensuri simultan, modelul va
fi numit full duplex; daca se poate folosi un singur sens la un moment dat, modelul
este half duplez. In modelul full duplex se presupune ca transmisia simultana in cele
doud sensuri ale unei legaturi se face cu aceeasi viteza ca in cazul folosirii unui singur
sens, ceea ce nu este intotdeauna adevarat.

Ca unitate de masura pentru lungimea mesajelor se alege de obicei octetul. Totusi,
deoarece in aceasta lucrare ne vom ocupa in special de probleme de calcul numeric,
in care datele sunt numere reale reprezentate intotdeauna in virgula mobila la imple-
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Figura 3.1: Comunicatie store and forward (comutare de pachete).
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Figura 3.2: Comunicatie cu comutare de circuit.
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Figura 3.3: Comunicatie wormhole.
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mentare, vom presupune in general dimensiunea mesajelor masurata nu in octeti, ci
in elemente in virgula mobila, facind abstractie de numarul de octeti necesar pen-
tru reprezentarea unui element (care este, pentru multe calculatoare si limbaje de
programare, de 4 octeti pentru reprezentarea in simpla precizie si de 8 octeti pentru
reprezentarea in dubla precizie). De asemenea, in alte probleme, vom alege ca unitate
de masura lungimea obiectului fundamental pentru acel algoritm (gir de caractere, de
exemplu, la sortare).

Modelarea timpului de comunicatie. In ce priveste timpul necesar pentru
transmiterea unui mesaj intre doud procesoare vecine (implicit, deci, presupunem
modul de transmisie store and forward) sunt mai multe modele posibile, fiecare adec-
vat unor anume tipuri de mesaje si de arhitecturi. Cel mai simplu model este acela
in care durata de transmisie a unui mesaj este constantd, indiferent de lungimea
mesajului; modelul este adecvat cazului in care mesajele se transmit in pachete de
lungime fixa—daca mesajul efectiv este mai scurt, el se completeaza pana la lungimea
ceruta cu elemente nesemnificative. De asemenea, modelul este bun daca mesajele
sunt relativ scurte (zeci de octeti, sd zicem).

Mai aproape de realitate este modelul propor{ional, in care timpul de transmisie
a unui mesaj de lungime m este

tc(m) =mf,

unde f este timpul cat dureaza transmiterea unui element; valoarea 1/ este denumita
ratd de transmisie.
In fine, cel mai potrivit model, si deci cel mai folosit, este cel liniar:

te(m) =0 +mp, (3.1)

in care o este timpul de initializare (start-up) a transmisiei; acesta apare, de exemplu,
datorita necesitatii de a programa canalul de comunicatie, a procedurilor de incepere
a comunicatiei, a confirmarii receptiei etc. In cazul in care mesajele au lungime
mare, timpul de initializare poate fi neglijat, folosindu-se modelul proportional; de
asemenea, daca o este mai mic sau de acelagi ordin de marime cu 3, atunci o poate fi
neglijat chiar pentru mesaje relativ scurte. Pe de alta parte, daca o este relativ mare
si m mic, modelul liniar este apropiat de cel cu timp constant. Se remarca asadar
ca modelul liniar este o generalizare a modelelor precedente. Pentru majoritatea
calculatoarelor actuale, relatia intre constantele din (3.1) este o > f; ca ordin de
marime, valori ca ¢ = 50us gi 8 = 0.03us sunt caracteristice (amintim ca valoarea
timpului de initializare o depinde i de suportul software pentru comunicatie).
In cazul modurilor de transmisie prin comutare de circuit sau wormhole, timpul
de transmisie are forma
t.(m) =0 +dr +mp. (3.2)

In acest caz procesoarele nu sunt neaparat vecine, ci se afla la distanta d; termenul
7 reflecta timpul necesar antetului sa strabata legatura intre doi vecini. Se observa
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ca factorul ce inmultegte dimensiunea m a mesajului nu depinde de lungimea caii
de comunicatie; cum 7 este relativ mic, aceasta reflecta faptul cd modul wormhole
este, in general, mai eficient decat cel store and forward. Expresia (3.2) este valabila
in ipoteza ca nici una dintre legaturile de pe calea dintre sursa si destinatie nu este
ocupata.

Alte observatii. Alegerea modelului pentru timpul de transmisie a unui mesaj
este foarte importanta; exista probleme de comunicatie care se rezolva optim, pe an-
umite arhitecturi, in mod destul de diferit in functie de modelul adoptat. In aceastd
lucrare vom folosi indeosebi modelul liniar si transmisia store and forward; de aseme-
nea, modelul multiport va fi cel mai des adoptat. In ipoteza utilizarii unui alt model,
acesta va fi specificat in mod explicit acolo unde este cazul.

3.2 Operatii de comunicatie globala

In algoritmii de calcul numeric (in care datele se reprezinti sub form# matriceals) dar
nu numai in acestia, sunt deseori intalnite operatii de comunicare globala, in care sunt
implicate mai mult de doud procesoare. Unele dintre operatii apar frecvent, de aceea
au beneficiat de un dublu interes. In primul rand, ele au fost studiate intens pentru
a se gasi algoritmi care sa le execute rapid, pe fiecare dintre arhitecturile curente;
amintim aici doar cateva din articolele de pionierat, care au propus algoritmi valabili
gl astdzi, ale cdror autori sunt Saad & Schultz [23], Johnsson & Ho [19], Stout &
Wagar [25], Bertsekas et al [3]. In al doilea rand, aceste operatii de comunicatie au
fost standardizate, in prezent toate bibliotecile de comunicatie oferind implementari
ale lor.

Cele mai uzuale operatii de schimbare a datelor intre procesoare sunt enumerate
mai jos. Operatiile sunt ilustrate in figura 3.4.

1. Transmiterea unui mesaj de la un procesor la altul (one-to-one). Includem
aceasta operatie de comunicatie in categoria celor globale pentru ca, in general,
procesoarele sursa gi destinatie nu sunt vecine, deci mesajul transmis circula pe
la mai multe procesoare in drumul sau.

2. Transmiterea aceluiagi mesaj de catre un procesor tuturor celorlalte procesoare,
denumita difuzare (broadcast, one-to-all).

3. Transmiterea cate unui mesaj de catre fiecare procesor tuturor celorlalte pro-
cesoare, denumita difuzare generala (all-to-all broadcast, multinode broadcast,
gossiping!). Asadar este vorba de cate o operatie de difuzare efectuata de fiecare
nod.

4. Transmiterea de catre un procesor a cate unui mesaj pentru fiecare din cele-
lalte procesoare, denumitd difuzare personalizatd sau distribugie (distributing,

IDacid vd pasioneazd engleza si nu cunoasteti cuvantul, dati fuga la dictionar.
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P()S AO AO
Pr: Difuzare Ao
PQZ AO
P33 AO
Py: Ao . Ag | A1 | Ay | A3
P A, leuzar? Ay | A, | A5 | A3
Py: A, generala Ay | A | 45 | A3
Ps: As Ag | Ay | As | A3
P()Z AO BO C() D() Distribu‘gie AO
Pll BO
PQS Co
Py Colectare Do
P()S AO BO O() DO AO Al AQ A3
Py: A | B | Cy | Dy Schimb complet Bo | B | B> | By
PQZ AQ BQ CQ D2 C() Cl CQ C3
P3Z A3 B3 C3 D3 DO D1 D2 D3

Figura 3.4: Operatii de comunicatie colectiva, exemplificate pentru p = 4 procesoare
participante. Un procesor detine datele de pe orizontala sa: in stanga cele dinainte
de comunicatie, in dreapta cele de dupa.

scattering, personalized one-to-all). Operatia inversd, de transmitere de catre
fiecare procesor a cite unui mesaj pentru un anume procesor, denumita colectare
(collecting, gathering), este similara difuzarii personalizate si nu trebuie tratata
separat; inversand sensul cailor pe care se efectueaza transmisia intr-un algoritm
de difuzare personalizata, se obtine un algoritm de colectare. Ambele operatii
pot aparea in cazul in care unul dintre procesoare are o pozitie privilegiata: de
exemplu, el imparte seturi de date celorlalte procesoare, printr-o distributie, si
apoi culege rezultatele printr-o colectare.

5. Transmiterea de catre fiecare procesor a cate unui mesaj pentru fiecare dintre
celelalte procesoare, denumita schimb complet, multidistributie sau transpunere
(multiscattering, personalized all-to-all, complete exchange, data transposition).
Aceastd operatie consista din difuzari personalizate efectuate de catre fiecare
procesor. Daca fiecare procesor detine initial o linie a unei matrice p X p,
el va avea in final coloana cu acelagi indice, operatia efectuata fiind agadar
transpunerea matricei respective.

O alta operatie extrem de utila ce poate fi inclusa in categoria comunicatiilor
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globale este sincronizarea (termenul englezesc echivalent este barrier). Ea este
echivalenta cu o barierd in calea executiei programului unui procesor, care se opregte
la intalnirea ei §i nu trece mai departe decat impreuna cu toate celelalte procesoare.
Este evident ca, daca este utilizata, primitiva sincronizare trebuie sa apara in pro-
gramul fiecirui procesor; dupa executia ei, toate procesoarelor vor incepe, in paralel,
executia instructiunii urmatoare. Operatia de sincronizare poate apirea atat in cal-
culatoarele MIMD cu memorie comuna, cat si in cele cu memorie distribuita. Multe
calculatoare ofera suport hardware pentru executia ei, reducand semnificativ timpul
necesar sincronizarii. Sa remarcam insa ca este vorba de timpul efectiv, scurs intre
momentul in care ultimul procesor apeleaza local primitiva de sincronizare si mo-
mentul in care procesoarele incep executia primei instructiuni ulterioare sincronizarii.
In sfarsit, sa mai observam ca in arhitecturile MIMD cu memorie distribuita nu este
neaparat necesara o sincronizare globala a procesoarelor; sincronizarea se face implicit
prin transmisia-receptia de mesaje.

3.3 Comunicatii globale

In aceastd sectiune vor fi prezentati algoritmi pentru operatiile de comunicatie globala.
Desi in bibliotecile de comunicatie actuale exista rutine implementand toate operatiile
de comunicatie globala, algoritmii descrisi in continuare sunt interesanti deoarece
ofera idei ce pot fi aplicate in algoritmii de calcul; in plus, studiul algoritmilor de
comunicatie permite o mai buna cunoagtere a modului in care se poate profita de o
topologie data. Topologiile considerate vor fi inelul, hipercubul gi torul de dimensiuni
egale, deci \/p x ,/p; pentru grild vom particulariza unii dintre algoritmii pentru tor;
de asemenea, vom tine seama ca unii algoritmi de la inel se pot generaliza usor pentru
tor (degi existd algoritmi specifici mai performanti). Sa precizim de la bun inceput ca,
de exemplu, orice algoritm valabil pentru inel va functiona gi pe un hipercub, deoarece
un inel poate fi scufundat in hipercub; totusi, pentru hipercub se pot gasi algoritmi
specifici mult mai performanti, care folosesc conectivitatea mai buna a acestuia.

Se va presupune ca lungimea tuturor mesajelor este egald, anume m, ceea ce, in
general, este cazul in practicd, atunci cand existd mai multe mesaje de transmis, adica
in difuzarea generald, distributie si schimb complet. In algoritmii care implici situatia
speciala a unui procesor, adica difuzarea gi distributia, se va presupune P, acest
procesor (sau Pyo pentru tor), ceea ce nu este o restrangere, arhitecturile considerate
fiind simetrice, dupa cum am vazut in primul capitol. Modelul de comunicatie va fi
cel store and forward, pentru comutarea de circuit rezervand o sectiune speciala.

Timpii de executie ai algoritmilor vor fi notati cu doi pana la cinci indici. Primul
este numarul de ordine al tipului de comunicatie, dupa numerotarea din sectiunea
precedentd. Al doilea reprezintd tipul arhitecturii: R pentru inel (ring), T pentru
tor, G pentru grila, H pentru hipercub. Al treilea reprezintd felul comunicatiei:
H pentru half duplex, F' pentru full duplex; acest indice va fi omis daca timpii de
executie sunt aceiagi pentru ambele modele. Al patrulea precizeaza numarul canalelor
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de comunicatie ce pot transmite simultan; valorile pot fi 1 pentru 1-port si * pen-
tru multiport (acesta din urma fiind cazul implicit). Al cincilea se referd la modelul
timpului de comunicatie: L pentru timp liniar, C pentru timp constant, P pentru
timp proportional; daca lipseste, se presupune modelul liniar. Primii doi indici vor
fi prezenti intotdeauna; ultimii trei, avand valori diferite, vor putea apare in orice
combinatie. Deci T5 g r reprezinta timpul de executie pentru difuzare, pe un hiper-
cub, model full duplex, multiport, timp liniar; la fel si T g F c, dar pentru timp
constant; nu apare nici o ambiguitate, chiar daca indicele C se afla in a patra pozitie,
i nu intr-a cincea.

Un mesaj va fi notate M,, unde a este procesorul destinatie; indicele a poate lipsi,
daca destinatia este evidenta din context. Daca mesajul este impartit in pachete,
notdm M pachetul cu numérul de ordine i. Daci este necesard precizarea procesoru-
lui sursé, atunci un pachet va fi notat cu M{ ,, unde s este procesorul sursa. In loc de
s si a pot apérea liste de procesoare, semnificand concatenarea unor mesaje provenind
de la, sau cu destinatia procesoarele din lista respectiva. Prin aceste notatii 1asam a
se Intelege ca un mesaj poate fi separat in mai multe submesaje, sau, la fel de bine,
mai multe mesaje pot fi concatenate; aceste operatii vor fi presupuse a se efectua in
timp neglijabil.

3.3.1 Comunicatie de la un procesor la altul

Degi aceasta operatie poate parea banala, este totugi interesanta tratarea ei pen-
tru a pune in evidenta mijloacele prin care se poate creste viteza de comunicatie a
unui mesaj, pentru fiecare din modelele de timp expuse. Motivatia includerii ei intre
operatiile de comunicatie globala, degi doar doua procesoare sunt beneficiarele efec-
tive ale comunicatiei, se justifica prin aceea ca multe alte procesoare, eventual toate
celelalte, participa la transmisia intre sursa gi destinatie.

Presupunem ca procesorul sursa P transmite un mesaj procesorului destinatie
P, si ca aceasta este singura operatie de comunicatie efectuati pe ansamblul proce-
soarelor.

Comunicatie punct-la-punct pe inel

Comunicatie pe calea cea mai scurta. In cazul inelului, distanta intre sursa
gi destinatie este § = min(la — s|,p — |a — s|). Cea mai simpld metoda este de a
transmite mesajul pe cea mai scurta cale dintre P; §i P,, din procesor in procesor,
dupa algoritmul urmator.

ALGORITM 3.1 (transmiterea mesajului M de la P; la P,, pe calea cea mai scurti,
pe inel)
1. d = min(|a — s|,p — |a — s|)
2. daca dist(id, s) + dist(id, a) = 6 atunci
1. dacaid = s
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Figura 3.5: Porzitiile relative posibile pentru sursa si destinatie, pe un inel: (a) P, la
dreapta lui Py (b) P, la stinga lui P;.

1. daca (a — s) mod p = ¢ atunci send(M, dreapta)
2. altfel send(M, stinga)
2. altfel daca (id — s) mod p < § atunci
1. recv(M, stanga)
2. daca id # a atunci send(M, dreapta)
3. altfel daci § < p/2
1. recv(M, dreapta)
2. daca id # a atunci send(M, stanga)

Agadar, un procesor determini in primul rand, in instructiunile 1 si 2, daca se
afla sau nu pe calea cea mai scurta intre sursa si destinatie. Apoi, procesoarele de pe
calea cea mali scurta trebuie sd determine in ce sens se efectueaza transmisia; conditia
din instructiunea 2.2 aratd cind un astfel de procesor se gaseste la dreapta lui Pg;
dacd id > s, atunci (id — s) mod p = id — s < §; daca id < s, atunci (id — s) mod p =
p— (s —id) < 4, pentru ca s — id > p — §; aceste doud cazuri sunt cele din figura
3.5a; in celelalte doua cazuri, P, se gaseste in stanga lui Ps, deci si procesoarele de pe
calea cea mai scurtd sunt in stanga. S& mai observam ca atunci cand ambele cai intre
P; si P, au aceeasi lungime, atunci este preferat conventional sensul de la stinga la
dreapta. In cazul in care sensul de transmisie este de la stanga la dreapta, comunicatia
este initiata de P; in instructiunea 2.1.1. Celelalte procesoare participante realizeaza
retransmiterea mesajului, in instructiunile 2.2.1 si 2.2.2; evident, procesorul destinatie
doar receptioneaza. Circulatia in sensul celalalt este realizata de 2.1.2, 2.3.1 si 2.3.2
(testul din 2.3 interzice procesoarelor sa transmita de la dreapta spre stanga in cazul
in care exista doua cai de lungime minima, ceea ce e posibil doar cand p este par si
0 = p/2). Poate ci am detaliat excesiv acest algoritm, insd am ficut-o pentru a arita
drumul de la simpla enuntare a ideii, pana la o implementare; de aici inainte vor fi
prezentati algoritmi doar in cazurile mai complicate.

Timpul necesar executiei algoritmului 3.1 este:

Ti,pc = 0; Ty, r,p = dmp; Ti,gr,r. = 6(c +mp).

Pentru modelul timp constant nu se poate face mai bine, mesajul trebuind sa
parcurga oricum ¢§ canale. Pentru celelalte doua modele, doua idei conduc la cresterea
vitezei comunicatjiei.
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Figura 3.6: Transmisie pipeline intre procesoarele P; si P,, prin intermediul proce-
sorului P;.

Utilizarea mai multor cii. In primul rand, mesajul se poate imparti in doua
gi transmite pe cele doud cai distincte dintre P si P,, una de lungime §, cealalta de
lungime p — d; se strabate deci inelul in cele doud sensuri, pornind de la Ps;. Daca
mesajul se imparte intr-un pachet de dimensiune ym trimis pe calea cea mai scurta si
unul de lungime (1 — «)m trimis pe calea mai lungd, cu y € (0,1), timpul optim este

Tll,R,L =6(o +ymp),
atunci cand ambele pachete ajung simultan la P,. Se obtine
_p=9, p=B o
p p mj
Pentru modelul timp proportional se ia ¢ = 0 in relatiile de mai sus.

Transmisie pipeline. In al doilea rand, pentru a fi folosite cat mai multe canale
de comunicatie in paralel (spre deosebire de simpla transmitere a mesajului, in care o
singurd legitura este ocupaté la un moment dat), un mesaj transmis pe o cale poate
fi impéartit in mai multe pachete (submesaje), care sunt transmise succesiv, unul cite
unul. Un exemplu este prezentat in figura 3.6, in care intre procesoarele P si P,
se afla un singur alt procesor P;; dupa ce P; primeste primul pachet din mesaj, va
trimite spre P, acest pachet, in paralel cu receptia celui de-al doilea pachet de la P;.
De fapt se efectueaza o transmisie pipeline a mesajului. In cazul unor mesaje foarte
lungi, timpul pentru transmiterea mesajului intre P; si P, poate fi aproximat cu cel
din cazul in care procesoarele ar fi fost vecine; diagrama ocuparii legaturilor dintre
procesoare din figura 3.7 arata cd, in transmisia pipeline, legaturile sunt aproape
permanent ocupate, mai putin unii mici timpi morti initiali si/sau finali. Se poate
observa ca aceasta este o abordare software a modului de comunicare wormhole, cu
diferenta, totusi, ca acolo pachetele nu erau memorate in nodurile intermediare decat
daca era absolut necesar.

Numarul optim de pachete. Aplicim metoda pipeline pentru transmisia
mesajului de la sursa la destinatie, pe calea cea mai scurtd; consideram mesajul
impartit in v pachete notate M°, M ..., M*~!, fiecare de lungime m/v; pre-
supunem, pentru simplitate, ca v divide m. Se constata ca primul pachet ajunge la
P, dupa ¢ pasi, iar ultimul dupa v — 1+ ¢ pasi; deci timpul total este, pentru modelul
timp proportional:

gl

T pp=0—1+0)=F=mp+(j - 1)=p.
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Figura 3.7: Ocuparea legaturilor pentru comunicarea din figura anterioara, in cazurile:
(a) transmisie integrald a mesajului; (b) transmisie pipeline. Dreptunghiurile hagurate
reprezinta timpii necesari transmiterii unui pachet; zonele albe reprezinta timpii mort;i.

Pentru a minimiza acest timp se observa ca v trebuie s fie cat mai mare; deci, v = m,
adica fiecare pachet este format dintr-un singur octet (element de mesayj).
Pentru modelul timp liniar, timpul de comunicatie este

m
1”,R,L =w—-1+0)(c+ ;5)-
Numarul de pachete care minimizeaza acest timp este

mp(6 —1)

Vopt = pu )

iar timpul minim corespunzator este

T/ i = (VB + /@~ D7) (33)

Acest minim se poate incadra astfel:
(0 =)o +mB < TV g fmin < 2(0 — 1)o +2mf

si el se apropie de termenul din stanga pe masura ce m creste.
Pe de alta parte, pentru a se atinge optimul, este necesar sa fie indeplinita conditia
1 < vopt < m, ceea ce se intampla daca:

< (6-1)8 < mo.

m

Pentru valori suficient de mari ale lungimii mesajului m, aceasta conditie este satis-
facuta. Parametrul ¢ variaza, pentru diverse calculatoare, de la valori de ordinul lui 8
pana la valori de sute de ori mai mari; in plus, distanta intre sursi gi destinatie ¢, fiind
mai micd decat diametrul grafului reprezentat de topologia retelei de interconectare,
are o valoare de ordinul zecilor, s& spunem; deci m trebuie sa fie de cel putin cateva
zeci, ceea ce este cazul aproape intotdeauna; practic, nu se folosesc mesaje prea scurte
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datorita ineficientei comunicatiei; oricum, se poate concluziona ca tehnica pipeline nu
se poate aplica eficient mesajelor scurte.

Pipeline pe mai multe cadi. Metoda pipeline se poate aplica tuturor algorit-
milor de comunicatie de la un procesor la altul, combinata cu folosirea tuturor cailor
de comunicatie arc-disjuncte (care nu au nici un arc comun) intre sursa si destinatie;
caile pot avea noduri comune, deoarece lucram in modelul multiport, deci se poate
transmite permanent in mod simultan prin acele noduri. De exemplu, in cazul in-
elului, transmitind pipeline in ambele sensuri, de la sursa spre destinatie, timpul de
transmisie are o expresie similard cu (3.3), anume

= (504 VE—3-10)

Acest timp este de aproape doud ori mai mic decat T1” RLmin’
suficient de mare. El poate fi inca micgorat daca se folosesc pachete de dimensiuni
diferite pe cele doud cii, dar nu cu mult. Expresia (3.4) se poate imediat generaliza

pentru un graf oarecare.

. (3.4)

atunci cand m este

ProPozITIA 3.1 Presupunem ca, pe un graf oarecare, exista ¢ cai arc-disjuncte intre
sursd gi destinatie, cea mai lungd dintre ele avand lungime h. Atunci timpul de
comunicafie a unui mesaj de lungime m, folosind toate aceste cai in regim pipeline,

Se poate observa ca sunt valabile relatiile ¢ < A, unde A este gradul grafului, i.e.
numarul de canale al unui procesor, gi h > 6.

Concluzii. Pentru modelul timp constant cea mai eficientd transmitere a unui
mesaj are loc pe calea cea mai scurta intre sursa si destinatie. Pentru modelul timp
liniar (si m suficient de mare), trebuie gasite cat mai multe cai arc-disjuncte intre sursa
si destinatie, lungimea lor fiind mai putin importanta; transmisia eficienta pe aceste
cii are loc in modul pipeline. In continuare, pentru tor gi hipercub, nu vom mai preciza
timpii obtinuti in urma aplicarii tehnicii pipeline, ei rezultand direct din formula (3.5),
ci ne vom rezuma la prezentarea cailor pe care se poate face comunicatia.

Mai observam ca timpul (3.5) este acelasi pentru modelele half duplex si full
duplex, canalele fiind folosite intotdeauna intr-un singur sens.

2

(3.5)

Comunicatie punct-la-punct pe tor

Pe un tor exista cel mult patru cai arc-disjuncte intre sursa gi destinatie, dat fiind
gradul acestui graf. In aceast3 sectiune vom presupune ca /p este par, deci diametrul
torului este chiar D = ,/p. Sa& consideram intai cazul in care procesoarele Ps si P,
se afld pe linii si coloane diferite. O constructie imediata este cea din figura 3.8a, in
care cele patru cai sunt construite folosind pentru fiecare o singura linie gi o singura
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[ ] + [ ] + [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] i [ ] i [ ] [ ] [ ] ;——.——.——; [ ] [ ]

(a) (b)

Figura 3.8: Trei variante de constructie a patru cai arc-disjuncte intre doua procesoare
aflate pe linii gi coloane diferite, intr-un tor.

coloana; pentru prima se merge intai la dreapta, pe linia lui Ps, pana se intalneste
coloana lui P,, apoi in sus; pe a doua, intai in sus, apoi la dreapta; celelalte doua sunt
construite folosind directiile stdnga si jos, in cele doua ordini posibile. Se observa ca
doud cai, cele reprezentate cu linie continua, au lungimea egala cu distanta § dintre
noduri. Celelalte, reprezentate cu linie intreruptd, au in general lungimea mai mare,
anume 2,/p — d. Aceste patru cai pot fi privite ca o generalizare a celor doud cai
posibile pe un inel.

Aceasta variantd are In avantajul sau simplitatea, dar e posibil ca lungimea cailor
sa fie prea mare; de asemenea, nu este posibild o generalizare pentru grila. Se pot
imagina doua alte solutii, care incearca minimizarea lungimii maxime a celor patru
cdi. In figura 3.8b, celor doui cii de lungime & li se adaugd doud de lungime & + 4,
construite in jurul dreptunghiului format de primele doua cai. Se poate demonstra
optimalitea celei de-a treia variante, cea din figura 3.8c, in care cele patru cii au toate
lungime & + 2; ele sunt construite folosind una din cele doud cai cele mai scurte intre
fiecare dintre vecinii din aceeagi pozitie ai lui P, respectiv P, (vecinul din dreapta
al lui Ps cu cel din dreapta al lui P,, etc.); toate aceste cii au lungime §, la care se
adauga cele doua arce intre Ps si vecin, respectiv intre P, i vecinul corespunzator.

Cand cele doua procesoare, P; gi P, se afla pe aceeasi linie sau aceeasi coloana,
in oricare dintre variantele din figura 3.8, doua cai se suprapun, deci trebuie gasita
o alta solutie. O posibilitate este cea din figura 3.9, in care fiecare cale are lungime
& + 4; caile au fost desenate cate doua, pentru mai multa claritate; inchipuiti-va ca
torul este ceva mai mare, altfel existd o varianta mai buna, dar particulara, P, fiind
la aceeasi distanta de P, pe orizontala, si prin stanga gi prin dreapta.

Si aceastd varianta cade atunci cadnd procesoarele sunt vecine. Va raméne si gasiti
d-voastra solutia (problema 3.3.4).
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Figura 3.9: Patru cii arc-disjuncte intre procesoare aflate pe aceesi linie.

Comunicatie punct-la-punct pe hipercub

Pe un hipercub, distanta dintre P; si P, este egala cu numarul de biti de 1 din s @ d,
adica distanta Hamming dintre s si a, pe care o notdm cu H(s,a) = 6. O cale de
lungime minima intre Ps gi P, se obtine complementand unul cate unul bitii diferiti
din reprezentarile binare ale adreselor s gi a. Numim principald calea obtinuta prin
complementarea bitilor diferiti in ordine de la dreapta la stinga (de la cel mai putin
la cel mai semnificativ).

Pentru simplitate, descriem comunicarea intre procesoarele 0gi 2°—1=0...01...11
(numar ce are 1 pe ultimele § pozitii). Generalizarea la adrese s si a oarecare este
imediata, vezi problema P3.3.5.

Comunicatie intre colturi opuse. Vom incepe cu cazul particular al comu-
nicirii intre dou# colturi opuse ale hipercubului, deci s = 0si a = 27— 1. In acest caz,
e.g. pentru Hs, calea principala este formata din nodurile 000, 001, 011, 111, si are
lungimea d = 3. Pentru obtinerea altor d — 1 cai, complementam bitii adresei s =0
tot de la dreapta la stanga, dar incepand cu bitii din pozitiile 1, ..., d —1; dupa bitul
d — 1, se continua ciclic, adica se complementeaza bitul 0. De exemplu, pentru Hs,
cele doua noi cai sunt 000, 010, 110, 111 si 000, 100, 101, 111, dupa cum se vede si
in figura 3.10a. Aceste cii pot fi obtinute din adresele nodurilor de pe calea princi-
pald, prin rotiri (deplasari ciclice) la stdnga cu 1, ..., d — 1 pozitii. Numerotam caile
dupé porzitia primului bit care este modificat (deci calea principald are numarul 0).
Introducem notatia Ro(c,[), care semnificd numarul obtinut prin rotatia numéarului
binar ¢ cu [ biti la stinga. Asadar, daca c este adresa unui nod de pe calea principali,
atunci Ro(e, 1) este adresa nodului de pe calea [, aflat la aceeasi distanta de nodul 0
cadic.

PROPOZITIA 3.2 Cele d cdi astfel construite intre nodurile 0 si 2¢ — 1 sunt arc-
disjuncte.

Demonstragie. Notam cu C} multimea nodurilor aflate la distanta & de nodul 0
(si deci avand k biti de 1). Prin constructie, fiecare cale are exact un arc intre Cy, si
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Figura 3.10: Cele trei cdi arc-disjuncte intr-un hipercub de dimensiune 3, intre
nodurile: (a) 000 si 111; (b) 000 si 011; (c) 000 si 001.

Cr41; aceste d arce sunt in dimensiuni diferite, mai precis arcul de pe calea [ se afla
in dimensiunea (k 4 1) mod d. Deci caile sunt arc-disjuncte. |

Cazul general. Trecem acum la cazul in care § < d. Calea principala intre 0 si
29 —1 are lungime 6. Rotind acum numai grupul primilor § biti ale adreselor nodurilor
de pe calea principald, obtinem ¢ cai arc-disjuncte de lungime ¢; sunt, de fapt, ciile
intre colturile opuse ale unui hipercub de dimensiune §, construite toate cu arce din
acel hipercub. Mai multe cai de lungime § nu se pot obtine, deoarece modificaind
biti din pozitii mai mari decat § — 1 ne indepartdm de nodul 2° — 1. Scopul nostru
este Insa sa construim d cai, maximul ce se poate spera intr-un hipercub, acesta fiind
gradul grafului. Celelalte d— ¢ cai se construiesc astfel; in calea [, primul arc se obtine
prin negarea bitului /, deci se afld in dimensiunea [; este deci arcul intre 0 si 2'; apoi
se construieste calea principald de la nodul 2! la nodul 2° — 1. In figura 3.10b,c sunt
ilustrate astfel de constructii pentru noduri aflate la distanta 2, respectiv 1, in Hs.

PROPOZITIA 3.3 Cele d cdi intre nodurile 0 si 2° — 1 sunt arc-disjuncte.

Demonstratie. Primele § céi sunt arc-disjuncte conform Propozitiei 3.2. Celelalte—
in afara primului gi ultimului arc, aflate pe dimensiunea ! pentru calea [—unesc noduri
ale caror adrese au bitul din pozitia [ egal cu 1, deci nu se pot suprapune cu nici una
dintre celelalte cai, care contin noduri avand acest bit egal cu 0. ||

Putem sintetiza toate aceste consideratii intr-un algoritm. Notam cu y numarul
format din ultimii 0 biti din adresa procesorului pentru care scriem algoritmul (adica
id), si cu z pe cel format din primii d — § biti; cu ur notdm numérul reprezentat
pe ¢ biti, avand ultimii &k biti egali cu 1, iar pe ceilalti 0 (de exemplu, daca § = 4,
usz = 0111). In intreg algoritmul, pachetul M?, de lungime m/d, va circula pe calea i,
folosind numerotarea descrisd mai sus. Algoritmul este valabil gi pentru cazul § = d.

ALGORITM 3.2 (comunicatie de la Py la Pys_; a mesajului M, pe d cai arc-disjuncte,
in hipercubul H4)
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1. b < numarul de biti de 1 din y

2. e < numarul de biti de 1 din =
3. daca id = 0 atunci {procesorul sursi}
1. pentrui=0:d— 1, in paralel {emite pe toate caile}
1. send(M? i)
4. altfel daci id = 2° — 1 atunci {procesorul destinatie}
1. pentrui=0:9 — 1, in paralel {primele § cai}
1. recv(M?, (i — 1) mod §)
2. pentrui=24¢:d— 1, in paralel {celelalte d — 0 cai}

1. recv(M?,i)
5. altfel dacd e = 0 atunci {proc. poate fi intr-una din primele § cai}
1. daca y = Ro(ug, i) atunci {implicit 0 < k < 0,0 < i < d}
1. recv(M?, (k +i— 1) mod §)
2. send(M?, (k + i) mod 6)
6. altfel dacd e =1 atunci {proc. poate fi intr-una din ultimele d — § c&i}
1. ¢ < pozitia bitului de 1 din z, in id
2. daca y = uy atunci
1. dacd k = 0 atunci recv(M? i) {de la Py}
2. altfel recv(M¢ k—1)
3. dacd k = § atunci send(M?,1) {spre Pys_;}
4. altfel send(M? k)

In loc de suplimentarea explicatiilor oferite in comentarii, va propunem ca exercitiu
aplicarea algoritmului pentru fiecare din nodurile hipercubului de dimensiune 3 pentru
comunicatia intre nodurile 000 si 011. Se obtin intr-adevar caile din figura 3.10b ?

3.3.2 Difuzare

Daca in comunicarea intre doud procesoare nu am avut nevoie de a preciza sensul
in care se transmit mesajele pe o legatura, acesta fiind evident, acum si mai departe
sensul devine important. De aceea e necesar sa consideram grafurile orientate, intre
fiecare doud noduri vecine existand doua arce, cate unul in fiecare sens. Vom da in
continuare cateva noi definitii referitoare la arbori.

Arbori. Reamintim ca un arbore este un graf conex fara bucle. Intr-un arbore,
nodurile unite de un arc se numesc tatd si fiu, sensul arcului fiind de la tata spre fiu;
un tata poate avea mai multi fii; dacd are cel mult doi, arborele se numeste binar;
in schimb, un fiu are intotdeauna un singur tatid. Nodul care nu are tatd se numeste
rdaddcind; nodurile care nu au fii se numesc frunze. Indltimea (numita si addncime)
unui arbore este distanta cea mai mare intre radacina si o frunza. Nivelul unui nod
este distanta dintre acesta gi radacina; agadar, inaltimea grafului este nivelul maxim
al unui nod; nivelul unui arc va fi considerat egal cu nivelul nodului tata.

Un arbore de acoperire (spanning tree) al unui graf X este un arbore care contine
toate nodurile din X gi arce din X (este arbore si graf partial al lui X). O familie de
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Figura 3.11: Un arbore de acoperire de inéltime |p/2], pe un inel.

arbori de acoperire este formata din mai multi arbori de acoperire cu aceeagi radacina
(care pot fi arc-disjuncti sau nu).

Difuzare pe arbori de acoperire. Legatura dintre difuzare si arborii de
acoperire este imediatd. Procesorul care incepe difuzarea se afli in radacina. El
isi transmite mesajul catre fii sai, care transmit la randul lor fiilor lor, s.a.m.d pana
cand mesajul ajunge la toate frunzele; evident, fiecare nod pastreaza pentru sine o
copie a mesajului. Pe o familie de arbori de acoperire, mesajul este impartit in mai
multe pachete, fiecare difuzat pe unul dintre arbori. Pe un singur arbore de acoperire
se poate utiliza intotdeauna tehnica pipeline. Cum, la un moment dat, este posibil
ca toate arcele unui astfel de arbore sa fie ocupate, se poate face pipeline eficient pe
o familie de arbori de acoperire numai daca arborii sunt arc-disjuncti. Pentru timpul
de difuzare este deci valabil urmatorul rezultat analog Propozitiei 3.1.

ProroziTia 3.4 Utilizand transmisia pipeline cu dimensiune optimd a pachetelor
pentru difuzare pe o familie de ¢ arbori de acoperire arc-disjuncti, avand indlfimea
mazximd h, se obfine un timp de difuzare care respecta formula (3.5).

Atragem atentia ca este vorba despre modelul full duplex, deoarece ambele arce
orientate corespunzand unui canal de comunicatie pot apartine unor arbori (distincti)
din familie. Fiindca arborii de acoperire din familie au aceeasi radacina (nodul care
difuzeaza), avem ¢ < A. In plus, inaltimea arborilor este limitata inferior de diametrul
grafului, i.e. h > D. Deci, in cel mai bun caz, timpul de difuzare este egal cu timpul
de comunicatie punct-la-punct intre doud noduri situate la distantd maxima (D) in
graf. Agadar, in cele ce urmeaza vom evidentia numarul de arbori de acoperire si
inaltimea lor maxim4, timpul de difuzare rezultand din (3.5).

Difuzare pe inel

Un arbore de indltime minima. Presupunem fira pierderea generalititii ca Py
este procesorul care difuzeaza. Un arbore de acoperire evident util pentru difuzare
este cel din figura 3.11, avand iniltimea egald cu diametrul inelului, adicd |p/2].
Algoritmul de difuzare este intuitiv: Py trimite pe ambele canale mesajul, vecinii sai
il retransmit, etc. Orice alt arbore de acoperire conduce la un timp mai mare de
difuzare, deoarece inaltimea arborelui este mai mare decat diametrul inelului.

Doi arbori arc-disjuncti. Putem incerca construirea unei familii formata din doi
arbori de acoperire arc-disjuncti; mai mult de atat nu se poate, deoarece din radacina
pornesc doar doua arce. Singura solutie este cea din figura 3.12, in care primul arbore
contine p— 1 arce orientate spre stanga, iar al doilea p— 1 arce orientate spre dreapta;
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Figura 3.12: O familie formata din doi arbori de acoperire arc-disjuncti de inadltime
p—1, pe un inel.

indltimea arborilor este p— 1; singurele arce nefolosite din inel sunt cele orientate spre
Py. Se imparte asadar mesajul M in doua pachete de dimensiuni egale, trimise de Py
in cele doud sensuri, si retransmise de-a lungul intregului inel, conform urmatorului
algoritm:

ALGORITM 3.3 (Py difuzeazd mesajul M pe inel, pe doi arbori de acoperire arc-
disjuncti, model multiport, full duplex)

1. daca id = 0 atunci
1. in paralel send(M?, dreapta), send(M*, stanga)

2. altfel, in paralel
1. recv(M?, stanga), daca id # p — 1 atunci send (M, dreapta)
2. recv(M?, dreapta), daca id # 1 atunci send(M*, stanga)

Asadar, pachetul M? este trimis pe primul arbore de acoperire din figura 3.12,
iar M' pe al doilea. Dacs urmirim putin in timp ”traiectoria” celor doud pachete,
observam ca instructiunile 2.1 si 2.2 nu se executa in general in paralel, ci numai in
cazul unui singur procesor (cu id = p/2, cand p este par); acesta nu e un motiv pentru
a nu le programa in paralel; dimpotriva, nefiind nici o corelatie intre operatiile din
cele doud instructiuni, algoritmul 3.3 este general gi simplu. Mai mult, algoritmul se
poate generaliza pentru un cazul transmisiei pipeline. Fiecare procesor va executa de
v ori instructiunile 1.1 (sursa), respectiv 2.1 si 2.2 (celelalte procesoare), unde v este
numarul de pachete.

Pentru modelul half duplex, timpul de difuzare este de doud ori mai mare decat
pentru full duplex, deci nu se obtine nici un céstig prin utilizarea a doi arbori de
acoperire.

Translatia unui arbore. Ce se intampla daca nodul care face difuzarea nu este
Py, ciun P; oarecare 7 Este clar ca arborii de acoperire se construiesc in acelasi mod ca
pentru Py. Vom numi translatie operatia prin care dintr-un arbore de acoperire A(0)
cu radacina in Py se obtine un altul, A(s), cu aceeasi forma, dar cu ridacina in P;.
Pentru inel, un nod oarecare x € A(0) se transform& simplu in ' € A(s) prin relatia
t(z) = (x + s) mod p; un arc unind nodurile z si y in A(0), se transforma in arcul
ce unesgte nodurile ¢(x) si t(y); de acum inainte vom vorbi doar despre transformairile
aplicate nodurilor, raimanand implicit cd un arc ce uneste doud noduri se transforma
in arcul ce uneste transformatele nodurilor.
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Figura 3.13: Un arbore de acoperire pentru tor.

Figura 3.14: O familie formata din doi arbori de acoperire arc-disjuncti, pe un tor.

Difuzare pe tor

Vom trece repede peste tor; Py este procesorul care difuzeazi. In figura 3.13 este
prezentat cel mai evident arbore de acoperire, de inaltime egala cu diametrul torului.
Distanta, pe acest arbore, intre Py si orice nod, este cea mai micd posibil (egald cu
distanta pe tor intre cele doud noduri). Algoritmul de difuzare pe acest arbore este
prezentat in rezolvarea problemei 3.3.12.

Cum el contine toate cele patru arce care pornesc din radacina, este de presupus ca
se poate mai bine. In figura 3.14 sunt prezentati doi arbori de acoperire arc-disjuncti;
privind cu putina atentie, se observa ca cel de-al doilea este obtinut din primul printr-
o rotatie cu 90 de grade in sens trigonometric, in jurul procesorului Py, pe care-1
identificim cu punctul de coordonate (0,0); o astfel de rotatie transforma punctul
(z,y) in (—y,z) (pentru verificare, considerati un exemplu, sa zicem (2,1)); evident,
aga cum am mai spus-o, toate coordonatele trebuie gandite modulo /p. inél‘gimea
arborilor este egald cu diametrul torului. Constructia decurge aproape imediat din
cea din figura 3.13; arcele de pe verticala nodului Py sunt singurele stanjenitoare:
dupa rotatie, s-ar suprapune cu cele de pe orizontala lui Pyg; ele sunt eliminate si
inlocuite cu arce orizontale.

Cum ideea rotatiei pare benefica gi este gi deosebit de simpla, sa o aplicAm pentru
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Figura 3.15: (a) Arbore de acoperire pe tor, din care se poate genera prin rotatii o
familie de patru arbori arc-disjuncti; (b) arbore de acoperire obtinut prin rotatia cu
90 de grade in sens trigonometric a arborelui de la (a).

a construi patru arbori de acoperire arc disjuncti. Este evident cé fiecare va folosi un
singur arc plecand din Pyy. Primul arbore este cel construit in figura 3.15a, gdndind
aproximativ dupa cum urmeazi; nodurile de pe orizontala lui Py sunt toate unite prin
arce mergand spre dreapta; din fiecare se construiesc arce in sus, pe toata verticala;
in acest fel se acopera toate nodurile torului, mai putin cele de pe verticala lui Pyg; se
vede imediat ca, intre arborii obtinuti prin rotatie, nu exista conflicte de utilizare a
arcelor. In fine, nodurile de pe verticala lui Ppy sunt legate de cele de pe verticala lui
Ppy1, deci de la dreapta spre stanga, din nou fara conflicte la rotatie. Pentru edificare,
prezentam gi arborele obtinut prin rotatie cu 90 de grade in sens trigonometric, in
figura 3.15b. inél‘gimea acestor arbori este 2(,/p — 1), deci de aproximativ doud ori
mai mare decét a arborilor din figura 3.14.

Trebuie mentionat ca se pot construi patru arbori de acoperire arc disjuncti de
inaltime D + 1, unde D = 2[,/p/2] este diametrul torului; acesta este optimul, dar
constructia este relativ complicata.

Pentru tor, translatia se face cu aceeasi operatie ca pentru inel, insa aplicata
pentru ambele coordonate ale adresei unui procesor.

Difuzare pe hipercub

Arbore de acoperire binomial. In figura 3.16a este prezentat un arbore de
acoperire binomial; constructia sa poate fi descrisd in mai multe feluri; de exemplu,
in mod recursiv: arcul intre nodurile 0 gi 1 face parte din arbore; se continua analog
constructia in cele doua hipercuburi de dimensiune d — 1, obtinute dupa eliminarea
ultimului bit al adreselor nodurilor, adica %" (0) si 747" (1); o observatia imediata
este ca fiecare subarbore al unui arbore binomial este la randul sau un arbore bino-
mial. Sau, dacd i este pozitia pe care se afld cel mai semnificativ bit de 1 (-1, pentru
nodul 0), atunci fiii acestui nod sunt vecinii in hipercub pe dimensiunile ¢ + 1, ...,
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d—1. Arborele se numeste binomial deoarece numirul nodurilor pe nivelul & este ( {)
(totusi, nu e singurul arbore de acoperire cu aceasta proprietate).

O forma a algoritmului de difuzare pe acest arbore este sugerata intr-un mod
mai intuitiv in figura 3.17. La fiecare pas, se transmite pe o singurd dimensiune a
hipercubului, de la toate procesoarele aflate in posesia mesajului M, catre vecinii
din acea dimensiune; fiecare procesor foloseste un singur canal la un moment dat.
Dupa k pasi, difuzarea intr-un hipercub k-dimensional contindnd P, este incheiata.
Algoritmul este formulat mai riguros in continuare:

ALGORITM 3.4 (P, difuzeazd mesajul M pe hipercub, dupd un arbore binomial,
model 1-port)

1. | + pozitia celui mai semnificativ bit de 1 din id (-1 pentru Pp)

2. daca id # 0 atunci

1. recv(M,1) {receptioneaza de la tata}
3.pentrui=[+1:d-1
1. send(M, 1) {trimite tuturor fiilor}

Cu acest algoritm, procesoarele nu primesc mesajul in cel mai scurt timp fiecare.
Aceasta se poate realiza in modelul multiport, adaugdnd o instructiune in paralel
instructiunii 3; astfel, fiecare procesor va expedia imediat mai departe mesajul tuturor
fiillor. Timpul global de difuzare nu se va modifica insa, el fiind cel dupa care procesorul
2¢ — 1 primeste mesajul.

Familie de arbori binomiali. Deoarece in algoritmul 3.4 la fiecare pas se comu-
nica pe o singura dimensiune, o idee de imbunatatire a timpului de comunicare este
de a folosi toate dimensiunile simultan. Se imparte mesajul in d pachete M°, M?,
..., M%1; la pasul 0, procesorul Py trimite cite un pachet fiecirui vecin, i.e. pa-
chetul M? vecinului din dimensiunea i; la pasul k, pachetul M? va fi trimis pe directia
(i + k) mod d, de catre toate procesoarele care il detin. Functionarea algoritmului
este ilustrata in figura 3.18.

Aceasta revine la a utiliza o familie de arbori de acoperire construiti din cel din
figura 3.16a, pe care-l vom nota Ag(0). Ceilalti d — 1 arbori se construiesc prin
rotatii: arborele A;(0), cu 1 < i < d— 1, se obtine transformand orice nod z € Ay (0)
in Ro(z,%). Un exemplu de astfel de arbori este prezentat in figura 3.16b,c, in care se
afla A, (0), respectiv A2 (0), pentru un hipercub 3-dimensional. Faptul c& arborii sunt
obtinuti prin rotatii a condus la denumirea algoritmului, numit rotativ. Acesti arbori
nu sunt arc-disjuncti, dar mecanismul de difuzare descris mai sus evita conflictele in
ocuparea arcelor. Totusi, desi timpul de difuzare este de aproximativ de d ori mai
mic decat al algoritmului 3.4, nu se poate utiliza transmisia pipeline. Acest defect
este remediat in continuare.

O familie de arbori de acoperire arc-disjuncti. Pornim de la urméatoarea idee
algoritmica intuitiva: Py trimite mesajul tuturor vecinilor sai; apoi, acestia difuzeaza
mesajul dupa cate un arbore de acoperire binomial, cu singurul amendament ca nu il
mai retrimit lui Fp.
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Figura 3.16: (a) Arbore de acoperire binomial intr-un hipercub de dimensiune 3 (b),
(c) arbori binomiali obtinuti prin rotatia primului cu una, respectiv doud pozitii la
stanga.
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Figura 3.17: Difuzare dupa un arbore binomial, la fiecare pas pe o directie.
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Figura 3.18: Difuzare intr-un hipercub de dimensiune 3, algoritmul rotativ (pe o
familie de arbori de acoperire binomiali).
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Figura 3.19: (a) Arbore de acoperire binomial; (b) Arbore obtinut prin translatarea
primului in nodul 100; (c) Arborele translatat, cu sensul arcului din Py schimbat.

Definim intai operatia de translatie pe hipercub. Un arbore oarecare A(0) este
translatat cu radacina in nodul cu adresa s prin transformarea fiecirui nod z € 4(0) in
z®s € A(s) (si transformarea corespunzatoare a arcelor). Un exemplu este prezentat
in figura 3.19, in care desenul (a) prezintd arborele de acoperire binomial Ay(000),
iar desenul (b), arborele Ag(100). S& observam cé, dupa translatie, orice arc raméane
in aceeagi dimensiune (daca nodurile z si y sunt vecine in arbore, sunt gi in hipercub,
deci adresele lor difera intr-un singur bit; atunci si z ® s si y ® s difera in acelasi bit).

Acum putem construi cate un arbore de acoperire binomial in fiecare dintre vecinii
nodului 0. Pe care insa, dintre cei d arbori posibili, radacina fiind fixata gi scopul
obtinerea unei familii arc-disjuncte ? Vom incerca sa translatam cate un arbore de
acoperire binomial cu radacina in nodul 0, in fiecare din vecini. Ne bazam pe faptul
ca in orice arbore de acoperire binomial exista o singura frunza vecina cu radacina; de
exemplu, pentru Ap(0), aceasta este 100 (in H3); vom translata arborele in aceastd
frunza; rezultatul a fost deja prezentat in figura 3.19b. Cum, la difuzare, comunicatia
intre nodurile 0 si 100 se desfagoara dinspre 0, vom schimba sensul arcului dintre aceste
doua noduri, obtinand un arbore cu radacina in nodul 0; rezultatul este prezentat in
figura 3.19¢c; acest arbore va fi notat A% (0). Sa generalizam: in A;(0), frunza vecini
cu radacina este 20~ med d. atunci AP (0) se obtine din A;(20~1) md @) schimband
sensul unicului arc adiacent nodului 0. Cei d arbori AP(0), cu 0 < i < d -1, sunt
arc-disjuncti (I&sam fara demonstratie aceastd afirmatie) si au fiecare inaltime d + 1.
Pentru H3, aceasta familie este prezentata in figura 3.20.

3.3.3 Difuzare generala

Actul de nagtere al difuzarii generale l-a constituit urmatoarea problems frivola: p
persoane gtiu fiecare cite o parte dintr-o istorie mondena; de cate telefoane este nevoie
pentru ca toate persoanele sa afle intreaga istorie ? Se presupune ca, intr-o comunicare
telefonica, fiecare persoana spune tot ce stie in momentul respectiv. Recunoastem
imediat modelul: 1-port, timp constant, full duplex (desi nu se comunicd simultan,



3.3. COMUNICATII GLOBALE 71

11 111 110 111 11 111
100 01 100 101 100 01
010 011 010 011 010 011
000 001 000 001 000 001

Figura 3.20: Familie de arbori de acoperire arc-disjuncti intr-un hipercub de dimen-
siune 3.

totusi se folosesc ambele sensuri in aceeasi convorbire); comunicarea se desfagoara pe
un graf complet; pentru aprofundare, vezi problema 3.3.19. Si acum si trecem la
formulari serioase.

O abordare naiva a problemei ar fi urmatoarea: un procesor colecteaza toate
mesajele, apoi le difuzeaza celorlalte procesoare; dupa ce vom fi discutat despre
colectare se va vedea cd, de multe ori, aceasta dureaza cat o difuzare generald; in
plus, difuzarea ar fi ficuta cu un mesaj imens, de dimensiune pm. Deci, sunt slabe
sperante de performanta.

Idee eficienta generala. O modalitate naturala si eficienta de a obtine algoritmi
de difuzare generala este de a aplica algoritmi de difuzare din fiecare nod, acegtia
executandu-se in paralel. Daca, la un moment dat, un procesor are de trimis mai multe
mesaje pe un canal, atunci le va concatena intr-un mesaj mai lung, procesorului care
receptioneaza acest mesaj revenindu-i implicit sarcina de a extrage mesajele initiale si
de a le retransmite pe caile corespunzatoare. Daca graful este simetric, nu vor exista
dezechilibre de incarcare a canalelor. Se va vedea in continuare ca algoritmi simpli de
difuzare duc la bune performante in difuzarea generala; de asemenea, deoarece multe
arce (eventual toate) vor fi ocupate simultan, nu mai este necesara utilizarea tehnicii
pipeline.

Difuzare generala pe inel

Pe un inel, difuzarea generala dureaza tot atat ca si o difuzare; daca fiecare procesor
igi transmite mesajul pe ambele canale, apoi retransmite mesajele primite de la vecini,
in ambele sensuri, toate canalele sunt folosite in paralelism complet, iar situatia de
a transmite doud mesaje pe acelagi canal in aceeasi etapd nu apare. Practic, fiecare
procesor 1si difuzeazd mesajul M; dupa cate un arbore de acoperire de tipul celui din
figura 3.11, procesorul fiind situat in radicind. Sunt |p/2| etape de comunicare, cat
este naltimea arborelui, dupa algoritmul urmator:

ArcoriT™ 3.5 (difuzare generald pe inel, fiecare procesor pe un arbore de acoperire
de inaltime minima)
1. pentru k=0: |p/2| -1
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1. in paralel
1. send(M(id,k) mod p> dreapta)
2. recv(M(iq k1) mod p, St4nga)
3. daca p este impar sau k # |p/2] — 1 atunci, in paralel
1. send (M (iq+) mod p> StANga)
2. recv(M(iq1k+1) mod p» dreapta)

In etapa k, un procesor retransmite vecinilor mesajele celor doua procesoare aflate
la distanta k de el (propriile mesaje cand k = 0) si receptioneaza de la vecini mesajele
procesoarelor aflate la distantd & + 1; evident, procesorul memoreaza separat aceste
mesaje. Conditia din linia 1.3 se explicd prin faptul ca atunci cind p este par, cele
doua ramuri ale arborelui din figura 3.11 nu au lungimi egale; in acest algoritm am
presupus ca ramura din dreapta are lungime p/2, iar cea din stinga p/2 — 1, de aceea
exista o etapa in plus de comunicatie spre dreapta. In regim full duplex, timpul de
executie este

Ts.rr = [p/2](c +mp).

In modelul half duplex, circulatia mesajelor se face intr-un singur sens, de exemplu
fiecare procesor transmite spre dreapta si receptioneazi simultan din stanga. Di-
fuzarea generala se termind atunci cand mesajul fiecarui procesor a ajuns la vecinul
sau din stanga. Sunt deci p — 1 etape de comunicatie.

Difuzare generala pe tor

Pe tor, se poate generaliza algoritmul 3.5 de la inel. Intr-o primi fazi, se face difuzare
generala pe fiecare inel orizontal in timp (,/p/2)(c + mf3); apoi, se face din nou o
difuzare generala, dar acum pe fiecare inel vertical, fiecare procesor comunicand toate
mesajele procesoarelor de pe linia sa; timpul necesar este (,/p/2)(o + /pmf3).

Se observa cd, in orice moment, nu se folosesc decat jumatate dintre arce, cele
orizontale in prima faza, cele verticale in a doud. Pentru a le utiliza pe toate recurgem
la un truc simplu si deja cunoscut; fiecare procesor igi imparte mesajul in doua pachete;
primul este difuzat cum am spus mai sus, iar al doilea, dupa aceeasi idee, dar intai
pe verticala si apoi pe orizontala. In acest fel toate arcele sunt ocupate tot timpul,
iar timpul de difuzare generala este

Tyrr = /Bo + (% + mT‘/I_’> 3. (3.6)

Difuzare generala pe hipercub

Pe un hipercub, simetrizarea algoritmului de difuzare pe un arbore de acoperire bino-
mial conduce la o difuzare generala ce se desfasoard dupi cum se sugereaza in figura
3.21. La fiecare pas se comunica pe o singurad dimensiune, in ordinea 0,1,...,d — 1,
pe toate arcele posibile; fiecare procesor transmite vecinului sdu din acea dimensiune
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Figura 3.21: Difuzare generald intr-un hipercub de dimensiune 3, la fiecare pas pe o
directie (in noduri sunt notate mesajele ajunse acolo dupa fiecare etapa).

toate mesajele pe care le posedd. Dupia fiecare pas dimensiunea mesajelor trans-
mise se dubleaza; in figura, fiecare nod are asociate numerele mesajelor deja primite;
de exemplu, dupa doi pasi, nodul 1 posedda mesajele 0, 1, 2, 3. La pasul k este
incheiati difuzarea generald in cele 2¢7%+1 hipercuburi formate cu arce din dimensiu-
nile 0,1,...,k—1 (7:[3_'“'1, in notatia de panad acum), ceea ce aratd natura recursiva
a algoritmului (care poate fi descris scurt astfel: se face difuzare generald in doud sub-
hipercuburi componente, apoi se schimba toate datele locale intre procesoare aflate
pe aceeagi pozitie in cele doua subhipercuburi).

Ca si la difuzare, defectul acestui algoritm este ca nu se folosesc, la un moment
dat, decat arcele dintr-o singura dimensiune. De aceea incercam simetrizarea algorit-
mului de difuzare rotativ, care conduce la folosirea in paralel a tuturor canalelor de
comunicatie. Procesorul P; imparte mesajul propriu in d pachete M]?, cul0<i<d-1.
La pasul k, procesorul P; transmite pe directia [ = (i + k) mod d pachetul (modificat
prin concatenare) M J’, de asemenea, concateneaza pachetele primite pe directia [ cu
M}; in final, toate pachetele M}, pentru 0 < j < p — 1, au acelasi continut; pentru
procesorul P;, pachetele M ]?, cu 0 <i <d-—1, contin mesajele tuturor procesoarelor,
adica intreaga cantitate de informatie pe care trebuie sa o primeasca P;. Desi prin-
cipial algoritmul e destul de simplu, concatenarea pachetelor conduce la amestecarea
lor; de aceea, in final (sau, mai bine, dupa fiecare etapa de comunicatjie) fiecare proce-
sor trebuie sa puné in ordine pachetele primite; aceasta se poate face simplu daca se
atageazd fiecarui pachet M} numerele j (procesorul sursd) i i (numérul de ordine) ca
antet. Pentru a exemplifica amestecarea, sa ne mai uitam la figura 3.21; presupunem
ca se concateneaza mesajul primit la finalul celui local; procesorul 5 are dupa prima
etapa mesajele 5,4, dupa a doua 5,4,7,6, si dupa a treia 5,4,7,6,1,0,3,2; aici ordonarea
se face numai dupa numarul procesorului sursa; evident, cand fiecare mesaj e impartit
in pachete, lucrurile se complica gi mai mult. Timpul de difuzare generala este

(p— l)mﬂ_

T: =1
3,7,F = (logp)o + log p
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Figura 3.22: Distributie in trei etape, pe un inel: (a) cu 7 procesoare; (b) cu 6
procesoare.

3.3.4 Difuzare personalizati (distributie)

Deoarece procesorul Py trebuie sa trimitd mesaje tuturor celorlalte procesoare, uti-
lizarea unui arbore de acoperire sau a unei familii de arbori de acoperire arc-disjuncti
este naturala. Principiul de utilizare a unui arbore de acoperire pentru distributie este
ca Py sa trimita mesajele intdi celor mai indepdartate procesoare. Astfel, in timp ce
primele mesaje se deplaseaza mai departe prin arbore spre destinatiile lor, procesorul
P, poate trimite mesaje procesoarelor mai apropiate; se poate spera la utilizarea in
paralel a multor arce ale arborelui. Vom vedea, in cazul hipercubului, ce calitati este
bine sa aiba arborii de acoperire.

Distributie pe inel

Pe un inel, procesorul sursa P, transmite spre stanga si spre dreapta simultan, deci
folosind arborele de acoperire din figura 3.11, intai celor mai indepartate procesoare,
i.e. cele cu adresele |p/2], prin dreapta, si respectiv |p/2] + 1, prin stanga. La pasul
urmator, Py trimite mesajele pentru procesoarele aflate cu un arc mai aproape etc.
Toate celelalte procesoare retransmit mesajele primite, pana in momentul in care il
primesc pe cel destinat lor. Algoritmul este prezentat in continuare si exemplificat in
figura 3.22.

ALGORITM 3.6 (P distribuie pe inel)
1. j « |p/2]| — dist(id,0) + 1
2. daca p este par si id > |p/2] atunci j+ j—1
3. pentruk=0:5-1
1. daca id = 0 atunci, in paralel
1. send(MLp/ﬂ,k, dreapta)
2. daca p este impar sau k < j — 1 atunci send (M|, 5|41+, stanga)
2. altfel daca id < |p/2]| atunci, in paralel
1. recv(M|, 2|, stanga)
2. daca k > 0 atunci send(M|,/s|_k—1, dreapta)
3. altfel, in paralel {id > |p/2]}
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1. recv(M|, /2] 414k, dreapta)
2. daca k > 0 atunci send(M|, /5|4, stanga)

Numarul de etape la care participa un procesor este calculat in instructiunile 1 si
2; el este cu atat mai mic cu cat distanta de procesorul care distribuie este mai mare;
cand p este par, arborele de acoperire din figura 3.11 are ramurile de lungimi inegale,
deci procesoarele din stanga lui Py participa la o etapa de comunicatie mai putin, dupa
cum se vede si in figura 3.22b. Procesorul P, transmite in ambele sensuri simultan
in fiecare etapi, mai putin in ultima, daca p este par, dupa cum se vede din 3.1.2.
In fine, celelalte procesoare doar receptioneaza in prima lor etapa de comunicatie,
apoi receptioneaza si transmit simultan. Instructiunile 3.2.1 si 3.2.2 sunt identice
cu 3.3.1 si respectiv 3.3.2, doar sensul de comunicatie este schimbat; este descrisa
comunicatia pentru procesoarele din dreapta, respectiv stanga, lui Fy. Remarcam
ci un procesor poate folosi doar doua zone de memorie, alternativ pentru receptie si
transmisie; ultimul mesaj primit este cel destinat lui. Complexitatea acestui algoritm
este

Tir = |p/2] (0 +mp).

Aplicarea tehnicii pipeline in distributie nu face decat sa inrautateasca performan-
tele. La inel, aceasta se vede imediat, deoarece procesorul P, este in permanenta
ocupat. Spargerea mesajelor in pachete n-ar modifica timpul de propagare, dar ar
mari coeficientul lui o, deci si timpul total; agadar, nu se utilizeaza pipeline.

Distributie pe tor

Pe tor, putem sa ne inspiram din algoritmul de la inel, folosind implicit arborele de
acoperire din figura 3.13 dupa cum urmeaza. In prima fazi, nodul Py distribuie
fiecarui nod de pe orizontala sa toate cele /P mesaje ce trebuie trimise pe verticala
acelui nod; timpul necesar este (aproximativ) (,/p/2)(c + m./pj3). In a doua fazi,
fiecare procesor de pe linia 0 distribuie pe inelul vertical pe care se afla; de data
aceasta talia mesajelor este m, deci timpul necesar este (,/p/2)(c +mp3).

Pentru utilizarea simultand a mai multor canale, se imparte fiecare mesaj in dou4
pachete; primul pachet se distribuie ca mai sus; al doilea, dupa aceeasi idee, dar
intai pe verticala si apoi pe orizontala, adica dupa un arbore de acoperire obtinut
prin rotatia celui din figura 3.13 cu 90 de grade in sens trigonometric. Timpul de
distributie este identic cu cel de difuzare generala dat de (3.6).

Distributie pe hipercub

Distributie pe un arbore de acoperire binomial. Pe un hipercub, o prima idee
este de a transmite folosind un arbore de acoperire binomial; sa incercam, pentru a
vedea care sunt dezavantajele. In figura 3.23 este prezentata evolutia comunicatiilor,
daca in fiecare etapa se transmite pe cate o dimensiune; in prima etapa, Py transmite
(concatenate) toate mesajele pentru procesoarele din subhipercubul 7—7[371(1), in a
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Figura 3.23: Difuzare personalizata, intr-un hipercub de dimensiune 3, pe un arbore
de acoperire binomial, la fiecare pas pe o directie.
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Figura 3.24: Difuzare personalizata pe un arbore de acoperire binomial, dupa prin-
cipiul “Iintai celui mai indepartat”.

doua, toate mesajele pentru ’}:[3_2(2); in general, in etapa k, cu 0 < k < d — 1,
trimite pe dimensiunea k toate mesajele pentru subhipercubul H% ¥ (2F); fiecare
procesor care primegte un mesaj pastreaza portiunea destinata lui gi transmite restul
mai departe in subarborele a carui radacina este, intr-un mod asemanator cu FPy. Se
observa ca dimensiunea mesajelor se injumitateste la fiecare pas, initial fiind 2¢~'m.
Complexitatea acestui algoritm 1-port este:

T4,y = (logp)o + (p — 1)mp.

Tot pe un arbore de acoperire binomial, se poate proceda trimitand mesajele
dupa principiul ”intai celui mai indepartat”, asa cum este sugerat in figura 3.24.
In etapa k (0 < k < d — 1), P, trimite, simultan pe toate canalele sale, mesajele
pentru nodurile aflate la distanta d— k&, mesajele pentru nodurile din acelagi subarbore
fiind concatenate; timpul de transmisie este mai bun de maximum doud ori decat
precedentul:

Tin = (logp)o + gmﬂ-
El se justifica prin faptul ca, intr-un arbore binomial, unul dintre subarborii ridacinii,

cel mai ”stufos”, are jumatate din noduri; timpul de distributie este cel necesar co-
municarilor de la radacind spre acest subarbore; nu mai sunt introduse intarzieri
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Figura 3.25: Arbore de acoperire echilibrat pentru un hipercub de dimensiune 5.

suplimentare, arborele binomial avand proprietatea ca, in orice subarbore, un nod
oarecare are mai putini fii decat radacina subarborelui (si, in general, are mai putini
descendenti la distantd x decit are rddacina subarborelui, tot la distanti ). Figura
3.24 e putin eronata, din exces de didacticism; cum Mg i M7 sunt de doua ori mai
scurte decat Mss, ele ajung mai repede la destinatie, in al doilea desen, si pornesc
imediat mai departe; deci, in al treilea desen, Mg si My sunt aproape transmise, cand
incepe transmisia celorlalte mesaje. Totusi, timpul total raméne cel de mai sus.

Arbore de acoperire echilibrat. Se observa ca timpul de executie ar descregte
daca Py ar trimite mesaje, in fiecare etapa, pe toate canalele sale; pe de alta parte,
caile de transmitere trebuie si apartind unui arbore de acoperire. Aceasta se poate
realiza numai daca arborele de acoperire este echilibrat, adica toti subarborii radacinii
au numar de noduri ”aproape” egal (diferind cel mult prin 1). Un astfel de arbore
de acoperire echilibrat este prezentat in figura 3.25; nu detaliem constructia sa; cu
putina atentie se poate observa ca, la fel ca la arborele binomial, pe nivelul k£ sunt
(4) noduri, adicd maximul posibil. Mentionam totusi cd arborele este intr-adevir
echilibrat doar cand d este prim; oricum, in celelalte cazuri, diferentele intre subarbori
sunt neglijabile.

Deoarece acest arbore este echilibrat, timpul de executie al algoritmului in care se
transmit intai mesajele destinate nodurilor cel mai departate din subarbori este

-1
T = (1 P2 mg.
1g = (logp)o + [logp-‘ mp3

Un timp de executie asemanator cu Ti: g se obtine daca se foloseste o familie de
arbori de acoperire binomiali rotativi (cum este cea din figura 3.16), pe fiecare arbore
Py transmitand cate m/d valori din fiecare mesaj; algoritmul este prezentat in figura
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Figura 3.26: Difuzare personalizati pe o familie de arbori de acoperire binomiali
rotativi.

PO M02 Pl M13 P2 M24 P3 M3’0 P4 M4,1

)

L L L L L
Moy 3 My 4 M M3, My
Mo Mo 2 M3 M3 4 M3y
L L L L L
Mo 4 M M3 1 M3y Mo 3
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Figura 3.27: Schimb complet pe un inel cu 5 procesoare, in doua etape; mesajele de
deasupra liniilor orizontale circula spre dreapta, iar cele de dedesubt, spre stanga.

3.26 si este o generalizare acum banala a celui din figura 3.23.

3.3.5 Schimb complet

Deoarece in schimbul complet fiecare procesor efectueaza o distributie, putem obtine
algoritmi simpli prin simetrizarea celor de distributie. Ca si la difuzarea generald,
aceasta strategie poate asigura ocuparea in paralel a tuturor canalelor, fira a fi nece-
sara transmisia pipeline. Vom ilustra ideea doar in cazul inelului, cititorul fiind invitat
sa scrie algoritmii pentru tor gi hipercub.

Schimb complet pe inel. Daca fiecare procesor trimite mesaje pe ambele canale,
incepand cu cele adresate celor mai departate procesoare, iar in etapele urmatoare
transmite atat mesajele sale, cat si pe cele primite de la vecini, evolutia comunicatiei
este de genul celei prezentate in figura 3.27; in etapa k, cu 0 < k < p/2, fiecare procesor
transmite k¥ mesaje concatenate (cu un mesaj mai mult decit in etapa precedentd) pe
fiecare canal. Descriem mai jos algoritmul pentru p impar; in cazul p par se intdmpla
acelasi fenomen ca la distributie: in ultima etapa se comunica intr-un singur sens; nu
mai detaliem, pentru simplitate.

ALGORITM 3.7 (schimb complet pe inel, pentru p impar)
LT, <0, Ty« 0
2. pentruk=0:[p/2] -1
1. jd + (id + |p/2] — k) mod p
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2. js <+ (id — |p/2] + k) mod p
3. Lq < T concatenat cu Mg jq
4. Ls < Miq,js concatenat cu Ty
5. in paralel
1. send(L,4, dreapta), send(Ls, stanga), recv(T,, dreapta), recv(Ts, stanga)

Variabilele folosite au urmatoarea semnificatie: jd si js sunt adresele celor doud
procesoare carora le sunt destinate mesajele curente, aflate la dreapta procesorului
curent, respectiv la stdnga (pe calea cea mai scurtd); Ty si Ts sunt zonele de memorie
in care se depun mesajele primite, in etapa curenta, din dreapta, respectiv stanga;
in fine, in L, si L, se formeazi mesajele destinate transmisiei, in etapa curenta, spre
dreapta, respectiv stinga. Deci, in fiecare etapa, un procesor concateneazi cate un
mesaj propriu mesajelor primite in etapa anterioara si apoi le trimite mai departe;
mesajele destinate lui sunt receptionate in ultima etapa, deci se vor afla in variabilele
T4 si Ts. Datorita modului de scriere a instructiunilor 2.3 si 2.4, Ty va contine mesajele
de la procesoarele, in ordine, (id + 1) mod p, ..., (id + |p/2]) mod p, iar T de la,
tot in ordine, (id — |p/2]) mod p, ..., (id — 1) mod p; deci, mesajele sunt in ordinea
crescatoare a adreselor expeditorilor, mai putin o rotatie.

Ca gi la distributie, au loc |p/2] etape de comunicatie, deci timpul de executie al
algoritmului, in regim full duplex, este

/2
Tonr =Y (0 +kmB) = Lo+ L+ nms.
k=1

Este interesant cd se poate aplica o strategie intr-un fel inversa; fiecare procesor
incepe prin a trimite jumatate din mesaje spre dreapta (cele pentru procesoarele mai
apropiate prin dreapta) i jumatate spre stanga. In a doua etapi, fiecare procesor
retine mesajul destinat lui, gi retransmite restul mai departe; deci, in etapa k (0 <
k < |p/2]), un procesor trimite |p/2| — k mesaje concatenate (cu unul mai putin
decat in etapa precedentd). Timpul de comunicatie va fi exact acelasi.

Schimb complet pe tor. Pe tor generalizam algoritmii de la inel. Se face intai
cate un schimb complet pe fiecare inel orizontal, cu mesajele destinate tuturor proce-
soarelor de pe aceeasi verticald; un procesor trimite altuia cate ,/p mesaje. Urmeaza
cate un schimb complet pe fiecare verticala, fiecare procesor avand de transmis cate
/P mesaje fiecarui alt procesor de pe acelasi inel vertical (cate unul de la fiecare
procesor de pe inelul orizontal, inclusiv el insusi). Timpii pentru cele doua faze sunt
deci egali (iatd totusi o diferenta fatd de difuzarea generala si distributie).

Din nou, daca se separa fiecare mesaj in doua pachete gi se folosegte algoritmul
precedent pentru primul pachet, gi acelagi algoritm, dar intai pe verticala, pentru al
doilea, timpul de propagare se injumatateste.

Transmisie permutata. Vom aminti acum, pe scurt, o utilizare a schimbului
complet intr-o problema de comunicatie aparent fara mare legatura cu acesta. Sa pre-
supunem ca fiecare procesor doreste sa transmitd un singur mesaj, unui alt procesor,



80 CAPITOLUL 3. ALGORITMI DE COMUNICATIE

astfel incat fiecare procesor are de transmis gi de receptionat cate un mesaj. Prob-
lema se numegte a transmisiei permutate (permuted send). Un exemplu de astfel de
comunicatie este rotafia, in care fiecare procesor transmite vecinului sdu din dreapta,
pe un inel; alt exemplu este inversarea, in care P; schimba cate un mesaj cu Pp_;_;.
In general, pot aparea destule situatii in care comunicatia nu este deloc regulata.

O metoda de a regulariza transmisia permutata este urmatoarea: fiecare procesor
igi imparte mesajul in p pachete, pe care le transmite, cite unul fiecaruia dintre
celelalte procesoare, unul pastrandu-l; acesta este un schimb complet. Acum, fiecare
procesor are tot p pachete, dar destinate cate unul fiecarui procesor; fiecare procesor
pastreaza pachetul sau, trimitandu-le pe celelalte p — 1 celorlalte procesoare; acesta
este, din nou, un schimb complet. Daca privim din punctul de vedere al transmiterii
mesajului intre procesoarele P; i P,, atunci Ps distribuie cele p pachete, dupa care
P, le colecteazi. In acest fel, transmisia permutata se transforma in doua schimburi
complete. Aceasta poate fi o solutie excelents, mai putin in cazurile in care existd o
varianta simpla, ca, de exemplu, pentru rotatie.

3.3.6 Cateva concluzii

In tot restul lucrarii vom utiliza primitive cu numele operatiilor de comunicatie globala
prezentate pana acum, folosind o descriere nu foarte formala, dar suficient de explicita,
de exemplu

difuzare: P, trimite mesajul A celorlalte procesoare.

Aici poate aparea o confuzie destul de gravd. Aceastd primitiva nu este apelata
doar de procesorul P,, ci de toate procesoarele, in aceeasi forma. In functie de adresa
sa, fiecare procesor 1si indeplinegte rolul in difuzare. Evident, adresa z trebuie sa
aiba aceeasi valoare in toate apelurile, deci, in programul unui anume procesor, sa nu
depinda in nici un fel de adresa procesorului.

In ce privegte estimarea timpilor pentru executarea acestor primitive, vom conside-
ra, in general, timpii cei mai buni dintre cei prezentati. Exista totugi un amendament,
pentru cazurile in care se poate folosi pipeline. Dacad mesajele au dimensiuni mari
(din péacate, notiunea de "mare” nu poate fi explicitatd prea mult, ea depinzand
de modelul de comunicatie si de valorile parametrilor comunicatiei), vom lucra cu
timpii pentru pipeline, deci intr-adevar cei mai buni. Daca insa mesajele sunt scurte,
atunci vom presupune ci nu se utilizeazd pipeline (chiar daci s-ar utiliza, cagtigul
ar fi nesemnificativ). Oricum, in multe cazuri ne vom multumi cu o apreciere mai
vagd a timpului, precizdnd, de exemplu, ca o difuzare pe hipercub dureaza O(m) (sau
O(m/logp), cu pipeline).

Probleme

P 3.3.1 Deduceti o limita inferioard pentru timpul de comunicatie intre doud noduri aflate
la distanta j, intr-un graf regulat oarecare de grad A. La fel, daca graful este neregulat.
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P 3.3.2 Consideram un graf complet, in care oricare doud noduri sunt conectate. Cate cai
arc-disjuncte exista intre doud noduri oarecare 7

P 3.3.3 Cand sunt optime cele patru cai din figura 3.8a ?

P 3.3.4 Gasiti patru cai arc-disjuncte intre doua noduri vecine pe o grila. Indicatie: lungim-
ile lor sunt 1, 3, 5, respectiv 7.

P 3.3.5 Cum se construiesc caile de comunicare intre nodurile Ps si P, dintr-un hipercub,
cunoscind numai c#ile dintre nodurile 0 gi 27 — 1, unde j = H(s,a) ?

P 3.3.6 a) Si se arate ci cele d cii construite prin rotatii ale c&ii principale intre nodurile 0
si 2¢ — 1, in hipercubul Hg, nu au nici un nod comun (in afara capetelor). b) La fel, pentru
cele d cai intre nodurile 0 gi 2/ — 1, construite in sectiunea 3.3.1.

P 3.3.7 Cate arce sunt intre Cj si Ck41, in hipercubul H4 ?

P 3.3.8 In tabelul 3.1 sunt prezentate margini inferioare ale timpului necesar unor operatii
de comunicatie globala, in modelele full si half duplex, timp liniar, pentru un graf oarecare
cu diametrul D si gradul A. Demonstrati valabilitatea acestor margini.

P 3.3.9 Care este numarul maxim de arbori de acoperire arc-disjuncti, cu aceeasi radacina,
care se pot construi intr-un graf oarecare, regulat si de grad A ?

P 3.3.10 Scrieti algoritmul de difuzare pe inel, dupa arborele de acoperire din figura 3.11.

P 3.3.11 Modificati algoritmul din problema anterioara astfel incit sa fie corect indiferent
de procesorul P; care face difuzarea. La fel, pentru algoritmul 3.3.

P 3.3.12 Scrieti algoritmul de difuzare pe tor, dupa arborele de acoperire din figura 3.13.

P 3.3.13 Dacid un arc este in dimensiunea k in Ao(0), in ce dimensiune se va afla dupa
rotatia prin care se obtine 4;(0) 7

P 3.3.14 In ce etapa de comunicatie va primi mesajul M procesorul Pj, in algoritmul 3.4 7
Dar mesajul M", in algoritmul de difuzare rotativ ?

P 3.3.15 Scrieti algoritmul de difuzare rotativ pentru hipercub.

P 3.3.16 Dintr-un algoritm de difuzare se poate obtine intotdeauna un algoritm de comu-
nicare de la procesorul care difuzeaza (sursa) la un oricare altul (destinatia), eliminind toate
transmisiile inutile ale mesajului; gindind in termeni de arbori de acoperire, se elimina toate
arcele care nu sunt pe caile dintre sursd si destinatie. Ce se obtine din particularizarea
algoritmului de difuzare dupi familia de arbori arc-disjuncti AP (0) ?

P 3.3.17 Care este timpul de difuzare intr-un graf oarecare de diametru D, considerandu-se
modelul multiport, cu timp constant 7

P 3.3.18 Care este timpul de difuzare intr-un graf complet, in modelul 1-port, cu timp
constant 7 Dar intr-un hipercub 7 Care este limita inferioara pentru un graf oarecare ?

P 3.3.19 Cat dureaza difuzarea generala pe graful complet, in modelul timp constant, mul-
tiport, full duplex ? Dar in half duplex ? Dar in modelul 1-port ?

P 3.3.20 Scrieti algoritmul de difuzare in regim half duplex pe inel.
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Operatia Full duplex Half duplex
Difuzare Do+ (D—-1+%3)3 %mﬂ

Difuzare generala (p—1RB 2p-1)RpB
Distributie (p-1DRB (p-1DRB
Schimb complet, inel 25+ Dmp E(E+1Dmp
Schimb complet, hipercub 5B pmf3

Tabelul 3.1: Margini inferioare pentru timpii necesari operatiilor de comunicatie
globala.

P 3.3.21 Care este timpul de distributie pe un graf oarecare in modelul cu timp constant ?
Sugerati algoritmi de distributie in modelul 1-port (si timp constant), pentru inel gi hipercub.
Indicatie: timpi optimi: |(p+ 1)/2| pentru inel si logp pentru hipercub.

P 3.3.22 Sugerati un algoritm simplu de distributie pe tor, care sa aiba un timp de executie
asemandtor cu T} 1, deci si aibd coeficientul lui 8 aproape optim, dar in care mesajele si
nu fie impartite in pachete.

P 3.3.23 Demonstrati cd, in algoritmul de schimb complet pe tor, fiecare mesaj parcurge
calea cea mai scurta intre sursa si destinatie.

P 3.3.24 Demonstrati cd Z?:o i(4) =d2?¢".

P 3.3.25 Se considerd o matrice patratd A, partitionatd in blocuri egale, gi ele patrate,
notate A;;. a) Presupunem cd blocurile se distribuie celor p procesoare astfel incat Py are
blocurile Pyj, pentru 0 < j < p (are o linie de blocuri). Cum se efectueza transpunerea
matricei, pe un inel 7 b) Dar pe un hipercub ? ¢) Pe un tor, presupunem ci procesorul P;;
detine blocul A;;. Care este acum algoritmul de transpunere ?

P 3.3.26 Cat dureaza schimbul complet pe un graf complet, in modelul timp constant si
multiport, respectiv 1-port 7

3.4 Comunicatii in modelul comutare de circuit

Dedicam o sectiune separata acestui model, dar fara amploarea celei pentru store and
forward. Ne vom multumi cu céteva exemple care sa sublinieze filosofia de abordare
a problemelor. Notatiile sunt cele deja utilizate. Trebuie sa facem o mica modificare,
totusi; la primitiva send, in modelul store and forward era suficientd indicarea canalu-
lui pe care era transmis un mesaj; acum suntem obligati sa precizam si procesorul
destinatie a mesajului, astfel:

send(date, canal, P,)

Deci, mesajul date va fi trimis pe canalul canal, catre procesorul P,. Va intrebati
poate de ce mai trebuie precizat canalul; raspunsul e simplu: pentru ca, in general,



3.4. COMUNICATII IN MODELUL COMUTARE DE CIRCUIT 83

rn P P P P P P I
@\ e e

g) [ ] | ] [ ] @ [ ] ] [ ]

Figura 3.28: Difuzare intr-un inel cu 8 procesoare, model comutare de circuit, in 3
etape.

nu exista o cale unica pana la P,; alte argumente vor fi oferite peste cateva pagini,
cand vom vorbi despre dirijare (acolo se va lamuri gi cum se alege calea dintre sursa
si P,, care nu e unicd nici dupd ce sursa a trimis mesajul pe un canal precizat).
Vom introduce si pentru recv acest al treilea argument, cu semnificatia de adresi a
expeditorului unui mesaj; el este necesar pentru a putea selecta un mesaj din mai
multe sosite pe acelagi canal; in plus, clarifica scrierea algoritmilor.

Comunicatie punct-la-punct. In comunicatia intre doud procesoare, timpul
este cu atat mai mic cu cat exista mai multe cai arc-disjuncte intre sursa si destinatie.
Daca exista c cai, de lungime cel mult A, atunci mesajul este impartit in ¢ pachete,
fiecare trimis pe o cale. Timpul total este dictat de calea cea mai lunga:

Ty =0+ ht + (m/c)B.

Pentru comparatie, revedeti formula (3.5), de la store and forward in regim pipeline.

Difuzare pe inel, model 1-port. Daca in comunicarea intre doua procesoare
modelul comutare de circuit este evident mai performant, in difuzare lucrurile nu sunt
chiar simple. Sa studiem putin difuzarea pe inel, in modelul 1-port. In primul pas de
comunicatie, procesorul sursid P, informeaza un alt procesor; in al doilea, cele doua
procesoare mai pot informa (simultan) alte doud, g.a.m.d., numarul procesoarelor in-
formate dublandu-se la fiecare pas. Deci, numarul minim de etape de comunicatie
este [logp]. Desigur, pentru a se atinge acest minim, e nevoie ca, in fiecare etapi,
caile de comunicatie si fie arc-disjuncte. Din fericire, pentru inel, aceasta se obtine
cu usurintd, dupa cum se vede in figura 3.28. Sa presupunem ca sunt p = 2" pro-
cesoare. In prima etapa Py comunica cu P,-—1; In a doua, cele doud comunica cu
procesoarele aflate la distantd 272 spre dreapta; in fiecare etapi distanta de comu-
nicare se injumatateste fata de precedenta; in etapa k, cu 0 < k < r — 1, se comunica
la distanta 2" %=1, Algoritmul poate fi descris astfel:

ALGORITM 3.8 (P difuzeaza mesajul M pe inel, model comutare de circuit, 1-port,
p=2"1n r etape)
1. j < numarul de biti finali de 0 din id
2. daci id # 0 atunci recv(M, stanga, id — 27)
3.pentrul=3j—-1:-1:0 {l=r—-k-1}
1. send(M, dreapta, id + 2!)



84 CAPITOLUL 3. ALGORITMI DE COMUNICATIE

Fiecare procesor primeste o singura data mesajul M si il transmite de j ori; val-
oarea j se calculeaza in instructiunea 1; echivalent, se poate scrie id = 227, cu z un
numar impar (convenim cé j = r, pentru id = 0). Timpul total pentru acest algoritm

este
r—1

Top = Z (0 + 2" F=1r + mpB) = (logp)o + (p — 1)7 + (log p)mp.
k=0

Comparand acum cu timpii pentru difuzare pe inel in modelul store and forward,
observam ca, pentru mesaje scurte, timpii erau O(pm/2), dar pentru mesaje lungi,
O(m/2) in regim pipeline. Timpul in model comutare de circuit se afla intre acestia;
avantajul modului pipeline provine din faptul ca toate procesoarele de pe o cale me-
morau continutul mesajelor, in timp ce acum ele nu o fac (am incercat si sugeram
aceasta in figura 3.28, liniile pe care ”circula” mesajele, netrecand prin procesoarele
intermediare, degi in realitate o fac, desigur).

Difuzare in model multiport si generalizare. In modelul multiport, Py poate
informa simultan doud procesoare, de exemplu pe cele aflate la distanta p/3; apoi
aceste trei procesoare informeaza alte 6, la distanta p/3?; in general, la pasul k (primul
pas este notat 0), se comunica la distants p/3F*!, in total existand 3**! procesoare
informate. Numarul de pagi este deci [logs p].

Aceasta strategie poate fi incercata pe orice graf regulat cu grad A. Dupi prima
etapd, sunt A + 1 procesoare informate, dupa a doua (A + 1)? etc. Se poate spera
la un numar de [loga, p| etape. Problema este de a gasi cai arc-disjuncte si apoi,
eventual, de a gasi distanta optimé intre procesoarele care comunicéd (de a minimiza
coeficientul lui 7). De exemplu, pe tor, un algoritm destul de regulat poate decurge in
modul schitat in figura 3.29. Se imparte torul in 9 ”patrate” egale, Py fiind in centrul
patratului central; in prima etapa Py informeaza simultan procesoarele aflate in
centrele celor patru patrate din colturi; in a doua, procesoarele din centrele celorlalte
patru patrate. Apoi, procesoarele din centrele tuturor celor 9 patrate continud in
acelagi mod, fiecare patrat fiind impartit in 9 patrate mai mici; evident ca in patratele
din colturi difuzarea poate incepe mai devreme, dupa cum se vede in figura 3.29. La
fiecare doua etape, numarul procesoarelor informate creste de 9 ori; un mic calcul
aratd cad numadrul total de etape este 2[logg p].

Alte operatii de comunicatie globali. In difuzarea generald nu se poate spera
la imbunatatiri datorate comutarii de circuit, deoarece in cei mai eficienti algoritmi in
modelul store and forward nu se utilizeaza pipeline, iar arcele sunt tot timpul ocupate.
E interesant ca nici la distributie nu se poate face mai bine; intr-un algoritm in care
procesorul sursa emite permanent pe toate canalele, este inutil ca el si-gi transmita
mesajele mai departe de vecini, ceea ce ar costa mai multi 7, atata vreme cat vecinii nu
au altceva de facut decat sa retransmita mesajele primite. Totusi, daca distributia are
loc in paralel cu alte operatii de comunicatie, este de agteptat ca modelul comutare de
circuit sa fie mai eficient, utilizind algoritmul banal in care procesorul sursa trimite pe
rand mesajele direct la destinatie. Nici la schimbul complet lucrurile nu sunt diferite.
Prezentam totugi un algoritm pe hipercub care are avantajul simplitatii.
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Figura 3.29: Ideea difuzarii intr-un tor.

Schimb complet pe hipercub. Folosind comutarea de circuit, cea mai banala
idee de a realiza schimbul complet este urméitoarea: vor fi p — 1 etape in care un
anume procesor comunica, pe rand, cu celelalte p — 1 procesoare, trimitand fiecaruia
mesajul sau, i primind in acelagi timp mesajul de la procesorul respectiv. Intrebarea
este daca se poate ca toate procesoarele sa faca acest lucru in paralel. Altfel zis, daca
in fiecare etapi se pot gasi p/2 perechi de procesoare (in fiecare etapd altele) astfel
incat cele p cai ce leagi fiecare procesor cu perechea lui sa fie arc-disjuncte.

Ideea fericita de formare a perechilor e ca in etapa k, cu 1 < k < p—1, procesorul
s sa trimita mesajul pentru s @ k; se vede imediat ca, in aceeasi etapa, s @ k trimite
mesajul pentru s, pentru ci (s®k) Pk = s. De asemenea, in etape diferite, s comunicd
cu procesoare diferite (functia f(k) = s @ k este bijectivd !). Mai raméane problema
nesuprapunerii ciilor. S& presupunem ca fiecare mesaj circula pe calea principala
dintre doua procesoare; in etapa k, calea principala intre procesoarele s gi s @ k
depinde numai de s sk = k; deci bitii de 1 din £ decid dimensiunile pe care circula
mesajele, indiferent de sursa. S& demonstram ca aceste cai sunt arc-disjuncte pentru
cazul in care k = p— 1, adica are toti bitii de 1; primul arc de pe fiecare cale se afld in
dimensiunea 0 si, evident, nu exista nici o suprapunere; multimea nodurilor aflate la
distanta 1 pe fiecare cale este compusa din toate nodurile hipercubului (fiecare cale a
ajuns intr-un alt nod); al doilea arc este pe dimensiunea 1; cum se pleaci din noduri
diferite, arcele sunt diferite si ajung in noduri diferite; de asemenea sunt diferite de
oricare prim arc de pe o cale, pentru ca acesta era in dimensiunea 0; s.a.m.d., fiecare
cale avand cate un arc in fiecare dimensiune. Pentru alti ¥ demonstratia e similara,
cu atat mai mult cu cat caile au mai putine arce. In figura 3.30 sunt prezentate toate
cele 7 etape de comunicatie, cu caile respective, pentru un hipercub de dimensiune 3.
Algoritmul este deci urmatorul:

ALGORITM 3.9 (Schimb complet in hipercub, model comutare de circuit)

l.pentruk=1:p—1
1. ds + pozitia celui mai putin semnificativ bit de 1 din k&
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Figura 3.30: Schimb complet in hipercub, model comutare de circuit.

2. dr < porzitia celui mai semnificativ bit de 1 din &
3. send(Mid,id@k, dS, id (5] k)
4. reCV(MidEBk,id, dr, id & k)

Trebuie reamintit ca algoritmul nu este performant decat daci mesajele parcurg
calea principald (sau alte cii, pentru care arcele de la acelasi nivel sunt in aceeasi
dimensiune); nu se precizeaza nicaieri in algoritm acest lucru; calea este decisa de
modul de dirijare; cum se face aceasta, vom vorbi ceva mai tarziu. Variabilele ds
gi dr contin dimensiunile pe care pleaca, respectiv sosegte, un mesaj in etapa k.
Algoritmului i se poate adauga o operatie de sincronizare efectuati in finalul fiecirei
iteratii; aceasta previne rdmanerea in urma a unor procesoare, care se poate agrava
prin blocarea unor cai; totusi, pentru a se ajunge aici, e necesar ca unele procesoare
sa ajunga cu doua iteratii inaintea altora, ceea ce este destul de improbabil.

Timpul necesar executiei algoritmului 3.9 este

p—1
Tsm = Z (o + dist(0,k)T+mpB) =(p— 1)o + %T +(p—1)mB.
k=1

Coeficientul lui 7 este suma E?Zl i(9) pe care am calculat-o deja in problema 3.3.24
si provine din faptul c& un procesor comunica o data cu fiecare alt procesor, si sunt
(4) procesoare la distanta i.
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3.5 Dirijare (routing)

Daca un procesor trimite un mesaj unui alt procesor, care nu este vecin cu el, mesajul
trebuie sa strabata o anume cale pentru a ajunge la destinatie, trecind pe la proce-
soarele de pe aceasta cale. Pentru procesoarele intermediare se pune problema alegerii
unui canal de comunicatie pe care sa expedieze mesajul, cunoscand numai destinatia
si, desigur, canalul pe care au primit mesajul; aceasta este problema dirijarii (routing).

S-ar parea ca ne-am ocupat deja de chestiune, in sectiunea 3.3.1. Acolo insd am
presupus ca toate procesoarele dintr-o arhitectura paralela au cunostinta de operatia
de comunicatie. Aici insa adoptam ipoteze diferite: numai sursa si destinatia stiu
ca va avea loc comunicatia; celelalte procesoare, prin unitatile de comunicatie de
pe fiecare canal, asteaptd eventuale mesaje din orice directie (si aici e ceva nou,
pand acum n-am avut nevoie de o astfel de primitivd de interogare); daca apare un
mesaj, unitatea de comunicatie il receptioneaza si, pe baza destinatiei lui, il trimite
mai departe sau 1l retine. Aceste ipoteze sunt mai realiste; in primul rand, pe o
arhitectura paraleld se pot executa simultan mai multe programe, pe diverse seturi
de procesoare, disjuncte sau nu; in acest caz mesajele pot trece pe la procesoare
care nu lucreaza la acelagi program ca sursa si destinatia, deci nu au de unde sti de
comunicatia respectiva; in al doilea, in modurile comutare de circuit sau wormhole,
unitatea de comunicatie a unui procesor intermediar trebuie sa rezolve rapid problema
gasirii canalului pe care sa transmita mai departe un mesaj si, daca se poate, asincron
cu unitatea centrala a nodului; de aceea, practic, unitatile de comunicatie au asociate
functii de dirijare, care rezolva problema.

Definitii. Asociem unei arhitecturi MIMD cu memorie distribuita un graf orien-
tat, X = (V, E), cu V multimea nodurilor (reprezentand procesoarele) gsi E multimea
arcelor (reprezentand canalele de comunicatie). Functia de dirijare f : E xV — E
asociazd, pentru un nod oarecare v € V, unui canal de intrare ¢ = (u,v) € E, un
canal de iegire e = (v,w) € E. Existd mai multe atribute posibile ale functiilor de
dirijare, dintre care enumeram:

o dirijare distribuita: decizia de alegere a caii de iesire este luata de procesorul
intermediar prin care trece mesajul; in acest mod nu se poate cunoaste drumul deja
parcurs de mesaj. Modul de lucru opus este dirijarea centralizata, in care un singur
nod gestioneaza toate traseele.

e dirijare statica: exista o functie de dirijare care asociazé fiecarui cuplu (sursd,
destinatie) o cale unica. Pot aparea probleme de congestie, daca traficul nu e omogen.

e dirijare adaptiva: functia de dirijare permite alegerea intre mai multe cai (functia
se poate modifica in raport cu contextul), atunci cAnd unele sunt deja ocupate, pentru
a echilibra traficul. Functia de dirijare se poate defini in acest caz astfel: f: ExV x
B — E, unde B reprezinta starile canalelor—ocupat sau nu.

e dirijare pe calea cea mai scurta: traseul mesajului de la sursa la destinatie are
un numar minim de canale (atentie, aceasta nu implica unicitate). Functia de dirijare
poate fi vazuta ca o scufundare de dilatare minima a grafului complet in graful X.
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Notiunea de dirijare apare nu numai in calculatoarele paralele, ci gi in orice retea
eterogena de calculatoare. De regula, in retele, functia de dirijare este realizata prin
tabele, care asociaza canale unor destinatii; dirijarea este realizata prin program. In
calculatoarele paralele sunt interesante functiile simple de dirijare, care pot fi imple-
mentate hardware, si pot deci gasi in timp foarte scurt canalul de iesire.

Se pune acum problema daca tot ceea ce am facut in sectiunea 3.3.1 este util.
Vom vedea imediat ca aproape toate operatiile descrise acolo global, suporta foarte
bine o descriere la nivel local. Ne vom ocupa de dirijarea distribuita gi statica. Pe
scurt, intrebarea la care vrem si raspundem este: putem construi o functie de dirijare
astfel incat, daca procesorul sursad trimite un pachet pe fiecare canal, aceste pachete
urmeaza cai arc-disjuncte pana la destinatie 7

Dirijarea pe inel este foarte simpld: un procesor retransmite spre dreapta
mesajele primite dinspre stanga gi invers. Se vede imediat ca orice algoritm de comuni-
care Intre doua procesoare functioneaza corect, indiferent daca se utilizeaza o singura
cale (ca in algoritmul 3.1), sau amandoud, indiferent daca se utilizeaza pipeline sau
nu.

Dirijare pe tor. Pentru a transmite pe cele patru cii din figura 3.8a, e suficient
ca procesorul sursa sa trimita cele patru pachete pe canalele sale de iegire, iar cele-
lalte procesoare sa aplice urmatorul algoritm de dirijare (notdm cu id, si id, pozitia
procesorului curent pe orizontald, respectiv verticald):

ALGoRrITM 3.10 (dirijare pe tor; procesorul id determin& canalul de iegire co, pentru
un mesaj venit pe canalul i)

1. receptioneaza un mesaj pentru P,,, pe canalul ci
2. daca id = (z,y) atunci pastreaza mesajul
3. altfel daca id, # = si id, # y atunci
1. daca ci = (stinga, dreapta, sus, jos) atunci
1. co < (dreapta, stanga, jos, sus)
4. altfel daca id, = x atunci
1. daca ci = (stanga, dreapta, sus, jos) atunci
1. co < (sus, jos, jos, sus)
5. altfel daca id, = y atunci
1. daca ci = (stanga, dreapta, sus, jos) atunci
1. co < (dreapta, stanga, stanga, dreapta)

Unele instructiuni daca au in conditie toate valorile posibile pentru ci; variabilei
co i se atribuie valoarea din pozitia din lista din instructiunea sa identica cu pozitia
valorii actuale a lui ¢i; de exemplu, daca in 3.1 avem c¢i = sus, atunci in 3.1.1 se
executa atribuirea co < jos.

Desigur ca algoritmul este executat in bucla infinita, mai sus fiind descrisa o
singura iteratie.

Din pacate, in cazul in care sursa si destinatia sunt pe aceeasi linie sau coloana,
algoritmul 3.10 trebuie imbunatatit; in forma aceasta el functioneaza corect, insa
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Figura 3.31: Doua cai pentru care nu se poate construi o functie de dirijare in nodul
z, pe tor.

ineficient (doud mesaje din patru ar face intai un tur complet de inel inainte de a
schimba directia, pe céi ce s-ar suprapune cu primele doud). Pentru ci algoritmul
3.10 este practic foarte bun, e mai bine ca procesorul sursa si rezolve el problema,
netrimitand decat doua mesaje.

Si tot din pacate, pentru variantele de cai arc-disjuncte din figura 3.8bc, nu se
pot construi functii de dirijare. Un contraexemplu imediat pentru cazul 3.8b este
prezentat in figura 3.31; in primul desen, nodul s; trimite un mesaj catre a, incepand
spre stanga; in al doilea, s5 trimite un mesaj, tot spre a, incepand in sus; caile pe care
circula aceste mesaje trec prin nodul z, folosind acelagi canal de intrare, dar canale
de iegire diferite. Numai ca, printr-o functie de dirijare, se asociaza unui canal de
intrare si unei destinatii, un singur canal de iegire. Evident, singura solutie aici ar
fi ca functia de dirijare sa tina seama si de adresa sursei mesajului; in acest fel ne
indepartam de modul clasic de a privi dirijarea.

Dirijare pe hipercub. Pe hipercub, ca intotdeauna, solutiile sunt mai elegante.
O prima idee e de a dirija orice pachet pe calea principala. Un procesor oarecare
trimite un mesaj pe dimensiunea cu cel mai mic numar de ordine in care adresa sa
difera de cea a destinatarului; deci, co este pozitia bitului de 1 cel mai nesemnificativ
din id®a (P, fiind destinatia). De exemplu, daca nodul 10001 receptioneaza un mesaj
pentru 01011, indiferent pe ce canal, il trimite mai departe pe canalul 1. Faptul ca nu
se tine seama de canalul de intrare sugereaza ca nu intotdeauna se pot obtine d cai
disjuncte intre sursa si destinatie. De exemplu, daca 000 trimite catre 110, incepand
cu canalul 0, deci lui 001, acesta va retrimite inapoi mesajul lui 000, apoi acesta
circuland pe ruta 000, 010, 110, deci pe calea incepand din 000 pe dimensiunea 1; vor
fi numai doud cai arc-disjuncte intre 000 si 110.

Defectul acesta este remediat in dirijarea rotativa. Daca un procesor primeste un
mesaj pe ci, atunci il va expedia pe primul canal aflat intr-o dimensiune mai mare,
in care adresa sa difera de cea a destinatarului, sau pe cel in cea mai mica astfel de
dimensiune, daca nu existd una mai mare; altfel zis, co este pozitia bitului de 1 din
id @ a, cea mai aproape prin stanga (ciclic) de ci. De exemplu, daca 10001 primeste
un mesaj pentru 01011 pe canalul 2, il va retrimite pe canalul 3; daca ci = 4, atunci
co < 0. Caile sunt intotdeauna arc-disjuncte, daca sursa trimite mesaje spre aceeasi
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destinatie pe toate canalele. Daca 000 trimite spre 110, caile vor fi: prima 000, 001,
011, 111, 110, a doua 000, 010, 110, a treia 000, 100, 110.

Pentru comunicarea dintre procesoarele 0 si 2/ — 1 se regisesc exact ciile din
algoritmul 3.2; primele j cai sunt calea principala si rotatiile ei; pentru celelalte, daca
se porneste pe dimensiunea ! > j, urmatorul arc, pornind din nodul 2!, se afli in
dimensiunea 0 (nu exista biti diferiti in pozitii mai mari ca [, in adresele 2 gi 279 — 1),
al treilea in dimensiunea 1, etc., deci se urmeaza calea principald dintre 2 i 27 — 1.
In cazul general, caile dintre sursa gi destinatie nu sunt insa identice cu cele din
observatia din rezolvarea problemei 3.3.5.

Probleme
P 3.5.1 Scrieti un algoritm de dirijare pe grila.

P 3.5.2 Considerand dirijarea rotativa la dreapta, in care co este pozitia bitului de 1 cel
mai apropiat spre dreapta (ciclic) de pozitia ci, in id @ a, asiguri aceasta d cii arc-disjuncte
intre sursa si destinatie 7 Care sunt caile intre 000 i 110 ?

P 3.5.3 Propuneti un algoritm de dirijare pe graful complet si analizati-1.



Capitolul 4

Algoritmi paraleli: conceptie
sl apreciere

Acest capitol este dedicat modului in care se studiazi un algoritm paralel, de la
formularea problemei pana la aprecierea performantelor obtinute. Nu trebuie insa
sa va agteptati la un panaceu universal, ci numai la unele instrumente, in general
folositoare, dar cu aplicabilitate diferita de la caz la caz.

Formularea problemei de rezolvat se face la fel ca in cazul secvential, adaugand
acum specificatiile arhitecturii tinta. Proiectarea unui algoritm de rezolvare porneste
de obicei de la algoritmii secventiali existenti. Se studiaza in ce masuri acestia ofera
un grad de paralelism satisfacator si, daci e cazul, se scrie algoritmul paralel core-
spondent. Se estimeaza apoi performantele algoritmului, dupa care acesta se im-
plementeaza si se testeaza experimental; desigur, e de dorit ca estimarea sa fie cat
mai adecvaté, pentru a economisi din timpul de calculator necesar testarii (inca rel-
ativ scump pentru calculatoarele paralele). Daca algoritmii secventiali clasici nu dau
satisfactie, trebuie incercata gisirea unora noi, eventual nu atat de valorosi secvential,
dar cu potential mare de paralelizare.

De obicei, algoritmii secventiali au forme consacrate; apar insa si o serie de vari-
ante ale lor, obtinute printr-o alta ordonare a aceloragi operatii; ceea ce e important
insa, i comun tuturor variantelor, este ideea unica ascunsa in spatele lor. Ceea ce
numim algoritm paralel este tot o forma a aceleiasi idei, dar in care sunt evidentiate
operatiile ce pot decurge in paralel; de asemenea, existd o multitudine de variante
ale unui algoritm paralel, chiar pe o aceeasi arhitecturi; toate aceste forme permit
descrieri secventiale, de multe ori echivalente. Pentru a face distinctia terminologica
necesara, vom numi algoritm secvential, aga cum se utilizeaza curent, combinatia
idee + descriere secventiala; la fel, algoritm paralel = idee + descriere paraleld pe
o arhitectura precizata (eventual idealizatd). Am vrut astfel sa subliniem c& ideea
este esentialmente comuna, deosebirile intre secvential si paralel aparand indeosebi
in descriere. In aceastd lucrare vor fi prezentate atat idei noi, nascute avand ca scop
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implementarea paralela, cat si descrieri noi ale unor idei vechi. In ambele cazuri se
vorbeste Insa despre algoritmi paraleli noi; de multe ori exista justificarea: o descriere
noua poate incorpora multa originalitate gi poate da un aspect nebanuit ideii originale.
Vom conserva aceasta micd ambiguitate de limbaj, intrata de-acum in uz.

4.1 Performantele unui algoritm paralel

Vom incepe cu etapa finala, aprecierea unui algoritm, pentru ca astfel putem fixa mai
bine obiectivele de avut in vedere la proiectare. In tot ce urmeaza, ne vom referi la
0 unica problema, rezolvata prin unul sau mai multi algoritmi, paraleli si secventiali.
Trebuie deci si fie clar cd nu se apreciaza un algoritm in sine, izolat de context, ci
eficacitatea cu care el rezolva problema in cauza.

4.1.1 Criterii de baza

Timpul de executie. Principalul criteriu de apreciere a performantelor unui al-
goritm paralel este timpul de executie. Vom nota acest timp cu T'(n,p), aratand
prin aceasta dependenta sa de cel putin doi factori; n este dimensiunea problemei,
reprezentand intr-un anume fel numérul datelor de intrare, de exemplu (cazul cel mai
curent), dimensiunea unor matrice sau vectori; p este, ca gi pana acum, numarul de
procesoare. Vom adauga acestei notatii diversi indici, aratand de obicei algoritmul
pentru care este valabil timpul respectiv. Toate celelalte criterii sunt derivate ale
timpului de executie.

Aprecierea timpului de executie se poate face teoretic sau experimental; in ambele
cazuri se considera ca timp de executie intervalul dintre momentul in care primul
procesor incepe lucrul gi cel in care ultimul procesor termina lucrul.

Pentru un procesor, timpul de lucru este consumat nu numai pentru calculele pe
care le efectueazd, ci si pentru comunicatie (cu alte procesoare sau pentru transfer-
uri intre memoria locald si cea comund); de asemenea, pot exista si eventuali timpi
morti, necesari sincronizarii cu alte procesoare (agteptarea unor mesaje, a accesului
la secvente critice). Pentru calcule vom considera, in general, ca unitate de masura
timpul necesar executiei unui flop, notat cu «. Pentru timpii de comunicatie sunt
prezentate mai multe modele in capitolul anterior.

In ce priveste masurarea experimentald a timpilor de executie exista probleme de
implementare care tin de arhitectura calculatorului. In general, in arhitecturile MIMD
cu memorie distribuita, se atribuie unui procesor sarcina de a trimite mesaje de pornire
tuturor celorlalte si apoi, dupa terminarea executiei partii din algoritm atribuite lui,
de a receptiona mesaje de terminare de la celelalte procesoare; el va masura timpul
dintre emiterea primului mesaj si receptionarea ultimului, o aproximare superioara
timpului de executie. Sau, solutie convenabild si pentru arhitecturile cu memorie
comund, algoritmul incepe gi se termina cu cite o sincronizare, timpii initial gi final
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fiind masurati imediat dupa acestea. Daca exista un ceas global, fiecare procesor
memoreaza momentul de inceput si pe cel de sfarsit.

Mentionam c&, de cele mai multe ori, timpul necesar traficului datelor intre o mem-
orie externd si memoriile locale ale procesoarelor (in cazul memoriei distribuite) sau
memoria comuna este neglijat. Toate aprecierile timpului de executie se fac incepand
dintr-un moment 1n care datele se afla intr-un loc accesibil direct procesoarelor gi pana
cand rezultatele sunt depuse tot acolo. Aceasta este de obicei corect atunci cand se
compara doi algoritmi paraleli, dar poate fi incorect la comparatia intre un algoritm
paralel gi unul secvential.

Accelerarea. Modul uzual in care este gandita valoarea unui algoritm paralel
poate fi formulat astfel: pe un calculator cu p procesoare va fi acesta mai rapid
de p ori, sau de aproape p ori, decat algoritmul secvential (executat pe un singur
procesor) ? Cu alte cuvinte: se obtine un cigtig semnificativ de viteza in rezolvarea
problemei daca se utilizeaza algoritmul paralel 7 Este acest castig pe masura puterii de
calcul folosite 7 Daca raspunsul este negativ—ceea ce inseamna fie ca algoritmul este
profund secvential, fie cd nu a fost gasita o varianta paralela bund—atunci cercetarea
trebuie continuata. Pe de alta parte, gasirea unui algoritm paralel foarte avantajos,
comparat cu varianta sa secventiald (cum am spus, orice algoritm paralel se poate
descrie secvential), nu inseamna i sfargitul cautarii; deoarece se urméiregte rezolvarea
unei probleme, compararea algoritmului paralel se face cu cel mai rapid algoritm
secvential din clasa celor care rezolva problema.

Parametrul care cuantifici acest mod de a privi performanta este accelerarea
(speed-up, crestere de viteza) algoritmului paralel X, definita prin relatia

Sx(n,p) =Ts(n)/Tx(n,p),

in care Ts(n) este timpul de executie al celui mai rapid algoritm secvential care
rezolva problema respectiva, iar Tx (n,p) timpul de executie al algoritmului paralel.
Accelerarea depinde, deseori semnificativ, de n gi p; in general, pentru p constant,
aceasta cregte o datd cu n (vom vedea ceva mai tarziu cum); de asemenea, pentru
n constant, cregte o data cu p, dar fara a depasi o valoare maxima. In general,
accelerarea este marginita astfel:

1 < S(n,p) <p,

valoarea din dreapta fiind considerata ideala. Sunt posibile gi valori mai mici ca 1,
de exemplu in cazul in care algoritmul paralel se desfagoara de fapt secvential pe
ansamblul celor p procesoare, pierzandu-se gi timp suplimentar pentru comunicatie;
cazul S(n,p) > p, aparent imposibil, poate aparea in practica; vom exemplifica putin
mai tarziu.

Eficienta. Parametrul cel mai folosit in aprecierea unui algoritm paralel X este
eficienta, definita astfel:

Sx(n,p) _ _Ts(n)
p pTx(n,p)

ex(n,p) = (4.1)



94 CAPITOLUL 4. ALGORITMI PARALELI: CONCEPTIE SI APRECIERE

Eficienta are (aproape) intotdeauna o valoare subunitara; un algoritm este cu atat
mai valoros cu cét eficienta sa este mai aproape de 1. In general, eficienta creste
o data cu n i scade o data cu p. Vom spune ca un algoritm paralel are eficienta
asimptotic egala cu I, daca, pentru orice p constant, avem

lim e(n,p) = 1.
n—o0
Desigur ca, pentru un anume algoritm, limita de mai sus poate fi doveditd numai
teoretic; rezultatele experimentale o pot doar sugera.
Vom numi cost (sau volum de lucru) al unui algoritm paralel marimea

W(n,p) = pT(n,p),

reflectand timpul de executie cumulat pe cele p procesoare. El poate fi comparat cu
costul algoritmului secvential; diferenta W(n,p) — W(n,1) (unde W(n,1) = Ts(n))
arata timpul total suplimentar consumat in executia paralela.

Pentru varianta paralela X P a unui algoritm secvential X .S, o formula de acelasi
tip cu (4.1) definegte eficienta relativa a paralelizarii:

TXS(”a p)

e'v(n,p) = i
x(n.p) pTxp(n,p)

Aceasta este utila pentru a aprecia cat de buna este paralelizarea algoritmului, fara
a ne interesa cat de bine este rezolvata problema.

In general, vom nota S(p), £(p) etc., ignorand dimensiunea problemei, ori de cate
ori va fi posibil.

4.1.2 Despre overhead

Definitie si clasificare. Am mentionat deja ca pentru orice algoritm paralel eficienta
este subunitard; este interesanta studierea cauzelor care contribuie la ineficientd (1 —
¢). Denumirea generica a factorilor care micgoreaza eficienta este de overhead. Prezentam
in continuare citeva tipuri generale de overhead, valabile pentru toti algoritmii (se
pot defini si tipuri specifice, in functie de natura problemei):

e overhead algoritmic, datorat partilor intrinsec secventiale ale algoritmului—
parti care nu se pot paraleliza, sau datorat unor operatii suplimentare efectuate in
algoritmul paralel fata de cel mai rapid algoritm secvential.

e overhead datorat incarcarii inegale a procesoarelor; cazul ideal este cel in care
calculele sunt repartizate uniform procesoarelor, astfel incat fiecare si aiba acelasi
numar de operatii de executat; daca unele procesoare vor avea mai mult de lucru
decat altele, este evident ca timpul total de executie va cregte.

e overhead datorat comunicaliei; aceasta reprezinta o activitate cu totul noua
fata de cazul secvential, deci orice comunicatie contribuie la ineficienta algoritmului.
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e overhead software; acesta apare datorita repetarii unor operatii ce se executa o
singura data in cazul secvential, pe fiecare procesor al arhitecturii paralele. Exemplul
cel mai simplu este cel al deciziilor. Exista, in plus, anumite operatii suplimentare
datorate implementarii software a algoritmului—decizii in functie de adresa proce-
sorului, aritmetica intreaga repetata pe mai multe procesoare etc.

Estimarea overhead-ului. Daca estimarea teoretica a fiecarui tip de overhead
poate fi facuta relativ ugor, in schimb determinarea experimentala nu este deloc
simpld; aceasta e necesara deseori, pentru a confirma estimarile teoretice, care nu
pot tine cont de toti factorii posibili. Prezentam in continuare un mod de a face
determinarea overhead-urilor. Pentru a simplifica notatia vom omite in continuare
dependenta de n si de p, presupuse fixe, a diverselor marimi definite mai sus.

Notam cu T}, timpul de executie al unui algoritm in care nu se efectueaza comuni-
catiile si folosim un model simplificat pentru expresia lui 7,—timpul de executie
pentru un algoritm paralel:

Tp =T, +T.+ T‘la

unde T, este timpul pentru operatii aritmetice (in cazul unei incarcéri echilibrate
a procesoarelor, atunci T, ~ Ts/p unde Ts este timpul secvential—de executie pe
un singur procesor), T, = T, — T este timpul consumat pentru comunicatie, iar
T, = T,. — T, timpul pierdut in executia paralela din cauza incarcarii inegale a
procesoarelor, specificului implementarii software, etc. Astfel se pot calcula doua
tipuri de overhead (pentru detalii vezi [12]):

1. overhead datorat comunicatiei: O, =1 — Ty /Tp.
De fapt, deoarece uneori protocolul de comunicatie implica sincronizare, o parte
nemasurabila (pe care o neglijim) a acestui overhead se datoreaza timpului mort
de asteptare a sincronizarii. De asemenea, alti timpi morti pot aparea atunci
cand un procesor agteapta de la celelalte date de prelucrat gi nu mai are nici
o operatie de efectuat; in acest caz, cauza overhead-ului este in primul rand
algoritmica.

2. overhead datorat incarcarii inegale, software, algoritmic: O = (T — %) [Tp.

4.1.3 Legea lui Amdahl

Legea lui Amdahl. Sa analizam putin comportarea generala a unui algoritm in
functie de numarul de procesoare p, facind o ipoteza simplificatoare; presupunem ca
algoritmul poate fi impartit in doud parti: una pur secventiald, al carei cost este Wy,
si o alta perfect paraleld, indiferent de numéarul de procesoare, al carei cost este Wp.
Atunci timpul de executie este

Tp)=Th +Tp =W1+Wp/p,

unde T3 = W si Tp = Wp/p, doar operatiile din partea perfect paralela fiind repar-
tizate intre procesoare. Timpul de executie are aspectul din figura 4.1a. Accelerarea
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T(p) S(p) cregtere ideald S(n,p)
I 4
T p
| 1+ WP/W1 ___________________ !
° [ ] [ ]
PY [ ] ° . [ ] d
[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
p p n
1 2
(b) (c)

Figura 4.1: Evolutii specifice pentru: (a) Timpul de executie al unui algoritm paralel
functie de numarul de procesoare p; (b) Accelerarea functie de p; (c) Accelerarea
functie de dimensiunea problemei.

are expresia
Sy =t We o We (4.2)

Wi + Wp/p Wy
cunoscuta sub numele de legea lui Amdahl, si o evolutie de genul celei din figura 4.1b.
Agadar, accelerarea are o limita inerenté; din fericire, pentru multi algoritmi Wy este
modest.

Discutie. In cele de mai sus am presupus implicit ca raportul Wi /Wp nu de-
pinde de dimensiunea problemei, ceea ce nu se Intampla de obicei in practicd. Sa
presupunem acum cd W depinde de n altfel decat Wp, anume raportul W, /Wy
crescand o datd cu n; de exemplu, Wi = O(n), dar Wp = O(n?); deci, cu cat creste
n, cu atat valoarea maxima a cregterii de vitezd din (4.2) este mai mare. Asgadar,
pentru p fixat, o alura tipica a cresterii de viteza in functie de dimensiunea problemei
este cea din figura 4.1c; o evolutie asemanatoare are si eficienta, valoarea maxima p
fiind inlocuita cu 1. Daca eficienta algoritmului este asimptotic egald cu 1, atunci
accelerarea tinde catre orizontala de ordonata p.

Sa definim acum o altd marime destul de utilizata, performanta temporala,
R(n,p) = 1/T(n,p); ea se foloseste de multe ori pentru cd este cu atit mai mare
cu cat algoritmul se executd mai rapid, ceea ce e mai aproape de obiceiurile noastre
de a aprecia performanta. De asemenea, pentru n fixat, i este asociata o altd forma
a legii lui Amdahl, anume
Ro

R(p) = ——== |
®) 1L+ pi2/p

(4.3)

in care Ry = 1/W) este performanta asimptotica, iar p;» = Wp/W; numarul de
procesoare pentru care se atinge juméitate din performanta asimptotica (inlocuiti
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aceste valori in (4.3), pentru verificare). Si pentru accelerare se poate scrie o relatie
de tipul (4.3) (calculati valorile parametrilor !).

Superliniaritate. Cum se poate ajunge la o accelerare mai mare decat p ?
Algoritmii cu aceastd proprietate, deci cu T'(n,p) < T'(n, 1)/p, sunt impropriu numiti
superliniari;, existenta lor contrazice intuitia si, desigur, legea lui Amdahl (in (4.2),
ar trebui ca Wi < 0, ceea ce e imposibil, si Wi + Wp/p > 0). Pana acum ne-am
referit numai la timpi de executie, atunci cand a fost vorba de evaluarea unui algoritm.
Sa ne referim acum la numarul de operatii; in principiu, n-ar trebui sa existe nici o
diferenta; mai sus am definit timpul de executie « al unui flop ca pe o marime fixa
(si asa o vom face si dupa acest paragraf).

Superliniaritatea poate proveni din douid motive: fie numarul total de operatii
(costul), in paralel, este mai mic decat cel secvential; fie o operatie se executa mai
rapid in contextul paralel, fata de cel secvential. Ambele par obscure gi greu de imag-
inat. Pentru primul, nu vom da detalii, 1dsdnd tema deschisa; de altfel, exista destule
controverse; ca exemplu (destul de dubios), imaginati-v& simularea unui mediu de
programare paralel: secvential, paralelismul trebuie simulat, in paralel el este partial
real (pe un procesor se pot totusi simula mai multe), deci e simulat mai rapid. Pentru
al doilea insa, lucrurile sunt mai clare; timpul de executie al unui algoritm nu depinde
numai de numarul de flop, ci si, de exemplu, de numarul de referinte la memorie
(pentru citirea datelor si a instructiunilor); presupundnd c& un nod are o arhitectura
cu memorie ierarhica, precum cea din figura 1.5, timpul necesar unui acces la mem-
orie este mai mic dacd data se afla in memoria cache; ori, atunci cand un algoritm
se executa secvential, existd o singurd memorie cache; la executia paraleld, pentru
aceeagi cantitate totala de date, memoria cache este de p ori mai mare; deci, mult mai
multe date vor avea loc in memoria cache, gi astfel un acces la memorie va dura in
medie mai putin. Aceleasi argumente sunt valabile pentru nivelul ierarhic urmator de
memorie, adicd atunci cand se pune problema transferurilor (repetate) intre memoria
principald si memoria externa (in contextul utilizarii memoriei virtuale).

4.1.4 Alte criterii

Complexitate paralela. Incercim si ne apropiem acum de caracterizari mai teo-
retice ale unui algoritm. In general, vom intelege prin complexitate a unui algoritm
numarul de operatii necesare executiei lui; pentru un algoritm paralel, este vorba de
numarul de operatii care pot fi executate de un singur procesor, intre inceputul si
sfarsitul executiei algoritmului; deci, mai multe operatii executate simultan de mai
multe procesoare sunt contorizate (dupd cum e normal), ca una singura a algorit-
mului paralel; de asemenea, sunt echivalati in numar de operatii eventualii timpi
morti ai unui procesor. Vom face distinctie intre complexitatea aritmetica gi cea a
comunicatiei, cea de-a doua referindu-se la numérul de elemente comunicate (in ace-
leasi conditii ca pentru numarul de operatii, dupad cum am facut-o deja in capitolul
precedent). Deoarece intre complexitate si timpul de executie al algoritmului este, in
principiu, o relatie de proportionalitate, cele doud notiuni vor fi cateodata (dar cat
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mai rar) folosite una in locul celeilalte.

Fiecare problema are un numar minim de operatii necesar rezolvarii ei in paralel,
cu un numar stabilit de procesoare, fie ca exista, fie ca nu exista un algoritm care
sa atinga aceastad limita. Vom numi complexitate paralela a problemei, numarul de
operatii necesar rezolvarii ei, cu un numar oricat de mare de procesoare si neglijand
comunicatia (folosind deci toate mijloacele posibile); notatia consacrata este Q(f(n)),
unde f(n) este o functie simpla; Q(logn), de exemplu, poate insemna la fel de bine
logn sau 3logn; important este ordinul de marime, gi nu eventualii coeficienti. Com-
plexitatea unui algoritm a fost definita mai sus gi se noteaza cu O(f(n)); evident, ea
este mai mare sau egald cu complexitatea problemei.

Vom folosi intr-un mod mai neriguros, dar sugestiv notatia O(-). De exemplu,
desi O(n) si O(n/p) pot avea teoretic aceeasi expresie, vom sublinia astfel influenta
lui p asupra complexitatii; sau, degi O(n) si O(n+logn) sunt identice, a doua notatie
evidentiaza marimea termenului al doilea dintr-o suma, pentru a compara sume in
care primul termen e identic.

Algoritmi optimali, algoritmi eficienti. Fie polylog(n) = U<, O(logk n).
Fie S o problema pentru care cel mai rapid algoritm secvential se executa in timp
T(n).

DEFINITIA 4.1 Un algoritm paralel care rezolva S i care se executd in timpul ¢(n)
pe p(n) procesoare se numeste optimal daci:

a) t(n) = polylog(n), si

b) volumul de lucru W(n) = p(n) - t(n) este O(T'(n)).

Cu alte cuvinte, algoritmul este optimal daca timpul sau de executie este logaritmic
i dacd volumul sau de lucru este de acelagi ordin de marime cu cel al algoritmului
secvential (nu se executd semnificativ mai multe operatii in algoritmul paralel, pe
ansamblul procesoarelor, fata de cel secvential). Dupa cum se vede, notand p(n) am
lasat sa se inteleagad ca pentru atingerea optimalitatii, numéarul de procesoare poate
depinde de dimensiunea problemei (aceasta e specific unei abordari teoretice; practic,
desigur cé p este cel oferit de arhitectura paraleld).

DEFINITIA 4.2 Un algoritm paralel este eficient daci conditia b) din definitia 4.1 se
inlocuiegte cu:
b’) volumul de lucru este W(n) = T'(n) - polylog(n).

Un algoritm eficient are un inalt grad de paralelism, dar accelerarea nu este atinsa
in mod optimal, ci cu pretul unor operatii suplimentare, ceea ce se reflecta intr-un
cost de un factor logaritmic de ori mai mare decét cel secvential.

Alte criterii in afara complexitatii. In toatd aceastd sectiune nu ne-am referit
decét la un singur criteriu de apreciere (si comparatie) a algoritmilor paraleli: timpul
de executie (sau, echivalent, numarul de operatii, complexitatea). Nu trebuie uitate
alte criterii, utilizate la fel si in algoritmica secventiala; poate fi vorba despre precizia
cu care se obtin solutiile, stabilitatea numerica a algoritmului, memoria necesara etc.
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In continuare, vor fi mentionate si acestea; decizia alegerii unui algoritm trebuie sa
depinda si de ele.

4.2 Tehnici generale de paralelizare

In drumul de la un algoritm descris in forma secventiald, pana la scrierea algoritmului
pentru un anume calculator paralel, trebuie parcurse intotdeauna urmatoarele etape:

e gruparea in taskuri a operatiilor ce trebuie executate.

¢ identificarea ordinii in care se pot executa taskurile, precum si a taskurilor ce
se pot executa in paralel; de un mare ajutor in aceasta etapa este construirea
grafului de precedenta a taskurilor.

e planificarea (scheduling) executiei taskurilor, adica stabilirea unui mod de a
descrie procesorul pe care se executa fiecare task.

Uneori, in prezentarea algoritmilor, etapele nu sunt separate in mod foarte ex-
plicit, in special a doua de cea de-a treia; de asemenea, de multe ori, nu se prezinta
constrangerile de precedenta a taskurilor. Vom expune, totusi, pe larg, notiunile ge-
nerale legate de etapele de mai sus, pentru a crea un cadru sistematic de abordare
a problemei paralelizarii unui algoritm. (Trebuie precizat cd exista in literatura nu-
meroase articole ce contin abordari brutale ale problemelor, justificate finalmente prin
buna eficienta experimentala a algoritmului studiat. Vom folosi si noi aceasta tactica,
pentru a nu lungi, de multe ori inutil, expunerea.)

In plus fata de aceste etape, mai apar probleme legate de comunicatie: trecerea de
la comunicarea intre taskuri, operatie logica, la comunicarea intre procesoare, operatie
fizica.

4.2.1 Partitionarea in taskuri

Task. Un task este definit ca o unitate indivizibila de operatii, specificata numai in
termeni ai comportarii sale exterioare (intrari, iesiri, timp de executie etc.). Notiunea
de operatie este elementara si nu va fi definita riguros; operatiile luate in considerare
ca duratd—mai ales in algoritmii de calcul numeric—sunt cele aritmetice (adunare,
inmultire etc.).

Operatiile din interiorul unui task se executa secvential.

Formarea taskurilor. Gruparea operatiilor in taskuri este o problema delicati;
nu exista retete universale pentru a face aceasta. Sunt o serie de criterii care pot
ajuta in formarea taskurilor, dintre care unele euristice; de multe ori validarea se face
experimental, alegandu-se din mai multe variante.

Un prim criteriu se refera la ordinea in care se pot executa taskurile: partile
eminamente secventiale vor fi grupate in acelagi task, in timp ce operatii ce se pot
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executa 1n paralel se vor introduce, in general, in taskuri diferite. Mai multe despre
aceasta In sectiunea urmatoare.

Arhitectura unui procesor din componenta calculatorului paralel poate influenta
si ea; daca procesorul este vectorial, taskurile vor fi alese astfel incat si cuprinda
cat mai multe operatii cu vectori; daca procesorul are memorie ierarhica, se vor crea
taskuri pentru care datele sa aiba dimensiuni apropiate de cele ale memoriei rapide
si sa fie folosite cat mai intens.

In fine, de mare insemnétate este ponderea comunicatiilor in raport cu calculele in
algoritmul ce se implementeaza; in general, trebuie minimizate cantitatea de informatie
comunicatd si, eventual, numéarul de mesaje. Trebuie luatd in considerare eficienta
comunicatiilor in raport cu calculele pe arhitectura tinta. De asemenea, se vor uti-
liza la maximum primitivele de comunicatie oferite de catre calculator gi sistemul de
operare.

BLAS. Pentru algoritmii de calcul numeric, filosofia BLAS (Basic Linear Algebra
Subprograms) este foarte utila si flexibila in alegerea taskurilor; ideea fundamentala
este de a izola cateva rutine de baza—care implementeaza foarte eficient operatiile cele
mai curente, de exemplu inmultirea matrice-vector sau matrice-matrice, sau rezolvarea
de sisteme liniare triunghiulare—folosite apoi in descrierea algoritmilor; taskurilor vor
fi compuse atunci din apeluri la astfel de rutine, si nu din operatii elementare.

In 1990, Dongarra et al [10] au propus rutinele de baza pentru nivelul 3 BLAS.
Acestea contin operatii matrice-matrice, de genul C = aAB+ 3C, care implica O(n?)
flop, si pentru care datele au dimensiune O(n?); deci, rutinele de nivel 3 sunt dense in
calcule, in raport cu comunicatia (sau cu transferurile intre memoria comuna si cele
locale). Folosirea, in interiorul taskurilor, a operatiilor la nivel de bloc de matrice, pe
langa faptul ca permite o mai mare claritate a algoritmului, ofera posibilitatea alegerii
dimensiunilor blocurilor in concordanta cu posibilitatile oferite de arhitectura tinta.
In capitolul 6, vor fi prezentati gi algoritmi la nivel de bloc.

Granularitate. Notiunea fundamentala in ce priveste dimensiunea taskurilor este
cea a granularitatii algoritmilor. Un acelasi algoritm poate fi scris folosind operatii la
nivel de element, caz in care este denumit cu granularitate find (fine grain) sau la nivel
de blocuri, fiind denumit cu granularitate mare (coarse grain). In primul caz taskurile
au dimensiuni mici, fiind formate din cateva operatii, in al doilea dimensiunile sunt
mari. Subliniem inca o data importanta caracteristicilor calculatorului tinta; de exem-
plu, pentru calculatoarele MIMD cu memorie distribuita uzuale, algoritmii cei mai
eficienti au, in general, granularitate mare; motivul principal este structura ierarhici
a memoriei, care favorizeaza operatiile cu blocuri de matrice; de asemenea, un alt
motiv este faptul ca o aceeagi cantitate de date se comunica mai repede in putine
mesaje de lungime mare, decat in mai multe de lungime mica.

4.2.2 Grafuri de precedenta

Notiunea de graf de precedenta a taskurilor—introdusa in [§]—modeleaza dependen-
tele dintre taskuri, la nivel de date de intrare-iegire.
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Definitii. Datele de intrare ale unui task 7; pot fi chiar date de intrare ale
intregului algoritm sau pot proveni din datele de iegire ale altor taskuri. In primul
caz, T; poate fi executat oricind; in al doilea, T} trebuie sa astepte executia taskurilor
care 1i furnizeaza datele de intrare. Deci, ordinea in care se executa taskurile trebuie sa
respecte anumite constrangeri de precedenta, impuse de circulatia datelor. Relatia de
precedenta este notatd cu <; daca, pentru taskurile T;, T;, T; < T}, atunci operatiile
din T folosesc date prelucrate de T; (si apoi, eventual, si de alte taskuri); deci,
executia taskului 7; poate incepe numai dupa terminarea executiei taskului 7. In
graful de precedentd a taskurilor, fiecirui nod 1i este asociat un task si, implicit,
un numdr reprezentand durata de executie a acestuia; arcele (orientate) reprezinta
constrangerile de precedentd; daca T; < T, atunci exista o cale de la T; la T);. Acest
graf este orientat gi aciclic (DAG - Directed Acyclic Graph); existenta unui ciclu ar
insemna o relatie de genul T; < T;, evident absurda.

Un DAG seamana cu un arbore; existd totusi diferente importante. Un DAG are
mai multe "rddacini”, adica taskuri fard predecesor; acestea folosesc exclusiv date de
intrare ale algoritmului. De asemenea, un nod poate avea mai multi tati. Iesirile
taskurilor frunze sunt iesirile intregului algoritm.

Vom prezenta in continuare cateva definitii privind DAG si, in particular, grafurile
de precedenta; pentru simplitate, vom presupune implicit ca duratele de executie ale
tuturor taskurilor sunt egale (pentru multi algoritmi aceasta este sau adevirat sau o
buna aproximatie). Multe dintre definitii au un echivalent asemanator pentru arbori.

e Jungimea unei cai este suma timpilor de executie asociati nodurilor de pe calea
respectiva.

e nivelul se definegte astfel: nodurile terminale (care nu au nici un succesor) au
nivel 0; nivelul /(v) al unui nod v este I(v) = max;!(v;) + 1, unde v; sunt succesorii
imediati (fiii) ai lui v. Uneori se asociazd nivelul 0 nodurilor initiale (care nu au
nici un predecesor) gi, in relatia de mai sus, v; sunt predecesorii imediati ("tatii”) ai
nodului v.

e inaltimea (adancimea) unui DAG este lungimea celei mai lungi cai.

e latimea unui DAG este max |Ly|, unde Ly, este multimea nodurilor avind nivelul
k, iar |Lj| este cardinalul acestei multimi.

Reducerea grafului de precedenta. Daca un graf de precedenta ar cuprinde
arce pentru toate perechile de noduri care sunt in relatie de precedenta, atunci acest
graf ar fi foarte dificil de folosit. De aceea, in masura in care este posibil, din graf
trebuie eliminate arcele care nu contin informatie necesara. Aceasti operatie se face
de multe ori in mod natural, in analiza unui algoritm, cand nu se studiaza decat
succesorii imediati ai unui task (cei care folosesc direct datele de iegire ale acelui task)
si nu se retin decat relatiile de precedenta cu acestia. O regula de eliminare a arcelor
inutile se bazeaza pe tranzitivitatea relatiei de precedenta si pe o idee cat se poate
de evidentd; daca existd o cale de la T; la T} trecand prin cel putin un alt nod T},
atunci arcul de la T; la T} se poate elimina; atentie, daca exista doua cai intre T; si
T;, amandoua continand incd cel putin cate un alt nod, nu se poate elimina cea mai
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scurta dintre ele sau fie §i numai un arc de pe aceasta.

Complexitatea si graful de precedenta. Cu ajutorul grafului de precedenta
asociat unei partitionari in taskuri a operatiilor dintr-un algoritm se poate determina
paralelismul intrinsec al partitionarii. Presupunand disponibil un numar suficient
de mare de procesoare gi ignorand comunicatiile intre taskuri, conflictele de acces la
memoria comuna si orice alte intarzieri, atunci timpul cel mai scurt in care se poate
executa algoritmul este dat de inaltimea grafului. intr—adevér, taskurile de pe orice
cale trebuie executate secvential, iar inaltimea este data de cea mai lunga cale. Pentru
a obtine paralelismul intrinsec (teoretic) al algoritmului, se alege partitionarea in care
fiecare operatie elementara constituie un task. fnél‘gimea grafului este, in acest caz,
complezitatea paraleld a algoritmului.

Latimea grafului da informatii despre numarul necesar de procesoare pentru a
atinge timpul cel mai scurt de executjie. Intre taskurile de pe acelasi nivel nu exista
constrangeri de precedentd (daca T; < T}, atunci I[(T;) > I(T})); deci toate taskurile de
pe acelagi nivel se pot executa in paralel. Deci, numarul de procesoare necesar pentru
obtinerea timpului minim de executie este mai mic sau egal cu latimea grafului. Daca
timpii de executie ai taskurilor nu sunt egali, atunci problema numarului necesar de
procesoare se complica, fiind nevoie de alta definitie pentru latimea grafului.

In final subliniem inc# o datd ci notiunea de graf de precedenta este asociata unei
partitionari in taskuri, si nu unui algoritm. Deci, fara o alegere adecvata a taskurilor,
graful de precedenta in sine nu poate aduce singur bunele performante.

4.2.3 Planificarea taskurilor

Prin definitie, fiind indivizibil, un task se executa de catre un singur procesor. Se
pune imediat intrebarea: pe ce procesor se va executa un anume task ?

DEFINITIA 4.3 Daté fiind o arhitectura cu p procesoare notate P;, cui =0...p—1,
problema planificarii taskurilor este aceea de a gasi o functie s definita pe multimea
taskurilor, cu valori in multimea procesoarelor, semnificatia relatiei s(7;) = P; fiind
ca taskul 7} se va executa pe procesorul P;.

In construirea functiei de planificare apar numeroase conditii legate de minimizarea
timpului de executie, a comunicatiilor intre procesoare si, evident, de respectarea
constrangerilor de precedenta.

Tipuri de planificare. Planificarea poate fi de doud feluri:

e statica, In care functia s este cunoscuta inaintea inceperii executiei algoritmului.

e dinamicd, in care functia s se construieste pe masura ce algoritmul se executa,
atribuindu-se taskuri spre executie unor procesoare libere. Nu se poate preciza,
la inceputul executiei, pe ce procesor se va executa un anume task.
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Planificarea dinamica este mai flexibila, ea fiind recomandata in conditiile unui
sistem de operare concurent; de asemenea, este unica viabila in cazul defectarii unui
procesor (in acest din urma caz executia este blocatd in cazul unei planificari stat-
ice). Pe de altd parte, planificarea dinamici este consumatoare de timp suplimentar,
datoritd programului care determina functia s; cu cit granularitatea este mai fina,
cu atat costul planificarii este mai important. In cazul arhitecturilor cu memorie
partajata se folosegte de obicei planificarea dinamica, iar pentru cele cu memorie
distribuita planificarea statica. Motivul este legat de comunicatie: in primul caz pro-
cesoarele sunt egal distantate intre ele, in timp ce in al doilea distantele difera; de
exemplu se poate gisi o planificare statica in care comunicatiile sa fie numai intre
vecini; cu o planificare dinamica, nu ar exista garantia eficientei comunicatiei. Totusi,
o situatie in care planificarea dinamica este evident mai utila este cea in care du-
rata taskurilor nu poate fi estimata dinainte; in acest caz, la o planificare statica pot
aparea timpi morti mari. In aceastd lucrare vom folosi exclusiv planificarea statica,
ea reliefand mai bine paralelismul unui algoritm; de altfel, e mai usor de obtinut o
planificare dinamica din una statici, decat invers; in plus, In majoritatea cazurilor,
timpul de executie al taskurilor va putea fi aproximat destul de bine.

Planificarea dupa lista. Intr-un mod devenit clasic, problema planificarii se
reduce la problema construirii unei liste cuprinzand toate taskurile; apoi se aloca
taskurile, in ordinea din lista, procesoarelor libere, cu conditia de a nu se planifica
simultan decét taskuri independente (din punct de vedere al precedentei).

Prin reformulare, problema nu se simplifica deloc; din pacate ea este NP-completa
pentru mai mult de 2 procesoare (nerezolvabild in timp polinomial). Existd numerosi
algoritmi de planificare suboptimali—care determini rapid functia de planificare s,
dar care nu asigura timp minim de executie al algoritmului planificat; se pot obtine
rezultate foarte bune pentru anumiti algoritmi, dar slabe pentru altii.

Nici pentru timpi egali de executie a taskurilor problema planificarii nu e simpla.
Construirea listei, de la sfargit spre inceput, in ordinea nivelelor, este o euristica foarte
folosita, dar care nu duce obligatoriu la optim. Deci, ultimele in listd sunt nodurile
de pe nivelul 0, imediat inaintea lor cele de pe nivelul 1 etc. Pentru a ordona nodurile
de pe acelagi nivel se folosegte, de exemplu, criteriul numarului de succesori directi:
primul in listd este pus taskul cu cei mai multi succesori directi. Aceste criterii de
ordonare sunt foarte intuitive; ordinea inversa a nivelelor e sugerata de relatiile de
precedenta, automat respectate in acest caz; e bine ca un task cu mai multi succesori
sa fie executat cat mai repede posibil, pentru a da si acestora posibilitatea de executie.
Nu vom da alte detalii despre algoritmii de planificare, c¢i vom prezenta un exemplu
simplu care sugereaza dificultatea problemei.

Exemplu. Sa consideram graful de precedenta a taskurilor din figura 4.2, in care
cele sapte taskuri au durate egale de executie (egale cu unitatea, pentru simplitate);
taskul 7 are nivelul 0, taskurile 4, 5, 6 au nivelul 1, iar taskurile 1, 2, 3 au nivelul 2.
Vom incerca planificarea taskurilor din acest graf pe o arhitectura cu doua procesoare.
Daca utilizam algoritmul sugerat mai sus, nu avem nici o prioritate intre taskurile 1,
2, 3, sau intre taskurile 4, 5, 6; le vom ordona deci la intamplare. Lista 1234567
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Figura 4.2: Un exemplu de graf de precedenta.

a b c
P P P P P P
1 2 1 3 1 2
3 2 4 3 5
4 5 5 6 4 6
6 7 7
7

Tabelul 4.1: Planificari pe 2 procesoare pentru graful de precedenta din figura 4.2.

conduce la planificarea din tabelul 4.1a, in care coloana pe care se afla un task indica
procesorul pe care se va executa acesta, iar linia momentul de timp la care va avea loc
executia; planificarea se construiegte astfel: in prima etapa se executa taskurile 1 gi
2; 1n a doua, 3, dar 4 nu, pentru ca e succesor al lui 3 in graful de precedenta; deci 4
se executa in etapa a treia, impreuna cu 5; in etapa a patra taskul 6, dar nu si 7, care
este succesor al lui 6; deci taskul 7 ramane sa se execute in etapa a cincea; timpul de
executie al Intregului algoritm este deci 5. Se vede imediat c& ordinile 1324567 sau
1235467, care conduc la planificarile din tabelele 4.1b gi 4.1c, au timpul de executie
4, care este, de altfel, cel optim. Dar daca pe un astfel de graf sunt putine variante
posibile, pe unul cu mii (milioane) de noduri, planificarea nu mai e deloc banala.
Presupunand ca executia algoritmului paralel are loc exact dupa planificarile din
tabelul 4.1, un mod curent de a prezenta situatia ocuparii procesoarelor este diagrama
Gantt. In figura 4.3 sunt prezentate astfel de diagrame pentru primele doua planificari
din tabel; pe abscisa este reprezentat timpul (de multe ori omis, insd); zonele hagurate
reprezintd perioadele in care procesoarele sunt ocupate, iar cele albe, timpii morti.
Compromisul eficientd/timp de planificare. In ce priveste efortul de calcul
efectuat in vederea obtinerii unei bune planificari trebuie facuta o precizare de multe
ori neglijatd. Pentru un algoritm care va fi executat de putine ori, e suficienti si o
planificare mediocra, dar obtinuta rapid. In schimb pentru un algoritm pentru care se
estimeaza un numar mare de executii merita facuta investitia initiala a cautarii unei
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NN M

P % % P
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

Figura 4.3: Diagrame Gantt pentru planificirile din tabelul 4.1ab.

planificari apropiate de optim; aceasta cu atat mai mult cu cit executia algoritmului se
face pe un calculator paralel, unde timpul de calcul este scump, in timp ce planificarea
se poate face pe orice calculator.

Principiul planificarii (Brent). Am vorbit in sectiunea precedentd despre par-
alelismul intrinsec al unui algoritm (sau al unei partitionari in taskuri asociatd al-
goritmului). Consideram cazul in care toate taskurile au duratd 1. S& presupunem
ca pentru a obtine timpul minim de executie ¢ sunt necesare p, procesoare. Care
va fi timpul de executie atunci cand sunt disponibile doar p < p,, procesoare ? (De
observat ca acesta este cazul curent, numarul de procesoare al calculatorului tinta
neavand legaturad cu problema de rezolvat.)

Raspunsul imediat—cunoscut si sub numele de principiul planificarii al lui Brent—
este ca timpul de executie va fi de cel mult [py,/p]t. Intr-adevir la un moment de
timp oarecare se executa cel mult p,, taskuri, care sunt independente; folosind doar p
procesoare, cele p,, taskuri se pot planifica oricum pe aceste procesoare, executia lor
durand maximum [p,,/p]; cum sunt ¢ etape (corespunzand celor ¢ niveluri din graful
de precedentd) in executia algoritmului pe p,, procesoare, se obtine rezultatul de mai
sus.

Rafinand putin prezentarea, sa presupunem ca pentru executia etapei ¢ sunt nece-
sare x; procesoare, deci p,, = max; ;. Cu p procesoare timpul de executie al pasului
i vafi [z;/p] < z;/p+ 1 si deci timpul total va fi mai mic decat [z/p] + ¢, unde
r=>y, .

Pe de alta parte, in ambele cazuri, o limita inferioara a timpului de executie pe
p procesoare este t — 1 + [p,,/p]; aceasta se obtine cand, in algoritmul cu paralelism
maxim, intr-o singura etapa se folosesc efectiv cele p,, procesoare (o astfel de etapa
trebuie sa existe, altfel nu se justificd numéarul de procesoare), iar in restul mai putin
de p procesoare.

Vom ilustra principiul lui Brent in sectiunea urmatoare.

Efectul repartizirii datelor. In arhitecturile cu memorie distribuitd, la algo-
ritmii de calcul numeric, de multe ori planificarea pornegte de la o repartizare initiala
a datelor in aga fel incét fiecare procesor sa lucreze cat mai mult cu datele pe care
le are (deci sa se minimizeze comunicatia) si Incarcarea procesoarelor sa fie echili-
brata (overhead-ul de incarcare inegala sa fie cat mai mic). Aceasta abordare, care
se bazeaza pe doar citeva variante—intre care este ugor de ales—este facilitata de
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(a) (b) (c)

Figura 4.4: Elementele matricei A locale procesorului Py in repartizarile: (a) bloc
linii; (b) ciclic pe linii; (c) bloc ciclic pe linii.

aspectul algoritmilor, compusi in principal din bucle cu numar cunoscut de pasi si
omogeni din punct de vedere al organizarii calculelor.

De aceea consideram necesara prezentarea aici a modurilor uzuale de repartizare
a elementelor unei matrice intre procesoarele unei arhitecturi paralele. Se doreste in
general ca datele sa fie repartizate procesoarelor in mod echitabil si farda redundante
(aceeasi datd in memoria mai multor procesoare), astfel incat acestea s ocupe cat mai
putin spatiu in memoriile locale si deci sa se poata rezolva probleme de dimensiuni cat
mai mari. Fie A o matrice cu n linii; fiecare dintre cele p procesoare va trebui deci sa
primeascd m = n/p linii; pentru simplitate presupunem ca p divide n. Repartizarile
urméatoare sunt naturale pe un inel (dar se pot avea in vedere si alte arhitecturi) si
sunt ilustrate in figura 4.4:

e bloc linii in care primele m linii sunt locale procesorului Py, urmatoarele m lui
Py, ete. In general, procesorul P; posedi liniile cu numerele de la im la (i + 1)m — 1
(liniile sunt numerotate incepand de la 0).

e ciclic pe linii in care procesorului P; ii apartin liniile cu numerele jp + ¢, cu
j=0,1,...,m — 1; sau, altfel spus, liniile [ pentru care [ mod p = i (o imagine mai
plastica: liniile sunt impartite procesoarelor precum cartile de joc dintr-un pachet
unor jucatori agezati in cerc).

e bloc ciclic pe linii in care fiecare procesor are cate d linii consecutive; matricea
initiald se imparte in submatrice de cate pd linii, fiecare submatrice repartizandu-se
bloc linii pe procesoare.

Desigur ca cele trei moduri descrise mai sus se pot folosi pe coloane. Particu-
larizarile in cazul unui vector sunt si ele evidente (matricea are o singura coloand).

Pe un tor sau o grild, aceste moduri se pot generaliza, repartizarea facandu-se
simultan pe linii si pe coloane. Vom discuta pe larg despre acest subiect in capitolul
6.

Pe hipercub, se folosesc uneori repartizari dupé codul Gray; notdm cu g() codul
Gray al numarului ¢. Se trece imediat de la cele trei repartizari pe linii de mai sus
(bloc, ciclic si bloc ciclic), la alte trei, astfel: daca o linie apartinea acolo procesorului
P;, acum ea va fi repartizata procesorului P,;. Un avantaj al acestei tehnici este
ca, intotdeauna, linii vecine in matrice sunt repartizate aceluiagi procesor sau unor
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procesoare vecine (pe un ciclu hamiltonian); deci, atunci cand se va adapta de la inel
la hipercub un algoritm in care au loc doar comunicatii intre vecini, pentru a pastra
aceastd proprietate trebuie aleasi o repartizare conform codului Gray (aceeasi, dintre
cele trei, ca si pentru inel).

Indiferent de modul de repartizare, atunci cand linia (coloana) i este repartizata
in intregime unui singur procesor, atunci acest procesor va fi notat si cu P(7).

Din nou despre indici globali si locali. Presupunem, de exemplu, o repartizare
oarecare pe linii a unei matrice A; aceasta inseamna c& un procesor detine un bloc
m xn. Intr-un program, matricea A ca atare nu este referitd printr-o singura variabild
(globald), ci prin p variabile locale fiecarui procesor, purtand acelagi nume, sa zicem B
(evident, de obicei se foloseste chiar numele A). Atunci cand vom descrie un algoritm,
ne vom referim de regulé la valorile indicilor ca gi cum A ar fi memorata global; deci,
a;; este un element pe linia ¢ a matricei A, repartizatd procesorului P(i); in variabila
locala B a acestui procesor, acest element se numeste b;;, unde £ € 0 : m — 1 este
indicele local al liniei respective; de pilda, pentru repartizare bloc linii, £ = i mod m
(iar P(i) = [i/m]). Nu vom efectua decat rareori aceastd transformare din indici
globali in indici locali, pentru a nu ingreuna citirea algoritmilor. La implementare,
insa, ea este obligatorie; altfel, memoria locala nu e utilizata eficient, ci aproximativ
ca gi cum intreaga matrice A ar fi memorata de fiecare procesor, dar un procesor nu
ar utiliza efectiv decéat cele m linii ”ale sale”.

Planificare si comunicatie. Tot in arhitecturile cu memorie distribuita, ce efect
are planificarea asupra comunicatiei 7 Daca datele de iegire ale unui task 7 sunt date
de intrare pentru un task 75, spunem ca exista o operatie de comunicatie logica intre
aceste taskuri; se poate construi un graf orientat al comunicatiilor logice, in noduri
fiind taskurile, iar arcele legand taskuri care comunica. Daca T) este planificat pe
procesorul P;, iar T pe procesorul P;, atunci, la executia algoritmului, va avea loc
o comunicatie intre aceste doua procesoare; comunicatia la acest nivel va fi numita
fizica.

Areloc, agadar, o operatie de scufundare a grafului legaturilor logice dintre taskuri,
in graful legaturilor fizice dintre procesoare. O buna planificare trebuie sa tina seama
si de acest aspect. Notiunile definite in primul capitol capata acum semnificatii noi.
Dilatarea va reprezenta distanta maxima Intre procesoare care comunica; ea este
foarte importanta, deoarece multe comunicatii la distante mari vor mari mult timpul
de executie al algoritmului. Idealul este de a reusi o planificare in care si se comu-
nice doar intre vecini; de multe ori, in conceptia algoritmilor, vom porni de la un
astfel de criteriu. Congestia arata numarul legaturilor logice care se suprapun pe o
aceeasi legatura fizica; o congestie mare nu este neaparat nesatisfacatoare, deoarece
comunicatiile pot avea loc la momente diferite, deci, in realitate, nu vor avea loc
conflicte de utilizare a legaturii fizice; astfel, minimizarea congestiei este un obiectiv
secundar, in general.

Concluzii. Am enumerat pana acum cateva criterii de planificare: planificarea
cat mai multor taskuri in paralel, pentru a obtine o incarcare egald, o distributie
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echitabila gi regulata a datelor, reducerea distantelor intre procesoarele care comunica.
Este practic imposibil ca toate aceste criterii sa fie utilizate intr-o maniera explicita;
adica, sa se enumere toate (sau multe) variantele posibile de planificare, sa se aprecieze
performantele lor si apoi si se aleaga varianta optima. De cele mai multe ori sunt
alese doar 2-3 planificari, pe baza unor particularitati ale problemei (si a spiritului
de observatie al celui care o rezolva), dintre care se alege varianta cea mai buna.
Dupa dobéandirea unei oarecari experiente, metoda este intr-adevar eficienta; speram
ca lectura acestei lucrari va va ajuta in dezvoltarea unui bun spirit de observatie
specific.

4.3 Cativa algoritmi paraleli fundamentali

Vom prezenta in aceasta sectiune citeva exemple de studiu al paralelismului unor
algoritmi rezolvand probleme simple, dar care apar foarte des; acestea ilustreaza
in acelasi timp limitele ideilor de paralelizare descrise pand acum, dar i procedee
intuitive de obtinere a paralelismului. Tratarea va fi aici mai completd decat in
capitolele urmatoare, pentru ca suntem la inceput; in plus, acesti algoritmi vor fi
folositi efectiv mai tarziu.

4.3.1 Suma a n numere

Prima problema de care ne ocupam este cea a calculului sumei a n numere xg, 1, ...,
Zn_1, elemente ale unui vector z. Ea ilustreaza in primul rand importanta modului
in care se formeaza taskurile.

Notdm y! = f:i x;. Pentru a putea determina paralelismul intrinsec al algorit-
milor, vom presupune taskurile formate dintr-o singura operatie. Vom utiliza relatia
(de recurentd):

yf = yf +y;-“+1, pentrui <j <k

si cazul ei particular yf“ = y¥ + 244, (care spune ci suma a ¢ numere se poate
calcula adunand suma primelor ¢ — 1 cu cel de-al ¢g-lea numar).

Algoritmul secvential. Intr-o primi variant3 notdm cu T}, 0 < i < n — 1,
operatia de calcul al sumei partiale yj = yé_l + x;; calculul, in ordine crescatoare
a indicilor, al sumelor partiale, este algoritmul secvential uzual de calcul al sumei.
Se observa insd cu usurintd ci, in acest fel, calculele se desfagsoara pur secvential;
intr-adevar, cum T; 1 < T;, graful de precedenta este o lista—deci fiecare nivel este
format dintr-un singur task. Complexitatea paraleld este de (n — 1) operatii, identici
cu cea secventiala.

Paralelismul maxim. O a doua varianta se poate defini recursiv: se efectueaza
numarul maxim de adunari care pot decurge in paralel, e.g. se aduna x; + x;41,
pentru toti ¢ pari; se obtin astfel n/2 numere, pentru care se repeta algoritmul; la
fiecare pas lungimea girului de numere se injumatateste, deci complexitatea este logn
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Figura 4.5: Graf de precedenta pentru calculul sumei a 16 numere.

(presupunem, pentru simplitate, cd n este o putere a lui 2). Altfel spus, pentru

k=1,...,logn, se calculeazi in taskul T* suma partiald
i+1)2F—1 ok fok—1_1 i+1)2F —1 . n
Z(;k ) = y22k+ + ygk+)2k71 , pentru 0 <7 < ok 1.

Relatiile de precedenta sunt de tipul T2ki_1 < Tk si Tf;ll < Tk, ceea ce conduce la
un graf de precedenta de forma unui arbore binar (cu frunzele in sus !) echilibrat, deci
avand o indltime de logn; un astfel de arbore este prezentat in figura 4.5. Litimea
acestui graf este n/2. Agadar, putem spune ca algoritmul are complexitate O(logn),
folosind O(n) procesoare; de altfel, aceasta este gi complexitatea problemei calculului
sumei. Costul algoritmului este O(nlogn), dar efectiv nu se executd decat n/2 +
n/4+...4+1=n—1 aduniri, exact cat si pentru algoritmul secvential precedent.
Din punct de vedere teoretic, algoritmul nu este optimal, dar este eficient.

Se observa diferenta enorma intre cele doud variante (care, de altfel, sunt extreme),
provenind exclusiv din impartirea in taskuri a operatiilor, adica din ordonari diferite
ale operatiilor; secvential, algoritmii au acelagi numar de operatii.

Algoritmi pentru PRAM

Cazul p = n/2. Folosind n/2 procesoare, planificarea taskurilor din graful de
precedenti este simpla: in etapa k, procesorul P; executi taskul TF. Pe un EREW
PRAM, algoritmul este urmatorul.

ALGORITM 4.1 (suma numerelor z;, pe EREW PRAM, p =n/2,id = i)

1. pentru k =1:logn
1. daca i < n/2F atunci
1. executd TF (Tior < Tior + Tigk yor—1 SAU T; < To; + T2i11)
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Tabelul 4.2: Doua planificiri, respectand principiul lui Brent, pentru graful de
precedentd din figura 4.5.

In instructiunea 1.1.1 sunt date doud implementari posibile ale taskului TF, in
care elementele initiale sunt modificate, astfel incat suma este continuta, in final, de
zg. Cele doua variante difera prin locatia in care se depune rezultatul unei sume.
In prima, suma se depune in prima dintre cele doua variabile sumate; astfel, dupa
prima iteratie, sumele partiale sunt depuse in locatiile pare, dupa a doua in locatiile
cu numir de ordine divizibil cu 4 etc. In a doua varianta, sumele partiale se depun
in primele locatii ale vectorului z: prima jumétate, dupa prima iteratie, primul sfert,
dupa a doua iteratie etc. Prima varianta este recomandata, deoarece, intr-o iteratie,
fiecare locatie de memorie este accesata doar de un singur procesor; in a doua, de
exemplu, in acelagi pas, x; este citit de Py si apoi scris de P;. Aga cum am anuntat
in sectiunea 2.4, presupunem ca procesoarele se sincronizeaza dupa fiecare iteratie;
mai mult, in a doua varianta presupunem ca intre citirea si scrierea din acelasi pas,
procesoarele se sincronizeaza. Accelerarea si eficienta au valorile

n—1 2(n—1) 2

nlogn ~ logn’

S(n) = g(n) =

"~ logn’
Deci, desi timpul de executie al algoritmului e foarte scurt, procesoarele nu sunt
folosite eficient; in general, e(n) < 1; aceasta se datoreaza timpilor morti ai ma-
joritatii procesoarelor; doar Py lucreaza permanent, in timp ce jumatate dintre pro-
cesoare nu fac decat o singura operatie.

Cazul p < n. De obicei, lungimea vectorului = este semnificativ mai mare decat
numarul de procesoare, adicd p < n; cum planificam acum taskurile 7 De exemplu,
pentru p = 4, daca aplicam principiul lui Brent pentru graful de precedenta din figura
4.5 (unde n = 16), atunci planificarea aratd ca in tabelul 4.2a. Desigur, aceasta nu
este unica variantad posibila; acelasi timp de executie 1l are gi planificarea din tabelul
4.2b, care respecta si ea principiul lui Brent; desi aceasta din urma nu pare a avea o
calitate deosebité, totusi e mai naturala: fiecare procesor calculeaza suma a 4 numere
consecutive, dupa care se foloseste ideea de planificare din cazul p = n/2. Deci, in
forma generala, algoritmul este urmatorul.

ALGORITM 4.2 (suma numerelor z;, pe EREW PRAM, p < n, id =)
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(i+1)n/p—1

S T

j=in/p

2. apeleazi algoritmul 4.1, pentru numerele z;, [ = 0: p — 1, cu p/2 procesoare

1. calculeaza (secvential) z; < >

Am presupus ci p divide n si cd fiecare procesor calculeazd suma a n/p numere
consecutive (si deci, o repartizare bloc linii a elementelor din vectorul z, pe proce-
soare); rezultatul final se va afla in z;. Dupa calculul secvential al sumelor, se obtin p
sume partiale; pentru aplicarea algoritmului 4.1 sunt suficiente p/2 procesoare, cele cu
adrese i = 0 : p/2 — 1. Complexitatea algoritmului 4.2 este T'(n,p) = n/p—1+logp,
iar eficienta

n—1 N n
n/p—1+1logp) n+plogp

e(n,p) = p

este asimptotic egala cu 1 si, in general, apropiata de 1. In acest caz, putem deci
considera algoritmul valoros.

Algoritmi pentru MIMD cu memorie distribuita

Trecem acum la arhitecturile MIMD cu memorie distribuita, incercand sa vedem care
sunt implicatiile ideilor algoritmilor de mai sus asupra comunicatiilor. Presupunem
ca elementele din z sunt initial distribuite egal celor p procesoare. Vom aborda
intai cazul in care n = p = 2, deci procesorul P; are in memoria locali un singur
element, s zicem z; (acesta este cel mai mic numar de elemente de care meritd sa ne
ocupam; daca ramaneam la o analogie perfecta cu cazul memorie comuna, am fi ales
n = 2p; cazul n = p e inséd cel mai defavorabil, dar care implicd toate procesoarele).
Pistram planificarea in care P; executd taskul TF; dacd incercidm si utilizim una
dintre cele doua forme ale instructiunii 1.1.1 din algoritmul 4.1, vom constata ca
P; nu are in memoria proprie nici unul dintre elementele de sumat (prima forma e
totusi adaptabild, vezi problema 4.3.5). Vom incerca o a treia forma, in care P; sd
calculeze de fiecare data suma dintre elementul pe care il poseda gi un altul (pentru
simplificarea scrierii am inversat gi ordinea de ciclare):

1. pentru k =logn—1:-1:0
1. daca i < n/2?% atunci z; + z; + Tiqok

In descriere recursiva, aceasta forma seamana cu cea din algoritmul 4.1, doar ca se
formeaza altfel perechile de elemente a caror suma se calculeaza; se fac intai sumele
To + Tp/2, T1 + Tpja41, €tC.; se obtin n/2 numere, pentru care se repeta procedeul.
Atunci se observa imediat ci procesorul P; efectueazd suma dintre numéarul siu (in
care se acumuleaza o suma partiald) si numarul (suma partiald) primit de la procesorul
P, 5r; conditia din instructiunea 1.1 spune ca bitul k¥ al numarului binar 4 este 0, adica
P; si Py o1 sunt vecini dintr-un hipercub. In scrierea algoritmului in stil SPMD, vom
tine seama de faptul cid elementul z; ocupa o singurd locatie in memoria locald a
procesorului P;, pe care o vom numi generic z (folosim asadar indici locali, in timp
ce mai sus erau folositi indici globali). Deci, algoritmul are forma:
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ALGORITM 4.3 (suma a n numere, pe hipercub, p = n; numarul din memoria locala
este x; suma se calculeazd pe loc in z gi se va afla in memoria procesorului Py)
1. pentruk=d—-1:-1:0
1. daci id < 2* atunci
1. recv(z, k), z+xz+2z
2. altfel daca id < 2*¥*! atunci send(z, k)

Se observa ca dupa iteratia k raman active doar procesoarele dintr-un hipercub
de dimensiune k, cel notat 7—[;7’“(0); fiecare astfel de procesor P; calculeaza in aceasta
etapa suma elementelor initial locale procesoarelor din hipercubul de dimensiune d—k
notat #H%(i). In final, suma este calculati de Py.

Timpul de executie al algoritmului 4.3 este

T(p) = (logp)a + (logp) (o + B),

primul termen fiind pentru adunari, celalalt pentru comunicatii. Desigur ca eficienta
algoritmului este modesta.

Daca n > p, atunci fiecare procesor are in memoria locald n/p elemente, le cal-
culeaza suma, dupa care se utilizeaza algoritmul 4.3. Timpul total este acum

T(n,p) = (n/p—1a+ (logp)(a+ o+ B),

iar eficienta e(n,p) ~ 3 asimptotic egala cu 1.

no
na+p(logp)(at+o+s

Generalizare: colectare cu sumare. Sa incercam sa facem acum legatura cu
un algoritm de comunicatie. Cu putina atentjie, se vede ca, strict din punct de vedere al
ordinii §i dimensiunilor pe care se comunica, algoritmul 4.3 este inversul algoritmului
sugerat in figura 3.23, de distributie dupa un arbore de acoperire binomial, la fiecare
pas dupa o directie. Deci, seamana cu un algoritm de colectare.

Intr-adevir, o primi idee naivi de a calcula suma pe o arhitecturs cu memorie dis-
tribuita ar putea fi simpla colectare a elementelor z; intr-un singur procesor, urmata
de calculul secvential al sumei, in p — 1 operatii. Aceasta este probabil o varianta
mai putin eficients; ea poate fi luata in considerare daca existd o functie hardware
de colectare, mult mai rapida decat una realizata prin program. Dar algoritmul 4.3
imbina ideea colectarii cu cea a calculului sumelor partiale pe parcurs, astfel incat
se transmite un singur element la un moment dat; in acest fel se reduce si numarul
de operatii aritmetice, si timpul de comunicatie. Ideea se poate aplica pentru orice
topologie si algoritm de colectare. Acesta este motivul pentru care algoritmii de
sumare pe arhitecturi cu memorie distribuita sunt denumiti, de multe ori, algoritmi
de colectare cu sumare.

O ultima remarca: toti algoritmii din aceastd sectiune sunt valabili nu numai
pentru suma, ci gi pentru orice alta operatie, cu singura conditie ca aceasta sa fie
asociativa si, doar pentru algoritmul 4.3, comutativa (vezi problema 4.3.5 pentru a
elimina aceastd conditie). Calculul zoex;e...0z, 1, unde o este o operatie asociativa
mai este numit gi reducere.
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4.3.2 Suma globala

Problema sumei globale e 0 mica variatie pe tema sumei, pe arhitecturi cu memorie
distribuita. Fiind date n numere zy, 1, ... T,_1, elemente ale unui vector z, sa
se calculeze suma lor astfel incat toate procesoarele si o cunoasca (sd o posede in
memoria locald). Desigur, calculul sumei ca mai sus, urmat de o difuzare efectuata
de Py ar rezolva problema. Sa cautam insa o metoda mai rapida. Ne vom margini
discutia la hipercub. Presupunem intai p = n, deci procesorul P; detine in memoria
locala numarul z;.

Daca algoritmul de calcul al sumei implica o comunicatie identica celei de la
colectare, formularea problemei sumei globale ar sugera sa ne orientam spre difuzarea
generala. S& mai privim o datd figura 3.21, in care este prezentat un algoritm de
difuzare generala, la fiecare pas pe o dimensiune. Modificam algoritmul de difuzare
generala astfel: dupa ce doua procesoare vecine intr-o anume dimensiune 1si transmit
valorile lor locale, ele efectueaza gi suma acestor valori, pe loc. Asgadar, numerele
asociate nodurilor in figura 3.21 reprezinta indicii initiali si finali ai sumelor partiale
detinute de nodurile respective. Pentru exemplificare, sa ne referim la procesorul Pjy;
in prima etapd, schimbi elementul siu (z4) cu cel al lui Ps, deci pe dimensiunea 0, si
calculeazd suma lor y3; apoi, schimbi aceastd suma cu cea a lui Pg, pe dimensiunea 1,
si calculeazd noua sumai, adica yJ; in fine, schimba cu Py, pe dimensiunea 2, si aduna,
obtindnd suma totald y7. Daci p < n generalizarea este imediata iar algoritmul este
urmatorul.

ALGORITM 4.4 (suma globala a n numere, pe hipercub)

1. z < suma elementelor locale din vector
2. pentruk=0:d-1
1. in paralel recv(z, k), send(z, k)
2.z x+z2

Operatiile efectuate sunt aceleasi pentru toate procesoarele. Timpul sau de executie
este identic cu cel pentru sumi, ceea ce justifica efortul de elaborare a algoritmului de
suma globala. Este interesant ca am obtinut un timp bun, chiar daca unele operatii
sunt dublate; de exemplu, in primul pas, Py si Ps calculeazi amandoud yj; mai mult,
in ultimul pas, toate procesoarele efectueaza aceeasi adunare. Avantajul este ca prin
aceste operatii redundante se elimind necesitatea comunicatiei (a difuzérii finale a
sumei); in plus, ele sunt facute de procesoare care altfel ar fi stat; timpii morti din
algoritmul 4.3 sunt eliminati, fara ca Py, singurul care lucra permanent acolo, sa aiba
acum ceva in plus de facut.

Calculul mai multor sume globale. Daca trebuie calculate mai multe sume,
aceasta se poate face comunicandu-se in paralel. Dupéa calculul sumelor locale (daca
n > p), pentru fiecare sumé globald se incepe comunicatia pe altd dimensiune; de
exemplu, pentru prima pe dimensiunea 0, pentru a doua pe dimensiunea 1, etc.; la
pasul al doilea, pentru suma j se comunicd pe dimensiunea (j + 1) mod d; s.a.m.d.,
la pasul k, cu 0 < k < d — 1, pentru suma j se comunicd pe dimensiunea (j +
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k) mod d, comunicatia desfisurandu-se in paralel, daca sunt cel mult d sume globale
de calculat. Deci, pentru d sume, timpul de comunicatie este acelagi ca pentru una
singura,; desigur, timpii necesari adunarilor se cumuleaza. Sursa de inspiratie a acestei
idei este algoritmul rotativ de difuzare generals !

4.3.3 Suma prefixelor

Aceasta este o generalizare a problemei sumei, cerandu-se acum calculul tuturor
sumelor partiale s; = y§ = Yo, cui =0,...,n— 1. Numele de suma prefixelor
(prefix sum) provine din faptul ci aceste sume partiale sunt formate intotdeauna cu
primele elemente din vectorul x. Secvential, calculul este banal, recurenta s;41 =
S; +x;+1 implicand n — 1 operatii; insa, dupa cum am vazut la problema sumei, acest
mod de calcul este absolut secvential.

Algoritmi pentru PRAM

Sumare in cascada. Sa incercam intai generalizarea algoritmului 4.1; acolo, dupa
prima iteratie, n/2 procesoare calculau suma a cate doud elemente consecutive din z;
dupa a doua, n/4 procesoare calculau suma a cate patru elemente; si tot asa, din ce
in ce mai putine procesoare calculand suma tot mai multor elemente. Apare imediat
ideea de a incerca sa lasam toate procesoarele sa lucreze, dupa acelasi principiu: la
pasul k, fiecare si calculeze suma a 2* elemente consecutive. Pentru aceasta, trebuie
modificata putin prima form3a a instructiunii 1.1.1 din algoritmul 4.1; se observa ca se
efectua suma intre elemente aflate la distants 2*~! in vectorul z; vom schimba doar
locul in care se va depune rezultatul, anume in locatia elementului cu indice mai mare.
In plus, vom face aceasta pentru toate elementele z;, de fiecare element ocupandu-se
un procesor; mai trebuie sa avem grija ca sumele sa cuprinda doar elemente valide ale
vectorului z, adica si nu efectuiim nici o operatie daca pozitia i — 2¥~! este in afara
vectorului (mai mica decat 0). Mersul calculelor este exemplificat in figura 4.6, fiecare
procesor efectudnd o suma partiala, si se desfasoard conform algoritmului urmator,
numit gi de sumare in cascada, in care sumele sunt calculate pe loc in elementele ;.

ALGORITM 4.5 (sumare #n cascadd) (suma prefixelor, pe CREW PRAM, p = n,
id =14)
1. pentru k =0:logn —1
1. daci i > 2* atunci
1.y 2 + z;_on

In etapa k, locatia ¢ e citita de doua procesoare, P; si P;,.x; pentru a adapta
algoritmul pe EREW PRAM, citirile ar trebui sa aiba loc in doua etape (folosind n
locatii de memorie in plus, pentru copii ale sumelor partiale). De asemenea, chiar gi pe
CREW PRAM, functionarea corectd a instructiunii 1.1.1 presupune ca procesoarele
se sincronizeaza intre citiri si scrieri. Complexitatea paralela a algoritmului este logn,
dar costul sdu de nlogn il face neoptimal (dar eficient, totusi).
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Figura 4.6: Calculul sumei prefixelor conform algoritmului 4.5 (sumare in cascadi);
fiecare dreptunghi corespunde unei locatii de memorie, continutul reprezentand indicii
limita ai sumelor partiale (yé este figurat ca j-1); etapele de calcul au loc de sus in jos;
sagetile indica dependentele de date (se poate privi acest desen si ca o reprezentare a
grafului de precedent3).

In cazul n > p, aplicarea principiului lui Brent algoritmului 4.5 nu duce la un
rezultat prea fericit; costul algoritmului nu se modifica, deci timpul este (nlogn)/p.
Ori, ne asteptam si obtinem ceva de genul n/p, pentru a avea eficientd aproape de
1. Pentru ameliorarea eficientei, putem proceda astfel: fiecare procesor P; calculeaza
suma elementelor ”sale”, cu indici de la in/pla (i+1)n/p—1, intr-o variabila z;; pentru
aceste p variabile se aplica algoritmul 4.5; apoi, fiecare procesor calculeaza secvential
cele n/p sume ale sale, adunand pe rand elementele sale la suma z; 1 = s4,/,—1 (suma
tuturor elementelor cu indice mai mic decat cel al elementelor sale).

ALGORITM 4.6 (suma prefixelor, pe CREW PRAM, p < n, id =)

1. 2z + Zgigﬁ/ P~lz;  {calculul sumelor locale}
2. calculeaza suma prefixelor cu algoritmul 4.5, pentru elementele z;
3. daca i # 0 atunci ;,,/, < Tin/p + Zi-1
4. pentru j=in/p+1:(i+1)n/p—1

1. Tj 4 Tj + Tj—1

Numarul de adunari este de n/p in instructiunea 1, log p pentru suma prefixelor, si
n/p pentru instructiunea 4; deci, in total, sunt 2n/p+logp adunari. Tata deci un prim
caz In care eficienta asimptoticd nu mai este 1, ci 1/2; aceasta se datoreaza efectuarii
de doua ori a adunérilor cu z;, prima data doar pentru a putea reduce dimensiunea
problemei de la n la p; este un procedeu destul de des intalnit, acela de a face calcule
suplimentare pentru ajungerea la o situatie cu bun paralelism. In orice caz, rezultatul
este mai bun decét cel obtinut cu principiul lui Brent.
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Algoritmul Ladner-Fischer. Vom prezenta acum un alt algoritm pentru care
dependentele de date sunt mai simple; algoritmul se va implementa lesne pe un EREW
PRAM. Ideea este de natura divide et impera; se reduce dimensiunea problemei sumei
prefixelor la jumatate, se apeleaza recursiv algoritmul, apoi, din cele n/2 sume ast-
fel calculate se deduc cele n sume cerute initial. O descriere generald are forma
urmatoare:

ALGORITM 4.7 (Ladner-Fischer) (suma prefixelor in paralel, n putere a lui 2)
1. pentrui=0:n/2—1, in paralel & + za; + To;11
2. apeleaza recursiv acest algoritm, pt. suma prefixelor valorilor &; (z; < ZE:O &)
3. pentrui =0:n — 1, in paralel
1. daca i e impar atunci s; < z(;_1)/2
2. daca i e par atunci s; < zj/2_1 +T;

In instructiunea 1 se efectueazd sumele a n/2 perechi de valori; dupa calculul
recursiv al sumei prefixelor pentru aceste sume §;, jumatate din sumele dorite sunt
deja calculate (cele pentru i impar); pentru celelalte sume trebuie efectuatd inca o
adunare, cea din recurenta sy = sr_1 + zx (cu k par); convenim ca s_; = z_; =
0. Se poate remarca o oarecare asemanare cu algoritmul 4.6, diferenta esentiala
fiind ca acela nu era recursiv. Complexitatea paralela a algoritmului 4.7 este de
T(n) = 2logn, cate logn inaintea, respectiv dupd apelurile recursive (se respecta
relatia T'(n) = T'(n/2) 4+ 2). Pentru a prezenta o planificare a operatiilor, vom trece la
o form4 iterativd a algoritmului. Vom nota cu w¥ variabila ce contine suma partiald

i, la nivelul de recursie k (w? = x;).

ALGORITM 4.8 (suma prefixelor in paralel, pe EREW PRAM, n putere a lui 2, p =
n/2, id = 1)
1. pentru k=1 :logn
1. dacd i < n/2" atunci w¥ « wh; ' + wé“;_ll
2. pentru k =logn:—-1:1
1. dacd i < n/2F atunci
1. wé“;_ll — wk wé“;l —wk +w§;1

o . o 1 . [OREN A . .
Dupé prima bucld pentru, wy®" contine suma totald; in a doua, in iteratia

k, procesorul P; executa echivalentul instructiunilor 3.1 gi 3.2 din algoritmul 4.7;
deoarece acum privim din punctul de vedere al adresei procesorului, iar acesta se
ocupa de elementele cu indicii 2¢ si 2¢ + 1, se inlocuieste in 3.1 4 cu 2 + 1, si in 3.2
i cu 2i. In plus, convenim ci w*, = 0. Intr-o iteratie, o locatie de memorie nu este
cititd decat de un singur procesor; sunt necesare n/2+mn/4+ ...+ 1 =n — 1 locatii
suplimentare de memorie. Costul algoritmului este O(nlogn).

In cazuln > p, se aplici aceeagi idee ca la algoritmul 4.6, dupa sumarea secventiala
apelandu-se insd algoritmul 4.8; complexitatea paraleld este 2n/p + 2logp. Eficienta
asimptotica este deci 1/2, pentru orice p < O(n/logn) (vezi problema 4.3.2, demon-
stratia fiind aseméanatoare celei a algoritmului 4.2), iar costul algoritmului O(n).
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Algoritmi pentru MIMD cu memorie distribuita

Ne ocupam doar de cazul n = p, pe hipercub; daca n > p, se aplica ideea din
algoritmul 4.6.

Sumare in cascada. O prima incercare este de a vedea ce comunicatii implica
algoritmul 4.5; daca elementul z; este repartizat procesorului P;, atunci, la pasul k,
procesorul i comunicd cu i — 2¥; din picate, aceste dous procesoare sunt vecine doar
atunci cand bitul k£ din ¢ este 1; daca insa iy, = 0, atunci toti bitii din pozitiile mai mari
decat k (inclusiv) sunt diferiti, deci distanta este d — k; concluzia este ca algoritmul
e inaplicabil in aceasta forma.

Daci se utilizeazi o repartizare dupa codul Gray, deci daca x; este In memoria
locald a procesorului g(i), atunci lucrurile se schimbi. Se poate demonstra (vezi prob-
lema 4.3.10) c& distanta pe hipercub intre procesoarele g(i) si g(i — 2*) este cel mult
2; aceasta conduce la comunicatii destul de performante. Nu detaliem algoritmul; se
pot alege doua implementari. Una este cea obisnuita, in care elementele raman pe
locurile lor, si se utilizeazd comunicatia (cu eventualele functii de dirijare oferite de
sistemul de operare). A doua se bazeazd pe interschimbari ale elementelor, care se
fac astfel incat sa se comunice doar intre vecini; un exemplu este prezentat in figura
4.7; in hipercubul Hs3, au loc trei etape de comunicatie, fiecare in doi pagi (mai putin
ultima, dupa care nu mai e nevoie de interschimbéri); fiecare desen reprezintd un
pas de comunicatie; limitele sumelor partiale rezultate sunt cele din desenul urmator;
in primul pas se comunica la distantd 1, pe ciclul hamiltonian; urmeaza doua inter-
schimbari, reprezentand al doilea pas, care fac ca la al treilea pas sa se comunice
tot intre vecini, etc. Nu este intamplator faptul ca, in final, repartizarea este cea in
ordinea uzuald (si nu dupa codul Gray).

In ambele implementiri, volumul comunicatiei poate fi apreciat la (2logp)(c+5),
ceea ce este destul de convenabil; pentru adunari se consuma timpul (log p)a. Prima
implementare este comoda, daca exista functii accesibile de dirijare; a doua implica
descoperirea si detalierea mecanismului general de interschimbare (la care va uram
succes !).

Suma prefixelor si suma globala. Intrucat varianta pe hipercub a algoritmului
4.7 (Ladner-Fischer) nu este foarte simpla, vom prezenta o altd posibilitate, aceea de
a adapta algoritmul de suma globala astfel incat sa fie calculate si sumele partiale de
care avem nevoie. Impértim hipercubul in dou jum#tiiti: inferioar (adresele mai
mici decat p/2) si superioara,; calculam atdt suma globala z, cdt gi suma prefixelor s, in
fiecare dintre aceste hipercuburi, printr-un apel recursiv (z si s sunt variabile locale);
apoi fiecare nod din hipercubul inferior schimbi suma sa globald cu cea a nodului
echivalent din hipercubul superior; fiecare nod actualizeaza suma sa globala ca in
algoritmul 4.4, adica aduna suma z locala cu cea primita; pentru nodurile din hiper-
cubul inferior, suma prefixelor este deja corectd; cele din hipercubul superior aduna
la suma prefixelor s locala, suma globali z primita. Justificarea este simpli: pentru

i > p/2, avem yb = yg/%l + yl’;/2; dar yg/%l este suma global in hipercubul inferior,

iar y, /2 este suma prefixelor in hipercubul superior. In algoritmul urmator, forma
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4-5

0 0-1 0 0-1

Figura 4.7: O implementare a algoritmului 4.5, pe hipercub, cu repartizare initiala
dupa codul Gray gi interschimbari la fiecare etapa.

recursiva capata aspect iterativ datorita proprietatilor topologice ale hipercubului.

ALGORITM 4.9 (suma prefixelor pe hipercub, adaptare a sumei globale, p = n,
numarul din memoria locala este x)

l. 2z x,s+ 1z  {z—suma globala, s — suma prefixelor}
2. pentruk=0:d-1

1. in paralel recv(v, k), send(z, k)

2. daca idy = 1 atunci s+ s+v

3.2+ 2+

In 2.2 se actualizeazd suma prefixelor, in hipercubul superior, iar in 2.3, suma
globald, intotdeauna. Timpul necesar calculelor este (2logp)a (P,—1 face la fiecare
iteratie cate doud adunari), deci de doud ori mai mare decat pentru adaptarea algo-
ritmului 4.5 prezentata putin mai sus. In schimb, timpul de comunicatie este de doua
ori mai mic, adica (logp)(o + ). Cum, in general, calculele sunt mai rapide decét
comunicatia, algoritmul 4.9 este de preferat. Totusi, daca in locul adunarii este o alta
operatie, trebuie avut in vedere ca algoritmul 4.9 ca atare necesita gi comutativitatea
operatiei, spre deosebire de ceilalti algoritmi, pentru care asociativitatea este sufi-
cientd; o mica modificare face ca si acest algoritm si nu depindi de comutativitate
(vezi problema 4.3.11).
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4.3.4 Recurente de ordinul I

Un sir {z;}, recurent (liniar) de ordinul I, se defineste prin relatia z;11 = a;z; + b;,
cu0<i<n-—1,unde a; si b; sunt coeficienti reali. Fiind dati acesti coeficienti si
valoarea o, se pune problema determinarii valorii termenului z,. Calculul sumei a
n numere este un caz particular al acestei probleme; daca s; = 2;20 x;, atunci in
recurenta S;11 = a;S; + b;, coeficientii sunt a; = 1 si b; = x;. Aplicarea formulei de
recurenta ca atare conduce la un algoritm perfect secvential, cu complexitate de 2n
operatii.

Reducere ciclica. Ideea de paralelizare este clasica, gi va mai fi intalnita in
aceast lucrare. In relatia de calcul al termenului z;42, se inlocuiegte x;;1 prin relatia
ce-l caracterizeaza, i.e.

—_ ! !
Tig2 = Qip1Ti41 + bip1 = 410475 + a1 b; + gy = a;x; + by,

unde
a; = aiy1a;;  bp = aip1b; + biga. (44)

Se obtine astfel o noua relatie de recurenta, de data aceasta intre z; 2 si x;, tot
liniard gi tot de ordinul I. Dacé se calculeazi noii coeficienti ai relatiei, ca in (4.4),
pentru toti ¢ pari, cu 0 < ¢ < n, se obtine un nou sgir recurent, continand doar
n/2 termeni. Se procedeazd analog in continuare, in fiecare etapd injumatatindu-
se lungimea girului; in etapa k, lungimea sirului este n/2*; dacd nu renumerotim
elementele girului, dupa etapa k raméan in cursa elementele din pozitiile de forma
i=352% cu 0 < j < n/2% ale sirului initial; relatia de recurents este acum de forma
Tiqok-1 = afa:i + bf, iar noii coeficienti sunt

k _ k-1 k—1, k _ k-1 k—1 k—1
a; = a/i+2k—1ai ) bz = ai+2k_1 bz + bi+2k—1’ (45)

unde am notat in mod natural @) = a;, b? = b;. Presupunand ci n = 2", dupi r
etape se obtine o unica relatie de recurenta: x, = ajxo + by, din care se calculeaza
T

Acest algoritm poarta numele de reducere ciclicd, datorita reducerii permanente a
numarului de elemente din sir, si, ca mecanism de desfagurare, este asemanator cu 4.1,
cu modificarea din problema 4.3.5; totusi, trebuie facutd o observatie importanta; desi
graful de precedenti a taskurilor este, ca si pentru sumé, un arbore binar echilibrat cu
sensurile tuturor arcelor schimbate, semnificatia este cu totul alta; la suma, o operatie
consta 1n efectuarea unei sume partiale; la reducerea ciclica, insa, nu se calculeaza
decat coeficientii unei noi relatii, si nu ceva in legatura cu termenii z;. Daca sunt
n/2 procesoare, calculele de tipul (4.5) se pot efectua in paralel, in fiecare etapa k;
pentru a planifica operatiile, tinem seama de faptul ca un procesor P; se ocupa de
doud perechi de coeficienti; deci, in etapa k, P; va calcula a¥, cu i = j2* (k > 1).
Forma algoritmului este urmatoarea:

ALGORITM 4.10 (reducere ciclica, pe EREW PRAM, p=n/2, n =2")
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1. pentru k=1 :logn
1. daci id < n/2* atunci

1. 4 «id- 2F
k k—1 k=1 1k k=1 k-1 k—1
2. a;f TR Y by <+ ai“k_lbi -|-bi+2k_1

2. daca id = 0 atunci
1. z, < agzo + b5

Se observi ca indicele superior al variabilelor a¥ si b¥ poate fi omis, calculele
efectuandu-se pe loc. Deoarece formulele (4.5) implicd 3 operatii, inseamna ca numé&rul
total de operatii va fi de 2+ 3logn. Costul algoritmului este de O(nlogn). Dar, ca si
la calculul sumei, majoritatea procesoarelor nu lucreaza decat o mica parte din timp;
varianta secventiald a algoritmului 4.10 are numai 3(n/2+n/4+...+1)+2=3n—-1
operatii.

Cazul n > p. Aplicandu-se principiul lui Brent, algoritmul obtinut va avea o
destul de buna eficienta. Daca procesorul P; se ocupa de calculul coeficientilor a; si
by, cuin/p <1< (i+1)n/p—1, atunci, prin 3n/p — 3 operatii, el reduce numarul de
elemente din acest subsir la unul singur (aceasta se poate face si in alta ordine decat
in algoritmul 4.10; de exemplu, Py poate calcula astfel: ag < ajag, by < ai1bo + by,
apoi ag < asag, by < a2b9 + b2, s.a.m.d., deci se elimina elementele din gir in ordine
cresciitoare); in acest fel, rimén in total p elemente din sir, pentru reducerea carora
se aplica algoritmul 4.10 cu p/2 procesoare, ceea ce va consuma 2 + 3logp operatii;
pentru o descriere mai riguroasa a algoritmului, vezi problema 4.3.13. Deci, in total,
aproximativ 3(n/p + log p) operatii, ceea ce conduce la o eficienta

N 2n n—oo 2
e(n,p) 3(n + plogp) 3

Prefixele unei recurente. O alti problema legata de sirurile recurente de or-
dinul T este calculul tuturor valorilor z;, cu 0 < ¢ < n. Daca analogul calculului
elementului final z, era calculul sumei, pentru aceasta noua problema ne gandim, in
mod natural, la o analogie cu suma prefixelor. Intr-adevir, toti algoritmii prezentati
acolo pot fi ajustati cu ugurinta; ne vom ocupa aici numai de adaptarea algoritmului
4.5, pentru ceilalti propunandu-va cateva probleme.

Ideea de baza este de a aplica algoritmul 4.10 din punctul de vedere al fiecarui
procesor, dupé o schema de tipul celei din figura 4.6. Se folosesc tot formulele (4.5),
dar memorand acum noile valori ale coeficientilor a si b in pozitiile cu indice superior
si efectudnd calculele pentru toti indicii ¢ pentru care au sens; cu alte cuvinte, se
folosesc formulele

k_ k-1 k-1 . ko k—lpk—1 k—1
a; =a; a g_i; b =ay b+, (4.6)

pentru toti i > 2¥~!. Se obtine asadar algoritmul:

ALGORITM 4.11 (reducere ciclici complet paraleld, pe CREW PRAM, p = n, id = i)
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1. pentru k =0:logn—1
1. daci i > 2* atunci
1. b; < a;b;_or +b;, a; < a;a;_ o
2. Tiy1 < ;X0 + bl

Dupa cum este normal, procesorul P; calculeaza valoarea ;41 (z¢ fiind cunoscut).
Atribuirile din instructiunea 1.1.1 sunt scrise in aceastd ordine pentru a se putea
respecta relatiile (4.6). Trecerea la un algoritm EREW PRAM se face aga cum am
discutat la suma prefixelor; totugi, aici apare o problema in plus: accesul simultan
al mai multor procesoare la xg; chestiunea poate fi rezolvatid foarte simplu, printr-
un artificiu de notatie; se renumeroteaza z; prin x;11, §i se alege xo = 0; astfel,
dificultatea dispare pur si simplu.

4.3.5 Produsul matrice-vector

Desi locul problemei calculului vectorului z = Az + y, unde A este o matrice n X n,
y §i z vectori de dimensiune n, ar fi mai degraba in capitolul de algoritmi numerici,
o vom prezenta totusi aici, in chip de avanpremiera; vom avea astfel o imagine a
caracteristicilor algoritmilor implicAnd matrice si vectori. Operatia z = Ax + y este
cunoscutid gi sub numele de gaxpy (General Az plus y, matricea A fiind generala,
i.e. neavand o structurd speciald); desigur, problema mai dificila este de a calcula
produsul matrice-vector, suma a doi vectori fiind o operatie perfect paralela.

Algoritmi pentru PRAM

Complexitatea paralela. Notam prin a;; elementul din linia ¢, coloana j, al matricei
A; desigur, z; este elementul din pozitia (linia) ¢ a vectorului z; vom numerota liniile
si coloanele incepand de la zero. Calculul vectorului z se face conform relatiei

n—1
zi:yi+2aija:j, cul<i<n-1, (4.7)
=0

care implicd 2n? operatii; pentru un ¢ fixat, aceasti relatie este un produs scalar
intre linia i din A si vectorul z, ceea ce este sugerat in figura 4.8, in care termenul
y; nu a mai fost reprezentat. Se observi ca, pe un CREW PRAM, fiecare z; poate
fi calculat independent; daca alocam céte O(n) procesoare pentru calculul fiecarui
z;, acesta poate fi efectuat in O(logn) operatii, fiind vorba despre o sum4; deci, cu
p = O(n?) procesoare, complexitatea paraleld este O(logn). Desigur, deoarece costul
este O(n?logn) si numarul de procesoare foarte mare, aceastd abordare este utild
doar pentru a stabili care este complexitatea problemei.

Cazul p = n. Pana la a ajunge la cazul practic p < n, sa ne oprim la situatia
p = n, care permite o buni analizd a dificultatilor ce apar. O prima ideea e de a
utiliza planificarea in care procesorul P; calculeaza z;; din (4.7), se observa ca P;
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A T z

Figura 4.8: Produsul matrice-vector calculat prin produse scalare.

foloseste linia i din A si vectorii z si y, in intregime. Pe un CREW PRAM, algoritmul
decurge in felul urmator.

ALGORITM 4.12 (gaxpy pe CREW PRAM, p = n, id = 1)
1. z; + Yi
2. pentruj=0:n—-1
1. z; + z; + Q5T

Pentru a obtine o versiune EREW PRAM, singurul impediment este accesul pro-
cesoarelor la vectorul z; in ce priveste matricea A, nu exista nici un conflict la citire.
Deoarece in instructiunea 2.1 ordinea de sumare este indiferents, putem planifica
operatiile astfel incat, la un moment dat, fiecare element din x sa fie citit de un alt
procesor; cea mai la indeméana modalitate este ca procesorul P; sa inceapa sumarea
din 2.1 de la j =7 si sa continue crescand j; dupa 7 = n — 1, se continua de la j =0,
deci ciclic.

ALGORITM 4.13 (gaxpy pe EREW PRAM, p=n, id =)
1. z; + Yi
2. pentru j =i:n—1, 2z < 2; +ayzT;
3. pentru j =0:7—1, z; < 2z; +ayT;

Desigur ca eficienta acestui algoritm depinde in mod critic de sincronismul exe-
cutarii instructiunilor.

Cazul p < n. Numaérul de operatii efectuate fara necesitatea sincronizarii este
acum mai mare. Dacd notam cu £; multimea liniilor de care se ocupa procesorul
P; (de exemplu, de la in/p la (i + 1)n/p — 1), atunci calculele se desfagoara in felul
urmator:

ALGORITM 4.14 (gaxpy pe EREW PRAM, p < n, id = i)
1. pentrui € £;, z; < y;
2. pentru j=i:n—1
1. pentrui € L;, z; ¢ z; + a5T;
3. pentruj=0:i—1
1. pentrui € £;, z; < z; +a;%;
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Este de remarcat ordinea buclelor, care face ca un procesor si execute succesiv
toate citirile unui element din z; pentru a micsora si mai mult riscul conflictelor, se
poate pune imediat inainte de instructiunile 2.1 gi 3.1 un transfer de tipul w; + z;,
care muta elementul curent din x intr-o locatie de memorie ”proprie” procesorului P;.

Toti algoritmii de mai sus decurg in perfect paralelism; deci, daca p = n, atunci
timpul de executie este T'(n) = 2n; daci p < n, atunci T'(n) = 2n?/p.

Algoritmi pentru MIMD cu memorie distribuita

Repartizare pe linii a matricei A. Ne ocupam in special de cazul p = n, gener-
alizarea fiind simpld. O prima idee e de a utiliza planificarea in care procesorul P;
calculeaza z;; la fel am procedat si in cazul memoriei comune. Implicatia cea mai
importanté este asupra repartizarii datelor. Aga cum rezultati din relatia (4.7) si din
figura 4.8, procesorul P; ar trebui sa aiba in memoria locala linia ¢ din matricea A,
elementul y; si vectorul z in intregime. Pe de altd parte, este naturala nu numai o
repartitie echilibrata a datelor, cum e cea de mai sus, dar si una fara alocarea unei
aceleiasi date mai multor procesoare. Pentru a satisface si acest din urma considerent,
repartizarea initiala a datelor este una pe linii, pentru A, z si y; de exemplu, P; detine
linia ¢ din A, x; §i y;. Rezultatul va fi gi el distribuit in aceeasi manierd, deci P; va
detine in final z;.

Un algoritm imediat este urmatorul: fiecare procesor participa la o operatie de
comunicatie globala in urma careia va avea intregul 2 in memoria locala. Apoi, avand
toate datele necesare, aplica (4.7) pentru a calcula z;. Deoarece fiecare P; poseda z;,
comunicatia globala consta in trimiterea acestui element tuturor celorlalte procesoare,
deci este vorba de o difuzare generald. Pe scurt, algoritmul este urméatorul (peste tot
in aceastd sectiune folosim indici globali):

ALcoORITM 4.15 (gaxpy pe MIMD cu memorie distribuitd, p = n, id = i, repartizare
pe linii pentru A, z, y)
1. difuzare generala: P; trimite z; tuturor celorlalte procesoare si
receptioneaza restul elementelor din

2. zi <y + E;L;Ol a;;zr; (sau z(i) < y(i) + A(3,:) - x)

In instructiunea 2 am prezentat si o alternativi de scriere a relatiei (4.7), in stilul
limbajului Matlab; (i) este acelasi cu x;, iar A(7,:) reprezinta linia ¢ din matricea A
(indicele ; are semnificatia de ”tot”, in cazul nostru toate coloanele j =1 : n).

Operatiile din algoritmul 4.15 decurg in perfect paralelism; apare insa un overhead
datorat comunicatiei, a carui marime depinde de topologia arhitecturii distribuite (cu
atat mai mic cu cat conectivitatea este mai buni). Timpul de executie este de 2na
pentru operatii aritmetice, gi, de exemplu pentru inel, de aproximativ n/2(c + 3)
pentru comunicatie (vezi timpii de difuzare generald din sectiunea 3.3.3).

Acest algoritm are defectul ca un procesor trebuie s memoreze intregul vector
x; in unele cazuri (pentru dimensiuni mari ale datelor), este de dorit evitarea acestei
situatii. Ne propunem deci sa gasim un algoritm in care fiecare procesor sa nu aiba la
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un moment dat decat un singur element din vectorul z. Ideea este destul de simpla:
pe parcursul operatiei de difuzare generala a vectorului z, fiecare procesor efectueaza
operatiile care implica elementele din z primite la un moment dat, dupa care trimite
mai departe acele elemente citre procesoare care nu le-au primit inca, insa fard a le
memora; acest proces se repetd pana la receptionarea tuturor elementelor din x.
Vom exemplifica aceasta pe inel, in cazul celui mai simplu algoritm cu putinta,
cel adecvat modelului half duplex. Deci, difuzarea generala decurge astfel: P; poseda
un element din z, pe care-l trimite vecinului din stanga; aceasta operatie se repeta de
p— 1 ori (pana cand fiecare element ajunge la vecinul din dreapta al posesorului siu
initial, dupd ce a parcurs intreg inelul). Procesorul P;, primind la un moment dat z;,
executd operatia z; < z; + a;jz; (partea care implicd x; din 4.7) si trimite x; mai
departe, adica celuilalt vecin. In formi compacté, aceasta se poate scrie astfel:

ALGORITM 4.16 (gaxpy pe inel, p = n, id = i, repartizare pe linii pt. A4, z, y)
1. z; + Yi, ] —1
2. pentruk=0:p—1
1. z; < z; + Qi T;
2. daca k < p — 1 atunci, in paralel
1. send(x;, stanga)
2. recv(Z(j+1) mod p, dreapta)
3.« (j+1)modp

Un procesor nu trebuie sa foloseasca decat doud variabile locale pentru valorile z;
receptionate gi retransmise (deoarece transmisia gi receptia se fac simultan); memoria
locala folosita pentru vectorul x este mult mai mica decét in algoritmul 4.16. Pentru
o versiune a algoritmului 4.16 folosind numai indici locali, vezi problema 4.3.19.

Ultimii doi algoritmi se pot usor generaliza pentru cazul in care n > p. Fiecare
procesor detine n/p elemente din z si toate operatiile ficute mai sus cu un singur
element z; se vor face cu toate aceste n/p elemente. Vezi problema 4.3.20. De
asemenea, generalizarea este banala gi in cazul matricelor dreptunghiulare.

Repartizare pe coloane a matricei A. Ce se intampla daca presupunem o
repartizare pe coloane a matricei A 7 (Evident, z si y, fiind vectori, isi pastreaza
repartizarea.) Intrebarea nu este fird sens; produsul matrice-vector apare de obicei
intr-un context mai general, ca etapa in rezolvarea unei probleme gi nu ca scop in
sine; de aceea, repartizarea matricei A poate fi impusa de imprejurari.

Ramanand la cazul n = p, procesorul P, va avea coloana k din A. Pentru o linie i
oarecare, 0 < ¢ < n—1, procesorul Py poate contribui la calculul z; = y; + Z;L;()l Qi T
din relatia (4.7) doar cu efectuarea operatiei s;z = a2k, restul elementelor din
A nefiindu-i locale. Daca fiecare procesor procedeazd la fel, calculul elementului
z; se reduce la efectuarea unei sume pe ansamblul procesoarelor. Modul de calcul
al produsului matrice-vector este sugerat in figura 4.9 si este denumit prin suma
vectoriald, deoarece, dupa efectuarea produselor locale, calculul lui z se reduce la o
suma de vectori; in figura este reprezentata doar partea ce revine procesorului Py.
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Figura 4.9: Produsul matrice-vector calculat prin suma vectoriala.

O metoda simpla de a realiza suma z; = y; + Z?:_OI s;5 este colectarea tuturor
valorilor s;; in P; (care trebuie si posede z;, in final) gi apoi efectuarea locala a
sumei. Cum au loc p colectiri simultane (pentru calculul tuturor elementelor din
z), operatia de comunicatie globald este un schimb complet: procesorul P; primegte
valoarea s;; de la Pj, pentru orice ¢,j € 0: p — 1. Algoritmul este urmatorul.

ALGORITM 4.17 (gaxpy pe MIMD cu memorie distribuita, p = n, id = k, repartizare
pe coloane pentru A)
1. pentrui=0:n—-1
1. sik  ajpxp
2. schimb complet: P, trimite s;; lui P, cui=0:p—1
3. 2z Y + E;L;()l Skj

Fiecare procesor efectueaza n produse si n sume, ca in algoritmul 4.15. Volumul
comunicatiei este insd mai mare, in general, deoarece aici este vorba de un schimb
complet, fiecare procesor avand n elemente, pe cand acolo se facea o difuzare generala,
fiecare procesor avand un singur element.

In plus, acest algoritm are acelasi dezavantaj ca si 4.15: memoria locala ocupata
este relativ mare; este necesara, pe langa datele initiale, si memorarea tuturor valorilor
s, adica incad n pentru fiecare procesor.

Dar schimbul complet se poate face cu acumulare (procesorul P; nu are nevoie
de toate elementele s;;, ci de suma lor); doud valori, s& zicem s;; si s;-, ambele
cu destinatia P; (transmise de P; si, respectiv, P.), pot fi adunate pe traseu, intr-un
procesor in care se afla amandoué la un moment dat, mai departe fiind transmisa doar
suma lor. In fond, este acelasi lucru cu a efectua p sume in paralel, pentru fiecare
suma destinatia fiind un alt procesor. Aceasta reduce si memoria locala ocupata, si
volumul comunicatiei, dupa cum se va vedea mai jos.

De exemplu, pe inel, o suma se poate calcula foarte simplu transmitand datele intr-
un singur sens; fiecare procesor receptioneaza din dreapta o valoare (sumd partiald),
o aduni la cea proprie si trimite rezultatul mai departe spre stanga; altfel zis, suma
circuld pe inel, imbogitindu-se la fiecare pas cu o noud valoare. In acest fel se pot
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calcula p sume in paralel, fara nici un conflict de comunicatie; la fiecare pas, pentru
sume diferite sunt utilizate legaturi intre perechi diferite de procesoare.

Algoritmul este echivalent cu a ”plimba” vectorul z pe inel, fiecare procesor
detinand la un moment dat un element. La fiecare pas de comunicatie, un element z;
se actualizeaza pe baza datelor oferite de procesorul la care se afld; pentru a micsora
memoria locala ocupata, procesorul P, nu mai calculeaza de la inceput toate valorile
sik (cu 0 < i < n), cain algoritmul 4.17, ci pe parcurs, pe mésuré ce sunt necesare
in actualizarea unui element z;. Mai detaliat, forma algoritmului este:

ALGORITM 4.18 (gaxpy pe inel, p = n, id = k, repartizare pe coloane pentru A)
1l.i+ (k+1)modp, z; < 0
2. pentrul=0:p—1
1. z; ¢« z; + ajpxp
2. daca | < p— 1 atunci, in paralel
1. send(z;, stanga)
2. recv(2(i+1) mod p, dreapta)
3.i+ ({+1)modp
3.z & 2k + Yk

Deoarece z;, parcurge inelul spre stanga, procesorul de la care pornegte (pentru a
ajunge in final la Py) este vecinul din stanga al lui Py, care are adresa (k — 1) mod p.
Privind din punctul de vedere al procesoarelor, Py, detine initial elementul din z care va
ajunge in cele din urma la vecinul sau din dreapta, i.e. la procesorul z(x41) mod p, CE€Q
ce explica instructiunea 1. Datorita acestui mod de comunicare, operatia de adunare
cu y din instructiunea 3 trebuie amanata la sfarsit, dupa ajungerea elementului zy in
Py.

Algoritmii 4.18 gi 4.16 au acelasi timp de executie atidt pentru pentru operatii
aritmetice, cit gi pentru comunicatie.

Pe alte topologii, ideile sunt asemanatoare, doar implementarea este mai compli-
catd. Este de subliniat ci, atunci cand exista rutine eficiente de comunicatie globali
si cand memoria locald nu este o problema, atunci algoritmii generali 4.15 (in special)
si 4.17 sunt recomandati, datorita simplitatii lor.

Repartizare bidimensionali a matricei A. Vom incheia acest paragraf, prezentand
o varianta de inmultire matrice-vector pe tor. Pentru simplitatea discutiei, consideram
cazul in care fiecare procesor detine un element al matricei A4, i.e. avem p = n? si
procesorul P;; detine elementul a;;. Vectorii x, y si 2 sunt repartizati pe o singura
dimensiune, de exemplu pe prima linie sau prima coloani de procesoare din tor. O
repartizare echivalenta, la care se ajunge imediat din cele anterioare, dar care prezinta
avantaje in cazul inmultirii matrice-vector, este pe diagonala torului, i.e. procesorul
P;; detine elementele z;, y; si, in final, z;.

Pentru a vedea structura comunicatiei necesari efectuarii produsului Az, sa ob-
servam ca, in mod natural, procesoarele de pe linia ¢ a torului coopereaza pentru
calculul elementului z;. Fiecare procesor efectueaza produsul s;; = a;;z;. Pentru
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aceasta, procesorul P;; are nevoie de elementul z;, aflat la P;;; in concluzie, este

necesara o difuzare a lui z; pe coloana j a torului, efectuata de procesorul diagonal

de pe acea coloand. Dupa calculul produsului s;;, procesoarele de pe linia 4 a torului
VPN . —1 . PPN

coopereaza in calculul sumei x; = E?:o sij, cu destinatia in procesorul Pj;. Asadar,

algoritmul are structura urmatoare.

ALGORITM 4.19 (gaxpy pe tor, p = n?, pentru procesorul P;;, care detine a;j; pro-
cesorul diagonal P;; detine z;, y; si, in final, 2;)

1. difuzare pe coloane: P;j; receptioneaza z; de la Pj;

2. Sij < QijTj .

3. suma pe linii: procesorul P;; colecteaza z; = 2?20 Sij

4. daca i = j atunci z; < x; + y;

Se observa ci operatiile sunt echilibrate intre procesoare. Comunicatia se desfigoara
pe grupuri de procesoare, aflate pe aceeasi linie sau coloana a torului.

Cazul p < n. Generalizarea algoritmilor anteriori pentru cazul p < n este
extrem de simpla. Vom exemplifica doar pentru repartizarea bidimensionala. In loc
sd repartizam individual fiecare element al matricei A, considerdm blocuri A;; de
dimensiune r x r; fiecare procesor primegte unul sau mai multe blocuri. De asemenea,
vectorii x, y §i z sunt impértiti in blocuri de lungime 7, notate X;, Y;, respectiv Z;. Se
poate scrie o formula perfect analoaga cu (4.7), dar continand nu operatii elementare,
ci cu blocuri (matrice sau vectori) de dimensiune r, i.e.

m
Zi:YFi-FZAi]’X]', cuOSiSm,
j=0
unde m = n/r este numarul de blocuri pe orizontald sau verticald. Orice algoritm scris
la nivel de element se poate generaliza imediat la nivel de bloc, atat in privinta cal-

culelor cat si a comunicatiei. Capitolul 6 va prezenta numeroase exemple de algoritmi
la nivel de bloc, care sunt preferati in practica datorita eficientei lor.

Probleme

P 4.3.1 Cum se poate calcula produsul scalar a doi vectori, z si y ?

P 4.3.2 Care este numirul de procesoare pentru care algoritmul 4.2 este optimal ? (Adici,
se executd in timp O(logn) si are costul de O(n).)

P 4.3.3 Dupa iteratia k a algoritmului 4.3, suma caror elemente este locala procesorului
P

P 4.3.4 Scrieti un program MPI care sa implementeze algoritmul 4.3.

P 4.3.5 Adaptati algoritmul 4.1 astfel incat, folosind prima variantd a instructiunii 1.1.1,
comunicatia implicata de implementarea pe un hipercub sa aiba loc numai intre vecini.

P 4.3.6 Aplicati ideea colectirii dupa o familie de arbori rotativi, la fiecare pas dupa o
directie, pentru calculul sumei a n > p numere.
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P 4.3.7 Sugerati un algoritm de calcul al sumei pe inel.
P 4.3.8 Cum se poate calcula suma globala pe un inel ? Dar mai multe sume ?
P 4.3.9 Se poate elimina o operatie din algoritmul 4.6 ?

P 4.3.10 Daci g(i) este codul Gray al numarului 4, demonstrati cd, pe un hipercub, distanta
dintre nodurile cu adresele g(i) si g(i +2') este cel mult 2.

P 4.3.11 Modificati algoritmul 4.9 a.i. sa fie corect si pentru operatii necomutative.
P 4.3.12 Se mai poate reduce timpul de executie al algoritmului 4.10 ?
P 4.3.13 Scrieti versiunea algoritmului reducerii ciclice 4.10 pentru cazul n > p.

P 4.3.14 Fie sirul recurent definit prin relatia z;41 = (a;z; + b;)/(cizi + d;), in care a;, b;,
¢; si d; sunt coeficienti cunoscuti; de asemenea, se cunoaste valoarea xo. Indicati un algoritm
paralel pentru calculul termenului z,,.

P 4.3.15 Propuneti un algoritm de rezolvare a unui sistem de ecuatii liniare Az = b, atunci
cand A este inferior bidiagonald (a;; = 0 dacd ¢ < j sau ¢ > j + 1), de dimensiune n X n.

P 4.3.16 Adaptati algoritmul 4.8, pentru calculul tuturor termenilor unui gir recurent de
ordinul 1.

P 4.3.17 Scrieti un algoritm pentru calculul termenilor unui gir recurent pe un hipercub,
inspirdndu-va din algoritmul 4.9.

P 4.3.18 Sa se adapteze algoritmul de difuzare generald 3.5 pentru realizarea comunicatiei
necesare in calcularea produsului matrice-vector pe un inel.

P 4.3.19 Sa se scrie o versiune a algoritmului 4.16 folosind doar indici locali.

P 4.3.20 Si se generalizeze algoritmul 4.16, de calcul al produsului matrice-vector pe un
inel, la cazul n > p; considerati si cazul in care n nu se divide cu p.

P 4.3.21 Care dintre algoritmii 4.16 si 4.18 este mai eficient pentru inmultirea matrice-
vector pe un inel, atunci cand matricea A este dreptunghiulara, de dimensiune m X n; se
presupun m # n i m,n > p.



Capitolul 5

Sortare si probleme conexe

Fie A = (ag,a1,...,a,-1) 0 secventd de n elemente ale unei multimi care admite o
relatie de ordine; a; pot fi numere de diverse tipuri, siruri de caractere etc.; a; vor
fi uneori numite si chei, deoarece ele pot face parte din inregistrari cuprinzand mai
multa informatie—numai cheile fiind folosite pentru ordonare. Pentru simplitate, vom
presupune ci cele n elemente sunt distincte!; mai mult, de multe ori vom presupune
cd A este o permutare a secventei (0,1,...,n — 1) (atentie insd, aceastd ipoteza
este facutd doar pentru a usura prezentarea; dacd se cunosc informatii suplimentare
asupra elementelor secventei A, sortarea se poate simplifica mult; noi nu vom profita
de aceasta). Daca nu este specificat altfel, vom considera c& n este o putere a lui
2. Algoritmii prezentati sunt valabili, uneori cu modificari minore (de ”bucatérie”,
lasate cititorului, de obicei), i in absenta tuturor acestor simplificéri.
Problemele de care ne vom ocupa in acest capitol sunt urmatoarele:

e problema sortarii—aceea de a ordona crescator (sau descrescator) secventa A,
deci de a gasi A" = (as,,a;,,...,0a;,_,) astfel incat a;; < a;, (sau a;; > a;,)
daca j < k;

e problema gasirii minimului, deci a gasirii indicelui i,, pentru care a; > a;,,,
oricare i # im;

e problema selectiei—a gasirii elementului din pozitia j in secventa sortatd; altfel
zis, a elementului pentru care existd fix j — 1 alte elemente mai mici decat el
(am precizat aceasta pentru a nu raméne cumva impresia cd secventa trebuie
sortatd pentru aflarea celui de-al j-lea element);

I Matematic vorbind, e ugor s diferentiem elementele egale dintr-o secvent; in loc de elementul a;
vom considera perechea (a;,%); in orice secventd vor fi atunci perechi distincte. Algoritmic vorbind,
procedeul este neplacut, implicand calcule gi memorie suplimentare; e de preferat sa ne descurcam
fara acest subterfugiu.

129
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e problema gasirii rangului unui element, inversa precedentei; dandu-se elementul
v € A, sd se gaseascd pozitia sa In secventa sortatd (sau, dacd vreti, cate
elemente sunt mai mici decat v);

e problema interclasarii (fuziunii, engl. merge): dandu-se doua secvente cresci-
toare A ¢i B, de lungimi n, respectiv m, sa se gaseasca secventa sortatd A1 B
care cuprinde cele n + m elemente din A gi B.

Evident, vom insista asupra tratarii paralele a problemelor. O imensa sursa de
algoritmi secventiali este Knuth [17], apdrutd in 1976 si in traducere romaneasca.
Surse de algoritmi paraleli vor fi citate pe parcurs; o buni lucrare pentru algoritmi
pe PRAM este [16].

Pentru aprecierea complexitatii algoritmilor vom contoriza numai comparatiile
intre chei (deci nu vom numara operatiile de interschimbare a doud elemente, aritme-
tica indicilor etc.); in acest capitol a va insemna timpul necesar pentru o comparatie
(el nu va fi folosit in formule decét atunci cdnd este imperios necesar).

Multi dintre algoritmii prezentati in acest capitol au complexitati care depind,
uneori semnificativ, de ordinea elementelor din A; de aceea expresiile pe care le vom
prezenta pentru acestea au o nuantid probabilista; va fi vorba deci despre timpi de
executie in medie, in cel mai favorabil caz sau in cel mai defavorabil caz, cu precizarea
cat de aproape de valorile respective se poate spera sa fie timpul de executie real.
Trebuie facuta totusi o ipotezd (probabilista) asupra ordinii din A: vom presupune
ca indicii elementelor din A sunt repartizati uniform, adicd un element se poate afla,
cu aceeasi probabilitate, pe orice pozitie din A; aceasta este, de altfel, ipoteza uzuala.

Notatii. In scrierea algoritmilor vom folosi notatia ezch(a;, a;) sau—cu aceeasi
semnificatie—exch(i, j) (cand va fi evident care este secventa implicati) pentru operatia
de comparatie a elementelor a; si a;, urmatd de interschimbare daca a; > aj;; deci,
in prima pozitie va ajunge elementul mai mic. Pe un calculator cu memorie comuna,
aceastd operatie va fi efectuatd de un procesor (deci secvential). In cazul unui cal-
culator cu memorie distribuita sunt doua posibilitati; daca ambele elemente apartin
aceluiagi procesor, operatia este cea banala; daca elementele apartin unor procesoare
diferite, atunci fiecare procesor comunica elementul siu celuilalt, apoi fiecare face
comparatia si retine o valoare: primul minimul, al doilea maximul; se efectueaza un
pas de comunicatie gi o comparatie. S& observam ca in cazul memorie distribuita
interschimbarea se face prin comunicatie (si se comunicd indiferent de valorile ele-
mentelor), in timp ce pentru memoria comuni prin trei atribuiri succesive (facute
insa numai daca e cazul).

Daca A; si A; sunt doud secvente, vom folosi urmatoarele notatii: (A4;, A;) este
secventa obtinutd prin concatenarea, in ordinea precizatd, a secventelor A; si Aj;
A; < Aj semnifica faptul ca orice element din A4; este mai mic decat orice element
din A;; ca un caz particular, v < A;, unde v este o cheie, inseamna ca v este mai mic
decét orice element din A;.
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5.1 Gasirea minimului

Problema aflarii elementului minim dintr-o secventa constituie un caz particular de
reducere si poate fi rezolvata prin algoritmii din sectiunea 4.3.1. Vom relua aici unii
algoritmi si vom prezenta si altii noi, care nu se pot generaliza pentru reducere.
Algoritmul secvential uzual este urméatorul: se compara primele doué elemente;
minimul se compari cu al treilea; noul minim cu al patrulea etc. Sunt necesare n — 1
comparatii, aceasta valoare fiind optimé (fiecare comparatie elimind un candidat la
minim, gi trebuie eliminati n — 1). In aceasts formé, nu este nici urmi de paralelism.
Algoritm pe EREW PRAM. Gasirea minimului se poate face utilizdnd un
arbore binar echilibrat de decizie, ca in figura 4.5, care are in cele n frunze elementele
din A si in care fiecare nod tatid are asociata valoarea minima a celor doi fii; altfel
zis, algoritmul urmeaza principiul de organizare a unui turneu de tenis. Agadar, se
formeaza n/2 perechi de elemente si se extrage din fiecare minimul; apoi, din aceste
minime se formeaza n/4 perechi, g.a.m.d. La pasul ¢, gésirea minimului din fiecare
dintre cele n/2¢ perechi se poate face intr-o singurd operatie de citre n/2¢ procesoare.
Algoritmul ce urmeaza este asemanator cu algoritmul 4.1 de calcul al sumei.

ALGORITM 5.1 (gésire minim pe EREW PRAM, p =n/2, id = k)
1. pentrui=1:logn
1. daci k < n/2% atunci
1. exch(k2, k2% + 2¢-1)

In final minimul se giseste in ag. Deci, T'(n) = T(n/2) + 1, adici T'(n) = logn,
si se folosesc O(n) procesoare. Acest timp este optim; de altfel si in modelul CREW
PRAM, gasirea minimului necesita Q(logn) comparatii.

Algoritm pe COMMON CRCW PRAM. In acest model, lucrurile nu mai
sunt atat de evidente, chiar daca simple. Se poate imagina un algoritm care sa
gaseasca minimul cu o singura comparatie !

S& observam intai c& putem compara simultan toate perechile posibile (a;,a;), cu
i # j; pentru aceasta este nevoie de (§) = n(n — 1)/2 procesoare. Ce facem insd cu
rezultatele comparatiilor ?

Fie un vector ¢ de dimensiune n, initializat cu valoarea 1 peste tot. Procesorul
care compara a; cu a; scrie 0 in pozitia din ¢ corespunzatoare elementului mai mare
dintre cele doud. Nu exista nici un conflict de scriere: dacd mai multe procesoare
scriu 1n aceeagi locatie, ele scriu toate valoarea 0. In urma acestei operatii, un singur
element din ¢ va pastra valoarea initiala 1, anume cel din pozitia minimului; toate
celelalte sunt superioare cel putin unui alt element, deci cel putin un procesor va scrie
0 in pozitia corespunzatoare din c.

Presupunand deci ca sunt p = n(n — 1)/2 procesoare, sa scriem algoritmul pentru
procesorul notat P;; (i > j):

ALGORITM 5.2 (g#sire minim pe COMMON CRCW PRAM)
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Leg+1; ¢j+1
2. daca a; > a; atunci ¢; < 0
3. altfel ¢c; < 0

Deci, o singura comparatie e suficienta; e drept cid numarul de procesoare e foarte
mare.

Algoritmul de mai sus poate fi generalizat. La fiecare pas cautarea minimului va
fi limitata la o multime S, care initial coincide cu A, iar in final contine un singur
element—minimul.

Fie z cel mai mic intreg astfel incat atunci cand S este partitionata in 2 blocuri
de dimensiune |m /x| sau [m/z] (unde m = |S]), sunt suficiente p comparatii pentru
a compara elementele fiecirei perechi dintr-un acelagi bloc. Astfel, in x pagi (folosind
algoritmul 5.2 cu p procesoare, in fiecare bloc), este determinat minimul din fiecare
bloc si S se reduce la z elemente.

Pentru a compara Intr-un pas toate elementele dintr-un bloc sunt necesare (
m/z(m/z—1) _. = _ m?

——==~—si, in fine, z = e

Obtinem deci relatia de recurenta T'(m) = T'(m?/(m + 2p) + z. Se poate arita ca,
dacd n/2 < p < (%), atunci numarul de operatii pentru a reduce cardinalitatea lui
S de la n la 1 este T'(n,p) = loglogn — loglog(2p/n) + O(1). Mai mult decat atét,
acesta este gi optimul pentru gasirea minimului.

/")

procesoare, deci p = x

Algoritm pentru MIMD cu memorie distribuitd. Gasirea minimului este
asemanatoare colectarii. intéi, fiecare nod calculeaza minimul intre cele m = n/p
elemente locale (in m—1 operatii). Apoi, pe arborele de acoperire pe care se realizeazi
colectarea, fiecare procesor agteaptd minimele care vin dinspre frunze, le compara cu
minimul local si trimite mai departe elementul minim dintre acestea.

De exemplu, intr-un hipercub, algoritmul de gasire a minimului de catre Py folosind
un arbore de acoperire binomial, este urmatorul (asemanator cu algoritmul 4.3):

ALGORITM 5.3 (gésire minim in hipercub, p = 2%, n > p, id = k)
1. gaseste p, minimul elementelor locale
2. pentrui=d—-—1:-1:0
3. daca k; = 1 atunci
1. send(y, 1), stop
altfel recv(y’, i)
daca p' < p atunci p <+ y
Sa observam ca procesorul Py calculeaza elementul minim in subhipercubul
HIA7"(k), unde r este numarul de biti consecutivi de 0 de la inceputul reprezentarii
binare a lui k pe d biti.
Timpul siu de executie este T'(n) = (”le + logp)a +log p(c + (). Se constata ca

ot

C

T(p) = O(logp), deci algoritmul este optimal gi in ce privegte numérul de comparatii
si in ce priveste comunicatia.

Daca se doreste ca fiecare procesor si cunoasca minimul, procesorul care I-a calcu-
lat va face o difuzare, sau se aplica ideea de la calculul sumei globale, i.e. algoritmul
4.4.
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Probleme

P 5.1.1 Care este principalul motiv pentru care algoritmul secvential curent de gasire a
minimului este cel amintit in text si nu unul asemanator cu cel paralel pentru EREW PRAM
(tip turneu de tenis) ?

P 5.1.2 Sa se scrie algoritmul de gésire a minimului in modelul EREW PRAM atunci cand
sunt doar p < n procesoare. Care este timpul de executie ? Dar eficienta algoritmului ?

P 5.1.3 Scrieti algoritmul 5.1 astfel incat, dupa pasul ¢, minimul sa fie intre primele n/2i
elemente ale secventei A.

P 5.1.4 In algoritmul 5.2, in linia 1, sunt necesare doua operatii pentru initializarea vec-
torului ¢ (e drept ci ne putem permite, citd vreme nu numiaridm decdt comparatiile !); se
poate cu una singura ?

P 5.1.5 a) Daci in secventa A pot fi elemente egale, algoritmul 5.2 functioneazi corect ?
b) Dar daci in linia 2 se inlocuieste a; > a; cu a; > a; ?

P 5.1.6 Demonstrati ci pentru T'(n,p) = loglogn — loglog(2p/n) + O(1) este adevarat
T(n,n(n—1)/2) = O(1).

P 5.1.7 Scrieti algoritmul de gasire a minimului pe un inel.

P 5.1.8 Cu care dintre cei doi algoritmi de gasire a minimului pe un EREW PRAM—5.1
sau cel din problema P5.1.83—seamana algoritmul 5.3 ? Scrieti un algoritm care sa semene
cu celalalt.

5.2 Selectia si gasirea rangului

Aceste probleme apar de obicei in legaturd cu sortarea gi mult mai rar de sine
statatoare; de aceea vom considera mai ales cazurile in care despre ordinea din A
exista informatii suplimentare.

5.2.1 Rangul intr-o secventa sortata

Ne vom ocupa intéi de gasirea rangului unei valori v intr-o secventd A sortata crescator
(v nu este neapérat un element din A). Secvential, problema este simpla si se rezolva
printr-o ciutare binard in log n comparatii (se compara v cu elementul aflat la mijlocul
secventei; se afla astfel in care jumatate de secventa se giseste v; se continui in acea
jumatate).

Rangul pe CREW PRAM. Pe un astfel de model arhitectural, rangul poate fi
gasit in timp constant, cu n procesoare. Se folosegte o variabila logica suplimentara
¢, de lungime n. Procesorul P compara elementul a; cu v gi scrie in ¢ valoarea 0
daci aj este mai mic gi 1 dacid este mai mare. Cum secventa A este ordonata, in
acest moment in ¢ se vor afla r valori consecutive de 0, urmate de n — r valori de 1.
Procesorul Py citeste acum valorile ¢, si cx—1; un singur procesor, anume P, va gasi
doua valori diferite (facem conventia cé c_; = 0). Deci algoritmul este
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ALGORITM 5.4 (rangul lui v in secventa sortatd A pe CREW PRAM, p = n, id = k;
in final 7 contine rangul)

1. daca a; < v atunci ¢, < 0
2. altfel ¢, + 1
3. daca ¢, # ¢x—1 atuncir < k

Rangul pe MIMD cu memorie distribuita. In acest context, modificim
putin problema, astfel: procesorul Pj detine o secventd ordonata crescitor Ay de
lungime m = n/p, dar despre ordinea in A = (Ay,..., Ap—1) nu se mai poate spune
nimic altceva. Presupunem ca valoarea v este locala procesorului Py, ceea ce nu este
o particularizare.

Ideea algoritmului este simpld; procesorul Py difuzeaza valoarea v tuturor pro-
cesoarelor; fiecare procesor calculeaza rangul local rg, deci rangul lui v in secventa
locala Ayg; apoi se executa un algoritm de suma globala, dupé care fiecare procesor va
detine rangul lui v. Algoritmul se bazeazi pe faptul evident ca rangul (global) este
suma rangurilor locale r = Y"PZ! ry.

ALGORITM 5.5 (calculeaza r, rangul lui v in secventa A sortatd local, pe MIMD cu
memorie distribuita, mp = n, id = k)

1. difuzare: P, trimite tuturor valoarea v

2. r < rangul lui v in Ay (prin ciutare binard)

3. r + suma globald a valorilor 7, (cu algoritmul 4.4)

Algoritmul determind corect rangul chiar dacd A contine chei egale (se calculeaza
numarul de elemente strict mai mici decat v).

5.2.2 Selectie pe PRAM

Trecem acum la problema selectiei, gasirea elementului din pozitia j in secventa A
sortata, pe care o vom rezolva in cazul cel mai general: nici o informatie initiala
despre ordinea din A.

Algoritmul secvential utilizat de obicei este inspirat din cel de sortare rapida
(quicksort). Ideea este de separa A in doud parti, de a vedea in care din ele se gisegte
elementul cautat, apoi de a continua cautarea numai in acea parte; o strategie divide
et impera, agadar. Intai se alege un element v € A, numit pivot in quicksort, dar pe
care l-am putea numi candidat. Apoi se imparte secventa A in doud: in prima parte
(stanga) vor fi elementele mai mici decét v, in a doua (dreapta), elementele mai mari
sau egale cu v; ca o mica observatie, numarul de elemente din stanga este chiar rangul
lui v in A; daca in stdnga sunt exact j elemente, v este elementul cdutat; daca sunt
mai putin de j elemente, cautarea va fi continuatd in dreapta (candidatul la selectie
a fost prea mic), altfel se va ciuta in stanga. Forma generala a algoritmului este
(valabild gi la implementarea paraleld):
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ALGORITM 5.6 (algoritm general de selectie a elementului din pozitia j)

l.s<0,d<n—-1

2. cat timp s <d {secventa este nevidd}

. alege_pivot(s,d, j)

. 1y = partitionare(s,d)  {formeaza cele doud subsecvente}

. daca i, = j atunci stop

. altfel daca i, < j atunci s < i, +1 {continud in dreapta}
. altfel d < i, —1 {continud in stanga}

[y

U= W N

In acest algoritm, s si d reprezinta indicele primului element, respectiv cel al
ultimului, in secventa in care se cauta. Candidatul v este calculat de procedura
alege_pivot gi adus In pozitia s, printr-o eventuala interschimbare, deci as = v; in
general se procedeaza astfel: se alege un esantion de t elemente din secventa in care se
cautd, se ordoneazi acest esantion si se alege de obicei mediana?; existd multe euristici
de alegere a pivotului; mediana e un candidat bun pentru ca se spera impartirea
secventei de cautare in doud parti de dimensiuni apropiate, injumatatind la fiecare
pas dimensiunea problemei; cu cat ¢ este mai mare, cu atat mediana egantionului
aproximeaza mai bine mediana secventei; timpul de calcul al medianei cregte, dar
scade mai repede dimensiunea problemei; practic se alege ¢t = 3 sau chiar ¢t = 1.
Procedura partitionare calculeaza pozitia i, a pivotului, permutand elementele in A
astfel incat a; < v, cand 7 < i, $i a; > v, cdnd @ > i,; algoritmul secvential de
partitionare merita atentia: vezi problema 5.2.4. In cazul injumatatirii dimensiunii,
numirul de operatii respecti relatia T'(n) = T'(n/2) + n, deci T(n) = 2n. In cel mai
riu caz se poate ajunge la O(n?) operatii, dar aceasta este foarte improbabil; se poate
conta, in medie, pe O(n).

Selectie pe CREW PRAM, p = n. Putem sa aflam intr-un singur pas ce ele-
mente sunt mai mari sau mai mici decat pivotul; in schimb, este dificil sa punem un-
ele din aceste elemente intr-o zona contigua de memorie, pentru a continua cautarea.
Prezentam intéi algoritmul si apoi explicatiile.

ALGORITM 5.7 (selectie a elementului din pozitia j in secventa A, pe CREW PRAM,
p=n,id = k)

1.n «<n,r«0

2. cat timp n' #1

1. se alege v gi se pune in ag (deci v = ag)

.dacd ap <wvatuncicp < 1 (Py: ¢+ 0), e« 1, f <0
. altfelck<—0,ek<—0, fk(—]. (Po: fk(—())
. calculeaza ¢, Zf:() ¢i, cu algoritmul 4.8 (suma prefixelor)

T = W N

. calculeaza fj, + Zf:o fi, cu algoritmul 4.8 (suma prefixelor)

2Sau elementul din pozitia [t(j — s)/(d — s + 1)], cel care se afli intr-o pozitie proportionald, in
esantion, cu elementul din pozitia j in A, in secventa de cdutare, presupunand cd ar fi sortatd; adica
i/(j —s) & t/(d — s+ 1); primul este raportul pozitiilor, al doilea cel a lungimilor.
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6. daca r + ¢, —1 = j atunci stop
7. daca r + ¢,y —1 > j atunci
1. daca e, = 1 atunci b, _1 < ag
(P() ‘!« Cnrfl)
8. altfel {r+c,_1 <j}
1. daca e;, = 0 atunci by, 1 + ay
(Po: n' < fpo1,r 1 +cp_1)
9. daca k > n' atunci stop
10. ag < by

Pentru a nu lungi prea mult descrierea, am apelat la urméatoarea conventie: instruc-
tiunile care incep cu ” Py :” sunt executate de Py in locul celor imediat precedente.
n' este numarul de elemente ramase in zona de ciutare; r este numérul de elemente
mai mici decit candidatul curent v, care nu mai sunt in zona de cautare (au fost
eliminate la iteratii anterioare); acestea sunt variabile globale, citite de toatd lumea
si modificate doar de Py. Instructiunea 2.1, alegerea pivotului, nu este explicitata;
important e sa dureze O(1); pentru simplitate ne putem gandi ca v e chiar ao. In
2.2, ¢, copia sa e gi negatul sau f exprima sensul comparatiei intre ay $i v. In
2.4 se aplica suma prefixelor pentru cg; elementele mai mici decat v au acum valori
¢y, diferite, si anume chiar pozitiile lor intr-o subsecventa continand doar valorile mai
mici decat v (prima pozitie fiind 1). Sa exemplificim pentru n = 8:

k|01 234567
a, |5 1 8 9 3 2 6 4
cee |0 1 0 0 1 1 0 1
fi |00 1 100 10
S0 111 2 3 3 4
SELf]0 01 22 2 3 3

In mod analog, suma prefixelor pentru fj, aduce in aceste variabile (cand aj, > v)
pozitia intr-o subsecvent continind valorile mai mari decét v. In exemplu, secventa
elementelor mai mici decat v este (1,3,2,4) (rangurile sunt in penultima linie), iar
(8,9,6) cea a celor mai mari (rangurile in ultima linie). S& observim ca, dupa
instructiunea (3), ¢, _1 este chiar rangul lui v in secventa de cdutare®; rangul in
A este obtinut adunénd la ¢, —1 numarul de elemente mai mici decit v deja elimi-
nate, adica r. Daca rangul este j algoritmul se termina. Daca este mai mare, raman in
cursa elementele mai mici decat v, cele pentru care e, = 1, in numar de ¢, _1; ele sunt
copiate intr-un zona de memorie suplimentara B. In linia 2.8.1 se procedeaza analog
in cazul in care rangul este mai mic decat j; in plus, se actualizeaza r, pentru ca sunt
cn—1 elemente mai mici decat oricare dintre cele intre care se va continua cautarea,

3in treacdt am rezolvat deci si problema rangului atunci cind secventa A nu este sortat#; timpul
necesar este O(logn), cat pentru suma prefixelor; de fapt e suficientd o simpld sumi.
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acestea din urma fiind mutate incepand de la pozitia 0 in A. La fiecare iteratie sunt
necesare n' procesoare; in 2.9 1si incheie activitatea procesoarele cu adresd > n'. In
2.10, se recopiaza elementele in A. Sunt necesare cateva sincronizari: inainte de 2.6,
2.9 si 2.10.

Timpul de executie este dictat de suma prefixelor; in cazul favorabil al injumatatirii
lui n' la fiecare iteratie, avem T'(n) < T'(n/2) + O(logn), adicd T'(n) = O(log” n)*.
Costul algoritmului este de O(n log2 n). Numadrul minim de operatii pentru selectie
(de fapt pentru aflarea medianei) s-a demonstrat a fi Q(logn/loglogn), pe un CRCW
PRAM, cu un numéar marginit polinomial de procesoare.

Selectie pe CREW PRAM, p < n. Schitim mai jos modificirile aduse algo-
ritmului 5.7, pastrand structura lui.

ALGORITM 5.8 (selectie pe CREW PRAM, p < n, id = k)
1.n' «<n,r+<0,m+ n/p, A se afli intre pozitiile km si (k + 1)m — 1
2. cat timp n’ #1
1. se alege v i se pune in ag (deci v = ag)
. aplica algoritmul din P5.2.4 pt. partitionarea A= (Ao, fL), Ay <v< Ay
. ¢k + | 4p|, numirul de elemente din A mai mici decat v
. fr < |A;|, numirul de elemente din A mai mari decit v
. Chy1 & Ef:o ci 8§l fre1 < Ef:o fi, cu algoritmul 4.8 (putin modificat)
. daca r 4+ ¢, = j atunci stop
. daca r + ¢, > j atunci
1. copiazd Ay in B, in pozitiile de la ¢ la dreapta (co = 0)
2. daca k =0 atunci n/ + ¢,
8. altfel {r+c, <j}
1. copiazi A, in B, in pozitiile de la f la dreapta (fo = 0)
2. daca k=0 atuncin' « fp, r < 1r+cp
9. m < [n'/p], A se afla intre indicii (din A) km si min((k + 1)m — 1,n' — 1)
10. copiazi in A elementele corespunzitoare din B

~ O Ut = W N

Sa exemplificim valorile ¢y si fj dintr-o iteratie, in tabelul 5.1, pentru p = 4. Se
observa ca c4 este numarul de elemente mai mici decat pivotul 13, iar f; numarul de
elemente mai mari; cum ¢4 este rangul pivotului in A, merita si ne amintim c& rangul
global este egal cu suma rangurilor locale ¢;, cu 0 < i < 3. In ultimele dous linii se
gasesc porzitiile de scriere in B.

Intr-o iteratie, fiecare procesor se ocupa de aproximativ m = n'/p elemente suc-
cesive din A (notam secventa acestor elemente cu A) De mentionat c&, in 2.9, unele

4Timpul poate fi redus daci mutim 2.5 imediat inainte de 2.8.1; in acest caz, a doua sumi a
prefixelor se va face doar dacd este nevoie. De altfel, a doua sumi a prefixelor nu este necesard;
notand d = ZLO ¢ siogr = Z?:o fi, observim c3 avem intotdeauna doar una din situatiile (i)
dy =dy_1 + 18 gy = gr—1, sau (i) dy = dx—1 i g = gp—1 + 1. In consecinti, gj, rezultd din dy,
di—1 st gr—1-
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k 0 1 2 3
A (13,1,23,25) | (18,9,7,16) (11,6, 10,0) (15,20,17,5)
Ay, A, | (1), (23,25) | (7,9), (18,16) | (11,6,10,0), () | (5), (20,17,15)
Ck 1 2 4 1
Tr 2 2 0 3
SF e 0 1 3 7 8
S o f 0 2 4 4 7

Tabelul 5.1: Exemplu de executie pentru algoritmul 5.8.

procesoare pot raméane cu o secventa A vid4, spre finalul executiei algoritmului; al-
tfel, numai ultimul procesor are ceva mai putine elemente decat celelalte; in orice
caz, procesoarele sunt aproximativ la fel de incarcate. Numarul de elemente mai
mari sau mai mici decat v detinute de un procesor se calculeaza secvential in al-
goritmul din P5.2.4. Suma prefixelor (algoritmul 4.8, modificat pentru c& se scriu
rezultatele in elementul din pozitia urmatoare) dureaza acum O(logp). Timpul mare
de calcul este consumat in partitionarea secventiald; daca pivotul este bine ales, avem
T(n) < T(n/2) + n/p + logp, deci T(n) = 2n/p + logplogn, ceea ce este foarte
bine, al doilea termen (cel suplimentar unei perfecte distribuiri a operatiilor celor p
procesoare) fiind nesemnificativ.

5.2.3 Selectie pe MIMD cu memorie distribuita

Modificam putin problema selectiei, in sensul ca presupunem secventele locale ca fiind
ordonate; dorim in continuare aflarea celei de-a j-a valori din secventa A ordonaté,
s-o numim mai departe x; presupunem ca elementele din A sunt distincte. Schitam
intai ideea algoritmului, dupa care vom prezenta detalii.

Un procesor propune un candidat v pentru z, dupa care, cu algoritmul 5.5, se cal-
culeaza rangul acestui candidat in secventa A. Fiecare procesor poseda doua variabile
care delimiteaza spatiul in care se cauta x, ele continand indicii s i d in secventa locala
A, pentru care este sigur ca as < x < ag; valorile initiale sunt s = 0, d = m—1; o data
calculat rangul candidatului, fiecare procesor poate micsora spatiul de cautare. Apoi
este propus un nou candidat, s.a.m.d., pana cand se gaseste z; conditia de terminare
este aceeasi ca la PRAM: rangul candidatului sa fie chiar j.

Avem de dat raspunsuri mai multor intrebari.

Cine propune candidatii ? Este clar ca daca un procesor are s > d, el nu detine
x, deci nu are sens si propuns un candidat. Agadar, toate procesoarele trebuie si
participe la propuneri; unul singur detine z, dar nu se gtie care. Pot fi luate in
considerare mai multe variante. De exemplu, la iteratia ¢, propune procesorul P;;
exista o valoare speciald, sa-i spunem NIL, care este propusa atunci cand s > d,
gi care inseamna “nu am candidat”. Mecanismul pare destul de greoi; daca raméan
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doar putine procesoare pentru care s < d, ele trebuie sa le agtepte pe celelalte, care
difuzeaza valori NIL. Vom alege o alta metoda: fiecare procesor propune cate un
candidat la fiecare iteratie; procesorul P, colecteaza acesti candidati, elimina valorile
NIL, apoi selecteaza unul singur, v, de exemplu mediana (elementul din pozitia din
mijloc in secventa sortatd a candidatilor), pe care-1 difuzeaza. Aceastd metodid nu e
evident superioara anterioarei; are totugi avantajul ca la fiecare iteratie se propune
un candidat; o adoptam din motive ce se vor vedea abia in sectiunea dedicata sortarii
rapide.

Ce valori propune un procesor drept candidati ? Initial, cea mai plauzibila valoare
este cea din pozitia |j/n] (reamintim cd n = mp este lungimea totald a secventei.
Apoi, in iteratiile urméatoare, fiecare procesor va propune valoarea mediana din spatiul
sau de cautare, cea cu indicele |(s + d)/2] in secventa locala.

Cum se reduce spatiul de cautare 7 In procesul de detectare a rangului candida-
tului, un procesor determina un indice [ astfel incat a;—1 < v < a;; [ este chiar rangul
local. Dupa calculul rangului global r, sunt posibile trei cazuri. Fie r = j gi atunci
solutia a fost gasita. Fie r < j si atunci candidatul a fost prea mic; se elimina toate
elementele mai mici decat candidatul, deci s < [ (sau [ + 1 dacd v = @;; mai concis,
elementul cu cel mai mic indice, mai mare decat v). Fie r > j si deci candidatul a
fost prea mare; atunci d < [ — 1.

Care este elementul din pozitia j 7 Ultimul candidat v (deci valoarea v la sfarsitul
algoritmului).

Vom numi Py procesorul conducator al selectiei, datorita rolului sau special in
acest algoritm. Este evident ca oricare procesor poate avea rolul de conducator intr-o
arhitecturd simetrica (inel, tor, hipercub; dar nu gi grild), fara a se modifica numarul
de operatii.

Sa sintetizam toate acestea intr-un algoritm; r este rangul global, fiecare procesor
detinand cate o copie a acestei valori.

ALGORITM 5.9 (determind elementul din pozitia j in secventa A sortatd local, pe
MIMD cu memorie distribuita, mp = n, id = k, procesor conducétor Py)
. s 0,d<m—1,c+a|j,r < —1 {Initializare}
2. cat timp r # j
1. colectare: P, primegte candidatii ¢ de la celelalte procesoare
2. Py elimina valorile NIL, ordoneaza restul candidatilor
si alege v mediana lor
3. r < rangul global al lui v (se aplica algoritmul 5.5)
4. daca r # j atunci
{reduce spatiul local de ciutare}
1. daca r < j atunci {candidat prea mic}
1. s < cel mai mic indice pentru care as > v
2. altfel d < cel mai mare indice pentru care ag < v
{propune un nou candidat}
3. daca s < d atunci
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1. ¢ ¢ @|(s4ay/2) {mediana in spatiul de cautare}
4. altfel ¢+ NIL

In instructiunea 2.2, desi nu am explicitat, este clar ca procesorul P;, nu face nimic,
cand k # 0; in schimb, la 2.1 au loc comunicatii globale, deci Py participa.

Sa apreciem calitativ timpul de executie pentru o singura iteratie, pe un hipercub.
Instructiunile 1, 2.4.1.1 gi 2.4.2 se executd in timp constant, instructiunea 2.1 in
O(p), 2.21n O(plogp) (dar vom vedea ca gasirea secventiald a medianei necesita doar
O(p)) si 2.3 1n O(log(n/p). Adunand, putem aproxima timpul necesar unei iteratii la
O(logn) pentru comparatii si O(p) pentru comunicatie.

A determina exact numarul de iteratii este imposibil. La fiecare iteratie, cel putin
un procesor igi injumatateste spatiul de cautare; deci, in cel mai defavorabil caz, au loc
plog(n/p) iteratii; aceasta este insd o apreciere foarte pesimista. In general, spatiul
de cautare al fiecarui procesor este redus la fiecare iteratie, deci se poate aprecia ca,
in medie, numarul de iteratii este de O(logn). S& remarcam c& in cazul algoritmului
5.8, problema dezechilibrului de incarcare se rezolva la fiecare iteratie; aici ar fi dificil,
comunicatia implicata fiind foarte complexa.

Complexitatea algoritmului este agadar de O(log®n) pentru comparatii si de
O(plogn) pentru comunicatie.

Probleme

P 5.2.1 Cu ce amendamente este valabil algoritmul 5.4 pe un EREW PRAM ?

P 5.2.2 Scrieti algoritmul de gasire a rangului unei valori v intr-o secventa ordonatd A de
lungime n, in contextul MIMD cu memorie distribuita. Se presupune ca procesorul P; are
in memoria locald secventa A; de lungime m = n/p si cd A; < A;, dacd i < j.

P 5.2.3 Scrieti un algoritm pentru calculul rangului pe o arhitectura cu memorie distribuita,
atunci cind A este o secventd oarecare (nu este ordonata local).

P 5.2.4 Detaliati procedura partifionare din algoritmul 5.6.

P 5.2.5 Care este conditia de terminare a algoritmului 5.9 dacd in secventa A pot exista
elemente cu aceeasi valoare ? Ce modificari mai trebuie aduse algoritmului ?

P 5.2.6 Cum trebuie modificat algoritmul 5.9 daca secventele locale nu sunt ordonate ?

5.3 Interclasarea

Fie secventele (ag, a1, ...,an—1) si (bo,b1,...,bm—1), cu n < m. Algoritmul secvential
de interclasare a lor decurge in felul urmator; se folosesc doi indici, unul in A, unul
in B, initializati cu 0; se compara elementele avand acesti indici; cel mai mic dintre
ele este addugat secventei AL B (initial vida); indicele corespunzétor secventei in care
s-a gasit elementul minimul este incrementat; se continua pana cand primul dintre
indici depaseste lungimea secventei. Se fac cel putin min(n,m) comparatii si cel mult
n+m — 1. (Desi raspunsul va fi dat pe parcursul acestei sectiuni, ganditi-va de acum
la un algoritm paralel de interclasare pentru doud procesoare.)
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5.3.1 Complexitate paralela teoretica

Se pot interclasa doua secvente in timp constant, pe un CREW PRAM ? Da, daca
folosim algoritmul 5.4 de gasire a rangului intr-o secventa ordonatd. Dacd se cal-
culeaza rangul r; al fiecarui element a; din A intre elementele din B, atunci pozitia
lui a; in ALB este ¢ + r; (sunt 7 elemente iIn A gi r; elemente in B mai mici decat
a;); numarul de procesoare necesar este nm, cate m pentru calculul rangului fiecarui
element din A. Se procedeazé analog cu elementele din B.

ALGORITM 5.10 (interclasare pe CREW PRAM, p = nm, in final D = A1 B)
1. pentrui=0:n—1, in paralel
1. cate m procesoare calculeaza r;, rangul lui a; in B, cu algoritmul 5.4
2. un procesor din fiecare grup de m executa: d; < a4,
2. pentru j =0:m — 1, in paralel
1. cate n procesoare calculeaza rj, rangul lui b; in A, cu algoritmul 5.4
2. un procesor din fiecare grup de n executa: d; < bj,,

Daca notdm cu P;; procesoarele, o alocare a taskurilor pentru acest algoritm este
simpld. Costul algoritmului este foarte mare, O(n?) comparatii cAnd m = n, ceea ce
lasa acestui algoritm doar importanta teoretica.

Algoritmul Valiant. Vom prezenta acum un algoritm de interclasare a doua
secvente, folosind cel mult (n + m)/2 procesoare, pe un CREW PRAM. Sursa este
Kruskal [18].

ALcoriT™ 5.11 (Valiant) (interclasare AL B pe CREW PRAM, p = (n 4+ m)/2)
1. Imparte A in \/n secvente A; de lungime /n fiecare si B in \/m secvente B; de
lungime /m fiecare (ignor&m micile modificiri necesare atunci cand n i m nu
sunt patrate perfecte).

2. Fie a} ultimul element al secventei A; si b7 ultimul element al secventei B;. in
paralel, gaseste rangul fiecirui a] in secventa B* = (bg,..., bi/mil), folosind
algoritmul 5.4; altfel spus, pentru fiecare a}, gaseste unicul indice j(i) pentru
care by, 4 < ai <Dbj, (convenim ca b*; = —oo si b = 00).

3. In paralel, giiseste rangul fiecirui aj in secventa Bj;).

4. repeta recursiv pagii 1-3, pentru interclasarea (in paralel) a fiecarei secvente A;
cu o secventa din B.

Sa detaliem putin. Scopul pagsilor 1-3 este de gasi pozitia exactd a elementelor a
in secventa Bj; in figura 5.1 secventele A gi B sunt simbolizate prin cele doud linii
orizontale; liniile oblice incepand in a} au capatul celalalt in b, care este cel mai mic
element din B mai mare decat a; in figura, am considerat exemplul af < bf < af <
by < b3 < a3 <aj <b;.
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* * * *
Qg a as as
A | | ! |
B } } } i
a * a * *La a *
bO bO bl bl b2b2 b3 3

Figura 5.1: Separarea in subprobleme in algoritmul Valiant.

Gasirea fiecarui b se face in doud etape; in prima se determina secventa B; in care
se gaseste b? (o cautare la nivel de bloc, mai grosierd); este pasul 2 al algoritmului; el
se executd in timp constant folosind 1/nv/m procesoare (se aplica de 1/n ori, in paralel,
algoritmul 5.4, care necesitd \/m procesoare). In a doua (pasul 3 al algoritmului) se
rafineaza cautarea la nivel de element; efortul este identic cu cel de la pasul 2. In acest
moment, problema initiald a fost spartd in y/n probleme, in care fiecare A; trebuie
interclasat cu o secventd din B care incepe cu elementul b¢_; (convenim c& b*,; = by)
gl se termind cu elementul precedent lui b¢; vom nota aceasta secventd cu Bj.

Numaérul de comparatii efectuate respectd regula recursivid T'(n) < T'(y/n) + O(1),
ceea ce conduce la T'(n) = O(loglogn). La primul nivel de recursie se folosesc
vnym < (n + m)/2 procesoare. In continuare, pentru fiecare subproblems este
adevarata o relatie de acest gen, ceea ce conduce la un necesar de maximum (n+m)/2
procesoare.

Algoritmul acesta are dezavantajul de a nu imparti in mod egal decéit secventa
A atunci cand sunt formate subproblemele. Dacé aceasta nu afecteaza foarte mult
timpul teoretic total (in general, dar nu si in cel mai defavorabil caz), in schimb pune
mari probleme in alocarea procesoarelor.

Se poate demonstra ca problema interclasarii a doua secvente de lungime n se
poate rezolva cu O(n) procesoare in cel putin Q(loglogn) operatii, deci algoritmul
Valiant este optim. In plus, costul lui este O(nloglogn), ceea ce e acceptabil.

5.3.2 Un algoritm pe CREW PRAM, pentru numar mic de
procesoare

Sa vedem cum se pot aplica ideile din algoritmul Valiant pentru cazul p < n.
S& presupunem ci impartim A gi B in secvente de lungime egald, n/p, respec-

tiv. m/p; pastram notatiile de mai sus; evident ca acum A* = (ag,...,a;_;) si
B* = (bg,...,by_;). Algoritmul are doua etape.

ALGORITM 5.12 (Valiant-Kruskal) (interclasare ALB pe CREW PRAM, p < n)

1. Giseste pozitia exacta a fiecdrui af in secventa B (formeazd secventele BY).

2. Fiecare procesor P; interclaseaza secvential secventele A; si Bj.
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Efortul mare de calcul se afld in etapa a doua; putem spune cé aceasta necesita
(n + m)/p comparatii; numarul total de comparatii care trebuie efectuat pentru in-
terclasarea celor p perechi de secvente A; LB} este n + m in cel mai defavorabil caz;
presupunand secventele B} de lungimi aproximativ egale, rezultd complexitatea de
mai sus.

Pentru prima etapad sunt mai multe variante posibile. Daca fiecare P; ar cduta
separat pozitia lui a} in B, aceasta s-ar face printr-o cautare binara, in logm compa-
ratii.

Se poate insa gi mai bine. Se interclaseaza A* gi B* folosind algoritmul Valiant,
deci in timp O(loglog p) (cele doud secvente au impreund 2p elemente; cu p procesoare
se poate aplica algoritmul Valiant fard modificare). In acest moment s-a identificat,
pentru fiecare aj, segmentul Bj(; in care trebuie continuata cdutarea. Fiecare pro-
cesor va cauta acum pozitia exactd pentru un af intr-o secventd de lungime m/p,
deci facand log(m/p) comparatii. Cum pand acum am presupus cd n < m, putem
inversa rolurile intre A gi B, i deci timpul necesar primei etape va fi in acest caz
log(n/p) + O(loglogp), iar in total:

T(n,p) = (n+m)/p+log(n/p) + O(loglog p). (5.1)

Vom face acum o micd parantezi, pentru a fi a mai clar cum se gaseste, dupa
interclasarea secventelor A* si B*, indicele j(i), pentru fiecare a}. Privind figura 5.1,
reamintindu-ne ca acolo A* L B* = (a, b5, at,bt, b, a3, a}, b3) ¢i revizand inca o data
pasul 2 al algoritmului Valiant, observam c& j(0) = 0, j(1) =1, j(2) = 3, j(3) = 3;
in general, j(i) este indicele celui mai mic element din B* mai mare decat a] sau
j(i) este indicele primului element din B* care se afla in dreapta lui a} in A* 1 B*;

s& notam cu rp(af

¥) acest indice (rp vine de la right pair, perechea din dreapta). In
mod analog, vom nota cu Ip(a}) (left pair) indicele primului element din B* care se
afla in stanga lui af in A*LB*. Se vede imediat ca rp(af) = Ip(af) + 1. Convenim
ca lp(a}) = —1 dacd nu existd element din B* mai mic decit a}. S& mai observam o

relatie interesantd (a cirei demonstratie e lasata cititorului):
rp(a;) = rang(a;) — i (5.2)

unde rangul se calculeaza in secventa A* 1 B*.

Deci, in algoritmul Valiant, calculam, pentru fiecare a} rangul acestuia in A* L B*,
ceea ce e echivalent cu sortarea acestei secvente (deci cu interclasarea), apoi j(i) =
rp(a}) se calculeaza cu (5.2). Acelasi lucru se face si in algoritmul Valiant-Kruskal.

5.3.3 Mediana secventei A B (partitionare mediani)

Vom incerca si gasim un algoritm pentru calculul paralel al medianei secventei AL B,
fara a face insa interclasarea; definim mediana secventei AL B ca fiind valoarea cu
rangul [(m 4+ n)/2] — 1. Solutia prezentatd este inspirata de [27].

Problema se poate formula altfel si se numeste partitionare mediani. Sa se
partitioneze A gi B in cate doud secvente, A = (Ap, A1), respectiv B = (By, B1),
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A

p-m=m/2, . %

€ By € B

(m—n)/2

Figura 5.2: Reducerea cautarii la n = |A| elemente din B, cdnd m = |B| > n (aici
m — n este par).

astfel incat |Ao| + |Bo| = [(m +n)/2], |A1]| + |B1| = | (m +n)/2] si orice element din
Ag sau By este mai mic decat orice element din 4; sau B, In consecinta, mediana
secventei AL B va fi ultima valoare (cea mai mare) din AL By.

In acest fel se face legatura cu interclasarea. Dupa aflarea partitionarii mediane,
se pot gasi, in paralel, AqL By si A; 1 B, problema de interclasare fiind sparta in
doua probleme de dimensiuni mai mici si egale.

Vom prezenta doua idei care contribuie la gasirea rapida a partitionarii medi-
ane. Intai, ci se poate lucra cu numai n elemente din B, deci cu dou# secvente de
dimensiuni egale. Apoi, ci se pot utiliza comparatii paralele.

Reducerea la secvente egale. Daca ne uitam la figura 5.2, in care secventele
A si B sunt reprezentate prin segmente de lungimi proportionale cu numéarul de ele-
mente, observam ca primele m—[(m+n)/2] din B, adica cele din B; = (bo, b1, - - -, bpo— | (mn) /2] -1)
apartin in mod sigur lui By; aceasta rezulta imediat din faptul ci in secventa B exista
[(m + n)/2| elemente mai mari decat cele din B;, adicd jumatate dintre elementele
din ALB. In mod analog, este sigur ¢ elementele din (br(m+n)/2]> - - - » bm—1) apartin
secventei Bj. In acest fel este redus dimensiunea problemei partitionarii.

Sa incorporam aceasta idee intr-o procedura. Vom nota cu la si ua doi indici
in secventa A, astfel incit toate elementele la stanga lui la sunt in A, iar toate
elementele la dreapta lui ua sunt in A;. Cele intre la si ua sunt inca in A; initial la = 0
si ua = n — 1; la terminarea partitionarii (dar mai avem pana acolo), la = ua + 1.
Se definesc in mod analog indicii b i ub pentru secventa B (initial ub = m — 1).
Algoritmul de reducere a dimensiunii este (pentru rigurozitate, uitdm aici cd am
presupus 1 < m gi consideram cazul general):

ALGORITM 5.13 (reducerea dimensiunii problemei partitionarii mediane)

procedura reduce(la, ua, b, ub)
1. daca n > m atunci
lL.ua+la+[(m+n)/2] -1
2. la+la+n—|(m+n)/2]
2. altfel daca n < m atunci
Lub«lb+[(m+n)/2] -1
2.« 1lb+m—|(m+n)/2]

Apelul procedurii se face prin reduce(0,n —1,0,m — 1).
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B B’ by €B; By> by B’ By by €B;
Caz 1: a; < by Caz 2: az > by Caz 3: a, =by

Figura 5.3: Comparatie intre elemente cu indici complementari; concluzii posibile.

Pentru a introduce ideea care permite efectuarea mai multor comparatii in paralel
in cautarea partitionarii mediane, vom putea considera n = m.

Reducerea cautarii prin utilizarea indicilor complementari. Vom incerca
sa extragem maximul de informatie din comparatii intre a, si by, unde 0 <2z <n -1
si y =n —1 —z; numim y indicele complementar al lui z; se observa ca a, si b, sunt
egal distantate de inceputul secventei A, respectiv sfirgitul secventei B.

Daca a, < by, atunci putem pune {ao, ..., a,;) in Ag gi (by,...,b,—1) in By; intr-
adevir, sunt n — 1 — x elemente in A mai mari decat a; sin —y = x + 1 elemente in
B mai mari decat a,, in total n elemente din AL B mai mari decat a,, deci mediana
este mai mare decit ay. In mod analog se demonstreaza ca mediana este mai mica
decat by. In figura 5.3, cazul 1, este ilustrati aceastd situatie; cu A’ si B' sunt notate
subsecventele din A, respectiv B, in care trebuie continuata cautarea medianei.

Daca a, > by, situatia se inverseaza: (as,...,an—1) apartine lui 4 si (bo,...,by)
apartine lui By (vezi figura 5.3, cazul 2).

In fine, daci a, = b,, am descoperit partitionarea mediand si mediana insagi, care
este a,.

Reducere paralela a cautarii. Pentru a face mai multe procesoare si par-
ticipe la reducerea secventelor A’ i B’, vom face comparatii in mai multe puncte.

Fie zg,...,z+—1 un numar de ¢ indici diferiti, in ordine crescatoare, gi indicii com-
plementari yo,...,y:—1. Comparatiile intre a,; si by, pot fi facute in paralel. Daca
notdm ¢; = 0 pentru a,, < by, si ¢; = 1 altfel, atunci in secventa (co,...,ct—1)

exista cel mult doua elemente vecine diferite. Deci existd un singur j pentru care
az; < by, siaz;,, > by, . Aceasta afirmatie este evident adevarata deoarece secventa
(Ggg, - - -, g, —1) este crescatoare, in timp ce (by,, ..., by, —1) este descrescitoare; ele se
pot ”intersecta” cel mult o data.

In concluzie, daca notam A’ si B’ partile din A si B care mai pot contine mediana
dupa efectuarea celor ¢ comparatii, se poate ajunge intr-unul din urmatoarele patru
cazuri.

1. Daca exista cel putin un j pentru care a,, = by,, atunci:

A0:<ao,...,azj> Boz<b0,...,byj71> AI:@
A1 = (anJrl, .. .,an,l) Bl = (byja .. .,bn,1> BI @
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2. Dacd az < by, siag, , <by,_,,atunci (as, , siby, , sunt cain figura 5.3, cazul

1):
A0:<a0,...,amt_1> B():@ AI:<am_1+1,...,an_1>
Al :w B1 = (byi_l,...,bn_1> BI: <b07---7byi_1—1>
3. Daca ag, < by,, §i existd un indice j pentru care a,,_, < by;_,, dar a,; > by,
atunci:
A():(a(),...,a,xj_l) B():(b(),...,byj) A':(axj_1+1,...,am]._1>

A= <a’951" san-1) Bi= <byj—1:' cybpr) B'= <byj+17 ) byj—1>
4. Dacd agz, > by, (ag, §i by, sunt ca in figura 5.3, cazul 2), atunci:

A[):@ B():(b[),...,byo) A’:(ao,...,azo,ﬁ
Al :<aw0,...,(1n_1> Blzw BI:<by0+1,...,bn_1>

Sa mai observam ca partitionarea mediana a fost gasita in cazul 1 intotdeauna, in
cazul 2 dacd x;—1 =n — 1, in cazul 3 dacd z;_1 = z; — 1 5i in cazul 4 dacad zo = 0.

Procedura urmatoare inglobeaza toate aceste rezultate. Toate notatiile se pas-
treaza; vectorul ¢ este folosit pentru memorarea sensului inegalitatilor.

ALGORITM 5.14 (partitionare mediand, pe CRCW PRAM, id = k)
procedura partitionare-mediand(la, ua, b, ub)
1. daca k = 0 atunci reduce(la, ua, [b, ub)
2. cat timp la < ua
1. cp 1, exit + 0,d + —1
zp +—la+ (k+1)[(ua—la+1)/(p+1)] {se aleg indicii z; echidistanti}
yr < la+ub— =z  {complementarul lui z;}
daca a,, > by, atunci
1. daca k=0 {cazul 4}
l.ua+xog—1, b yo+ 1, exit < 1
5. altfel daca a,, < b,, atunci
l.dacak=p—1 {cazul 2}
lla+zp_1+1, ub—y,—1 — 1, exit < 1
2. altfel ¢, <+~ 0 {cazul 3}
6. altfel {cazul 1, a,, = by, }
1. d+k
7. daca erit = 0 atunci
1. dacd d = k atunci {din nou cazul 1}
l.la+xr+ 1, ua + g, b+ yg, ub—yr —1
2. daca ¢, =0 si cg41 = 1 atunci  {din nou cazul 3}
llaxp+1, ua 41 — 1, b~ yp1 + 1, ub—yp —1

e
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In final, se obtin Ay = (ag,-...,aua), Bo = (bo,.-.,bup), A1 = {Gia,---,an_1),
By = {(bip, ..., bp_1).

Pot aparea scrieri simultane in instructiunile 2.1 si 2.6.1; in prima, aceasta se evita
foarte usor lasand un singur procesor si scrie variabilele exit si d; in 2.6.1, indiferent
ce procesor scrie (in modelele ARBITRARY sau PRIORITY CRCW, desigur), algo-
ritmul functioneazi corect (vezi si problema 5.3.6). In variabila exit scrie cel mult un
procesor (Py sau P,_1). De asemenea, in la, ua, b, ub, scrie un singur procesor, in
general (vezi, totusi, problema 5.3.8).

Procesoarele lucreaza in paralel. Totusi, unele pot sta ceva mai mult timp intr-o
iteratie (in instructiuni daca), de unde necesitatea unor sincronizari. De exemplu,
inainte de 2.7, sincronizarea este necesara pentru a asigura actualizarea variabilelor
exit, C' i d in iteratia curentd. De asemenea este necesara sincronizarea la Inceperea
fiecarei iteratii a buclei 2, pentru a permite actualizarea variabilelor la, ua, [b, ub.

Algoritmul poate fi usor adaptat unui EREW PRAM. Se lasa cautarea si continue
chiar daca a,, = by, (de altfel nici nu se mai verifica egalitatea). In acest scop se
elimina variabila exit gi tot ce urmeaza dupa instructiunea 2.7 inclusiv. De asemenea,
se elimind instructiunile 2.6, 2.6.1 si se inglobeaza cazul a,, = by, in instructiunea
2.5, transformand semnul < in <.

Sa vedem care este timpul de executie al acestui algoritm; se observa ca in fiecare
iteratie se executa in paralel o singura comparatie. Cum A gi B sunt impartite in
p + 1 secvente de lungimi egale, iar in iteratia urmatoare cautarea este continuata
numai intr-una din aceste perechi de secvente, insemna ca dimensiunea problemei se
reduce de p+ 1 ori. Dacé z este numérul total de iteratii (dupa care ua < la), atunci
z este cel mai mic intreg pentru care n/(p + 1)* < 1. Adicd se obtine z = T'(n,p) =
llogn/log(p +1)] + 1.

Cum complexitatea secventiald a acestui algoritm este T'(n,1) = logn/log2,
eficienta sa este e(n,p) ~ log(p + 1)/p, deci nu grozavi; algoritmul este bun pen-
tru un numir mic de procesoare; pentru p = 2, eficienta este 0.79, insi pentru p = 32
ajunge la 0.16. (Acesta este insd cel mai bun algoritm paralel pentru partitionare
mediand cunoscut deocamdata.)

5.3.4 Interclasare prin multipartitionare

Sa mai prezentam un algoritm de interclasare, tot pe CREW PRAM si tot pentru
cazul p € n. Acesta are marele avantaj de a crea partitii egale, in numar de ¢t < p, si
pentru A gi pentru B, ceea ce implica gi un timp de executie ceva mai scurt (aproxima-
tiv acelagi, indiferent de valorile din B), si o planificare mai simpld a procesoarelor in
comparatie cu algoritmul 5.12 (Valiant-Kruskal). In acest scop este folosit algoritmul
de partitionare mediana descris in sectiunea anterioara.

Problema multipartitionarii este de a gasi secventele A;, B;, astfel incat |A;| +
|B;| = [(m+mn)/t] st ALB = (AoLBy,...,A+—1LB;_1); deci, de a partitiona A1 B
in secvente de dimensiuni egale (eventual mai putin ultima), fird insa a face inter-
clasarea.
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~ * ~ * ~ * ~ *
Ag ag Ay ay Az a3 As a3

Figura 5.4: (a) linii de separare; exemplu de partitionare mediana pentru o pereche /L,
Bj; (b) exemplu de multipartitionare in cazul A* L B* = (ag, b§, aj, b}, b5, a5, a}, b5).

Consideram, pentru inceput, A si B compuse din subsecvente de dimensiuni egale
s = [(m +n)/t] (ultimele fiind mai scurte, eventual):

Ao = (a0, ... as-1), A = (s, aze-1), ..
BO = (b(), .. .,bs_1>, B = (bs, .. .,b23_1>, .

*

Definim, ca in algoritmul 5.11, A* = (af) = (a;s—1 | ¢ = 1,...,|n/s]), secventa
formata din ultimele elemente ale subsecventelor A;; B* se definegte analog. Secventa
A*1 B* poate fi determinatd in timp loglogt, utilizand algoritmul Valiant (sunt cel
putin ¢ procesoare, pentru a interclasa secvente de lungime |n/s| + |m/s| ~ (m +
n)/s a2 t, deci se poate atinge timpul optim).

Vom face multipartitionarea prin executarea in paralel a ¢t — 1 procese de partitio-
nare mediand pe perechi de subsecvente A;, Bj, cu j =rp(a;) sau i = rp(b;) (pentru
notiunea de pereche din dreapta, rp(), vezi sectiunea 5.3.2; tot acolo se afla modul de
calcul al acestor entitdti, care se obtin imediat din algoritmul Valiant).

Sa pregatim terenul cu citeva definitii si observatii. In reprezentarea grafici din
figura 5.4a, in care secventele sunt figurate prin segmente de dreapta, numim punct de
separare un indice care separd o secventd in dou# subsecvente (elementul cu indicele
respectiv fiind in secventa din stdnga sau in cea din dreapta), gi linie de separare,
o dreapta care unegte doua puncte de separare a doua secvente; in figura 5.4a, sunt
reprezentate doud astfel de linii, una continua, alta punctata.

*

OBSERVATIA 5.1 Linia de separare prin a; si b}, cu j = rp(al), lasd in stinga ei cel
putin (i + j + 1)s elemente din ALB (exemplu: linia punctata din figura 5.4a).

Demonstratie. Deoarece aj < b}, vom numara elementele din AL B mai mici decat
aj. Sunt (i +1)s elemente din A mai mici decat a;. Cum bj_; < aj, atunci sunt js
elemente din B mai mici decat aj; nu putem spune nimic despre elementele din B

intre b;f_l si b}f. [ |
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OBSERVATIA 5.2 Linia de separare mediand a secventei AiJ_Bj, cu j =rp(a}), lasda
in stinga sa exact (i+j+1)s elemente din ALB (exemplu: linia continud oblica din

figura 5.4).

Demonstragie. ITmediata, din observatia 5.1 si din figurs, unde segmentele notate
cu acelagi numar de linii mici oblice au acelagi numar de elemente (din cele (i4j+2)s
elemente din stanga liniei de separare ajbj, se extrag s; observatia 5.1 este de ajutor
pentru cd arati ca linia continué este in stanga celei punctate). |

Prin simetrie, cele doua observatii sunt valabile gi pentru perechile b}, a}, cu

7 = rp(b*). In sfargit, o ultimi precizare:
OBSERVATIA 5.3 Este adevarata urmatoarea relatie:

{i+rplal)|i=0,...,|n/s| =1} U{i+rp(d}) | i=0,...,[m/s| -1} =
{0,1,,|_n/sJ+Lm/sJ—1}

Demonstratie. Prin inductie, vezi problema 5.3.9. ||

Aceasta observatie aratd ca sumele dintre indici gi perechile lor din dreapta for-
meazi exact girul primelor |[n/s| + [m/s] — 1 numere naturale. Impreuns cu celelalte
observatii, aceasta permite reducerea problemei multipartitionarii in ¢ segmente la
t — 1 partitionari mediane. Figura 5.4b ilustreaza acest lucru; pe scurt, observatiile
de mai sus aratd ca intre oricare doud linii de separare consecutive se afld exact s
elemente din A1 B. Algoritmul general de multipartitionare este urmatorul:

(5.3)

ALGORITM 5.15 (multipartitionare prin partitionare mediana)
1. gaseste A* L B* cu algoritmul 5.11
2. in paralel
1. pentrui=0: [n/s] — 1, in paralel
1. partitioneazd median perechea A;, B,ﬂp(a;) utilizand |p/(t — 1)| procesoare
2. pentru j =0: [m/s| — 1, in paralel
1. partitioneazi median perechea Bj, Arp(b]*,) utilizand |p/(t — 1)] procesoare

Timpul necesar pentru multipartitionare este

[log((n +m)/t)/log(lp/(t = 1)] + 1) + O(loglog p).

Interclasarea prin multipartitionare este acum ugor de ficut. Se utilizeaza ¢t = p/2
in algoritmul 5.15, pentru a obtine p/2 perechi disjuncte de subsecvente, care se vor
interclasa, fiecare de cdtre doud procesoare (dupa un algoritm banal: fiecare procesor
interclaseaza incepand de la un capat; eficienta este 1).

ALGORITM 5.16 (Xiong) (interclasare prin multipartitionare pe CREW PRAM)
1. apeleaza algoritmul 5.15 de multipartitionare cu ¢t = p/2
2. pentrui=0:p/2—1, in paralel
1. interclaseazd A; si B; utilizand doué procesoare
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Au loc citiri simultane deoarece procesoare diferite pot lucra cu aceeasi subsecventa
A; sau B; (in medie doud procesoare opereazd pe o subsecventd). Complexitatea al-
goritmului este simplu de calculat:

m+n 1 m+n
log
D log 3 P

T(n,p) = + O(loglog p). (5.4)
Primul termen corespunde interclasarii secventiale (si e optim), iar urmatorii multi-
partitionarii. Comparand cu complexitatea algoritmului Valiant-Kruskal (5.1) se con-
statd diferenta doar la al doilea termen, ceva mai mic aici.

Marele avantaj al algoritmului ramane insa faptul ca se creaza subprobleme de
dimensiuni egale, ceea ce implica o incarcare echilibrata a procesoarelor.

5.3.5 Interclasare pe arhitecturi cu memorie distribuita

Titlul acestei sectiuni este foarte promitator; din pacate, cum veti vedea, continutul
nu va fi prea generos.

Incepem cu partea mai consistentd gi care ne va fi de mare folos mai departe,
anume interclasarea cu doud procesoare. S-ar parea ca nu e foarte mult de discutat
pe tema asta. Algoritmul cel mai simplu a fost deja sugerat si el este urmétorul: P,
trimite secventa sa Ag de lungime n lui P; si receptioneaza de la acesta secventa A;
(tot de lungime n); apoi Py interclaseazd Ag si A, oprindu-se atunci cand a obtinut
primele n elemente; in acelagi timp, i P, interclaseazd Ag si Ay, dar incepand de
la sfargitul secventelor, oprindu-se si el atunci cand a obtinut n elemente; in acest
moment secventa Ayl Ay este distribuitd celor doua procesoare. Cum P, are acum
toate cele n elemente mai mici decat cele ale lui P;, putem asimila operatia executata
cu exch(Ag, A1), o generalizare a aceleiasi operatii la nivel de element. Presupunand
A; si A; ordonate, dupd executarea exch(A;, A;) se obtine A; < A;, ca in procedura
care urmeaza; ca gi in cazul operatiei la nivel de element, vom nota exch(i, j) atunci
cand nu exista posibilitatea de confuzie; presupunem ca procesoarele 7 gi j sunt vecine.

ALGORITM 5.17 (interclasare cu doud procesoare, pe arhitecturi cu memorie dis-
tribuita, id = k, secventa locala este notata fi)
procedura exch(i,j)
1. daca ¢ = k atunci
1. in paralel send(A4,j), recv(B,j)
2. A + primele n elemente din AL B, prin interclasare secventiali
2. daca j = k atunci
1. in paralel send(A,i), recv(B,i)
2. A + ultimele n elemente din A1 B, prin interclasare secventiald
(in ordine inversi)

Timpul de executie este de na pentru interclasarea propriu-zisa si de (o + nf3)
pentru comunicatie. Numarul de comparatii este jumatate din cel necesar, in cel mai
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rau caz, interclasarii secventiale, si mai bine de atat nu se poate. Comunicatia insa,
poate fi imbunatatita.

Sa presupunem ca procesoarele nu isi comunica de la inceput secventele in intre-
gime, ci o fac in pachete de lungime v. Ideea care se ascunde aici e de a transmite
astfel de pachete pand cand procesoarele sunt sigure (si vor fi améandoud in acelasi
timp) c& au fiecare suficiente elemente din secventa celuilalt pentru a reusi sa obtind
partea din rezultat pe care trebuie s-o calculeze. Speranta este de a ajunge aici inainte
de a se comunica intregile secvente.

Se incepe cu Py trimitand lui P; ultimul pachet din Ay si primind de la acesta
primul pachet din A;; este normal sa se procedeze asa, din moment ce P, incepe
interclasarea de la inceput, adica cu elementele mai mici, in timp ce P; incepe cu
elementele mai mari. S& rationam din punctul de vedere al lui Py (partenerul sdu
va proceda in mod analog); ca in algoritmul 5.17, notdm secventa locald cu A (=
(Ao, ... ,fin/,,_ﬁ) si cu B copia locald a lui Ay, contindnd deocamdatd numai v
elemente. Sa comparam a,_, cu b,_1, uitindu-ne la figura 5.3 gi amintindu-ne ca
indicii acestor doud elemente sunt complementari; daca a,,—, < b,_1, atunci este sigur
ci primele n elemente din AL B sunt detinute de Py. Daca nu, atunci se continua
schimband inca un pachet; se compara acum Gp—soy §i boy—1, g-a.m.d.

ALGORITM 5.18 (interclasare cu doud procesoare, id = k, comunicatie prin pachete)

procedura exchl(i,j)
1.1+ 1, gata+ 0, B+ 0
2. cat timp ! < n/v gi gata =0  {schimbi un pachet}
1. daca ¢ = k atunci
1. in paralel send(fin/,,,l,j), recv (B, j)
2. B+ (B,B) {concateneazi in B, la dreapta}
3. daca ap—;, < b,—1 atunci gata + 1
2. daca j = k atunci
1. in paralel send(4;_,i), recv(B,i)
2. B+ (B,B) {concateneazi in B, la stanga}
3. daca a;,—1 > by atunci gata < 1
3.1+ 1+1
3 daca i = k atunci
1. A + primele n elemente din AL B, prin interclasare secventiald
4. altfel
1. A « ultimele n elemente din AL B, prin interclasare secventiala
(in ordine inversa)

Avantajele si dezavantajele unei astfel de abordéri se pot evidentia pe cazul simplu
v = n/2. Probabilitatea ca un singur pachet comunicat sa fie suficient este 1/2; intr-
adevar: mediana secventei Agl A; se afld in jumatatea din stanga a lui A; sau in
jumatatea din dreapta a lui Ag, cu aceeagi probabilitate de a se afla in una din
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celelalte jumatati. In primul caz e suficient un pachet, in al doilea trebuie comunicate
ambele. Atunci, in medie, timpul de comunicatie al variantei exchl() este: %(a +
infB) + £(20 + nB) = 30 + 2np, deci, grosso modo, putin peste trei sferturi din cel
in care se comunicau secventele intregi, si, in concluzie, metoda este benefica. Nu
trebuie mizat insa foarte mult pe ea; daca existd multe perechi de procesoare care
fac astfel de interclasiri, iar apoi urmeaza, intr-un fel sau altul, o sincronizare (se
schimba partenerii de comunicatie, de pilda), timpul total de executie va fi dictat mai
degraba de timpul cel mai mare de interclasare si nu de timpul mediu.

Pe tema algoritmului 5.18 se poate broda mult. Se poate trimite intai un pachet
mai mare, de lungime n/2, de exemplu, apoi altele mai mici. Probabil c& problema
nu merita un studiu foarte amanuntit; ideea merita pusa in practica, acordand expe-
rimental valoarea (valorile) lui v.

Din nefericire, de indata ce sunt mai mult de doua procesoare, algoritmul de in-
terclasare se complica, in sensul ca nici una dintre topologiile curente nu se potrivegte
structurii comunicatiei. Adaptarea multipartitionarii la arhitecturile cu memorie dis-
tribuita implicad o structura neregulatd a comunicatiei. Totusi, pentru o posibila
solutie paralela, vezi problema 5.4.17.

Probleme

P 5.3.1 Scrieti (totusi...) algoritmul secvential de interclasare a doud secvente.
P 5.3.2 S3 se demonstreze cd in algoritmul 5.11 sunt suficiente \/nm procesoare.
P 5.3.3 Demonstrati cd T'(n) = loglog n verificd T'(n) = T'(y/n) + 1.

P 5.3.4 Gisiti incd un argument pentru aproximarea cu (n + m)/p a complexititii etapei
a doua din algoritmul Valiant-Kruskal.

P 5.3.5 Demonstrati relatia (5.2).

P 5.3.6 Daca z si y sunt indici complementari si a, = by, demonstrati ca valoarea medianei
secventei interclasate AL B este a,, chiar daca in fiecare dintre secventele A si B pot exista
elemente egale.

P 5.3.7 Scrieti un algoritm de partitionare mediand a secventelor ordonate A si B, de
lungime egala n, pe un CREW PRAM, folosind p = n procesoare.

P 5.3.8 In algoritmul 5.14, este posibil ca doud procesoare sa scrie simultan in variabilele
la, ua, Ib, ub ?

P 5.3.9 Dacd X = (zo,...,Zn-1) 8t Y = (Yo,...,ym—1) sunt doud secvente ordonate
cresciitor, si se arate cd {i +rp(z;) | i =0,...,n =1} U{j+7rp(y;) | j=0,...,m—1} =
{0,...,n+m — 1}. Altfel zis, s se demonstreze (5.3).

P 5.3.10 O generalizare a notiunii de partitionare mediana este k-separarea. Problema este
definitd astfel: dandu-se secventele ordonate A i B, sd se giseasca Ao, A1, Bo, Bi astfel
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incat |Ao|+|Bo| = k, |A1|+|Bi1| =n+m—ksi ALB = (Ao LBy, A; L B;). S se demonstreze
ca, pentru n < m, k-separarea este echivalentd cu partitionarea mediana pentru:

A[k]J_B[k], daca 1 S k S n
AJ_(B[k.] — B[k:—n])y dacan <k S m
(A — A[k,n])J_(B — B[k—m]), dacam<k<n4+m

unde am notat prin A, secventa primelor k elemente din A.

P 5.3.11 Presupunind comunicatia realizata half duplex, care este cel mai bun mod de a
implementa exch(a;,a;), cele doud elemente apartindnd unor procesoare vecine ?

P 5.3.12 Pe un CREW PRAM, exch(a;, a;j) se poate implementa prin instructiunea: daca
a; > aj atunci b < a;, a; < a;, aj < b. Se poate reduce numarul de atribuiri ?

5.4 Sortare

Vom considera numai sortarea internd, in care datele se presupun stocate in memo-
ria internad a calculatorului; spre deosebire, in sortarea externa datele se afla intr-o
memorie mult mai lentd, externd calculatorului (disc, etc.).

Complexitatea secventiala a sortarii este 2(n logn) si exista mai multe metode care
ating aceasta limita: sortarea rapida, pe care o vom numi quicksort aga cum e deja
consacrat, sortarea prin interclasare (mergesort) sau sortarea de ansamble (heapsort).
Spre deosebire de ultimele doud, care au aceeagi complexitate (ca ordin de marime) in
toate cazurile, quicksort se comporta excelent in medie, dar poate ajunge la O(n?) in
cel mai defavorabil caz; totusi, cu unele mici precautii explicate in sectiunea dedicata
ei, sortarea rapida este intr-adevar cea mai rapida sgi deci cea mai raspandita, fiind
pe deasupra gi relativ ugor de programat. In cele ce urmeazi vom considera pur si
simplu n logn complexitatea sortarii.

Vom prezenta algoritmi secventiali la inceputul fiecarei sectiuni urmatoare, ei fiind
in majoritatea cazurilor sursa de inspiratie, mai mult sau mai putin directa, pentru
algoritmii paraleli.

Atunci cdnd spunem (pentru calculatoarele cu memorie distribuita, de obicei) céa
un procesor ordoneaza o secventa, vom presupune tacit ca o face utilizand cel mai bun
algoritm secvential cu putintd; acesta depinde de multi factori, dar in primul rand de
lungimea secventei de sortat.

In cazul arhitecturilor secventiale este usor de spus unde se va gasi secventa A
dupa sortare: in exact aceeasi zona de memorie ca la inceput, ordinea crescatoare
fiind de la stanga la dreapta. Pentru arhitecturile paralele cu memorie comuna situatia
este aceeagi. In cazul memoriei distribuite, insa, ordinea finald nu mai este atit de
evidenta; fiecare procesor detine o parte din secventa gi nu e obligatoriu ca aceste
parti sd aibd dimensiuni egale, desi ar fi de preferat. Vom considera, in mod natural,
ca A este sortatd dacad secventa A; locald procesorului P; este ordonata crescator,
0<i<p—1,sidacda A; < Aj,cand i <j,0<4,j<p—1
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Poz. Poz.

CU = W N —= O
U = W N+ O

t=0 1 2 3 4 5 t=0 1 2 3 4 5

Figura 5.5: Retele de sortare par-impar.

5.4.1 Sortare par-impar

Existd o multime de algoritmi secventiali de sortare in timp O(n?) (vezi, de exemplu,
problema 5.4.1); ei sunt utili din dou& motive: sunt extrem de simplu de programat si
sunt cel mai eficienti pentru numar mic de elemente. In continuare vom prezenta un
astfel de algoritm, numit sortare par-impar din motive care vor fi imediat evidente.

Retele de comparatoare. Introducem intai notiunea de retea de comparatoare,
cu ajutorul figurii 5.5; liniile orizontale reprezinta elementele din secventa de intrare
A, iar segmentele verticale unind doud orizontale reprezintd comparatoarele, care
efectueaza operatii exch(i, 7), cui < j (i si j sunt numerele de ordine ale orizontalelor);
asadar, circuland de la stanga la dreapta, elementele mai mici au tendinta de a ”urca”,
cele mai mari de a "cobori”. Reteaua se numeste de sortare daca la iesirea ei secventa
A este ordonata, oricare ar fi fost ordinea initiala. Puteti vedea o retea ca o structura
hardware, in care pe orizontale circuld datele, iar comparatoarele au doua intrari gi
doua iegiri, sau pur gi simplu ca pe o descriere grafica a unui algoritm, cu o buna
scoatere in evidenta a paralelismului.

Pentru a pastra traditia, introducem cateva notatii specifice. Notam [i : j] com-
paratorul care executa exch(i,j); dacd a este o retea, atunci afi : j] este o retea for-
mata din concatenarea retelei @ cu comparatorul [i : j] (acesta se adauga la dreapta
lui «); dacd X este o secventd de intrare, atunci X« este secventa la iegirea din «,
iar (za); elementul din pozitia ¢ al acesteia.

Retele de sortare par-impar. Figura 5.5 prezinta doua astfel de retele; se
observa imediat ca la fiecare pas (sau moment de timp) se executd maximul de
comparatii posibile, alternand paritatea pozitiei elementului mai mic (in urma comparatiei).
Rezultatul se obtine in timp n, cu gradul de paralelism n/2. Se utilizeaza (%) =
n(n — 1)/2 comparatoare; altfel spus, costul algoritmului este O(n?). Se observa ca
reteaua din dreapta, in figura 5.5 este cea din stanga vazuta in sens invers; pentru
n par, retelele sunt diferite, pentru n impar identice. Desi e intuitiv ca aceste retele
sorteaza, demonstratia nu e tocmai simpla; cititorul grabit poate sari pana la sfarsitul
ei.

Proprietati ale retelelor de sortare. O retea in care toate comparatoarele
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sunt de forma [i : 7 + 1] (compari elemente adiacente) se numeste simpld; astfel sunt
si retelele de sortare par-impar. Multe din proprietatile demonstrate in continuare
sunt valabile numai pentru retele simple.

Intr-o secventii A, numim inversare perechea (ai,a;) dacd a; > a; sii < j. O
secventa poate avea cel mult (%) inversari (dacé e ordonaté descrescator).

PROPOZITIA 5.1 O retea simpld de sortare are cel putin (%) comparatoare.

Demonstratie. Un comparator [i : ¢ + 1] reduce numarul de inversari din secventa
cu 0 sau 1. Secventa sortatd nu are inversiri; maximul de inversari este (7). |

Deci, din acest punct de vedere, reteaua par-impar sta bine: contine numarul
minim de comparatoare.

Notam cu Z o secventa care contine toate inversarile posibile: pentru orice ¢ < j,
avem z; > z;; sau, dacd vreti, putem considera Z = (n,n —1,...,1).

PROPOZITIA 5.2 (Floyd) Daca o retea o nu sorteaza o secventd oarecare X pentru
doud pozitii i < j, adica (xa); > (za);, atunci nu sorteazd nici Z pentru acele pozitii,
deci (za); > (zq);.

Demonstratie. Prin inductie dupa numarul de comparatoare din . Daca « are un
singur comparator [r : r + 1] i presupunem cd (za); < (za);, atuncii =7, j =r+1
si deci (za); < (za);, ceea ce contrazice ipoteza.

Daca 8 este o retea pentru care lema este adevaratd, a = S[r : r + 1] si (za); >
(za);, sa demonstram ca (za); > (za);.

Daca r =i, atunci j > r+1 (j = r + 1 implica (za); < (z¢);). Cum (za), <
(za)r41 i (za), > (za);, atunci (za)r41 > (za);, deci (.’L'/B)r+1 > ( B); si (a:ﬂ)
(xf);; din ipoteza de 1nduc‘gle rezulta cd (28)r41 > (28); s (28)r > (28); ¢ in final
(za); = min((28)r, (28)r+1) > (z0);.

Daca r =i — 1, atunci (), sau (zf)r+1 mai mare decit (zf); (sau amandoud),
deci (28), sau (28)r4+1 mai mare decat (z83); (din ipoteza de inductie) gi atunci
(za); = max((28)r, (28)r+1) > (Za)j'

Lasam cititorului completarea demonstratiei pentru r = j si r = j — 1. Pentru
alti i, j e banal, deoarece [r : 7 + 1] nu afecteazi aceste pozitii. |

PROPOZITIA 5.3 Daca o retea simpla sorteaza Z, atunci sorteaza orice secventd.

Demonstratie. Consecinta directa a Prop. 5.2. ||

Pentru a demonstra ca reteaua de sortare par-impar functioneaza corect este su-
ficient sa demonstram urmatoarea afirmatie.

PROPOZITIA 5.4 Reteaua par-impar sorteaza Z .
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Demonstratie. Cum reteaua contine numarul minim de comparatoare, inseamna
ca la fiecare comparatie urmeaza interschimbarea, atunci cind Z parcurge reteaua.
Sa presupunem ci se intdmpla asa. Ne vom referi la reteaua din figura 5.5, dreapta;
pentru cea din stanga, vezi P5.4.4.

Consideram ca efectul unei comparatii la momentul ¢ se manifesta la momentul
t+1; deci, lat =0, zg e pe pozitia 0, z; pe pozitia 1; la momentul 1, z; e pe pozitia
0, zp pe porzitia 1. Prima comparatie are loc la momentul ¢ = 0, ultima la t = n — 1;
pozitia finala e cea de la momentul ¢ = n.

Sa incercdm sd vedem care este pozitia elementului z; in momentul ¢ daca toate
comparatoarele fac interschimbari.

k—t, pentru t < k

Pentru k impar : {t— 1—k pentrut>k+1

zr urca de lat =11a ¢t = k, ajungand in pozitia 0; acolo sta un pas; apoi coboara de
lat=k+2lat=n,ajungand pe pozitia n — 1 — k, adica cea buna.

k+t, pentrut<n-—-1-—k

Pentru £ par : {Qn—l—k—t, pentrut>n —k

zr coboarda delat =11lat =n—1—k, ajungand in ultima pozitie; sta acolo un pas;
apoiurcadelat=mn—k+1lat=n, ajungand pe pozitian — 1 — k.

Sa demonstram prin inductie dupa ¢ ca aceasta descriere a pozitiei functie de
timp este corecta. Vom face doar un sfert din demonstratie, celelalte cazuri fiind
asemanatoare ca tehnica.

Pentru t=0, functia este evident corecta.

Presupunem ca este corecta la momentul ¢ gi vom arata ca, in acest moment, au loc
toate interschimbarile, ceea ce face functia corecta si la momentul ¢ + 1. Presupunem
k impar si ¢t par. Atunci:

a) Daca zj se afld in pozitia k — ¢ (impard, k < t), comparatia se face cu elementul
din pozitia k —¢ — 1, fie el z;. Pentru ca interschimbarea sa aiba loc este necesar ca
j < k. Sunt posibile urmatoarele situatii:

Pentru j impar: k—t—1=j—t=j=k—1, imposibil (j ar fi par)
k—t—1=t—-1—-j=j=2t—k<k
Pentru j par: k—t—1=j+t=>j=k—-2t—-1<k

k—t—1=2n—-1—j—t=j=2n—k, imposibil
b) Daci zj se afla pe pozitia t — 1 — k (para, ¢ > k + 1), comparatia se face cu
elementul din pozitia ¢t — k, fie el z;. Interschimbarea are loc daca j > k.

Pentru j impar: t—k=7—-t=>7=2t—k>k
t—k=t—1—j=j=k—1, imposibil
Pentru j par: t—k=j+t= 7 =—k, imposibil

t—k=2n—1—-j—t=>7=2n—-2t+k—-1>k
Mai trebuie verificat ca, din cele patru variante bune, exact una are loc la fiecare
moment de timp (ceea ce e simplu) gi cd, la momente de timp diferite, nu se obtin
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solutii j identice (ceea ce iarasi e simplu, dar trebuie coroborat cu cazul ¢ impar). Din
nou lasam cititorului aceste detalii®. [ |

Aici se termina demostratia corectitudinii retelelor de sortare par-impar. Extensia
acestui algoritm la arhitecturi MIMD cu memorie partajata este lasata ca exercitiu
(vezi P5.4.2).

Sortare par-impar pe MIMD cu memorie distribuita

Ne ocupam direct de cazul p <« n. Fiecare dintre cele p procesoare are in memoria
locald m = n/p elemente din A.

Aplicarea principiului lui Brent. Am putea aplica ideea din figura 5.5 fara
nici o modificare; inchipuiti-va cd p = 2 si cd tragem o linie orizontald care separi
trei pozitii sus pentru procesorul Py si trei pozitii jos pentru procesorul P;; fiecare
procesor executd comparatiile gi interschimbarile care ii sunt locale, pentru cele in
care un element e la Py, iar celdlalt la Py, efectudndu-se comunicatie (in cadrul unui
exch()); se comunicd de n/2 ori, de fiecare datd numai cate un element (deci vor
aparea foarte multi o in timpul de comunicatie); in plus, timpul de executie ramane
O(n?). Nu am facut altceva decat s aplicim principiul lui Brent.

Sortare par-impar cu subsecvente. O idee mult mai buna e aceea de a aplica
sortarea par-impar la nivel de subsecvente; ca imagine grafica, in figura 5.5, pe liniile
orizontale nu ar mai circula elemente ci subsecvente din A. Fiecare procesor se ocupa
de o astfel de ”linie”. Un ”comparator” va trebui acum, dintre cele 2m elemente de pe
cele doua linii, sa le aleaga pe cele mai mici m si sa le dirijeze pe prima linie, si pe cele
mai mari m, pe cealalta linie. Daca subsecventele sunt ordonate, atunci aceasta este,
intr-o arhitecturd cu memorie distribuita, chiar o operatie exch(A;, A;11), aga cum a
fost definita in sectiunea 5.3.5. Nu este greu de vazut ca, daca un algoritm sorteaza
utilizand ezch() la nivel de element, el va sorta si cu exch() la nivel de subsecventa,
cu singura conditie ca subsecventele si fi fost initial sortate; implementarea exch()
din algoritmul 5.17 ne asigura ca subsecventele raman permanent sortate, iar faptul
ca algoritmul sorteaza ne spune ca, la sfargitul executiei sale, subsecventele sunt in
ordine crescatoare; deci, intreaga secventa este sortata.

Deoarece in sortarea par-impar comparatiile sunt adiacente, topologia suficienta
in cazul implementarii pe o arhitectura cu memorie distribuitd este inelul. Scrierea
algoritmului necesita doar un pic de atentie la paritati si la cazurile cand procesorul
este la una din extreme.

ALGORITM 5.19 (sortare par-impar pe inel, p < n, id = k)

1. sorteazd cresciator secventa locala (cu quicksort)
2. pentrui=0:p—1
1. daca i este par atunci
1. daca k este par si k # p — 1 atunci exch(k, k + 1)

5Tmportant e si fie bine inteles drumul unui element prin retea.
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2. daca k este impar atunci exch(k — 1, k)
2. altfel {i este impar}
1. daca k este par gi k # 0 atunci exch(k,k — 1)
2. daca k este impar si k # p — 1 atunci exch(k, k + 1)

In acest caz, numérul de comparatii este (primul termen pentru sortarea locala,
al doilea pentru cele p interclasari):

n n n n n
Ta(n,p) = —log— +p— =—log— +n.
p p "p p P

Timpul de comunicatie este Te(n,p) = p(c + (n/p)B) = O(n). Acesti timpi nu mai
sunt atat de rai ca aceia rezultati din aplicarea principiului lui Brent; cauza este ca
metoda de sortare locala a fost cea mai buna posibil, i nu tot cea par-impar. Astfel,
eficienta asimptotica a algoritmului este totusi 1, desi algoritmul secvential de origine
este in O(n?) operatii.

Generalizare. Nu am fi insistat atat de mult daca situatia nu ar fi tipica; e
prima data cand ne intalnim cu asa ceva, deci merita sa generalizam. Sa zicem ca
rezolvarea unei anume probleme, folosind un algoritm secvential rapid A4;, necesita
mult mai putin timp decat daci se foloseste un alt algoritm secvential A,. Totusi, A,
se paralelizeaza foarte usor; in plus are proprietatea ca, intr-o arhitectura multipro-
cesor, inainte sau/si dupi o fazi de cooperare intre procesoare, reduce dimensiunea
problemei de la n, la n/p, in aga fel incat fiecare procesor se vede pus in situatia de
a rezolva secvential problema sa. Este clar cd el o va rezolva folosind cel mai bun
algoritm secvential cu putinta, adica A;. Daca n/p este suficient de mare gi A2 nu
consuma prea mult timp pentru a reduce dimensiunea problemei, atunci algoritmul
paralel inspirat de Ay are o complexitate de acelagi ordin de mérime ca o ipotetica
paralelizare ideala a algoritmului A;, pentru ca efortul cel mai mare este rezolvarea
locald a problemei ! Aparent am facut dintr-un slab algoritm secvential, un bun algo-
ritm paralel. In fapt am folosit fiecare algoritm acolo unde era mai bun; din 45 am
luat paralelismul, din A; rapiditatea secventiald. Totusi, prin traditie si, de ce sa nu
recunoagtem, pe merit, numele algoritmului paralel este dat de As.

In cazul nostru, A; este quicksort si are o complexitate de O(nlogn); A, este
sortarea par-impar, are complexitate O(n?), dar combina p sortéri de dimensiune n/p
in timp O(n) pentru a face o sortare de dimensiune n. Hibridul lor are o complexitate
paraleld de O(nlogn).

Nu trebuie insa sa ramaneti cu ideea ca quicksort nu se preteaza paralelizarii. Va
fi demostrat imediat contrariul. Totusi, algoritmul 5.19 se distinge prin simplitate,
chiar daca eficienta lui este ceva mai slaba, cum se va dovedi dupa studierea altor
metode de sortare paralela.

Retele sistolice. In final, o ultim& observatie privitoare la retelele de sortare
in general, ca structuri hardware. Putem sa ne inchipuim ca exista un ceas global,
la fiecare tact, comparatoarele citind datele de intrare, efectuand interschimbarea,
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daca e cazul, si scotand datele pe liniile de iesire, pentru a fi citite de urmatoarele
comparatoare, la tactul urmator; exista o mica dificultate in realizarea sincroniei,
anume ci unele date nu sunt utilizate la tactul urmator, ci mai tarziu (in retelele
par-impar, asa ceva se intampld doar pentru p impar); se pot insd introduce modu-
le de intarziere cu un tact astfel incét, pe fiecare ”linie” orizontald (a unui element
din secventd) dintr-o retea de sortare, la fiecare moment de timp (deci pe fiecare
verticald), si se afle fie un comparator, fie un modul de intarziere. In acest datele vor
circula ”aliniate” pe verticald (frontul de unda va fi vertical).

Avantajul acestui mod de a privi lucrurile este ci se pot sorta mai multe secvente
in regim pipeline. Daca se introduce la fiecare tact cate o secventa la intrarea in
retea, nu va exista nici un conflict pe parcursul striabaterii retelei, decalajul de un tact
pastrandu-se pana la iesire. Deci, daca sunt suficiente date, o retea poate realiza o
sortare la fiecare tact, eficienta fiind foarte mare. Astfel se poate realiza o functionare
numita sistolica, deoarece datele inainteaza prin retea ca fluxul de sange prin vase,
cate putin la fiecare bataie a inimii—ceasul global al retelei. (Termenul de sistolic este
mult ulterior retelelor de sortare; noutatea nu consta insa decat in ideea functionarii
sincrone, in ritmul impus de un ceas global.)

5.4.2 Quicksort paralel

Algoritmul secvential. Ideea sortarii rapide e simpla gi ingenioasa: se imparte
secventa A in doud parti; intr-una elementele sunt mai mici decat o valoare pivot v,
in celalalta, mai mari; sortandu-se aceste doud secvente, A va rezulta si ea sortata.
Forma generala a algoritmului este cea care urmeaza.

ALGORITM 5.20 (quicksort, forma generala secventiala)

procedura quicksort(s,d)

1. cat timp s < d {secventa este nevida}
1. alege_pivot(s,d)
2. partitionare(s,d, iy) {formeaza cele doud subsecvente}
3. quicksort(s,i, — 1) {si le sorteaza}

4. quicksort(i, +1,d)

Variabilele s si d sunt indicii elementului cel mai din stanga, in secventa, respectiv
al celui mai din dreapta. Despre alegerea pivotului nu spunem nimic nou fata de
ceea ce am discutat in sectiunea 5.2; reamintim ca pivotul se va gasi in porzitia s,
adica v = as. De asemenea, stim acum cum se realizeaza secvential partitionarea, din
P5.2.4, gi chiar paralel, din algoritmul 5.8 (in care ocupa cea mai mare parte); i, este
pozitia pivotului in secventa A. Dupa realizarea partitionarii, sortarea subsecventelor
rezultate poate decurge independent. Apelul se face cu quicksort(0,n — 1).

Algoritm paralel simplu. O paralelizare naiva a acestui algoritm ar fi urmatoarea:
un procesor partitioneaza secventa initiald A; apoi i se mai asociaza un procesor, pen-
tru a partitiona cele doua secvente rezultate; se mai adaugad doua procesoare, fiind
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acum patru secvente, etc., pana cand se obtin p secvente gi atunci fiecare procesor
sorteazd secvential (cu quicksort) o secventd. Cum pentru partitionarea de citre un
procesor a unei secvente de lungime n sunt necesare n comparatii, si presupunand ca
se obtin secvente egale la fiecare partitionare, numéarul de comparatii necesar va fi

n+n/2+n/d+...4+2n/p+n/plog(n/p) =~ n/plogn + 2n

ceea ce nu e convenabil; ganditi-va numai la cazul p = logn, care e ugor de intalnit
in practicd, si pentru care eficienta este 1/3. De fapt va fi §i mai riu, pentru ca
secventele pot fi inegale, si atunci unele procesoare vor lucra mai mult.

Quicksort pe PRAM

Quicksort bazat pe partitionare paralela. Defectul ideii de mai sus este ci nu se
efectueazad partitionarea in paralel, de catre mai multe procesoare. Pe o arhitectura
cu memorie comuna, o structura generala a unui algoritm quicksort paralel care sa
inlature acest neajuns este foarte asemanatoare cu cea a algoritmului secvential.

ALGORITM 5.21 (quicksort, forma generald paraleld pe un PRAM)
procedura pquicksort(s, d, q)
1. daca ¢ = 1 atunci
1. sorteaza secvential folosind algoritmul quicksort 5.20
2. altfel
1. cat timp s <d  {secventa este nevida}
1. alege_pivot(s,d, q)
. partitionare(s,d,i,,q) {formeaza cele doud subsecvente}
. ¢« Jqliy —s)/(d—s)] {numdr de proc. pentru secventa din stanga}
. pquicksort(s,i, — 1,q")  {sorteaza in stdnga cu ¢’ procesoare}
. pquicksort(i, + 1,d,q —q')  {sorteaza in dreapta cu ¢ — ¢’ procesoare}

U = W N

Fata de forma secventiald a mai fost adaugat un parametru, numarul de procesoare
q; initial, avem ¢ = p; apoi, dupa crearea celor doua subsecvente, procesoarele se
impart si ele in doua grupe, de marime proportionald cu lungimea secventelor; de
aici mai rezulta un avantaj al acestei abordari, anume ca se echilibreaza mai bine
eforturile procesoarelor, cel putin cata vreme ¢ nu devine foarte mic.

Partitionare paralela. Intrucat alegerea pivotului e o operatie care dureaza
putin gi poate fi facuta in multe feluri, trecem direct la punctul cel mai important:
partitionarea; de fapt implementarea sortarii rapide in paralel se reduce la un bun
algoritm paralel de partitionare, o data adoptatd forma 5.21. Cum am mentionat,
algoritmul 5.8 contine in mare masura ideile de care avem nevoie; acolo se extragea
doar una dintre cele doua secvente rezultate; aici avem nevoie de amandoua. Pe
scheletul acelui algoritm vom obtine (procesoarele participante sunt P, ..., P,_1,
dupi o eventuald renumerotare; secventa de care se ocupd un procesor este notati A;
pivotul este v = ag):
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ALGORITM 5.22 (algoritm de partitionare pe CREW PRAM, p < n, pentru proce-
sorul Py apartinand unui grup de ¢ procesoare)
procedura partitionare(s, d, iy, q)
Lom <« [(d—s)/q]
2. A se afld intre pozitiile [ = s + km gi w = min[s + (k+ 1)m — 1,d] din A
3. aplics algoritmul din P5.2.4 pt. partitionarea A = (Ay, A;), Ag < v < Ay
3’. (in plus, Py pune v pe prima pozitie in A;)
4. cp + |A0|, numirul de elemente din A mai mici decat v
5. fr < |A;|, numérul de elemente din A mai mari decat v
6. Cpr1 Zf:o ¢ §i fre1 < Zf:o fi, cu algoritmul 4.8 (suma prefixelor)
7. copiazi Ag in B, in pozitiile de la s + ¢, la dreapta (cp = 0)
8. copiazd A; in B, in pozitiile de la s + ¢, + fi la dreapta (fo = 0)
9. copiazi in A elementele corespunzitoare din B (de la [ la u)
10. daca k£ = 0 atunci ¢, < s+ ¢,

In instructiunea 2, procesorul calculeaza indicii care delimiteaza zona de care se
ocupi. Partitionarea ei si calculul pozitiilor in B ale subsecventelor locale Ag si A; se
face ca in algoritmul 5.8. La copiere, intervine o diferenti; in 8, secventele de tip A;
se copiaza intr-o zona din B care Incepe cu pozitia s+ c,; In aceasta pozitie va fi chiar
pivotul (in 3’, Py l-a pus pe prima pozitie in A;, iar acum se copiazi A; incepand
de la s+ ¢;); cum sunt ¢, = 23201 ¢ elemente mai mici decit v, aceasta este pozitia
corectd. In 9, fiecare procesor recopiazéd aproximativ m elemente din B in A, dar ele
nu sunt aceleasi cu cele detinute initial. Se observa ca se poate folosi portiunea din
B cuprinsa intre indicii s si d. Timpul de calcul este bine repartizat intre procesoare,
deci se poate estima la (d — s)/q + O(log q) primul termen fiind pentru partitionarea
secventiald, al doilea pentru suma prefixelor.

Sa consideram acum algoritmul 5.21 in care se utilizeaza partitionarea din pro-
cedura 5.22. Repartizarea procesoarelor in functie de lungimea subsecventelor face
ca termenul O(logq) si fie intotdeauna neglijabil fatd de (d — s)/q (pentru p < n);
astfel, timpul de executie al algoritmului va fi O((n/p)logn), de unde o eficienta
asimptotic egala cu 1; al doilea termen ca importanta in timpul de executie este cel
mult O(log plogn), dar mai mic decat la algoritmul 5.8 (acolo toate cele p procesoare
lucrau pe secvente din ce in ce mai mici, aici numarul de procesoare scade o data
cu dimensiunea secventei). Memoria suplimentard folositd este de n locatii, adicd o
intreaga copie a lui A, ceea ce poate insemna destul de mult.

Reducerea memoriei suplimentare. O metoda de a elimina partial acest
inconvenient va fi sugerata in continuare, pentru ci este instructiva, ideea apare in [6].
Sa presupunem ca fiecare procesor nu se ocupa de o secventa contigua, ca in algoritmul
5.22 pasul 2, ci elementele sunt impartite ciclic procesoarelor, ca in exemplul din
tabelul 5.6. In primul grup de linii marcate cu numele procesoarelor este aratata
repartizarea elementelor pe procesoare; in al doilea, ordinea locala a elementelor dupa
ce fiecare procesor aplicd o partitionare secventiald ca in P5.2.4 (pivotul este 13);
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k o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
ap |13 1 23 25 18 9 7 16 11 6 10 O 15 20 17 5
Py | 13 18 11 15

P 1 9 6 20

P, 23 7 10 17
Ps 25 16 0 )
P11 13 18 15

P 1 9 6 20

P, 10 7 23 17
P; ) 0 16 25
ap |11 1 10 5 13 9 7 0 18 6 23 16 15 20 17 25

Figura 5.6: Reducerea memoriei suplimentare prin repartizarea ciclici a secventei A.

ultima linie a tabelului arata ordinea indusd pe A de aceasta partitionare locald. Se
observia ca exista trei zone in A: una in care elementele sunt mai mici decat pivotul,
cea de la valoarea 5 in stanga; o a doua in care elementele sunt mai mari decéat
pivotul, la dreapta de 23; intre ele, o zona cu elemente amestecate. Doar pentru
aceastd zona trebuie acum ficuta o reordonare, intr-un mod oarecum aseméanator
cu partitionarea din algoritmul 5.22 (partea de dupa (2’)); nu intram in amanunte
tehnice gi ne multumim de data aceasta numai cu ideea ca modul de repartizare a
elementelor pe procesoare poate aduce neagteptate avantaje.

Quicksort pe hipercub

Sa vedem acum modul de implementare a sortarii rapide pe un hipercub, in care
fiecare procesor detine m = n/p elemente din A (p < n). Din capul locului se vede
ca algoritmul 5.21 nu poate fi folosit in litera lui datoritd alocdrii unui numar diferit
de procesoare pentru sortarea celor doua secvente rezultate dupa partitionare; pentru
o arhitectura cu memorie distribuita aceasta implica o regrupare a elementelor care
necesita multd comunicatie; mai grav, comunicatia intr-un grup de procesoare care
se ocupa de aceeagi secventa trebuie sa fie regulata; e greu de imaginat, de exemplu,
cum vor coopera 7 procesoare dintr-un hipercub cu p = 16.

Va trebui deci sa ne multumim cu o injumatatire a procesoarelor la fiecare partitio-
nare; cele p procesoare vor coopera la partitionarea secventei A in doud, apoi cate p/2
procesoare vor lucra pe fiecare din secventele rezultate, s.a.m.d. pana cand fiecare
procesor va trebui sa sorteze secventa pe care o detine. O mai slaba echilibrare a
efortului va fi compensata de facilitatea comunicatiei; am ales totugi raul cel mai
mic. Pentru ca nici acest rau sa nu fie semnificativ, e necesara ceva mai multa grija
in alegerea pivotului. Este evident care ar fi cea mai buna alegere: chiar mediana
secventei A; astfel, partitionarea s-ar face chiar la juméitate; din pacate, calcul exact
al medianei e destul de costisitor, deci ne vom multumi cu o aproximare a ei.
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(0,4) (7,3) (3 (7,6)  (5) ___ (7,6)
2 3 2 3 2 3
0 1 0 1 0 1
(5,2) (1,6)  (2,0,4) 1,3y (0,1) "7 (3,2,4)

(a) (b) ()

Figura 5.7: Exemplu de desfagurare a sortarii rapide pe un hipercub cu patru proce-
soare: (a) situatia initiald; (b) dupd comunicatia pe directia 1; (c¢) dupd comunicatia
pe directia 0.

Pe un hipercub cu p = 2¢, acest mod de operare se poate pune usor in practici. Si
spunem ca Py alege pivotul v dintre elementele locale si 1l difuzeaza tuturor. Fiecare
procesor partitioneazi secventa proprie: A = (Ay, A1) astfel incat Ay < v < A;. Pang
aici totul e banal. Acum procesoarele vecine pe directia d — 1 (care au diferit doar
primul bit al reprezentarii binare a adresei; pentru Py acest bit este k4s—;) schimba
intre ele cite o secventd, astfel incat secventele mai "mici” Ay si ajungd in jumatatea
inferioard a hipercubului (unde k;—; = 0), iar cele mai ”mari” A, in jumitatea
superioard (unde kq—1 = 1); astfel procesoarele P;, cu 0 < i < p/2 — 1, au acum
elemente mai mici decat pivotul gi deci mai mici decat cele ale oricarui procesor F;, cu
p/2 < j < p—1. In continuare, totul se repetd in cele doud subhipercuburi (He1(0),
jumétatea inferioara, si ’Hg_l (2¢=1), jumatatea superioard), in paralel; se comunica pe
directia d — 2, de aceasta data. Se procedeaza similar mai departe, la fiecare iteratie
comunicand pe directia imediat inferioara, pana la directia 0; de fiecare datd, numarul
grupurilor de procesoare care coopereaza se dubleaza, iar numarul procesoarelor dintr-
un grup se injumatateste. In final, sunt p grupuri formate dintr-un singur procesor;
atunci secventa A este sortatd la nivel mare (P; are elementele mai mici decit cele
ale lui P;, daca i < j) si fiecare procesor va avea doar de sortat secventa locala.

O ilustrare a algoritmului este prezentatd in figura 5.7, pentru p = 4 si n = 8;
elementele pivot sunt cele subliniate (primele din secventele locale); ultima fazi, de
sortare locala, nu a mai fost reprezentata.

Aceasta prima implementare a algoritmului quicksort are forma urmatoare.

ALGORITM 5.23 (quicksort pe hipercub, p = 2¢ < n, id = k)
1. pentrul=d—-1:-1:0
1. daca ultimii [ + 1 biti din £ sunt egali cu 0 atunci
1. alege pivotul v dintre elementele locale
2. difuzeazi v in H, (k)
aplica algoritmul din P5.2.4 pentru partitionarea A= (/10, 1411), Apg <v < A
3. daca k; = 0 atunci {Pj e in subhipercubul ”inferior” }

[\
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1. in paralel send(A,,l), recv(X,[)
2. A+ (Ay,X) {concateneazi secventa primitd cu cea ramasi}
4. altfel {k; = 1, subhipercubul ”superior”}
1. in paralel send(Ay,!), recv(X,[)
2. A« (A, X)
2. sorteaza secventa proprie A

Timpul de executie poate fi estimat astfel, in ipoteza unei incarciri echilibrate
(fiecare procesor are in permanenta aproximativ n/p elemente):

T(n,p) = log a+2{ a+ (7-1- ﬂ) (logn)a+(o+2£pﬂ)logp. (5.5)

Primul termen este pentru sortarea locald, iar in sumé, n/p este numarul de comparatii
necesare partitionarii, iar celalalt termen corespunde comunicatiei; am neglijat timpul
pentru difuziri, acestea facandu-se in paralel pe hipercuburi din ce in ce mai mici.
Rezultatul este promitator, comparatiile fiind perfect distribuite procesoarelor, deci
existand numai overhead de comunicatie. In practica lucrurile nu stau chiar aga; daca
alegerea pivotului nu este facuta cu atentie, nu numai ca incarcarea poate deveni
foarte inegala, dar algoritmul poate nici sa nu functioneze. De exemplu, ca un caz
extrem, daca Py alege ca pivot cel mai mic element al sau, care, intamplator, este
mai mic i decat orice element din Pya—1, dupa prima iteratie Py ramane fara nici un
element, deci nu mai poate propune un pivot (ar putea propune o valoare aleatoare,
dar asta nu are decét o logicd: si nu se blocheze executia; nici vorba de performantd);
vezi gi problema 5.4.6.

Hyperquicksort. Un algoritm asemanator, dar cu o mult mai stabild com-
portare, a fost propus de Wagar si numit hiperquicksort [26]. S& presupunem ca
fiecare procesor incepe prin a sorta secventa proprie gi sa vedem ce avantaje decurg
de aici. Alegerea pivotului este acum imediata: Py va alege elementul sdu median;
este vorba deci de mediana unui egantion de n/p elemente, care este o buni aprox-
imare a medianei secventei A. Py face difuzarea pivotului. Partitionarea este si ea
simpla; trebuie gasita pozitia pivotului in secventa locala, care este ordonaté; aceasta
se face prin cautare binara, deci rapid. Se comunici, exact ca in algoritmul prece-
dent, secventele ”mici” in jumatatea inferioara a hipercubului si secventele ”mari”
jumatatea superioara. Fiecare procesor va avea acum doua secvente ordonate, pe care
le interclaseaza, pentru a avea din nou o secventa ordonata. Dupa care se continua
in cele doud subhipercuburi, apoi in patru, etc., structura comunicatiei fiind aceeasi
ca la algoritmul dinainte. Toate aceste consideratii ne conduc la:

ALGORITM 5.24 (Wagar) (hiperquicksort, pe hipercub, p = 2? < n, id = k)

1. sorteazi secventa locald A
2. pentrul=d—-1:-1:0
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1. daca ultimii [ + 1 biti din k£ sunt egali cu 0 atunci
1. alege mediana secventei locale A ca pivot v
2. difuzeazi v in H, (k)
2. partitioneazi A = (Ag, 4,), Ag < v < Ay, prin ciutare binara
3. daca k; = 0 atunci {Pj e in subhipercubul ”inferior” }
1. in paralel send(A,,l), recv(X,I)
2. A+ AyLX {interclaseazi secventa primiti cu cea ramasi}
4. altfel {k; = 1, subhipercubul ”superior”}
1. in paralel send(Ay,!), recv(X,[)

Facand din nou ipoteza unei incircari echilibrate (mult mai aproape de realitate,
acum), timpul de executie este

n. on = n on n n
T(n,p) ’ log pa+ ; [(log ’ + p)a + (o + QPB) (logn)a+ (o + QPB) log p.
(5.6)
O comparatie rapida cu relatia (5.5) ne dezviluie un singur termen in plus, in suma,
cel corespunzitor cautarii binare, de log(n/p), pe care-l putem i neglija, de altfel.
In rest, sortarea locald este ficutd tot o singurd data, comunicatia este aceeasi, si,
coincidentd placuta, partitionarea unei secvente neordonate (de lungime n/p) din
algoritmul 5.23 are aceeasi complexitate ca interclasarea a doua secvente (de lungime
aproximativ n/(2p)) in hiperquicksort. Astfel algoritmul hiperquicksort are aceeagi
complexitate, in cel mai bun caz, ca gi algoritmul 5.23, dar o va atinge cu probabilitate
mult mai mare decat acesta din urmé. Este si motivul pentru care a fost preferat; de
asemenea, el este si relativ simplu.

n
p

5.4.3 Sortare echilibrata

Algoritmii de sortare pentru arhitecturi cu memorie distribuits inspirati de quicksort
au, dupa cum am am vazut, un dezavantaj: procesoarele nu au acelagi numar de
operatii de efectuat, de unde existenta unui overhead de incircare inegala.

Vom prezenta in aceastd sectiune un algoritm, preluat din [1] care inlatura acest
dezavantaj, desigur, cu pretul unor operatii suplimentare. Notam cu A secventa de
sortat, de lungime n gi cu Aj, secventa locald procesorului Py, de lungime m = n/p.
Primul lucru pe care-1 face fiecare procesor este si-si ordoneze secventa locala.

Ideea: multiselectie si schimb complet. Si incercim sa facem astfel incat
procesorul P, sa aiba cele mai mici m elemente, P, pe urmatoarele m, etc. Dupa
aceea va fi suficienta o noua sortare locala. Pentru aceasta este necesara parcurgerea
urmatoarelor etape:

1. Se efectueaza selectia elementelor din pozitiile im, cui = 1,...,p—1, in secventa
A ordonaté; sunt necesare p— 1 astfel de elemente, notate v;, pentru a partitiona
A in p secvente.
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2. Fiecare procesor imparte secventa locala in p parti, in concordanta cu cheile v;;
i.e. Py gasegte subsecventele A} ale lui A;, astfel incat A}c_l <wv; < AL

3. Procesorul P, colecteaza secventele A;“ de la celelalte procesoare; pe ansamblu,
aceasta este o operatie de schimb complet. In acest moment, P, detine toate
subsecventele pentru care vy, < Af < v, adica exact m elemente, cele dintre
pozitiile km si (k+ 1)m — 1, in secventa A ordonata (pentru rigurozitate, vy =
—00).

Algoritm de multiselectie. Am vizut in sectiunea 5.2 un algoritm de selectie
a unei valori pentru arhitecturi cu memorie distribuitd. Acum insid este vorba de
selectia a p — 1 valori; desigur ca aceste valori ar putea fi selectate una dupa alta,
aplicand de p — 1 ori succesiv algoritmul 5.9. Sa vedem insid dacd nu se poate face
totul in paralel.

In algoritmul 5.9, unul dintre procesoare avea rolul conducator: era cel care, in
instructiunea 2.2, alegea unul singur dintre cei p candidati la selectie; in acest timp,
restul procesoarelor erau inactive. Vom executa de p — 1 ori in paralel algoritmul
5.9, procesorul Pj, avand rolul conducator in cdutarea valorii vg. Pentru o mai buna
intelegere, rescriem detaliile algoritmului 5.9 si, in cadrul sau, ale algoritmului 5.5 de
calcul al rangului. Notam A variabila locald in care P, stocheaza Aj.

ALGORITM 5.25 (Abali) (determind cheile de partitionare a secventei A sortatd local
in p subsecvente egale, pe MIMD cu memorie distribuita, mp = n, id = k)
1. pentrui=1:p—-1
1. 8; ¢ 0,di &~ m —1, ¢; < Q|ym/p| (co & NIL), i < =1
2. cat timp r; # im, pentru cel putinun i, 1 <i<p-—1
1. schimb complet: P, primegte candidatii ¢, de la celelalte procesoare
Py, elimina valorile NTL, ordoneaza restul candidatilor gi alege vy mediana lor
difuzare generala: P, trimite tuturor valoarea vy
pentrui=1:p—1
1. [ + rangul lui v; in A
2. r; < suma globali a valorilor [ (cu algoritmul 4.4)
3. daca r; # im atunci
1. daca r; < im atunci s; < cel mai mic indice pentru care as;, > v;
2. altfel d; < cel mai mare indice pentru care a4, < v;
3. daca s; < d; atunci ¢; < a5, 14;)/2)
4. altfel ¢; + NIL

=N

Se observa transformari tipice in comunicatia globala atunci cand se simetrizeaza
un algoritm: 1n instructiunea 2.1, colectarea s-a transformat in schimb complet, in
2.3 difuzarea in difuzare generala. La pasul 2.2 toate procesoarele lucreaza acum in
paralel. La ceilalti pasi totul se repeta de p — 1 ori. Sd remarcam ca Py are o pozitie
speciala; din cauza ca nu se cauta o cheie vy, el primeste numai valori NIL, deci este
practic inactiv.
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Sa vedem cum se modifica timpul de executie. Ne referim tot la hipercub. Fata
de algoritmul 5.9, toate complexitatile se inmultesc cu p, mai putin la pasul 2.1, unde
O(p) se transforma in O(plogp), si la pasul 2.2, unde ramane valabil O(p). In total,
cu aceleasi consideratii asupra numarului de iteratii, putem aprecia timpul de lucru al
algoritmului la O(plog® n) pentru operatii aritmetice (comparatii) si la O(plog plogn)
pentru comunicatie. Cu toate c& algoritmul 5.9 necesitd O(log? n) operatii, se poate
spune ci algoritmul 5.25, desi de complexitate O(plog®n), nu implics de p ori mai
multe operatii, ci ceva mai putine.

Algoritmul de sortare echilibrata este urmaétorul.

ALGORITM 5.26 (sortare echilibratd, pe MIMD cu memorie distribuitd, mp = n,
id=k)

1. sorteaza secventa locala Ay
aplicd algoritmul 5.25 pentru gasirea cheilor de partitionare vy,...,v,-1
separd Ay in secvente AL, cu 0<i<p-—1,a.l. Af;l <wv; <AL
schimb complet: P, colecteaza Af de la celelalte procesoare P, (0 <1 <p—1)
ordoneaza cele p secvente AF (0 <1 <p-—1),
prin interclasare dupa un arbore binar

Cul W

La pasul 3 separarea secventei locale in p parti se poate face fie prin p — 1 cautari
binare ale porzitiilor cheilor vy,...,vp_1, in timp O(plog(n/p)), fie printr-o simpld
parcurgere secventiald a secventei locale (ca la interclasare, secventa (v;) fiind si ea
ordonata) in timp O(n/p). La pasul 4, considerand ca lungimea medie a mesajelor
este n/p?, timpul necesar schimbului complet va fi O((n/p)logp).

La pasul 5, fiecare procesor P detine elementele din pozitiile de la km la (k +
1)m — 1 in secventa A sortatd, deci exact cele care ii trebuiau, dar sub forma a p
secvente, fiecare ordonata crescator. Pentru a profita de aceasta structurd, se poate
face o interclasare dupa un arbore binar: cele p secvente se interclaseaza cate doua,
obtindndu-se p/2 secvente care, la randul lor, se interclaseaza cate doud, etc. (este
un algoritm asemanator sortarii prin interclasare, doar ca acolo secventele sunt de
lungimi egale). La fiecare injumatatire a numarului de secvente, deoarece numarul
total de elemente este n/p, se fac cel mult n/p comparatii; deci, in total, O((n/p) log p)
comparatii, semnificativ mai putin decat pentru o sortare obignuita.

Sumand, obtinem pentru algoritmul 5.26 de sortare echilibratd un numar de
comparatii de O((n/p)logn + plog®n) si un timp de comunicatie de O((n/p)logp)
(dacd (n/p)logp > plogplogn, adica p? < n/logn, ceea ce poate fi rezonabil); cea
mai mare pondere o au sortarea locala initiala gi gasirea cheilor de partitionare. Tim-
pul de executie al acestui algoritm depinde in destul de slaba masura de ordinea din
secventa A. Comparatii experimentale intre el i hiperquicksort au aratat ca, pentru
o repartitie uniforma a elementelor din A, hiperquicksort se comportd mult mai bine;
pentru diverse ordini particulare, cum ar fi de pilda cea in care 4; < A; pentru i < j,
dar A; nesortate, sortarea echilibrata are o executie mai rapida.
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Sortare cvasi-echilibrata. Trecem acum la un algoritm care, fara a realiza o
incarcare perfect echilibrata a procesoarelor, furnizeaza mijloace pentru ca dezechili-
brul sa nu fie prea mare; el a fost publicat in [24].

Algoritmul 5.26 cduta cheile vy,...,v,_1 aflate pe pozitiile m,...,(p — 1)m in
secventa sortata A. In locul determin&rii precise a acestora se pot cauta chei care sa
se afle aproape de pozitiile dorite. Ideea prezentata in continuare este foarte intuitiva;
vom arata ca ea conduce la rezultate promitatoare.

Descriere generala. Ca de obicei, fiecare procesor ordoneaza secventa locala.
Apoi, din fiecare din aceste p secvente sunt extrase p — 1 egantioane; in mod natural,
sunt alese cele din porzitiile |im/p|, cu i = 1,...,p — 1; dacd v& amintiti, acestea
sunt chiar valorile propuse de procesoare ca prim set de candidati in pasul (1) al
algoritmului 5.25. Se obtin in total p(p — 1) valori, intr-o secventd pe care o vom
boteza Y. Se sorteazd Y si se aleg cele p — 1 chei de partitionare, iarasi destul de
natural, ca fiind cele din pozitiile i(p — 1), cu 1 < ¢ < p — 1 (se mai pot alege, de

exemplu, cele din pozitiile p/2, p/2+p, ..., p/2+ (p — 2)p, adicd mediana celor mai
mici p chei, mediana urmétoarelor p, etc.). Dupd care totul decurge ca in algoritmul
5.26: fiecare procesor partitioneaza secventa proprie in acord cu vy, ...,v,_1, urmeaza

un schimb complet in care un procesor colecteaza subsecvente cu aceeasi pozitie in

secventele locale si le sorteaza apoi prin interclasare dupa un arbore binar.
Proprietati. Sa vedem acum cat de echilibrata este incarcarea procesoarelor;

aceasta este dictata de numarul de elemente care ajung in final la un anumit procesor.

PROPOZITIA 5.5 In secventa A ezistd cel pupin [i(p — 1) + 1lm/p elemente mai mici
decdt v; i cel putin (p —i)(p — 1)m/p elemente mai mari decdt v;.

Demonstratie. v; este elementul din pozitia i(p — 1) in secventa egantioanelor Y;
agadar sunt i(p — 1) elemente in Y mai mici decat v; si p(p—1) —i(p—1)—1 =
(p —i)(p — 1) — 1 elemente mai mari. Dar fiecare element din Y poate fi privit ca
reprezentantul a m/p elemente mai mici decat el; in plus, existd m/p elemente mai
mici decat v; in secventa locald din care provine acesta, al caror reprezentant este v;;
cu totul, [i(p — 1) + 1]m/p elemente mai mici decat v;. La fel de bine, un element din
Y este reprezentantul a m/p elemente mai mari decét el, de unde (p —i)(p — 1)m/p
elemente mai mari decat v;. [ |

PROPOZITIA 5.6 Numarul de elemente x din A pentru care v;i_1 < x < v; este de cel
mult 2m.

Demonstratie. Pentru 1 <i < p — 1, numarul de elemente mai mari decat v; este
cel putin (p—1i)(p—1)m/p, iar numarul de elemente mai mici decat v;_1 este cel putin
[(i —1)(p — 1) + 1]m/p; numarul de elemente a cdror valoare este intre v;—; §i v; va
ficelmult n —[(p—i)(p—1)+ (@ —1)(p—1) + 1]Jm/p=2m — 2m/p < 2m. Se poate
verifica imediat ca propozitia este adevarata si in cazurile i = 0 gi ¢ = p. |

PROPOZITIA 5.7 Propozitia 5.6 ramane valabild i daca v; = yp o4 (i-1)
p—1.

prcul<i<
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Cum elementele x € A pentru care v;—1 < x < v; au destinatia finala P;_, din
propozitia 5.6 rezulta cd un procesor va detine mai putin de 2n/p elemente; deci, in
cel mai rau caz, de doua ori mai multe decat a avut initial.

Multiselectie aproximativa. Algoritmul de sortare va fi deci identic cu 5.26, cu
singura mica (dar importanta) diferenta ca, la pasul 2, gasirea cheilor de partitionare
se face cu un alt algoritm. Pe o arhitecturda cu memorie distribuita, detalierea acestui
pas ar putea fi urmatoarea.

ALGORITM 5.27 (Shi) (determind cheile de partitionare a secventei A sortatd local
in p subsecvente de lungime < 2m, pe MIMD cu memorie distribuita, mp = n, id = k,
A secventa local)

1. formeaza secventa X = (@|jm/p| |1 =1,...,p— 1)

2. colectare: P, colecteaza secventele X si le concateneaza in secventa Y

3. Py sorteaza Y si extrage v; = y;(p—1) (52U v; = Yp 24 (i-1)p), cu 1 <i <p—1

4. difuzare: P, trimite tuturor valorile v;

Colectarea si difuzarea dureaza O(p?), respectiv O(plogp) (mesajele au lungime
p — 1), iar numarul de comparatii este cel necesar sortarii secventei Y, deci p? log p?
dacd aplicim un algoritm uzual de sortare, sau, daca tinem seama de faptul ca
secventele Y sunt ordonate, p? log p aplicAnd sortarea prin interclasare dup# un arbore
binar. Se vede deci ca sortarea este cea care consumi cel mai mult timp. Problema
P5.4.11 arata cum se poate imbunatati acest timp.

Considerand acum complexitatea algoritmului (s&-1 numim de sortare cvasi-echili-
bratd) 5.26 combinat cu algoritmul 5.27 (Shi), vom constata cd ea nu se modifica
decat la pasul 2, aga cum am aratat. La pasul 5, daca partitionarea este aproape
echilibrata, putem aprecia ci se fac tot (n/p) log p comparatii; in cel mai riu caz, cand
exista secvente de lungime aproape 2n/p, vor fi de doud ori mai multe operatii (dar
numai daca existd p/2 partitii de lungime 2n/p si p/2 de lungime 0, iar la interclasare
se combind cele lungi intre ele, la fiecare pas). In medie sunt O((n/p)logn + plogn)
comparatii iar timpul de comunicatie este O((n/p)logp).

Algoritmul de sortare cvasi-echilibrata (Shi) este ugor adaptabil pentru o arhitec-
tura cu memorie comuna.

5.4.4 Sortare bitonica

Algoritmul de sortare ce va fi prezentat in continuare este un exemplu tipic de algo-
ritm paralel, care nu se inspira in nici un fel din cele secventiale (avand, de altfel, o
complexitate secventiald mai mare de O(nlogn)). El este datorat, ca idee, lui Batcher
[2].

Definitii si proprietati. Fie A = (ag, a1, .- .,an—1) secventa de ordonat. Pentru
i1 =1,2,...,n—2 vom spune ca a; este un minim local daca a;_; si a;+1 sunt amandoua
mai mari decat a; §i ca a; este un maxim local daca a;—1 $i a;4+1 sunt amandoua mai
mici decét a;. Secventa A este unimodald daca are cel mult un element care este minim
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Figura 5.8: Secvente (a) unimodald (cu minim) (b) bitonica.

local sau maxim local si bitonica daca este o rotatie a unei secvente unimodale; vezi
figura 5.8. Urmatoarea lema deschide calea catre algoritm.

LEMA 5.1 (Batcher) Fie A = (ag,a1,...,a2n_1) 0 secventd bitonicd de lungime pard.
Se definesc secvengele m(A) si M(A) astfel:

m(A) = (min(ag, an), min(ar,any1), -.., min(ay—1,asn—1))

M(A) = <ma‘X(a’07 G,N), ma‘X(a’la a’N+1)7 R ma‘X(a’N—la a2N—1)>-

Atunci secventele m(A) gi M(A) sunt bitonice gi orice element din m(A) este mai
mic decdt orice element din M(A).

Demonstragie. Putem presupune ca secventa A este unimodala si contine un minim
local; intr-adevir, daca A este rotitd cu p pasi la stanga (dreapta), atunci si m(A),
M(A) vor fi rotite cu p pasi la stdnga (dreapta), deci igi vor pastra proprietatea de
bitonicitate; pe de alta parte, din orice secventa bitonica se poate obtine prin rotatie
o secventd unimodald cu minim (vezi problema 5.4.12).

Fie a; minimul local din A. Sa presupunem ca j < N (dacd j > N, consideram
secventa A in ordine inversd, ceea ce inverseaza ordinea in m(A), M(A), dar nu
modifica bitonicitatea sau unimodalitatea).

Fie k indicele pentru care: ay > an, ..., Gg—1 > AN+k—15 Ok < ANtks -5
an—_1 < asy_1- Este evident ca 0 < k < j. Atunci

m(A) = (aN, vy ON4E—1y Qky Qf41y---, aj, aj+1, ey aN,l)
este o rotatie a secventei {(ag, Qgt1,.--, Ajy Qjglyeeny GN—1, ANyeo -, ANk—1) care
este unimodald (cu a; minim), deci m(A) este bitonica.
M(A) este o rotatie a secventei unimodale (ag,...,ak_1,aN+k,-.-,02n—1) (cu

G_1 sau ay4j minim).

Pe de alta parte, pentru orice z € M (A), y € m(A) sunt adevirate inegalitatile
T > ap—1 sau T > anik, Y < ap sau y < anyg—1; in plus, avem: ap_; > ag,
anikr—1 < anyr (din unimodalitate) si ax—1 > antr—1, ar < aytr (din ipotezele de
mai sus); agadar obtinem z > y. [ |
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Figura 5.9: Sortare bitonicd pentru 8 procesoare.

Ideea sortirii bitonice. Algoritmul decurge in doi pagi. Intéi se transformi
A intr-o secventa bitonica, apoi aceasta este sortatd folosind rezultatul lemei: se
formeaza secventele bitonice m(A) si M (A), dupd care se sorteaza m(A) gi M(A),
ceea ce poate fi facut in paralel.

Revenind la primul pas, sa observam ca din concatenarea unei secvente descresca-
toare cu una crescatoare se obtine o secventa bitonica. Pornind de la o secventa de
n elemente, aceasta poate fi privita ca listd de n/2 secvente bitonice de lungime 2,
din care se poate construi o lista de n/4 secvente de lungime 4, apoi o lista de n/8
secvente de lungime 8, si agsa mai departe pana cand se obtine o secventa bitonica
de lungime n. Pentru a transforma o listd de n/2¢ secvente bitonice de lungime 2°
intr-o listd de n /2! secvente bitonice de lungime 2! este suficient s& se ordoneze
secventele de lungime 2° alternativ descrescitor si crescator, utilizand algoritmul de
sortare a unei secvente bitonice (sau un alt algoritm, pe care-1 vom prezenta mai jos,
mai eficient in executia secventiald).

Retea de sortare bitonica. In figura 5.9 sunt prezentate comparatiile care
se efectueaza intr-o arhitectura cu 8 procesoare, sub forma unei retele de sortare; o
sageata indica operatia efectuata de un procesor: comparatie urmata de o eventuala
interschimbare; elementul mai mare va fi in pozitia indicatd de varful sagetii. Se
observa ca permanent gradul de paralelism este n/2 (au loc n/2 comparatii in paralel).

S& deducem complexitatea algoritmului. Daca B(n) este numéarul de comparatii
necesar pentru sortarea unei secvente bitonice folosind n/2 procesoare, atunci B(2*) =
i (din lema lui Batcher). Atunci timpul de sortare a unei secvente oarecare este

logp

T(n)= ZB(T) =14+2+...+logp = O(log® p)
i=1

pe un EREW PRAM (nu exista conflicte nici la scriere, nici la citire). Costul algorit-
mului este deci O(nlog?n); cum costul secvential este O(nlogn), se pune problema
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daca algoritmul lui Batcher poate fi imbunatatit; raspunsul este pozitiv: se poate con-
strui un algoritm paralel de sortare in O(log n), folosind n/2 procesoare, dar constanta
ascunsa de O(-) este imensa. Practic, algoritmul lui Batcher raméne deocamdata op-
tim.

Sortare bitonica pe hipercub

Cazul p = n. Si vedem cum se poate implementa algoritmul pe o arhitectura cu
memorie distribuita, mai precis pe un hipercub. Consideram intai cazul in care exista
un singur element pentru fiecare procesor: p = n. Daca ne uitam putin pe figura 5.9,
imaginandu-ne acum ca fiecare linie reprezinta un procesor, observam ca un procesor
k comunica doar cu procesoare k + 2%, dar intotdeauna astfel incat intr-un hipercub
au loc doar comunicatii intre vecini. Algoritmul este urmatorul:

ALGORITM 5.28 (sortare bitonicd pe hipercub, p = n = 27, id = k)
1. pentrul/=0:d—-1
1. pentrut=17:-1:0

1. daca k;+1 =0 atunci
1. daca k; = 0 atunci exch(k, k + 2¢)
2. altfel exch(k — 2%, k)

2. altfel {k 1 =1}
1. daci k; = 0 atunci exch(k + 2 k)
2. altfel exch(k,k — 2%)

Singura problema este stabilirea sensului in care se fac interschimbarile; mecanis-
mul din algoritm este ugor de inteles daca observam ca, la pasul [, elementul dintr-un
procesor k face parte dintr-o secventa care trebuie ordonata crescator daca bitul [ + 1
al reprezentarii binare a lui k este 0 si descrescator daca acesta este 1 (prin conventie
ki1 = 0). Pentru un [ fixat, interschimbadrile se fac astfel incat, pentru o pereche
de procesoare Py, P; (cu k = j £ 2%) care face interschimbare, elementul mai mic s&
ajunga in procesorul cu numar mai mic daca se ordoneaza crescator gi in procesorul
cu numar mai mare daca se ordoneaza descrescator.

Complexitatea acestui algoritm este clar ld;()l Zi:o 0(1) = O(log” p), la fiecare
pas avand loc o comunicatie intre vecini si o comparatie.

Cazul p < n. Ar fi naiv si invocdm principiul lui Brent si deci (pe un PRAM)
sa pastram algoritmul neschimbat, modificand doar alocarea procesoarelor; timpul de
executie ar fi de O((n/p)log” p), ori trebuie si tindem citre O((n/p)logp) pentru a
spera o eficienta apropiata de 1.

Raméanem in cadrul arhitecturilor cu memorie distribuita. Sa presupunem ca
fiecare procesor se ocupd de m = n/p elemente. In primul rand, fiecare procesor
Py, sorteazd elementele sale intr-o secventd Ay crescatoare dacd k este par gi de-
screscitoare dacd e impar; aceasta dureazi O((n/p)log(n/p)). In continuare, se poate
aplica algoritmul de sortare bitonicd, inlocuind elementele a; cu secvente ordonate A;,
toate de aceeagi lungime; formarea secventelor de tipul m(A) si M (A) se face simplu,
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min(A4;, 4;) fiind acum o secventd obtinutd prin alegerea fiecarui minim dintre ele-
mentele aflate pe aceeasi pozitie in secventele A;, A;. Si totusi mai trebuie adaugat
ceva.

Sa exemplificim pentru un grup de 4 procesoare; presupunem cé secventa (Ao, A1)
este ordonatd crescator (adicd Ag si A; sunt fiecare ordonate crescator si, in plus,
Ap < Aj) si cd secventa (As, A3) este ordonata descrescator. Deci secventa A =
(Ao, A1, As, A3) este bitonica (chiar unimodald); in algoritmul de sortare bitonicd
aceasta este situatia dupd primul pas (I = 0 in algoritmul 5.28, vezi si figura 5.9).
Urmeazd acum operatiile (pasul al doilea pentru cele patru procesoare):

A[) <« miH(Ao, A2) A1 — Hlin(Al,A3) A2 — maX(Ao, A2) A3 <« max(Al, A3)
A() — min(AO, Al) Al — maX(A(), Al) AQ — min(A2, A3) A3 — max(Ag, A3)

Lema lui Batcher ne asigura ca Ag < A; < Ay < Ajz; dacid ar fi vorba doar
de elemente (adicd |A4;] = 1) am fi satisfacuti cu atat; problema e cd elementele
din nici un A; nu sunt ordonate crescator. Deci, pentru ca secventa A sa fie global
ordonatd, mai trebuie ordonate (incd o data) elementele din fiecare A;. Din fericire
nu trebuie sa mai pierdem O((n/p)log(n/p)) pentru aceasta; aceeasi lema ne spune
ca secventele A; sunt bitonice; ori ele pot fi ordonate mai repede (dar nu aplicand
sortarea bitonici—aceasta conduce la un timp si mai mare: O((n/p)log?(n/p)); aici
ne-ar aduce respectarea ad litteram a principiului lui Brent).

Sortarea secventiald a unei secvente unimodale. (Sortarea unei secvente
bitonice este lasatd ca exercitiu.) O secventd unimodald cu minim este compusi
din doua subsecvente, una descrescatoare, alta crescatoare. Daca o privim pe cea
descrescatoare in sens invers, obtinem una crescatoare. Secventa sortata se obtine prin
interclasarea celor doud subsecvente crescdtoare, deci in timp O(n/p); mai detaliat:
cel mult log(n/p) pentru gasirea minimului gi cel mult n/p pentru interclasare.

ALGORITM 5.29 (sortarea secventei unimodale A cu minim, secvential)
1. gaseste j, indicele elementului minim
2. interclaseazd (a;,aj_1,...,a0) CU (Aj41,Qj42,- .., Qm—1)
Sortare bitonica pe hipercub. Putem scrie acum algoritmul de sortare bitonica
pe un hipercub, in cazul general; notdm A’ secventa pe care o primeste la un moment
dat Py, de la un vecin al sau (sunt necesare deci n/p locatii de memorie suplimentare).

ALGORITM 5.30 (sortare bitonica pe hipercub, p = 2¢ < n, varianta 1, id = k)
1. sorteaza elementele din Ay, crescator daca ko = 0, descrescator daca kg = 1
2. pentrul=0:d-1
1. pentru¢=17:-1:0
1. in paralel send(Ay,i), recv(A’, 1)
2. daca kjy1 = k; atunci Ay + min(A4y, A")
3. altfel Ay < max(A4;, A")
4. sorteazd secventa bitonica Ay, crescator daca ki1 = 0,
descrescator daca kj41 =1
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Numarul de comparatii efectuat de acest algoritm este (termenul 2n/p corespunde
complexitatii sortarii unei secvente bitonice, vezi problemele)

d—1 !
n n 2n n n n n n
—log=+> [ =+> —|~-logn+—logp+-log’p=0(=logn) (5.7)
p TP G\ p P p p 2p p

si deci obiectivul propus a fost atins. In ce priveste comunicatia, aceasta ocupa timpul

U
=

l
Y o+ gm = (0 + gm log® p = 0(glog2p>.

l =0

i
o

Se poate concluziona ca algoritmul propus are o eficienta asimptotic egald cu 1.
Vom vedea ca se pot gasi algoritmi cu o complexitate mai buna a comunicatiei, deci
cu un overhead datorat comunicatiei mai mic. In ce priveste overhead-ul de incarcare
inegala, algoritmul 5.30 sta foarte bine: procesoarele au aceeagi cantitate de operatii
de efectuat; singura etapa la care pot interveni diferente—insa nesemnificative—este
cea de ordonare locala a secventelor bitonice.

Alt algoritm de sortare bitonica. Sa deducem acum o varianta mai simpla
si mai eficienta a sortarii bitonice pe hipercub. Pentru claritate, s precizam cativa
termeni. Spunem ca, in secventa A = (Ag,...,Ap_1), A; este un minim local daca
A; < Ajoq i A; < Aiqq; definitia este aceeasi ca pentru cazul in care A; ar fi elemente,
doar semnificatia semnului < s-a schimbat. In continuare, notiunile de unimodalitate
si bitonicitate se definesc la nivel de subsecventa la fel ca la nivel de element.

In definirea secventelor m(A) si M(A), subsecventele componente au forma
min(A4;, A;), respectiv max(A;, A;); observatia esentiald este c&, in acest fel, secventele
m(A) si M(A) sunt definite in mod wunic din punct de vedere al elementelor compo-
nente (nu si al ordinii lor, evident). Indiferent de ordinea elementelor in interiorul
unei subsecvente, dacd A este bitonici la nivel de subsecvente, atunci m(A) si M(A)
din lema lui Batcher vor fi bitonice la nivel de subsecvente. Atunci nu mai trebuie sa
avem grija ca secventa A sa fie In permanenta bitonica la nivel de element, aga cum
am facut in algoritmul 5.30, ci doar bitonica la nivel de subsecventa.

Mai rdmane de stabilit metoda de obtinere a subsecventelor de genul min(A;, A;).
Ideea cea mai la indeména e de a tine in permanenta secventele A; sortate crescator,
si de a obtine minimul prin interclasare. In acest fel, daca secventele A;, A; au
fiecare cate m elemente, subsecventa minim se calculeaza cu doar m comparatii si
este ordonata crescator.

Toate aceste consideratii ne arata ca putem aplica foarte bine algoritmul 5.28 si
in cazul p < n, cu doua amendamente: elementele locale unui procesor sa fie initial
sortate crescitor gi operatiile de tip exch(i, j) sa fie acum la nivel de subsecventa si
sa fie efectuate aga cum a fost descris in sectiunea dedicata interclasarii.

ALGORITM 5.31 (sortare bitonica pe hipercub, p = 2¢ < n, varianta 2, id = k)
1. sorteaza crescitor elementele din A (locale)
2. apeleaza algoritmul 5.28, cu exch() la nivel de subsecventa
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Numarul de comparatii efectuat de acest algoritm este

d—1 1
n, n n_ n n . o
T(n,p) = —log — + — =~ —logn+ —1lo 5.8
(p)pgpzz S logn + 5~ log”p (5.8)

[=0 i=0

gi se dovedegte mai mic decét cel din (5.7). Deci, nu numai ca algoritmul 5.31 este
mai simplu decat 5.30, dar are gi un numar de comparatii mai mic; in ce privegte
comunicatia, algoritmii implica acelagi efort.

Vom vedea, in problema 5.4.16, ca efortul deducerii algoritmului 5.30 nu a fost
totusi inutil. In cazul memoriei partajate, acesta este cel mai eficient.

5.4.5 Sortare prin interclasare

Algoritm secvential. Sortarea prin interclasare (mergesort) are o descriere recur-
siva foarte scurtid: se imparte secventa A in doud jumatati, se sorteaza fiecare dintre
ele gi apoi se interclaseaza secventele ordonate; injumatatirea secventelor are loc pana
cand lungimea secventelor este 1, deci ele sunt fiecare ordonate.

ALGORITM 5.32 (mergesort, forma generald secventiali)
procedura mergesort(s,d)
1. cat timp s #d  {secventa are mai mult de un element}
1. z+ |(s+d)/2] {pozitia mediani}
2. mergesort(s,z) {sorteazi prima jumaitate}
3. mergesort(x + 1,d)  {sorteazd a doua juméatate}
4. interclaseazd A(s:z) cu A(x+1:d) {cele doud jumatati}

Daca nu va place descrierea recursiva, puteti gandi altfel: se interclaseazi n/2
perechi de secvente de un element, apoi n/4 perechi de secvente de doud elemente, etc.
Complexitatea secventiald a algoritmului respectd T'(n) < T'(n/2) +n (interclasarea a
doud secvente de lungime n/2 se face cu cel mult n comparatii), deci T'(n) < 2nlogn.
Sortarea prin interclasare implicd de doua ori mai multe operatii decat quicksort, in
cazul cel mai favorabil pentru acesta din urma; marea deosebire in ce priveste timpii
de executie este ca pentru mergesort variatiile sunt destul de mici, deci 2nlogn este
o buna aproximare, in timp ce pentru quicksort sunt mai mari. Totusi, in general,
quicksort este mai rapid.

Algoritmi pe PRAM. Din forma algoritmului 5.32 se vede ca o varianta paraleld
a sa necesita numai un bun algoritm paralel de interclasare. Altfel, toate interclasarile
de secvente de aceeasi lungime pot decurge in paralel, incepand de la cele n/2 inter-
clasari de secvente de lungime 1, gi pana la unica interclasare de secvente de lungime
n/2. Este acelasi gen de paralelism ca si la quicksort, numai ca aici gradul mare de
paralelism este la inceput, dimensiunile secventelor de interclasat crescand, in timp
ce la quicksort era invers: prin partitionare se obtineau secvente din ce in ce mai mici;
mai exista o diferentd; aici dimensiunile se dubleaza dupa fiecare interclasare, in timp
ce acolo subsecventele obtinute prin partitionare nu erau egale.



176 CAPITOLUL 5. SORTARE SI PROBLEME CONEXE

Din punct de vedere teoretic, pe un CREW PRAM, folosind O(n) procesoare,
putem aplica pentru interclasare algoritmul Valiant 5.11; cu acesta, pentru inter-
clasarea a dou# secvente de lungime ¢ cu O(t) procesoare este nevoie de O(loglogt)
comparatii. Deoarece pe tot timpul sortarii prin interclasare suma elementelor din
secventele care se interclaseaza in paralel este n, rezulta ci sunt necesare O(n) pro-
cesoare. Numadrul de comparatii va fi O(loglog1 + loglog2 + ... + loglog(n/4) +
loglog(n/2)), unde fiecare termen corespunde unui nivel de recursie (primii sunt evi-
dent gresiti, primul chiar matematic absurd; ei pot fi oricum neglijati, ca fiind mici;
am vrut sa fie subliniatd dimensiunea secventelor de interclasat); efectudnd suma (vezi
P5.4.20) se obtine o complexitate de O(logn loglogn) pentru problema sortarii. Cos-
tul acestui algoritm nu este totusi optim, ci O(nlognloglogn); existd un algoritm
optim, care asigura sortarea in timp O(logn), cu O(n) procesoare, dar el este destul
de complicat; totusi, se bazeaza tot pe interclasare.

In cazul p < n, pe un CREW PRAM se poate aplica algoritmul de interclasare
5.16 (Xiong). Fiecare procesor sorteazd secvential cele m = n/p elemente ale sale.
Apoi, procesoarele se grupeaza cite doud pentru a interclasa doua secvente de lungime
m, cate patru pentru a interclasa secvente de lungime 2m, cate opt pentru a interclasa
secvente de lungime 4m, etc. Timpul necesar acestor operatii este

n n 1 27 2i " tm /2t
T(n,p) = ZlogZ+ Y57 [221m 4 o822 @)t O(loglogp)

(5.9)
Zlogn + 1023 log 21og p + O(log ploglog p).

Primul termen este pentru sortarea secventiald, iar cei din suma sunt luati din (5.4).
Pentru p mic, eficienta acestui algoritm va fi foarte buna.

Cazul memoriei distribuite. Dupa cum am vazut in sectiunea dedicata in-
terclasarii, pe o arhitectura cu memorie distribuita nu exista un algoritm eficient
pentru a rezolva aceasta problema. Pe un hipercub, dupa sortarea secventelor lo-
cale, doar prima etapa de interclasare decurge usor, cea in care perechi procesoare
isi interclaseaza secventele locale printr-un exch(); apoi ar urma ca grupuri de patru
sa interclaseze doua secvente ordonate distribuite pe cate doua procesoare, grupuri
de opt sa interclaseze secvente ordonate distribuite pe patru procesoare, etc. Nu se
poate obtine un mod eficient de comunicatie (sau, cel putin, el nu a fost gasit pana in
prezent). Dacd nu ati facut-o deja, vedeti acum problema 5.4.17 pentru o frumoasa
retea de sortare prin interclasare, si pentru comunicatia pe care ar implica-o intr-un
hipercub.

5.4.6 Ce algoritm de sortare alegem ?

Am prezentat o multime de algoritmi care rezolva aceeagi problemd, fiecare in alt
mod; si sa nu va inchipuiti ca acegtia sunt toti. Pe care dintre ei il alegem ? De ce
nu ne-am multumit sd descriem unul singur, cel mai bun ?

Sa restrangem discutia la calculatoarele cu memorie distribuita. In tabelul 5.2 sunt
recapitulate metodele paralele de sortare din acest capitol, impreuna cu complexitatile
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Algoritm Comparatii Comunicatie
Sortare par-impar (alg. 5.19) O(3 logn +n) O(n)
Hiperquicksort (Wagar, alg. 5.24) O(3logn) O(5; logp)
Sortare echilibratd (Abali, alg. 5.26+5.25) O(Zlogn +plog’n) | O(2logp)
Sortare cvasi-echilibratd (Shi, alg. 5.26+5.27) | O(7 logn + plogn) O(3 logp)
Sortare bitonica (Batcher, alg. 5.31) O(3logn + & log” p) o2 log” p)

Tabelul 5.2: Complexitatile metodelor de sortare pentru calculatoare MIMD cu mem-
orie distribuita, prezentate in acest capitol.

lor—numar de comparatii gi numar de elemente comunicate, in medie. Dintre cele 5
metode, una singura este potrivita topologiei de inel, sortarea par-impar. Deci, daca
procesoarele calculatorului pe care il avem sunt conectate in inel, aceasta e metoda
aleasa; ceilalti algoritmi se pot si ei implementa pe inel, dar va creste complexitatea
comunicatiei, ceea ce elimina interesul pentru ei. Pe de altd parte, daca avem un
hipercub, ar fi pacat sd alegem sortarea par-impar, care nu profita decit de putine
dintre conexiunile existente.

Alte criterii sunt dificil de generalizat; este vorba despre valoarea raportului viteza
de comunicatie/vitezd de calcul pentru calculatorul respectiv; de comportarea algo-
ritmilor in medie si in cazul cel mai defavorabil; de cat de aproape de medie se afld in
general timpul de executie; de constantele ascunse de notatia O(-); de caracteristici
hardware sau software ale calculatorului, care pot fi speculate mai ugor sau mai greu
de catre un algoritm.

De obicei decizia vine pe baza posibilitatilor calculatorului gi, nu in ultimul rand,
a timpului disponibil pentru scrierea programului. Scopul acestei carti e de a oferi
o gama mare de variante, nu numai pentru a avea de unde alege, dar si pentru a
dezvolta instrumente aplicabile altor probleme, netratate aici.

Probleme

P 5.4.1 Doi algoritmi secventiali foarte populari de sortare cu complexitate O(n2) sunt
metoda bulelor (bubblesort) si sortarea prin insertie. Ii prezentim mai jos in forma lor cea
mai simpld (se pot introduce unele teste care diminueazd numairul de operatii):

BUBBLESORT SORTARE PRIN INSERTIE
pentrut=n-1:-1:1 pentru¢t=1:n-1
pentru j=0:7-1 pentruj=:—1:-1:0
exch(j,j+1) exch(j,j+1)

Desenati retelele de sortare corespunzatoare acestor algoritmi gi apreciati timpul de executie,
nivelul de paralelism, etc.

P 5.4.2 Scrieti algoritmul de sortare par-impar pentru un EREW PRAM, in cazurile p =
n/2, p L n.
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P 5.4.3 Pentru n impar, desenati retelele analoage celor din figura 5.5. Sunt ele identice
agsa cum am afirmat in text 7

P 5.4.4 Fie « o retea de sortare simpli cu (5) comparatoare. Atunci a?, reteaua continind
aceleagi comparatoare, dar in ordine inversa, este o retea de sortare.

P 5.4.5 Ce modificari trebuie aduse algoritmului 5.21 si procedurii 5.22 pentru adaptarea
la un EREW PRAM ?

P 5.4.6 Sa presupunem ca, in algoritmul 5.23, este aleasa ca pivot mediana unui esantion
de t elemente. Care este valoarea minima pentru ¢ astfel incat algoritmul sa nu se opreasca
inainte de sortarea locald (aceasta se poate intAmpla dacd un procesor care trebuie si aleagé
un pivot rdmaéne fird nici un element din secventd) ?

P 5.4.7 Este algoritmul de sortare echilibratd 5.26 intr-adevar echilibrat dacad in A pot
exista elemente egale ?

P 5.4.8 Fie X = (Xo, ..., Xp—1) 0 secventd de lungime n, fiecare X; fiind ordonati crescitor
gi avand lungime n;. Scrieti algoritmul (secvential) de sortare a lui X, prin interclasare dupa
un arbore binar. De catad memorie suplimentara este nevoie ?

P 5.4.9 Scrieti algoritmul de sortare cvasi-echilibratd (Shi) pentru un PRAM.

P 5.4.10 Presupunem ci trei procesoare detin secventele (0, 1,2,9, 16,17, 24, 25, 27, 28, 30, 33),
(7,8,11,12,13,18,19, 21, 23, 29, 34, 35), respectiv (3,4, 5, 6,10, 14, 15, 20, 22, 26, 31, 32), fiecare
de lungime 12, deja sortate. Care sunt cheile de partitionare calculate de algoritmul 5.27 ?
Céte elemente va detine in final fiecare procesor ?

P 5.4.11 Pe un hipercub, algoritmul 5.27 poate fi imbunatatit dupa urméatoarea idee: inter-
clasarea mesajelor X poate fi ficuta in timpul colectarii; pe un arbore de acoperire binomial,
fiecare procesor care primeste un X de la un procesor mai departat decat el de Pp inter-
claseaza secventa primita cu cea proprie si trimite rezultatul mai departe. Scrieti algoritmul
si apreciati timpul de executie.

P 5.4.12 S3 se arate ca dintr-o secventa bitonica se pot obtine, prin rotatie, secvente uni-
modale cu minim, respectiv cu maxim.

P 5.4.13 Scrieti algoritmul secvential de gasire a minimului unei secvente unimodale A, de
lungime m, cu minim. Se poate adapta acest algoritm in cazul in care A este bitonica ?

P 5.4.14 Detaliati algoritmul 5.29 pentru cazul unei secvente bitonice.

P 5.4.15 Gasiti o planificare a procesoarelor pentru sortarea bitonica pe un EREW PRAM,
in cazul p =n/2.

P 5.4.16 Gasiti o varianta eficienta pentru sortarea bitonicd pe un EREW PRAM, cand
p L n.

P 5.4.17 Un alt algoritm paralel de sortare propus de Batcher poate fi descris recursiv
dupa cum urmeaza; in esenta, este un algoritm de sortare prin interclasare, numit sortare
cu interclasare par-impard (nici o legitura cu sortarea par-impar). Se imparte secventa de
sortat C' in doud subsecvente, C = (A, B); se sorteazd A gi B; apoi acestea se interclaseazi
tot In mod recursiv: se interclaseazd secventele ”pare” (ao, a2, ...) si (bo,b2,...), rezultatul
fiind (wo, z1, .. .); se interclaseazd secventele ”impare” (a1, as, . ..) si (b1,bs, ...}, obtindndu-se



5.4. SORTARE 179

(Yo, y1,...); se considerd secventa Z = (xo, Yo, Z1,¥y1,Z2,Y2,...), cireia i se aplicd operatiile
de comparare-interschimbare exch(yo, 1), exch(yi,z2), ...; In urma acestor operatii Z =
AlB.

Demostrati corectitudinea acestui algoritm folosind urmatoarea teorema, deosebit de
utild, formulata initial pentru retelele de sortare:

TEOREMA (principiul zero-unu). Dacd o retea cu n linii de intrare (un algoritm cu
n = |C|) sorteaza nedescrescitor toate cele 2" secvente de zero si unu, atunci va sorta orice
secventd de n numere in ordine nedescrescatoare.

P 5.4.18 Desenati o retea de sortare conforma metodei din problema anterioara. Apreciati
timpul de executie. Studiati posibilitatea de adaptare a acestui algoritm la o arhitectura
MIMD cu memorie distribuita, comparand apoi cu sortarea bitonica.

P 5.4.19 Algoritmul de sortare bitonica poate fi descris si altfel, tot sub forma recursiva.
Dacd A = (ao,a1,...) este unimodald, atunci se sorteazd secventele unimodale (ao, as,...)
("pard”) si (a1, as,...) ("impard”) si se efectueazd operatiile exch(ao, a1), exch(asz,as), .. ..
Demonstrati corectitudinea algoritmului folosind principiul zero-unu. Verificati ca reteaua

de sortare care rezulta este identicd cu cea pentru sortarea bitonica.

P 5.4.20 Demonstrati cd loglogn + loglog(n/2) + ... + loglog 2 = O(log nloglogn).
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Capitolul 6

Algoritmi numerici

Primii algoritmi pentru care s-a pus acut problema paralelizarii au fost cei numerici,
deoarece ei sunt folositi in rezolvarea problemelor gtiintifice de mari dimensiuni, pen-
tru care nevoia de viteza de calcul e imperioasa. De aceea, pe primele calculatoare
paralele, algoritmii numerici au fost implementati cu prioritate.

Sa precizam — degi e probabil inutil — ca algoritmii numerici sunt cei in care se
efectueaza calcule aritmetice cu numere reale (sau complexe, caz pe care nu-1 abordam,
el neimplicand mari diferente), reprezentate in format virguld mobila. Exemplele de
probleme numerice sunt numeroase: incepand de la inmultirea matrice-vector, tratata
intr-un capitol anterior, si de la rezolvarea de sisteme de ecuatii liniare de diverse
tipuri, pana la, sa zicem, rezolvarea de ecuatii diferentiale, sau cu derivate partiale.
Spre deosebire, sortarea unor numere reale nu este o problema numerica, deoarece,
desi se efectueazd operatii (comparatii, adica scaderi), rezultatul lor nu este folosit
mai departe; valorile reale nu se modificd pe intreg parcursul algoritmilor de sortare,
ci numai locurile lor in memorie, adica ordinea lor.

Scopul acestei lucrari fiind in primul rand de initiere, ne vom opri la prezentarea
de algoritmi pentru probleme simple din punct de vedere al tratarilor matematica si
algoritmica. Este vorba de inmultirea de matrice si de rezolvarea de sisteme liniare
triunghiulare, dense (cele obisgnuite; in acest context se va vorbi in mod natural si
despre factorizarea LU) si tridiagonale; deci, capitole de baza ale algebrei liniare.
Exista, in plus, i un alt interes pentru algoritmi paraleli ce rezolva aceste probleme;
ei sunt folositi in numeroase alte probleme, care se reduc la, sau contin ca etape
intermediare, acesti algoritmi numerici fundamentali. Vom insista indeosebi asupra
algoritmilor dedicati arhitecturilor cu memorie distribuita, aici intervenind o serie de
tehnici de paralelizare de mare interes.

Pentru a intelege acest capitol cititorului ii sunt necesare cunogtinte de matematica
la nivelul anului I de facultate (cel mult) si parcurgerea capitolelor referitoare la sis-
teme liniare ale unui manual de metode numerice, pentru familiarizarea cu algoritmii
secventiali. Nu vom aborda mai deloc problema stabilitatii numerice a algoritmilor
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(cat de ”aproape” de solutia exactd a problemei este cea calculatd numeric) — care
este, de fapt, piatra de incercare a algoritmilor numerici; aceasta nu inseamna ca am
uitat-o, ci ca punem accentul pe aspectele legate de paralelism.

Deoarece in toate problemele pe care le vom prezenta se lucreaza cu matrice, sa
prezentam intai cAteva notatii, pastrate de-a lungul intregului capitol. Fie A € R™*",
deci o matrice patrata, de dimensiune n X n; nu vom lucra cu matrice dreptunghiulare;
in singurul loc unde ar fi intr-adevar cazul, inmultirea de matrice, generalizarile sunt
ugoare. Notam prin a;j, sau prin A(4, j), elementul din linia ¢, coloana j, al matricei
A; vom numerota liniile gi coloanele incepand de la zero.

Pentru a descrie algoritmi la nivel de blocuri de matrice (si nu la nivel de element),
se considerd urmatoarele partitionari ale matricei A:

Aoo Aot 0 Aoyt A
Aot Apn o o Aip,a AT
A= . ) ) =[ApAr ... Ap1] = :
Apy—10 Apy—11 o Apy—ine—t AT )
(6.1)

in care: A;; € R™ " este un bloc patrat; A; € R™" este o bloc-coloand; AT € R™"
este o bloc-linie. In notatie MATLAB:

Ay = A(r - 0+ 1)r = 1,57 : (j + 1)r — 1),
A =AGjr:(G+1r—-1),
A = AGir - (i 4+ )r — 1,2).

Presupunem ca n se divide cu r, gi deci numarul de blocuri pe o dimensiune este
ny = n/r. Desigur cd presupunerea ci blocurile 4;; sunt patrate este simplificatoare,
dar ea ugureaza intelegerea, fara a diminua prea mult generalitatea. Atentie, notatiile
A; si AT pot genera confuzii; aceste doud matrice nu sunt una transpusa celeilalte;
ele nu vor fi folosite niciodatd impreuna.

6.1 inmult;irea de matrice

inmul‘girea de matrice este operatia cea mai folosita in algoritmii din algebra liniara,
in special in variantele bazate pe apeluri la rutine BLAS (Basic Linear Algebra Sub-
routines) de nivel 3 (in aceste variante, algoritmii sunt descrigi la nivel de bloc, si
redugi la cateva operatii simple, implementate foarte eficient; vom prezenta o astfel
de versiune pentru factorizarea LU). Ne vom ocupa in aceasta sectiune de prezentarea
catorva algoritmi bazati pe idei diferite si avind in vedere mai multe arhitecturi tinta.
Vom expune intai problema si vom deduce complexitatea ei paralela, apoi vom
prezenta algoritmi pentru arhitecturi MIMD cu memorie distribuita, pentru topologi-
ile de inel i tor, iar in final algoritmi pentru arhitecturi MIMD cu memorie partajata.
Referintele de baza in alcdtuirea acestei sectiuni au fost [12, 13, 5].
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6.1.1 Complexitatea problemei

Fie A, B € R™*" doua matrice. Notam prin M M (n) problema calculului matricei
produs C = A - B € R™*™. Prin definitie:

n—1
cij = Z ait, - brj, pentru 4,7 €0:n—1 (6.2)
k=0
Denumim folosirea explicita a acestei formule metoda standard pentru rezolvarea
MM (n) (spre a o diferentia de metodele rapide, care nu vor fi insa studiate in aceasta
lucrare; vezi [11]).
La nivel de blocuri, calculul produsului C' = A- B se poate face folosind partitiona-
rile din relatia (6.1). Vom prezenta mai multe variante, fiecare sugerand o alta para-
lelizare. O prim& formula este similara cu cea la nivel de element (6.2):

ny—1
Cij = Z A;rByj, pentru i,j€0:n;—1 (6.3)
k=0

in care pentru calculul fiecarui produs de blocuri se aplica formula la nivel de element.
O a doua forma reprezinta calculul unei bloc coloane din C:

np—1
CJ‘:A-B]': Z Ai-Bij, pentru 5 € 0:ny — 1. (64)

=0
In fine, in a treia, se calculeaza o bloc linie din C":

nbfl
cl'=AT-B=Y_ A;;-B, pentru i €0:ny— 1. (6.5)
j=0

Si in ultimele doua forme, produsele de blocuri se calculeazad cu formula la nivel
de element, cu observatia ca acum se inmultesc matrice (blocuri) dreptunghiulare.

Intorcandu-ne la formula (6.2), aceasta aratd numarul de operatii necesare in re-
zolvarea prin metoda standard a problemei M M (n), anume Tj(n) = 2n3; calculul
fiecarui element din C implicd 2n operatii (este un produs scalar), si sunt n? ele-
mente. Dacd se calculeazd in paralel, se observa cd toate cele n® (cate n pentru
cele n? elemente din C') produse de tipul a;xby; care apar se pot calcula simultan,
ele depinzand numai de datele de intrare; apoi, pentru obtinerea fiecarui element al
rezultatului trebuie calculatd o suméa de n valori; aceasta problema a fost studiata
anterior si se poate rezolva in timp O(logn), utilizand O(n?) procesoare (cate O(n)
pentru fiecare dintre cele n? elemente ale rezultatului); aceasta este si complexitatea
algoritmului paralel standard de inmultire de matrice.

Este interesant ci si complexitatea problemei M M (n) este O(logn), dar numérul
de procesoare cu care se poate obtine aceasta este mai mic. Nu s-a descoperit inca
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limita inferioard a acestui numar de procesoare; se stie ci este mai mare decat O(n?)
— ceea ce se poate demonstra cu usurintd — i mai mica sau egald cu O(n237), care
este cel mai mic majorant descoperit pana acum, in 1987 [9]. De remarcat legatura
intre complexitatea (in timp) a algoritmilor secventiali rapizi si complexitatea ”in
spatiu” (numir de procesoare) a algoritmilor paraleli (O(n?*37) este cel mai bun timp
secvential pentru M M (n)); este aga numita tezd a calculului paralel, vezi [16].

O solutie facila de a construi algoritmi pentru produsul de matrice este aceea de
a utiliza ca operatie de baza produsul matrice-vector, operatie deja discutata. De
exemplu, folosind ca bazi relatia (6.4), cu r = 1 (deci n, = n), si tinand seama ca
produsele de tipul AB; se pot calcula in paralel, o descriere simpla este urmatoarea:

ALGORITM 6.1 (M M (n) paralel, o solutie generald)
pentru j =0:n — 1, in paralel
calculeaza C(:,j) < A - B(:,j)

Desigur ca pentru acest algoritm mai trebuie detaliatd planificarea operatiilor,
descrierea comunicatiei, etc. O versiune asemanitoare se poate obtine pornind de la
relatia (6.5).

In cele ce urmeaza, vom descrie algoritmi relativ apropiati de aceasta idee, desi
forma va putea pirea mult diferitd. In fond, aspectele specifice inmultirii de matrice
se refera la gruparea mesajelor comunicate, pentru a se micgora timpii de start-up, si
la alternarea calcule-comunicatie care este cea mai avantajoasa. Totusi, vor apare si
idei noi.

6.1.2 Algoritmi pe inel

Vom porni analiza de la ipoteza ca datele sunt repartizate echilibrat intre procesoare,
fara repetitii, gi, de asemenea, ca toate matricele — gi cele de intrare gi cea de iegire —
au aceeagi repartizare.

O prima solutie, §i singura pe care o detaliem, este aceea de a lucra pe linii,
fiecare procesor detinand deci r = n/p linii; agadar, in formulele anterioare, n, = p.
Presupunem o repartizare bloc linii, cea mai simplu de manipulat; procesorul P; va
avea in memoria sa blocurile A;fr, BiT (sau, daca ne referim la blocuri r x r, blocurile
Aij, Bij, cuj =0:p—1);in final, P; va avea bloc linia corespunzatoare a rezultatului,
7.

Un algoritm simplu este sugerat de prima egalitate din relatia (6.5), adicid C¥ =
AT B. De aici se vede ca procesorul P; are toate elementele din A necesare calculului
partii sale din rezultat, dar are nevoie de intreaga matrice B. O difuzare generala in
care fiecare procesor participa cu bloc linia sa din B ar aduce tuturor procesoarelor
datele necesare in memoria proprie; acesta este echivalentul algoritmului 4.15. Din
pacate, defectul pe care l-am subliniat in cazul produsului matrice-vector este inca si
mai important acum. In loc de 3rn elemente (cate o bloc linie din A, B si C), un
procesor ar trebui si aloce spatiu pentru mai mult de n? elemente in memoria local3,
ceea ce este foarte mult. De aceea solutia este, in general, inacceptabila.
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Trebuie deci sa imaginam un mod de comunicatie prin care bloc liniile matricei
B sa circule pe la toate procesoarele; desigur, A raméane nemigcata, ca de altfel si
C. De exemplu, se transleazid spre stanga bloc liniile din B: la fiecare etapd un
procesor trimite catre stanga bloc linia sa si receptioneaza o bloc linie din dreapta,
aceasta pana cand bloc liniile revin la procesoarele care le-au detinut initial; evident,
in fiecare etapa procesoarele efectueaza calcule cu datele locale din etapa respectiva.
Se poate observa ca paradigma de comunicatie este cea studiata intr-un exemplu din
sectiunea ??; de asemenea, este modul de lucru din algoritmul 4.16.

Vom nota cu [ indicele liniilor apartinand unui procesor, gi cu c¢ indicele liniilor din
B primite la un moment dat. In fiecare dintre cele p etape, procesorul P; calculeaza
un produs de tipul AijBJT, ca in termenul din dreapta al relatiei (6.5), deci, intre
un bloc local din A (patrat) si bloc linia din B receptionatd anterior. In algoritmul
ce urmeazd, instructiunile sunt scrise in stil MATLAB; in chip de comentariu este
prezentata gi o versiune folosind notatia din (6.5).

ALGORITM 6.2 (M M (n) pe inel, n > p, repartizare bloc linii pentru A, B, C; pentru
procesorul P;)
l«ir:(i+)r—1,c+1,001,:)« 0,514 {CI« 0}
pentruk=0:p—1

C(l,:) « C(l,:) + A(l,¢)B(c, ) {¢l «cf + 4;B]}
in paralel
send(B(c,:), stanga) {send(B7, stanga)}
recv(D, dreapta) {recv(B(; 1) moa »» dreapta)}

j (j+1)modp
c—jr:(j+1)r—1,B(c,:)« D

Trebuie remarcat cd, atunci cand este vorba de o implementare efectiva, A(l,:),
C(l,:) si B(c,:) (ca si variabila auxiliara D) sunt matrice de dimensiune r X n in
memoria locald, si nu blocuri ale unor matrice n x n memorate integral. Algoritmul a
fost scris astfel pentru a fi mai sugestiv. Doar aici, pentru exemplificare, vom prezenta
si forma efectiva, apropiata de sursa intr-un limbaj de programare; Ajocal, Biocal St
Clocal Sunt variabilele locale contindnd bloc linii ale matricelor A, B, respectiv C.

ALGORITM 6.3 (MM (n) pe inel, n > p, pentru procesorul P;)

j — 7:7 Clocal 0
pentruk=0:p—1
c—jgr:(j+r—-1
Ciocal < Clocal + Alocal(:a C)Blocal
in paralel
send(Bj,cqr, stinga), recv(D, dreapta)
j « (.7 + 1) mod b, Blocal «~D
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Calculele sunt perfect echilibrate intre procesoare; fiecare procesor transmite p
mesaje de lungime nr fiecare. Timpul total de executie este deci:

2n3 2
T6.2(n7p) = 7a+po+n Ba

iar overhead-ul datorat comunicatiei: O.(n,p) = %. Acest overhead tinde la
zero — iar eficienta la 1 — pe masura ce n cregte; deci algoritmul este cu atat mai bun
cu cat matricele sunt mai mari.

Un algoritm asemanéator se poate obtine adoptand o repartizare bloc coloane, si
ficand si circule blocurile matricei A. Intrucat este simplu, 1l 1asdm ca problema.

Timpul de executie va fi identic cu cel de mai sus.

6.1.3 Algoritmi pe tor

Pornim din nou de la o repartizare uniforma a matricelor; procesorul P;; are in memo-
ria locala blocurile matricelor de intrare A;;, B;j, si va calcula blocul C;; al rezulta-
tului; formula de calcul este cea din (6.3) si, presupunénd torul de dimensiuni egale,
dimensiunea unui bloc este r = n/,/p (deci ny = /p, in formula amintita).

Rezultatul C poate raméane local procesoarelor, neexistand nici o dependenta intre
blocuri diferite ale rezultatului; se observa insa ca, spre deosebire de cazul topologiei
de inel, trebuie sa circule acum si A si B, blocurile locale ale nici uneia dintre aceste
matrice nefiind suficiente pentru calculul din (6.3). Din aceastd formuld se mai observa
ca blocurile din A de care are nevoie P;; se afla pe linia ¢ a torului, iar blocurile
necesare din B pe coloana j, adica pe linia gi coloana pe care se afla procesorul.
De aici rezultd ci matricea A va circula pe orizontald (pe liniile torului), iar B pe
verticald (pe coloanele torului).

Sa presupunem ca blocurile matricei B sunt transmise, la fiecare etapa, in sus de
catre toate procesoarele, pdna cand revin la procesoarele care le-au detinut initial;
sunt deci \/p etape; in acest fel, fiecare procesor va avea acces la o bloc coloand a
matricei B, ceea ce va fi suficient pentru a efectua calculele, din punctul de vedere al
lui B.

Cum va circula A 7 La un moment dat, cum o linie de procesoare detine o bloc
linie a matricei B, pentru formarea unor produse care sa contribuie la formarea unei
bloc linii a rezultatului este necesar un singur bloc al matricei A — detinut de un
singur procesor; de exemplu, in pozitia initiald, bloc linia Boo, Boi, ..., Bo, /p-1
trebuie Inmultita cu blocul Agg; este vorba despre, in relatia (6.5), primul termen al
sumei, cel pentru ¢ = 0. Apoi, dupa ce blocurile matricei B sunt comunicate vecinilor
de sus (practic matricea se transleaza in sus), pe linia 0 de procesoare se va gasi acum
bloc linia Big, Bi1, - .-, Bi, 5-1; ea va trebui inmultita cu blocul Ag;.

Se observa deci cd matricea A poate pastra repartizarea initiala (nu este necesar
s circule toata, ca B) dar, la fiecare etapa, cate un bloc al lui A va trebui difuzat
pe fiecare linie de procesoare de catre detindtorul siu. Modul de comunicatie este
exemplificat in figura 6.1, pentru un tor cu 3 x 3 procesoare. In fiecare casuta se afla
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Aoo || Aot | Ao2 Ago | |Ao1 || Ao2 Ago | Aot ||Ao2
Boo | Boi | Bo2 Bio | Bi1 | Bia By | Boy | B
Ao ||Aw || A A | Ann || A A || Ann | A
By | Bii | B2 By | Ba1 | B2 Boo | Boi | Bo2
Ao | Ao || A2 Azo || A2r | Ao Azo || A21 || Ao
Bsy | Ba1 | Ba Boo | Bo1 | Bo2 By | Bi1 | Bi2

Figura 6.1: Comunicatia in algoritmul pentru M M (n) pe tor, cu difuzare pe linii a
unor blocuri ale matricei A si cu translare pe verticald a matricei B.

blocurile locale procesorului din pozitia corespondenti, la fiecare etapa a algoritmului,
incepand cu repartizarea initiala. Blocul din A aflat intr-un mic chenar este cel difuzat
pe linia procesorului respectiv in etapa curenta. Dupa ,/p etape (3, in cazul nostru),
se obtine din nou repartizarea initiala.

Putem descrie adresa procesorului care difuzeaza la un moment dat, pe linia 4;
in etapa k, cu k = 0 : \/p — 1, difuzeaza procesorul din coloana j pentru care (i —
Jj + k) mod p = 0; altfel spus, in prima etapa difuzeaza procesorul de pe diagonala,
in a doua cel din dreapta sa, apoi urmatorul din dreapta, etc. Difuzarea pe o linie a
torului este o operatie banala, o linie de procesoare in tor fiind un inel. Vom nota cu ¢
indicele de coloand al procesorului care face difuzarea: ¢ = (i + k) mod p. Prezentam
algoritmul doar in notatie la nivel de bloc; toate variabilele sunt blocuri r x r.

ALGORITM 6.4 (MM (n) pe tor, algoritm cu difuzare pe linii a matricei A, n > p,
pentru procesorul P;;)
c 1, C’ij +~0
pentruk=0:,/p—1
(1) difuzare (partiala): P;. difuzeaza A;. pe linia ¢ a torului
Cij — Cij + Aichj
in paralel
send(B;, sus)
recv(B(c41) mod p.j» jOS)
¢4 (c+1)modp

Pentru claritate, si explicim mai mult instructiunea (1), din punctul de vedere
al procesorului P;;; in fiecare etapa k, pe linia i se face o difuzare; dacd j = ¢,
atunci P;; este procesorul care initiaza difuzarea; daca j # ¢, atunci P;; este unul
dintre destinatarii difuzarii, el receptiondnd blocul A;. de la un vecin si, eventual,
transmitandu-1 celuilalt, conform algoritmului de difuzare pe inel folosit.

Fiecare procesor are nevoie de cinci variabile de dimensiune 7 x r: trei pentru Cjj,
Aj;; siblocul curent din B, plus doud variabile auxiliare (care pot fi identice, de fapt),
una pentru blocul difuzat din A, alta pentru receptia urmétorului bloc din B.
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Ago | Ao1 | Aoz Ao1 | Aoz | Aoo Agz | Aoo | Aot
Boo | B11 | B2 By | B21 | Bo2 By | Boy | Bio
A | Az | Auo A | Ao | Al A | A | Az
B | B21 | Bo2 Bsg | Bo1 | Bi By | B11 | Bos
Ay | Ao | Any Ao | Aoq | A Ayp | Ago | Ay
Bsy | Bo1 | Bro Byo | Bi1 | Bao Bio | Ba1 | Bp2

Figura 6.2: Comunicatia in algoritmul de inmultire de matrice pe tor, cu preskewing.

Ca gi la inel, calculele sunt echilibrat repartizate intre procesoare. In ce privegte
timpul necesar comunicatiei, evaluarea este ceva mai dificila deoarece difuzarea este
o operatie a carei eficientd depinde de algoritmul folosit si de caracteristicile fizice al
calculatorului tinta. Considerand cel mai bun timp de difuzare pe inel (fird insi a
face pipeline), adicd (,/p/2)(c + (n?/p)f), timpul total va fi

_? n? VP n?
T6_4— 7a+\/1_)<0+?ﬁ> +\/]_37 (0’+;B> 5

ultimul termen reprezentand timpul de difuzare, iar cel din mijloc cel pentru comuni-
carea matricei B (reamintim ci un bloc B;; are n?/p elemente). Dupd cum se vede,
timpul de comunicatie este O(n?), comparabil cu cel pentru inel. El poate fi redus
prin optimizarea difuzirii, dar nu va scidea sub, in cel mai bun caz, O(2n?/,/p),
presupunand ca difuzarea unui bloc dureaza tot atat cat comunicarea blocului intre
doi vecini. O ultima imbunatatire este executarea in paralel a difuzarii i a translarii
matricei B, in fiecare etapa, deoarece ele decurg pe directii diferite; vezi problema
6.1.2. Aceasta reduce timpul de comunicatie la cel necesar difuzarii.

Un alt algoritm pe tor provenind din metoda standard pentru rezolvarea M M (n)
se obtine impunand o circulatie aseman&toare pentru matricele A si B, dar pe directii
diferite — A spre stanga, B in sus (aceasta din urma la fel ca in algoritmul 6.4); in
acest mod se va reduce cu siguranta comunicatia. Ramane de vazut daca aceasta idee
este valabila gi, daca da, de rezolvat problema organizarii intalnirilor corespunzatoare
intre blocurile din A si din B, conform relatiei (6.3), astfel incat blocurile rezultatului
sa se formeze local; mai exact, sa se gaseasca o dispunere initiald a matricelor A si B
astfel incat, in cele \/p etape de comunicatie, in P;; sd se intalneasca, pe rand, toate
blocurile A;x, Byj, cu k € 0:/p — 1; evident, ordinea intalnirilor nu are importanta.

Se vede imediat cd repartizarea ”obisnuita”, cu P;; posedand A;; si B;j, nu este
de folos; termenul A;;B;; nu apare, in general, in sumele din (6.3). Dispunerea
initiala a blocurilor matricelor A gi B este cea prezentatad in figura 6.2, in stanga, si
a fost descoperita de Cannon (e cunoscutd cu numele de ”preskewing” — repartizare
”oblicd”).

Aceasta repartizare poate fi dedusa relativ simplu, o data stabilit sensul de migcare
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pentru A si B — stanga, respectiv sus (ideea algoritmului insd, nu e deloc banala !).
Se incepe prin a completa prima linie de procesoare cu prima bloc linie din A, in
modul obignuit: Ag; este local lui Py;. Pe aceeasi linie, blocurile din B sunt hotarate
de faptul ca Pp; calculeaza Cp;, deci are nevoie de Bj; pentru a-l inmulti cu Ao;.
Argumentam in continuare doar pentru Pjg, pentru celelalte procesoare procedandu-
se analog, din aproape in aproape; in a doua etapi, deoarece A se deplaseaza spre
stanga, in Pyg va ajunge Agy; pentru a calcula Cog, acest bloc trebuie inmultit cu Byo;
deci Big este detinut initial de Pjg, care l-a trimis in sus in a doua etapa; tot initial,
in Py se afla Aqq, singurul bloc care se inmulteste cu Big pentru a contribui la Cg.

O data completatd dispunerea initiala, algoritmul este usor de verificat, ceea ce
este ilustrat gi in figura 6.2, in care sunt prezentate cele trei etape ale inmultirii pe un
tor 3 x 3. Intr-o concluzie succinta, in repartizarea ”oblica” procesorul P;; are initial
blocurile Al,(]+2) mod /p §1 B(l+]) mod \/p,j -

Daté aceasta repartizare initiala, algoritmul de rezolvare a problemei M M (n) are
o structura foarte simpla. Notand cu indicele local cele trei blocuri din A, B, C aflate
la un moment dat in posesia unui procesor, gi cu D gi F doua variabile auxiliare de
aceeasi dimensiune (r X r), algoritmul va fi:

ALGORITM 6.5 (MM (n) pe tor, algoritm cu preskewing, n >> p, pentru proc. P;;)
Cij +~0
pentruk=0:,/p—1
Clocal — Clocal + Alocal : Blocal
in paralel
send(Ajocaql, stinga)
recv(D, dreapta)
send(Bjycqr, SUS)
recv(E, jos)
Alocal « Da Biocar <+ E

In aceasta forma, timpul de executie este urmatorul:

2n3 n?
T6_5 = 70& + \/}_)(O' + ;B)

Se observa disparitia intregului termen ce reflecta complexitatea difuzarii, ceea ce
conduce la un timp de comunicatie de O(n*/,/p), mai mic decat cel corespunzitor
din algoritmul 6.4.

Nu trebuie sa uitam insa ca, de cele mai multe ori, matricele sunt disponibile
in repartizarea prezentatd la inceputul sectiunii, adicd procesorul P;; are blocurile
Aij, Bij. La dispunerea din figura 6.2 se poate ajunge ugor din aceasta pozitie prin
translari, pe linii pentru A si pe coloane pentru B. Deoarece la procesorul P;; trebuie
sd ajunga blocul A; (1) mod /B> S€ observa cd sunt necesare i translari la stanga ale
blocurilor din A, de pe linia ¢, deoarece coloana (j + i) mod /p este cu i pozitii la
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dreapta (pe inelul format de linia i a torului) fata de coloana j. In mod analog, pentru
ca B(itj) mod yp,j S& ajungd in posesia procesorului FP;j, sunt necesare j translari in
sus ale blocurilor din B, pe coloana j a torului. Un algoritm pentru preskewing este
deci urméatorul (am omis variabilele auxiliare necesare ca tampon la receptie):

ALGORITM 6.6 (preskewing pe tor, n > p, pentru procesorul P;;)

in paralel
pentruk=0::—1
in paralel
send(Ajocal, stanga)
recv(Ajpeqal, dreapta)
pentruk=0:j—-1
in paralel
send(Bj,cai, Sus)
recv(Biocal, jOS)

Timpul de executie al algoritmului 6.6 este apropiat de cel necesar unei singure
difuzari pe un inel; ori, in algoritmul 6.4 se efectuau ,/p difuzari pe fiecare linie de
procesoare; de unde o complexitate a comunicatiilor mai buna pentru algoritmii 6.5
si 6.6, luati impreuna. Algoritmul 6.6 se poate imbunatati, daca translarea se face in
sensul drumului cel mai scurt; de exemplu, pe ultima linie, in loc de /p — 1 translari
la stdnga, e suficientd una singura la dreapta; astfel se reduce la jumétate timpul de
comunicatie; vezi problema 6.1.3.

Pentru ambii algoritmi prezentati, deci indiferent de repartizarea initiala a ma-
tricelor, eficienta tinde asimptotic la 1 deoarece, pentru n mare, termenul reprezen-
tand complexitatea comunicatiilor este de O(n?), iar cel reprezentand calculele de

O(n?).

6.1.4 Un algoritm pentru memorie partajata

Presupunem acum o arhitectura MIMD cu memorie partajata, cu p procesoare, fiecare
avand o mica memorie locala; cu minime modificari, algoritmul este valabil gi in lipsa
memoriei locale. Vom folosi ideea algoritmului 6.2 in ce priveste modul de desfasurare
a calculelor si repartizarea matricelor pe procesoare, cu deosebirea ca acum matricele
se afld in memoria comuna, si nu in cele locale, ceea ce simplifica sarcina.

Agadar, procesorul P; se ocupa de o bloc linie din produs, pe care o va calcula pe
baza relatiei (6.5), in care r = n/p si ny = p: CT = AT . B. In primul rand, P; va
transfera in memoria sa locala bloc linia AT, care, aga cum se vede, nu mai trebuie
cunoscuti de alte procesoare. In schimb matricea B trebuie cititd in intregime de
toate procesoarele, ceea ce pune doua probleme: intdi, memoria locala este mica, si
deci, in general, nu ajunge pentru stocarea matricei B; apoi, daca toate procesoarele
citesc simultan aceleasi elemente din matricea B, pot exista conflicte la citire care vor
intarzia calculele efective. Solutia este sugerata de algoritmul 6.2: fiecare procesor
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sa acceseze cate o bloc linie din B la un moment dat, astfel incat, in p etape, un
procesor si acceseze in intregime matricea B. Algoritmul care urmeaza este deci o
simpla adaptare a algoritmului 6.2, al carei aspect este apropiat de varianta 6.3.

ALGORITM 6.7 (M M (n) pe arhitectursi cu memorie comuné, n > p, pt. proc. F;)
J 1, C(—’L.’I"Z(’L.-f-l)r_la Clocat < 0

get(A(C, :)7 Alocal) {cite§te AT}
pentruk=0:p—1
get(B(c, :)7 Blocal) {citegte BT}
Clocal + Clocal + Alocal(::c)Blocal {CZT — C’l + A”B;‘r}
j« @G+ modp, cjr:(j+1)r—1
put(Crocar, Clir: (i +1)r —1,2)) {scrie CT'}

Variabilele cu indicele local sunt matrice  Xxn in memoria locald a fiecirui procesor.
Ajoeqr contine permanent bloc linia A7; in Bjyeq se transferd, din memoria comuni,
bloc linii din Bj; in Cjycq se calculeaza bloc linia C’iT a rezultatului, care este trans-
ferata, in final, in memoria comuna, in pozitia corespunzatoare; nu se pune problema
nici unui conflict de scriere. Desi am presupus ca dupé fiecare iteratie dintr-o bucla
pentru se face sincronizare, aici aceasta ipoteza nu este neaparat necesara; e drept,
nesincronizarile pot introduce intarzieri, dar nu afecteaza corectitudinea algoritmului.

Algoritmul este echilibrat din punctul de vedere al incércarii; se apeleaza de p+ 2
ori functia get si o data functia put. Timpul de executie al algoritmului va fi deci:

2n? n?
Ter = TOé +(p+2)(0+ ?B)

Si pentru acest algoritm eficienta tinde asimptotic la 1.

Algoritmul 6.7 poate avea un singur inconvenient — insuficientd memorie locala
pentru stocarea simultana a cate unei bloc coloane din A, B si C, ceea ce presupune
spatiu pentru 3n?/p elemente in virguld mobila. In acest caz se poate adopta, de
exemplu, o partitionare bloc ciclica pe linii a matricelor; s spunem ca fiecare procesor
se ocupa de ¢ bloc linii, fiecare bloc linie avand r linii, si deci acum n = rgp. Fiecare
procesor va calcula, pe rand, printr-un algoritm identic cu 6.7, fiecare dintre cele ¢
bloc linii ce-i revin din C. Pentru fiecare bloc linie, trebuie citita intreaga matrice B,
deci timpul de executie al algoritmului va fi

2n3 n2
Ter=—a+qlgp+2)(c+—p),
6=, ( )( p” )

adica o comunicatie de aproximativ ¢ ori mai costisitoare decat in cazul precedent.

Probleme

P 6.1.1 Scrieti un algoritm pentru M M (n) pe inel, pornind de la ipoteza unei repartizari
bloc coloane pentru matricele A, B, C.
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P 6.1.2 Modificati algoritmul 6.4, de inmultire de matrice pe tor, astfel incat difuzarea unui
bloc din A si comunicarea blocurilor din B vecinilor de sus s& decurgd in paralel.

P 6.1.3 Modificati algoritmul 6.6 a. 1. translarile matricelor A si B sa se faca intotdeuna
pe drumul cel mai scurt.

P 6.1.4 Scrieti un algoritm de rezolvare a MM (n) pe arhitecturi cu memorie comuni,
pornind de la egalitatea Ci; = A7 - B;. De ce n-a putut fi utilizati aceasts egalitate in cazul
inelului ?

P 6.1.5 Scrieti un algoritm pentru MM (n) pe inel, presupunind A repartizati bloc linii,
iar B bloc coloane.

6.2 Sisteme liniare triunghiulare

Ne vom ocupa in aceasta sectiune de problema rezolvarii sistemelor liniare de forma
Az = b, cu A € R"™", inferior triunghiulara si b € R"; deci, a;;=0, pentru ¢ < j;
presupunem ca problema are solutie unica, adica toate elementele diagonale a;; sunt
nenule. Desi aceastd problemd, pe care o vom nota T'R(n), este banali in tratarea
secventiald si are o complexitate de numai O(n?) — fatd de O(n?), pentru inmultirea
de matrice sau rezolvarea de sisteme dense — se impune studierea ei cu atentie in cazul
implementarii pe o arhitectura paralela, deoarece, aga cum se va vedea, sunt necesare
multe comunicatii, care, dacd nu sunt bine organizate, pot scadea mult eficienta; de
altfel, daca pentru alti algoritmi de calcul numeric eficiente de 80-90% sunt obisnuite,
pentru rezolvarea sistemelor triunghiulare 50% este deja o bund performanti. De
asemenea, rezolvarea de sisteme triunghiulare constituie etapa finald in rezolvarea
sistemelor liniare dense, de unde gi un interes practic deosebit.

Dupa ce vom prezenta pe scurt considerente legate de rezolvarea secventiala a
problemei, de complexitatea secventiala gi de cea paraleld, vor fi discutati gi evaluati
mai multi algoritmi paraleli pentru TR(n). Ei vor fi grupati in perechi; algoritmii
din aceeasi pereche sunt duali, fiecare fiind inspirat dintr-una din cele doua forme
secventiale clasice. Toti algoritmii sunt adecvati arhitecturilor cu memorie distribuita
si va fi considerat doar cazul practic n > p. Referintele bibliografice cele mai folosite
in alcatuirea acestei sectiuni au fost Heath & Romine [14], Chamberlain [7] gi Li &
Coleman [20, 21].

6.2.1 Algoritmi secventiali

Exista doi algoritmi consacrati pentru rezolvarea de sisteme triunghiulare. Ei se
deosebesc numai prin ordinea operatiilor, avand aceeasi idee de baza — substitutia
inainte — si aceeasi complexitate. Din linia 7, cu i € 0 : n — 1, a ecuatiei Ax = b se
deduce imediat ca:

i—1
T; = bl — Z aija:j /aii, (66)
7j=0
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ceea ce arata ca elementele din = se pot calcula in ordine crescatoare a indicilor, fiecare
z; depinzand numai de x; cu j < i; astfel, in momentul calcularii lui z;, in relatia de
mai sus, toti termenii din dreapta sunt cunoscuti.

Sa presupunem ca x este initializat cu elementele din b. In primul algoritm,
dupa calcularea unui element z; al solutiei, se actualizeazd cu ajutorul acestuia toate
elementele z;, cu ¢ > j, adica elementele inca necalculate din x. Practic, se aduna
vectorul z cu un multiplu al coloanei j a matricei A — de aceea aceasta forma este
numita algoritmul cu suma vectoriala:

ALGORITM 6.8 (TR(n) secvential, prin suma vectoriald)

z<+b
pentru j=0:n—-1
Tj < xj/a
pentrui=j+1:n-1
Ti < Tj — QiT;

De notat ci bucla pentru i poate fi inlocuita prin suma vectoriala z(j + 1 :
n—1)«z(j+1:n-1)—AG+1:n—-1,5)z(j).

In a doua forma, o necunoscuta se calculeazi folosind toate elementele deja cal-
culate ale solutiei, adica aplicand formula (6.6) ca atare. Pentru a realiza acest cal-
cul se efectueaza produsul scalar intre linia i a matricei A si vectorul z, mai exact
A(i,0:4—1)-2(0:¢—1) (care poate inlocui bucla pentru j de mai jos) — de aceea
aceasta forma este numita algoritmul cu produs scalar

ALGORITM 6.9 (T'R(n) secvential, prin produs scalar)

x4+ b
pentru:=0:n-1
pentruj=0:i-1 {z(i) - A®@,0:i—1)-2(0:3—1)}

T <= Tj — Q4 T;
T; a:l/a“

Numarul de operatii, in ambii algoritmi, este n?.

6.2.2 Complexitatea paralela

Pentru ambii algoritmi, cu suma vectoriala sau cu produs scalar, graful de precedenta
este acelagi, si anume cel din figura 6.3, in care s-au folosit notatiile: 7;; pentru
operatia z; < x; — a;;x;, $i S; pentru operatia z; < x;/a;;. Relatiile de precedentd
sunt S; < Ty; si Tij < S;.

In primul algoritm, ordinea de executie este pe coloane, adicid Sy, T10, T20, T30,
S1, To1, ete., in timp ce in al doilea ordinea este pe linii, adica Sy, T10, S1, T20, 121,
etc.
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Figura 6.3: Graf de dependenti pentru rezolvarea unui sistem inferior triunghiular cu
n=4.

®

®

Se observa ca Inaltimea grafului este data de calea Sy, Tio, S1, T21, -y Sn—1,
a carei lungime este de n + 2(n — 1) = 3n — 2 operatii. L&timea grafului este de
n — 1. Deci complexitatea paraleld a acestor doi algoritmi este O(n), folosind O(n)
procesoare.

Dar complexitatea paraleld a problemei T'R(n) este mai buna, dupd cum se arata,
de exemplu, in [4]. Se foloseste urmatorul rezultat:

LeEMA. Dacd A are diagonala unitate (a; = 1, ceea ce nu e o restrictie; daca
elementele diagonale sunt diferite de 1, atunci se imparte cu ele intreaga linie, inclusiv
elementul corespunzitor din b), si descompunem A = [ — L, cu L strict inferior
triunghiularad (adica l;; = 0, pentru ¢ < j), atunci:

A ' =T+ L+IL%*+...+L" L.

Demonstratie (schita). Notand cu B termenul din dreapta al egalitdtii de mai sus,
se observd ci BA = I — L. Se poate ins# observa ci L? are prima subdiagonald
egald cu zero, L? are primele doui subdiagonale zero, etc.; in concluzie L™ = 0. O

Dar, dupd cum am vizut, o sumé se poate calcula cu O(logn) operatii; calcu-
lul matricilor L, L?, ..., L™ ! este o problemé de tip prefix sum, si are complexi-
tatea O(log” n), deoarece o inmultire de matrici se poate calcula in O(logn), ceea ce
se gtie deja, iar calculul produselor partiale comporta O(logn) etape la randul sdu
(vezi sectiunea dedicatd sumei prefixelor); in fine, produsul A='b se poate calcula in
O(logn).

Solutia sistemului triunghiular se poate calcula agadar in timp O(log® n), cu O(n*)
procesoare, adic de O(n) ori (cét e nevoie la suma prefixelor) cate O(n?) (cat e nevoie
la inmultirea de matrice). Se pot obtine si alte solutii cu aceeasi complexitate, dar
folosind O(n?) procesoare; ele pot fi gisite in [4].
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In orice caz, acest algoritm optim din punct de vedere al timpului de executie
folosegte un numar execesiv de mare de procesoare (deci este mai putin eficient) si, in
plus, este mai putin stabil numeric. El este bun doar pentru determinarea teoretica
a complexitatii problemei. Din punct de vedere practic, implementarile curente se
bazeaza pe algoritmii de tip substitutie inainte.

6.2.3 Algoritmi cu comunicatie globala

Pentru proiectarea unui algoritm paralel este importanta precizarea datelor care se
folosesc la un moment dat (in bucla interioars a celor doi algoritmi secventiali, in
cazul nostru), precum si a datelor de intrare de care depinde un element al solutiei. In
ambii algoritmi, o necunoscuta z; depinde de elementul b; corespunzator, dar aceasta
dependenta nu implica decat initializarea x < b, deci nu are prea mare importanta.
In bucla interioard a algoritmului cu suma vectoriala, pentru actualizarea elementelor
z;, cu i > j, e necesard coloana j a matricei A i solutia z; (proaspat calculatd). In
algoritmul cu produs scalar, pentru calculul solutiei z; se folosesc linia i a matricei A
si solutiile x5, cu j < 1.

Presupunem o repartizare pe linii sau pe coloane (cei doi algoritmi paraleli de un
anume tip, rezultati din cei doi algoritmi secventiali de bazi, vor folosi repartizari
diferite), fara a detalia insa, deocamdatd, modul de repartizare; consideram doar
cd fiecare procesor are m = n/p linii (sau coloane) ale matricei A. Vom nota cu
P(k) adresa procesorului care detine linia (sau coloana, dupd caz) k. De asemenea,
pentru un procesor oarecare, vom denumi multimea liniilor (coloanelor) care sunt
locale acestuia linii (coloane) proprii. Elementele termenului liber b se repartizeazi
la fel, indiferent daca A se repartizeaza pe linii sau pe coloane, deoarece este vorba
despre un vector; in orice caz, fiecare procesor va avea m elemente din b si e natural
si stabilim ca va poseda, in final, elementele corespunzatoare din z; deci, P(i) detine
b; si calculeaza x;.

Cea mai simpla modalitate de a paraleliza algoritmii secventiali prezentati este de
a distribui procesoarelor calculele din bucla cea mai interioara, care se pot desfasura in
paralel. In algoritmul cu suma vectoriala, pentru un anume j, acestea sunt operatiile
Tij,cut=j+1:n—1, adica cele de pe o "coloand” a grafului de precedenta din
figura 6.3. Ele necesitd coloana j a matricei A; pentru a se executa calculele folosind
doar date locale procesoarelor, coloana respectiva trebuie impartita intre procesoare;
de aici concluzia ca repartizarea naturald a matricei A este pe linii. Pe de altd parte,
in toate calculele de tip 7Tj; apare z;, care nu poate fi calculat decat de un singur
procesor; pentru a comunica un z; tuturor procesoarelor e deci necesard o difuzare.
Prezentam mai jos algoritmul, revenind dupa aceea cu alte explicatii. Vom presupune,
acum gi in tot restul sectiunii dedicate rezolvarii paralele a TR(n), ca vectorul x este
initializat cu b.

ALGORITM 6.10 (T'R(n) cu difuzare, pe arhitectura cu memorie distribuita, A repar-
tizata pe linii)
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Figura 6.4: Repartizarea matricei inferior triunghiulare A si a vectorului z, pentru
n = 9si p =3, in cazurile: (a) bloc linii; (b) ciclic pe linii. Fiecare patrat
mic simbolizeaza un element, iar numarul din interiorul acestuia reprezinta adresa
procesorului care detine elementul.

pentru j=0:n-1
daci id = P(j) atunci
(1) zj — xjfaj;
(2) difuzare: P(j) trimite z; celorlalte procesoare
pentru 1 =j7+1:n-1
daca id = P(i) atunci

(3) Ti < Tj — Q55

Prima parte a algoritmului, calculul unei solutii x;, este efectuata de procesorul
care detine initial b;, adicd P(j), in timp ce celelalte procesoare sunt inactive. Apoi,
solutia x; este comunicatd de catre P(j) tuturor celorlalte procesoare, intr-o operatie
de difuzare. In fine, in (3), fiecare procesor actualizeaza elementele proprii z;, cu i > 7,
deci cele inca necalculate ale solutiei, folosind valoarea x; receptionata la difuzare si
elementele a;; de pe liniile care 1i sunt locale.

Revenim acum la problema modului de repartizare pe linii. Daca presupunem
o repartizare bloc linii, cum este cea din figura 6.4a, atunci procesorul Py, care va
detine liniile de la 0 la m — 1, isi va termina complet treaba dupa primele m iteratii,
cand va calcula elementele z(0 : m — 1), adica exact cele de care se ocupd. Pentru
j > m, calculele vor fi efectuate doar de p — 1 procesoare. In mod analog, dupa
inca m iteratii iese din cursa si P;, etc. Este clar ca nu se poate spera o eficienta
prea bun; chiar dacé instructiunile (3) sunt executate in paralel, doar o parte dintre
procesoare sunt active; in figura, pe o coloana a matricei, numerele reprezinta adresele
procesoarelor care executa in paralel operatii de tip (3), pentru un j fixat. In plus,
desi fiecare procesor detine m linii, numéarul de elemente nenule este diferit pentru
fiecare, matricea A fiind triunghiulard; de exemplu, Py are m(m + 1)/2 elemente,
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in timp ce P,_; are aproximativ mn, adicd mult mai multe; deci, repartizarea, desi
aparent echitabila, nu este deloc aga.

Este de dorit, asadar, ca fiecare procesor sa aiba aproximativ acelagi numar de
elemente (nenule) din fiecare coloand a matricei A, pentru a contribui in aceeasi
masurd la calculele de tip (3). Aceasta se poate realiza simplu printr-o repartizare
ciclicd pe linii, cum este cea din figura 6.4b; deci, P(j) = j mod p. Mai mult, spre
deosebire de cazul anterior, acum fiecare procesor are si aproximativ acelagi numar
de elemente din A.

Pentru a evalua timpul de calcul al algoritmului 6.10, consideram timpii pentru
cele trei faze descrise:

e na — timpul pentru calculul (secvential) al solutiilor z; de catre fiecare procesor.

e =~ cyn(o+ B) — timpul pentru cele n — 1 operatii de difuzare (pentru j =n —1
nu mai este necesara difuzarea); coeficientul ¢4 depinde de topologia arhitecturii si de
algoritmul de difuzare ales; de exemplu, pentru hipercub c¢; = logp, iar pentru inel
Cq = p/2.

e pentru actualizari (paralelism complet): % Z?;Ol 2n—1—-ja=

2

(n® —n)a.

1
p

Timpul total este suma celor de mai sus:

T6.10 = %(TR +np—n)a+cq(n —1)(c + 3).

Precizam ca aceasta este o limita superioara a timpului de calcul; practic, pot
apare valori mai mici, deoarece in timpul difuzarii un procesor nu este permanent
ocupat; deci, de indata ce termina partea sa din operatia de difuzare, el poate trece
imediat la actualizari.

Pentru algoritmul cu produs scalar, executarea in paralel a operatiilor din bucla
pentru cea mai interioara, inseamnd cooperarea procesoarelor pentru calculul sumei
Z;;E a;;x;; deci, pentru un ¢ fixat, suma implica elemente de pe linia ¢ a matricei A4,
si elementele din = deja calculate. Pentru a repartiza echilibrat calculele, e normal
sa presupunem linia 7 impartita aproximativ egal intre procesoare, ceea ce semnifica
o repartizare pe coloane a matricei A, gi anume, din motive asemanatoare celor de
la algoritmul precedent, ciclic pe coloane; repartizarea lui  nu pune probleme supli-
mentare, deoarece procesorul care detine a;j, adicd P(j), detine si ;. Deci, fiecare
procesor calculeaza j<i @i, cu j parcurgand coloanele proprii. Pentru a obtine
x; ca In formula 6.6, este necesard adunarea acestor sume partiale, dupd cum se
procedeaza in algoritmul urmator:
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ALGORITM 6.11 (T'R(n) cu colectare, pe arhitecturd cu memorie distribuita, A repar-
tizata ciclic pe coloane)
pentru :=0:n—-1
t+0
pentru j=0:7—-1
daca id = P(j) atunci

(1) t<1t+a;;r;
(2) s < colectare cu sumare a valorilor ¢ in P(7)
daca id = P(i) atunci

Pentru un 7 fixat, calculele de tip (1) decurg in perfect paralelism; este vorba de
operatiile T;; de pe ”linia” i a grafului de dependenta din figura 6.3, care sunt in-
dependente; datorita repartizarii ciclice, pentru orice i, toate procesoarele au aproxi-
mativ acelagi numar de operatii de efectuat. Toate sumele partiale trebuie adunate,
iar rezultatul comunicat procesorului P(i); aceasta se poate realiza eficient printr-o
operatie de colectare cu sumare, aga cum am vazut in algoritmul 4.3, pentru hiper-
cub, sau in problema 4.3.7, pentru inel. In sfarsit, in instructiunea (3), procesorul
P(i) calculeaza solutia z;, timp in care celelalte procesoare sunt inactive (in realitate,
celelalte procesoare continué cu calculele (1) din iteratia urmétoare, dar vor fi nevoite
si-1 agtepte pe P(i) la urmatoarea colectare; pand la urma, timpul de inactivitate este
acelagi, chiar daci in alt moment).

Timpul de executie al acestui algoritm este aproximativ acelasi cu cel al prece-
dentului, singura diferenta putand apare la complexitatea comunicatiei; dar difuzarea
si colectarea sunt operatii duale, deci vor consuma un timp identic; faptul ca se face
sumare In timpul colectarii nu este semnificativ.

In concluzie, pentru ambii algoritmi prezentati, 6.10 si 6.11, se foloseste comunicatie
globala (de unde si numele acestei sectiuni). In expresia T4.19, partea reflectand
calculele aritmetice este O(n?/p), iar cea descriind complexitatea comunicatiei este
O(pn), in cazul cel mai rau, al inelului; deci, pentru n — oo, ponderea comunicatiilor
se devine nesemnificativa, si eficienta algoritmilor tinde catre 1. Totusi, pentru va-
lori uzuale ale lui n, termenul reflectand comunicatia este important (s nu uitam ca
o > a), ceea ce va conduce la o crestere lentd a eficientei, pe masura ce dimensiunea
problemei cregte.

Cauzele relativei ineficiente sunt doua. In primul rand, procesoarele particips la
operatii de comunicatie globala, care implica sincronizare, gi in care pierd timp in
asteptarea mesajelor; in plus, existd operatii efectuate de un singur procesor, in timp
ce celelalte sunt inactive (tocmai din cauza necesitatii sincronizarii). In al doilea
rand, numarul acestor comunicatii globale este foarte mare, deoarece toate mesajele
au dimensiune 1; algoritmii au granularitate fina; aceasta implica o pondere egala a
coeficientilor ¢ gi # in timpul de comunicatie.

Vom vedea in continuare cum se poate mari dimensiunea mesajelor, si deci micsora
numarul lor, pastrand structura algoritmilor de mai sus. Altfel zis, vom deduce
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algoritmi cu granularitate mare (la nivel de bloc de matrice); pentru a nu lungi
prezentarea, ne vom ocupa doar de algoritmul cu difuzare.

Sa presupunem ci A este partitionata in blocuri patrate ca in prima parte din
relatia (6.1); cum A este inferior triunghiulard, atunci 4;; = 0., pentru ¢ < j, iar
Aj; este inferior triunghiulara. De asemenea, ca in sectiunea referitoare la produsul
matrice-vector, vom presupune vectorii x si b impartiti fiecare in n, vectori de dimen-
siune r, pe care-i vom nota cu X;, respectiv B; (i € 0 : n, — 1). Cu aceste notatii,
echivalentul relatiei (6.6), dedus acum dintr-o bloc linie a ecuatiei Az = b, este:

i1
AiXi=B; - Ay X,

=0

si aratd cd X; poate fi calculat prin rezolvarea unui sistem inferior triunghiular ”mic”,
de dimensiune r, dupa calculul tuturor necunoscutelor din vectorii X;, cu j <.

Algoritmul secvential asemanétor cu 6.8 se deduce si el imediat; forma este aproape
identica, numai ca operatiile sunt acum la nivel de bloc, gi nu de element.

ALGORITM 6.12 (T'R(n) secvential la nivel de bloc, prin suma vectoriald)
x4+ b
pentru j=0:n, — 1
rezolva sistemul inferior triunghiular cu necunoscuta Y: A4;;Y = X;
X]' Y
pentru:=j+1:np—1
X; « X, — Aij X]'
Desigur ci numarul de operatii este acelasi, adici n2.
Pentru a deduce echivalentul la nivel de bloc al algoritmului cu difuzare 6.10, tre-
buie s stabilim repartizarea matricei A. Deoarece se paralelizeaza bucla pentru cea
mai interioard, adica operatiile X; < X; — A;;X;, cu i > j (j este fixat), este natu-
ral ca bloc coloana j a matricei A sa fie distribuita echilibrat procesoarelor; aceasta
inseamna o repartizare pe linii, bloc ciclicd; fiecare procesor va avea in memoria locala
m = ny/p = n/(rp) bloc linii, adica n/p linii; notand (doar acum) cu P(i) procesorul
care detine blocul A;;, si care calculeaza X;, se obtine:

ALGORITM 6.13 (T'R(n) cu difuzare, la nivel de bloc, pe arhitecturd cu memorie
distribuitd, A repartizatd bloc ciclic pe linii)
pentru j=0:n;—1
daca id = P(j) atunci

(1) rezolvd sistemul inferior triunghiular cu necunoscuta Y: 4;;Y = X;
(1) X, «Y
(2) difuzare: P(j) trimite X; celorlalte procesoare

pentru ¢ =j7+1:n,—1
daca id = P(i) atunci
(3) X+ X; — Ainj
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Din nou forma este foarte asemanatoare cu cea a algoritmului la nivel de element
6.10; numarul de operatii este, insa, diferit de cel din expresia Tg19. Defalcat pe cele
trei faze, timpul de executie este:

e nyr?a = nra pentru calculul (secvential, deoarece un singur procesor lucreaza la
(1), restul agteptand difuzarea) al solutiilor X; de citre fiecare procesor, pentru
ca se rezolva ny sisteme triunghiulare de dimensiune r.

o & cg(npo+nf) =cq4((n/r)o+npf) — pentru cele ny, difuzari, fiecare a unui mesaj
de dimensiune r.

e timpul pentru actualizarile (3) ramane acelasi ca in Tg.10.

Rezumand, timpul primei faze este de r ori mai mare ca in T§ 19, iar coeficientul
lui o din timpul de difuzare se diminueaza de r ori. Cum ¢ > «, aceasta conduce la
reducerea timpului total. Totusi, timpul nu se imbunatateste considerabil, deoarece
am inldturat doar una din cauzele ineficientei, cea cu pondere mai mica.

6.2.4 Algoritmi in front de unda

In algoritmii din sectiunea anterioara, la un moment dat, toate procesoarele executa
operatii de acelasi tip, cooperand fie la actualizarea cu elementul z; in algoritmul
cu difuzare, fie la calculul sumelor partiale necesare calculului unui element z; in
algoritmul cu colectare. O alta sursa de paralelism, exploatata in cele ce urmeaza, este
lucrul simultan la mai multe elemente ale solutiei, sau, echivalent, prelucrarea pipeline
a unui singur element. Cu alte cuvinte, daca in algoritmul cu difuzare se executau
in paralel operatiile dintr-o ”coloana” a grafului de precedenta din figura 6.3, iar in
algoritmul cu colectare cele dintr-o ”linie”, putem acum incerca combinarea acestor
abordari. Evident, exista mai multe posibilitati, dintre care vom expune céiteva in
continuare.

Ne vom ocupa intai de varianta corespunzatoare algoritmului secvential cu suma
vectoriala. Vom presupune acum o repartizare ciclic pe coloane a matricei A. Dupa
ce procesorul P(j) calculeazd z;, actualizarea termenilor z;, cu ¢ > j, nu poate
fi impdartitd cu alte procesoare deoarece P(j) detine in intregime coloana j din A;
dacd toatd actualizarea ar fi facuta de P(j), atunci executia algoritmului ar fi pur
secventiala (desi distribuita), pentru ca celelalte procesoare nu ar avea nimic de ficut.
Pentru a obtine paralelismul, se imparte actualizarea in mai multe etape.

Introducem un vector z, de dimensiune n, initializat cu zero, in care se vor acumula
actualizarile; deci, in final, z; = E;;E a;jzj. De data aceasta nu elementele din 2 vor
circula (ca in algoritmul 6.10, unde se difuzau), ci elementele din z. Acest vector se
imparte in mai multe segmente, de dimensiune s; evident, 1 < s < n; in fiecare etapa
P(j) actualizeazi un segment, dup# care trimite acest segment citre P(j + 1). In
acest fel, P(j + 1) poate calcula z;1; imediat dupa receptionarea primului segment,
prelucrand apoi segmentele pe masura ce le primeste de la P(5).
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Figura 6.5: Porzitia segmentelor la un moment dat, in algoritmul front de unda pe
coloane.

Sa detaliem. Procesorul P(0) calculeazi o, apoi incepe calculul componentelor
Z; = ajpxo, cu i > 0, ale vectorului de actualizare. Dupa ce a calculat primele s astfel
de elemente, adicd primul segment, P(0) le trimite lui P(1), astfel incat acesta sa-l
poatd calcula pe x; < (by — z1)/a1; si sd-si inceapd actualizarile, adica operatii de
genul z; « z; + a;1x1, cu indicele ¢ corespunzator liniilor primului segment. In acest
timp, P(0) continud lucrul la urméitoarele s elemente ale lui z, al doilea segment. Pe
scurt, dupa ce un procesor termina actualizarea unui segment, il trimite mai departe,
in asa fel incat, la un moment dat, pozitia (spatiald) a segmentelor este cea sugeratd
in figura 6.5, iar migcarea acestora este asemanatoare inaintarii unui front de und4,
de unde si denumirea algoritmului.

Un exemplu este prezentat in figura 6.6, sub forma unei diagrame Gantt. Am notat
cu S; operatia x; < (b; — 2;)/a;; si cu Tj; operatia z; < 2; + a;jz;, in concordanta
cu graful de precedenti din figura 6.3; cele doud tipuri de operatii au acelasi timp de
executie. Timpii morti ai procesoarelor sunt figurati prin spatii albe. Pentru a nu
complica diagrama, am presupus comunicatiile instantanee; liniile verticale marcheaza
momentele in care are loc comunicatia. Alegdnd s = 2, un procesor executd asupra
unui segment doud, sau una, operatii de tip 7};.

Desi exemplul nu o sugereaza pregnant, pentru n > p, in functie de dimen-
siunea segmentului gi de constantele specifice calculatorului gazda (raportul timp
comunicatie/timp calcule, in special), este posibil ca toate procesoarele si fie active
la un moment dat.

Vom prezenta in continuare o forma simplificati a algoritmului si apoi unele detalii.
Variabila locala segment este o multime continand cel mult s elemente ale vectorului
de actualizare z; un procesor nu lucreaza la un moment decat asupra unui singur
segment; nr_segm este numarul de segmente care trebuie prelucrate pentru un anume
j. Deoarece comunicatiile au loc intotdeuna de la P(j) la P(j + 1) si repartizarea
matricei A este ciclica, topologia minimala ceruta de algoritm este inelul, pe care se
comunica intr-un singur sens.
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Py | So T1o Tao|T30 Tuo|T50 Teo|T70 Sy T54 Toa|Tr4

Py S1 To1|Ts1 Tan|Ts1 Te1|T S5 Tes|Ts
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P S3 Tu3|Ts3 To3|Ts St

Figura 6.6: Diagrama Gantt pentru executia algoritmului in front de unda pe coloane,
pentrun =8, p=4, s =2.

ALGORITM 6.14 (T'R(n) — in front de unda pe coloane, pe inel, A repartizati ciclic
pe coloane)

pentru j=0:n-1
daca id = P(j)

pentru k =1:nr_segm {nr_segm = [(n — j)/s|}
daca id =0 i j = 0 atunci
(1) creazd segment {z((k—1)s+1:ks) < 0}
altfel
(2) recv(segment, stinga) {dela P(j — 1)}
daca k=1
(3) zj  (bj = 2j)/ajj
(4) segment < segment — {z;}
pentru z; € segment
(5) Zi & z; + Q5T
daca |segment| > 0 atunci
(6) send(segment, dreapta) {catre P(j + 1)}

Toate segmentele sunt create, in (1), de catre Py, la prima iteratie, si transmise
permanent catre dreapta. Numarul de segmente pe care le receptioneaza un procesor
la un moment dat se calculeaza cu nr_segm = [(n — j)/s], deoarece pe coloana j
sunt n — j elemente nenule in A. Dupa receptia primului segment corespunzator unei
coloane j, procesorul P(j) poate calcula z;, in (3) (care e echivalentul formulei (6.6)),
dupa care z; nu mai este necesar, deci poate fi eliminat din segment. Se observa deci
ca primul segment are cu cate un element mai putin la fiecare necunoscuta calculata si
dispare dupa primele s etape, moment in care procesul se repeta cu al doilea segment
(devenit acum primul). Celelalte valori din primul segment si celelalte segmente sunt
actualizate in (5), dupa care segmentele sunt trimise catre P(j+ 1), daca sunt nevide.
Se poate modifica algoritmul astfel incat instructiunile (6), dintr-o iteratie, si (2), din
urmatoarea, sa se execute in paralel.
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In acest fel segmentele parcurg inelul, fiecare pana la disparitie; ultimul segment,
de exemplu, este transmis de n — 1 ori; se poate aprecia, in general, ca volumul
comunicatiei este mare; totugi, nu trebuie uitat ca multe din transmisii pot avea loc
in paralel. Daca s, dimensiunea unui segment, este mic, cregte gradul de paralelism,
dar si timpul de comunicatie, deoarece numarul segmentelor este mare; daca s este
mare, numarul de mesaje se reduce, dar scade gi paralelismul. Faptul ca volumul
comunicatiei scade pe masura ce calculele avanseaza compenseaza intr-un fel trecerea
de mai multe ori a unui segment pe la acelasi procesor. De asemenea, se poate
aprecia ca in cazul comunicatiilor asincrone timpul de executie poate fi redus, chiar
semnificativ, fata de cazul sincron.

Timpul de executie al acestui algoritm este urméatorul (pentru detalii vezi [14]):

(s—1)

1 S o
Te14 = —(n? 2 -
6.14 p(n tnpt ———>p ) (e + p + B),

si se minimizeazi In functie de s; optimul se obtine dintr-o ecuatie de gradul 3 in
s, ai carei coeficienti depind de caracteristicile calculatorului gazda. Deci, pentru
fiecare calculator gi pentru fiecare n, trebuie initial calculata valoarea optima a lui
s. Calculul nu trebuie facut la fiecare executie, ci se poate crea, o data, un tabel cu
valorile optime, din care se extrage la executie valoarea adecvata.

Varianta in front de unda a algoritmului cu produs scalar presupune o repartizare
pe linii a matricei A. Procesorul P(7) trebuie sa calculeze singur produsul scalar ce
implica linia ¢ a matricei; dacd ar executa acest calcul in intregime, atunci calculele
s-ar desfasura pur secvential. Se foloseste din nou ideea impartirii in segmente, de
data aceasta a calculului produsului scalar.

Avand in vedere asemanarea pronuntatd cu algoritmul in forma de unda orien-
tat pe coloane, ne vom multumi cu o scurtd expunere comparativa. Daca in acel
algoritm circulau valorile lui z, care se actualizau pe baza valorilor locale ale lui =z,
acum lucrurile se petrec pe dos; pentru calculul z; = Z;;h a;jxj, procesorul P(i) are
nevoie doar de valorile z;, linia ¢ din A fiindu-i proprie; deci ideea este de a face sa
circule segmente de dimensiune s, contindnd elemente din x, in timp ce elementele
din z rdmén locale. Pentru a calcula z;, procesorul P(i) primegte astfel de segmente,
actualizand z;, pana cand este obtinuta suma de mai sus; apoi poate efectiv determina
x;, pe care-1 atageazi ultimului segment; toate segmentele sunt trimise spre P(i + 1),
pe rand, astfel incat un procesor lucreaza cu un singur segment la un moment dat.
Porzitia segmentelor la un moment dat este cea sugerata in figura 6.7.

In algoritmul de mai jos, segment este o variabila locala care contine cel mult s
elemente din z; suma z; poate fi gazduita de o variabila scalara; am pastrat notatia
numai pentru a nu strica asemanarea cu algoritmul pe coloane.
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1

Figura 6.7: Porzitia segmentelor la un moment dat, in algoritmul front de unda pe
linii.

ALGORITM 6.15 (T'R(n) — in front de unda pe linii, pe inel, A repartizata ciclic pe
linii)
pentru :=0:n—-1

daca id = P(i) atunci

pentru k=1:nr_segm—1 {nr_segm = [i/s]}

(1) recv(segment, stinga)
in paralel
(2) send(segment, dreapta) {cétre P(i +1)}
pentru z; € segment

(3) 2i &+ 2 + Q35T
(4) recv(segment, stinga) {daca i mod s = 0}

pentru z; € segment
(5) Zi < 2 + QT
(6) z; < (bi — 2i)/ai;
(7) segment < segment U {z;} {sau creaza un nou segment}
(8) send(segment, dreapta)

Trebuie remarcate cateva detalii de implementare. Pentru un 7 fixat, tratarea seg-
mentelor e despartita in doua etape, ultimul segment fiind prelucrat separat. Pentru
primele, transmisia (2) are loc, in mod ideal, imediat dupa receptia (1), deoarece
continutul segmentului nu se modifica, deci e bine ca P(i + 1) sa-l primeasca cat
mai devreme; pe de alta parte, pentru a nu se agtepta efectuarea acestei comunicatii,
actualizarile (3) au loc in paralel (sau concurent, dacé arhitectura procesorului nu
permite altfel). Pentru ultimul segment se executd receptia, in (4), dar numai daca
este cazul, adici dacd nu trebuie creat un nou segment; acum actualizarile (5) preced
transmisia (8), deoarece trebuie calculat z;, in (6), si addugat segmentului, in (8). Se
observa ca numarul de segmente este acum in continua crestere, pana cand se ajunge
la numarul maxim de segmente.
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Figura 6.8: Diagrama Gantt pentru executia algoritmului in front de unda pe linii,
pentrun =8, p=4, s =2.

Diagrama Gantt a unui exemplu este prezentata in figura 6.8, pentru aceiasi
parametri ca in cazul algoritmului in front de undd pe coloane. De data aceasta
comunicatia este simbolizata printr-o linie intre zonele alocate unor procesoare vecine;
am presupus ca durata comunicatiilor este nenula, dar foarte mica, pentru a sugera
mai clar ordinea transmisiilor. O mica linie oblica marcheaza transmisiile primului
segment. Comunicatia a fost presupusa sincrond; pentru a nu complica diagrama, am
presupus ci transmisia (2) si actualizérile (3) se pot efectua in orice ordine (cea mai
avantajoasd), dar secvential.

Timpul de executie pentru acest algoritm are o expresie complicata, insa cu o alura
asemanatoare celui pentru algoritmul in front de unda orientat pe coloane, adica cu
un minim pentru 1 <s < n.

6.2.5 Algoritmi ciclici

Algoritmii in front de unda au dezavantajul unui volum de comunicatie relativ mare.
Cei care vor fi prezentati in continuare vor folosi minimum de comunicatie, atat ca
numar de mesaje, cat gi ca numar de elemente de matrice transmise.

Vom incepe cu varianta paraleld a algoritmului cu suma vectoriala. Se presupune o
repartizare ciclic pe coloane a matricei A. Exista o oarecare asemanare cu algoritmul
in front de unda corespondent, in sensul ca actualizarile se acumuleaza intr-un vector
z, de dimensiune n, initializat cu zero gi care, in final, contine valorile z; = Z;;t ai;T;,
pe baza carora se calculeaza elementele din . De data aceasta, insd, vectorul z nu se
mai imparte in mai multe segmente; exista un singur pachet (segment), de dimensiune
p — 1, care circula de-a lungul unui inel, continand o parte din elementele lui 2z, sub
forma unor sume partiale.

Vom prezenta intai algoritmul, gi apoi unele explicatii; in ce privegte notatiile,
SUM este pachetul de p — 1 elemente care circula, si pentru care fiecare procesor
trebuie sd rezerve spatiu; de asemenea, fiecare procesor are o variabila locala z, de
dimensiune n (sunt necesare doar n — p + 1 valori, dar nu ne complicim), in care
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calculeaza partea sa din suma de mai sus; pentru toate procesoarele, vectorii SU M
si z se initializeaza cu 0. Algoritmul este urmatorul:

ALGORITM 6.16 (T'R(n) — ciclic pe coloane, pe inel, A repartizata ciclic pe coloane)
pentru j=0:n-1
daca id = P(j)

recv(SUM, stanga) {dela P(j —1)}

zj < zj + SUM(0)

zj  (bj = 2j)/aj

SUM@:p—3)« SUM(1:p—2) {elimind SUM(0) din pachet}

pentru 1=1:p—2

SUM(’L — 1) — SUM(’L — 1) + Zj+i + Ajti,jTj

SUM(p —1) <= zjip1 + Qjip-1,j%;

send(SUM, dreapta)  {citre P(j + 1)}

pentru i=j+p:n—1
(8) Zi & 2 + Q5T

—_

A~ N N
=~ W
— N —

A~~~
D
—_

Deci, pachetul SUM circuld de-a lungul inelului de procesoare, fiecare procesor
primindu-1 din stdnga in (1) i retransmitadndu-1 spre dreapta in (7), dupa ce a fiacut
toate modificarile necesare. Pachetul contine actualizari pentru urmatoarele p — 1
elemente din ¢ de calculat; deoarece o linie a matricei A este repartizata intre toate
procesoarele, fiecare dintre acestea contribuie la calculul sumei z; = Z;;E ai;Tj cu
produsele a;;jz; pe care le poate efectua cu date din memoria locala; in loc de a
transmite tot vectorul z, se poate folosi doar SUM, care la plecarea dintr-un pro-
cesor contine informatia necesara celorlalte p — 1 procesoare, care e suficienta pana
la revenirea pachetului la procesorul curent. Instructiunea (2) reprezintd obtinerea
valorii finale a lui z;, dupa ce in SUM (0) s-au acumulat actualizarile efectuate de cele-
lalte procesoare. Deci, in (3), P(j) calculeaza necunoscuta z; folosind chiar formula
(6.6). Apoi, in (4), elimind prima valoare din SUM (in algoritm, printr-o deplasare
la stdnga a vectorului SUM), care nu mai este necesard mai departe; actualizeaza,
in (5), celelalte valori din SUM cu necunoscuta proaspat calculatd si adaugd, in (6),
la pachetul SUM suma sa partiald (actualizatd gi cu necunoscuta curentd) destinata
calculului variabilei ;4,1 — care va fi calculatd de P(j+p—1), vecinul din stanga al
lui P(5), dar cel mai dep#rtat in sensul de circulatie al pachetului SUM. In acest mo-
ment pachetul SUM este complet, prelucrat si poate fi expediat vecinului din dreapta.
In fine, in (8), P(j) actualizeazi cu necunoscuta proaspat calculatd sumele partiale z
pentru celelalte necunoscute (de la j + p incolo), operatie care ocupa, in general, mult
mai mult timp decat toate cele precedente; doar pentru j suficient de mare, adica
apropiat de n, aceste actualiziri sunt de scurta durata.

Se poate demonstra ca, pentru acest algoritm, comunicatia este minimala, atat
ca numar de pachete cat si ca numéar de elemente transmise. Aceasta nu inseamna
ca algoritmul e optim ca timp total de executie, pentru ca apare altd problem3;
procesorul P(j) poate termina actualizérile (8) ale vectorului z inainte de a reprimi
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un nou pachet SUM; in acest caz, el nu are nimic de facut gi va trebui sa agtepte;
timpul mort astfel acumulat poate avea o pondere insemnata — cu atat mai mare cu
cat raportul n/p este mai mic; acest lucru este absolut normal: dacd p este mare, un
procesor va lucra mai mult la actualizarea pachetului SUM, care va circula astfel mai
lent, in timp ce actualizarea vectorului z va dura relativ putin.

Daca n > p(tp, + p) (unde t, este costul, masurat in flop, al transmisiei a p — 1
elemente in virguld mobild citre un vecin') — ceea ce inseamna o valoare destul de
mare, atunci timpul de executie al algoritmului va avea aproximativ expresia:

1
Te.16 = 5(n2 +np) + p(tp +p)°| .

Eficienta algoritmului tinde asimptotic spre 1, dar se apropie de aceasta valoare numai
pentru valori mari ale lui n. Se aratd in [20] c& o eficientd teoreticd de aproximativ
50% se obtine pentru n = p(t, + p).

Un algoritm aseméanator se poate stabili si pentru o repartizare pe linii a matricei
A. Ca i la algoritmul in front de unda pe linii, va circula x; ca gi la algoritmul ciclic
pe coloane, va exista un singur pachet, numit acum X SUB (notatia e consacrati) si
continand ultimele p — 1 necunoscute calculate. Pentru a pastra stilul de prezentare,
am folosit si variabila z, cu semnificatia de pana acum; trebuie observat ca z si =
pot fi gizduite de aceeasi variabila locali si ca z este repartizat ciclic intre procesoare
(P(i) are elementul z;). Algoritmul este urméatorul:

ALGORITM 6.17 (T'R(n) — ciclic pe linii, pe inel, A repartizata ciclic pe linii)
pentru :=0:n—-1
daca id = P(i)
(1) recv(XSUB(1:p—1), stanga)
pentru j=1:p—1
(2) zi  zi + Qii—ptj - XSUB(j)
(3) xi < (bi — 23)/ais
(4) XSUB(O:p—2)« XSUB(1:p—1)
(5) XSUB(p—1)«2x; {XSUB<+ XSUB —{zi_py1}U{x;} }
(6) send(XSUB(1: p — 1), dreapta)
pentru k=i+1:n—-1
daca id = P(k) atunci
pentru j=1:p
(7) 2k & 2k + Ok i—ptj XSUB(] - 1)

Am folosit un mic artificiu tehnic in utilizarea pachetului X SUB; cele p — 1 ele-
mente transmise sunt cele din pozitiile 1 : p — 1; vom explica putin mai tarziu la ce
folosegte pozitia 0. Un procesor P(7), dupa ce receptioneaza in (1) pachetul XSUB,
completeaza suma partiala z; in (2), pe baza solutiilor aflate in X SUB (calculate in

LCu alte cuvinte t, = (o + (p — 1)B8) /.
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ultima tura de celelalte p — 1 procesoare), dupa care calculeaza z; folosind clasica for-
muld (6.6). Apoi, in (4) si (5), sterge din pachetul X SUB cea mai veche componenta
a solutiei gi adaugé la acesta necunoscuta proaspat calculatd x;; dupa care, in (6),
trimite X SUB mai departe. Apoi actualizeaza elementele locale (de pe liniile care
ii apartin) ale vectorului z, folosind valorile din X.SU B; in algoritm am tinut seama
de deplasarea spre stanga din (4) a elementelor din X SU B; de aceea, in actualizirile
(8), apare si X SU B(0), care nu trebuia trimis spre P(i+ 1), dar e inci necesar pentru
actualizarile locale.
Acest algoritm are proprietati similare cu cele ale algoritmului ciclic pe coloane.

6.2.6 Comparatii ale algoritmilor precedenti

Am prezentat pand acum trei perechi de algoritmi paraleli de rezolvare a sistemelor
liniare triunghiulare. Dintre acestia, algoritmii cu comunicatie globala sunt, teoretic,
cei mai putin performanti. Cel mai bun algoritm depinde de raportul n/p; daca acesta
este mic, algoritmii in front de undé sunt superiori; dacd este mare (numéar mic de
procesoare fatd de dimensiunea problemei), atunci algoritmii ciclici sunt mai buni.

De exemplu, in [14] se raporteaza cd, pe un hipercub de tip Ncube, pentru n = 500,
pentru p = 4, 8, 16 algoritmii ciclici au avut cel mai bun timp de executie; in schimb,
pentru p = 32, 64 algoritmii in front de unda au fost superiori.

Se poate deci concluziona ci, din punct de vedere practic, pentru rezolvarea par-
aleld a unui sistem liniar triunghiular se va alege unul dintre algoritmii in front de unda
sau ciclic, cu repartizare a datelor pe linii sau pe coloane dupa cum e mai convenabil
in context. Alegerea se face in functie de valoarea n/p si de caracteristicile calcula-
torului pe care se face implementarea (in special raportul timp de comunicatie/timp
de calcul). Repartizarea pe linii sau pe coloane se alege in functie de contextul in care
se rezolva TR(n).

Nu trebuie neglijati, totusi, nici algoritmii cu comunicatie globala, in special vari-
antele la nivel de bloc (de genul algoritmului 6.13), datorita simplitatii lor gi a folosirii
unor operatii de comunicatie care sunt deseori gata implementate cu mare eficienta.

6.2.7 Un algoritm pe tor

Vom prezenta in continuare o modalitate de rezolvare a problemei T'R(n) pe un tor de
dimensiuni egale. Primul lucru care trebuie stabilit este repartizarea matricei A4; de
data aceasta, datorita ”asemanarii” intre un tor gi o matrice, exista o solutie simpla
si unicd; profitand si de experienta anterioari, vom considera o repartizare ciclica
atat pe linii, cat si pe coloane; altfel spus, elementul a;; va fi detinut de procesorul
de pe linia ¢ mod /p si coloana j mod ,/p ale torului. Un exemplu este prezentat
in figura 6.9; se observa ca procesoarele au aproximativ acelagi numar de elemente
din A. In ce priveste vectorii b gi z, din motive ce vor deveni clare mai tarziu,
ii presupunem repartizati ciclic doar procesoarelor de pe diagonala torului; deci b;

apartine procesorului Py, cu t = ¢ mod ,/p; acelasi procesor va detine in final ;.
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00 00
10[11 11
20[21[22 22
00[01]02[00 00
10]11]12]10[11 11|
20(21[22[20[21[22 22
00[01]02]00[01[02|00 00
1o0[11[12[10[11]12[10[11 11
20(21]22[20(21[22[20[21[22]  [22]

A T

Figura 6.9: Repartizare a matricei inferior triunghiulare A si a vectorului 2 pe un tor
3 x 3, pentru n = 9.

Sa incercam sa deducem un algoritm care sa combine ideile algoritmilor cu difuzare
6.10 si cu colectare 6.11. E natural sa dorim aceasta, din moment ce repartizarea pe
tor imbina repartizarile din cei doi algoritmi amintiti, pe linii, respectiv pe coloane.
Grupand procesoarele torului pe linii, algoritmul cu difuzare s-ar putea generaliza
astfel: dupd calculul unui element z;, grupul de procesoare P(j) il difuzeaza celor-
lalte grupuri, care efectueazi actualiziri. Pe de alta parte, grupand procesoarele pe
coloane, se poate generaliza algoritmul cu colectare: la iteratia ¢, fiecare grup cal-
culeaza partea din suma din (6.6) care ii revine, dupa care se obtine intreaga suma
printr-o colectare cu sumare cu destinatia P(i), grup care poate calcula acum ;.

Deci, doar din argumente de bun simt, se observa ca se vor face difuzari pe
coloanele torului si colectari pe linii. De asemenea, deoarece calculul final al unui
element din z este efectuat de un singur procesor, si trebuie si alegem cate un pro-
cesor reprezentativ pentru fiecare linie gi fiecare coloana, e normal ca procesoarele de
pe diagonala torului sa fie cele ”avantajate”; de aici, cerinta repartizarii vectorului b
numai intre aceste procesoare.

S5 trecem acum la o abordare mai concretd. Introducem matricea W € R™**V?;
fiecare coloana de procesoare din tor posedid o coloana din W, repartizarea pe linii
fiind ciclica, la fel ca pentru A. Procesorul Py, care detine elementul w;; (deci s =
i mod /p), va avea de calculat suma (prin care definim W):

Wit = Z a;jzj, (unde P(j)=j mod /p).
j<i, P(j)=t

Se observa ca aceastd suma necesita doar elemente a;; locale procesorului. De aseme-
nea, folosind consacratul vector z, deducem imediat ca

i—1 Vp—1
zi(= Zaiﬂj) = Z Wit -
j=0 t=0
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Aceasta relatie sugereaza ca, o data calculate toate valorile w;; de pe linia s = P(7)
a torului, z; = (b; — 2;)/ai; se poate calcula dupd o colectare cu sumare pe linia
respectivd, cu destinatia Pgs (care detine atat b;, cat gi a); este, de fapt, ideea
algoritmului cu colectare 6.11.

Pe de altd parte, pentru a calcula w;;, un procesor are nevoie de toate valorile x;,
pentru P(j) = t; ori acestea sunt calculate de procesorul Pj;. Deci, de fiecare data
cand un procesor de pe diagonala torului calculeaza o valoare din z, el trebuie sa o
difuzeze tuturor procesoarelor de pe coloana sa, acestea urménd a actualiza valorile
w; care le sunt locale. Deoarece operatia de actualizare va apare in mai multe ocazii,
sa descriem procedura pe care o urmeaza procesorul Pg;:

proceduri actualizare(k, ;)

pentru i=k+1:n-1
daca i mod /p = s atunci  {pentru liniile proprii}

Wit = Wit + Q35T

Introducerea parametrului suplimentar k se va dovedi necesard mai tarziu; in mod
normal k£ = j, deci un procesor actualizeaza toate elementele care ii apartin, pentru
P> 7.

S-a conturat pana acum urmatorul algoritm de principiu, schitat pentru ansamblul
procesoarelor:

ALGORITM 6.18 (T'R(n) pe tor, schitd generala)
pentru j=0:n-1
t < jmod \/p
colectare cu sumare (pe linia ¢t a torului) in Py: z; Zl\g_l wji
Py calculeazd x; + (bj — 2;)/aj;
Py difuzeaza x; pe coloana t a torului
Py, cuse0:/p—1 (coloana t a torului), efectueaza actualizare(j, x;)

Acest algoritm arata placut, dar ascunde defecte majore; deci, inainte de a detalia,
sd le evidentiem si si incercam sa le elimindm. Un exemplu simplu ne va fi de
folos; dupa ce Py calculeaza zg, il difuzeazd pe coloana 0 a torului; printre altii,
il receptioneaza si Pjg, care trece imediat la actualizari; in acest timp, Py, care
agteapta de la Pyg valoarea wyg, necesara pentru calculul lui 1, nu are nimic de facut;
de-abia dupa ce Pjg isi termina actualizarile, este disponibil pentru comunicarea cu
Py (participarea la colectare). Se aratd astfel ca algoritmul nu are un grad inalt de
paralelism; daca toate procesoarele de pe o coloana a torului sunt simultan ocupate
(mai putin pe durata calculului lui z;, care e nesemnificativad), in schimb coloanele
lucreaza aproximativ secvential; timpul de executie nu va fi cu mult mai bun decéat
cel al unui inel de numai ,/p procesoare, ceea ce e absolut neconvenabil.

Solutia e de a amana o parte a actualizarilor pana cand se rezolva toate problemele
de comunicatie ale etapei curente; de exemplu, Pjg va calcula intai wig, il va trimite
catre Py, iar apoi va actualiza w_541,0, wa,/5+1,0, €tc. In acest fel Pi; nu va agtepta
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decat un timp minim, iar Pjg va avea doar de schimbat ordinea unor operatii. Ideea
este deci de a face comunicatiile cat mai devreme cu putinta, imediat ce datele de
transmis sunt gata.

Aceasta tactica ne obliga la spargerea in etape a operatiilor de difuzare si colectare,
care vor avea loc intr-un timp mai indelungat (nu vor insemna practic o sincronizare
a procesoarelor), dar care se vor suprapune cu alte operatii. Pentru a obtine o buni
egsalonare in timp a comunicatiilor intre vecini, vom efectua difuzarea prin transmitere
in jos, pe inelul format de fiecare coloana a torului, iar colectarea prin transmitere la
dreapta, pe fiecare linie a torului.

Vom prezenta acum algoritmul pentru procesorul Py, intr-o forma mai amanuntita.
Pentru a clarifica oarecum lucrurile, sa precizam comunicatiile la care participa un
procesor nediagonal; intr-o etapa, P, participa la o difuzare pe coloana ¢ a torului si
la o colectare pe linia s; deci, are de receptionat cate un mesaj de sus gi din stanga,
si de transmis jos si spre dreapta.

ALGORITM 6.19 (T'R(n) pe tor, detaliat, A repartizata ciclic pe linii gi coloane, pen-
tru procesorul Py)
initializeaza toti w;: locali cu 0
pentru j=0:n-1
daca t = j mod /p atunci

daca s =t atunci {procesor diagonal}
(1) recv(z;, stanga) {daca j # 0}
(2) Zj ¢ 25 + wjt
(3) zj < (bj — zj)/a;j
(4) send(z;, jos) {daca j #n —1}
(5) actualizare(j, z;)
altfel {s # t, procesor nediagonal}
(6) recv(z;, sus)
(7) send(z;, jos) {daca s # (t — 1) mod /p}
(8) i+ j+(s—t)mod /p
(9) Wit < Wit + Q3T
(10) recv(z;, stanga) {daca t # (s + 1) mod /p}
(].].) Zi < Zi + Wi
(12) send(z;, dreapta)
(13) actualizare(j 4+ /p, ;)

Deci, dupa ce un procesor diagonal primeste in (1) rezultatul colectarii de pe linia
sa, la care adaugd in (2) si contributia sa, e pregatit sa calculeze un element din x
in (3), aplicand formula (6.6); apoi, in (4), initiaza difuzarea elementului proaspat
calculat gi actualizeaza in functie de acesta elementele din W proprii, in (5).

Un procesor nediagonal agteapta intai ultima necunoscuta z; calculata de proce-
sorul diagonal de pe coloana sa, pe care o trimite imediat mai departe; (6) si (7) sunt
contributia procesorului la difuzarea pe coloana sa. Apoi actualizeaza, in (9), doar
primul element local w;;; indicele 4, calculat anterior in (8), este cel mai mic indice al
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unei linii proprii, mai mare decat j; intr-adevar, daca s > t atunci i = j + (s — t), iar
daca s < t atunci i = j+ (s —t+./p). Cu acest w;, procesorul participa la colectarea
cu sumare de pe linia sa, in instructiunile (10), (11) gi (12); in sfargit, poate continua
actualizarile, in (13). Ca detaliu, instructiunile (7), (9) si (10) pot decurge in paralel;
toate valorile z; locale unui procesor pot fi gizduite de o singura variabila scalara.

O formula exacta pentru timpul de executie al acestui algoritm este greu de dedus.
Sa ne multumim cu aprecierea ca operatiile aritmetice sunt echilibrat impartite intre
procesoare, iar volumul comunicatiilor este aproximativ 4(n/,/p)(o + ) (un procesor
efectueaza 4 comunicatii pe etapa, si sunt n/,/p etape). Desigur, pot exista timpi
morti in activitatea procesoarelor, dar ei nu pot fi prea mari, deoarece actualizarile
ocupa mult mai mult timp decat celelalte operatii.

Probleme

P 6.2.1 Scrieti analogul algoritmului cu difuzare 6.10 pentru rezolvarea sistemului superior
triunghiular Az = b (a;; = 0 pentru ¢ > j).
P 6.2.2 Scrieti un algoritm pentru rezolvarea T R(n) pentru o arhitecturd cu memorie co-

mund, pornind de la varianta secventiald cu suma vectoriala.

P 6.2.3 Desenati diagrame Gantt pentru evolutia algoritmilor cu difuzare 6.10 si cu colectare
6.11, in cazul n = 6, p = 3.

P 6.2.4 La fel, pentru evolutia algoritmilor ciclici de rezolvare a problemei TR(n), pe
coloane 6.16 si pe linii 6.17.

P 6.2.5 Ce instructiuni pot fi executate in paralel (sau concurent) de citre un procesor, in
algoritmul ciclic pe coloane 6.16 de rezolvare a problemei TR(n) ? Dar in algoritmul 6.17 ?

P 6.2.6 Cum se poate ajunge de la o repartizare a unui vector pe tor ca aceea a lui = din
figura ?? (pentru inmultirea matrice-vector), la cea din algoritmul pentru T'R(n) pe tor ?



Raspunsuri la probleme

P1.1.1 Numarul de tacte la care se produce un rezultat este dictat de timpul cel mai
mare al unui ”post”; raspunsul este deci 2. Se poate obtine un rezultat la fiecare tact daca
se dubleaza postul B, ca in figura 7.1; comutatoarele dinaintea si de dupa cele doua blocuri
B igi schimbi pozitia la fiecare tact gi sunt in fazd (blocul C citegte rezultatul furnizat de
un bloc B si, in acelasi moment blocul B respectiv trebuie si citeascd un nou operand). In
primul caz 100 de rezultate finale erau produse in 203 tacte, in al doilea, in 103.

P1.2.1 Se procedeaza prin inductie dupa p. Pentru p = 1 este evident. Presupunem
ca orice arbore de ordin p are p — 1 arce. Fie un arbore de ordin p + 1; presupunem ca nu
exista nici un nod cu gradul 1; deci, fiecare nod are cel putin doua arce. Vom construi un
ciclu astfel: plecam dintr-un nod oarecare pe unul din arce; in nodul urmator, continuam pe
al doilea arc al sau, primul fiind deja utilizat; si tot asa, pana cand se ajunge intr-un nod
deja parcurs; arcele sunt toate distincte, deci am obtinut un ciclu, ceea ce e imposibil intr-un
arbore. Deci exista un nod de grad 1; eliminand acest nod si arcul sau se obtine un arbore
de ordin p, cu p — 1 arce; deci arborele initial are p arce.

P1.2.2 Ap/2. Din fiecare nod pleacd A arce; fiecare arc uneste doud noduri.

P1.2.3 Un drum intre cele doud noduri se construieste din arce aflate pe dimensiunile
egale cu porzitiile bitilor diferiti. De exemplu, de la 100 la 001 se poate ajunge in doi pasi,
prin 000 sau 101 (pe dimensiunile 2,0, respectiv 0,2).

P1.2.4 Nodurile la distanta x de Py au reprezentari binare continand z biti de 1. Deci,
in total, sunt () noduri. Reamintim in treacit o identitate binecunoscuts: (3)+(¢)+...+
(4) = 24, care arat¥ aici numirul total de noduri in hipercub, acestea fiind grupate dupa
distantele fata de Py.

P1.2.5 Sunt sase cazuri posibile; ne referim la figura 1.11a; deci, vecinii lui P;; sunt:

— Pit1,5, Pij+1,dacai=0,j=0sau j =1, impar si #n — 1.

o— B o0
— A c
N

Figura 7.1: Schema pipeline pentru problema 1.1.1.
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—Pi_1;, Pjt1,dacdi=n—1,j=0sauj=1,iparsi#0.

- Pi,]‘fl, Pi+1,j, daca ¢ par, ] =n—1.

- P;j—1, P;_1;, daca ¢ impar, j =n — 1.

—Pi_1j, Piq1,j,daca j=0,0<i<n—1.

— Pi,]‘fl, Pi,]‘+1, altfel.

Tata deci ca o figura simpla ascunde complicatii destul de mari.

P1.2.6 Daca ¢ este numarul binar si g codul Gray, conversia binar—Gray se face cu
gl = i1 D41, cu 0 <1 <d—1 (cuconventia ci ig = 0). Invers, conversia Gray-binar se face
cCuyy =g Pg+1P...Hgi—1,sau 4 =g Py, cul=d—-1:—-1:0.

In ciclul hamiltonian construit dupa codul Gray reflectat, care este un inel, procesorul g
are vecinii g’ si g, codurile Gray ale numerelor binare i’ = i—1si i' =i+ 1, unde i are codul
Gray g. Deci, pentru P4, parcurgem etapele: g =4 = 0100 este codul Gray pentru ¢ = 0111
(P4 este pe pozitia 7 in inel); 7' = 0110, ¢ = 1000, deci g’ = 0101 =5 si g" = 1100 = 12.

P2.2.1 Pe hipercub, algoritmul este urmatorul:

1. dacaid =k
1. pentrui=0:d—1, in paralel
1. send(M, i)
2. altfel daca disty(id, k) =1 {vecinii sunt la distantd Hamming 1 }
1. ¢ ¢ numarul de ordine al bitului de 1 din id ® k
2. recv(M, i)

P2.2.2 In mod non-blocant, fiecare procesor transmite si receptioneaza pe toate canalele,
in paralel. In mod blocant sincron, un procesor transmite inti pe o dimensiune i daci e.g.
bitul 7 din adresa sa este 1, si receptioneaza intai daca acest bit este 0.

P2.4.1 Da. Fiecare procesor va avea alocata o parte din memoria comuna, care va simula
memoria locala. Pentru fiecare canal de comunicatie intre doud procesoare va fi alocata cate
o zona, Impartita in doua, fiecare parte pentru un sens de comunicatie.

P2.4.2 Suma se calculeaza in ug. Consideram id = i.

1. wg; = u2i + u2iq1
2. dacai=0
1. ug < uo + u2

P3.3.1 j(o + ) + 32 B. Daci graful este neregulat, A este gradul nodului sursa.

P3.3.2 Sunt p — 1 cai; una are lungime 1, iar celelalte lungime 2 si trec prin cele p — 2
noduri diferite de sursa si destinatie.

P3.3.3 Cénd toate cdile au aceeasi lungime, deci atunci cdnd j = ,/p; poate cd merita
sa faceti doua mici desene, cu ,/p par, respectiv impar.

P3.3.4 Un exemplu este cel din figura 7.2, in care sunt reprezentate cate doua cai intr-un
desen; primele doua au lungime 1, respectiv 7, iar celelalte lungime 3, respectiv 5.

P3.3.5 b = a @ s are j biti de 1. Fie o permutare (0,1,...,d — 1) = (io,i1,...,4d4-1),
astfel incit b, = ... =b;;_, =1sib;; =... =b;,_, = 0; deci numarul binar b;,_, ...b;, b;,
este egal cu 2/ — 1. Fie acum o cale intre nodurile 0 si 2/ — 1 si fie ¢ un nod de pe acea
cale; transformam aceasta cale intr-una intre P; si P,, transformand numarul ¢ dupa cum
urmeazi. Se aplici permutarea inversd lui ¢ bitilor numarului ¢, deci co + ¢, etc. (in
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Figura 7.2: Patru cai arc-disjuncte intre doi vecini, pe grila.

acest fel se construiegte o cale intre 0 si b); apoi se face operatia sau exclusiv ¢ < ¢ @ s,
1
acesta fiind rezultatul. Pentru sursi si destinatie, transformirile decurg astfel: 0 "= 0 g

; i~ 1 s - o . . O ..
2150 9§ a. Transformarea nu e unicd, ci depinde de modul de alegere a permutarii
t. De exemplu, sa vedem care este calea de lungime 4 dintre s = 110 §i @ = 011, intr-un

hipercub de dimensiune 3; b = 101 si putem alege 4 astfel: (0,1,2) = (0,2,1); in figura 3.10
se observi ci intre 0 si 22 —1 = 011, calea de lungime 4 este 000, 100, 101, 111, 011; aplicind
inversa permutarii 4, aceasta se transforma in 000, 010, 011, 111, 101; in fine, dupa un sau
exclusiv cu s = 110 se obtine 110, 100, 101, 001, 011. Daci se alege (0,1,2) = (1,2,0),
atunci aplicind inversa lui 7 se obtine 000, 010, 110, 111, 101; in final calea este 110, 100,
000, 001, 011.

Observatie. Este poate mai simplu sa se construiasca direct caile intre Ps si P,. Se
considera multimea D a porzitiilor in care s §i a difera si se construiesc j cai de lungime j
prin modificiri ale bitilor din acest grup (rotatii, in D, ale cdii principale prin D). Cele d — j
cai de lungime j 4 2 se construiesc negand cate un bit care nu e in D, mergand apoi pe calea
principald prin D, si negand la loc bitul initial.

P3.3.6 a) Fiecare cale are un singur nod in C}, obtinut prin rotatia luiux =0...01...1;

k
aceste d noduri sunt evident diferite. b) Cele j c&i obtinute prin rotirea ciii principale nu
au noduri comune. Nodurile de pe calea [, cu l > j, au bitul [ egal cu 1, si diferd prin aceasta
de toate celelalte noduri.

P3.3.7 In O} sunt (%) noduri; pentru fiecare nod, k arce merg citre Cj_1 si d — k arce
citre Cpi1. Deci sunt (¢)(d — k) = ($71)d arce intre Cy, §i Cp41.

P3.3.8 Difuzare, full duplex: primele A emise de Ps ajung la cel mai departat procesor
cel putin dupa timpul D(o + 3), iar restul de m — A, dupi cel putin incd X2 3; se obtine
aceeagi margine ca si in cazul comunicatiei intre doua procesoare aflate la distanta egala cu
diametrul grafului.

Difuzare, half duplex: graful are cel mult (pA)/2 arce folosite unidirectional la un moment
dat; numéirul minim de valori care trebuie transmise global este (p — 1)m, mesajul trebuind
sa ajunga la toate celelalte procesoare; presupunand toate legaturile folosite permanent, se
obtine marginea inferioara ceruta.

Difuzare generala: marginile sunt obtinute din conditii de ocupare a arcelor grafului.
Numi#rul minim total de valori care trebuie transmise este p(p —1)m (fiecare procesor trimite
m valori pentru celelalte p — 1 procesoare; pentru a ajunge la cite un procesor, un mesaj
trebuie s strabata cel putin cite un arc), iar numérul maxim de mesaje care pot fi transmise
simultan este de pA in cazul full duplex si (pA)/2 in modelul half duplex.

Distributie: procesorul care distribuie trebuie si transmitd (p — 1)m valori pe cele A
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canale ale sale.
Schimb complet, inel: la distanta i de un procesor se afla doud procesoare. Numarul
minim de arce parcurse de mesajele emise de procesor este Zfﬁ 2i = B(5+1). Pentru toate

procesoarele, numarul total minim de treceri pe canale este deci %(% + 1). Daci toate cele
2p canale, in regim full duplex, respectiv p in half duplex, sunt folosite simultan, rezulta
marginile din textul problemei.

Schimb complet, hipercub: la distanti k de un procesor se afli () procesoare; cele
(p — 1) mesaje emise de citre un procesor, spre fiecare dintre celelalte, au de parcurs cel
putin ZZ=1 k(%) = £p—1 canale (pentru calculul sumei, vezi problema 3.3.24), deci in total
se parcurg cel putin (dp®)/2 canale. Presupunand canalele folosite in paralelism complet, se
obtin marginile din textul problemei.

P3.3.9 Deoarece din radacing pornesc A arce, se pot construi cel mult A arbori de
acoperire. Graful are pA arce (orientate); cei A arbori ar avea in total A(p — 1) arce, deci
nici o contradictie.

P3.3.10 P, difuzeaza mesajul M pe inel, dupa arborele de acoperire din figura 3.11:

1. dacd id = 0 atunci

1. in paralel send(M, dreapta), send (M, stanga)
2. altfel dacaid < |p/2] atunci

1. recv(M, stanga)

2. daca id # |p/2] atunci send(M, dreapta)
3. altfel

1. recv(M, dreapta)

2. dacaid # |p/2]| + 1 atunci send(M, stanga)

P3.3.11 Toate expresiile e cu care este comparat id se modificd in (s+e¢) mod p. Evident
cd se pot face simplificdri; de exemplu, in instructiunea 2.1 din algoritmul 3.3, (s + p —
1) mod p = (s — 1) mod p.

P3.3.12 Algoritmul pentru procesorul P, este:

1. dacd z =0 i y = 0 atunci
1. in paralel send(M, dreapta), send(M, stanga), send(M, sus), send(M, jos)
2. altfel dacid y = 0 atunci
1. daca =z < |,/p/2] atunci
1. recv(M, stanga)
2. in paralel send(M, jos), send (M, sus),
1. daca z # |\/p/2] atunci send (M, dreapta)
2. altfel
1. recv(M, dreapta)
2. in paralel send(M, jos), send (M, sus),
1. dacd = # |/p/2] + 1 atunci send(M, stanga)
3. altfel {y # 0}
1. daca y < [/p/2] atunci
1. recv(M, jos), dacd y # |/p/2| atunci send(M, sus)
2. altfel
1. recv(M, sus), daca y # |/p/2] + 1 atunci send(M, jos)
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P3.3.13 Adresele nodurilor adiacente arcului diferd in bitul k; dupa rotatia cu 7 biti la
stanga (prin care se obtine 4;(0)), ele vor diferi in bitul (k + ¢) mod d.

P3.3.14In etapa [, unde [ este pozitia celui mai semnificativ bit de 1 din j. In algoritmul
de difuzare rotativ, mesajul M’ va fi primit in etapa [;, unde I; este pozitia celui mai
semnificativ bit de 1 din Ro(j, —i); explicatie: prin rotatia cu 7 biti la dreapta se transforma
nodurile din A;(0) in noduri din Ap(0); ori, pentru acest arbore, stim deja rispunsul: ;.

P3.3.15 Algoritmul de difuzare rotativ are forma urmatoare:

1. pentrui=0:d—-1
1. I; + porzitia celui mai semnificativ bit de 1 din Ro(id, —i) (-1 cand id = 0)
2. pentruk=0:d—-1
1. in paralel
1. pentrui =0:d— 1, in paralel
1. daci I; = k atunci recv(M?, (I; + i) mod d)
2. pentru¢=0:d— 1, in paralel
1. daci I; < k atunci send(M?, (k + i) mod d)

Se impun unele explicatii, data fiind forma condensata a algoritmului; k este etapa de
comunicatie; in fiecare etapa, fiecare procesor poate efectua in paralel, atat receptii, in
2.1.1, cat si transmisii, in 2.1.2. Conditia din 2.1.1.1 este justificata in rezolvarea problemei
precedente: mesajul M® soseste in etapa I;. Canalul pe care soseste M° este lo (folosind
arborele A(0)); canalul pe care vine M* se obtine prin rotatie, deci este in dimensiunea
(I; + i) mod d (se folosegte A;(0); vezi i problema 3.3.13). Dupé ce a primit un mesaj, un
procesor il emite in toate etapele, pana la sfarsit, ceea ce se vede in conditia din 2.1.2.1, pe
canalele din dimensiunile succesive celei pe care a fost primit (adicd (I; +i+k — ;) mod d =
(k + %) mod d).

P3.3.16 Se obtine algoritmul 3.2 de comunicare dupa d cii disjuncte (vezi fig. 3.10).

P3.3.17 Timpul de difuzare este chiar D. Initiatorul difuzarii igi informeaza vecinii, apoi
acestia vecinii lor, etc. La momentul k, toate nodurile la distanta < k au primit mesajul.

P3.3.18 In prima etapa, initiatorul difuzarii comunica mesajul unui vecin oarecare.
Apoi, ambele noduri informeaza alte doua noduri; astfel numarul nodurilor care au primit
mesajul se dubleaz3 la fiecare etapd. Timpul necesar este deci [logp].

Aceasta este si limita inferioard pentru un graf oarecare, care are mai putine arce decat
graful complet. De asemenea, este gi timpul necesar pe hipercub, in algoritmul 3.4. Deci,
in modelul timp constant, 1-port, acest algoritm este optim (o bund dovadd a calitatilor
hipercubului, care are mult mai putine arce decit graful complet).

P3.3.19 In modelul multiport, full duplex, timpul este 1 (fiecare comunici cu fiecare in
ambele sensuri). In half duplex, timpul este 2; de exemplu, un procesor colecteazi simultan
toate mesajele, apoi le difuzeaza; daca nu va place ideea de a difuza un mesaj atat de
lung (desi in timp constant nu conteazd lungimea), se poate si altfel: in prima etapd toate
perechile P;, P; comunica in acest sens daca ¢ < j; in a doua etapad se comunica in sens
invers.

In 1-port, full duplex, timpul este [log p], ca pentru hipercub (algoritmul sugerat in figura
3.21). In half duplex, un timp de doua ori mai mare este obtinut imediat. Se poate insa si mai
bine, dar cu complicatii; pAn# acum se gtie cd timpul se incadreazd intre limitele 1.44[log p]
si 1.88[log p]; prima valoare se poate demonstra ca limitd teoreticd (dar pe vreo doud pagini);
a doua este timpul de difuzare generala pe hipercub, dupa un algoritm complicat.
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P3.3.20 Se transmite pe o singura directie, spre dreapta, sa zicem.

1. pentruk=0:p—2
1. in paralel send(M(q—k) mod p, dreapta), recv(Miqa—k—1) mod p, Stanga)

P3.3.21 Pe un graf oarecare, P, trimite toate mesajele tuturor vecinilor; acesgtia retin
mesajul lor si transmit restul mai departe; dupa k pasi, toate procesoarele aflata la distanta k
de P; gi-au primit mesajul. Timpul este deci D, diametrul grafului (mai exact, excentricitatea
nodului Ps).

In modelul 1-port, pe inel, se foloseste arborele de acoperire din figura 3.11. Se transmit
intai toate mesajele spre dreapta, apoi toate spre stanga, dupa care fiecare procesor retrans-
mite mai departe. Cand p este par, ramurile arborelui sunt inegale, deci timpul va fi p/2.
Cand p este impar, timpul va fi (p + 1)/2.

Pe hipercub, algoritmul este cel deja prezentat in figura 3.23.

P3.3.22 Mesajul pentru procesorul P, este trimis intdi pe orizontala, daca = + y este
par, si intai pe verticala daca x + y este impar. De exemplu, mesajul pentru procesorul
(2,2) este trimis lui (2,0), impreund cu toate mesajele pentru care z = 2 si x + y este par;
apoi procesorul (2,0) distribuie pe verticala sa. In schimb, mesajul pentru (2,1) este trimis
lui (0,1), impreund cu toate mesajele pentru care y = 1 si  + y e impar; procesorul (0,1)
distribuie apoi pe orizontala sa.

P3.3.23 E suficient sa demonstram aceasta pentru distributie. Dar distributia decurge
pe arborele din figura 3.13, construit pe prinicipiul c#ii celei mai scurte (e intuitiv: se merge
intai pe orizontald pe drumul cel mai scurt, apoi la fel pe verticald).

P3.3.24 Considerm suma, termenilor egali distantati de limitele de sumare: i(¢) + (d —
D) = i)+ (d—i)(§) = (). Deci S0, i(¢) = (d/2) T, (¢) = d2*".

P3.3.25 a), b) Transpunerea se face printr-un schimb complet, indiferent de topologie,
deoarece procesorul P; trebuie sa trimitd blocul A;; procesorului Pj, pentru orice ¢ si j.

c) Se poate proceda astfel: fiecare procesor ”diagonal” Pyj colecteazd mesajele de la
procesoarele de pe linia sa, Py, cu 0 < j < /p. Apoi, Py distribuie pe coloana sa,
procesoarelor Pj, cu 0 < ¢ < ,/p. Cum colectarea si distributia au acelagi timp de executie
si se desfagoard pe un inel, timpul total va fi \/p(c + mgB) (m fiind numarul de elemente
dintr-un bloc).

Acum se poate aplica imbunitatirea clasica; fiecare mesaj se imparte in doua pachete,
trimise unul pe orizontald, altul pe verticald (P;; trimite primul pachet lui P;; si pe al doilea
lui P;;). Procesoarele diagonale distribuie pe verticald primul pachet si pe orizontalad pe cel
de-al doilea. Se injumatateste timpul de propagare de mai sus.

S-ar parea ca mai bine nu se poate. Dar, sa observam ca procesorul P;; schimba un mesaj
cu Pj;, deci cu exact un alt procesor; transpunerea pe tor este deci o operatie de transmisie
permutatd. Ea va dura cat doud schimburi complete cu mesaje de lungime m/p, adici, dacd
ludm cel mai eficient algoritm de schimb complet, 2,/po + (/p/4)5.

P3.3.26 in modelul multiport, timpul este 1; fiecare procesor trimite pe fiecare canal
mesajul potrivit, receptionand in acelagi timp. In modelul 1-port, transmite (si receptioneazd)
pe rand pe cate un canal, deci timpul este p — 1.

P3.5.1 Un algoritm simplu poate fi schitat dupa cum urmeazi, procesorul destinatie
fiind Pyy: dacd id, # z si idy # y atunci co va fi canalul opus lui c¢i; daca id, = z sau
idy = y atunci se alege co, canalul (unic) care apropie de destinatie. Prima reguli poate s&
nu fie aplicabild in cazul unui procesor de la periferie; pentru acestea, se alege orice canal
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diferit de ci, care apropie mai mult de destinatie (pot fi doud astfel de canale). Conform
acestor reguli se obtin, in general, doua cai distincte, sau trei in cazul procesoarelor aflate
pe aceeasi linie sau coloana.

P3.5.2 Desigur. Caile intre 000 gi 110 sunt: prima 000, 001, 101, 111, 110, a doua 000,
010, 110, a treia 000, 100, 110.

P3.5.3 Indiferent de canalul de intrare, mesajul pentru P, este trimis spre P,; astfel, se
obtin o cale de lungime 1 gi p — 2 cai de lungime 2.

P4.3.1 Produsul scalar zTy = Z?;OI z;y;, este in fond tot o sumi, dupi efectuarea
produselor x;y;.

P4.3.2 p = O(n/logn). Fiecare procesor efectueaza intai suma a cate O(n/p) = O(logn)
elemente, in timp O(log n); rdmén astfel de sumat cite un element pentru fiecare procesor;
aceasta se poate face in timp O(log(n/logn)) = O(log n—loglog n) = O(log n). Deci, timpul
total de executie este O(logn), iar costul, evident O(n).

P4.3.3 Y02 " a, e

P4.3.4 Functia de mai jos calculeaza suma unor valori intregi, dar generalizarea este
banald. Suma este calculata doar de P, celelalte procesoare returnand o valoare nesemni-
ficativa. Variabila k2 este egald cu 2F+! (atentie: nu se verificd egalitatea lui p cu o putere
a lui 2).

int suma_hip(int val)

{
int my_id, p, d, vecin, x;
int k, k2;
MPI_Status status;

MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &my_id);
MPI_Comm_size (MPI_COMM_WORLD, &p);
d = log(p)/log(2) + 0.5;

for (k=4d-1, k2 =p ; k >0 ; k——, k2 >>=1)
{
vecin = my_id = (1 << k );
if (my_id < (k2>>1) )
{
MPI_Recv(&x, 1, MPI_INT, vecin, O, MPI_COMM_WORLD, &status);
val += x;
}
else if ( my_id < k2 )
MPI_Send(&val, 1, MPI_INT, vecin, O, MPI_COMM_WORLD);

return val;

}

P4.3.5 Trebuie modificate conditia din instructiunea daca, din i < 71/2’c in i mod 2% =0,
si adaptati corespunzator indicii din atribuirea 1.1.1. Algoritmul pentru P; este:
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1. pentru k=1 :logn
1. daci i mod 2* = 0 atunci
1. x; < x; + Tjqok—1

Astfel, in etapa k, riméan in cursi doar procesoarele cu adrese de forma j2*, comunicand
cu procesoare j2F +2%~' deci vecine in hipercub in dimensiunea k — 1. Atentie, algoritmul
este scris pentru p = n procesoare, situatia "normald” in cazul memoriei distribuite (spre
deosebire de p = n/2 pe PRAM); procesoarele cu adresd impari nu efectueaza nici o operatie.
Se va comunica in ordine inversa a dimensiunilor, fata de algoritmul 4.3, dar tot dupa un
arbore de acoperire binomial, la fiecare pas dupa o directie.

Nu mai este necesara comutativitatea operatiei +; la pasul k, variabila locala procesorului

P; (cu adresa astfel incat i mod 2" = 0) are valoarea Z;i?tl x, adica suma unor valori z;
cu indici consecutivi.

P4.3.6 Fiecare procesor isi imparte elementele proprii in d grupuri si calculeaza suma
pentru fiecare grup. Procesorul P; are acum d valori: ¥, ..., z%_,. Apoi se calculeazi
simultan sumele s;, = Y~ z}, fiecare comunicand pe un alt arbore din familia de arbori
binomiali rotativi. Comunicatiile decurg simultan, deoarece pentru fiecare s; se foloseste la
un moment dat o singura dimensiune. Din pacate, Py comunica la fiecare etapa pe toate
directiile si face d adunéri, cate una pentru fiecare sy; deci timpul consumat de Py dicteaza
timpul total. Acesta este: d[n/(pd) — 1]a pentru sumele locale, d’a pentru sumele efectuate
de Py pe parcurs (d etape, cite d aduniri) si d(oc + ) pentru comunicatie. Totalul este
mai mare decét cel pentru algoritmul 4.3, deci ideea arborilor rotativi nu e eficient aplicata
astfel. Daca insa trebuie calculate mai multe sume, cel mult d, si pentru fiecare se foloseste
un arbore din familie, atunci timpul de comunicatie va fi identic cu cel din cazul calculului
unei singure sume.

P4.3.7 Fiecare procesor calculeazd suma elementelor locale, apoi o trimite spre Py, pe
drumul cel mai scurt (arborele de acoperire din figura 3.11). Py, de indatd ce receptioneaza
doud sume, le aduna la suma sa locald, continuand sa receptioneze, in paralel; daca 2a <
o + 3, calculele nu intarzie comunicatia ! (Desigur, aceasta este valabil in cazul modelului
de comunicatie asincron; totusi, chiar in modelul sincron, executia concurenta a calculelor si
comunicatiei pe Py va reduce posibilele intarzieri intervenite in comunicatie.) Timpul total
va fi (n/p—1)a pentru sumele locale, (p/2)(o+3) pentru comunicatie, si 2a pentru adunarea
ultimelor doua sume primite.

Dacd procedam ca la hipercub, efectudnd sumele pe parcurs (fiecare procesor primegte
de la un vecin o valoare, o aduna la valoarea proprie si transmite aceasta suma celuilalt
vecin), s-ar fi facut (p/2)« aduniri, nesuprapuse cu comunicatia.

Ideea colectarii in Py i a efectudrii calculelor pe masura ce vin sumele locale, in paralel
cu comunicatia este buna la inel pentru ca la orice distanta de Py se afla doar 2 procesoare.
Pe un hipercub, colectand dupa un arbore de acoperire echilibrat, ar trebui efectuate mult
mai multe calcule in timpul ¢ + §; dacd comunicatiile sunt foarte lente, merita incercat.

P4.3.8 Fiecare procesor calculeazi suma elementelor locale. Apoi, se comunicg in p/2
etape, ca la difuzarea generala; in prima etapa, un procesor transmite in ambele directii suma
sa; apoi, pe masura ce primeste sumele altor procesoare, le aduna la suma sa si le transmite
mai departe, cu exceptia ultimei etape. Practic, aceasta este simetrizarea algoritmului din
problema 4.3.7; timpul de calcul este acelasi; si acum retransmisia a doua sume se poate face
in paralel cu adunarea lor la suma locala.
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Daca sunt de calculat m sume, singurul truc aplicabil este de a grupa mesajele apartinand
unor calcule diferite. Astfel timpul de comunicatie va fi (p/2)o + (pm/2)3. Coeficientul lui
o este acelasi ca in cazul unei singure sume.

P4.3.9 Da, bucla pentru poate merge doar pand la (i+1)n/p—2, pentru ca s¢it1yn/p—1
este chiar z;.

P4.3.10 Fie j = i + 2'; notim gi si gj codurile Gray ale lui 4, respectiv j. Reamintim
regula de conversie binar—Gray: gix, = ix @ ir+1 (vezi P1.2.6). Sunt doud cazuri posibile.

a) 71 = 1, deci ¢; = 0 si atunci jr = iy pentru k # [. Atunci gj; = g sl gji—1 = gui—1, iar
in rest adresele coincid. Deci distanta este 2, mai putin in cazul [ = 0 (cind nodurile sunt
vecine in ciclul hamiltonian).

b) 51 = 0, deci i, = Jx, pentru k > [; pentru k < [, adresele coincid. Atunci gjg—1 =
Jta—1, dar gja—> = Ggig—2, ..., gfi = gi; (deoarece a ® b = a P b); apoi, gji—1 = Gl—1,
gJi—2 = gii—2, - .., gjo = gto; deci, dimensiunile in care difera gi i gj sunt d — 1 gi [ — 1, iar
distanta intre noduri este 2, facind din nou exceptie cazul [ = 0.

P4.3.11 Instructiunile 2.2 gi 2.3 se modifica in:

2.2. dacaidy =1 atunci s+ v+s,z+v+2z
2.3. altfel z <+ z+4+wv

Explicatia e urmitoarea: pentru un procesor dintr-un hipercub ”superior” (la un moment
dat), suma globald v receptionatd provine dintr-un hipercub ”inferior”, deci ea trebuie s3 fie
termen stang in operatia notata cu +, iar variabila locald termen drept. Pentru procesoarele
dintr-un hipercub ”inferior”, lucrurile se petrec pe dos.

P4.3.12 Da, daca doua procesoare calculeaza in paralel coeficientii a;, respectiv b;.
Numarul de operatii va fi 2 + 2logn, cu n procesoare, dar pe un CREW PRAM.

P4.3.13 Pastram ipoteza simplificatoare n = 2"; presupunem in plus ca p = 2°, deci
n/p =2""°. Pe EREW PRAM, algoritmul pentru procesorul P; este urm&torul:

1. pentruk=1:7r—s—-1
1. pentru l =in/p:2*: (i+1)n/p—1
1. a; < ajqoe-10ay, b al+2k—1b[ +bl+2k—1
2. pentrum=1:s+1
1. dacd i < 2°71™™ atunci
l.l<in/pk+<r—s—14+m
2. ar ¢+ ajyoe—10a1, b = a;or-1br + b -1
3. daca i = 0 atunci z,, < ajzo + bj

In prima bucla pentru, se reduce numarul elementelor din sir la 2p; a doua bucla pentru
este transcrierea algoritmului 4.10.
P4.3.14 Substitutia expresiei termenului x;4; In relatia de calcul a termenului z;42
conduce la:
Tips = (ai1ai + biyrci)zi + (@it1bs + big1d;)
(cit1as + divi1ci)xs + (cig1bi + ditads)
Deci dependenta dintre z;42 si x; are aceeasi forma ca relatia de recurenta initiala. Atunci
se poate aplica algoritmul de reducere ciclica 4.10; bineinteles, se Inlocuieste calculul noilor
coeficienti ai recurentei cu expresiile ce rezulta din relatia de mai sus.
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P4.3.15 Data fiind forma sistemului, ecuatia ¢ are forma a; ;—1xi—1 + a;;x; = b;, pentru
i > 2; deci, 1 = bi/ai1, st x;i = (bi — aii—1xi—1)/aii, pentru i > 2. Ori, aceste relatii
definesc un sir recurent de ordinul I; practic, este al mod de scriere a relatiilor de recurenta,
sub forma matriceald.

P4.3.16 Algoritmul pentru procesorul P;, pe EREW PRAM, n putere a lui 2, p = n/2:

1. pentru k =1:logn
1. daci i < n/2" atunci

k k-1 k-1 1k k-1 k-1 k-1
1. af < ag; a9 -, bf a5 by + 05,

2. dacd i = 0 atunci w®"  af®"zo + b5
3. pentruk=logn:—-1:1
1. daca i < n/2k atunci
1. w’;i:fl — wk, w’;i_l — agi_lwf,l -I-blgi_1

Am notat cu w elementele sirului, indicele inferior fiind pozitia in sir, iar cel superior
nivelul de recurents; convenim ci w®; = 0; rezultatul este w) = z;_1. In prima bucla
sunt calculati doar coeficienti, iar in a doua, doar elemente ale sirului; aceasta a doua bucla
trebuie amorsata prin calculul ultimului element z,, = wtljog".

P4.3.17 Presupunem ca un procesor P; are o singura pereche de coeficienti, notati a, b;
in aceste variabile, procesorul va calcula coeficientii pentru care x;+1 = axo + b, aplicand de
mai multe ori formule de tipul (4.5). In plus, fiecare procesor mai are o pereche de coeficienti,
notati ¢ si d, pentru care, in final, x, = cxp + d. Deci, ca si in algoritmul 4.9, un procesor
calculeazd coeficientii necesari doar lui (echivalentul sumelor prefixelor), dar gi coeficientii
necesari ultimului termen (echivalentul sumei totale). Algoritmul este urm&torul:

1. pentruk=0:d—-1
1. in paralel recv((a’,b’), k), send((c,d), k)
2. daca idy = 1 atunci
1. b« ab +b, a<+ ad
3.d«cb+d, cca

Ca si in cazul algoritmului 4.9, e de asteptat o eficient3 relativa sub 1/2, deoarece toate
operatiile sunt dublate.

P4.3.18 La fiecare pas, procesorul P; receptioneaza doua valori din z si actualizeaza z;
ca in instructiunea 2.4 din algoritmul urmitor (corect doar pentru p = n impar, dar usor
adaptabil gi pentru p par):

1. z <—yi+aiimi,j(—i, [+
2. pentru k=0:|p/2| -1
1. in paralel
1. send(z;, stinga)
2. recv(Z(j+1) mod n, dreapta)
3. send(z;, dreapta)
4. recv(2(j—1) mod n, Stnga)
2.j«< (j+1) modn
3.1+ (I-—1)modn
4. zi & zi +aijTj +aqT
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P4.3.19 Procesorul P; are in memorie linia 7 din A, memorata sub forma unui vector
a, si elementele x;, y;, memorate in variabilele scalare z, y. Rezultatul z; este memorat in
variabila scalara z.

1. z+y, j+id
2. pentruk=0:p—1
1. 2+ z+ajx
2. daca k < p — 1 atunci, in paralel
1. send(z, stinga)
2. recv(u, dreapta)
3.z u
4. j« (j+1)modp

P4.3.20 In notatie MATLARB, liniile pe care le poseda procesorul P;, presupunand o
repartizare bloc-linii, sunt [ = ip : (i + 1)p — 1; datele locale lui P; sunt A(l,:), z(l), y(I). La
fiecare pas se comunici n/p elemente din z si se actualizeaza n/p elemente din z; vom nota
cu w variabila locald care gizduieste elementele din z (un vector de dimensiune n/p) si cu ¢
indicii corespunzatori lui w in z. Cu aceste notatii, algoritmul pentru P; este urmatorul:

1. z(l) <« y(l), j < i, c I, w + z(c)
2. pentruk=0:p—1
1. z(I) « z(I) + A(l, c)w
2. daca ¢ < p — 1 atunci, in paralel
1. send(w, stanga)
2. recv(w’, dreapta)
3.7« (j+1)modn
4. c+jp:(j+1)p—1  {indicii elementelor din z}
5. w++ w'  {acum w = z(c)}

In cazul in care n nu se divide cu p, ultimul procesor are repartizate mai putine linii. Pen-
tru a descrie aceasta, e suficient a se inlocui, in expresia lui /, (i+1)p—1 cu min ((i + 1)p — 1, n).
De asemenea, pentru ca inmultirile sa fie efectuate corect, in expresia lui ¢ se inlocuieste
(G+1)p—1cumin((j+1)p—1,n). (O altd variantd, aproape echivalentd, e de a completa
cu zerouri matricea A si vectorii z, y, pani la cel mai apropiat multiplu de p.)

P4.3.21 Indiferent de relatia intre m si n, numarul de operatii efectuate de un procesor
este acela§1 in algoritmii 4.16 gi 4.18, repartizarea calculelor intre procesoare fiind echili-
bratd. In ce priveste comunicatia, lucrurile nu mai stau asa. In algoritmul 4.16 se comunica
elementele lui z, in fiecare dintre cele p — 1 etape de comunicatie cite n/p (z are dimensiune
n), ceea ce conduce la o complexitate a comunicatiei de aproximativ po + n3. In algoritmul
4.18 se comunici elementele lui z, in fiecare dintre cele p — 1 etape cite m/p (z are dimen-
siune m), deci, in total, pc + mB3. Acum devine clar care dintre algoritmi e mai bun: daci
m > n, atunci algoritmul 4.18 e mai rapid, dacd m < n, atunci 4.16.

P5.1.1 Algoritmul secvential nu face nici o interschimbare de elemente, folosind o singura
locatie suplimentard de memorie (cea pentru minim); un algoritm paralel fard interschimbari
ar avea nevoie de p locatii suplimentare (de ce ?).

P5.1.2 Bucla in ¢ a algoritmului 5.1 va fi ”sparta” in mai multe bucle de dimensiune p:
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1. pentrui=1:logn
1. 5« k
2. cat timp j < n/2’
L exch(2',271(2j +1)), j«j+p

Presupunand p = 2" se obtine:

n n n n
T(n)—2—p+4—p+...+m+1+...+1—;-Flogp—l
log p
n—1

si deci e(n,p) = . Dacd plogp < n atunci (n,p) = 1.

n—1+plogp
O variantd mai simpld este aceea In care fiecare procesor calculeazd minimul intre n/p
elemente, apoi, pentru cele p elemente ramase, se aplica algoritmul 5.1.
P5.1.3 In algoritmul 5.1 minimul riméane intre elementele cu indice divizibil cu 2°, dupi

pasul 7. Pentru a rdmaéane intre primele 2* elemente:

1. pentrui=1logn —1:—-1:0 {se inverseaza ordinea aici}
1. daci k < n/2"°8" " atunci exch(k, k + 2°)

P5.1.4 De exemplu: ¢(i4j) mod n < 1 sau cig; < 1; ultimul mod e corect doar pentru p
putere a lui 2.

P5.1.5 a) Da b) Da; daci sunt mai multe elemente cu valoare minimi, in cazul testului
a; > aj va fi selectat cel cu indicele cel mai mare, iar in cazul testului a; > a; cel cu indicele
cel mai mic.

P5.1.8 Cu cel din problema P5.1.3 (se eliming procesoarele cu numere mari). Pentru a
semana cu celadlalt algoritm se inverseaza ordinea in bucla: pentru¢=0:d — 1.

P5.2.1 Citirea valorilor c¢x si cx—1 se face in doi pagi in loc de unul. In plus, trebuie
presupus ca fiecare procesor cunoaste valoarea v, altfel e necesara difuzarea acesteia, in logn
etape. Numarul de comparatii ramane insa tot 1.

P5.2.2 Se face difuzarea valorii v, daca nu e deja cunoscuta de toate procesoarele. Fiecare
procesor face o cautare binara locala cu log m comparatii. Un procesor P; poate intalni trei
situatii: v > A, v < Ap sau v intre doua elemente din Ay; sa codificam aceste situatii cu
0, 1, 2. Fiecare procesor trimite codul sdu vecinului din dreapta (Pj lui Py41). Un singur
procesor P; va difuza valoarea rangului; fie unicul care poseda codul 2 si atunci rangul e
jm+r, r fiind rangul local; fie cel care detine codul 1 si primeste din stanga codul 0 si atunci
rangul e jm (completati algoritmul cu actiunile suplimentare ale procesoarelor Py §i Pp—1).

P5.2.3 Algoritmul este identic cu 5.5, cu diferenta ca evaluarea rangului local se face
parcurgind secventa Ay de la un capit la celilalt, deci cu n/p comparatii in loc de log(n/p).

P5.2.4 Desigur ca s-ar putea copia elementele mai mici decit v intr-o zona contigua de
memorie, la fel cele mai mari, apoi se va recopia totul in A. Se poate face insa totul pe loc
in A, dupd cum urmeazi (presupunem ci pivotul este as):

procedura partitionare(s,d, v, iy)
l.l+s+1,u+d, v+ as
2. cat timp [ < u
1. cat timp a; <v, [+ Il+1
2. cat timp a, > v, u<+u—1
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3. dacal <watunci a; <> ay, [+ 1+ 1, u+u—1
3. Uy < U, G5 > ay

Cei doi indici demarcheazad zona in care elementele nu au fost inca grupate; la stanga lui
[ sunt elemente mai mici decit v, la dreapta lui u, elemente mai mari; [ este crescut pana
la gasirea primului element mai mare decat v; u este micgorat pana la gasirea unui element
mai mic decat v; apoi aceste doud elemente sunt interschimbate. In final, v indici pozitia
celui mai din dreapta element mai mic decdt pivotul; in aceastd pozitie este adus pivotul,
prin interschimbare cu as. Numarul de comparatii este d — s.

Acest algoritm este foarte secvential. Algoritmii paraleli de partitionare (pentru arhitec-
turi cu memorie comuni) folosesc copierea in altd zona.

P5.2.5 S3 considerim un mic exemplu, in care doud procesoare detin secventele (0, 1,1, 2),
respectiv (0,0,1,3). Rangul lui 0 este 0, rangul lui 1 este 3. Ce se intdmpld daci dorim
aflarea elementului cu rangul 2 si aplicam algoritmul 5.9 ? Iteratia 1: se propun candidatii
1 si 0, este ales 0, care are rang 0 < 2; spatiile de ciutare se reduc la (1,1,2) si (1,3).
Iteratia 2: ambii candidati sunt 1, rangul este 3 > 2; spatiile de cautare se reduc la multimea
vida gi algoritmul nu a gasit solutia. Explicatia este simpla: valoarea cu rangul 2 nu exista,
daca definim rangul unei valori ca fiind egal cu numarul de elemente strict mai mici decat
acea valoare. Ar trebui si raménem la definitia rangului ca pozitie in secventa sortata, dar
aceasta nu ne este de mare ajutor din punct de vedere al calculului; P; din exemplul de mai
sus n-are de unde sti ce rang local sa atribuie valorii 0: 0 sau 1 ?

Poate ca am divagat un pic. Iata o solutie. Sa definim rang minim 7 al unei valori v,
numirul de elemente din A strict mai mici decit v (ceea ce am numit simplu rang pana
acum) gi rang mazim R numiarul de elemente din A mai mici sau egale cu v (rangul primului
element strict mai mare decidt v in secventa A sortatd). S presupunem ci, in algoritmul
5.9, se calculeaza si r si R. Atunci conditia de terminare este r < j < R — 1, ceea ce se
explica foarte simplu: in secventa sortata A, v apare prima data in pozitia r si ultima data
in pozitia R — 1, intre aceste pozitii fiind numai elemente cu valoarea v.

Calculul celor doua ranguri in algoritmul 5.5 nu dubleaza decat partea de comunicatie si
calculul sumei globale. Gasirea rangurilor locale este simpla; dupa stabilirea rangului minim
prin cautare binara, cel maxim se determind prin cautarea primului element mai mare decat
v la dreapta rangului minim (inclusiv acesta).

In fine, o concluzie mai filosofica: gasirea rangului si selectia nu sunt una inversa celeilalte
decat daca elementele din A sunt distincte.

P5.2.6 Alegerea candidatului local, la pasii (1) si (6), se face ludnd mediana unui mic
esantion sau un element oarecare. Alegerea globald a candidatului decurge la fel (pasii (2) si
(3)). Po difuzeazi candidatul global. Fiecare procesor aplicd algoritmul de partitionare din
5.2.4, calculand si rangul local al lui v; abia acum se continua cu calculul rangului global
(pasul (4), mai putin difuzarea lui v, vezi algoritmul 5.5). La pasul (5), reducerea spatiului
de cautare se face prin eliminarea uneia din cele doud parti ale secventei locale, mai mica
sau mai mare decat candidatul dupa cum e cazul.

Complexitatea comunicatiei ramane aceeagi, adicd O(plogn), iar numarul de comparatii
va fi O(n/p) (se rationeazi ca la algoritmul 5.8).

In nici un caz nu se face sortarea locala, urmata de aplicarea algoritmului 5.9 ca atare.
Aceasta inseamnd O(n/plog(n/p)) operatii (sortarea este cea mai costisitoare).

P5.3.1 Notam D = A1 B; notam ¢ indicele in A, j indicele in B gi [ indicele in D.

1.1+ 0,7<0,1<0
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2. cat timp i <nsgij<m
1. daca a; < bj atuncid; < a;, t i +1
2. altfel d; < bj, j < j+1
.l 1+1
3. cat timp [ <n+m {adaugd un sfarsit de secventi}
1. dacai<natuncid; < a;, i+ i+1
2. altfel d; < b, 7« j+1
3.l 1+1

P5.3.2 La primul pas de recursie am vazut ca sunt suficiente /nm procesoare. La al
doilea pas, problema de interclasare este spartd in ¢ = /n probleme, fiecare de dimensiune
n;, mi, unde n; = [\/n] sau n; = [\/n]; despre fiecare m; in parte nu stim nimic; in schimb
>d  mi=mn, > ! mi =m. Rezolvarea fiecdrei subprobleme necesita \/n;\/m; procesoare.
Trebuie sa demonstram ca

Z\/n_\/rTSx/ﬁx/E

Dar aceasta este chiar inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru numerele \/n;, \/m;.
P5.3.4 Un procesor care termina de interclasat secventele sale il poate ajuta pe un altul,
de exemplu pe cel care are cea mai lungd secventd B; si nu este incd ajutat; el incepe si
interclaseze incepand de la coad4 (si cu asta am sugerat raspunsul intrebarii puse la inceputul
sectiunii). Evident cd aga ceva nu-i deloc usor de programat; deci nu e eficient, probabil.

P5.3.5 Sunt rang(a;) elemente mai mici decit a; in secventa A* L B* i sunt ¢ elemente
mai mici decdt a; in A*. Deci, din cele rang(a;) mai mici in A* 1 B*, rang(a;) — i apartin
lui B*. Cum Ip(a;) este indicele celui mai mare element din B* mai mic decat a;, atunci
Ip(a;) = rang(a;) —i —1 (al j-lea element din B~ este bj_,), de unde (5.2).

P5.3.6 Sunt n valori mai mari sau egale cua; (n—1—xzin Agsin—y=x+11n B) (a,
este cea mai mare valoare In Ag_L By, pentru ci by—1 < a,). Este de subliniat ci valoarea a,
este mediana, si nu elementul a, este cel median (dacd az, = az,, doar unul va fi in pozitie
mediand in A1 B).

P5.3.7 Procesorul P, compara ay cu b,—1—; si scrie in ¢, 0 sau 1 dupa cum ay este
mai mic sau mai mare; C este un vector logic, de n elemente; in el se vor afla j valori de 0
consecutive, urmate de valori de 1, pana la sfarsit. Mediana este a;j_1 sau b,_; si se va gasi
in m.

1. daca ar < b,_1_ atunci ¢ < 0
2. altfel ¢, <1
3. daca cj # cx—1 atunci m < min(ar_1,bn_)

Al doilea daca este executat de toate procesoarele, dar unul singur va face atribuirea ce
urmeaza. Algoritmul se adapteaza imediat pe un EREW PRAM.

P5.3.8 Da. Daci, de exemplu, az, < by, §i az, = bs,, atunci, dupa instructiunea (4),
d=1¢ =0,c1 = 1. In acest caz si Po, in instructiunea (6), si Pi, in instructiunea
(5), modifica la, ua, Ib, ub. Si totusi algoritmul functioneazi corect in continuare. Daci
vrem neapérat (sau pentru elegantd...) si evitdm acest conflict procedim astfel: mutim
instructiunea (5) imediat dupi (3), la acelasi nivel; tot acolo adiugim o instructiune stop,
pentru ca, in fond, ciutarea s-a terminat.
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(a) (b) (c)

Figura 7.3: Retele de sortare inspirate de (a) bubblesort, (b) sortarea prin insertie.
(c) O redesenare arata cd retelele sunt identice.

P5.3.9 Fie Z = X 1Y = (20,...,2Zm+n—1). Demonstrdm prin inductie dupd indicele in
Z. Argumentam numai pentru X; prin simetrie totul este valabil si pentru Y.

Daci zo = xo, atunci rp(zo) = 0, deci 0 + rp(zo) = 0.

Daca z, = z; atunci fie zx41 = 2141, sl atunci rp(zi+1) = rp(z:1), fie 241 = y»r, §i atunci
rp(z) =1, rp(y,) =1+ 1.

P5.3.10 Demonstram numai primul caz. O k-separare consta de fapt in gasirea celor
mai mici k elemente din ALB; acestea se afla toate in AL By, pentru cd a;, cu ¢ > k are
deja k elemente din A mai mici decat el, iar b;, cu ¢ > k are k elemente din B mai mici. In
plus, A LBy are 2k elemente.

P5.3.11 Se poate proceda in doua feluri, teoretic echivalente. Primul procesor primegte
elementul celuilalt, il compara cu al sdu, pastreazd minimul §i trimite maximul celuilalt.
Sau, procesoarele isi transmit, pe rand, elementele si apoi améandoua fac comparatia. Pentru
operatia cu secvente, exch(A;, A;), prima varianti este mai slabi.

P5.3.12 Da, dar cu doua procesoare. Fiecare face o comparatie si o atribuire, in paralel.

P5.4.1 Retelele sunt prezentate in figura 7.3. Surpriza este ca este vorba de aceeasi retea,
aga cum se vede dupa redesenare. Se observa cd, intr-o retea, un comparator poate glisa
la stanga si la dreapta atata vreme cat nu se ”"ciocneste” de un altul. Timpul de executie
este 2n — 3, cu grad de paralelism cel mult n/2 si folosind () comparatoare, adicd minimul
necesar.

P5.4.2 Cazul p = |n/2], pentru procesorul Py:

l.pentrui=0:n-1
1. daca k este par atunci exch(2k, 2k + 1)
2. altfel daca k # [n/2] atunci exch(2k + 1,2k + 2)

Pentru cazul p < n se pot scrie mai multe variante; utilizati principiul lui Brent pentru
algoritmul de mai sus sau prin sortiri locale urmate de exch(); comparati complexitatile.

P5.4.3 Desenele nu sunt identice; daca ne gandim insa ca o permutare de linii nu modifica
proprietatea unei retele de a sorta, retelele sunt identice (a doua provine din prima prin
inversarea liniilor—prin oglindire fata de orizontald, daci preferati).

P5.4.4 Acum este vorba despre oglindire fatd de verticald si aici nu e evident. Cum
reteaua are minimul de comparatoare, rezulti cd pentru Z = (n, ..., 1) se fac interschimbiri
la fiecare comparatie, rezultatul fiind Z' = (1,...,n). Daci se parcurge reteaua in sens
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invers, pornind de la Z’ si schimband sensul comparatiilor se obtine Z, deci reteaua inversata,
sorteaza descrescator, iar daca se reface sensul comparatiilor, sorteaza crescator.

P5.4.5 Modificarile sunt minore. Este vorba numai despre difuzari: ale parametrilor s,
d, q, ¢, a pivotului, imediat dupa alegerea lui, a pozitiei pivotului i,, calculati de procedura
partitionare. Deci O(log q) operatii (neimplicdnd comparatii), la fiecare iteratie, ceea ce este
nesemnificativ. In partifionare, suma prefixelor este deja pentru EREW PRAM.

P5.4.6 La iteratia l (I =d—1:—1:0), se alege t = p/2?7, ceea ce asiguri ci procesorul
respectiv ramane cu cel putin 1)/2‘17171 elemente, din care va alege pivotul la urmatoarea
iteratie; in final poate ramane fara nici un element, dar scopul — gasirea unui pivot — a fost
atins. De mentionat ca celelalte cel putin p/2d_l_1 elemente sunt transmise unui procesor
care va alege si el pivoti, incepand din iteratia urmatoare; nici acesta nu va ramane fara
elemente, pana dupa ultima iteratie. De obicei ¢ se tine constant; aici am vrut doar sa
ardtadm o limitd inferioard; deci t > p/2.

P5.4.7 Nu. Cheile egale vor fi in final trimise aceluiagi procesor. Evident ca am facut
ipoteza ci algoritmul 5.9 lucreazd corect (vezi problema 5.2.5).

P5.4.8 Presupunem secventele Xo,..., X;—1 concatenate intr-o zona contigud de me-
morie X; notdm 4o, .. .,ip—1 indicii de la care incep secventele (ip = 0, i1 = no, etc.).

1. pentru j=1:logp
1. pentrul=0:p/2/ —1
1 s+ 210, d«27"20+1)
interclaseaza secventele incepand la is si ¢4, de lungime n,, respectiv ng
ls 4 ts + 14, Ns — Ns + Ng

La fiecare iteratie in j se pot face interclasarile intr-o zona Y, de lungime n, care se copiaza
apoi in X (in fiecare interclasare in parte scriindu-se in Y incepand de la valoarea is curentd).
Oricum, e nevoie de n locatii de memorie suplimentare.

P5.4.10 Fiecare procesor alege elementele din pozitiile [im/p], ¢ = 1,2; deci Po: 16 si
27, Pi: 13 g1 23, P>: 10 si 22. Se ordoneazi aceste elemente: Y = (10,13, 16, 22,23, 27); din
Y se aleg elementele din porzitiile i(p — 1), i = 1,2, adicd 16 si 23; acestea sunt cheile de
partitionare. in final Py va avea 16 elemente, P; 7 si P> 13.

P5.4.11 Algoritmul pentru procesorul Py este (p = 2%):

1. formeaza secventa locala X
2. pentrui=0:d—-1
1. daca k; = 1 atunci
1. send(X, i), stop
2. altfel recv(X',i), X + X LX'
3. difuzare: Py difuzeaza cheile de partitionare

Dupa pasul ¢, raman active numai procesoarele cu numar de ordine avand ultimii ¢+ 1 biti
egali cu 0. La fiecare pas mesajele transmise isi dubleazi dimensiunea (presupunand ci erau
initial egale). Numarul de operatii aritmetice este Z‘ii;ol 29+1(p — 1) = 2p?; comunicatia se
face in timp O(p?), plus O(p log p) pentru difuzare. Fat3 de algoritmul 5.27, timpul de sortare
este redus de d/2 ori, pentru cd acum toate procesoarele participa la aceastd operatiune.

P5.4.13 Se foloseste un algoritm de cautare binara; secventa unimodala este separata in
doud; se compara ultimul element din prima parte cu primul din a doua parte; se continua
cdutarea numai in subsecventa care contine cel mai mic dintre aceste doud elemente (o
subsecventd a unei secvente unimodale este gi ea unimodald). De exemplu:
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lo 0 lo? 0 0 10

I1 R 2 I
: Ly 3

12 2 f2! 2 |2
I 3 I ' 3

f3 s I3

Figura 7.4: O planificare a procesoarelor pentru sortarea bitonica pe un PRAM.

1.i+0,f+m-—1

2. cat timp i # f
Lj= L+
2. daca a; < aj+1 atunci f ¢ j
3. altfel i + j+1

Minimul se va gasiin a;. In cazul unei secvente bitonice, acest algoritm nu se poate aplica.
Se foloseste algoritmul secvential clasic de cautare a minimului, eventual cu o conditie de
terminare mai bund (care si profite de faptul ci existd un singur minim local). Oricum, in
cel mai rau caz e nevoie de n — 1 comparatii.

P5.4.14 Detaliem doar partea referitoare la interclasare; rezultatul va fi secventa sortata
A; numir de comparatii: m — 1.

1. gaseste j, indicele elementului minim
2. ap¢aj,l < 1,i< (j—1)modm, f+<+ (j+1) modm
3. cat timp i # f

1. @; + min(ai,ay), | < 1+ 1, f < indmin(a;,ay)

2. dacd f =i atunci i + (i —1) mod m

3. altfel f < (f+1) mod m

P5.4.15 Sa mai desenam o data figura 5.9, amintindu-ne ca fiecare sageata reprezinta o
comparatie si deci este efectuata de un procesor (modelul esse EREW PRAM); daci asociem
fiecarei sageti numarul procesorului care efectueaza comparatia respectiva, rezulta figura 7.4
(evident ci aceasta nu este singura planificare posibild).

Ne vom inspira din algoritmul 5.28 in ce priveste organizarea buclelor. Va raméane acum
doar sarcina de a verifica buna functionare a algoritmului ce urmeaza; k este numarul de
ordine al procesorului, intre 0 gi n/2.

1. pentrul=0:d—-1
1. pentrui=1:-1:0
1. ji + kmod 2° + 271 | k/2¢ |
2. jo g1 +2°

229



3. dacd k; = 0 atunci exch(ji,j2) {ordoneazi crescitor}
4. altfel exch(jo, j1)

P5.4.16 Se imparte secventa A in 2p secvente de m = n/(2p) elemente; fiecare proce-
sor sorteaza doua astfel de secvente. Apoi cele p procesoare aplica sortarea bitonica celor
2p secvente, cu amendamentul descris pe larg pentru cazul memorie distribuitd (ideea din
algoritmul 5.30). Diferenta majora fatd de acest caz este cd un singur procesor calculeazd
min(A;, Aj) si max(A;, Aj), cu m comparatii (in cazul distribuit dous procesoare ficeau
fiecare cate m comparatii). Numadirul total de comparatii este

d—1 !
n n n n n n n. o
2—log — + -+ — | = —logn+ —(logp—1) + —log" p = O((n/p)logn).
2 %8 35 ;(p ;21)) plogn+ ~(logp — 1) + -log ((n/p)log n)

Comparand cu relatia (5.7) se constaté ci aici coeficientul termenului in (n/p) log p (al doilea
ca importantd) este de doud ori mai mic.

Daca aplicam ideea algoritmului 5.31, de a obtine subsecventele minim §i maxim prin
interclasare, atunci numarul de comparatii va fi

d—

—

l
2£log£+ 2£zﬁlogn—2+£log2p,
2p T2 i p P 2p

deci mai mare decat in cazul anterior; explicatia e simpla: interclasarea necesita de doua ori
mai multe operatii decat simpla extragere a minimului si maximului prin comparatii intre
cate doud elemente. De altfel, comparand cu (5.8), se constatd aproape aceeasi expresie,
deci pe PRAM nu se reduce numarul de operatii.

P5.4.17 Algoritmul este corect daca demonstram ca metoda de interclasare este corecta,
o vom face in cazul general |A| = n, |B| = m. Dupa sortare, secventa A va contine k zerouri,
urmate de n — k valori de unu; B va contine [ zerouri urmate de m — [ de unu. Atunci
X = (zo,z1,...) va incepe cu [k/2] + [I/2] zerouri, iar ¥ = (yo,y1,...) va Incepe cu
lk/2] + [I/2] zerouri. Diferenta ([k/2] + [1/2]) — (|k/2] + [I/2]) poate avea valorile 0,
1 sau 2 ([k/2] — |k/2] poate fi 0 sau 1). Daci este 0 sau 1, atunci secventa Z este deja
sortatd. Daca este 2, atunci una din operatiile exch(y;, zi+1) va ordona Z. Cele trei cazuri
sunt ilustrate de urmatorul exemplu:

A=(0,1,1,1,..) A=1(0,0,1,1,...) A=1(0,0,0,1,...)
B=1(0,1,1,1,...) B=1(0,1,1,1,...) B=1(0,1,1,1,...)

P5.4.18 Reteaua de sortare este cea din figura 7.5 (secretul e de a desena dinspre dreapta
spre stanga). Timpul de calcul este acelasi cu cel al sortirii bitonice, adicd %log2 n; se folosesc
mai putine procesoare decat la sortarea bitonic, dar gradul de paralelism este tot n/2; s-a
demonstrat cd numéarul total de comparatii folosite este asimptotic tot O(n log? n); este una
dintre cele mai economicoase retele de sortare. La implementarea pe o arhitectura MIMD
cu memorie distribuitd sunt importante gradul de paralelism (care e bun) si topologia de
comunicatie; daca, la sortarea bitonica, pe un hipercub comunicau doar vecinii, acum, chiar
daca unele procesoare au timpi morti, existd comunicatie intre procesoare aflate la orice
distantd (si tocmai acestea sunt procesoarele care nu au timpi morti).

P5.4.19 Se presupune ca A este o secventa continiand, in ordine, k de unu, [ de zero si
n — k — [ de unu (forma generald a unei secvente unimodale cu minim formatd din unu si

230



»—o

[ o )

[ o

* o oo

»—o

[ o
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[ o

F4--F-q4--F-q--F-4--F+
F4--F-q4--F-q--F-4--F+

Figura 7.5: Alg. Batcher de sortare cu interclasare par-impara: retea de sortare.

zero). Se pot Intalni patru cazuri, dupd parititile lui k si [; secventele ”pard” si "impard”
rezultate sunt exemplificate mai jos:

(17 17071717"'> (17
(1’0’0’17]‘"") (1’

Dupa sortare, numarul de zerouri initiale din secventele ”pard” si "impara” difera prin cel
mult 1, deci una dintre operatiile ezch() va ordona secventa A.
Desenul retelei de sortare se face, ca si in cazul sortirii bitonice, inapoi (spre stinga) pe
etape si Inainte in cadrul unei etape (etapele sunt separate de linii punctate, in figura 7.4).
P5.4.20 Presupunind n = 2™, suma va fi egali cu logm!. Dar m™/? < m! < m™, si
deci logm! = O(mlogm). Cum m = log n, se obtine rezultatul cerut.
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