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2.  UNDE  ELECTROMAGNETICE

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


2.  UNDE  ELECTROMAGNETICE 


2.1.  Unda electromagnetică plană 


Unda electromagnetică a fost definită anterior drept câmpul electromagnetic, variabil în timp şi în spaţiu, care se autoîntreţine chiar şi în absenţa surselor de câmp. În particular, unda electromagnetică plană este unda electromagnetică ale cărei mărimi de câmp electromagnetic depind de o singură coordonată spaţială şi de timp. 


Unda electromagnetică plană va fi studiată aici în cazul unui mediu izolant liniar izotrop omogen, într-un domeniu de propagare, adică fără mărimi permanente  (Pp = 0 , Mp = 0)  sau imprimate  (Ei = 0 , Ji = 0 , Ki = 0) , fără sarcină electrică sau magnetică  ((V = 0 , (V = 0) şi fără curenţi electrici sau magnetici  (J = 0 , K = 0). Este astfel căutată o soluţie a ecuaţiilor lui Maxwell de forma 


E = E(z,t)      ,      H = H(z,t)   , 
care reprezintă, într-adevăr, o undă electromagnetică plană, în care mărimile de câmp au valori instantaneu constante în plane normale la direcţia  Oz  (în plane  z = const.). 


În raport cu sistemul de axe rectangular presupus, în ecuaţiile lui Maxwell se calculează 
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În condiţiile specificate, ecuaţiile lui Maxwell devin 
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sau, conform calculelor de mai înainte, 
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Descompunând pe componente relaţiile anterioare, se ajunge la sistemul de ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul întâi 
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Direcţia axei  Oz  se convine a fi denumită direcţie de propagare, iar planele şi direcţiile normale la aceasta se convine a fi denumite direcţii şi plane transversale. Corespunzător, componentele vectoriale în direcţia axei  Oz  vor fi denumite componente longitudinale, iar cele normale acestei direcţii vor fi denumite componente transversale. 


Din ultimele rezultate este evident că cele două componente longitudinale ale câmpului electromagnetic,  Ez  şi  Hz , sunt independente de timp şi de poziţie. Ele reprezintă, astfel, simple componente statice, care depind, evident, de o sursă externă de câmp, fără nici o legătură cu cu autoîntreţinerea câmpului electromagnetic. În consecinţă asemenea componente longitudinale nu pot fi componente ale unei unde electromagnetice plane şi vor fi ignorate în cele ce urmează. 
 
Rezultă, astfel, că intensităţile câmpurilor electric şi magnetic,  E = i Ex + j Ey , H = i Hx + j Hy , sunt transversale (normale pe direcţia de propagare). Mai mult, se poate observa că aceste câmpuri electric şi magnetic pot fi separate, fiecare, în perechi de componente independente între ele: 
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şi 
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Aceasta înseamnă că pot fi distinse două câmpuri – unde – electromagnetice independente unul de celălalt,  { i Ex , j Hy }  şi   { j Ey , i Hx } , fiecare dintre ele reprezentând o aşa numită  undă electromagnetică plană polarizată liniar. Fiind independente şi satisfâcând ecuaţii analoage, este suficient să fie studiată în detaliu numai una din aceste unde cu polarizare liniară. 


Fie considerată unda electromagnetică plană polarizată liniar  { i Ex , j Hy } , caracterizată prin ecuaţiile de ordinul întâi 
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Ecuaţiile de ordinul al doilea sunt obţinute în termenii unuia dintre câmpuri eliminându-l pe celălalt. De exemplu, derivând prima ecuaţie în raport cu  z  iar pe a doua în raport cu  t , din 
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   , 
rezultă ecuaţia cu derivate parţiale de tip hiperbolic 
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procedând în mod similar, din 
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rezultă 
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Ecuaţiile de ordinul al doilea sunt formal identice; este atunci suficient să fie abordată numai prima dintre ele, urmând a preciza soluţia pentru celălalt câmp din ecuaţiile de ordinul întâi. 


Soluţia unei ecuaţii hiperbolice de forma 
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unde s-a notat, pentru simplificare,  Ex(z,t) = f(z,t)   poate fi obţinută folosind schimbarea de variabile 
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Se calculează, pe rând, 
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Înlocuind expresiile derivatelor de ordinul al doilea în ecuaţia hiperbolică precedentă, se obţine 
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echivalentă cu 
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Din indepedenţa celor doi termeni rezultă două ecuaţii separate, 
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Prima arată că pentru constanta  c  poate fi luată rădăcina pozitivă, 
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a doua ecuaţie este integrată, pe rând, mai întâi în raport cu  (– , apoi în raport cu  (+ , obţinând, succesiv, 
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A rezultat, astfel, că soluţia ecuaţiei hiperbolice studiate – soluţia pentru câmpul electric al undei plane polarizate liniar – este suma a două funcţii, în principiu arbitrare, care depind de variabilele  z  şi  t  prin intermediul variabilelor zise retardate  (–  şi  (+ , 
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   , 
sau, echivalent, prin intermediul variabilelor zise decalate  z–  şi  z+ , 
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Forma generală obţinută pentru soluţia ecuaţiei hiperbolice pune în evidenţă doi termeni. Primul termen, denumit undă directă (sau progresivă), reprezintă o distribuţie de câmp care se propagă în direcţia pozitivă a axei  Oz  (în direcţia de propagare), în sensul că o valoare a câmpului identificată în momentul  t  în poziţia  z  este regăsită într-un moment ulterior  t + (t  într-o poziţie  z + c((t , 
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Deoarece, aşa cum se vede, după intervalul de timp  (t  distribuţia câmpului undei directe este regăsită deplasată în sensul de propagare cu o distanţă  (z = c((t , înseamnă că poate fi definită viteza de propagare (zisă viteza de fază) 
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În mod similar, se poate observa că cealaltă componentă a soluţiei ecuaţiei hiperbolice constituie o undă inversă (sau regresivă), care se propagă în direcţia negativă a axei de propagare  Oz , 
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cu viteza de propagare (de fază) 



[image: image40.wmf]me

D

D

D

D

1

-

=

-

=

×

-

=

c

t

t

c

t

z

   . 

Viteza de propagare (de fază) este viteza cu care se propagă forma, sau faza, câmpului, adică viteza cu care se deplasează suprafaţa (aici – planul) de egală fază, numită suprafaţă de undă, în direcţia directă (progresivă) sau inversă (regresivă). 


Soluţia pentru câmpul magnetic a ecuaţiilor undei plane polarizate liniar este de acelaşi tip cu cea obţinută mai sus pentru câmpul electric, deoarece cele două câmpuri satisfac aceeaşi ecuaţie de ordinul al doilea. Cele două soluţii nu sunt, însă, independente – legătura între ele este dată de ecuaţiile de ordinul întăi, care vor fi folosite mai jos. 


Introducând notaţia cu punct deasupra unei funcţii  
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Fie definită acum impedanţa de undă a mediului în care are loc propagarea undei electromagnetice, 
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respectiv admitanţa de undă a mediului, 
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Se poate scrie astfel 
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relaţie care poate fi integrată în raport cu timpul, prin intermediul unor schimbări de variabilă adecvate, 
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Constanta de integrare  C(z)  este eliminată deoarece ea reprezintă un câmp magnetic constant, care nu poate exista decât în prezenţa unor surse, şi nu constituie, deaceea, o undă electromagnetică. Se ajunge, în final, la expresia generală a soluţiei pentru câmpul magnetic al undei plane cu polarizare liniară, 
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Unui câmp electromagnetic îi este asociată, evident,  energie  electromagnetică; în 
particular, undei electromagnetice plane polarizate liniar îi este asociat şi un flux de putere electromagnetică transmisă printr-o suprafaţă, corespunzător propagării undei. Deoarece 


E(z,t) = i Ex(z,t)      ,      H(z,t) = j Hy(z,t)   , 

rezultă că vectorul Poynting (care reprezintă densitatea fluxului de putere electro-magnetică transmisă normal printr-o suprafaţă) este 
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   , 
adică este orientat de-a lungul direcţiei de propagare. Aceasta înseamnă că transmisia energiei (puterii) electromagnetice în cazul undei plane polarizate liniar are loc normal la suprafaţa (planul) de undă. 


Pentru unda directă vectorul Poynting este orientat în direcţia progresivă, 
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cu modulul 
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   . 
Se poate observa că părţile electrică şi magnetică ale câmpului electromagnetic au contribuţii egale la vectorul Poynting al undei directe, al cărui modul este egal cu produsul dintre viteza de fază şi densitatea energiei electromagnetice asociate câmpului componentei directe a undei. Similar, pentru unda inversă se obţine vectorul Poynting orientat în direcţia regresivă, 
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iar modulul este obţinut, ca mai înainte, cu valoarea 
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Poate fi calculată, de asemenea, şi densitatea impulsului electromagnetic transmis mediului de către unda electromagnetică plană polarizată liniar, 
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   , 
care poate fi imediat particularizat pentru componentele directă, respectiv inversă, 
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   . 
Acest impuls electromagnetic se manifestă prin exercitarea unor forţe (presiuni) de către unda electromagnetică asupra mediului, în particular asupra corpurilor. 

Analiza efectuată mai sus pentru componenta polarizată liniar  { i Ex , j Hy }  a undei electromagnetice plane poate fi repetată, în mod analog, şi pentru componenta polarizată liniar { j Ey , i Hx }  a undei, cu rezultate similare. Direcţia de propagare a fiecărei asemenea unde este dată  de  i ( j = k , iar câmpurile electric şi magnetic sunt transversale acesteia – se spune că fiecare din aceste unde este o undă transversal electromagnetică (TEM). Mai mult, asemenea unde se mai zic unde plane uniforme, deoarece fiecare dintre câmpurile electric sau magnetic are instantaneu o aceeaşi valoare în fiecare plan transversal  z = const. Pentru asemenea unde, în care câmpurile electric şi magnetic îşi păstrează, fiecare, o direcţie constantă, se defineşte polarizarea undei ca fiind direcţia în care este orientat câmpul electric – pentru prima undă aceasta este direcţia axei  Ox , iar pentru a doua undă aceasta este direcţia axei  Oy . 

O undă plană polarizată liniar, uniformă, nu poate exista fizic deoarece ea presupune o extensie infinită şi, deci, o energie infinită. Totuşi, pentru simplitatea lor, asemenea unde sunt importante ca servind drept aproximaţii ale undelor reale, la distanţe suficient de mari de sursele de radiaţie. 


În concluzie, deci, unda electromagnetică plană este reprezentată prin patru perechi de vectori  { E , H } , mutual perpendiculari în plane transversale şi interac-ţionând în cadrul fiecărei perechi polarizate liniar, perechile fiind independente între ele (fig.2.1): { i Ex d , j Hy d } şi  { i Ex i , j Hy i } , împreună cu  { j Ey d , i Hx d } şi { j Ey i , i Hx i }. 
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        Fig.2.1. 
Vectorii fiecărei perechi sunt astfel orientaţi încât vectorul Poynting corespunzător indică sensul de propagare (progresiv sau regresiv), de-a lungul direcţiei de propagare, asociat perechii respective. 


2.2.  Unda electromagnetică plană variabilă armonic în timp 


O undă electromagnetică variabilă armonic în timp este caracterizată prin aceea că cele două componente ale câmpului electromagnetic, electrică şi magnetică, sunt variabile armonic în timp. O asemenea undă cu variaţie armonică în timp ar putea reprezenta, aşa cum s-a discutat în Secţiunea  1.2, o componentă armonică din analiza Fourier a unei unde cu variaţie în timp arbitrară. Este evident că studiul unei unde electromagnetice cu variaţie armonică in timp poate fi efectuat mai simplu folosind reprezentarea în complex a mărimilor de câmp electromagnetic. 


Unda electromagnetică plană va fi studiată aici în cazul unui mediu izolant liniar izotrop omogen, într-un domeniu de propagare, adică fără mărimi permanente  (Pp = 0 , Mp = 0)  sau imprimate  (Ei = 0 , Ji = 0 , Ki = 0)  şi fără sarcină electrică sau magnetică  ((V = 0 , (V = 0) . Este astfel căutată o soluţie a formei complexe a ecuaţiilor lui Maxwell 


rot E = – j( B          ,      div D = 0      ,      D = ( E      ,      J = ( E   , 


rot H = J + j( D      ,      div B = 0      ,      B = ( H      , 

unde parametrii constitutivi (de material) vor fi consideraţi, în principiu, reali. 


O remarcă prealabilă necesară este aceea referitoare la forma complexă a teoremei relaxaţiei sarcinii electrice (teorema relaxaţiei în regim armonic permanent). Din ecuaţia lui Ampère rezultă că   div J + j( (div D) = 0  , sau, ţinând seama de liniaritatea şi omogenitatea mediului,  
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 . Forma complexă a ecuaţiei lui Gauss,  div D = (V , permite deducerea de aici a unei relaţii pentru reprezentarea complexă a densităţii sarcinii electrice, anume  
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 , rezultă că  (V ( 0 . În principiu, deci, condiţia de absenţă a sarcinii electrice în regim armonic permanent ar fi putut să nu fie impusă în mod explicit printre condiţiile de studiu enumerate la început. O remarcă similară ar fi valabilă şi pentru o teoremă analoagă a relaxaţiei sarcinii magnetice (în regim armonic permanent), dacă se operează cu forma simetrică a ecuaţiilor lui Maxwell. 


Forma complexă a ecuaţiilor de ordinul întâi ale câmpului electromagnetic permite eliminarea uneia sau alteia dintre componentele magnetică sau electrică şi obţinerea unor ecuaţii de ordinul al doilea în termenii unei singure componente – electrică sau magnetică. De exemplu, 


rot (rot E) = – j(( rot H = – j(( (( E + j(( E) = – j(( (( + j(() E   , 
unde, pe de altă parte, în coordonate rectangulare, deoarece  div E = 0 , 


rot (rot E) = (((((E) = ((((E) – (((()E = grad (div E) – ( E = – ( E   . 


Se ajunge, astfel, la ecuaţia de ordinul al doilea 

( E – j(( (( + j(() E = 0   , 
care este rescrisă ca 

( E – (2 E = 0   . 

În această ecuaţie a fost introdusă aşa numita constantă de propagare (complexă) a mediului, definită prin 
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   , 
în care a fost folosită permitivitatea complexă echivalentă 
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În mod similar, din 

rot (rot H) = rot (( E + j(( E) = (( + j(() rot E = (( + j(()(– j(( H)   , 
se ajunge din nou, deoarece  div H = 0 , la o ecuaţie de ordinul al doilea de aceeaşi formă ca cea anterioară, 


( H – j(( (( + j(() H = 0   , 
sau 

( H – (2 H = 0   . 


În regim armonic permanent, deci, câmpul electric şi câmpul magnetic ale unei unde electromagnetice satisfac, fiecare, o ecuaţie de acelaşi tip, numită ecuaţia lui Helmholtz vectorială omogenă sau ecuaţia vectorială complexă a undelor. Soluţiile pentru câmpurile electric şi magnetic ale undei electromagnetice plane cu variaţie armonică în timp sunt, astfel, de acelaşi tip şi este suficient să se rezolve numai una din ecuaţiile de ordinul al doilea pentru unul dintre câmpuri, celălalt fiind apoi calculat folosind ecuaţiile de ordinul întâi (ale lui Maxwell). 

Constanta de propagare (complexă) a mediului este definită astfel încât partea ei reală (şi în consecinţă şi cea imaginară) să fie pozitivă: 
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 Sistemul de ecuaţii pentru determinarea părţilor reală şi imaginară ale constantei de propagare este obţinut din 
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   . 
Se obţine atunci, simplu, 
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   , 
de unde se ajunge la expresia pentru constanta (factorul) de atenuare 
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respectiv pentru constanta de fază (sau numărul de undă), 
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În cazul unei soluţii a ecuaţiilor câmpului electromagnetic variabil armonic în timp de forma unei unde plane este suficient, aşa cum s-a văzut în Secţiunea anterioară, să se studieze doar o soluţie de tip undă plană variabilă armonic polarizată liniar, 


E(z) = i Ex(z)      ,      H(z) = j Hy(z)   . 


Într-o asemenea ipoteză, ecuaţia undelor se reduce de la una vectorială la o ecuaţie scalară, în termenii reprezentării complexe, dependentă doar de variabila spaţială  z , a câmpului electric sau magnetic studiat – ecuaţia hiperbolică a undelor se reduce astfel, de exemplu în cazul câmpului electric, la o ecuaţie de tip Helmholtz scalară omogenă, în esenţă o simplă ecuaţie diferenţială ordinară, 
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Soluţia acestei ecuaţii este, evident, 
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unde constantele de integrare  Ed  şi  Ei  depind de datele (condiţiile de unicitate ale) problemei. Deoarece  
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  când  z ( ( , condiţia de finitudine a câmpului la infinit, într-un domeniu de propagare ce admite puncte la infinit, impune  Ei = 0  şi numai prima componentă a soluţiei este luată în considerare. Dacă, însă, domeniul de propagare în care este studiată unda este mărginit, atunci ambele componente ale soluţiei trebuie luate în considerare. 


Conform abordării prin reprezentarea complexă, câmpul electric variabil armonic în timp al undei plane polarizate liniar este 
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Făcând abstracţie de factorul exponenţial  
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, care reprezintă o simplă atenuare în direcţia negativă/pozitivă a axei  Oz , factorii armonici rămaşi reprezintă o undă directă (progresivă), cu variaţie armonică în timp, 
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respectiv o undă inversă (regresivă), cu variatie armonică în timp, 
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Din identităţile de mai sus este evident că viteza de fază a undei este  c , astfel încât  (((t = (c((t , de unde 
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viteza de fază a undei este în relaţie cu frecvenţa unghiulară a sa şi cu numărul de undă (constanta de fază)  ( . Această relaţie justifică, totodată, denumirile de viteză de fază pentru  c  şi de constantă de fază pentru  ( . 


Se mai observă, cum era de altfel de aşteptat, că factorul variabil armonic în timp al undei studiate manifestă o periodicitate temporală: faza undei se repetă după un interval de timp  T , numit perioadă, conform relaţiei 
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de unde  (T = 2( , adică 
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   , 
reconfirmând legătura dintre perioadă, frecvenţa unghiulară  (  şi frecvenţa  ( .


Pe de altă parte, factorul variabil armonic în timp al undei studiate prezintă şi o priodicitate spaţială: faza undei se repetă după o distanţa  ( , numită lungime de undă, conform relaţiei 
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de unde  ((( = 2( , adică 
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Această relaţie justifică, astfel, denumirea de număr de undă pentru  ( : el arată câte perioade spaţiale sunt cuprinse într-o variaţie de fază de  2( . 


De asemenea, se mai poate proba că lungimea de undă este distanţa ce ar fi parcursă într-o perioadă de frontul undei, care se deplasează cu viteza de fază a undei, 
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În fine, reprezentarea complexă a câmpului magnetic este obţinută simplu din ecuaţia (de ordinul întâi a) lui Faraday, 
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Se calculează imediat coeficientul multiplificativ din expresia rezultantă,
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care este numit admitanţa (complexă) intrinsecă a mediului. Modulul acesteia este 
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iar dublul argumentului ei este calculat din 
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Este acum foarte simplu să se obţină expresia variaţiei în timp a câmpului magnetic variabil armonic în timp al undei plane polarizate liniar, 
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care reprezintă, ca mai înainte, compunerea unei unde directe (progresive) şi a unei unde inverse (regresive). 


Studiul general prezentat până aici poate fi precizat în câteva cazuri particulare importante. 


Un mediu cu pierderi este acela pentru care  ( ( 0 . În aceste condiţii, prezenţa câmpului electric  E  atrage după sine prezenţa unei densităţi de curent  J = ( E  şi a disipării energiei electromagnetice prin efect Joule, adică a unei pierderi de putere asociate, cu densitatea de volum  p = E(J = ( E2 > 0 . 


Cazul general analizat anterior corespunde chiar acestei situaţii. Deoarece  
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 . Se mai poate observa că, în acest caz, constanta de atenuare este nenulă, 
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ceea ce înseamnă că amplitudinea factorului cu variaţie armonică în timp (aici –  sinusoidală) descreşte exponenţial cu distanţa, cu un factor  
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Constanta de atenuare a mediului, ( , este o măsură a ratei (ritmului) cu care descreşte amplitudiniea undei cu distanţa (de-a lungul direcţiei de propagare) şi este măsurată în  Np/m  (neperi/metru) sau în  dB/m  (decibeli/metru). O atenuare de  1 Np/m  înseeamnă o reducere a amplitudinii undei de  e  ori pe o distanţa de  1 m , iar o atenuare de  1 dB/m  înseamnă o reducere a amplitudinii undei de  100  ori pe o distanţă de  1 m . Rezultă, astfel, că  1 Np = 20(lg e = 8.686 dB . 
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Fig.2.2. 

Se mai poate observa că, într-un mediu cu pierderi, unda electromagnetică se face simţită prin prezenţa atât a curentului de conducţie cât şi a curentului de deplasare. Raportul densităţilor (complexe ale) acestor curenţi este tangenta (unghiului) de pierderi, 
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unde  (  este unghiul de pierderi al mediului conductor (fig.2.2). Din acest punct de vedere, mediul în care are loc propagarea undei electromagnetice este considerat un bun izolant (sau dielectric) dacă  tg ( << 1  (( << (()  şi invers, este considerat un bun conductor dacă  tg (  >> 1  (( >> (() . Este astfel evident că o caracterizare a mediului din punctul de vedere al propagării undelor electromagnetice depinde nu numai de parametrii constitutivi (de material)  ( , ( , ( , ci şi de frecvenţa (unghiulară)  (  de variaţie a câmpului electromagnetic: un mediu considerat bun conductor la frecvenţe joase poate avea o comportare de bun izolant la frecvenţe înalte. În particular se mai observă că există o relaţie între unghiul de pierderi şi argumentul admitanţei (complexe a) mediului, 


( = 2(   . 


Un artificiu obişnuit în tratarea mediilor cu pierderi este acela că se operează cu o permitivitate complexă. Într-adevăr, pentru a obţine o simetrizare formală a formei complexe a ecuaţiilor lui Ampère şi Faraday, se poate scrie 
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Este astfel introdusă o permitivitate complexă, 
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cu partea reală  
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Un mediu fără pierderi este acela pentru care  ( = 0 , astfel încât prezenţa unei unde electromagnetice nu este însoţită de curenţi induşi şi, deci, nici de pierderi prin efect Joule. 


Un prim subcaz particular important este acela al propagării undei electro-magnetice în vid. În acest caz constanta de atenuare este nulă, 
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iar pentru constanta de fază se obţine 
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Aici 
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este viteza undei electromagnetice (a luminii) în vid, astfel încât pentru lungimea de undă se obţine 
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Ultimele relaţii susţin faptul că lumina este o manifestare esenţial electromagnetică, şi că teoria ondulatorie a luminii este, în esenţă, teoria undelor electromagnetice. 


Admitanţa intrinsecă a vidului este atunci pur reală, 
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şi ei îi corespunde o impedanţă intrinsecă a vidului, de asemenea pur reală, 
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Mai mult, unghiul de pierderi este atunci nul,  ( = 0 , ceea ce înseamnă că şi  ( = 0 , adică intensităţile câmpurilor electric şi magnetic ale undei plane polarizate liniar sunt în fază în vid, 
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Celălalt subcaz particular important este cel al unui mediu dielectric (perfect izolant), cu  ( = 0  dar cu  ( = (0(r ( (0 , ( = (0(r ( (0 . În acest caz se obţine simplu pentru constanta de atenuare 
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iar pentru constanta de fază 
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Aici 



[image: image126.wmf]me
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este viteza undei electromagnetice (a luminii) în mediul dielectric considerat, astfel încât pentru lungimea de undă se obţine 
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Un mediu dielectric are o impedanţă intrinsecă pur reală, 
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iar unghiul de pierderi este nul,  ( = 0 , ceea ce înseamnă că şi  ( = 0 , adică intensităţile câmpurilor electric şi magnetic ale undei plane polarizate liniar sunt în fază şi într-un mediu dielectric. 

În fine, un mediu conductor (subînţeles aici aproape perfect conductor) este acela pentru care  ( = (0 , ( = (0(r , iar  ( >> (( , sau  
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 , adică, formal,  ( ( ( . În acest caz se obţine pentru constanta de atenuare 
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iar pentru constanta de fază 
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corespunzător, constanta de propagare (complexă) a mediului este 
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Se mai obţin imediat şi expresiile pentru viteza undei electromagnetice, 
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şi pentru lungimea de undă, 
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De asemenea, admitanţa de undă a mediului conductor rezultă a fi 
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de unde pentru impedanţa de undă corespunzătoare se obţine 



[image: image136.wmf]4

j

j

p

s

wm

s

wm

e

×

=

=

z

   . 
Aceasta înseamnă că intensitatea câmpului magnetic este defazată în urma celei a câmpului electric cu exact  (/4 ; se spune că cele două câmpuri sunt în cuadratură, 
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Dacă mediul conductor are o extensie infinită în direcţia de propagare, atunci finitudinea câmpului electromagnetic la distanţe infinite impune cu necesitate absenţa undei inverse:  Ei ( 0 . Unda electromagnetică în mediul conductor cu extensie infinită se reduce atunci la cea directă, care se atenuează exponenţial cu distanţa, cu un factor e–(z . Este definită atunci adâncimea de pătrundere ca distanţa  (  după care amplitudinea undei electromagnetice descreşte de  e  ori, 
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aceasta este o măsură a adâncimii la care poate pătrunde câmpul electromagnetic într-un bun conductor. În particular se poate observa că impedanţa de undă a mediului conductor poate fi exprimată ca 
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precum şi că 
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Expresia  variaţiei  în timp şi  în spaţiu a  intensităţilor  câmpurilor electric şi magnetic ale 
undei plane polarizate liniar într-un mediu conductor cu extensie infinită în direcţia de propagare se reduce, astfel, la 
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Efectul pelicular asociat pătrunderii câmpului electromagnetic într-un mediu conductor constă în chiar această distribuţie practic superficială a câmpului, care pătrunde doar până la mici distanţe de suprafaţa conductorului, de ordinul a câteva adâncimi de pşătrundere. Deaceea, dacă dimensiunile conductorului sunt mari în raport cu adâncimea de pătrundere, se poate considera că repartiţia reală a câmpului electro-magnetic poate fi aproximată, măcar din punct de vedere energetic, cu un câmp uniform, egal cu cel neatenuat de la suprafaţa conductorului, dar ocupând doar o regiune de întindere egală cu adâncimea de pătrundere. Aceasta este metoda adâncimii de pătrundere, care este folosită pentru calculul aproximativ al rezistenţei şi al inductanţei interioare a conductoarelor în cazul aşa nunitului efect pelicular pronunţat, dar şi pentru calculul pierderilor în pereţii conductori ai unor structuri de propagare ghidată a undelor electromagnetice. 


Din punct de vedere energetic, unda plană polarizată liniar cu variaţie armonică în timp este pe deplin caracterizată prin vectorul Poynting corespunzător. Analizând, pentru simplitate, numai unda directă (progresivă) polarizată liniar, vectorul Poynting corespunzător este 
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unde  (d , respectiv  (d  sunt fazele iniţiale ale amplitudinilor câmpurilor complexe  Ed , respectiv  Hd , iar  (  este argumentul impedanţei (complexe a ) mediului. 

Valoarea medie pe o perioadă a acestui vector este puterea electromagnetică medie transmisă prin unitatea de suprafaţă normală direcţiei de propagare, 
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   . 
Această expresie arată că, într-un mediu cu pierderi, puterea electromagnetică transmisă, transportată, de undă se atenuează exponenţial cu un factor  e–2(z , adică foarte rapid. În particular, în cazul unui mediu conductor, 
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   . 
Considerente asmănătoare se aplică, cu un rezultat similar, şi pentru unda inversă (regresivă). 

Puterea electromagnetică medie transmisă atunci de unda electromagnetică printr-o suprafaţă  S  este calculată simplu ca 
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unde normala  n  este considerată în sensul de propagare a componentei considerate. 


Polarizarea unei unde plane cu variaţie armonică în timp poate fi definită şi în cazul în care câmpurile electric şi magnetic îşi modifică în timp direcţia, rămânând în planul transversal: polarizarea undei este indicată de locul geometric descris de vârful vectorului instantaneu al intensităţii câmpului electric. Această extindere este utilă dacă se ţine seama de faptul că o undă plană uniformă este, în general, decompozabilă în două unde plane polarizate liniar de-alungul direcţiilor (fixe)  Ox  şi  Oy  în planul transversal direcţiei de propagare. 


Sunt, atunci, de analizat mai multe situaţii, în funcţie de valorile relative ale amplitudinilor şi de defazajul  (  al celor două componente polarizate liniar după direcţii perpendiculare. Pentru precizarea ideilor, fie considerată o undă directă, care se propagă într-un mediu cu admitanţa intrinsecă  
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 . Amplitudinea complexă a intensităţii cămpului electric fie de forma 
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căreia îi corespunde o variaţie spaţială şi temporală a intensităţii câmpului electric 
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în conformitate cu analiza ilustrată în fig.2.1, amplitudinea complexă a intensităţii cămpului magnetic are forma 
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căreia îi corespunde o variaţie spaţială şi temporală a intensităţii câmpului magnetic 
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Un prim caz particular important este acela în care cele două componente polarizate liniar sunt în fază  (( = 0) . Intensitatea câmpului electric este atunci 
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astfel încât unghiul  (  făcut de acest vector cu axa  Ox , de exemplu, este constant,  
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În acest caz se spune că unda (directă) considerată este polarizată liniar sau plan: vectorul intensităţii câmpului electric oscilează de-a lungul direcţiei de polarizare, indicată de unghiul  ( . Definind planul de polarizare ca planul determinat de direcţia de propagare şi cea de polarizare, se observă că acesta este fix în spaţiu în cazul abordat. 


Un alt caz special este acela în care cele două componenle polarizate liniar au amplitudini egale,  Ex0 = Ey0 , şi sunt în cuadratură, adică defazajul lor este  ( = ((/2 . Intensitatea câmpului electric este atunci 
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astfel încât unghiul  (  făcut de acest vector cu axa  Ox  rezultă din 
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în fiecare plan transversal  z = const.  vectorul câmpului electric se roteşte cu viteza unghiulară  ( . În acest caz se spune că unda (directă) considerată este polarizată circular. Dacă este considerat locul geometric descris de vârful vectorului intensitate a câmpului electric local şi instantaneu, atunci acesta este o elice cu pasul egal cu lungimea de undă (distanţa după care se repetă faza undei plane). Dacă  ( = (/2 , atunci unghiul de rotaţie, văzut într-un plan  z = const., este  ( = (t , adică rotaţia vectorului câmp electric şi direcţia de propagare sunt asociate după regula mâinii drepte – se spune că unda este polarizată circular dreapta (dextrogir). Invers, dacă  ( = –(/2 , atunci unghiul de rotaţie, văzut într-un plan  z = const., este  ( = – (t , adică rotaţia vectorului câmp electric şi direcţia de propagare sunt asociate opus regulii mâinii drepte – se spune că unda este polarizată circular stânga (levogir). 


În fine, în cazul general, când  Ex0 ( Ey0  sau, chiar dacă  Ex0 = Ey0 , defazajul este oarecare, adică  ( ( 0  şi  ( ( ((/2 , se spune că unda (directă) considerată este polarizată eliptic. Într-adevăr, într-un plan transversal dat, fie acesta pentru simplificare  z = 0 , 
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astfel încât proiecţiile instantanee ale vectorului intensitate a câmpului electric pe axele din planul transversal sunt 


Ex(t) = Ex0(sin(t      ,      Ey(t) = Ey0(sin((t + ()   . 

Rescriind aceste ecuaţii sub forma 
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sau, echivalent, 
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se poate elimina variabila temporală, conform identităţii  sin2(t + cos2(t = 1 . Se obţine 
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sau 
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   , 

care este ecuaţia unei elipse. Locul geometric descris de vârful vectorului intensitate a câmpului electric local la un moment dat este acum o elice eliptică, cu pasul egal tot cu lungimea de undă. Este şi aici valabilă distincţia dintre polarizările eliptice dreapta (dextrogiră) şi stânga (levogiră), dar analiza acestor situaţii este mai complicată. Cazurile polarizărilor liniară sau circulară sunt uşor de obţinut drept cazuri particulare ale polarizării generale, eliptice. 

2.3. Condiţii la limită – reflexia şi transmisia undelor la interfaţă 
Consideraţiile precedente se aplică, aşa cum s-a specificat, numai undelor plane uniforme, care se propagă într-o situaţie ideală, anume în medii liniare, isotrope, omogene, nemărginite. Pentru a putea trata şi probleme mai apropiate de realitate, trebuie luat în considerare faptul că undele electromagnetice se propagă, în mod necesar, în situaţii în care condiţiile de omogenitate, cel puţin, sunt satisfăcute numai în domenii mărginite, pe porţiuni. Este atunci important să se studieze condiţiile la limită de considerat în propagarea undelor, adică fenomenele care au loc la interfaţa dintre două domenii cu proprietăţi constitutive (de material) diferite. 


La interfaţa dintre două domenii ocupate de medii diferite sunt evident valabile ecuaţiile la interfaţă ale câmpului electromagnetic. Aceasta corespunde considerentelor fizice evidente care arată că, la suprafaţa de separaţie între medii diferite, unde soseşte o undă electromagnetică, are loc atât o perturbare a undei în mediul din care soseşte, cât şi o transmisie a undei în celălalt mediu. Perturbarea undei în domeniul de unde soseşte este tratată considerând că, peste unda electromagnetică incidentă la interfaţă, se suprapune o undă reflectată; unda care se propagă în cel de al doilea mediu este denumită undă transmisă. Este rezonabil să se presupună că proporţia în care unda incidentă se reflectă şi se transmite depinde de parametrii constitutivi ai mediilor aflate de o parte şi de alta ai interfeţei; un studiu al acestei proporţii este efectuat aici considerând o undă plană uniformă polarizată liniar, incidentă la o interfaţă plană între medii liniare isotrope omogene, infinit extinse în direcţia normală la interfaţă. 


Pentru început, fie considerată componenta directă a unei unde plane uniforme polarizată liniar, care se propagă într-un mediu liniar isotrop omogen, incidentă normal (cu direcţia de propagare normală) la suprafaţa plană de separaţie cu un al doilea mediu liniar isotrop omogen. Fie  z = 0  planul de separaţie (interfaţa), (1 , (1 , (1  parametrii constitutivi ai primului mediu  (z < 0)  şi  (2 , (2 , (2  parametrii constitutivi ai celui de al doilea mediu  (z > 0) , ca în fig.2.3, a (în perspectivă) sau b (în planul Oyz) . Fie folosiţi indicii  i , r , respectiv  t , pentru a nota unda incidentă, reflectată şi, respectiv, transmisă. Din motive care vor fi clarificate ulterior, pentru versorii axelor de coordonate vor fi folosite notaţii speciale:  
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  în loc de  i  ca versor al axei  Ox , 
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  în loc de  j  ca versor al axei  Oy , 
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ˆ

  în loc de  k  drept versor al axei  Oz . 


Unda incidentă este reprezentată prin componentele sale complexe electrică şi magnetică 
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   ; 
ea se propagă în direcţia  
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 , adică în direcţia pozitivă a axei  Oz . Unda reflectată se propagă în direcţia  
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 , adică în direcţia negativă a axei  Oz ; din motive legate de satisfacerea ecuaţiilor la interfaţă, ea are o componentă complexă a câmpului electric, 
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căreia îi corespunde atunci componenta complexă a câmpului magnetic 
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Din aceleaşi motive, unda transmisă, care este numai undă directă, este reprezentată prin componentele sale complexe electrică şi magnetică 
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şi se propagă, evident, în direcţia  
[image: image175.wmf]z
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 , adică în direcţia pozitivă a axei  Oz . În precedentele relaţii  Ei0 , Er0  şi  Et0  reprezintă, evident, amplitudinile complexe ale intensităţii câmpului electric la interfaţă  (z = 0) . În fine, în timp ce în primul mediu câmpul electromagnetic este reprezentat de ambele unde, incidentă şi reflectată, 


E1 = Ei + Er      ,      H1 = Hi + Hr   , 
în mediul al doilea câmpul electromagnetic este reprezentat numai de unda transmisă,


E2 = Ei      ,      H2 = Ht   . 
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      Fig.2.3.


Ecuaţiile la interfaţă ale câmpului electromagnetic impun, la interfaţa (fără pânză de curent)  z = 0 , conservarea componentelor (complexe) tangenţiale ale intensităţilor câmpului electric şi magnetic, 
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Rescriind sistemul de ecuaţii anterior sub forma 
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se obţin imediat amplitudinile complexe la interfaţă ale undelor reflectată şi transmisă, în termenii amplitudinii complexe la interfaţă a undei incidente, 
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Pot fi definiţi acum coeficientul de reflexie (complex)  ( , 
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şi coeficientul de transmisie (complex)  ( , 
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care satisfac, evident, relaţiile 
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Câteva cazuri particulare sunt importante. 

Fie considerat un prim caz limită, în care mediul  1  este un dielectric perfect  ((1 = 0)  iar mediul  2  este un conductor perfect  ((2 = () . În acest caz impedanţa intrinsecă, 



[image: image184.wmf]we

s

wm

j

j

1

+

=

h

=

z

   , 
are, pentru cele două medii, respectiv, valorile 
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iar constanta de propagare, 
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are, pentru cele două medii, respectiv, valorile 
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Rezultă imediat că  ( = ( = –1 , ( = ( = 0 , ceea ce arată că unda incidentă este total reflectată şi nu există undă transmisă în conductor. Unda incidentă şi cea reflectată interferează şi formează o undă staţionară, în care nu mai există propagare ci numai o repartiţie spaţială constantă a amplitudinii acestei unde rezultante. Ţinând seama de valorile calculate mai sus, componenta complexă electrică a undei staţionare – rezultanta undelor incidentă şi reflectată – este 
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şi, corespunzător, componenta complexă magnetică a undei staţionare este 
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Presupunând că  Ei0  este origină de fază, adică  Ei0 = Ei0 , din ultimele relaţii sunt obţinute şi expresiile intensităţilor câmpurilor electric şi magnetic instantanee, 
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acestea prezintă o oscilaţie armonică în timp, în cuadratură (defazare cu (/2), şi variaţie armonică spaţială a amplitudinii locale de oscilaţie, deasemeni în cuadratură (fig.2.4.). 
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    Fig.2.4. 
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     Fig.2.5. 
Maximele  2Ei0  ale amplitudinii locale a intensităţii câmpului electric sunt plasate în punctele 
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aceastea alternează cu maximele  2Ei0/(1  ale amplitudinii locale a intensităţii câmpului magnetic, care sunt plasate în punctele 
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Similar, minimele nule ale amplitudinii locale a intensităţii câmpului electric sunt plasate în punctele 
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şi alternează cu minimele, de asemeni nule, ale amplitudinii locale a intensităţii câmpului magnetic, care sunt plasate în punctele 
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Se observă, deci, că maximele fiecăruia din câmpuri sunt plasate în aceleaşi puncte ca şi minimele celuilalt câmp (fig.2.5). 

Celălalt caz limită – dual – ar fi cel în care care mediul  1  este tot un dielectric perfect  ((1 = 0)  dar mediul  2  este perfect permeabil  ((2 ( () . În acest caz impedanţa intrinsecă are, pentru cele două medii, respectiv, valorile 
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iar constanta de propagare, are, pentru cele două medii, respectiv, valorile 
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Rezultă imediat că  ( = ( = 1 , ( = ( = 2 , ceea ce arată că unda incidentă este total reflectată dar şi că există undă transmisă în mediul al doilea. Ca mai înainte, unda incidentă şi cea reflectată ar interfera formând o undă staţionară, în care, din cauza inversării semnului coeficientului de reflexie, expresiile intensităţilor câmpurilor electric şi magnetic îşi schimbă între ele factorul de repartiţie spaţială a amplitudinii de oscilaţie: cos(1z  pentru câmpul electric şi  sin(1z pentru câmpul magnetic. Evident că şi poziţiile maximelor şi minimelor amplitudinilor de oscilaţie locală se schimbă între cele două câmpuri.  În fine, în mediul perfect permeabil ar exista o undă transmisă, cu amplitudine dublă faţă de cea incidentă. Această situaţie paradoxală este însă doar ideală – nu există substanţe care să prezinte valori extrem de ridicate ale permeabilităţii la frecvenţele de variaţie ale câmpului electromagnetic al undelor. 

Fie acum considerat cazul în care ambele medii,  1  si  2 , sunt dielectrici perfecţi  ((1 =(2 = 0) . În acest caz impedanţa intrinsecă are, pentru cele două medii, respectiv, valorile 
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iar constanta de propagare, are, pentru cele două medii, respectiv, valorile 
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rezultă imediat că  ( = ( ( R , ( = ( ( R . 


Un prim subcaz este acela în care  (2 > (1 ; atunci  0 < ( < 1  şi  1 < ( . Există, deci, şi undă transmisă şi undă reflectată: unda transmisă este o undă progresivă, care se propagă în mediul  2  dinspre planul de interfaţă, iar unda reflectată interferează cu unda incidentă pentru a determina în mediul  1  o undă staţionară. 

Presupunând, ca mai înainte, că  Ei0  este origină de fază, adică  Ei0 = Ei0 , intensitatea câmpului electric complex al undei staţionare este 
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   . 
Maximele şi minimele amplitudinii locale de oscilaţie a intensităţii câmpului electric sunt date de punctele de maxim şi minim ale expresiei de sub radical, adică de punctele de staţionaritate furnizate de ecuaţia 
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se obţin astfel 

maximele    
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În mod similar, intensitatea câmpului magnetic complex al undei staţionare este 
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Se observă uşor că, deşi câmpurile magnetic şi electric sunt în antifază,  maximele, respectiv minimele, amplitudinii locale de oscilaţie a intensităţii câmpului magnetic sunt plasate în aceleaşi puncte ca maximele, respectiv minimele, amplitudinii locale de oscilaţie a intensităţii câmpului electric; se obţin astfel 

maximele    
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Undele staţionare ale componentelor electrică şi magnetică au aceeaşi plasare spaţială a maximelor (respectiv minimelor) amplitudinilor de oscilaţie, dar oscilează în antifază (defazate cu (), ceea ce însemană că momentele de maxim ale unui câmp coincid cu momentele de minim ale celuilalt câmp (fig.2.6). 
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      Fig.2.6. 

Al doilea subcaz este acela în care  (1 > (2 ; atunci  –1 < ( < 0  şi  0 < ( < 1 . Şi în această situaţie există şi undă transmisă şi undă reflectată: unda transmisă este o undă progresivă, care se propagă în mediul  2  pornind de la planul de interfaţă, iar unda reflectată interferează cu unda incidentă pentru a determina în mediul  1  o undă staţionară. Inversarea semnului coeficientului de reflexie determină inversarea fazelor oscilaţiilor câmpurilor electric, respectiv magnetic, ale undei staţionare din mediul 1 ; toate celelalte consideraţii prezentate mai sus rămân însă valabile. 

Este util să fie introdus aici raportul (factorul, coeficientul) de unda staţionară 
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Se calculează simplu, de exemplu, 
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de unde rezultă 
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Între coeficientul de reflexie şi raportul de undă staţionară au loc, atunci, relaţiile 
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astfel încât, pentru  ((( variind de la  0  la  1 , s  se modifică de la  1  la  ( . 


Fie acum considerată o componenta directă a unei unde plane uniforme polarizată liniar, care se propagă într-un mediu liniar isotrop omogen, dar incidentă oblic (cu direcţia de propagare oblică) la suprafaţa plană de separaţie cu un al doilea mediu liniar isotrop omogen. Fie, ca mai înainte,  z = 0  planul de separaţie (interfaţa), (1 , (1 , (1  parametrii constitutivi ai primului mediu  (z < 0)  şi  (2 , (2 , (2  parametrii constitutivi ai celui de al doilea mediu  (z > 0) şi fie folosiţi indicii  i , r , respectiv  t , pentru a nota unda incidentă, reflectată şi, respectiv, transmisă. Mai mult, pentru precizarea ideilor, va fi analizată cu precădere incidenţa oblică la interfaţa între două medii dielectrice. 


Studiul aceastei situaţii generale necesită o reformulare a expresiei undei plane. Direcţia de propagare apare în exponentul factorului exponenţial al soluţiei generale a câmpului electric sau magnetic. Într-adevăr, pentru componenta directă polarizată liniar a undei plane care se propagă în direcţia  pozitivă a axei  Oz  această soluţie complexă este 
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iar propagarea în direcţia  
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  este indicată prin prezenţa în exponent a produsului dintre constanta de propagare  (  în direcţia (pozitivă a) axei  Oz  şi  coordonata  z  măsurată de-a lungul acestei direcţii. Acest produs poate fi obţinut ca produs scalar dintre un vector de propagare, aici  
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Se poate arăta că această exprimare poate fi extinsă pentru a putea aborda unda plană care se propagă într-o direcţie oarecare. În acest scop fie 
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vectorul de poziţie al punctului curent (de observaţie) şi fie 
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vectorul de propagare (complex) sau numărul de undă vectorial (complex), orientat în direcţia de propagare şi având valoarea (complexă) egală cu cea a constantei de propagare, 
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astfel încât, notând  
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  versorul direcţiei vectorului de propagare, acesta se scrie 
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În particular, pentru medii fără pierderi, mărimea vectorului de propagare  k  (acum real) se confundă cu cea a constantei de fază (numărul de undă)  ( . 

Exponentul factorului exponenţial, care indică variaţia spaţială a mărimilor de câmp electromagnetic ale undei plane se modifică atunci de la  ( z  la  k(r , astfel încât componenta directă polarizată liniar a undei plane care se propagă în direcţia  indicată de vectorul de propagare  k  devine 
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Mai mult, câmpul electromagnetic al unei asemenea componente de undă electro-magnetică polarizate liniar este transversal, în sensul că intensităţile câmpului electric şi magnetic se află în plane transversale, 
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      sau      E(k = 0   ,   H(k = 0   . 

Cele două câmpuri, electric şi magnetic sunt, de asemenea, normale unul altuia, 


E ( H = 0   , 
şi astfel orientate încât vectorul Poynting corespunzător undei directe discutate aici, de exemplu, este orientat în direcţia vectorului de propagare, 
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Ţinând seama şi de relaţiile dintre amplitudinile (complexe ale) intensităţilor câmpurilor electric şi magnetic, se poate scrie atunci 
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Fie acum considerată componenta directă polarizată liniar a unei unde incidente, care se propagă în mediul  1 , în direcţia  indicată de vectorul de propagare  ki ; intensităţile complexe ale câmpurilor electric şi magnetic ale acesteia sunt 
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Pentru studiul incidenţei oblice a acestei unde plane la interfaţa plană  z = 0 sunt, în primul rând, definite planul de incidenţă drept planul determinat de vectorul de propagare  ki  al undei incidente şi  de versorul normal  n  la interfaţă (dinspre faţa expusă undei incidente către cealaltă faţă a suprafeţei de separare între medii) şi unghiul de incidenţă  (i  drept unghiul dintre vectorul de propagare al undei incidente  ki  şi  versorul  n  la interfaţă (fig.2.7). 

La interfaţă are loc, în principiu, o reflexie a undei în mediul  1  şi o transmisie a acesteia în mediul  2 . Unda reflectată, care se propagă în mediul  1 , în direcţia  indicată de vectorul de propagare  kr , are intensităţile complexe ale câmpurilor electric şi magnetic exprimate prin 
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iar pentru ea este definit unghiul de reflexie  (r  drept unghiul dintre vectorul de propagare al undei reflectate  kr  şi  opusul versorului  n  la interfaţă (fig.2.7). În fine, unda transmisă, care se propagă în mediul  2 , în direcţia indicată de vectorul de propagare  kt , are intensităţile complexe ale câmpurilor electric şi magnetic exprimate ca 
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iar pentru ea este definit unghiul de transmisie  (t  drept unghiul dintre vectorul de propagare al undei transmise  kt  şi  versorul  n  la interfaţă (fig.2.7). 


Deoarece studiul este restrâns aici la propagarea în medii dielectrice, impedanţele de undă ale celor două medii sunt reale, respectiv de valori 
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iar constantele de propagare, al căror modul reprezintă mărimea vectorului de propagare, au respectiv valorile (pur imaginare) 
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     Fig.2.7. 

Relaţiile dintre componentele celor trei unde studiate sunt obţinute impunând condiţia de conservare a componentelor tangenţiale ale intensităţilor câmpurilor totale electric şi magnetic la interfaţa (fără pânză de curent)  z = 0 , 
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Ţinând seama de corespondenţa dintre câmpul instantaneu variabil armonic în timp şi reprezentarea sa complexă, 
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ecuaţiile la interfaţă impun, pentru orice  t  şi pentru orice  x , y ,  
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Din simpla examinare a acestor relaţii generale de conservare rezultă, mai întâi, două condiţii necesare: (1) o aceeaşi frecvenţă a variaţiei armonice a câmpului electro-magnetic al celor trei unde (incidentă, reflectată şi transmisă), 


(i = (r = (t = (   , 

şi (2)  aşa numitele condiţii de adaptare a fazei, adică de conservare a componentelor tangenţiale ale vectorilor de undă ai celor trei unde (incidentă, reflectată şi transmisă), 


kix = krx = ktx = kx      ,      kiy = kry = kty = ky   . 

În particular, condiţiile de adaptare a fazei implică faptul că toţi cei trei vectori de propagare,  ki , kr  şi  kt  sunt  coplanari – ei se află în  planul  de  incidenţă.  De asemeni, 
condiţiile de adaptare a fazei pot fi scrise explicit sub forma 


ki sin(i = kr sin(r      ,      ki sin(i = kt sin(t   ; 

în care trebuie ţinut seama că 
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Din prima condiţie de adaptare a fazei rezultă aşa numita lege a reflexiei, 
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Din a doua condiţie de adaptare a fazei rezultă 
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unde 
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 , sunt vitezele de fază ale undelor în mediile considerate. Definind indicele de refracţie al fiecărui mediu prin 
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ultima relaţie se poate scrie 
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care constituie aşa numita lege a refracţiei (legea lui Snell). 


Rezultatele preliminare obţinute permit acum abordarea incidenţei oblice a undei plane la o interfaţă plană prin studiul, succesiv, al celor două cazuri particulare importante: unda polarizată paralel (vectorul intensitate a câmpului electric paralel cu planul de incidenţă) şi unda polarizată perpendicular (vectorul intensitate a câmpului electric perpendicular pe planul de incidenţă). 


Fie o undă plană directă, polarizată liniar în planul de polarizare  Oxz – adică polarizată paralel cu acelaşi plan de incidenţă  Oxz  (fig.2.8) – incidentă oblic la interfaţa plană  z = 0 , şi fie intensitatea complexă a câmpului electric incident considerată origină de fază,  Ei0 = Ei0 . Ţinând seama de orientările diferitelor componente, intensităţile câmpului electromagnetic (complex) sunt 
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pentru unda incidentă, 
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pentru unda reflectată şi 
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pentru unda transmisă. 


Legea reflexiei,  (r = (i , şi continuitatea componentelor tangenţiale ale câmpurilor 
complexe la interfaţa  z = 0 , Eix(0) + Erx(0) = Etx(0) , Hix(0) + Hrx(0) = Htx(0) , duc la ecuaţiile 
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     Fig.2.8. 
Ţinând seama şi de legea refracţiei, care arată că  (1sin(i = (2sin(t , factorul exponenţial se simplifică, astfel încât rămâne că amplitudinile (complexe ale) intensităţilor câmpului electric ale celor trei unde satisfac ecuaţiile 
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cu soluţia 
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Sunt astfel obţinute imediat expresiile coeficientului de reflexie la incidenţă oblică şi polarizare paralelă, 
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şi coeficientului de transmisie la incidenţă oblică şi polarizare paralelă, 
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relaţii care se mai numesc ecuaţiile (formulele) lui Fresnel pentru polarizare paralelă.  


Referitor la rezultatele obţinute sunt de făcut câteva observaţii interesante. 


Este uşor de văzut că între coeficientul de reflexie şi cel de transmisie la incidenţă oblică şi polarizare paralelă există relaţia 
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Expresiile coeficienţilor de reflexie şi transmisie pentru incidenţă oblică la polarizare paralelă se reduc la cele obţinute anterior pentru incidenţa normală atunci când  (i = 0  (şi, evident, (r = (t = 0) . De asemenea, expresiile acestor coeficienţi pot fi exprimate exclusiv în termenii unghiului de incidenţă  (i , dacă este calculat unghiul de transmisie  (t  în acord cu legea refracţiei, 
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În fine, conform expresiei obţinute pentru coeficientul de reflexie la incidenţă oblică şi polarizare paralelă, se vede că acesta poate fi zero: este posibil deci să nu existe undă reflectată  (Er0 = 0)  pentru un anumit unghi de incidenţă  
[image: image270.wmf]B

q

  numit unghiul lui Brewster (la polarizare paralelă). Acest unghi mai este denumit şi unghi de polarizare deoarece o undă cu polarizare arbitrară, incidentă sub acest unghi, va fi reflectată doar cu o componentă cu polarizare perpendiculară (pe planul de incidenţă). Impunând  
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Ţinând sema şi de legea refraţiei sub forma  
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de unde se ajunge la expresia unghiului lui Brewster (la polarizare paralelă), 
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În particular, pentru medii dielectrice nemagnetice  ((1 = (2 = (0) , se obţine, echivalent, 
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ceea ce arată că există un unghi Brewster la polarizare paralelă pentru orice pereche de dielectrici nemagnetici. 


Fie acum o undă plană directă, polarizată liniar dar perpendicular pe planul de incidenţă  Oxz  (fig.2.9), incidentă oblic la interfaţa plană  z = 0 , şi fie intensitatea complexă a câmpului electric incident considerată origină de fază,  Ei0 = Ei0 . Ţinând seama de orientările diferitelor componente – printre altele şi de faptul că acum intensitatea câmpului magnetic (complex)  H  este paralelă cu planul de incidenţă  Oxz , intensităţile câmpului electromagnetic (complex) sunt 
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pentru unda incidentă, 
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pentru unda reflectată şi 
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pentru unda transmisă. 
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     Fig.2.9. 

Folosind din nou legea reflexiei,  (r = (i , şi continuitatea componentelor tangenţiale ale câmpurilor complexe la interfaţa  z = 0 , Eix(0) + Erx(0) = Etx(0) , Hix(0) + Hrx(0) = Htx(0) , se obţin ecuaţiile 



[image: image285.wmf]t

i

i

x

t

x

r

x

i

e

e

e

E

q

b

q

b

q

b

sin

j

0

sin

j

0

sin

j

0

2

1

1

E

E

-

-

-

=

+

   , 


[image: image286.wmf]t

i

i

x

t

t

x

i

r

x

i

i

e

e

e

E

q

b

q

b

q

b

q

z

q

z

q

z

sin

j

2

0

sin

j

1

0

sin

j

1

0

2

1

1

cos

E

cos

E

cos

-

-

-

-

=

+

-

   . 

Ţinând apoi seama şi de legea refracţiei,  (1sin(i = (2sin(t , factorul exponenţial se simplifică,  astfel încât se ajunge la  ecuaţiile satisfăcute de  amplitudinile  (complexe ale) 
intensităţilor câmpului electric ale celor trei unde, 
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cu soluţia 
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Sunt astfel obţinute simplu expresiile coeficientului de reflexie la incidenţă oblică şi polarizare perpendiculară, 
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şi coeficientului de transmisie la incidenţă oblică şi polarizare perpendiculară, 
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relaţii care se mai numesc ecuaţiile lui Fresnel pentru polarizare paralelă. 

Şi referitor la aceste rezultate sunt de făcut câteva observaţii interesante. 


Este uşor de văzut că între coeficientul de reflexie şi cel de transmisie la incidenţă oblică şi polarizare perpendiculară există relaţia simplă 
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Şi expresiile coeficienţilor de reflexie şi transmisie pentru incidenţă oblică la polarizare perpendiculară se reduc la cele obţinute anterior pentru incidenţa normală atunci când  (i = 0  (şi, evident, (r = (t = 0) . De asemenea, expresiile acestor coeficienţi pot fi exprimate exclusiv în termenii unghiului de incidenţă  (i , dacă este calculat unghiul de transmisie  (t  în acord cu legea refracţiei, 
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În fine, expresia obţinute pentru coeficientul de reflexie la incidenţă oblică şi polarizare perpendiculară arată că acesta poate fi zero: este posibil şi aici să nu existe undă reflectată  (Er0 = 0)  pentru un anumit unghi de incidenţă  
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  numit unghiul lui Brewster (la polarizare perpendiculară). Impunând  
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  (ceea ce, în particular, este echivalent cu transmisie totală  
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  se obţine, succesiv, 
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Ţinând sema şi de legea refraţiei sub forma  
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 , relaţia obţinută se rescrie ca 
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de unde se ajunge la expresia unghiului lui Brewster (la polarizare perpendiculară), 



[image: image300.wmf](

)

(

)

2

2

1

1

2

2

1

1

1

arcsin

m

m

e

m

e

m

q

-

-

=

^

B

   . 

În particular, pentru medii dielectrice nemagnetice  ((1 = (2 = (0) , se obţine că  
[image: image301.wmf]¥

®

^

B

q

sin

, ceea ce înseamnă că  unghiul Brewster pentru polarizare perpendiculară nu 
există. Pe de altă parte, dacă  (1 ( (2  dar  (1 = (2 , atunci 
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cu concluzia că există un unghi Brewster la polarizare perpendiculară pentru o pereche de dielectrici cu aceeaşi permitivitate (deşi o asemenea situaţie este mai mult teoretică). 


În cazurile de incidenţă oblică la interfaţa dintre doi dielectrici discutate mai sus există o situaţie de mare interes în multe aplicaţii – reflexia totală; aceasta poate avea loc dacă o undă electromagnetică plană este incidentă la planul de separaţie cu un mediu cu indice de refracţie inferior  n2 < n1 . Scriind legea refracţiei pentru un aşa numit unghi (de incidenţă) limită  (1 = (l , căruia să îi corespundă un unghi de refracţie  (2 = (/2 , rezultă, succesiv, 
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sau, deoarece deobicei  (1 = (2 = (0 , 
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Atunci, pentru orice unghi de incidenţă mai mare decât cel limită,  (1 > (l , are loc reflexia totală a undei incidente, fără undă refractată (transmisă). 

În modelarea – mai ales numerică – a câmpului electromagnetic al undelor, pot fi întâlnite probleme referitoare la domenii cu extindere nemărginită, măcar după anumite direcţii. Deoarece tratarea numerică nu poate opera decât cu un număr finit (chiar dacă destul de mare) de variabile, în abordarea numerică a unor asemenea probleme se trunchiază domeniul, înlocuind domeniul original nemărginit prin altul, mărginit de o frontieră artificială, plasată la o distanţă convenabilă de partea domeniului unde au loc fenomenele de interes în problema studiată. O asemenea frontieră artificială funcţionează – teoretic, dar şi numeric – ca o interfaţă, astfel încât la această frontieră pot apărea fenomene de reflexie nedorite. Într-adevăr, în absenţa frontierei artificiale, o undă electromagnetică directă s-ar propaga către infinit, în timp ce în prezenţa frontierei artificiale numai unda transmisă s-ar propaga – în afara domeniului trunchiat – şi ar apărea o undă reflectată care contrazice comportarea soluţiei problemei originale. 


În scopul evitării reflexiilor nedorite la frontiere artificiale impuse pentru trunchierea unor domenii nemărginite în tratarea numerică a problemelor de propagare a undelor electromagnetice, au fost căutate şi propuse diferite variante de frontiere absorbante, care să anuleze reflexia la interfaţa reprezentată de ele sau măcar să reducă semnificativ o asemenea reflexie. Este deosebit de dificil să fie construite asemenea frontiere absorbante, care să funcţioneze satisfăcător pentru orice frecvenţă a undelor electromagnetice şi pentru orice unghi de incidenţă. Activitatea în această direcţie de cercetare este încă în curs, astfel încât nu poate fi prezentat aici nici un rezultat definitiv. 
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