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1.  ECUAŢIILE  CÂMPULUI  ELECTROMAGNETIC  VARIABIL

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


1.  ECUAŢIILE  CÂMPULUI  ELECTROMAGNETIC  VARIABIL

1.1.  Ecuaţiile lui Maxwell – potenţiale electrodinamice

Câmpul electromagnetic este descris, în fiecare punct şi în fiecare moment, prin setul de mărimi vectoriale: intensitatea câmpului electric  E(r,t), inducţia electrică  D(r,t), intensitatea câmpului magnetic  H(r,t)  şi inducţia magnetică  B(r,t) . 


Ecuaţiile care descriu starea şi evoluţia câmpului electromagnetic nestaţionar (variabil în timp) în medii în repaus sunt ecuaţiile lui Maxwell. În formă integrală, în absenţa pânzelor de curent magnetic (a pânzelor de flux magnetic), dar în prezenţa intensităţii curentului electric de conducţie  i(t)  şi a sarcinii electrice  q(t) , ele sunt 
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(ecuaţia lui Faraday) 
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(ecuaţia lui Ampère) 


[image: image3.wmf]S

S

D

q

dS

=

×

ò

n

D






(ecuaţia lui Gauss) 
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(ecuaţia lui Dirac)   . 


În domenii de netezime (derivabilitate şi integrabilitate) a mărimilor implicate, acestora le corespund ecuaţiile lui Maxwell în formă locală 
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(ecuaţia lui Faraday) 
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(ecuaţia lui Ampère) 


[image: image7.wmf]V

r

=

D

div







(ecuaţia lui Gauss) 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 
exprimate tot în termenii densităţii curentului electric de conducţie  J(r,t)  şi densităţii (de volum a) sarcinii electrice  (V (r,t) , în absenţa unor mărimi magnetice similare. 


La rândul lor, ecuaţiilor anterioare le corespund ecuaţii de interfaţă, la frontiera – suprafaţa de separaţie – dintre domenii de netezime; acestea sunt 
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(ecuaţia lui Faraday) 
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(ecuaţia lui Ampère) 
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(ecuaţia lui Gauss) 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 

exprimate doar în termenii densităţii pânzei de curent electric de conducţie  JS(r,t)  şi densităţii (de suprafaţă a) sarcinii electrice  (S (r,t) . Aceste ecuaţii exprimă conservarea componentelor tangenţiale ale intensităţii câmpului electric  E  şi a componentelor normale ale inducţiei magnetice  B  la interfaţă, precum şi salturile componentelor tangenţiale ale intensităţii câmpului magnetic  H  şi ale componentelor normale ale inducţiei electrice  D  la interfaţă. În particular, doar la interfeţe fără pânză de curent şi fără sarcină superficială are loc şi conservarea componentelor tangenţiale ale intensităţii câmpului magnetic  H  şi a componentelor normale ale inducţiei electrice  D  la interfaţă. 


Ecuaţiile lui Maxwell sunt completate prin ecuaţiile constitutive 


D = (0E + P      sau, cu  P = Pt(E) + Pp ,      D = ( E + Pp   ; 

B = (0(H + M)    sau, cu  M = Mt(H) + Mp ,     B = ( H + (0Mp  ori  B = ( H + Ip  ; 

J = (E + Ji      sau      E + Ei = (J   , 

în termenii polarizaţiei permanente  Pp , magnetizaţiei permanente  Mp  (ori polarizaţiei magnetice permanente  Ip), intensităţii câmpului electric imprimat  Ei şi intensităţii curentului electric imprimat  Ji ,  ca şi în termenii parametrilor de material permitivitate  ( , prmeabilitate  ( , conductivitate  (  şi rezistivitate  ( . În principiu parametrii de material depind de poziţie în materiale neomogene; ei pot fi independenţi de câmpul electric, magnetic ori electrocinetic – după caz – în materiale liniare, sau pot depinde de asemenea variabile în materiale neliniare. Mai mult, ei sunt mărimi scalare în materiale izotrope sau tensoriale în materiale anizotrope; în acest din urmă caz matricile asociate tensorilor sunt simetrice, generează forme pătratice pozitiv definite şi admit o exprimare diagonală în raport cu un aşa–zis sistem de referinţă propriu. 


Deoarece, prin definiţie, unda electromagnetică este un câmp electromagnetic variabil în timp şi în spaţiu care se autoîntreţine chiar în absenţa unor surse de câmp exterioare, în studiul propagării undelor electromagnetice vor fi considerate nule mărimile permanente sau imprimate. Vor fi luate în considerare asemenea mărimi permanente sau imprimate numai în probleme de radiaţie a undelor electromagnetice, atunci când sursa de câmp este parte esenţială în studiul abordat. 

O importantă consecinţă integrală pătratică a ecuaţiilor lui Maxwell pentru medii imobile este teorema lui Poynting, sau teorema energiei electromagnetice, care exprimă în definitiv primul principiu al termodinamicii aplicat transferului de energie prin câmp electromagnetic: puterea electromagnetică primită de un sistem prin suprafaţa inchisă  (  care îl înconjoară este egală cu suma dintre puterea electromagnetică transmisă substanţei din interiorul domeniului  D(  şi ritmul de creştere în timp a energiei electromagnetice acumulate în acest domeniu, 
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Termenii din relaţia precedentă au următoarele exprimări: puterea primită prin suprafaţa închisă  (  este fluxul prin această suprafaţă al vectorului Poynting  S , 
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   , 
energia electromagnetică acumulată în domeniul ocupat de un mediu linar, decompozabilă în suma dintre energia electrică şi energia magnetică, este integrala de volum a densităţii de energie electromagnetică  w = we + wm , 
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   , 
iar puterea electromagnetică transmisă substanţei este suma dintre puterea transmisă asociat conducţiei electrice (efect Joule) şi cea transmisă asociat parcurgerii unor cicluri de histerezis electric şi magnetic – aceasta din urmă numai în câmp electromagnetic variabil alternativ:  PS = PJ + Ph . Puterea electromagnetică transmisă substanţei (conductoare) asociată conducţiei electrice este integrala de volum a densităţii de putere corespunzătoare, 
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   , 
iar puterea electromagnetică transmisă substanţei asociată parcurgerii unor cicluri de histerezis electric şi magnetic în câmp electromagnetic variabil alternativ este produsul, prin frecvenţa  f  de variaţie a câmpului, a energiei transferate substanţei corespunzător unui ciclu de histerezis complet, care la rândul ei este integrala de volum a sumei unor densităţi de volum de energie electrică şi magnetică, 
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   , 
unde   A ciclu el , respectiv  A ciclu mg , este aria ciclului local de histerezis electric  (D,E) , respectiv magnetic  (B,H)  –  (teorema lui Warburg). 


Problema fundamentală a analizei sistemelor cu câmp electromagnetic este determinarea câmpului electromagnetic într-un astfel de sistem. Lăsând la o parte chestiunile – dificile din punct de vedere matematic – legate de existenţa şi stabilitatea soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic, este utilă considerarea chestiunii unicităţii acestei soluţii, care permite formularea corectă a unei asemenea probleme. 


Folosind o relaţie integrală pătratică de tipul discutat mai sus, poate fi demonstrată teorema de unicitate a soluţiei ecuaţiilor lui Maxwell (în medii liniare izotrope imobile): Soluţia ecuaţiilor câmpului electromagnetic este unic determinată, într-un domeniu  r ( D(  şi într-un interval  t ( [0 , T] , dacă sunt date următoarele condiţii de unicitate: 1( condiţiile iniţiale  C0 = {E(r,0) ,  H(r,0) ( r ( D( } ; 2( condiţiile de frontieră  C( = {E(r,t) , r ( SE , H(r,t) , r ( SH( t ( [0 , T] , SE ( SH = ( , SE ( SH = (} ;  3(  condiţiile de surse CD = { Pp(r,t) , r ( D( ,  Mp(r,t) , r ( D( , Ei(r,t) , r ( DE , Ji(r,t) , r ( DJ ( t ( [0 , T] , DE ( DJ = D( , DE ( DJ = (} . 


În esenţă, această teoremă exprimă riguros o idee cu totul rezonabilă: câmpul electromagnetic este determinat de starea sa iniţială, de sursele externe, care se fac simţite prin câmpul de la frontieră, şi de sursele interne de câmp. Teorema enunţată este valabilă şi pentru medii liniare anizotrope imobile şi chiar pentru medii imobile izotrope monoton neliniare (pentru care sunt monotone dependenţele  D(E)  în absenţa polarizaţiei permanente,  B(H)  în absenţa magnetizaţiei permanente şi  J(E)  ori  E(J)  în absenţa câmpului electric imprimat sau a curentului electric imprimat). 

În fine, pentru medii linare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic: Pentru aceleaşi partiţii  {DE , DJ }  a domeniului  D(  şi  {SE , SH }  a suprafeţei  ( , o combinaţie liniară a condiţiilor de unicitate determină univoc aceeaşi combinaţie liniară a soluţilior corespunzătoare, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte, 
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  . 

O modalitate de rezolvare a ecuaţiilor câmpului electromagnetic variabil (nestaţionar) este aceea care foloseşte drept necunoscute auxiliare alte mărimi, în locul celor de câmp, astfel încât să fie simplificată procedura de soluţionare. Aceste necunoscute auxiliare sunt, cel mai adesea, potenţialele electrodinamice – potenţialul electric scalar şi potenţialul magnetic vector. 


Forma locală a ecuaţiei lui Dirac,  divB = 0 , implică existenţa unei funcţii vectoriale  A(r,t) , suficient de netedă, numită potenţial magnetic vector, astfel încât 

B = rot A   . 

Rezultă atunci că forma locală a ecuaţiei lui Faraday poate fi rescrisă, succesiv, ca 
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   . 
Ultima relaţie implică existenţa unei funcţii scalare  V(r,t) , suficient de netedă, numită potenţial electric scalar, astfel încât 
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   . 
Rezultă atunci imediat că şi ceilalţi vectori de interes pot fi exprimaţi în termenii potenţialelor introduse,
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   , 
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   . 
Avantajul folosirii potenţialelor electrodinamice  A  şi  V  este acela că în termenii acestora rămân de determinat numai patru necunoscute scalare în locul a douăsprezece necunoscute scalare pentru câmpul electromagnetic  {E , D , H , B}  sau măcar şase necunoscute scalare pentru perechea  {E , H} (în ipoteza folosirii ecuaţiilor constitutive). 


A determina soluţia ecuaţiilor câmpului electromagnetic se reduce atunci la a determina potenţialele electrodinamice din care decurg vectorii câmpului electro-magnetic. Ecuaţiile satisfăcute de potenţiale sunt deduse atunci din ecuaţiile lui Maxwell care nu au fost folosite pentru introducerea potenţialelor. 


Inlocuind, în ecuaţia lui Ampère, vectorii câmpului electromagnetic în termenii potenţialelor se obţine, succesiv,
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   , 
unde s-a considerat că  (  este independent de timp. Dacă, în plus, mediul este magnetic ompogen  ((  este independent de poziţie), atunci se obţine ecuaţia 
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   , 
unde a fost introdusă densitatea de curent impus 
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   . 
Descompunând, cel puţin în coordonate carteziene, termenul ce conţine operatorul diferenţial de ordinul al doilea, 
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   , 
se obţine exprimarea ecuaţiei lui Ampère în termeni de potenţiale, 
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Inlocuind, apoi, în ecuaţia lui Gauss, vectorii câmpului electromagnetic în termenii potenţialelor se obţine, succesiv, 
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   . 
Dacă, în plus, mediul este şi electric omogen  ((  independent de poziţie), atunci se ajunge la relaţia 
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, 
unde a fost introdusă densitatea de sarcină echivalentă 
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   . 
În fine, dacă se presupune operarea în coordonate carteziene, se obţine exprimarea ecuaţiei lui Gauss în termeni de potenţiale, 
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Între densitatea de curent impus şi densitatea de sarcină echivalentă există, pe de altă parte, o legătură mediată de relaţia dintre densităţile de curent şi de sarcină, corespunzătoare teoremei conservării sarcinii electrice. Într-adevăr, aplicând operatorul  div  ecuaţiei lui Ampère se obţine, succesiv, 
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   , 
sau, ţinând seama şi de ecuaţia lui Gauss, se ajunge la 
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   , 
relaţie care constituie forma locală a teoremei conservării sarcinii electrice. Folosind exprimarea variabilelor în termeni de potenţiale, se ajunge la relaţia 
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   , 
care, în cazul unui mediu electrocinetic omogen  ((   independent de poziţie), devine 
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   . 
Dacă, în plus, mediul este şi electric omogen  ((  independent de poziţie), atunci forma în termeni de potenţiale a ecuaţiei lui Gauss permite exprimarea parantezei din membrul stâng al relaţiei precedente în termeni de sarcină electrică echivalentă, 
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   , 
sau încă 
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   , 
relaţie ce constituie forma completă a teoremei relaxaţiei sarcinii electrice în medii imobile şi omogene din punct de vedere electric şi electrocinetic. 


Ecuaţiile obţinute mai sus pentru potenţialele electrodinamice  A  şi V  nu sunt independente, ci formează, evident, un sistem. Pentru separarea ecuaţiilor potenţialelor electrodinamice se ţine seama de faptul că potenţialul vector nu este unic determinat prin rotorul său, care trebuie să satisfacă relaţia   rot A = B  . Potenţialul vector poate fi precizat dacă sunt impuse condiţii suplimentare; deobicei acestea se referă la specificarea divergenţei acestui vector printr-o aşa numită convenţie de etalonare. 


Presupunând operarea în condiţiile specificate anterior, convenţia de etalonare Coulomb este 


div A = 0   . 
Exprimarea în termeni de potenţiale a ecuaţiei lui Gauss se reduce atunci la ecuaţia simplă, de tip electrostatic, 
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   , 
care, în principiu, permite determinarea potenţialului scalar  V . Poate fi apoi obţinut potenţialul vector ca soluţie a ecuaţiei lui Ampère, în care potenţialul scalar este acum cunoscut, 
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   , 
şi unde  Ji , Pp  şi  (V  sunt legate prin teorema relaxaţiei sarcinii electrice. 


Tot în limitele satisfacerii condiţiilor specificate anterior, poate fi impusă condiţia de etalonare Lorentz, care urmăreşte separarea ecuaţiilor sistemului prin eliminarea termenilor ce conţin potenţialul scalar  V  din forma obţinută pentru ecuaţia lui Ampère,
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Deoarece potenţialul scalar este oricum determinat cu aproximaţia unei constante aditive arbitrare, condiţia de etalonare Lorentz este deobicei reformulată ca 
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Exprimarea în termeni de potenţiale a ecuaţiei lui Ampère este atunci suficientă pentru determinarea potenţialului vector, 
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Pe de altă parte, ţinând seama de condiţia de etalonare Lorentz, şi forma în termeni de potenţiale a ecuaţiei lui Gauss este modificată la 



[image: image45.wmf]e

r

ms

me

e

r

-

=

D

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

¶

¶

-

¶

¶

Û

-

=

D

+

¶

¶

V

V

t

V

t

V

t

      

      

A

div

   , 
sau încă 
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Formal, în coordonate carteziene, prin considararea condiţiei de etalonare Lorentz sunt  obţinute astfel, pentru fiecare din potenţialele electrodinamice, ecuaţii de aceeaşi formă, în termenii aceluiaşi operator al ecuaţiei undelor electromagnetice, 
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Şi aici, între termenii sursă  J  şi  (  din ecuaţiile potenţialelor  A  şi  V  trebuie luată în considerare legătura impusă de teorema relaxaţiei sarcinii electrice. 


Chiar în condiţiile impunerii unei condiţii de etalonare – de tip Coulomb, sau Lorentz, sau de alt tip – se menţine un grad de arbitrar în determinarea potenţialelor electrodinamice. Această afirmaţie este susţinută de invarianţa soluţiei câmpului electromagnetic la transformările de etalonare aplicate potenţialelor electrodinamice. 


Fie potenţiale electrodinamice modificate  { A' , V' } ,  obţinute din potenţialele electrodinamice originale  { A , V }  conform relaţiilor de transformare 
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unde  f  este o soluţie arbitrară a ecuaţiei omogene a undelor electromagnetice, 
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Potenţialele electrodinamice modificate satisfac atunci aceleaşi ecuatii şi aceeaşi condiţie de etalonare Lorentz ca şi cele originale: 
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   . 
Mărimile de câmp electromagnetic determinate direct din potenţialele electrodinamice rămân şi ele nemodificate, 
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   , 
şi, în conformitate cu ecuaţiile constitutive, rămân nemodificate şi celelalte mărimi de câmp electromagnetic. 

Observaţiile precedente arată că există destule grade de libertate în specificarea potenţialelor electrodinamice, astfel încât să poată fi simplificată rezolvarea ecuaţiilor care le determină. O asemenea posibilitate este foarte utilă, mai ales dacă se ţine seama de specificaţiile teoremei de unicitate a soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic nestaţionar. Într-adevăr, în afara condiţiilor de surse interne, care privesc mărimile permanente  Pp  şi  Mp  şi mărimile imprimate  Ji  şi  Ei , celelalte condiţii sunt date în termenii intensităţilor câmpurilor electric şi magnetic, 
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Este atunci evident că trecerea de la formularea condiţiilor de unicitate în termenii mărimilor de câmp electromagnetic {E , H} la formularea condiţiilor de unicitate în termenii potenţialelor electromagnetice  {A , V} este o chestiune dificilă în cazul general. Cele mai multe cazuri particulare de interes în aplicaţii permit, însă, o formulare corectă a condiţiilor de unicitate şi direct în termeni de potenţiale electrodinamice. 

1.2.  Câmpul electromagnetic variabil armonic în timp 

În condiţii suficient de generale – integrabilitate a pătratului pe  D( ( (–(,+()   – în medii liniare imobile, mărimilor de câmp electromagnetic le poate fi aplicată transformata Fourier obţinând corespondenţe de genul  
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cu notaţia  
[image: image69.wmf]1
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 . Printr-o asemenea operaţie este posibilă înlocuirea studiului câmpului  E(r,t)  în domeniul timp prin studiul, în domeniul frecvenţă, al componentelor spectrale (elementare)  
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 , şi contribuie, prin însumare (integrare), la câmpul total real, efectiv prezent. 

Este atunci justificată abordarea cu precădere a studiului câmpului electro-magnetic variabil armonic în timp, care este mai simplu decât studiul direct în domeniul timp al câmpului electromagnetic. 


Regimul armonic permanent al câmpului electromagnetic este regimul în care orice componentă vectorială a oricărei mărimi de câmp electromagnetic are o variaţie în timp armonică (sinusoidală sau cosinusoidală) cu aceeaşi frecvenţă – de exemplu 
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  ,

unde  i , j , k  sunt versorii axelor sistemului fix de coordonate carteziene Oxyz . O asemenea mărime nu este un vector care oscilează de-a lungul unei direcţii fixe – aceeastă situaţie (vector cu polarizaţie liniară) este doar un caz cu totul particular. În general, însă, vârful vectorului cu variaţie armonică în timp descrie o cuadrică (de exemplu – un elipsoid) în spaţiul componentelor sale. 


Deoarece componentele vectorilor cu variaţie armonică în timp sunt mărimi scalare variabile armonic sincron în timp, fiecărei asemenea componente i se poate ataşa reprezentarea complexă a sa (fie aici considerată cea simplificată), 
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astfel încât
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În cele de mai sus s-a folosit, ca mai sus, notaţia cu litere drepte (de exemplu, E) pentru mărimile complexe, lăsând notaţia cu litere cursive (de exemplu, E) pentru mărimi reale. De asemenea au fost notate cu litere normale mărimile scalare (de exemplu E sau E) şi cu litere grase mărimile vectoriale (de exemplu E sau E). 


Corespunzător celor de mai sus, un vector cu variaţie armonică în timp poate fi studiat prin reprezentarea complexă a sa, 
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Proprietăţile reprezentării complexe a vectorilor cu variaţie armonică sincronă în timp sunt uşor de oţinut: 

(1)  Reprezentarea complexă păstrează operaţiile liniare asupra variabilelor, 
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cu  (k , ak  constante; mai mult, în condiţiile obişnuite de integrabilitate, sunt valabile şi corespondenţele 
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(2) Reprezentarea complexă conservă operaţiile integro-diferenţiale în raport cu coordonatele spaţiale, 
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Rezultă atunci, imediat, corespondenţele 
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ca şi valabilitatea formelor complexe ale formulelor lui Stokes şi Gauss, 
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(3)  Reprezentarea complexă transpune operaţiile integro-diferenţiale în raport cu coordonata temporală în operaţii algebrice (multiplicative), 
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Într-adevăr, pentru operaţia de derivare, 
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Învers, pentru operaţia de integrare (cu constantă de integrare nulă pentru a se menţine în mulţimea funcţiilor variabile armonic în timp), 
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care reprezintă chiar corespondenţa de demonstrat. 

(4) Produsul scalar/vectorial al unui vector complex prin conjugatul altui vector complex este un scalar/vector complex având partea reală egală cu dublul mediei active iar partea imaginară egală cu dublul mediei reactive a produselor corespunzătoare ale vectorilor cu variaţie armonică în timp originali, 
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Pentru produsul scalar, de exemplu, se calculează 
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Deoarece 
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şi, analog, 
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În particular, 
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Starea şi evoluţia câmpului electromagnetic variabil armonic în timp pot fi deci studiate în termenii reprezentării lui complexe, care satisface forma complexă a ecuaţiilor lui Maxwell, obţinută aplicând proprietăţile discutate mai sus. În formă integrală ecuaţiile sunt 
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(ecuaţia lui Faraday) 
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(ecuaţia lui Ampère) 
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(ecuaţia lui Gauss) 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 
unde  
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  şi  
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  sunt reprezentările complexe ale curentului electric şi sarcinii electrice presupuse a fi variabile armonic în timp, sincron cu mărimile de câmp electromagnetic. În formă locală, în domenii de netezime a mărimilor implicate, ecuaţiile sunt 
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(ecuaţia lui Faraday) 
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(ecuaţia lui Ampère) 
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(ecuaţia lui Gauss) 


[image: image126.wmf]0

div

=

B







(ecuaţia lui Dirac)   , 
unde  J  şi  (V  sunt reprezentările complexe ale densităţii curentului electric şi densităţii de volum a sarcinii electrice, presupuse a fi variabile armonic în timp, sincron cu mărimile de câmp electromagnetic. În formă locală la interfaţă, adică la frontiera – suprafaţa de separaţie – dintre domenii de netezime a mărimilor implicate, ecuaţiile sunt
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(ecuaţia lui Faraday) 
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(ecuaţia lui Ampère) 
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(ecuaţia lui Gauss) 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 
unde  JS  şi  (S  sunt reprezentările complexe ale densităţii pânzei de curent electric şi densităţii de suprafaţă a sarcinii electrice, presupuse a fi variabile armonic în timp, sincron cu mărimile de câmp electromagnetic. 


În plus, reprezentările complexe ale vectorilor de câmp electromagnetic armonic mai satisfac şi forma complexă a ecuaţiilor constitutive, 

D = (0E + P      sau, cu  P = Pt(E) + Pp ,      D = ( E + Pp   ; 

B = (0(H + M)   sau, cu  M = Mt(H) + Mp ,     B = ( H + (0Mp  ori  B = ( H + Ip  ; 

J = (E + Ji      sau      E + Ei = (J   , 

unde se presupune că parametrii de material sunt invariabili în timp iar mărimile permanente şi cele imprimate au o variaţie armonică în timp, sincronă cu cele de câmp, şi le corespund, de asemenea, reprezentările complexe folosite. Deobicei, însă, forma complexă a ecuaţiilor constitutive ţine seama de faptul că, la frecvenţele înalte la care sunt studiate fenomenele electromagnetice ondulatorii, apare un defazaj între excitaţie şi efect (de exemplu,  D  în urma lui  E , B  în urma lui  H , J  în urma lui E) . Această situaţie este modelată prin considerarea unor parametri de material complecşi, astfel încât forma complexă uzuală a ecuaţiilor constitutive este 


D = (0E + P      sau      D = ( E + Pp      cu   ( = (r + j(i   ; 

B = (0(H + M)      sau      B = ( H + (0Mp      cu   ( = (r + j(i   ; 

J = (E + Ji    cu   ( = (r + j(i      sau      E + Ei = (J    cu   ( = (r + j(i   . 

În cele ce urmează, însă, cu mici excepţii, vor fi consideraţi parametri de material reali. Aşa cum s-a specificat în secţiunea anterioară, mărimile permanente sau imprimate vor fi considerate nule în probleme de propagare; în principiu, ele ar putea fi luate în considerare în probleme de radiaţie a undelor electromagnetice. 


În această situaţie, câmpul electromagnetic complex satisface forma complexă a ecuaţiilor lui Maxwell şi, în domeniul de propagare (în afara domeniului cu surse de câmp), ecuaţiile constitutive complexe omogene 

D = ( E      ,      B = ( H      ,      J = (E      (sau   E = (J )   . 


Pe de altă parte, în domeniul de radiaţie (în domeniul cu surse de câmp), sunt deobicei ignorate mărimile permanente  Pp  şi  Mp , dar sunt în mod esenţial luate în considerare, ca surse de câmp, mărimile imprimate – de exemplu curentul imprimat  Ji .


Mai mult, pentru exploatarea unor situaţii de analogie în cazul unor structuri radiante, este adesea folosită forma simetrică prin dualitate a ecuaţiilor lui Maxvell, obţinută prin completarea formală a ecuaţiilor lui Maxwell originale cu termeni de natura unor sarcini magnetice şi curenţi magnetici. 


Forma complexă simetrică a ecuaţiilor lui Maxwell este, astfel, 
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(ecuaţia lui Faraday) 
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(ecuaţia lui Ampère) 
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(ecuaţia lui Gauss) 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 
unde  K  şi  (V  sunt reprezentările complexe ale densităţii curentului magnetic (fictiv) şi densităţii de volum a sarcinii magnetice (fictive), presupuse a fi variabile armonic în timp, sincron cu mărimile de câmp electromagnetic. Corespunzător, forma complexă simetrică a ecuaţiilor la interfaţă este 
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(ecuaţia lui Faraday) 
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(ecuaţia lui Ampère) 
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(ecuaţia lui Gauss) 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 
unde  KS  şi  (S  sunt reprezentările complexe ale densităţii pânzei de curent magnetic şi densităţii de suprafaţă a sarcinii magnetice, presupuse a fi variabile armonic în timp, sincron cu mărimile de câmp electromagnetic. În fine, pot fi amintite şi formele complexe simetrice ale ecuaţiilor de continuitate electrică şi, în plus, magnetică, 
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cu ecuaţii la interfaţă asociate, 
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În fine, aceste ecuaţii sunt completate, în domeniul de radiaţie, cu ecuaţii constitutive complexe, omogene pentru câmpurile electric şi magnetic, şi neomogene pentru câmpurile conductive electric şi magnetic fictiv, 

D = ( E      ,      B = ( H      ,      J = (E + Ji      ,      K = (H + Ki   , 

unde  (  este conductivitatea (complexă) magnetică fictivă, iar  Ki  este densitatea (complexă a) curentului magnetic imprimat fictiv. 


O importantă consecinţă integrală pătratică a formei complexe a ecuaţiilor lui Maxwell în medii liniare este forma complexă a teoremei lui Poynting (forma complexă a teoremei energiei electromagnetice). În domeniul de propagare, pentru un domeniu  D(   bordat de o suprafaţă închisă  ( , se calculează simplu 
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Conform proprietăţilor reprezentării armonice a mărimilor vectoriale armonice, membrul stâng al egalităţii obţinute se poate scrie 

      
[image: image145.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

=

-

×

+

´

+

-

×

´

=

-

×

´

ò

ò

ò

*

S

S

S

dS

T

,t

,t

dS

dS

n

r

r

n

n

H

E

4

2

j

2

H

E

H

E

 



[image: image146.wmf](

)

S

S

Q

P

j

2

+

=

 

şi reprezintă dublul puterii electromagnetice complexe primite de sistem prin suprafaţa închisă  (  care îl înconjoară. În mod analog, termenii din membrul drept al egalităţii obţinute pot fi scrişi 
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Se ajunge astfel la interpretarea energetică a formei complexe a teoremei lui Poynting, 
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în regiunea de propagare. 


În domeniul de radiaţie, în care sunt prezente, ca surse de câmp, curenţi electrici şi magnetici, pentru un domeniu  D(   bordat de o suprafaţă închisă  ( , se calculează similar 
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   . 
Ca mai sus, membrul stâng al egalităţii obţinute se poate scrie 
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şi reprezintă dublul puterii electromagnetice complexe primite de sistem prin suprafaţa închisă  (  care îl înconjoară. În afara termenilor din membrul drept similari celor calculaţi anterior, 
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ceilalţi doi pot fi scrişi 
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Fiecare din aceştia include, pe lângă o putere disipată (ireversibil) prin efect Joule sau efect Joule magnetic fictiv, şi o putere generată de curentul imprimat sau de curentul imprimat magnetic fictiv. Reordonând termenii calculaţi, se ajunge la relaţia
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care reprezintă interpretarea energetică a teoremei lui Poynting în regiunea de radiaţie. 
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