PAGE  
338

8. METODA ELEMENTELOR DE FRONTIERĂ PENTRU CÂMPURI STATICE ŞI STAŢIONARE 

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


8.  METODA  ELEMENTELOR  DE  FRONTIERĂ 

PENTRU  CÂMPURI  STATICE  ŞI  STAŢIONARE 


8.1.  Formularea problemei 


Metoda elementelor de frontieră este o metodă de rezolvare numerică aproxi-mativă a problemelor de câmp static şi staţionar care satisfac o ecuaţie de tip Laplace în domenii mărginite omogene fără surse. Există modalităţi de extindere a metodei şi pentru domenii cu o configuraţie mai complicată (domenii omogene pe porţiuni, sau în prezenţa anumitor tipuri de surse interioare domeniului de studiu), dar în cele ce urmează va fi abordat numai cazul simplu menţionat, care ilustrează perfect specificul metodei. Metoda foloseşte o formulare integrală a problemei de câmp, asociată formalismului funcţiilor Green, şi este bazată pe o aproximare în termenii elementelor finite a condiţiilor de pe frontiera domeniului de studiu. 


În principiu se va presupune că a fost efectuat în prealabil studiul calitativ al problemei de câmp electric/magnetic: condiţiile de existenţă, unicitate şi stabilitate, atât pentru soluţia problemei exacte, cât şi pentru a celei aproximative (discretizate), sunt presupuse a fi asigurate, ca şi consistenţa problemei aproximative, în sensul convergenţei soluţiei problemei aproximative către cea a problemei exacte la rafinarea aproximării (discretizării) folosite. 

Metoda elementelor de frontieră pentru câmpuri statice şi staţionare presupune mai întâi discretizarea funcţiunilor care descriu condiţiile de pe frontiera domeniului problemei, apoi discretizarea formulei lui Green asociate potenţialului problemei de câmp în scopul determinării complete a condiţiilor de frontieră. Ulterior, folosind tot formula lui Green, poate fi determinat potenţialul în orice punct din domeniul de studiu în termenii valorilor sale şi ale derivatei sale după normală în orice punct al frontierei. Metoda implică parcurgerea unui şir de etape, după cum urmează. 

(a)  Datele problemei sunt: domeniul în care urmează a fi determinată distribuţia câmpului static/staţionar şi ansamblul datelor ce acoperă condiţiile de unicitate a soluţiei problemei de rezolvat. În particular, parametrii constitutivi fiind prin definiţie constanţi, iar sursele interne fiind presupuse absente, domeniul este precizat doar prin datele geometrice, iar condiţiile de unicitate se reduc condiţiile de frontieră. 


Necunoscuta primară a unei asemenea probleme este distribuţia câmpului static/staţionar în orice punct din domeniul de studiu. În problemă pot fi căutate şi unele necunoscute auxiliare, cum ar fi unele mărimi integrale asociate unor subdomenii de interes (curent prin sau flux asociat unor anumite suprafeţe, tensiuni între anumite puncte, etc.) sau mărimi energetice ori mecanice asociate unor subdomenii de interes (densitate de putere/energie sau putere/energie electromagnetică, forţe sau cupluri electromagnetice). 

(b) Pentru problema de câmp electric/magnetic este precizată eventuala necunoscută intermediară – un potenţial adecvat, scalar în cazul abordat aici. Ecuaţia integrală a problemei este formulată în termenii variabilei alese, iar condiţiile de unicitate sunt de asemenea formulate în termenii aceleiaşi variabile intermediare. 


Este util de reamintit ecuaţia integrală care stă la baza metodei de rezolvare a unei probleme de câmp cu potenţial scalar într-un domeniu mărginit omogen fără surse interioare. 

Soluţia  f(r)  pentru potenţialul scalar soluţie a unei ecuaţii Poisson, 
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într-un domeniu tridimensional mărginit omogen  D( , cu condiţii de frontieră 
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este dată de formula de tip Green, zisă formula celor trei potenţiale, 
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unde  
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  este vectorul de poziţie al punctului sursă  Q  (interior domeniului pentru prima integrală şi pe frontieră pentru a doua integrală) în raport cu punctul de observaţie  P  unde este calculat potenţialul  f . În aceeaşi formulă  (  este unghiul solid sub care este văzut interiorul domeniului  D(  din punctul de observaţie  P ; în particular acesta este egal cu  4(  într-un punct  P  interior domeniului sau cu  2(  într-un punct  P  de pe frontieră unde normala este continuă. Formula ilustrează contribuţiile la potenţialul scalar din punctul de observaţie  P  provenind de la sursele interioare exprimate prin termenul  
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  şi de la sursele de pe frontieră constând din valorile potenţialului pe frontieră  
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  şi valorile de pe frontieră ale derivatei potenţialului după normală  
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Similar, soluţia  f(r)  pentru potenţialul scalar soluţie a unei ecuaţii Poisson, 
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într-un domeniu bidimensional mărginit omogen  S( , cu condiţii de frontieră 
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este dată tot de o formulă de tip Green, zisă formula celor trei potenţiale, 
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unde din nou  
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  este vectorul de poziţie al punctului sursă  Q  (interior domeniului pentru prima integrală şi pe frontieră pentru a doua integrală) în raport cu punctul de observaţie  P  unde este calculat potenţialul  f . În aceeaşi formulă  (  este unghiul sub care este văzut interiorul domeniului  S(  din punctul de observaţie  P ; în particular acesta este egal cu  2(  într-un punct  P  interior domeniului sau cu  (  într-un punct  P  de pe frontieră unde normala este continuă. Şi aici formula ilustrează contribuţiile la potenţialul scalar din punctul de observaţie  P  provenind de la sursele interioare exprimate prin termenul  
[image: image12.wmf]Q

f

D

-

  şi de la sursele de pe frontieră constând din valorile  potenţialului pe  frontieră,  
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Formulele pun în evidenţă contribuţia la potenţialul din punctul de observaţie provenind de la ambele tipuri de valori – ale potenţialului  f  şi ale derivatei potenţialului după normală  
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 – în orice punct al frontierei domeniului de studiu. Deoarece condiţiile de unicitate furnizează, în fiecare punct al frontierei, fie potenţialul  f , fie derivata potenţialului după normală  
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 , este evident necesară o etapă preliminară: determinarea potenţialului în punctele frontierei unde este dată o condiţie de frontieră de tip Neumann şi determinarea derivatei potenţialului după normală în punctele frontierei unde este dată o condiţie de frontieră de tip Dirichlet. Doar apoi, într-o etapă finală, folosind formula celor trei potenţiale, poate fi determinat potenţialul în oricare punct din domeniu de studiu. În esenţă, metoda elementelor de frontieră se referă doar la rezolvarea numerică, aproximativă, a etapei preliminare, după care etapa finală este redusă la simple cuadraturi în termenii unor date de acum cunoscute. Mai mult, din cauza unor dificultăţi de calcul suplimentare deloc neglijabile, care însoţesc prezenţa integralei conţinând laplacianul potenţialului, metoda elementelor finite se aplică aproape exclusiv pentru determinarea soluţiei unei ecuaţii de tip Laplace a potenţialului scalar, 
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adică într-un domeniu fără surse interioare de câmp. 


(c)  Aplicarea metodei elementelor de frontieră pentru rezolvarea unei probleme de câmp în condiţiile precizate mai sus necesită o preprocesare adecvată a datelor problemei, care reprezintă, în mare, discretizarea spaţiilor de funcţii în care se operează (spaţiul soluţiei şi, în principiu, şi spaţiul surselor). Trebuie reamintit că sunt căutate şi sunt utilizate funcţii (potenţialul sau derivata potenţialului după normală) definite exclusiv în punctele frontierei domeniului de studiu. 

Este construită mai întâi o discretizare a domeniului spaţial de definiţie a problemei – frontiera domeniului de studiu – prin elemente finite disjuncte adiacente, astfel încât să fie aproximată cât mai adecvat această frontieră. Este de asemenea urmărită şi rafinarea adecvată a discretizării în regiunile unde este necesar studiul mai detaliat al potenţialului sau unde normala la suprafaţă are o variaţie mai marcată. 

În cazul problemelor bidimensionale elementele finite curente sunt segmente; este atunci foarte uşor să se aranjeze reţeaua de discretizare astfel încât punctele de trecere între condiţii de frontieră (date) de tip Dirichlet şi Neumann să fie noduri ale reţelei (primare, în cazul utilizării unor elemente finite de grad supraunitar).   


În cazul problemelor tridimensionale trebuie realizată o acoperire a frontierei cu elemente finite triunghiulare (sau patrulatere) astfel încât curbele care despart suprafeţe cu condiţii de frontieră (date) de tip Dirichlet şi Neumann să fie cât mai adecvat aproximate prin linii poligonale reprezentănd laturi succesive ale elementelor finite folosite. 

Discretizării frontierei domeniului prin elemente finite îi corespunde discretizarea funcţiilor ce descriu distribuţia pe frontieră a potenţialului şi a derivatei sale după  normală în termenii unei aproximări polinomiale pe porţiuni (pe elementele finite). În acest fel necunoscutele discrete ale metodei sunt valorile potenţialului şi derivatei sale după normală în noduri ale reţelei de discretizare: pentru potenţial în puncte ale frontierei cu condiţie (dată) de tip Neumann, pentru derivata potenţialului după normală în puncte ale frontierei cu condiţie (dată) de tip Dirichlet. Două variante sunt posibile: cele două tipuri de variabile – potenţialul şi derivata potenţialului după normală – pot fi aproximate pe porţiuni prin polinoame de acelaşi grad sau, mai des, prin polinoame de grad diferind cu o unitate, mai mare pentru aproximarea potenţialului. 

Numerotarea valorilor discrete ale necunoscutei intermediare folosite presupune numerotarea nodurilor în care acestea sunt definite. În cazul unei reţele unidimensionale este evident recomandată numerotarea succesivă a nodurilor. În cazul retelelor multi-dimensionale, însă, numerotarea cu un singur indice a nodurilor reţelei presupune o alegere optimă a parcurgerii acestora, astfel încât să se simplifice matricea sistemului de ecuaţii rezultat. 


(d)  Etapa următoare este discretizarea ecuaţiilor problemei de câmp; acest pas consistă în construirea sistemului de ecuaţii aproximative pentru valorile nodale ale variabilelor – potenţialul şi derivata potenţialului după normală. Fiind vorba de o aproximare polinomială pe porţiuni (elemente finite) a acestor variabile, ecuaţiile discrizate sunt în bună măsură similare celor întâlnite în cadrul metodei elementelor finite. Desebirile importante constau în acea că matricea coeficienţilor sistemului de ecuaţii este o matrice plină iar calculul coeficienţilor implică efectuarea unor integrale care includ distanţa dintre punctele elementelor finite implicate. 


(e)  Rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice pentru variabilele nodale ale problemei aproximative este efectuată folosind un algoritm adecvat, implementat într-un aşa numit solver, furnizat deobicei într-un pachet de programe dedicat soluţionării unor asemenea sisteme de ecuaţii. 


Ca rezultat al parcurgerii acestei etape sunt obţinute valorile nodale ale necunoscutei intermediare folosite. 


(f)  Etapa finală o constituie postprocesarea valorilor nodale obţinute pentru a  determina obiectivele de interes în problema studiată. 


Postprocesarea implică, în primul rând, calculul soluţiei – potenţialul – în orice punct de interes din interiorul domeniului de studiu, folosind formula celor trei (în fapt – două) potenţiale. Pornind de la aceste valori ale potenţialului pot fi apoi calculate mărimile de câmp electric/magnetic – într-un mod adecvat unei interacţiuni prietenoase cu utilizatorul. Aceasta implică interpolarea valorilor necunoscutei intermediare şi a celor primare în orice punct al domeniului, construirea şi reprezentarea grafică a curbelor de nivel ale variabilelor scalare (sau ale unor caracteristici scalare – de exemplu, modulul intensităţii sau inducţiei câmpului) sau reprezentarea grafică a liniilor de câmp sau numai a vectorilor intensitatea/inducţia câmpului electric/magnetic în puncte desemnate ale domeniului. 


Postprocesarea mai poate implica şi calculul unor mărimi integrale specificate, referitoare la anumite subdomenii (curbe, suprafeţe, subdomenii) stabilite de utilizator. Adesea asemenea calcule pot presupune, în prealabil, determinarea unor mărimi locale (de exemplu – densitate de volum a energiei sau puterii electromagnetice) derivate direct sau indirect din valorile nodale ale variabilei intermediare folosite. Determinarea unor mărimi energetice sau mecanice (forţe, cupluri) referitoare la subdomenii indicate de utilizator poate folosi diferite metode de calcul al acestor mărimi. 


În cele ce urmează vor fi abordaţi în principal algoritmii de construire a ecuaţiilor discretizate ale problemei de câmp electric/magnetic pentru cele mai simple aproximări prin elemente finite ale frontierei, în probleme bidimensionale. Ecuaţiile care descriu câmpul electric static ori câmpul magnetic staţionar sunt ecuaţii cu derivate parţiale de tip eliptic; în termenii potenţialelor adecvate ele sunt ecuaţii de tip Poisson (generalizate – eventual vectoriale) şi, în absenţa surselor interioare, ele se reduc la ecuaţii de tip Laplace (generalizate – eventual vectoriale). Asemenea ecuaţii pot fi apoi extinse, prin analogii evidente, pentru câmpul magnetostatic ori câmpul electrocinetic pseudostaţionar ori chiar pentru câmpul termic staţionar. 

8.2.  Problema bidimensională a câmpului electrostatic 


Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu  S(  mărginit de conturul  (  în planul  Oxy  (fig.8.1). Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z , astfel încât problema este bidimensională; mai mult, caracteristicile de material sunt presupuse constante peste tot. Notând 
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în condiţiile unor date de forma 
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      Fig. 8.1. 

care respectă condiţia absenţei surselor interioare de câmp, şi a unor condiţii de frontieră de tipul 



[image: image22.wmf](

)

(

)

N

n

n

C

D

m

m

C

C

C

y

x

g

n

V

C

C

y

x

f

V

n

m

=

=

¶

¶

=

=

U

U

   

   

      

      

   

   

,

,

,

,

,

   ,

pentru o partiţie a frontierei  (  de tipul 
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Ecuaţiile problemei, 
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simplificate în absenţa surselor interioare de câmp, sunt abordate folosind ca necunoscută intermediară potenţialul electric scalar, astfel încât 
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iar ecuaţia cu derivate parţiale de rezolvat este 
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unde s-a ţinut seama de faptul că  ( = const. 


Conform rezultatelor obţinute anterior, în secţiunea 3.3, soluţia acestei ecuaţii de tip Laplace pentru potenţialul electrostatic scalar poate fi obţinută explicit, în termenii valorilor pe frontieră ale potenţialului  V  şi  ale derivatei potenţialului după normală  
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adică, în absenţa surselor interioare de câmp, 
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În această formulă  
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În formula de mai sus se poate opera asupra primului integrand, calculând 


[image: image31.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

=

-

×

-

=

×

-

=

-

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

'

'

'

'

'

R

R

R

R

n

ln

ln

ln

1

ln

grad

n

grad

n

grad

n



[image: image32.wmf](

)

2

1

1

'

'

'

'

'

'

'

'

R

R

R

R

R

R

n

R

n

grad

n

×

=

×

=

×

=

   ; 

corespunzător, formula celor trei (de fapt – două) potenţiale devine 
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În fine, ţinând seama de condiţiile de frontieră date, 
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care asigură unicitatea soluţiei, ecuaţia metodei elementelor de frontieră poate fi rescrisă sub forma 
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În această ecuaţie sunt date, prin condiţiile de frontieră, valorile 
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în timp ce sunt necunoscute valorile 
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Discretizarea ecuaţiilor metodei elementelor finite poate fi obţinută în diferite moduri, după cum sunt alese discretizările condiţiilor de frontieră de tip Dirichlet  
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În varianta folosirii unui acelaşi tip de discretizare pentru potenţialul  V(Q)  şi derivata potenţialului după normală  D(Q) , frontiera  (  este discretizată prin aproximare ca succesiune închisă de coarde adiacente, fiecare din acestea reprezentând un element finit unidimensional pentru variabila  s  care parcurge frontiera disctretizată în sensul asociat după regula mâinii drepte sensului axei  Oz  (adică lăsând în stânga interiorul domeniului  S( ). Atunci discretizarea funcţiilor definite pe frontieră este 
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unde  N  este numărul de noduri  Pj  ale reţelei de discretizare, 
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 , sunt funcţiile de interpolare (de formă) asociate acestor noduri, iar necunoscutele discrete ale problemei se găsesc printre valorile  
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Pentru precizare, fie considerat cazul în care părţile  CD  şi  CN  ale frontierei  (  sunt conexe şi numerotarea astfel efectuată încât primele  M  noduri sunt plasate pe frontiera cu condiţie de tip Dirichlet iar restul de  N – M  noduri sunt plasate pe frontiera cu condiţie de tip Neumann (ca în fig.8.2, unde au fost presupuse elemente finite liniare). Atunci, precizând şi valorile date ca diferite de cele necunoscute, se poate scrie 


[image: image44.wmf](

)

(

)

(

)

å

å

+

=

=

+

@

N

M

j

j

j

M

j

j

j

s

V

s

f

s

V

1

1

f

f

   , 

unde apar  N – M  valori necunoscute  
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unde apar  M  valori necunoscute  
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 . Astfel, pentru cele  N  necunoscute, câte una în fiecare nod al reţelei de discretizare, apar tot  N  valori cunoscute, câte una în fiecare nod al reţelei. 

Înlocuind aceste expresii în formula celor trei (de fapt – două) potenţiale scrisă în cele  N  noduri ale reţelei de discretizare (ceea ce ar corespunde folosirii unor funcţii funcţii delta  
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      Fig. 8.2. 

Ţinând apoi seama de liniaritatea operatorului integral, se ajunge la sistemul de ecuaţii algebrice al metodei elementelor de frontieră, 
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unde  Rij  este vectorul de poziţie al punctelor de pe suportul funcţiei de coordonate (de formă)  (j  în raport cu punctul  Pi  în care este evaluat potenţialul.  


În varianta folosirii unor tipuri diferite de discretizare pentru potenţialul  V(Q)  şi derivata potenţialului după normală  D(Q) , frontiera  (  este discretizată la fel ca în varianta anterioară, prin aproximare ca succesiune închisă de coarde adiacente, fiecare din acestea reprezentând un element finit unidimensional pentru variabila  s  care parcurge frontiera discretizată în sensul asociat după regula măinii drepte sensului axei  Oz  (adică lăsând în stânga interiorul domeniului  S( ). Funcţiile definite pe frontieră sunt diferit discretizate: 
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unde  N  este numărul de noduri  Pi  ale reţelei de discretizare pentru potenţial, iar  
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 , sunt funcţiile polinomiale de interpolare (de formă) asociate acestor noduri, respectiv 
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unde  L  este numărul de noduri  Pj  ale reţelei de discretizare pentru derivata potenţialului după normală, iar  
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  , sunt funcţiile polinomiale de inter-polare (de formă) asociate acestor noduri, în mod normal de grad mai mic cu o unitate decât al celor care aproximează potenţialul. Necunoscutele discrete ale problemei se găsesc, evident, printre valorile  
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 , corespunzător condiţiilor de frontieră date. 
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      Fig. 8.3. 

Pentru precizare, fie considerat cazul în care părţile  CD  şi  CN  ale frontierei  (  sunt conexe şi numerotarea astfel efectuată încât primele  M  noduri sunt plasate pe frontiera cu condiţie de tip Dirichlet iar restul de  N – M  noduri sunt plasate pe frontiera cu condiţie de tip Neumann (fig.8.3). În cazul cel mai simplu, fie considerate elemente finite liniare pentru aproximarea potenţialului şi elemente finite constante pentru aproximarea derivatei potenţialului după normală. Aceasta înseamnă că valorile discrete  Vi  ale potenţialului sunt definite în vârfurile conturului poligonal ce aproximează conturul  (  (puncte pline pe  CD , puncte goale pe  CN  în fig.8.3.), iar valorile discrete  Dj  ale derivatei potenţialului după normală sunt definite pe laturile aceluiaşi contur poli-gonal (convenţional în punctul lor median – puncte pline pe  CN , puncte goale pe  CD  în fig.8.3). Corespunzător, funcţiile de interpolare (de formă) sunt 
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pentru aproximarea polinomială pe porţiuni a potenţialului (fig.8.4), respectiv 
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          Fig. 8.4. 



        Fig. 8.5. 

pentru aproximarea polinomială pe porţiuni a derivatei potenţialului după normală (fig.8.5),  s  fiind coordonata faţă de o origine convenţională oarecare pe conturul poligonal. În acest caz   N = L  , iar specificând şi valorile date ca diferite de cele necunoscute, se poate scrie 
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unde apar  N – M  valori necunoscute  
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unde apar  M – 1  valori necunoscute 
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 . Astfel, pentru cele  N – 1  necu-noscute, apar aici  N + 1  valori cunoscute. Discrepanţa este legată de faptul că, asociat gradelor diferite ale polinoamelor de aproximare folosite pentru cele două tipuri de variabile (potenţial şi derivata potenţialului după normală), valorile date ale potenţialului au fost precizate (prin  f1  şi  fM ) şi în nodurile–vârf de la capetele coardelor unde este necunoscută derivata potenţialului după normală. 

Expresiile de mai sus trebuie înlocuite în formula celor trei (de fapt – două) potenţiale scrisă într-un număr de  N – 1  puncte. Este natural ca ecuaţia metodei elementelor de frontieră să fie scrisă în primul rând pentru cele  N – M  noduri  Pi  cu potenţiale necunoscute  
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în acord cu aproximarea sa liniară. În principiu, desigur, poate fi folosită drept valoare a potenţialului în acest punct median chiar valoarea asumată de acesta în punctul median al arcului  PiPi+1  al frontierei  CD  reale (curbilinii). 

Drept funcţii de coordonate (de test) pe care se face proiecţia formulei integrale a celor trei (de fapt – două) potenţiale sunt folosite tot funcţii delta  
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Ţinând apoi seama de liniaritatea operatorului integral şi de plasarea punctelor  Pk  discutată mai sus, se ajunge la sistemul de ecuaţii algebrice al metodei elementelor de frontieră, 
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În aceste ecuaţii Rij  este vectorul de poziţie al punctelor de pe suportul funcţiei de coordonate (de formă)  (j  sau  (j  în raport cu punctul  Pi  în care este evaluat potenţialul. De asemenea, s-a mai luat în considerare valoarea unitară a funcţiei de interpolare (de formă)  (j (s)  pe suportul său precum şi faptul că în punctele 
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Introducând acum notaţiile 
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este de rezolvat sistemul de ecuaţii algebrice 
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Calculul integralelor  mij  şi  nij  este aici efectuat analitic, originea coordonatei  s  putând fi aleasă  convenabil, de exemplu  la începutul fiecărui  segment (element finit)  pe 

care este efectuată integrarea.


Notând poziţia punctului sursă  Q  pe segmentul  
[image: image85.wmf][

]

j

j

s

s

,

1

-

  în raport cu originea locală  xj–1  prin  s = ( lj  , unde  lj = sj – sj–1  este lungimea segmentului de integrare, variabila locală este  
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[image: image87.wmf]a

x

x

cos

2

1

2

2

2

1

j

j

j

j

ij

l

r

l

r

R

-

-

-

+

=

  , 

unde  rj–1 , respectiv  rj  sunt vectorii de poziţie ai capetelor segmentului de integrare în raport cu punctul de observaţie (fig.8.6), iar 
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      Fig. 8.6. 

Se obţine imediat 
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astfel încât trebuie calculată integrala 
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Aducând-o la o formă convenabilă şi folosind formula 
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    Fig. 8.7. 




     Fig. 8.8. 


Pentru cealaltă integrală se observă că (fig.8.7) 
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Folosind şi variabila locală  (  pe fiecare segment, integrala efectuată pe suportul funcţiei de coordonate (de formă)  (j  (fig.8.8)  se detaliază mai întâi sub forma 
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În integranzi 
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este aria triunghiului cu vârfurile în punctele cu indici  l , m , n , şi, în plus, 
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Pot fi acum folosite formulele 


[image: image107.wmf](

)

ò

ï

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

ï

í

ì

>

-

-

-

>

+

+

-

+

<

-

+

-

=

+

+

i

polinomulu

rãdãcinile

,

cu

,

0

,

ln

1

0

,

2

2

ln

1

0

,

2

arctg

2

2

1

2

1

2

1

2

  

  

  

     

          

          

          

          

    

      

          

 

          

          

          

          

      

      

 

          

          

          

          

      

          

x

x

x

x

x

x

x

x

a

b

ax

b

ax

b

ax

c

bx

ax

dx

D

D

D

D

D

D

D

D

  , 


[image: image108.wmf]ò

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

>

+

+

-

+

-

+

+

<

-

+

-

-

+

+

=

+

+

0

,

2

2

arctg

2

ln

2

1

0

,

2

arctg

ln

2

1

2

2

2

D

D

D

D

D

D

D

    

      

    

    

          

b

ax

b

ax

a

b

c

bx

ax

a

b

ax

a

b

c

bx

ax

a

c

bx

ax

dx

x

   . 

Pentru  
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Pentru  
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După rezolvarea sistemului de ecuaţii pentru setul de necunoscute discrete  
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 , sunt determinate toate datele discrete necesare aplicării formulei celor trei (de fapt – două) potenţiale pentru a calcula (aproximativ) potenţialul electrostatic în orice punct  P  interior domeniului de studiu, 
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unde integralele care apar se determină conform formulelor discutate mai sus. 


Adoptând una sau alta dintre din variantele prezentate anterior privind discretizarea ecuaţiilor câmpului electrostatic corespunzător diferitelor tipuri de aproximări polinomiale pe porţiuni (de elemente finite) pe frontieră, algoritmul rezolvării unei probleme bidimensionale de câmp electrostatic prin metoda elementelor de frontieră este schiţat în cele ce urmează. 

În esenţă, algoritmului urmăreşte construirea şi apoi rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice 
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reprezentând ecuaţiile discretizate ale problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, unde  X  este vectorul (matricea coloană) a necunoscutelor nodale necunoscute (potenţiale şi derivate ale potenţialului după normală),  A  este matricea (pătrată a) coeficienţilor ecuaţiilor discretizate, iar  B  este vectorul (matricea coloană) a termenilor liberi (date ale problemei). 

(0)  Date: Domeniul de interes este o regiune de regulă mărginită din plan,  r ( S( . O menţiune specială trebuie făcută în cazul unor probleme definite pe domenii nemărginite: se presupune că se operează cu funcţii cu comportare regulată la infinit, aşa încât ecuaţiile metodei sunt aplicabile pentru domeniul exterior conturului  ( , iar frontiera exterioară, aruncată la infinit, nu influenţează cu nimic calculul. Trebuie verificată omogenitatea permitivităţii  (  cu poziţia şi absenţa oricărei surse interne  (V , (S , Pp  în domeniu; sunt de luat în considerare exclusiv condiţiile de frontieră pe partiţia  {CV,CD}  a frontierei  ( , 
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 , unde normala  n  este orientată către exteriorul domeniului de studiu. 

       Necunoscuta intermediară este mulţimea finită a valorilor potenţialului electric  Vi ,  i ( IN , în nodurile reţelei de discretizare de pe frontiera cu condiţii de tip Neumann şi mulţimea finită a valorilor derivatei după normală a potenţialului electric  Dj ,  j ( ID ,  în nodurile reţelei de discretizare pe frontiera cu condiţii de tip Dirichlet. 

(1)  Preprocesare: 

(1.1)  Construirea reţelei de discretizare, prin aproximarea cu un contur poligonal de elemente finite – segmente – a conturului  (  al domeniului de studiu. Reţeaua de discretizare este definită prin mulţimea nodurilor–vârf  
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  şi, pentru elemente finite de grad superior unităţii, mulţimea nodurilor intermediare,  unde  V  este mulţimea indicilor nodurilor–vârf. Aceasta este identică mulţimii indicilor nodurilor,  I , în cazul elementelor finite liniare, sau trebuie completată cu mulţimea indicilor nodurilor intermediare (de exemplu, mulţimea indicilor nodurilor–punct median  M , în cazul elementelor finite pătratice). 

Comentariu: Elementele finite – segmentele conturului poligonal – trebuie construite astfel încât să aproximeze cât mai apropiat conturul real  (  al domeniul de definiţie a problemei, fără goluri între elementele finite şi astfel încât două elemente diferite să aibă în comun cel mult un vârf. Discretizarea trebuie să asigure micşorarea dimensiunilor elementelor finite, deci îndesirea nodurilor, în regiunile de interes special şi în regiunile unde este de aşteptat o variaţie pronunţată a potenţialului. Punctele ce separă o parte de frontieră cu condiţie de tip Dirichlet de o parte de frontieră cu condiţie de tip Neumann trebuie neapărat alese ca noduri–vârf ale discretizării. 

(1.2)  Numerotarea nodurilor–vârf  în ordinea parcurgerii frontierei astfel încât interiorul domeniului de studiu este lăsat în stânga. Numerotarea nodurilor poate rezulta implicit din ordinea în care apar în tabelul coordonatelor acestora, 
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Comentariu: Pentru aşa numite probleme interioare, lăsarea în stânga a interiorului domeniului de studiu corespunde parcurgerii conturului în sensul asociat după regula mâinii drepte sensului axei  Oz . În schimb, pentru aşa numite probleme exterioare, lăsarea în stânga a interiorului domeniului de studiu corespunde parcurgerii conturului în sensul asociat după regula mâinii stângi sensului axei  Oz . 

Discretizarea frontierei domeniului de interes prin segmente (elemente finite) poate implica o numerotare primară, care este cea a nodurilor–vârf. Această numerotare a nodurilor este singura de considerat în cazul cel mai întâlnit, în care sunt utilizate cel mult elemente finite liniare. În cazul utilizării elementelor finite pătratice este necesară o numerotare secundară, care să includă şi numerotarea nodurilor intermediare (de exemplu, noduri–punct median în cazul elementelor finite pătratice), pentru care calculul coordonatelor este automat. Deşi desemnat prin doi (sau mai mulţi) indici (referitori la latura pe care o împart), un asemenea nod trebuie numerotat tot cu câte un indice, intermediar între indicii nodurilor–vârf proxime, pentru a fi utilizat în parcurgerea adecvată a frontierei poligonale. Metoda de renumerotare/intercalare  cea mai comodă constă în construirea unui tabel (matrice) de corespondenţă între cele două numerotări,  R , care să funcţioneze ca interfaţă între ansamblul formulelor şi tabelul coordonatelor vârfurilor. Relaţiile topologice latură – nod rezultă atunci implicit din compararea celor două tabele,  XY  şi  R , ca şi suporturile funcţiilor de interpolare (de formă).  

Nu poate fi vorba aici de urmărirea vreunei condiţii de lăţime de bandă a matricii sistemului algebric rezultat; matricea aceasta este plină (de cele mai multe ori complet plină), aşa cum rezultă de altfel din formulele de calcul prezentate anterior. 

În operarea cu indicii nodurilor este foarte important să se considere o ordine ciclică a acestora, în sensul că primul nod,  1 , urmează după ultimul nod,  N . 

(1.3)  Construirea tabelelor de tip de indice: 

D – vectorul indicilor nodurilor cu condiţie de frontieră de tip  Dirichlet; 

N – vectorul indicilor nodurilor cu condiţie de frontieră de tip  Neumann. 

Comentariu: Punctele ce separă o parte de frontieră cu condiţie de frontieră tip Dirichlet de o parte de frontieră cu condiţie de frontieră de tip Neumann trebuie incluse în vectorul  D  şi, în funcţie de discretizarea aleasă pe contur, pot fi incluse şi în vectorul  N . O variantă simplificată, asociată parcurgerii ordonate a indicilor nodurilor pe frontieră, poate reduce aceste tabele la indicarea nodurilor de trecere de la un tip de condiţie de frontieră la altul. 

(1.4)  Discretizarea condiţiilor de frontieră, prin construirea vectorilor: 


F – vectorul valorilor potenţialului în nodurile de frontieră de tip Dirichlet; 


G – vectorul valorilor derivatei după normală a potenţialului în nodurile de frontieră de tip Neumann. 


Comentariu: Valorile asociate condiţiilor de frontieră sunt obţinute direct pentru nodurile–vârf plasate pe frontierele respective; pentru nodurile intermediare pot fi considerate fie valorile asociate condiţiilor de frontieră din punctul ce împarte în acelaşi raport arcul subîntins de latura respectivă, fie direct prin interpolare între valorile asociate nodurilor–vârf ale laturii. Perechile de vectori  D  şi  F , respectiv  N  şi  G , pot astfel avea dimensiuni diferite.
În fine, tabelele  D  şi  F , respectiv  N  şi  G , pot fi asamblate în câte un tabel, de tipul  
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unde  ID  este mulţimea indicilor nodurilor de frontieră cu condiţie de tip Dirichlet, iar  IN  este mulţimea indicilor nodurilor de frontieră cu condiţie de tip Neumann (care pot avea şi suprapuneri punctuale). 

(2) Construirea matricii 
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 a coeficienţilor sistemului de ecuaţii algebrice ale metodei elementelor de frontieră. 


Comentariu: Elementele matricii  A , numerotate în termenii indicilor secundari, sunt construite conform formulelor discutate anterior, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de tipul de nod abordat (de tip Dirichlet sau Neumann) În această construcţie sunt folosite matricile/vectorii  XY , R , D , N , F , G . 

(3)  Construirea vectorului  
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  al termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii algebrice ale metodei elementelor de frontieră. 

Comentariu: Elementele vectorului  B , numerotate în termenii indicilor secundari, sunt de asemenea construite conform formulelor discutate anterior, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de tipul de nod abordat (de tip Dirichlet ori Neumann). Sunt la fel folosite matricile/vectorii  XY , R , D , N , F , G . 

(4)  Asamblarea sistemului de ecuaţii algebrice   
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 ale metodei elementelor de frontieră şi rezolvarea lui pentru determinarea vectorului   
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  al valorilor nodale necunoscute ale acestuia. 

Comentariu: Etapa aceasta poate include eventuale condiţionări adecvate ale matricilor cu care se operează. 

(5)  Postprocesarea: Completarea vectorului  F  al valorilor nodale date ale potenţialului cu valorile nodale  
[image: image137.wmf]{

}

{

}

N

N

i

i

i

i

X

V

I

I

Î

Î

=

  determinate în nodurile de frontieră cu condiţie de tip Neumann,  şi, similar, completarea vectorului  G  al valorilor nodale date ale derivatei potenţialului după normală cu valorile nodale  
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  determinate în nodurile de frontieră cu condiţie de tip Dirichlet. 

Operaţii diverse asupra vectorilor  
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  în scopul determinării mărimilor de interes pentru utilizator – în primul rând potenţialul electric în orice punct de interes din domeniul de studiu, folosind fromula celor trei (de fapt – două) potenţiale. 


Câteva completări şi extensiuni mai pot fi discutate sumar. 

În prezenţa unor conductoare interioare domeniului de interes  S( , interiorul acestor domenii  
[image: image141.wmf]s
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 este exclus din domeniu, frontiera lor  (s  fiind tratată drept frontieră a domeniului şi fiind parcursă astfel încât domeniul de interes să fie lăsat în stânga. 

În fiecare nod al unui asemenea conductor este de determinat în orice caz valoarea  Di  a derivatei potenţialului după normală, dar tratarea este diferită, în funcţie de tipul condiţiei de unicitete (frontieră) date:  (1()  dacă este impus potenţialul dat  Vcond s  al conductorului  s , atunci toate nodurile frontierei sale sunt de tip Dirichlet, cu  Vi = Vcond s ;  (2()  dacă este impusă sarcina (lineică)  Qcond s  a conductorului  s , atunci toate nodurile frontierei sale, deşi de tip Neumann, sunt tratate tot ca noduri de tip Dirichlet. Ecuaţiile metodei elementelor de frontieră în nodurile frontierei  (s  folosesc aceeaşi valoare  (necunoscută)  
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 , a potenţialului în toate aceste noduri; corespunzător trebuie adăugată o ecuaţie, care exprimă o condiţie globală asupra derivatei potenţialului după normală, dedusă din ecuaţia lui Gauss, 
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unde  n  este normala exterioară la domeniul de interes iar  ns = – n   este normala exterioară la conductorul interior. La rândul lor, integranzii din aproximarea de mai sus pot fi aproximaţi drept constanţi, liniari sau pătratici pe porţiuni, în maniera prezentată anterior pentru aproximarea integralelor de linie din expresiile coeficienţilor sau termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor de frontieră.  

Algoritmul schiţat anterior trebuie evident completat adecvat pentru tratarea acestor excepţii în etapele de preprocesare ca şi în cele de construire a matricii coeficienţilor şi a vectorului termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii discretizate. 

Metoda elementelor de frontieră pentru problema electrostatică bidimensională ar putea fi formulată similar şi fără aproximarea conturului  (  al domeniului de studiu printr-un contur poligonal. În acest caz însă trebuie presupusă o interpolare de tip element finit unidimensional (cu aproximare polinomială pe porţiuni de gradul dorit) pe fiecare arc al discretizării. Deosebirile care apar, în raport cu prezentarea de mai sus, se referă în special la calculul integralelor care conţin produsul  
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 , normala  n  la contur fiind acum dependentă de punct şi nu constantă pe porţiuni. 


Pe de altă parte, metoda elementelor de frontieră pentru problema bidimensională a câmpului electrostatic poate fi aplicată şi pentru a studia alte câmpuri statice sau staţionare pe baza analogiei câmpurilor corespunzătoare, studiate în termenii unui potenţial scalar (câmp magnetostatic, câmp electrocinetic pseudo-staţionar, sau chiar – de exemplu – câmp termic ori electrochimic staţionar), într-un mediu omogen fără surse interioare. 


În fine, ar putea fi încercată extinderea metodei prezentate pentru a trata şi condiţii de frontieră de tip mixt, 
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în care caz trebuie pornit de la reanalizarea chiar a ecuaţiei originale, nediscretizate, a metodei elementelor de frontieră. 


8.3.  Problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar 


Problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar abordată aici este o aşa numită problemă transversală, în care câmpul magnetic este normal direcţiei de-a lungul căreia nu există variaţie a structurii, a datelor şi, deci, nici a câmpului magnetic. 


Fie de determinat câmpul magnetic staţionar într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu  S(  mărginit în planul  Oxy  (fig.8.9). Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z ; mai mult, caracteristicile de material sunt presupuse constante peste tot,  astfel încât problema este bidimensională. Notând prin  
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  versorii axelor  Ox , respectiv  Oy , se operează cu mărimile  
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în condiţiile unor date de forma 
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care respectă condiţia absenţei surselor interioare de câmp, şi a unor condiţii de frontieră de tipurile 
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unde 
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pentru o partiţie a frontierei  (  de tipul 
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      Fig. 8.9. 


Ecuaţiile problemei, 



[image: image155.wmf]H

B

      

      

B

      

      

H

m

=

=

=

,

0

div

,

0

rot

   , 

simplificate în absenţa surselor interioare de câmp, sunt abordate folosind ca necunoscută intermediară potenţialul magnetic vector, astfel încât 
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iar ecuaţia cu derivate parţiale de rezolvat este 



[image: image157.wmf](

)

0

0

0

=

Û

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

Û

=

A

      

      

A

      

      

H

rot

rot

rot

rot

rot

m

   , 

unde s-a ţinut seama de faptul că  ( = const. 


În particular, pentru  problema  bidimensională a  câmpului  magnetic  transversal, 

pentru care  
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 , se calculează simplu 
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astfel încât, presupunând operarea în coordonate cartesiene, 
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De altfel, un calcul direct (tot în coordonate cartesiene) duce la acelaşi rezultat 
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Concluzia este că ecuaţia satisfăcută de componenta axială a potenţialului magnetic  A  este o ecuaţie de tip Laplace, 
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de acelaşi tip cu ecuaţia satisfăcută de potenţialul electrostatic în problema similară, 
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Condiţia de frontieră de tip Dirichlet pentru problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar transversal, 
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este, de asemenea, perfect analoagă condiţiei de frontieră de tip Dirichlet pentru problema bidimensională a câmpului electrostatic, 
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În fine, deoarece conform unui calcul simplu, 
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condiţia de frontieră de tip Neumann pentru problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar transversal devine 
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aceasta este, la fel, perfect analoagă condiţiei de frontieră de tip Neumann pentru problema bidimensională a câmpului electrostatic, 
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Se poate astfel conchide că problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar transversal poate fi tratată, în cadrul metodei elementelor de frontieră, perfect similar problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, conform tabelului de analogie 

	Câmp magnetic staţionar 

bidimensional transversal 
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	Câmp electrostatic 

bidimensional
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În consecinţă, şi conform rezultatelor obţinute anterior, în secţiunea 3.3, soluţia ecuaţiei de tip Laplace pentru componanta scalară a potenţialului magnetic staţionar poate fi obţinută explicit, în termenii valorilor sale pe frontieră  A  şi  ale valorii derivatei sale după normală  
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 , aplicând formula de tip Green a celor trei potenţiale, 
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adică, în absenţa surselor interioare de câmp, 
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În aceste formule  
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formula celor trei (de fapt – două) potenţiale ce urmează a fi folosită este 
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În fine, ţinând seama de corespondenţa  
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  şi de condiţiile de frontieră date, 
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care asigură unicitatea soluţiei, ecuaţia metodei elementelor de frontieră poate fi rescrisă sub forma 
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În această ecuaţie sunt date, prin condiţiile de frontieră, valorile 
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în timp ce sunt necunoscute valorile 
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În urma analizei precedente, se poate conchide că este suficient să fie transpus prin analogie algoritmul de rezolvare numerică a problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, pentru a fi aplicat problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar transversal. 
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