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7.  METODA ELEMENTELOR FINITE PENTRU CÂMPURI STATICE ŞI STAŢIONARE

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


7.  METODA  ELEMENTELOR  FINITE

PENTRU  CÂMPURI  STATICE  ŞI  STAŢIONARE 


7.1.  Formularea problemei 


Rezolvarea problemelor de câmp electromagnetic static sau staţionar prin metoda elementelor finite foloseşte o formulare integro–diferenţială a problemei de câmp, anume forma slabă a ecuaţiilor acesteia, în care funcţiunile necunoscute sunt aproximate polinomial pe porţiuni ale domeniului, reprezentate prin elemenţe finite. 


În principiu se va presupune că a fost efectuat în prealabil studiul calitativ al problemei de câmp electric/magnetic: condiţiile de existenţă, unicitate şi stabilitate, atât pentru soluţia problemei exacte, cât şi pentru a celei aproximative (discretizate), sunt presupuse a fi asigurate, ca şi consistenţa problemei aproximative, în sensul convergenţei soluţiei problemei aproximative către cea a problemei exacte la rafinarea aproximării (discretizării) folosite. 

Metoda elementelor finite pentru câmpuri statice şi staţionare presupune mai întâi discretizarea funcţiunilor ce descriu repartiţia câmpului studiat, apoi discretizarea ecuaţiilor integro–diferenţiale asociate problemei de câmp şi rezolvarea acestora. Metoda implică parcurgerea unui şir de etape, după cum urmează.

(a)  Datele problemei sunt: domeniul în care urmează a fi determinată distribuţia câmpului electric/magnetic static/staţionar şi ansamblul datelor ce acoperă condiţiile de unicitate a soluţiei problemei de rezolvat. În particular, domeniul este precizat atât prin datele geometrice cât şi prin parametrii constitutivi în fiecare punct (subdomeniu). 


Necunoscuta primară a unei asemenea probleme este distribuţia câmpului electric/magnetic static/staţionar în orice punct din domeniul de studiu. În problemă pot fi căutate şi unele necunoscute auxiliare, cum ar fi unele mărimi integrale asociate unor subdomenii de interes (curent prin sau flux asociat unor anumite suprafeţe, tensiuni între anumite puncte, etc.) sau mărimi energetice ori mecanice asociate unor subdomenii de interes (densitate de putere/energie sau putere/energie electromagnetică, forţe sau cupluri electromagnetice). 

(b) Pentru problema de câmp electric/magnetic este precizată eventuala necunoscută intermediară – fie direct una dintre mărimile de câmp (intensitate sau inducţie), fie un potenţial, scalar sau vector, adecvat. Ecuaţiile integro–diferenţiale ale problemei sunt formulate în termenii variabilei alese, iar condiţiile de unicitate sunt reformulate în termenii aceleiaşi variabile intermediare. 


Este util de reamintit forma ecuaţiilor slabe folosite pentru câmpurile tipice – electrostatic (irotaţional) şi magnetic staţionar (solenoidal) . 

Soluţia  V(r)  pentru potenţialul electrostatic într-un domeniu  D( , cu condiţiile de frontieră 
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este căutată sub forma 
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unde  V0(r)  este o funcţie derivabilă pe  D( , de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale pe  D( , care satisface condiţia de frontieră de tip Dirichlet neomogenă, 
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iar  v(r) , corespunzătoare condiţiei de frontieră de tip Dirichlet omogene asociate, satisface, pentru orice funcţie  U  diferenţiabilă pe  D( , de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale pe  D( , şi nulă pe  SV , ecuatia slabă 
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unde  
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 , iar  n12  este versorul normalei la suprafaţa  S  dinspre subdomeniul  D1  către subdomeniul  D2 . 

Soluţia  A(r)  pentru potenţialul magnetic staţionar într-un domeniu  D( , cu condiţiile de frontieră 
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este căutată sub forma 
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unde  A0(r)  este o funcţie derivabilă pe  D( , de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale pe  D( , care satisface condiţia de frontieră de tip Dirichlet neomogenă, 
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iar  a(r) , corespunzătoare condiţiei de frontieră de tip Dirichlet omogene asociate, satisface, pentru orice funcţie  F  diferenţiabilă pe  D( , de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale pe  D( , şi cu componentă tangenţială nulă pe  SA , ecuatia slabă 
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unde  
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 , iar  n12  este versorul normalei la suprafaţa  S  dinspre subdomeniul  D1  către subdomeniul  D2 . 


Formulările slabe ale problemelor de câmp static sau staţionar considerate pot fi exprimate sub următoarea formă generală: Fie de determinat potenţialul  X(r) – eventual vector – în domeniul  D( , cu condiţiile de frontieră de tip Dirichlet (implicând potenţialul), respectiv Neumann (implicând derivatele potenţialului) 
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unde  D  este un operator vectorial adecvat iar  N  este un operator diferenţial vectorial adecvat. Soluţia este este căutată sub forma 
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unde  X0(r)  este o funcţie derivabilă pe  D( , de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale pe  D( , care satisface condiţia de frontieră de tip Dirichlet neomogenă, 
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iar  x(r) , corespunzătoare condiţiei de frontieră de tip Dirichlet omogene asociate, satisface, pentru orice funcţie  Y  diferenţiabilă pe  D( , de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale pe  D(  şi cu condiţie de frontieră de tip Dirichlet omogenă pe  SDIR , ecuatia slabă 
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unde  T  este un operator diferenţial adecvat problemei, S  este un operator integral asociat surselor interioare (cu repartiţie de volum sau superficială) iar  Bg  este un operator integral asociat condiţiilor de frontieră naturale (de tip Neumann) neomogene. 


(c)  Aplicarea metodei diferenţelor finite pentru rezolvarea unei probleme de câmp necesită o preprocesare adecvată a datelor problemei, care reprezintă, în mare, discretizarea spaţiilor de funcţii în care se operează (spaţiul soluţiei şi, în principiu, şi spaţiul surselor). 

Este construită mai întâi o discretizare a domeniului spaţial de definiţie a problemei prin elemente finite disjuncte adiacente, astfel încât să fie aproximate cât mai adecvat frontiera domeniului şi interfeţele subdomeniilor. Este de asemenea urmărită şi rafinarea adecvată a discretizării în regiunile unde este necesar studiul mai detaliat al câmpului. 

În cazul problemelor unidimensionale elementele finite sunt segmente. Este atunci foarte uşor să se aranjeze reţeaua de discretizare astfel încât limitele ei să coincidă cu limitele domeniului de interes iar interfeţele eventualelor subdomenii să coincidă cu noduri interioare ale reţelei de discretizare.   


În cazul problemelor multidimensionale – în particular, bidimensionale – o asemenea situaţie fericită poate fi întâlnită numai în cazul unor frontiere şi interfeţe de forma unor linii poligonale. În general, însă, frontiera domeniului precum şi interfeţele subdomeniilor nu sunt poligonale; trebuie atunci decis între două abordări posibile: (1() pot fi deformate local laturile (feţele) elementelor finite pentru a urmări frontiera sau interfeţele curbe, aducând nodurile reţelei de discretizare pe frontieră sau pe interfaţă; (2()   frontiera curbă şi interfeţele curbe pot fi aproximate, cât mai exact posibil, prin laturi drepte (feţe plane) ale elementelor finite, ca frontieră sau interfeţe deformate, iar condiţiile de frontieră sau valorile surselor distribuite pe interfeţe pot fi transpuse, după reguli suficient de simple, dintr-un punct al acestora într-un punct vecin al laturii (feţei) elementului finit adiacent. În acest sens, punctele ce separă porţiuni de frontieră cu condiţii de tip Dirichlet şi de tip Neumann trebuie luate drept noduri (vârfuri) ale reţelei de discretizare şi asociate în primul rând unei condiţii de frontieră de tip Dirichlet. 

Discretizării domeniului prin elemente finite îi corespunde discretizarea funcţiilor ce descriu distribuţia potenţialului folosit printr-o aproximare polinomială pe porţiuni (pe elementele finite), astfel încât necunoscutele discrete ale metodei sunt valorile potenţialului în nodurile reţelei de discretizare. Pentru probleme unidimensionale, în cazul aproximării polinomiale liniare, nodurile sunt punctele de separare ale segmentelor succesive în care este divizat domeniul, iar în cazul unor aproximări polinomiale de grad mai mare sunt utilizate şi noduri suplimentare – la mijlocul segmentelor reţelei pentru aproximarea pătratică, la câte o treime de segment faţă de limitele acestora pentru aproximare cubică, etc. Pentru probleme bidimensionale, de exemplu, în cazul aproxi-mării polinomiale liniare, nodurile sunt vârfurile elementelor finite triunghiulare, iar în cazul unor aproximări polinomiale de grad mai înalt sunt utilizate şi noduri suplimentare – mijloacele laturilor pentru aproximare pătratică, la câte o treime de latură şi în centrul de greutate pentru aproximare cubică, etc. 

Numerotarea valorilor discrete ale necunoscutei intermediare folosite presupune numerotarea nodurilor în care acestea sunt definite. În cazul unei reţele unidimensionale este evident recomandată numerotarea succesivă a nodurilor. În cazul retelelor multi-dimensionale, însă, numerotarea cu un singur indice a nodurilor reţelei presupune o alegere optimă a parcurgerii acestora. Este în general preferată o parcurgere a nodurilor reţelei de discretizare, în acelaşi sens, mai întâi aproximativ după direcţia cu cele mai puţine noduri, iar apoi aproximativ după direcţia normală primeia (a se vedea mai jos, fig.7.2).  


Sunt apoi identificate şi grupate adecvat nodurile de frontieră, în funcţie de tipul de condiţie de frontieră valabilă local, ca şi, eventual, nodurile de interfaţă unde ar trebui transpuse condiţile la interfaţă adecvate. 


În general nu este necesară discretizarea surselor interne de câmp electric/ magnetic (sarcini, curenţi, polarizaţie sau magnetizaţie) sau a parametrilor constitutvi (permitivitate, permeabilitate), în cazul mediilor neomogene. Eventual, pentru simplificarea procedurilor, pot fi discretizate aceste valori, fie cu referire la nodurile reţelei de discterizare, fie cu referire la celulele acesteia, în conformitate cu aproximarea integralelor în care acestea apar, deci cu modul de discretizare a ecuaţiilor problemei. 

Astfel, dacă  I  este mulţimea indicilor nodurilor şi, implicit, ai valorilor discrete ale potenţialului, cu partiţia eventuală  
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 în indici ai nodurilor interioare, de frontieră de tip Dirichlet şi de frontieră de tip Neumann, respectiv, iar  
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   este familia funcţiilor de interpolare (de formă), atunci potenţialul de determinat este aproximat (discretizat) sub forma 
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în termenii mulţimii discrete de valori necunoscute (de determinat) 
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 . În particular, în cazul unui potenţial vector, prin funcţie de interpolare ataşată unui nod trebuie înţeles funcţia vectorială
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caracterizată prin componentele sale – funcţii scalare de interpolare independente – care sunt funcţii polinomiale de grad stabilit, cu valoare unitară în nodul ataşat  ri  şi  nule în orice alt nod, 



[image: image25.wmf](

)

z

y

x

i

j

j

i

i

,

,

,

,

,

0

,

1

=

î

í

ì

¹

=

=

=

a

f

a

      

      

    

    

      

      

      

          

      

      

r

r

r

r

r

   . 

Corespunzător, valoarea discretă a potenţialului vector în punctul  ri  este, de asemenea, exprimată în termenii componentelor sale, 
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astfel încât în aproximarea globală a potenţialului termenul general trebuie înţeles ca 
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(d)  Etapa următoare este discretizarea ecuaţiilor problemei de câmp; acest pas consistă în construirea sistemului de ecuaţii aproximative pentru valorile nodale ale variabilei intermediare alese. În ecuaţiile slabe ale potenţialului, operatorii diferenţiali vectoriali  (grad  sau  rot)  operează în mod obişnuit asupra funcţiilor implicate. Operatorii integrali referitori la surse sau, eventual, la condiţiile de frontieră, pot fi aproximaţi prin formule cunoscute de aproximare a integralelor. Esenţială, însă, este aproximarea (discretizarea) spaţiului aşa numitelor funcţii de coordonate (sau de test) Y , pentru care trebuie satisfăcută ecuaţia slabă. 


O variantă de discretizare poate fi aceea care foloseşte drept funcţii de coordonate funcţii delta Dirac asociate nodurilor reţelei de discretizare, 
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aceasta este metoda colocaţiei. 


Varianta curentă de discretizare este aceea care foloseşte drept funcţii de coordonate chiar funcţiile de interpolare (de formă) asociate domeniului problemei, 
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aceasta este metoda Galerkin. Mai precis, în metoda Galerkin, care va fi tratată în cele ce urmează, partea  X0(r)  a soluţiei este aproximată în termenii elementelor finite şi valorilor de frontieră date, asociate nodurilor de pe frontiera de tip Dirichlet, 
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Astfel, deoarece pentru partea  x(r)  condiţiile de frontieră de tip Dirichlet sunt omogene (valori nule), aceasta rămâne a fi exprimată drept 
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cu necunoscutele  
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  corespunzând valorilor discrete ale potenţialului în nodurile din afara frontierei cu condiţii de tip Dirichlet. 


Cu aceste precizări, formularea slabă a metodei elementelor finite în varianta Galerkin este: să se determine setul discret de valori  
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  ale potenţialului, care satisfac sistemul de ecuaţii 
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Liniaritatea operatorilor integrali şi diferenţiali permite rescrierea acestor ecuaţii sub forma 
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Apoi, transferând în membrul stâng suma ce aproximează partea  X0  a soluţiei şi observând că  X = X0 + x , se ajunge la forma generală finală ale ecuaţiilor metodei elementelor finite în varianta Galerkin, 
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unde necunoscute sunt numai valorile  
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  ale potenţialului, celelalte valori  
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  fiind impuse prin condiţiile de frontieră esenţiale, de tip Dirichlet.  

Se poate observa că ecuaţiile obţinute evidenţiază deosebirea dintre condiţiile de frontieră esenţiale (de tip Dirichlet) şi condiţiile de frontieră naturale (de tip Neumann): în aceste ecuaţii sunt automat luate în considerare condiţiile de frontieră naturale (prin ultimul termen din membrul drept) precum şi condiţiile la interfaţă (incluseîn primul termen din membrul drept). 

Ca rezultat al acestei etape este astfel obţinut un sistem de ecuaţii algebrice pentru variabilele nodale corespunzătoare necunoscutei intermediare şi discretizării adoptate. Într-adevăr, deoarece funcţiile de interpolare  (i , aceleaşi cu cele de coordonate în metoda Galerkin abordată, sunt date ca fiind asociate discretizării domeniului spaţial, mărimile 
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sunt independente de potenţialul a cărui repartiţie este caracterizată prin valorile nodale  Xi ; ca urmare, acestea din urmă rezultă ca soluţie a sistemului de ecuaţii algebrice 
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(e)  Rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice pentru variabilele nodale ale problemei aproximative este efectuată folosind un algoritm adecvat, implementat într-un aşa numit solver, furnizat deobicei într-un pachet de programe dedicat soluţionării unor asemenea sisteme de ecuaţii. 


În cazul, mai complicat, al unor probleme de câmp electric/magnetic în medii neliniare, unde parametrii constitutivi (care afectează coeficienţii ecuaţiilor) depind de valorile necunoscutei, trebuie în plus adoptate metode şi algoritmi adecvaţi rezolvării unor sisteme de ecuaţii algebrice neliniare.    


Ca rezultat al parcurgerii acestei etape sunt obţinute valorile nodale ale necunoscutei intermediare folosite. 


(f)  Etapa finală o constituie postprocesarea valorilor nodale obţinute pentru a  determina obiectivele de interes în problema studiată. 


Postprocesarea poate implica, de exemplu, reprezentarea soluţiei – pentru variabila intermediară sau pentru mărimile de câmp electric/magnetic – într-un mod adecvat unei interacţiuni prietenoase cu utilizatorul. Aceasta implică interpolarea valorilor necunoscutei intermediare şi a celor primare în orice punct al domeniului, construirea şi reprezentarea grafică a curbelor de nivel ale variabilelor scalare (sau ale unor caracteristici scalare – de exemplu, modulul intensităţii sau inducţiei câmpului) sau reprezentarea grafică a liniilor de câmp sau numai a vectorilor intensitatea/inducţia câmpului electric/magnetic în puncte desemnate ale domeniului. 


Postprocesarea mai poate implica şi calculul unor mărimi integrale specificate, referitoare la anumite subdomenii (curbe, suprafeţe, subdomenii) stabilite de utilizator. Adesea asemenea calcule pot presupune, în prealabil, determinarea unor mărimi locale (de exemplu – densitate de volum a energiei sau puterii electromagnetice) derivate direct sau indirect din valorile nodale ale variabilei intermediare folosite. Determinarea unor mărimi energetice sau mecanice (forţe, cupluri) referitoare la subdomenii indicate de utilizator poate folosi diferite metode de calcul al acestor mărimi. 


În cele ce urmează vor fi abordaţi în principal algoritmii de construire a ecuaţiilor discretizate ale problemei de câmp electric/magnetic pentru cele mai simple aproximări prin elemente finite, în probleme bidimensionale. Ecuaţiile care descriu câmpul electrostatic ori câmpul magnetic staţionar sunt ecuaţii cu derivate parţiale de tip eliptic; în termenii potenţialelor adecvate ele sunt ecuaţii de tip Poisson (generalizate – eventual vectoriale). Asemenea ecuaţii pot fi apoi extinse, prin analogii evidente, pentru câmpul magnetostatic ori câmpul electrocinetic pseudostaţionar ori chiar pentru câmpul termic staţionar. 

7.2.  Problema bidimensională a câmpului electrostatic 


Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu  S(  mărginit de conturul  (  în planul  Oxy  (fig.7.1). Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z , astfel încât problema este bidimensională;  notând 
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în condiţiile unor date de forma 
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Ecuaţiile problemei, 



[image: image47.wmf]p

V

P

E

D

      

      

D

      

      

E

+

=

=

=

e

r

,

div

,

0

rot

   , 

sunt abordate folosind ca necunoscută intermediară potenţialul electric scalar, astfel încât 
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iar ecuaţia cu derivate parţiale de rezolvat este 
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unde s-a notat 
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Ecuaţiile la interfeţe  S12 , având ca urmă în planul  Oxy  curbe  C12 , pot fi exprimate ca 
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unde s-a notat 
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În fine, condiţiile de frontieră ale problemei sunt considerate de tipurile 
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pentru o partiţie a frontierei  (  de tipul 
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      Fig. 7.1. 


Este folosită formularea slabă a problemei potenţialului electrostatic  V(x,y) ; fie astfel  V0(x,y)  o funcţie derivabilă (pe porţiuni), de pătrat integrabil împreună cu derivatele pe domeniul  S( , care satisface condiţia de frontieră esenţială (de tip Dirichlet), 
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Soluţia este căutată sub forma  
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 , unde componenta rămasă  v  satisface ecuaţia slabă 
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pentru orice funcţie  U(x,y)  derivabilă (pe porţiuni), de pătrat integrabil împreună cu derivatele pe domeniul  S( , care satisface o condiţie de tip Dirichlet omogenă (nulă). 


Pentru un domeniu bidimensional de formă arbitrară reţeaua de discretizare este reprezentată de o acoperire cu elemente finite triunghiulare  
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     Fig. 7.2. 


În cazul utilizării unei aproximări liniare pe porţiuni – elemente finite liniare – vârfurile elementelor finite triunghiulare sunt chiar nodurile reţelei de discretizare. Ele sunt numerotate cu un indice,  
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 , într-o ordine corespunzătoare parcurgerii domeniului  S(  mai întâi după direcţia cu mai puţine noduri şi apoi în direcţia – aproximativ normală – cu mai multe noduri (fig.7.2). În cazul utilizării unei aproximări pătratice pe porţiuni – elemente finite pătratice – nodurile reţelei de discretizare sunt vârfurile elementelor triunghiulare împreună cu punctele mediane ale laturilor acestor elemente finite. Numerotarea acestor noduri tot cu un singur indice este efectuată conform aceluiaşi criteriu ca în cazul elementelor finite liniare; totuşi, în prezentarea algoritmilor de construcţie a ecuaţiilor metodei elementelor finite, este folosită notaţia  Aij  pentru un nod median al laturii delimitate de vârfurile  Ai  şi  Aj . 


Discretizarea problemei câmpului electrostatic bidimensional, în formularea integro–diferenţială a elementelor finite în abordarea Galerkin, constă în esenţă în a folosi aceleaşi funcţii – funcţii polinomiale definite pe elementele finite – atât drept funcţii de interpolare (de formă) cât şi ca funcţii de coordonate (de test). Mai precis, o asemenea funcţie polinomială ataşată unui nod  i  este definită, pe fiecare element finit  e  (local), prin valoarea unitară în nodul  i  şi valori nule în toate celelalte noduri ale elementului considerat, 
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Corespunzător, funcţia polinomială globală ataşată unui nod  i  este definită prin reuniunea funcţiilor polinomiale locale ale căror suporturi (elemente finite) au în comun nodul  i , astfel încât 
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În aceste condiţii, funcţiile care aproximează distribuţia potenţialului sunt construite drept combinaţii liniare ale funcţiilor polinomiale globale. Cea mai simplă alegere pentru funcţia particulară ce aproximează condiţiile de frontieră esenţiale este aceea care reţine drept suport al acesteia mulţimea elementelor finite ce au măcar un nod pe frontiera cu condiţie de tip Dirichlet, 
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şi care ia în aceste noduri valoarea impusă prin condiţia de frontieră, 
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astfel încât 
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Similar, notând prin 
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valorile necunoscute ale potenţialului în nodurile  
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 , partea rămasă a soluţiei căutate este aproximată drept 



[image: image74.wmf](

)

(

)

å

Î

=

D

i

i

i

V

v

I

I

\

r

r

f

   . 


Conform ideii aproximării Galerkin, funcţiile de coordonate (de test) sunt aceleaşi funcţii polnomiale globale, 



[image: image75.wmf]{

}

{

}

D

j

j

U

I

I

\

Î

Þ

f

      

      

   . 

În consecinţă, soluţia aproximativă a potenţialului electrostatic este căutată sub forma  
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 , unde componenta rămasă  v  satisface setul de ecuaţii slabe 
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Se poate observa că, transferând în membrul stâng ultimul termen din membrul drept al ecuaţiilor, se ajunge la o formă compactă a sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite pentru determinarea câmpului electrostatic bidimensional, 
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Această formă corespunde exact recompunerii  
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 : cu alte cuvinte, de la bun început, aproximarea polinomială pe porţiuni a potenţialului în termenii elementelor finite poate fi exprimată prin compunerea componentelor  V0  şi  v , ecuaţiile metodei rămânând a fi folosite pentru determinarea doar aceasteia din urmă. 


În sistemul ecuaţiilor slabe ale metodei elementelor finite este apoi exploatată liniaritatea operatorului  grad  şi a operatorului integral din membrul stâng, 
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unde s-a notat 
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Similar, în membrul drept al ecuaţiilor slabe ale sistemului metodei elementelor finite se poate nota 
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Calculul matricilor sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite (matricea coeficienţilor  aij  şi vectorul termenilor liberi  bj)  este simplificat dacă se ţine seama de avantajul important al metodei: funcţiile polinomiale pe porţiuni  (i , ale aproximării globale folosite în ecuaţii, au un suport considerabil mai mic decât întreg domeniul  S(  – reuniunea elementelor finite ce au în comun nodul  i  căruia îi este ataşată funcţia,    
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În consecinţă, calculul coeficienţilor sistemului de ecuaţii este simplificat la 
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iar calculul termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii este simplificat la 
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O observaţie imediată este utilă în calculul coeficienţilor sistemului de ecuaţii: aceştia sunt simetrici, adică 
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Ecuaţiile metodei elementelor finite pentru potenţialul electrostatic scalar se reduc astfel la sistemul de ecuaţii algebrice 
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pentru determinarea necunoscutelor  
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Odată rezolvat sistemul de ecuaţii şi determinate potenţialele nodale 
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 , permit determinarea potenţialului în orice punct din domeniu, prin interpolarea polinomială pe porţiuni asociată elementelor finite folosite.   


Expunerea generală de mai sus poate fi acum particularizată pentru cele mai simple variante de aproximări polinomiale pe porţiuni. 


În cazul în care sunt folosite elemente finite liniare, fie  Ai , Aj , Ak  nodurile– vârfuri ale elementului finit triunghiular  
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 , numerotate în ordinea parcurgerii conturului triunghiului în sensul asociat după regula mâinii drepte sensului axei  Oz  (fig.7.3). Conform celor prezentate în secţiunea 4.6, funcţia de interpolare liniară locală pe elementul finit  
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identică coordonatei baricentrice (ariale) asociată acestui vârf  în elementul considerat, 
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sunt, respectiv, aria triunghiului 
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Calculul coeficienţilor sistemului de ecuaţii este efectuat ţinând mai întâi seama de faptul că într-o problemă bidimensională  
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Pentru coeficienţii termenilor nediagonali  aij  trebuie apoi luat în considerare faptul că intersecţia suporturilor funcţiilor de aproximare liniară  (i  şi  (j  este, în general, constituită din cele două elemente finite  e  şi  f  ce au în comun latura  [AiAj] , ca în fig.7.4. Atunci, pentru contribuţia elementului  
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se calculează imediat 
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similar, deoarece, aşa cum se poate calcula imediat, 
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 Fig. 7.3. 




 Fig. 7.4. 

Pentru contribuţia elementului  
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 , unde numerotarea nodurilor–vârfuri se face după aceeaşi regulă generală, în mod analog  
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dau, respectiv, contribuţiile 
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Atunci coeficientul  aij  din sistemul de ecuaţii algebrice al metodei elementelor finite liniare este 
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unde sumarea este redusă la singurele elemente finite care au în comun latura  [AiAj] . Se observă că, în definitiv, rămân de calculat efectiv doar integralele parametrului constitutiv  (  pe elementele finite, şi aceasta numai în cazul mediilor neomogene, când  ( = ((r) . 


Pentru coeficienţii termenilor diagonali  aii  trebuie luat în considerare doar suportul funcţiei de aproximare liniară  (i , constituit din toate elementele finite  e  care au în comun nodul  i  (suprafaţa haşurată orizontal în fig.7.5). Atunci contribuţia elementului  
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           Fig. 7.5. 
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În consecinţă, 
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Integrala parametrului constitutiv  ((r)  pe fiecare element finit este în general aproximată prin una din formulele de integrare aproximativă prezentate în secţiunea 4.8. Cea mai grosieră aproximare, rezonabilă în cazul unei variaţii nesemnificative a integrandului pe domeniul de integrare, este considerarea unei valori constante a parametrului, egală celei dintr-un punct central – deobicei centrul de greutate al triunghiului – astfel încât 
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În această aproximaţie, coeficienţii sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite liniare capătă expresiile 
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O variantă mai precisă este aceea care aproximează liniar variaţia parametrului constitutiv, 
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Se obţine, astfel, 
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unde au fost folosite formulele de integrare Holland–Bell, 
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În această aproximaţie, coeficienţii sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite liniare capătă expresiile 
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În fine, pentru calcule încă mai precise, pot fi folosite şi formule de integrare de tip Gauss, discutate în secţiunea 4.8. 


Calculul termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite, 


[image: image148.wmf](

)

(

)

(

)

-

+

+

=

ò

ò

ò

D

C

j

C

j

S

j

j

dr

g

dr

dS

b

r

r

r

f

e

f

s

f

r

G

 

     
[image: image149.wmf](

)

D

i

S

j

i

i

j

dS

f

D

I

I

I

I

\

,

\

Î

×

-

å

ò

Î

      

      

G

f

f

e

grad

grad

r

   ,

implică efectuarea unor integrale de suprafaţă şi a unor integrale de contur. 


Prima integrală, de suprafaţă, poate fi tratată oarecum similar celei de mai sus, referitoare la parametrul constitutiv  ( . În aproximarea grosieră, constantă, a densităţii de volum (totale) a sarcinii electrice  
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În varianta mai precisă, care aproximează liniar variaţia densităţii volumice de sarcină electrică în termenii valorilor sale nodale,
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se obţine 
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Al doilea termen din expresia termenului liber  bj  este o integrală de linie, pe curba  C  care reprezintă urma în planul  Oxy  a unei suprafeţe încărcate cu densitatea superficială (totală)  (  a sarcinii electrice. În calculul unor asemenea integrale de suprafaţă este utilă varianta corespunzătoare a formulei de integrare Holland–Bell,  
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  este lungimea laturii  
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  a unui element finit. În aproximarea grosieră, constantă pe fiecare latură a elementului finit, a densităţii superficiale (totale) a sarcinii electrice  
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, considerând, de exemplu, media aritmetică a valorilor din nodurile extreme, se obţine 
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În varianta mai precisă, care aproximează liniar variaţia densităţii superficiale de sarcină electrică în termenii valorilor sale nodale, 
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se obţine, mai întâi, 
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astfel încât 
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Al treilea termen din expresia termenului liber  bj , care este o integrală de linie pe urma  CD  în planul  Oxy  a părţii de frontieră pe care sunt date condiţii de frontieră de tip Neumann, se calculează similar termenului precedent. În aproximarea grosieră, constantă pe fiecare latură a elementului finit, a produsului  
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, considerând, ca mai sus, media aritmetică a valorilor din nodurile extreme, se obţine 
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În varianta mai precisă, care aproximează liniar variaţia produsului  
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se obţine, similar, 
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În fine, ultimul termen din expresia termenului liber  bj  este o sumă de termeni asemănători celor discutaţi în legătură cu calculul coeficienţilor  aij  şi, evident, se calculează asemănător acelora. 


Desigur, şi pentru calculul integralelor ce apar în expresia termenilor liberi pot fi folosite formule adecvate de aproximare de tip Gauss. 

În cazul în care sunt folosite elemente finite pătratice, fie  Ai , Aj , Ak  nodurile– vârfuri ale elementului finit triunghiular  
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 , numerotate în ordinea parcurgerii conturului triunghiului în sensul asociat după regula mâinii drepte sensului axei  Oz  şi fie Aij , Ajk , Aki punctele mediane ale laturilor elementului finit (fig.7.6). În termenii coordonatelor baricentrice  (i  amintite mai sus, conform celor prezentate în secţiunea 4.6, funcţia de interpolare pătratică locală pe elementul finit  
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iar cea asociată nodului – punct median  ij  este 
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Pentru simplificarea prezentării va fi păstrată această desemnare, cu unu sau doi indici pentru noduri–vârfuri, respectiv noduri–puncte mediane, şi similar pentru funcţiile de aproximare asociate. Conform acestei convenţii, soluţia aproximativă este căutată sub forma 
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Fig. 7.6. 
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  sunt valorile cunoscute ale potenţialului în nodurile de pe partea frontierei cu condiţie de frontieră de tip Dirichlet, iar potenţialele nodale necunoscute 
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  în restul reţelei de discretizare sunt determinate din condiţia satisfacerii sistemului de ecuaţii slabe rescrise sub forma 
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Gradienţii funcţiilor de aproximare pătratică de aceste tipuri, care intră în exprimarea coeficienţilor sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite, sunt 
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Coeficienţii sistemului de ecuaţii sunt calculaţi în maniera folosită mai sus, pentru cazul elementelor finite liniare. Păstrând, pentru simplitatea calculelor, notaţia cu doi indici pentru nodurile–punct median, trebuie însă ţinut seama de faptul că există acum două tipuri de termeni diagonali, notaţi  ai,i  şi  aij,ij  şi, de asemenea, mai multe tipuri de termeni nediagonali, notaţi  ai,j  (sau  ai,k) , ai,ij  (sau  ai,ki) , ai,jk , aij,i  (sau  aij,j) , aij,k , aij,jk  (sau  aij,ki), cu variantele determinate de ordonarea nodurilor în elementul finit considerat. 
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   Fig. 7.7. 



           Fig. 7.8. 


Pentru coeficienţii termenilor nediagonali  ai,j  trebuie luat în considerare faptul că intersecţia suporturilor funcţiilor de aproximare pătratică  (i  şi  (j  este, în general, constituită din cele două elemente finite  e  şi  f  ce au în comun latura  [AiAj] , ca în fig.7.7. Atunci contribuţia elementelor  
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Similar, pentru coeficienţii termenilor nediagonali  ai,ij  trebuie luat în considerare faptul că intersecţia suporturilor funcţiilor de aproximare pătratică  (i  şi  (ij  este, în general, constituită tot din cele două elemente finite  e  şi  f  care au în comun latura  [AiAj] , ca în fig.7.8. Atunci contribuţia elementelor  
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În mod analog, pentru coeficienţii termenilor nediagonali  ai,jk  trebuie luat în considerare faptul că intersecţia suporturilor funcţiilor de aproximare pătratică  (i  şi  (jk  este constituită numai din elementul finit  e  căruia îi aparţin vârful  i  şi latura  [AjAk] , ca în fig.7.9. Atunci contribuţia acestui element  
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 Fig. 7.9. 



          Fig. 7.10. 


Pentru coeficienţii termenilor nediagonali de tipul  aij,i  trebuie luat în considerare faptul că intersecţia suporturilor funcţiilor de aproximare pătratică  (ij  şi  (i  este constituită din cele două elemente finite  e  şi  f  care au în comun latura  [AiAj] , ca în fig.7.10. Atunci contribuţia elementelor  
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Prin simplă comparaţie se verifică imediat relaţia de simetrie  aij,i = ai,ij . 
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          Fig. 7.11.  



      Fig. 7.12. 


Apoi, pentru coeficienţii termenilor nediagonali  aij,k  trebuie luat în considerare faptul că intersecţia suporturilor funcţiilor de aproximare pătratică  (ij  şi  (k  este constituită numai din elementul finit  e  căruia îi aparţin vârful  k  şi latura  [AiAj] , ca în fig.7.11. Atunci contribuţia acestui element  
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Simple permutări circulare ale indicilor şi o comparaţie permit să se verifice şi aici relaţia de simetrie  ai,jk = ajk,i  (sau  ak,ij = aij,k) . 


În fine, pentru coeficienţii termenilor nediagonali de tipul  aij,jk  trebuie luat în considerare faptul că intersecţia suporturilor funcţiilor de aproximare pătratică  (ij  şi  (jk  este constituită tot numai din elementul finit  e  căruia îi aparţin latura  [AiAj]  şi latura  [AjAk] , ca în fig.7.12. Atunci contribuţia acestui element  
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         Fig. 7.13. 



      Fig. 7.14. 


Pentru calculul coeficienţilor termenilor diagonali de tipul  ai,i  trebuie luat în considerare doar suportul funcţiei de aproximare liniară  (i , constituit din toate elementele finite  e  care au în comun nodul  i , cum este, de exemplu, domeniul haşurat orizontal în fig.7.13. Atunci contribuţia elementului  
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Similar, pentru calculul coeficienţilor termenilor diagonali de tipul  aij,ij  trebuie luat în considerare suportul funcţiei de aproximare liniară  (ij , constituit doar din elementele finite  e  şi  f  care au în comun latura  [AiAj] , cum este, de exemplu, domeniul haşurat vertical în fig.7.14. Atunci contribuţia elementelor  
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Aproximarea integralelor rămase depinde de dependenţa de poziţie asumată pentru parametrul constitutiv  ((r) . 


Cazul cel mai simplu este acela în care parametrul constitutiv  (  este constant pe porţiuni (elemente finite) sau are o variaţie cu poziţia suficient de lentă pentru a putea fi aproximat prin valoarea sa într-un punct al elementului finit – deobicei valoarea sa în centrul de greutate al triunghiului, 
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Apelând la formula de integrare Holland–Bell, 
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se calculează simplu 
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Corespunzător acestor rezultate, valorile coeficienţilor sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite sunt 
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Este uşor de observat satisfacerea relaţiilor de simetrie de tipul 
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în particular, se observă că valoarea coeficienţilor de tipurile  ai,jk  sau  aij,k  este zero. 


Un caz mai complicat este acela în care parametrul constitutiv  (  este aproximat liniar pe porţiuni (elemente finite), în termenii valorilor sale în nodurile–vârf, 
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Cu ajutorul aceleiaşi formule de integrare Holland–Bell se calculează 
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Corespunzător acestor rezultate, valorile coeficienţilor sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite sunt 
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Este uşor de observat şi aici satisfacerea relaţiilor de simetrie de tipul 
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Calculul termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite, 
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pentru orice  
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 , implică efectuarea unor integrale de suprafaţă şi a unor integrale de contur. 


Primele integrale, de suprafaţă, pot fi tratate oarecum similar celor de mai sus, referitoare la parametrul constitutiv  ( , sau celor analizate în cazul elementelor finite liniare. 

În aproximarea grosieră, constantă, a densităţii de volum (totale) a sarcinii electrice  
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, considerând ca deobicei valoarea din centrul de greutate al triunghiului, s-ar obţine 
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unde s-a presupus calculul ca efectuat pentru indici cărora le corespunde un suport nevid al integrandului. 

Rezultatul primei integrale pare absurd din punct de vedere fizic: în unele situaţii, repartiţia volumică a sarcinii electrice nu ar avea nici un efect asupra potenţialului electrostatic. Deaceea poate fi considerată necesară abordarea variantei mai precise, care aproximează liniar variaţia densităţii volumice de sarcină electrică în termenii valorilor sale nodale, 
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pentru care se obţine 
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În fine, pentru varianta încă mai precisă, care aproximează pătratic variaţia densităţii volumice de sarcină electrică în termenii valorilor sale nodale, 
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Desigur, şi în acest caz pot fi folosite formule de integrare aproximativă de tip Gauss pentru calculul contribuţiei repartiţiei volumice de sarcină la termenii liberi. 


Următoarele integrale din expresia termenilor liberi  bj , bjk  sunt integrale de linie, pe curba  C  care reprezintă urma în planul  Oxy  a unei suprafeţe încărcate cu densitatea superficială (totală)  (  a sarcinii electrice, şi pot fi calculate folosind varianta corespunzătoare a formulei de integrare Holland–Bell,  
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În aproximarea grosieră, constantă pe fiecare latură a elementului finit, a densităţii superficiale (totale) a sarcinii electrice  
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Apoi, numai pentru puncte mediane de pe curba  C , adică indici dubli de tipul  kl = ij , 
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În varianta mai precisă, care aproximează liniar variaţia densităţii superficiale de sarcină electrică în termenii valorilor sale nodale, 
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se obţine mai întâi, de exemplu pentru  k ( j , 
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Similar, pentru  kl ( ij , adică pentru puncte mediane de pe curba  C ,  
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În fine, pentru varianta încă mai precisă, care aproximează pătratic variaţia densităţii superficiale de sarcină electrică în termenii valorilor sale nodale, 
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se obţine mai întâi, de exemplu pentru  k ( j , 
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Similar, pentru  kl ( ij , 
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Al treilea termen din expresia termenilor liberi  bk , bkl , este o integrală de linie pe urma  CD  în planul  Oxy  a părţii de frontieră pe care sunt date condiţii de frontieră de tip Neumann şi se calculează similar termenului precedent. 

În aproximarea grosieră a produsului  
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, constantă pe fiecare latură a elementului finit, considerând, ca mai sus, media aritmetică a valorilor din nodurile extreme, se obţine pentru puncte pe curba  CD , adică pentru  k = j , 
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iar pentru puncte mediane pe curba  CD , adică pentru  kl = ij , 
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În varianta mai precisă, care aproximează liniar variaţia produsului  
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  în termenii valorilor sale nodale, 
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se obţine, similar, pentru puncte de pe curba  CD  de tipul  k = j , 
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iar pentru puncte mediane de pe curba  CD , de tipul  kl = ij , 


[image: image442.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

[

]

@

@

å

ò

ò

Ì

D

j

i

j

i

D

C

A

A

A

A

ij

C

kl

dr

g

dr

g

r

r

r

r

f

e

f

e

 


[image: image443.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

[

]

@

×

+

×

@

å

ò

Ì

D

j

i

j

i

C

A

A

A

A

j

i

j

j

i

i

dr

g

g

r

r

r

r

l

l

l

e

l

e

4

 


[image: image444.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

å

Ì

-

+

-

+

=

D

j

i

C

A

A

j

i

j

i

j

i

y

y

x

x

g

g

2

2

3

e

e

   . 

În fine, pentru varianta încă mai precisă, care aproximează pătratic variaţia produsului  
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  în termenii valorilor sale nodale, 
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se obţine, pentru  k ( j , de exemplu, 
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Similar, pentru  kl ( ij , se ajunge la 



[image: image453.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

[

]

=

@

å

ò

ò

Ì

D

j

i

j

i

D

C

A

A

A

A

ij

C

kl

dr

g

dr

g

r

r

r

r

f

e

f

e

 


[image: image454.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

[

]

=

-

+

+

-

@

ò

j

i

A

A

j

i

j

j

j

j

i

ij

i

i

i

dr

g

g

g

l

l

l

l

e

l

l

e

l

l

e

4

2

4

2

2

2

 


[image: image455.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

å

Ì

-

+

-

+

+

=

C

A

A

j

i

j

i

j

ij

i

j

i

y

y

x

x

g

g

g

2

2

15

8

e

e

e

   . 

În toate cazurile discutate pot fi folosite, desigur, şi formule de integrare aproximativă de tip Gauss pentru calculul contribuţiei integralelor de linie la termenii liberi. 


În fine, ultimul termen din expresia termenilor liberi  bk , bkl , este o sumă de termeni asemănători celor discutaţi în legătură cu calculul coeficienţilor  aij  şi, evident, se calculează asemănător acelora.  


Adoptând una sau alta dintre din variantele discutate mai sus privind discretizarea ecuaţiilor câmpului electrostatic corespunzător diferitelor tipuri de aproximări polinomiale pe porţiuni (de elemente finite), algoritmul rezolvării unei probleme bidimensionale de câmp electrostatic prin metoda elementelor finite este prezentat, în mare, în cele ce urmează. 

În esenţă, algoritmului urmăreşte construirea şi apoi rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice 
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reprezentând ecuaţiile discretizate ale problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, unde  V  este vectorul (matricea coloană) a potenţialelor nodale necunoscute,  A  este matricea (pătrată a) coeficienţilor ecuaţiilor discretizate, iar  B  este vectorul (matricea coloană a) termenilor liberi (date ale problemei).  

(0)  Date: Domeniul de interes este acum o regiune mărginită din plan,  r ( S( . O menţiune specială trebuie făcută în cazul unor probleme definite pe domenii nemărginite: întrucât nu se poate opera cu o infinitate de valori – aceasta contrazice, de altfel, chiar ideea calculului numeric – un domeniu de interes nemărginit este întotdeauna trunchiat la un domeniu de calcul mărginit, admiţând condiţii de frontieră rezonabile pe frontierele nou introduse. Sunt precizate variaţia permitivităţii  (  cu poziţia şi repartiţiile surselor  (V , (S , Pp  în domeniu, precum şi condiţiile de frontieră pe partiţia  {CV,CD}  a frontierei  ( , 
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       Necunoscuta intermediară este mulţimea finită a valorilor potenţialului electric în mulţimea finită a nodurilor reţelei de discretizare din afara frontierei cu condiţii de tip Dirichlet. 

(1)  Preprocesare: 

(1.1)  Construirea reţelei de discretizare, prin triangularizarea domeniului problemei (acoperirea acestuia cu elemente finite triunghiulare). Reţeaua de discretizare este definită prin mulţimea nodurilor–vârf  
[image: image459.wmf]{
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 , mulţimea laturilor  
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  şi mulţimea elementelor finite  
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 ,  unde  I  este mulţimea indicilor nodurilor, identică mulţimii indicilor nodurilor–vârf  V  în cazul elementelor finite liniare, sau incluzând şi mulţimea nodurilor–punct median  M , în cazul elementelor finite pătratice. Elementele finite trebuie construite astfel încât reuniunea lor să acopere cât mai complet domeniul de definiţie a problemei, fără goluri între elementele finite şi astfel încât două elemente diferite să aibă în comun cel mult un vârf sau o latură. 

Comentariu: Reţeaua de discretizare poate fi construită relativ simplu doar atunci când domeniul de interes ca şi subdomeniile sale (de repartiţie a surselor sau de netezime a permitivităţii) sunt separate prin linii poligonale. În acest caz este în principiu posibilă o discretizare care să plaseze nodurile pe frontierele domeniului şi subdomeniilor. În cazul curent însă, când domeniul şi subdomeniile de interes au frontiere curbe, acestea sunt aproximate prin linii poligonale cât mai apropiate de frontierele reale, deobicei cu nodurile–vârf plasate chiar pe aceste frontiere. Punctele ce separă o parte de frontieră cu condiţie de tip Dirichlet de o parte de frontieră cu condiţie de tip Neumann trebuie neapărat alese ca noduri–vârf ale discretizării. Discretizarea trebuie să asigure micşorarea dimensiunilor elementelor finite, deci îndesirea nodurilor, în regiunile de interes special şi în regiunile unde este de aşteptat o variaţie pronunţată a potenţialului. 

(1.2)  Numerotarea nodurilor astfel încât lăţimea benzii matricii (coeficienţilor) sistemului de ecuaţii să fie minimă. Numerotarea nodurilor poate rezulta implicit din ordinea în care apar în tabelul coordonatelor acestora, 
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Comentariu: Discretizarea domeniului de interes prin triangularizare (acoperire de triunghiuri) implică o numerotare primară, care este cea a nodurilor–vârf. Această numerotare a nodurilor este singura de considerat în cazul cel mai întâlnit, în care sunt utilizate elemente finite liniare. În cazul utilizării elementelor finite pătratice este necesară o numerotare secundară, care să includă şi numerotarea nodurilor–punct median: deşi desemnate prin doi indici (referitori la latura pe care o împart în două) în prezentarea anterioară, aceste noduri trebuie numerotate tot cu câte un indice, deobicei intermediar între indicii nodurilor–vârf proxime, pentru a fi utilizat în construirea sistemului de ecuaţii cu matrice bandă de lăţime minimă. Metoda de renumerotare/intercalare  cea mai comodă pentru aplicarea imediată a relaţiilor discutate anterior constă în construirea unei matrici (tabel) de corespondenţă între cele două numerotări,  R , care să funcţioneze ca interfaţă între ansamblul formulelor exprimate în termenii a unu sau doi indici nodali şi ansamblul valorilor potenţialelor nodale exprimate în termenii unui singur indice nodal. 

Pentru satisfacerea condiţiei de lăţime de bandă minimă a matricii sistemului algebric rezultat, trebuie pornit de la faptul că în ecuaţia discretizată referitoare la fiecare nod interior sau de frontieră apar potenţialul nodului considerat şi potenţialele nodurilor imediat vecine: nodurile din elementele ce au vârf comun în nodul asociat ecuaţiei discutate – dacă este vorba despre un nod–vârf – sau nodurile din elementele ce au ca latură comună cea pe care este plasat nodul asociat ecuaţiei discutate – dacă este vorba despre un nod–punct median. Aceasta înseamnă că în matricea coeficienţilor necunoscutelor sunt nenuli cel mult cei corespunzători acestor potenţiale: în cazul elementelor finite liniare ecuaţia referitoare la fiecare nod include  p = e + 1  potenţiale (unde  e  este numărul de elemente finite ce au vârful comun în nodul considerat, ca în fig.7.15.a), în timp ce în cazul elementelor finite pătratice ecuaţia referitoare la fiecare nod–vârf include cel mult  p = 3 e + 1  potenţiale (unde  e  este numărul de elemente finite ce au vârful comun în nodul considerat, ca în fig.7.15.b), iar ecuaţia referitoare la fiecare nod–punct median include cel mult  p = 8 + 1  potenţiale (fig.7.15.c). Operarea cu matricea sistemului este uşurată atunci când coeficienţii nenuli sunt grupaţi cât mai apropiat, într-o structura de matrice bandă de lăţime minimă (adică prezentând pe fiecare linie un număr minim de coeficienţi între primul şi ultimul coeficient nenul). Este deaceea indicat ca numerotarea cu un singur indice a nodurilor interioare şi de frontieră să se efectueze succesiv, mai întâi de-a lungul direcţiei de lăţime (în termen de număr de noduri) minimă, trecând apoi succesiv la următoarele drepte ale reţelei în direcţia de lăţime maximă (vezi mai sus, fig.7.2). 
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 Fig. 7.15. 

(1.3)  Construirea tabelelor de relaţii topologice, care indică apartenenţa nodurilor şi laturilor la elemente; spre exemplu, asemenea tabele pot fi concentrate într-unul, 
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unde elementele  
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  sunt numerotate implicit prin ordinea apariţiei în tabel, nodurile–vârf  i , j , k  ale elementului  e  sunt ordonate astfel încât frontiera elementului finit este parcursă în sensul asociat după regula mâinii drepte sensului axei Oz , iar laturile sunt implicit definite drept  
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 , ceea ce indică, de asemenea implicit, şi nodurile–punct median. 

Pentru uşurarea calculului coeficienţilor şi termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite poate fi utilă construirea matricii (structurii) conexiunilor suporturilor funcţiilor de formă/test. Aceasta este mulţimea 
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a indicilor elementelor ce au în comun câte un nod, în ordinea acestora din urmă. 

(1.4)  Construirea tabelelor de indici de exceptie: 

D – vectorul indicilor nodurilor cu condiţie de frontieră de tip  Dirichlet; 

N – vectorul indicilor nodurilor cu condiţie de frontieră de tip  Neumann; 

Q – vectorii indicilor nodurilor cu repartiţie superficială a sarcinii electrice; 

Comentariu: Punctele ce separă o parte de frontieră cu condiţie de frontieră tip Dirichlet de o parte de frontieră cu condiţie de frontieră de tip Neumann trebuie incluse în vectorul  D  şi, în funcţie de discretizarea aleasă pentru integrala de linie pe partea   CD  a frontierei care apare în termenii liberi, pot fi incluse şi în vectorul  N . 

(1.5)  Discretizarea condiţiilor de frontieră, prin construirea vectorilor: 


F – vectorul valorilor potenţialului în punctele frontierei de tip Dirichlet asociate nodurilor de frontieră de tip Dirichlet; 


G – vectorul valorilor derivatei după normală a potenţialului în punctele frontierei de tip Neumann asociate nodurilor de frontieră de tip Neumann; 


Comentariu: Valorile asociate condiţiilor de frontieră sunt obţinute direct pentru nodurile–vârf plasate pe frontierele respective; pentru nodurile–punct median pot fi considerate valorile asociate condiţiilor de frontieră din punctul median al arcului subîntins de latura respectivă. Perechile de vectori  D  şi  F , respectiv  N  şi  G , au evident aceleaşi dimensiuni. 


Tabelele  D  şi  F , respectiv  N  şi  G , pot fi asamblate în câte un tabel, de tipul  
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unde  ID  este mulţimea indicilor nodurilor de frontieră cu condiţie de tip Dirichlet, iar  IN  este mulţimea indicilor nodurilor de frontieră cu condiţie de tip Neumann. 

(1.6)  Discretizarea permitivităţii / surselor  este efectuată în acord cu maniera adoptată pentru aproximarea integralelor din expresia termenilor liberi: constant, liniar sau pătratic pe element/latură (ori corespunzător unei aproximări de tip Gauss): 


vectorul permitivităţii, 
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vectorul densităţii volumice a sarcinii electrice, 
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vectorul densităţii superficiale a sarcinii electrice, 
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unde  LS  este mulţimea indicilor laturilor cu încărcare electrică superficială care aproximează curba  C ; în particular, nodurile care delimitează aceste laturi sunt indicate de vectorul  Q  de la punctul  (1.4)  de mai sus. 

(2) Construirea matricii 
[image: image472.wmf][
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 a coeficienţilor sistemului de ecuaţii algebrice ale potenţialului electrostatic. 


Comentariu: Elementele matricii  A , numerotate în termenii indicilor secundari, sunt construite conform formulelor discutate anterior, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de tipul de nod abordat (nod interior sau nod de frontieră, nod–vârf sau nod–punct median în cazul elementelor finite pătratice). În această construcţie sunt folosite matricile/vectorii  NE , EN , D , N , E . 

(3)  Construirea vectorului  
[image: image473.wmf][
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  al termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii algebrice ale potenţialului electrostatic. 

Comentariu: Elementele vectorului  B , numerotate în termenii indicilor secundari, sunt de asemenea construite conform formulelor discutate anterior, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de tipul de nod abordat (interior sau de frontieră de tip Dirichlet ori Neumann, sau pe curbă cu repartiţie superficială a sarcinii electrice, nod–vârf sau nod–punct median în cazul elementelor finite pătratice). Referirea la permitivitatea şi la contribuţia surselor presupune, în afara considerării matricilor/vectorilor  NE , EN , D , N , Q , şi a matricilor/vectorilor  DF , NG , E , P , S . 

(4)  Asamblarea sistemului de ecuaţii algebrice   
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  ale potenţialului electrostatic şi rezolvarea lui pentru determinarea vectorului   
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  al valorilor nodale necunoscute ale acestuia. 

Comentariu: Etapa aceasta poate include eventuale condiţionări adecvate ale matricilor cu care se operează. 

(5)  Postprocesarea: Completarea vectorului  V  al valorilor nodale ale potenţialului cu valorile nodale  
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  corespunzătoare nodurilor de frontieră cu condiţie de tip Dirichlet, folosind matricea/vectorul  DF . 

Operaţii diverse asupra vectorului  
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  în scopul determinării mărimilor de interes pentru utilizator. 


Sunt de menţionat câteva completări şi extensiuni posibile ale discuţiei precedente. 


În cazul prezenţei unor conductoare interioare domeniului de interes  S( , aceste domenii  
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 sunt excluse din domeniu, frontiera lor  (s  fiind tratată drept frontieră a domeniului (fig.7.16). Condiţia de frontieră echivalentă trebuie impusă diferit după tipul condiţiei de unicitate asociată conductorului:  (1()  dacă este impus potenţialul  Vcond s  al conductorului  s , atunci discretizarea ecuaţiilor în nodurile de frontieră asociate frontierei  (s  foloseşte pur şi simplu aceeaşi valoare a condiţiei de frontieră, 
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în toate punctele acestei frontiere ;  (2()   dacă este impusă sarcina (lineică)  Qcond s  a conductorului  s , atunci discretizarea ecuaţiilor în nodurile de frontieră asociate frontierei  (s  foloseşte de asemenea aceeaşi valoare  
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, a potenţialului în toate aceste noduri; în plus, însă, trebuie impusă o condiţie globală asupra derivatei potenţialului după normală, dedusă din ecuaţia lui Gauss, 
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       Fig. 7.16. 




 Fig. 7.17. 

Discretizarea acestei condiţii globale constă în integrarea, pe coardele/laturile  
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  ale fiecărui element finit adiacent frontierei  (s  care aproximează arcele acesteia, a valorii aproximative a integranzilor de-a lungul acestor arce (fig.7.17). Normala  ns  la curba de integrare (orientată către interiorul domeniului de interes, deci către interiorul elementelor finite implicate) este atunci aproximată ca fiind constantă pe porţiuni – normala  nk  la laturile elementelor finite ce aproximează curba  (s . 


Fie considerat elementul finit  
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Normala la dreaptă are direcţia gradientului funcţiei de nivel asociate fascicolului de drepte de înclinare dată, iar sensul către interiorul elementului finit este asigurat de ordonarea capetelor laturii în sensul de parcurgere asociat după regula mâinii drepte sensului axei  Oz . În consecinţă, normala  nk  la latura  
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Pe de altă parte, potenţialul este aproximat în termenii elementelor finite, de exemplu drept 
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în fiecare element finit liniar sau 
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în fiecare element finit pătratic. Derivata potenţialului în raport cu normala interioară a elementului finit liniar  
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şi este constantă, deoarece gradientul fiecărei coordonate baricentrice este evident constant. Similar, derivata potenţialului în raport cu normala interioară a elementului finit pătratic  
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şi este acum dependentă de poziţia punctului considerat pe latura  
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Condiţia globală asupra derivatei după normală a potenţialului la suprafaţa conductorului interior  s  încărcat electric este aproximată în esenţă prin 
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La rândul lor, integranzii din aproximarea de mai sus pot fi aproximaţi drept constanţi, liniari sau pătratici pe porţiuni, în maniera folosită pentru aproximarea integralelor de linie din expresia termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite, prezentată anterior.  

Algoritmul schiţat anterior trebuie evident completat adecvat pentru tratarea acestor excepţii în etapele de preprocesare ca şi în cele de construire a matricii coeficienţilor şi a vectorului termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii discretizate. 

Metoda elementelor finite pentru problema electrostatică bidimensională poate fi formulată similar şi în termenii unor elemente finite patrulatere. De asemenea, pentru aproximarea mai bună a frontierelor şi a interfeţelor încărcate electric pot fi folosite elemente finite pseudo-triunghiulare, cu o latură  curbă. Deosebirile care apar, în rapoprt cu prezentarea de mai sus, se referă în special la expresiile funcţiilor de interpolare (de formă), care sunt folosite şi drept funcţii de aproximare (funcţii test) în varianta cea mai comună, de tip Galerkin, şi nu afectează în chip esenţial algoritmul prezentat anterior. Extinderea metodologiei şi algoritmului prezentat la probleme unidimensionale sau tri-dimensionale este, de asemenea, o chestiune simplă, de rutină. 


Pe de altă parte, metoda elementelor finite pentru problema bidimensională a câmpului electrostatic poate fi aplicată şi pentru a studia alte câmpuri statice sau staţionare pe baza analogiei câmpurilor corespunzătoare, studiate în termenii unui potenţial scalar (câmp magnetostatic, câmp electrocinetic pseudo-staţionar, sau chiar – de exemplu – câmp termic ori electrochimic staţionar).  


În fine, metoda prezentată poate trata şi condiţii de frontieră de tip mixt, 
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Într-adevăr, condiţia precedentă poate fi simplu reformulată în termenii unei condiţii de frontieră de tip Neumann modificate, 
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  este valoarea asociată condiţiei de tip Neumann  modificate în punctul  M  aparţinând părţii frontierei  (  cu o condiţie de frontieră de tip mixt. În algoritmul prezentat anterior un asemenea punct poate fi atunci tratat ca asociat unei condiţii de tip Neumann modificate, cu ajustarea corespunzătoare a câtorva etape. 


7.3.  Problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar 


Problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar abordată aici este o aşa numită problemă transversală, în care câmpul magnetic este normal direcţiei de-a lungul căreia nu există variaţie a structurii, datelor şi, deci, nici a câmpului magnetic. 


Fie de determinat câmpul magnetic staţionar într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu  S(  mărginit în planul  Oxy  (fig.7.18). Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z , astfel încât problema este bidimensională;  notând prin  
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în condiţiile unor date de forma 
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      Fig. 7.18. 

şi al unor condiţii de frontieră de tipurile 
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pentru o partiţie a frontierei  (  de tipul 
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şi pentru 
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Ecuaţiile problemei, 
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sunt abordate folosind ca necunoscută intermediară potenţialul magnetic vector, astfel încât 
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Ecuaţia cu derivate parţiale de rezolvat este 
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unde s-a notat 
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Ecuaţiile la interfeţe  S12 , având ca urmă în planul  Oxy  curbe  C12 , pot fi exprimate ca  
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Soluţia  A(r)  pentru potenţialul magnetic vector staţionar în domeniul  S( , cu condiţiile de frontieră echivalente 
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 , este căutată sub forma 
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unde  A0(r)  este o funcţie (vectorială) derivabilă pe  S( , de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale pe  S( , care satisface condiţia de frontieră de tip Dirichlet neomogenă, 
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iar  a(r) , corespunzătoare condiţiei de frontieră de tip Dirichlet omogene asociate, satisface, pentru orice funcţie  F  diferenţiabilă pe  S( , de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale pe  S( , şi cu componentă tangenţială nulă pe  CA , ecuatia slabă 
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 , iar  n12  este versorul normalei la suprafaţa  C  în planul  Oxy  dinspre subdomeniul  S1  către subdomeniul   S2 . 


Pentru domeniul bidimensional  S(  de formă arbitrară este construită reţeaua de discretizare, ca şi în cazul problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, reprezentată de o acoperire cu elemente finite triunghiulare  
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 . Mulţimea nodurilor–vârf coincide cu mulţimea nodurilor în cazul unei aproximări liniare pe porţiuni (elemente finite liniare) sau trebuie completată cu mulţimea nodurilor–punct median  
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 , în cazul unei aproximări pătratice pe porţiuni (elemente finite pătratice), etc. Nodurile reţelei de discretizare, de indici  
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 , sunt clasificate în noduri de frontieră, dintre care cei de indici  
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  sunt plasate pe partea  CA  a frontierei cu condiţie de tip Dirichlet, şi noduri interioare, dintre care unele sunt eventual plasate pe urma  C  a unor interfeţe cu pânză de curent. 


Discretizarea problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar transversal în formularea integro–diferenţială a elememtelor finite în abordarea Galerkin constă în esenţă în a folosi aceleaşi funcţii – funcţii polinomiale definite pe elementele finite – atât drept funcţii de interpolare (de formă) cât şi ca funcţii de coordonate (de test). În problema câmpului magnetic transversal, pentru care  
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 . Mai precis, folosind un singur indice pentru desemnarea acestora, o asemenea funcţie polinomială vectorială ataşată unui nod  i  este definită, pe fiecare element finit  e  (local), prin valoarea unitară a proiecţiei pe axa  Oz  în nodul  i  şi valori nule în toate celelalte noduri ale elementului considerat, 
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Corespunzător, funcţia polinomială vectorială globală ataşată unui nod  i  este definită prin reuniunea funcţiilor polinomiale locale ale căror suporturi (elemente finite) au în comun nodul  i , astfel încât 
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În aceste condiţii, funcţiile care aproximează distribuţia potenţialului vector sunt simple combinaţii liniare ale funcţiilor polinomiale globale. În particular, ca funcţie particulară ce aproximează condiţiile de frontieră esenţiale este aleasă aceea care reţine drept suport al acesteia mulţimea elementelor finite ce au măcar un nod pe frontiera cu condiţie de tip Dirichlet, 
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şi care ia în aceste noduri valoarea impusă prin condiţia de frontieră, 
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astfel încât 
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Similar, notând prin 
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valorile necunoscute ale potenţialului în nodurile  
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 , partea rămasă a soluţiei căutate este aproximată drept 
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Conform ideii aproximării Galerkin, în problema câmpului magnetic staţionar transversal, funcţiile de coordonate (de test) sunt aceleaşi funcţii polnomiale globale, 
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În consecinţă, soluţia aproximativă a potenţialului magnetic vector staţionar este căutată sub forma  
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 , unde componenta rămasă  a  satisface setul de ecuaţii slabe 
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Se poate observa că, transferând în membrul stâng ultimul termen din membrul drept al ecuaţiilor, se ajunge la o formă compactă a sistemului de ecuaţii ale metodei elementelor finite pentru determinarea potenţialului magnetic vector staţionar, 
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Această formă corespunde exact recompunerii  
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 : cu alte cuvinte, de la bun început, aproximarea polinomială pe porţiuni a potenţialului în termenii elementelor finite poate fi exprimată prin compunerea componentelor  A0  şi  a , ecuaţiile metodei rămânând a fi folosite pentru determinarea doar aceasteia din urmă. 


În sistemul ecuaţiilor slabe de mai sus este apoi exploatată atât liniaritatea operatorului  rot  şi a operatorului integral din membrul stâng, 
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cât şi paralelismul vectorilor implicaţi cu versorul axei  Oz  cuplat cu independenţa de variabila  z  a mărimilor implicate, care duce la 
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Mai mult, termenii rămaşi din sistemul de ecuaţii slabe ale metodei Galerkin pot fi simplificaţi, ţinând seama de paralelismul vectorilor care apar în integranzi, 


[image: image573.wmf](

)

(

)

(

)

=

×

+

×

-

×

ò

ò

ò

C

j

ST

C

j

S

j

T

dr

dr

dS

H

r

r

r

f

f

f

J

h

J

G

 


[image: image574.wmf](

)

(

)

(

)

=

×

+

×

-

×

=

ò

ò

ò

C

j

ST

C

j

S

j

T

dr

J

dr

h

dS

J

H

r

z

z

r

z

z

r

z

z

f

f

f

G

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

 


[image: image575.wmf](

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

×

+

×

-

×

=

C

j

ST

C

j

S

j

T

dr

J

dr

h

dS

J

H

r

r

r

f

f

f

G

   . 

Ultimele observaţii permit înlocuirea operării cu funcţii vectoriale de interpolare/ coordonate cu opararea cu funcţii scalare de interpolare/coordonate şi rescrierea sistemului ecuaţiilor slabe ale câmpului magnetic staţionar bidimensional transversal sub forma echivalentă 



[image: image576.wmf](

)

(

)

=

×

å

ò

Î

D

i

S

j

i

i

dS

A

I

I

\

1

G

f

f

m

r

grad

r

grad

 


[image: image577.wmf](

)

(

)

(

)

-

×

-

×

+

×

=

ò

ò

ò

H

C

j

C

j

ST

S

j

T

dr

h

dr

J

dS

J

r

r

r

f

f

f

G

 


[image: image578.wmf](

)

(

)

D

i

S

j

i

i

j

dS

f

D

I

I

I

\

,

1

Î

×

-

å

ò

Î

      

      

G

f

f

m

r

grad

r

grad

   . 

Este acum evidentă analogia cu sistemul ecuaţiilor slabe ale câmpului electrostatic bidimensional, 
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care a fost tratat în detaliu în secţiunea precedentă. 


Se poate conchide că este suficient să fie transpus prin analogie algoritmul de rezolvare numerică a problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, pentru a fi aplicat problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar transversal. 
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