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6.  METODA  VOLUMELOR  FINITE  ŞI  METODA  INTEGRALELOR  FINITE 


PENTRU  CÂMPURI  STATICE  ŞI  STAŢIONARE

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


6.  METODA VOLUMELOR FINITE ŞI METODA INTEGRALELOR FINITE

PENTRU  CÂMPURI  STATICE  ŞI  STAŢIONARE 


6.1.  Formularea problemei 


Rezolvarea problemelor de câmp electromagnetic static sau staţionar prin metoda volumelor finite foloseşte formularea integrală a problemei de câmp în termenii unui potenţial adecvat – electric sau magnetic, în care mărimile de câmp electromagnetic sunt deduse din potenţiale prin relaţii diferenţiale folosind diferenţele finite. Varianta în care este folosită o formulare pur integrală a ecuaţiilor câmpului electromagnetic, direct în termenii mărimilor de câmp – electric sau magnetic, este numită metoda integralelor finite şi va fi expusă în a doua parte a capitolului. 


În principiu se va presupune că a fost efectuat în prealabil studiul calitativ al problemei de câmp electric/magnetic: condiţiile de existenţă, unicitate şi stabilitate atât pentru soluţia problemei exacte, cât şi pentru a celei aproximative (discretizate) sunt presupuse a fi asigurate, ca şi consistenţa problemei aproximative, în sensul convergenţei soluţiei problemei aproximative către cea a problemei exacte la rafinarea aproximării (discretizării) folosite. 

Metoda volumelor finite pentru câmpuri statice şi staţionare presupune, în primul rând, exprimarea prin diferenţe finite a mărimilor de câmp electromagnetic în termenii unor potenţiale adecvate, ceea ce implică definirea unei reţele de discretizare pentru  potenţialul folosit. Metoda integralelor finite pentru câmpuri statice şi staţionare presupune, din contră, operarea indirectă cu mărimile de câmp, prin aceea că ecuaţiile integrale ale câmpului sunt formulate direct în termenii unor tensiuni sau fluxuri. Pe de altă parte, deoarece formularea integrală a problemei de câmp electric sau magnetic presupune folosirea unor domenii de integrare – suprafeţe sau curbe închise – acestea sunt definite tot în legătură cu reţeaua de discretizare adoptată.  Metoda volumelor finite, ca şi metoda integralelor finite, implică astfel parcurgerea unui şir de etape, după cum urmează.

(a)  Datele problemei sunt: domeniul în care urmează a fi determinată distribuţia câmpului electric/magnetic static/staţionar şi ansamblul datelor ce acoperă condiţiile de unicitate a soluţiei problemei de rezolvat. În particular, domeniul este precizat atât prin datele geometrice cât şi prin parametrii constitutivi în fiecare punct (subdomeniu). 


Necunoscuta primară a unei asemenea probleme este distribuţia câmpului electric/magnetic static/staţionar în orice punct din domeniul de studiu. În problemă pot fi căutate şi unele necunoscute auxiliare, cum ar fi unele mărimi integrale asociate unor subdomenii de interes (curent prin sau flux pe anumite borne, tensiuni între anumite puncte, etc.) sau mărimi energetice sau mecanice asociate unor subdomenii de interes (densitate de putere/energie sau putere/energie electromagnetică, forţe sau cupluri electromagnetice). 

(b) În metoda volumelor finite, pentru problema de câmp electric/magnetic este precizată necunoscuta intermediară – un potenţial, scalar sau vector, adecvat. Este astfel necesară exprimarea mărimilor de câmp în termenii derivatelor potenţialului, aproximate prin diferenţe finite. În metoda integralelor finite însă sunt folosite drept necunoscute intermediare tensiuni şi fluxuri, electrice sau magnetice, definite pe porţiuni adecvate din domeniul de interes. 


(c)  Aplicarea metodei diferenţelor finite pentru rezolvarea unei probleme de câmp necesită o preprocesare adecvată a datelor problemei, care reprezintă, în mare, discretizarea spaţiilor de funcţii în care se operează (spaţiul soluţiei şi spaţiul surselor). 

Este construită mai întâi o reţea de discretizare, care este suprapusă peste domeniul de definiţie a problemei astfel încât să fie urmărite în mod adecvat atât frontiera domeniului şi interfeţele subdomeniilor, cât şi rafinarea adecvată a reţelei în regiunile unde este necesar studiul mai detaliat al câmpului. Suplimentar, în metoda integralelor finite, în afara acestei reţele de discretizare, numită primară, mai este construită o reţea de discretizare – zisă secundară – ale cărei drepte sunt mediatoarele segmentelor reţelei primare. 


Trebuie reamintit faptul că, în cazul problemelor multidimensionale – în particular, bidimensionale, aşa cum vor fi studiate mai departe – nodurile şi, prin extensie, variabilele intermediare, sunt numerotate cu mai mulţi – aici doi – indici. Numerotarea valorilor discrete ale necunoscutei intermediare folosite, presupune atunci o renumerotare a nodurilor în care acestea sunt definite, similar cu cea efectuată în cazul metodei diferenţelor finite. 


Sunt apoi identificate şi grupate adecvat nodurile de frontieră, în funcţie de tipul de condiţie de frontieră valabilă local, ca şi, eventual, nodurile de interfaţă unde ar trebui impuse condiţii la interfaţă adecvate. 


Sunt în fine discretizate valorile asociate surselor interne de câmp electric/ magnetic (sarcini, curenţi, polarizaţie sau magnetizaţie) ca şi cele asociate parametrilor constitutvi (permitivitate, permeabilitate), în cazul mediilor neomogene. Discretizarea acestor valori poate fi efectuată cu referire la nodurile, dar mai ales la celulele reţelei de discterizare, în conformitate cu modul de discretizare a ecuaţiilor problemei. 

(d)  Etapa următoare este discretizarea ecuaţiilor problemei de câmp; acest pas consistă în construirea sistemului de ecuaţii aproximative pentru valorile nodale ale variabilei intermediare alese. În general trebuie făcută aici distincţia între (1() ecuaţiile valabile pentru un aşa numit nod interior domeniului discretizat, (2() ecuaţiile valabile pentru un nod de frontieră – separat pentru o condiţie de tip Dirichlet şi separat pentru o condiţie de tip Neumann. Trebuie subliniat faptul că prin chiar natura integrală a ecuaţiilor discretizate în cadrul ambelor metode – a volumelor finite şi a integralelor finite – condiţiile la interfaţă sunt automat considerate în discretizarea ecuaţiilor câmpului într-un nod ordinar. 


O deosebire esenţială apare aici între cele două metode integrale – a volumelor finite şi a integralelor finite. În metoda volumelor finite mărimile de câmp sunt exprimate în termenii unui potenţial adecvat, astfel încât trebuie de fapt discretizată numai una din ecuaţiile câmpului – referitoare fie la flux, fie la circulaţie – ţinând seama în mod automat de ecuaţia constitutivă corespunzătoare. În metoda integralelor finite, însă, unde se operează separat şi cu fluxuri şi cu tensiuni, trebuie discretizate, separat, şi ecuaţia de flux şi ecuaţia de circulaţie; în plus, mai trebuie discretizată şi ecuaţia constitutivă. 

Ca rezultat al acestei etape este obţinut un sistem de ecuaţii algebrice pentru variabilele nodale corespunzătoare necunoscutei (necunoscutelor) intermediare şi discretizării adoptate. 

(e)  Rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice pentru variabilele nodale ale problemei aproximative este efectuată folosind un algoritm adecvat, implementat într-un aşa numit solver furnizat deobicei într-un pachet de programe dedicat soluţionării unor asemenea sisteme de ecuaţii. 


În cazul, mai complicat, al unor probleme de câmp electric/magnetic în medii neliniare, unde caracteristicile de material (care afectează coeficienţii ecuaţiilor) depind de valorile necunoscutei, trebuie în plus adoptate metode şi algoritmi adecvaţi rezolvării unor sisteme de ecuaţii algebrice neliniare.    


Ca rezultat al parcurgerii acestei etape sunt obţinute valorile nodale ale necunoscutei intermediare folosite. 


(f)  Etapa finală o constituie postprocesarea valorilor nodale obţinute pentru a  determina obiectivele de interes în problema studiată. 


Postprocesarea poate implica, de exemplu, reprezentarea soluţiei – pentru variabila intermediară sau pentru mărimile de câmp electric/magnetic – într-un mod adecvat unei interacţiuni prietenoase cu utilizatorul. Aceasta implică interpolarea valorilor necunoscutei intermediare şi a celor primare în orice punct al domeniului, construirea şi reprezentarea grafică a curbelor de nivel ale variabilelor scalare (sau ale unor caracteristici scalare – de exemplu, modulul intensităţii sau inducţiei câmpului) sau reprezentarea grafică a liniilor de câmp sau numai a vectorilor intensitatea/inducţia câmpului electric/magnetic în puncte desemnate ale domeniului. Este evident că post-procesarea este esenţial diferită în metoda volumelor finite faţă de metoda integralelor finite: în primul caz sunt de determinat mărimile locale de câmp, prin relaţii diferenţiale, din potenţialul utilizat ca necunoscută intermediară, în timp ce în al doilea caz este de determinat una sau alta din mărimile locale de câmp ca valori medii deduse din mărimile integrale – tensiuni sau fluxuri – utilizate drept necunoscute intermediare. 


Postprocesarea mai poate implica şi calculul unor mărimi integrale specificate, referitoare la anumite subdomenii (curbe, suprafeţe, subdomenii) stabilite de utilizator. Adesea asemenea calcule pot presupune, în prealabil, determinarea unor mărimi locale (de exemplu – densitate de volum a energiei sau puterii electromagnetice) derivate direct sau indirect din valorile nodale ale variabilei intermediare folosite. Determinarea unor mărimi energetice sau mecanice (forţe, cupluri) referitoare la subdomenii indicate de utilizator poate folosi diferite metode de calcul al acestor mărimi. 


În cele ce urmează vor fi abordaţi cu deosebire algoritmii de construire a ecuaţiilor discretizate ale problemei de câmp electric/magnetic pentru fiecare tip de nod al reţelei. 


Ecuaţiile care descriu câmpul electrostatic ori câmpul magnetic staţionar (ca şi cele analoage acestora – câmpul magnetostatic ori câmpul electrocinetic pseudostaţionar) sunt ecuaţii cu derivate parţiale de tip eliptic; în termenii potenţialelor adecvate ele sunt ecuaţii de tip Poisson (generalizate – eventual vectoriale). Ca exemplificare va fi discutată detaliat problema determinării câmpului electrostatic într-un domeniu mărginit, în condiţii de unicitate rezonabil de generale, urmând ca problema determinării câmpului magnetic staţionar să fie discutată succint, mai ales în raport cu prima. 

6.2.  Metoda volumelor finite pentru 


        problema bidimensională a câmpului electrostatic 


Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu  S(  mărginit în planul  Oxy  (fig.6.1). Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z , astfel încât problema este bidimensională:  notând  
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  versorii axelor  Ox , respectiv  Oy , se operează cu mărimile  
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      Fig. 6.1. 

în condiţiile unor date de forma 
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Ecuaţiile problemei sunt exprimate hibrid, local–diferenţial şi global–integral,   
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Rezolvarea cea mai simplă foloseşte ca necunoscută intermediară potenţialul electric scalar, astfel încât 
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iar ecuaţia integrală de rezolvat este 
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În cazul problemei bidimensionale, când  
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 , această ecuaţie este scrisă pe suprafeţe închise  (  de formă cilindrică, cu generatoarele de lungime  h  de-a lungul axei  Oz  şi bază  S(  în plane paralele cu planul  Oxy  (fig.6.2). Pe suprafaţa cilindrică laterală elementul de arie este, evident,  
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  după regula mâinii drepte (regula burghiului drept); similar, pe capacele de tip  S(  elementul de arie este  
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     Fig. 6.2. 

Elementul de volum în interiorul suprafeţei cilindrice este, evident,  
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 , astfel încât membrul drept al ecuaţiei integrale este exprimat sub forma 
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unde  CQ  este urma în planul  Oxy  a eventualei suprafaţe cu distribuţie superficială a sarcinii electrice interioară bazei  S(  a domeniului cilindric  D(  considerat. Ecuaţia integrală (de fapt, integro–diferenţială) de rezolvat pentru determinarea potenţialului electrostatic rămâne atunci simplu 
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Trebuie remarcat că folosirea formei globale–integrale a ecuaţiei lui Gauss face inutilă considerarea separată a ecuaţiei câmpului (sau potenţialului) electric la interfaţă. De altfel o asemenea abordare globală–integrală a fost folosită anterior, în secţiunea 5.3, pentru simplificarea discretizării condiţiilor la interfaţă şi în metoda diferenţelor finite.   


În fine, condiţiile de frontieră ale problemei sunt considerate de tipurile 
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pentru o partiţie a frontierei  (  de tipul 
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Pentru un domeniu bidimensional de formă arbitrară reţeaua de discretizare este construită absolut la fel ca în metoda diferenţelor finite. În general, reţeaua de discretizare nu poate avea numai porţiuni coincidente cu frontiera domeniului sau cu interfeţele între domenii de netezime a mărimilor electrice (fig.6.1). Este recomandat, desigur, ca reţeaua de discretizare să fie astfel construită încât pe frontiera  (  a domeniului de interes sau pe interfeţe să se afle cât mai multe noduri ale reţelei; trebuie totuşi acceptată existenţa multor situaţii în care frontiera  (  sau interfeţele taie segmente internodale ale reţelei. Nodurile reţelei de discretizare pot fi atunci clasificate după plasarea lor în raport cu frontiera  ( . Un nod este considerat nod interior dacă este plasat în interiorul domeniului deschis  
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 – un asemenea nod este reprezentat printr-un cerc gol în fig.6.1. Un nod exterior domeniului deschis  
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  este considerat nod de frontieră dacă el este plasat faţă de frontiera  (  la o distanţă mai mică decât un pas al reţelei, după oricare direcţie a acesteia  – un astfel de nod este reprezentat printr-un cerc plin în fig.6.1. Nodurile exterioare domeniului  S(  care nu sunt noduri de frontieră – noduri exterioare – sunt în principiu irelevante; doar în anumite cazuri unele din nodurile exterioare ar putea fi folosite ca noduri fictive ale unei reţele extinse, necesare discretizării unor condiţii de frontieră. După cum s-a remarcat mai sus, o clasificare asemănătoare cu referire la interfeţele din domeniu, asociată unei discretizări specifice, nu mai este necesară în aplicarea metodei volumelor finite şi deaceea nu este luată în consideraţie. 

Fiecare nod al reţelei de discretizare poate fi indicat prin câte doi indici  ( i , j ) , corespunzând coordonatelor acestuia,  ( xi , yj )  în planul  Oxy . Reţeaua de discretizare este astfel gradată (notată) încât nodurile de frontieră de abscise extreme să aibă indicele  i  egal cu  0  , respectiv  n , iar nodurile de frontieră de ordonate extreme să aibă indicele  j  egal cu  0  , respectiv  m . Paşii reţelei sunt notaţi corespunzător:  hi = xi – xi–1  pentru  i = 1 , 2 , … , n  ,  respectiv  kj = yj – yj–1  pentru  j = 1, 2 , … , m . 
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 Fig. 6.3.  



   Fig. 6.4. 

Permitivitatea  (  este discretizată pe celulele (intervalele) de discretizare, astfel încât, de exemplu,  
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  reprezintă valoarea permitivităţii în intervalul   [ xi–1 , xi ] (    [ xj–1 , xj ] . Valorile discretizate ale permitivităţii pot fi calculate drept valori medii pe intervalul considerat (fig.6.3), 
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sau, în cazul unor variaţii lente, chiar valori în puncte specificate ale acestui interval. Sursele interne cu repartiţie volumică sunt discretizate asemănător  
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 . În particular, sursele interne cu repartiţie volumică pot fi discretizate chiar în nodurile reţelei de discretizare ca, de exemplu, pentru repartiţia volumică a sarcinii electrice (fig.6.4),  
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În fine, sursele interne cu repartiţie superficială pot fi discretizate prin reducerea contribuţiei lor la fiecare sfert de celulă din jurul fiecărui nod interior unde este prezentă o interfaţă încărcată electric superficial (fig.6.5), 
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Esenţa discretizării ecuaţiei integrale a metodei volumelor finite o constituie faptul că drept contur  (  este considerat un contur aliniat reţelei de discretizare – în mod obişnuit acesta este un contur dreptunghiular ce înconjoară fiecare punct interior ordinar tăind după mediatoare segmentele reţelei de discretizare concurente în punctul considerat. 
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            Fig. 6.5. 


Pentru construirea ecuaţiei discretizate a potenţialului într-un punct interior ordinar  ( xi , yj )  este considerat un contur  ( ij  determinat de mediatoarele segmentelor reţelei de discretizare ca mai jos (fig.6.6, pentru două variante de notaţii) şi sunt abordate separat părţile stângă şi dreaptă ale ecuaţiei integrale. 

Membrul stâng al ecuaţiei integrale devine 
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În aproximarea membrului stâng operatorul gradient trebuie atunci discretizat prin diferenţe finite centrate pe semiintervale, în punctele mediane ale segmentelor reţelei de discretizare concurente în nodul considerat, iar în fiecare celulă a reţelei de discretizare trebuie operat cu valoarea locală a permitivităţii. Se obţine astfel 
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      Fig. 6.6. 

cu eroare de ordinul lui  O (h2 + k2) pentru aproximarea operatorului diferenţial. În exprimarea alternativă a paşilor de discretizare, membrul stâng al ecuaţiei integrale a metodei volumelor finite într-un nod interior ordinar devine 
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În varianta simplă a discretizării nodale a densităţii volumice a sarcinii electrice, membrul drept al ecuaţiei integrale devine 
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în varianta discretizării pe celule a densităţii volumice a sarcinii electrice, acelaşi membru drept al ecuaţiei integrale devine 
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În fine, folosind notaţiile echivalente pentru dimensiunile paşilor de discretizare, membrul drept al ecuaţiei integrale în punctul interior ordinar este rescris 
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sau, echivalent, 
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Discretizarea condiţiilor de frontieră este foarte asemănătoare celei folosite în metoda diferenţelor finite. 


Discretizarea condiţiei de frontieră de tip Dirichlet într-un punct de frontieră ce coincide cu un nod al reţelei de discretizare constă pur şi simplu în impunerea valorii date a potenţialului în punctul de frontieră corespunzător, 
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Discretizarea condiţiei de frontieră de tip Dirichlet într-un punct de frontieră ce nu coincide cu un nod al reţelei de discretizare presupune extrapolarea condiţiei de frontieră de tip Dirichlet, din punctul (punctele) frontierei aflat(e) la o distanţă mai mică decât un pas al reţelei, în acel nod de frontieră al reţelei de discretizare (fig.6.7). Valoarea astfel extrapolată a potenţialului în punctul de frontieră este apoi folosită în ecuaţia discretizată generală referitoare la nodul (nodurile) interioare vecine nodului de frontieră considerat. 


Fie considerat nodul de frontieră  N ( xi+1 , yj ) , astfel plasat încât frontiera  CV  intersectează în punctul  P  segmentul  hi+1 = (h  către nodul interior  M ( xi , yj ) , şi astfel încât  MP = a hi+1 , PN = b hi+1 , (a + b) hi+1 = hi+1  (fig.6.7 stânga). Conform analizei prezentate mai sus, în secţiunea 5.3, aproximarea condiţiei de frontieră duce la valoarea 
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      Fig. 6.7. 

a potenţialului în punctul de frontieră. O tratare asemănătoare pentru nodul de frontieră  N ( xi , yj+1 ) , astfel plasat încât frontiera  CV  intersectează în punctul  Q  segmentul  kj+1 = (k  spre nodul interior  M ( xi , yj ) ,  şi astfel încât  MQ = c kj+1 , QN = d kj+1 , (c + d) kj+1 = kj+1  (fig.6.7 mijloc) permite să se obţină valoarea extrapolată a condiţiei de frontieră  
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În fine, în cazul în care punctul de frontieră  N ( xi+1 , yj+1 )  este astfel plasat încât frontiera  CV  intersectează în punctul  P  segmentul  hi+1 = (h  către nodul interior  A ( xi , yj+1 )  şi în punctul  Q  segmentul  kj+1 = (k  spre nodul interior  B ( xi+1 , yj )  , astfel încât  AP = a hi+1 , PN = b hi+1 , (a + b) hi+1 = hi+1 , BQ = c kj+1 , QN = d kj+1 , (c + d) kj+1 = kj+1  (fig.6.7 dreapta), Se ajunge la aproximarea condiţiei de frontieră sub forma 
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Se observă şi aici că folosirea unei asemenea extrapolări face ca în ecuaţia discretizată în nodul interior  A ( xi , yj+1 )  să apară suplimentar şi potenţialul  Vi+1,j , iar în ecuaţia discretizată în nodul interior  B ( xi+1 , yj )  să apară suplimentar şi potenţialul  Vi,j+1 . 


Discretizarea condiţiei de frontieră de tip Neumann într-un nod pe o frontieră ce coincide cu o dreaptă a reţelei de discretizare poate folosi o procedură adaptată metodei volumelor finite. Fie considerat nodul–punct de frontieră  M ( xi , yj )  pe frontiera  x = xi  cu condiţia de frontieră de tip Neumann  
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 , în jurul căruia este trasat conturul  ( ij  ca în fig.6.8.a. Discretizarea ecuaţiei integrale a metodei volumelor finite cu referire la acest contur duce, pentru membrul stâng, la relaţia 
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Pentru evaluarea membrului drept, polarizaţia permanentă este prelungită cu valori nule în afara domeniului de interes şi este considerată la frontieră o valoare medie a acesteia; în plus, pentru completitudine, este considerată aproximaţia pe celule a densităţii volumice a sarcinii electrice polarizaţiei permanente, obţinând 
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După calcule simple se ajunge la valoarea aproximativă a potenţialului în nodul–punct de frontieră, 
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      Fig. 6.8. 
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Folosind o procedură asemănătoare, cu referire la conturul  ( ij  (fig.6.8.b)  trasat în jurul nodului–punct de frontieră  M ( xi , yj )  pe frontiera  y = yj  cu condiţia de frontieră de tip Neumann  
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 , poate fi dedusă o formulă de discretizare similară. 


Ecuaţia integrală a metodei volumelor finite poate fi folosită şi pentru discretizarea condiţiei de frontieră de tip Neumann în cazul unui nod–punct de frontieră plasat într-un colţ – convex sau concav. Deoarece într-un asemenea nod normala nu este definită, pot fi folosite valorile derivatei potenţialului după normală în punctele mediane ale segmentelor reţelei concurente în nodul analizat. 


Pentru un nod convex  M ( xi , yj )  la intersecţia dreptelor  x = xi  şi  y = yj  (fig.6.9.a)  sunt evaluaţi în maniera folosită mai sus membrul stâng, 


[image: image79.wmf](

)

(

)

-

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

×

-

-

-

-

ò

j

i

i

j

i

j

j

i

y

x

g

h

y

x

g

k

dr

V

ij

,

2

,

2

2

1

2

1

2

1

2

1

,

e

e

g

n

grad

 

     
[image: image80.wmf]i

j

i

j

i

j

j

i

j

j

i

j

i

i

j

i

h

V

V

k

k

V

V

h

,

1

,

,

1

,

,

,

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

e

e

   , 

şi membrul drept, 
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al ecuaţiei integrale a potenţialului electric, obţinând în final aproximarea 
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      Fig. 6.9. 


Pentru un nod concav  M ( xi , yj )  la intersecţia dreptelor  x = xi  şi  y = yj  (fig.6.9.b)  se calculează, similar, 
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pentru membrul stâng şi 
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pentru membrul drept al ecuaţiei integrale a potenţialului electric, obţinând în final aproximarea 
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Discretizarea condiţiei de frontieră de tip Neumann bazată direct pe ecuaţia integrală a potenţialului electric duce la expresii deosebit de complicate. Deaceea, pentru simplificare, ţinând seama de faptul că şi intensitatea câmpului electric este discretizată în termenii potenţialului electric prin diferenţe finite, condiţia de frontieră de tip Neumann poate fi discretizată echivalent prin metodele folosite în metoda diferenţelor finite, expuse mai înainte, în secţiunea 5.3. 

Astfel, într-un nod  ( xi , yj )  pe o frontieră ce coincide cu o dreaptă a reţelei de discretizare (fig.6.10) pot fi folosite diferenţe finite progresive sau regresive, pentru a obţine aproximările 
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  Fig. 6.10. 

Similar, discretizarea condiţiei de frontieră de tip Neumann într-un nod–punct de frontieră  ( xi , yj )  unde  
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  (fig.6.11)  prin extrapolarea valorii potenţialului, în termenii condiţiei de frontieră, către interiorul domeniului duce la aproximările 
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      Fig. 6.11. 

Conform rezultatelor obţinute în secţiunea 5.3, aproximarea potenţialului poate folosi una din relaţiile 
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într-un colţ convex  M ( xi , yj )  sub un unghi drept (fig.6.12 stânga), relaţia 
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într-un colţ convex  M ( xi , yj )  sub un unghi obtuz (fig.6.12 mijloc), şi 
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      Fig. 6.12. 

într-un colţ convex  M ( xi , yj )  sub un unghi ascuţit (fig.6.12 dreapta), acompaniată de aproximarea, prin interpolare, potenţialul în nodul–punct de frontieră  Q ,   
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Similar, pentru aproximarea potenţialului într-un colţ concav  M ( xi , yj )  sub un unghi drept (fig.6.13 stânga) poate fi folosită una din relaţiile 
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pentru aproximarea potenţialului într-un colţ concav  M ( xi , yj )  sub un unghi obtuz (fig.6.13 mijloc) poate fi folosită relaţia 
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      Fig. 6.13. 

iar pentru aproximarea potenţialului într-un colţ concav  M ( xi , yj )  sub un unghi ascuţit (fig.6.13 dreapta) poate fi folosită relaţia 
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În fine, discretizarea condiţiei de frontieră de tip Neumann într-un punct de frontieră ce nu coincide cu un nod al reţelei de discretizare prin extrapolarea condiţiei de frontieră de tip Neumann către acel nod de frontieră al reţelei de discretizare (fig.6.14) duce la relaţiile  
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respectiv 
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      Fig. 6.14. 


Aproximările condiţiilor de frontieră prezentate aici pot fi destul de uşor adaptate pentru a acoperi şi alte configuraţii relative ale nodurilor reţelei, punctelor de frontieră şi direcţiei normalei la frontieră. 


În cazul prezenţei unor conductoare interioare domeniului de interes  S( , aceste domenii  
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 sunt excluse din domeniu, frontiera lor  (k  fiind tratată drept frontieră a domeniului. Condiţia de frontieră echivalentă trebuie impusă diferit după tipul condiţiei de unicitate asociată conductorului:  (1()  dacă este impus potenţialul  Vcond k  al conductorului  k , atunci discretizarea ecuaţiilor în nodurile de frontieră asociate frontierei  (k  foloseşte pur şi simplu aceeaşi valoare a condiţiei de frontieră, 
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în toate punctele acestei frontiere, aşa cum a fost discutat mai înainte;  (2()   dacă este impusă sarcina (lineică)  Qcond k  a conductorului  k , atunci discretizarea ecuaţiilor în nodurile de frontieră asociate frontierei  (k  foloseşte de asemenea aceeaşi valoare  Vcond k  – necunoscută – a potenţialului în toate aceste noduri; în plus, însă, trebuie impusă o condiţie globală asupra derivatei potenţialului după normală, dedusă din ecuaţia lui Gauss (fig.6.15), 
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         Fig. 6.15. 



 Fig.6.16. 

Pentru o configuraţie locală ca cea ilustrată în fig.6.16, derivata după normală a potenţialului în punctul  M  median al arcului  NP  din celula  (  este obţinută, ca în secţiunea 5.3, drept 
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unde, pentru configuraţia ilustrată, 
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Pe de altă parte, dacă  nx , ny  sunt componentele vectorului normal  n  la frontiera  (k  în punctul  M ,  atunci  integrandul  celei  de  a  doua  integrale  este  aproximat,  în  termenii 
valorii discretizate a eventualei polarizaţii permanente din celula  ( , prin 
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Notând acum prin  nx , ny componentele vectorului normal  n  la frontiera  (k  în punctul  M , prin  
[image: image131.wmf]NP
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  lungimea coardei (sau a) arcului frontierei  (k  în celula  ( , iar prin  ((  valoarea discretizată a permitivităţii în aceeaşi celulă, condiţia globală de impus conductorului  k  de sarcină dată este  
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Relaţii mai simple pentru tratarea conductoarelor interioare cu sarcină dată pot fi obţinute în cazul particular în care frontiera conductorului urmăreşte liniile reţelei de discretizare; în asemenea situaţii procedura de discretizare este asemănătoare celei folosite pentru aproximarea condiţiei de frontieră de tip Neumann. În cazul unei frontiere  x = xi (fig.6.17 stânga), folosind o aproximare imediată a derivatei potenţialului după normală de forma 
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se obţine imediat, recurgând la o valoare medie, contribuţia integrală 
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la membrul stâng al condiţiei globale referitoare la sarcină. Similar este obţinută contribuţia integrală 
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      Fig. 6.17. 

la membrul drept al aceleiaşi condiţii globale. În cazul unei frontiere  y = yj (fig.6.17 dreapta), procedând analog, sunt obţinute contribuţiile integrale 
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la membrul stâng, respectiv 
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la membrul drept al condiţiei globale referitoare la sarcină. Discretizarea condiţiei suplimentare globale asupra sarcinii date a conductorului interior  k  este atunci 
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unde potenţialul  Vcond k  este necunoscut. Este evident că această relaţie rămâne valabilă şi în prezenţa unor noduri–colţuri (convexe sau concave). 


Algoritmul rezolvării unei probleme bidimensionale de câmp electrostatic prin metoda volumelor finite este foarte asemănător celui schiţat în secţiunea 5.3, pentru metoda diferenţelor finite, aşa încât nu va fi prezentat în detaliu. În esenţă, şi aici, algoritmului urmăreşte construirea şi apoi rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice 
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reprezentând ecuaţiile discretizate ale problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, unde  V  este vectorul (matricea coloană a) potenţialelor nodale,  A  este matricea (pătrată a) coeficienţilor ecuaţiilor discretizate, iar  B  este vectorul (matricea coloană a) datelor problemei.  

(0)  Date: Domeniul de interes este o regiune din plan,  ( x , y ) ( S( , delimitată de valori limită,  x ( [ a , b ] , y ( [ c , d ] . Când unele din aceste valori sunt infinite, domeniul de interes nemărginit este trunchiat la un domeniu de calcul mărginit, admiţând condiţii de frontieră rezonabile pe frontierele nou introduse, la distanţă finită de celelalte. Sunt precizate variaţia permitivităţii  (  cu poziţia precum şi repartiţiile surselor  (V , (S , Pp  în domeniu. Sunt de asemenea precizate şi condiţiile de frontieră pe partiţia  {CV,CD}  a frontierei  ( , 
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 , ca şi potenţialele  Vcond k  ori sarcinile  Qcond k , după caz, ale eventualelor conductoare interioare. 

       Necunoscuta intermediară este mulţimea finită a valorilor potenţialului electric în mulţimea finită a nodurilor interioare şi de frontieră ale reţelei de discretizare. 

(1)  Preprocesare: 

(1.1)  Construirea reţelei de discretizare  
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 , astfel încât  x0 ( a , xn ( b , y0 ( c , ym ( d , cu  (h = hi = xi – xi–1 , 
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Comentariu: Discretizarea trebuie să asigure îndesirea nodurilor în regiunile de interes special şi în regiunile unde este de aşteptat o variaţie pronunţată a potenţialului. 

(1.2)  Numerotarea nodurilor interioare şi de frontieră astfel încât lăţimea benzii matricii (coeficienţilor) sistemului de ecuaţii să fie minimă. 

Comentariu: Trebuie reamintit că discretizarea domeniului de interes după o reţea de drepte mutual perpendiculare implică o numerotare primară a nodurilor cu doi indici, corespunzători coordonatelor. Operarea cu mulţimea valorilor nodale ale potenţialului presupune, însă, o numerotare secundară a nodurilor cu un singur indice, ceea ce implică o necesară renumerotare a nodurilor. Metoda de renumerotare cea mai comodă pentru aplicarea imediată a relaţiilor discutate anterior constă în construirea unei matrici (tabel) de corespondenţă între cele două numerotări, care să funcţioneze ca interfaţă între ansamblul formulelor exprimate în termenii a doi indici nodali şi ansamblul valorilor potenţialelor nodale exprimate în termenii unui singur indice nodal. Pentru satisfacerea condiţiei de lăţime de bandă minimă a matricii sistemului algebric rezultat, trebuie pornit de la faptul că în ecuaţia discretizată referitoare la fiecare nod interior sau de frontieră apar potenţialul nodului considerat şi potenţialele punctelor sale imediat vecine (la dreapta şi la stânga, deasupra şi dedesubt) sau, eventual, la cel mult doi paşi distanţă de nodul considerat. Aceasta înseamnă că în matricea coeficienţilor necunoscutelor sunt nenuli numai cei corespunzători acestor potenţiale, adică cinci asemenea coeficienţi – eventual câţiva în plus în situaţii cu totul prticulare. Operarea cu matricea sistemului este uşurată atunci când coeficienţii nenuli sunt grupaţi cât mai apropiat, într-o structură de matrice bandă de lăţime minimă (adică prezentând pe fiecare linie un număr minim de coeficienţi între primul şi ultimul coeficient nenul). Este deaceea indicat ca numerotarea cu un singur indice a nodurilor interioare şi de frontieră să se efectueze succesiv, mai întâi de-a lungul direcţiei de lăţime (în termen de număr de noduri) minimă, trecând apoi succesiv la următoarele drepte ale reţelei în direcţia de lăţime maximă, aşa cum a fost discutat mai sus, în secţiunea 5.3. În această situaţie matricea rezultată a sistemului este atunci bloc–diagonală, de lăţime minimă. 

(1.3)  Construirea tabelelor de indici de exceptie: 

D – vectorul indicilor nodurilor cu condiţie de frontieră de tip  Dirichlet; 

N – vectorul indicilor nodurilor ordinare cu condiţie de frontieră de tip  Neumann; 

D1 , N1 , … – vectorii indicilor nodurilor speciale (de exemplu – colţuri de diferite tipuri) cu condiţie de frontieră de tip Dirichlet sau Neumann; 

C1 , C2 , … – vectorii indicilor nodurilor de frontieră de diferite tipuri pentru conductoare interioare. 

(1.4)  Discretizarea condiţiilor de frontieră, prin construirea vectorilor: 


F – vectorul valorilor potenţialului în punctele frontierei de tip Dirichlet asociate nodurilor de frontieră de tip Dirichlet; 


G – vectorul valorilor derivatei după normală a potenţialului în punctele frontierei de tip Neumann asociate nodurilor de frontieră de tip Neumann; 


G1 , G2 , … – vectorii valorilor derivatei după normală a potenţialului în punctele frontierei de tip Neumann asociate nodurilor de frontieră speciale de tip Neumann; 

(1.5)  Discretizarea permitivităţii / surselor  pe celule ale reţelei de discretizare. 

Comentariu: Contribuţia repartiţiei superficiale a sarcinii electrice este inclusă automat într-o repartiţie volumică echivalentă a sarcinii electrice, conform relaţiilor discutate anterior. 

(2) Construirea matricii 
[image: image149.wmf][
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 a coeficienţilor sistemului de ecuaţii algebrice ale potenţialului electrostatic. 


Comentariu: Elementele matricii  A , numerotate în termenii indicilor secundari, sunt construite conform formulelor discutate anterior, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de tipul de nod abordat (interior sau de frontieră, de diferite tipuri). Referirea la permitivitatea celulelor alăturate presupune, de asemenea, luarea în considerare a renumerotării nodurilor. 

(3)  Construirea vectorului  
[image: image150.wmf][
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  al termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii algebrice ale potenţialului electrostatic. 

Comentariu: Elementele vectorului  B , numerotate în termenii indicilor secundari, sunt de asemenea construite conform formulelor discutate anterior, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de tipul de nod abordat (interior sau de frontieră, de diferite tipuri). Referirea la permitivitatea şi la contribuţia surselor din celulele alăturate presupune, de asemenea, luarea în considerare a renumerotării nodurilor. 

(4)  Asamblarea sistemului de ecuaţii algebrice   
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  ale potenţialului electrostatic şi rezolvarea lui pentru determinarea vectorului   
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  al valorilor nodale ale acestuia. 

Comentariu: Etapa aceasta poate include eventuale condiţionări adecvate ale matricilor cu care se operează. 

(5)  Postprocesarea: Operaţii diverse asupra vectorului  V  în scopul determinării mărimilor de interes pentru utilizator. 


Sunt de menţionat şi aici câteva completări şi extensiuni posibile ale discuţiei precedente. 


Metoda volumelor finite pentru problema bidimensională a câmpului electrostatic poate fi aplicată şi pentru a studia alte câmpuri statice sau staţionare pe baza analogiei câmpurilor corespunzătoare, studiate în termenii unui potenţial scalar (câmp magnetostatic, câmp electrocinetic pseudo-staţionar, sau chiar – de exemplu – câmp termic ori electrochimic staţionar).  


Mai mult, metoda prezentată poate trata şi condiţii de frontieră de tip mixt, 
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Într-adevăr, condiţia precedentă poate fi simplu reformulată în termenii unei condiţii de frontieră de tip Neumann modificate, 
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unde  
[image: image155.wmf](
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  este valoarea asociată condiţiei de tip Neumann  modificate în punctul  M  aparţinând părţii frontierei  (  cu o condiţie de frontieră de tip mixt. În algoritmul prezentat anterior un asemenea punct trebuie atunci tratat drept corespunzător unei condiţii de tip Neumann, cu modificarea asociată a câtorva etape. 


În fine, metoda volumelor finite poate fi formulată similar – deşi mult mai complicat – şi în termenii unor coordonate ortogonale necartesiene. O asemenea formulare poate fi avantajoasă pentru a adapta reţeaua de discretizare unor configuraţii geometrice speciale ale domeniului de studiu; dezavantajul este însă acela că dimensiunea unor paşi de discretizare trebuie exprimată în termenii a mai mult decât o singură coordonată iar măsura extinderii diferitelor elemente – lungimi, arii – depinde, la fel, de mai multe coordonate. 


6.3.  Metoda volumelor finite pentru 


        problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar 


Problemele de câmp magnetic staţionar sunt ilustrative pentru aplicarea metodei elementelor finite în cazul unui câmp determinat în termenii unui potenţial vector. După cum se va argumenta mai jos, în ciuda deosebirilor esenţiale între cele două tipuri de câmpuri – câmpul electrostatic irotaţional şi câmpul magnetic staţionar solenoidal – există şi aici analogii importante în ceea ce priveşte discretizarea ecuaţiilor integro–diferenţiale asociate acestor câmpuri. 


Problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar studiată aici este aşa numita problemă transversală a câmpului magnetic staţionar, în care câmpul magnetic este normal direcţiei de-a lungul căreia nu există variaţie a structurii, datelor şi, deci, nici a câmpului magnetic. 


Fie de determinat câmpul magnetic staţionar într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu  S(  mărginit în planul  Oxy  (fig.6.18). 
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      Fig. 6.18. 

Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z , astfel încât problema este bidimensională:  notând prin  
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  versorii axelor  Ox , respectiv  Oy , se operează cu mărimile  
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în condiţiile unor date de forma 
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Ecuaţiile problemei sunt exprimate hibrid, local–diferenţial şi global–integral,   
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Rezolvarea cea mai simplă foloseşte ca necunoscută intermediară potenţialul magnetic vector, astfel încât 
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iar ecuaţia integrală de rezolvat pentru orice contur  (  din domeniul de interes este 
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Trebuie remarcat că folosirea formei globale–integrale a ecuaţiei lui Ampère face inutilă considerarea separată a ecuaţiei câmpului (sau potenţialului) electric la o interfaţă  CI , eventual parcursă de o pânză de curent. De altfel o asemenea abordare globală–integrală a fost folosită anterior, în secţiunea 5.4, pentru simplificarea discretizării condiţiilor la interfaţă şi în metoda diferenţelor finite. Ecuaţia integrală de rezolvat devine, astfel, 
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pentru orice contur  ( ( S( , şi se reduce la 
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În fine, ţinând seama de corespondenţa imediată între componenta tangenţială şi produsul vectorial prin vectorul normal la o suprafaţă, aşa cum a fost analizat în   secţiunea 2.3, sunt considerate condiţii de frontieră ale problemei de tipurile 
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Condiţia de frontieră de tip Dirichlet vectorială, 
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se reduce la o simplă condiţie scalară, 



[image: image170.wmf](

)

(

)

y

x

F

y

x

A

n

C

,

,

=

   , 

întru totul similară condiţiei de tip Dirichlet pentru problema câmpului electrostatic bidimensional, 
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Condiţia de frontieră de tip Neumann vectorială, 
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se reduce simplu la o condiţie scalară, 
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întru totul similară condiţiei de tip Neumann pentru problema câmpului electrostatic bidimensional, 
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Este astfel evidentă analogia condiţiilor de frontieră pentru potenţialul vector al problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar cu condiţiile de frontieră pentru potenţialul scalar al problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, în conformitate cu tabloul de analogie  
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Pentru un domeniu bidimensional de formă arbitrară reţeaua de discretizare este construită absolut la fel ca în metoda diferenţelor finite. În general, reţeaua de discretizare nu poate avea numai porţiuni coincidente cu frontiera domeniului sau cu interfeţele între domenii de netezime a mărimilor electrice (fig.6.18). Este recomandat, desigur, ca reţeaua de discretizare să fie astfel construită încât pe frontiera  (  a domeniului de interes sau pe interfeţe să se afle cât mai multe noduri ale reţelei; trebuie totuşi acceptată existenţa multor situaţii în care frontiera  (  sau interfeţele taie segmente internodale ale reţelei. Se reaminteşte că un nod este considerat nod interior dacă este plasat în interiorul domeniului deschis  
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 (un astfel de nod este reprezentat printr-un cerc gol în fig.6.18), iar un nod exterior domeniului deschis  
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  este considerat nod de frontieră dacă el este plasat faţă de frontiera  (  la o distanţă mai mică decât un pas al reţelei, după oricare direcţie a acesteia (un astfel de nod este reprezentat printr-un cerc plin în fig.6.18). După cum s-a remarcat mai sus, o clasificare asemănătoare cu referire la interfeţele din domeniu, asociată unei discretizări specifice, nu mai este necesară în aplicarea metodei volumelor finite şi deaceea nu este luată în consideraţie. 

Fiecare nod al reţelei de discretizare poate fi indicat prin câte doi indici  ( i , j ) , corespunzând coordonatelor acestuia,  ( xi , yj )  în planul  Oxy . Reţeaua de discretizare este astfel gradată (notată) încât nodurile de frontieră de abscise extreme să aibă indicele  i  egal cu  0  , respectiv  n , iar nodurile de frontieră de ordonate extreme să aibă indicele  j  egal cu  0  , respectiv  m . Paşii reţelei sunt notaţi corespunzător:  hi = xi – xi–1  pentru  i = 1 , 2 , … , n  ,  respectiv  kj = yj – yj–1  pentru  j = 1, 2 , … , m . 

Similar problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, permeabilitatea  (  este discretizată pe celulele (intervalele) de discretizare, astfel încât, de exemplu,  
[image: image179.wmf]2

1

2

1

,

-

-

j

i

m

  reprezintă valoarea permeabilităţii în intervalul   [ xi–1 , xi ] ( [ xj–1 , xj ] . Valorile discretizate ale permeabilităţii pot fi calculate drept valori medii pe intervalul considerat, 
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sau, în cazul unor variaţii lente, chiar valori în puncte specificate ale acestui interval. La fel  
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  sunt discretizate sursele interne cu repartiţie volumică sau superficială. În particular, sursele interne de curent cu repartiţie superficială pot fi discretizate în chiar nodurile reţelei de discretizare, 
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În fine, pânzele de curent electric de conducţie pot fi discretizate prin reducerea contribuţiei lor la fiecare sfert de celulă din jurul fiecărui nod interior unde este prezentă o interfaţă parcursă de o asemenea pânză de curent, 
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În esenţă, discretizarea ecuaţiei integrale a metodei volumelor finite este realizată alegând drept  contur  (  un contur  ( ij  aliniat reţelei de discretizare – în mod obişnuit un contur dreptunghiular ce înconjoară fiecare punct interior ordinar  ( xi , yj ) , care taie după mediatoare segmentele reţelei de discretizare concurente în punctul considerat, cu orientarea asociată sensului versorului  
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  al axei  Oz  conform regulii mâinii drepte (regulii burghiului drept), ca în fig.6.19 (pentru două variante de notaţii). 

În cazul problemei bidimensionale, când  
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 , inducţia magnetică este determinată de potenţialul magnetic vector conform relaţiei 
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astfel încât membrul stâng al ecuaţiei integralei a metodei volumelor finite, 
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se scrie 
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      Fig. 6.19. 

În aproximarea membrului stâng operatorii diferenţiali sunt discretizaţi prin diferenţe finite centrate pe semiintervale, în punctele mediane ale segmentelor reţelei de discretizare concurente în nodul considerat, iar în fiecare celulă a reţelei de discretizare se operează cu valoarea locală a permeabilităţii. Se obţine astfel 
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cu eroare de ordinul lui  O (h2 + k2) pentru aproximarea operatorului diferenţial. În exprimarea alternativă a paşilor de discretizare, membrul stâng al ecuaţiei integrale a metodei volumelor finite într-un nod interior ordinar devine 
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În varianta obişnuită, a discretizării pe celule a repartiţiei curentului electric de conducţie, membrul drept al ecuaţiei inetgrale a metodei volumelor finite într-un nod interior ordinar se scrie 
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în varianta discretizării nodale a repartiţiei curentului electric de conducţie. În fine, folosind notaţiile echivalente pentru dimensiunile paşilor de discretizare, membrul drept al ecuaţiei integrale în punctul interior ordinar este rescris 
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Comparând acum oricare din formele ecuaţiei discretizate a potenţialului magnetic vector pentru problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar, 
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cu forma discretizată corespunzătoare a ecuaţiei potenţialului electric scalar pentru problema bidimensională a câmpului electrostatic, 
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este uşor de identificat tabloul de analogie 
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ultima analogie fiind echivalentă cu 



[image: image225.wmf]y

p

x

p

x

p

y

p

P

M

P

M

   

   

      

      

   

   

Û

Û

-

m

m

m

m

0

0

,

   . 

Condiţiile de frontieră ale problemei bidimensionale ale câmpului magnetic staţionar au fost discutate mai sus  şi a fost dedus, şi pentru acestea, un tablou de analogie cu problema bidimensională a câmpului electrostatic. Discretizarea condiţiilor de frontieră pentru problema studiată aici poate fi obţinută atunci prin simplă analogie cu discretizarea condiţiilor de frontieră discutate în secţiunea precedentă. 


Este astfel evidentă modalitatea prin care poate fi transpus, prin analogie, algoritmul de rezolvare numerică a problemei unidimensionale a câmpului electrostatic pentru a fi aplicat problemei unidimensionale a câmpului magnetic staţionar. 


6.4.  Metoda integralelor finite pentru 


        problema bidimensională a câmpului electrostatic 


Metoda integralelor finite operează direct cu formele integrale ale ecuaţiilor câmpului electric sau magnetic. Deoarece aceasta implică discretizarea separată a ambelor mărimi de câmp – intensitate şi inducţie, electrică sau magnetică – este necesară, în plus, o discretizare adecvată a ecuaţiei constitutive corespunzătoare. Mai mult, discretizarea unor relaţii integrale referitoare atât la flux cât şi la circulaţie implică şi o discretizare adecvată, mai complicată, a domeniului de interes. 
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      Fig. 6.20. 


Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu   S(   mărginit în planul  Oxy  (fig.6.20).  Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z , astfel încât problema este bidimensională:  notând  
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în condiţiile unor date de forma 
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Ecuaţiile problemei sunt exprimate global–integral, cu o excepţie, 
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În cazul problemei bidimensionale, când  
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 , este suficient ca ecuaţia lui Faraday să fie scrisă pentru contururi  (  oarecare din planul  Oxy  (fig.6.21.a). Pe de altă parte, în aceleaşi condiţii, când  
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 , ecuaţia lui Gauss este suficient să fie scrisă pe suprafeţe închise  (  de formă cilindrică, cu generatoarele de lungime  h  de-a lungul axei  Oz  şi bază  S(  în plane paralele cu planul  Oxy  (fig.6.21.b). Pe suprafaţa cilindrică laterală elementul de arie este, evident,  
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 , unde  dr  este elementul de arc pe conturul  (  al secţiunii suprafeţei cilindrice asociat sensului versorului  
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  după regula mâinii drepte (regula burghiului drept); similar, pe capacele de tip  S(  elementul de arie este  
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 . Pentru membrul stâng al ecuaţiei integrale se obţine, astfel, 
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      Fig. 6.21. 

Elementul de volum în interiorul suprafeţei cilindrice este, evident,  
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 , astfel încât membrul drept al ecuaţiei integrale este exprimat sub forma 
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unde  CQ  este urma în planul  Oxy  a eventualei suprafaţe cu distribuţie superficială a sarcinii electrice interioară bazei  S(  a domeniului cilindric  D(  considerat. Sistemul de ecuaţii de rezolvat pentru determinarea câmpului electrostatic  { D , E }  în domeniul bi-dimensional  S(  este atunci 
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În particular, trebuie remarcat că folosirea formei globale–integrale a ecuaţiei lui Gauss face inutilă considerarea separată a ecuaţiei câmpului electric la interfaţă, aşa cum a fost de altfel remarcat în secţiunea 6.2, cu referire la metoda volumelor finite. 


În fine, condiţiile de frontieră ale problemei sunt considerate de tipurile 
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pentru o partiţie a frontierei  (  de tipul 
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Pentru un domeniu bidimensional de formă arbitrară o reţea de discretizare este construită la fel ca în metoda diferenţelor finite sau a volumelor finite. Aceasta este însă doar reţeaua de discretizare primară;  ei îi este asociată o reţea de discretizare secundară (complementară) ale cărei linii taie median segmentele reţelei primare, ca în fig.6.20. După cum s-a mai discutat, reţeaua de discretizare nu poate avea întotdeauna numai porţiuni coincidente cu frontiera domeniului sau cu interfeţele între domenii de netezime a mărimilor electrice şi, deaceea, este recomandat ca reţeaua de discretizare să fie astfel construită încât pe frontiera  (  a domeniului de interes sau pe interfeţe să se afle cât mai multe noduri ale reţelei primare; trebuie totuşi acceptată existenţa multor situaţii în care frontiera  (  sau interfeţele taie segmente internodale ale reţelei. În particular, trebuie evitată plasarea unor noduri ale reţelei secundare pe interfeţele între domenii de netezime a mărimilor electrice. Variabilele intermediare sunt definite în noduri hibride, de genul  
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 , aflate la intersecţia dreptelor celor două reţele de discretizare. Aceste noduri hibride sunt clasificate după plasarea lor în raport cu frontiera  (  aşa cum s-a mai discutat în secţiunile anterioare. Un nod interior este acela plasat în interiorul domeniului deschis  
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  (cerc gol în fig.6.20) iar un nod de frontieră este un nod exterior domeniului deschis  
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  plasat faţă de frontiera  (  la o distanţă mai mică decât o jumătate de pas al reţelei, după oricare direcţie a acesteia  (cerc plin în fig.6.20). 

Fiecare nod al reţelei de discretizare poate fi indicat prin câte doi indici:  ( i , j )  pentru un nod al reţelei primare corespunzând coordonatelor acestuia,  ( xi , yj )  în planul  Oxy  şi similar  
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  pentru un nod al reţelei secundare, respectiv  
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  pentru noduri hibride, aflate la intersecţia dreptelor celor două reţele de discretizare. Reţeaua de discretizare este astfel gradată (notată) încât nodurile de frontieră de abscise extreme să aibă indicele  i  egal cu  0  , respectiv  n , iar nodurile de frontieră de ordonate extreme să aibă indicele  j  egal cu  0  , respectiv  m . Ca mai înainte, paşii reţelei primare sunt notaţi  hi = xi – xi–1  pentru  i = 1 , 2 , … , n  ,  respectiv  kj = yj – yj–1  pentru  j = 1, 2 , … , m ; în particular, pentru paşii de o parte şi de alta a punctului curent   ( i , j )  , mai pot fi folosite notaţiile  ( h = hi , ( h = hi+1 , respectiv  ( k = ki , ( k = kj+1 . În fine, este evident că o celulă a reţelei primare este centrată într-un nod al reţelei secundare (fig.6.22 stânga) şi, reciproc, o celulă a reţelei secundare este centrată într-un nod al reţelei primare (fig.6.22 dreapta). 
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      Fig. 6.22. 

Permitivitatea  (  poate fi discretizată pe partea interioară domeniului a celulelor de discretizare ale reţelei primare, astfel încât, de exemplu,  
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  reprezintă valoarea permitivităţii în domeniul  [ xi–1 , xi ] ( [ yj–1 , yj ] ( S( . Valorile discretizate ale permitivităţii pot fi calculate drept valori medii pe intervalul considerat (fig.6.23), 
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           Fig. 6.23. 


           Fig. 6.24. 

sau, în cazul unor variaţii lente, chiar valori în puncte specificate ale acestui interval. Mai adecvat metodei integralelor finite, permitivitatea poate fi discretizată similar pe celulele pseudo–rombice  
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 , aflate la intersecţia dreptelor celor două reţele de discretizare (fig.6.24), 
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Sursele interne de sarcină cu repartiţie volumică sunt discretizate asemănător, dar pe celulele reţelei secundare, centrate în nodurile reţelei primare (fig.6.25), 



[image: image263.wmf](

)

(

)

(

)

ò

Ç

ú

û

ù

ê

ë

é

´

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

+

-

+

-

+

+

=

G

r

r

S

y

y

x

x

V

j

j

i

i

j

i

j

j

i

i

dy

dx

y

x

k

k

h

h

2

1

2

1

2

1

2

1

,

,

1

1

,

,

4

   , 

  [image: image264.png]


 



           Fig. 6.25. 



Fig. 6.26. 

în timp ce sursele interne de sarcină cu repartiţie superficială sunt discretizate asemănător, prin reducerea contribuţiei lor la celula reţelei secundare centrată în fiecare nod al reţelei primare, unde este prezentă o interfaţă încărcată electric superficial  (fig.6.26), 
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În fine, sursele interne de polarizaţie permanentă pot fi discretizate, pe componente, asemănător surselor interne de sarcină cu repartiţie volumică, 
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sau pot fi discretizate similar, pe componente, dar prin reducerea contribuţiei lor la celula reţelei primare centrată în fiecare nod al reţelei secundare, 
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Esenţa discretizării ecuaţiilor integrale ale metodei intergralelor finite o constituie, în primul rând, faptul că pentru discretizarea ecuaţiei lui Faraday drept contur  (  este considerată o celulă a reţelei primare, în timp ce pentru discretizarea ecuaţiei lui Gauss drept  contur  (  este considerată o celulă a reţelei secundare. În al doilea rând, este de la bun început operat nu cu componentele vectorilor câmpului electric ci cu mărimi integrale – tensiuni pe segmentele reţelei primare, respectiv fluxuri lineice prin suprafeţele, de înălţime unitară după direcţia  Oz , cu urma în planul  Oxy  reprezentată de segmente ale reţelei secundare. Astfel, în nodurile hibride proxime unui nod curent al reţelei secundare  
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 , ca în fig.6.27, sunt definite tensiunile (electrice) pe segmente ale reţelei primare, 
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     Fig. 6.27. 




    Fig. 6.28. 

Similar, în nodurile hibride proxime nodului curent  ( i , j )  al reţelei primare, ca în fig.6.28, sunt definite fluxurile (electrice) pe segmente ale reţelei secundare, 
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interpretate drept fluxuri lineice de-a lungul axei  Oz . 

Pentru discretizarea ecuaţiei lui Faraday într-un punct interior ordinar al reţelei secundare  
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  ca în fig.6.27, obţinând 

imediat, în termenii tensiunilor pe segmente introduse anterior, 
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Similar, pentru discretizarea ecuaţiei lui Gauss într-un punct interior ordinar al reţelei primare  
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  ca în fig.6.28, obţinând imediat, în termenii fluxurilor pe segmente introduse anterior şi a discretizării distribuţiei de sarcină electrică în nodurile reţelei primare, 
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O variantă a acestei ecuaţii discretizate este aceea care foloseşte aproximarea pe celule a distribuţiei volumice a sarcinii electrice, ca în metoda volumelor finite, 
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În plus, deoarece se operează cu ambii vectori ai câmpului electric, este necesară şi discretizarea ecuaţiei constitutive a câmpului electric. O primă variantă este aceea care 

transpune direct ecuaţia constitutivă electrică rescrisă sub forma 
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în termenii mărimilor locale medii deduse din cele integrale – tensiuni şi fluxuri – cu care se operează în celelalte ecuaţii discretizate. Presupunând valori constante ale componentelor vectorilor câmpului electric de-a lungul fiecărui segment al reţelei de discretizare (fig.6.29), se obţin imediat ecuaţiile constitutive discretizate 
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           Fig. 6.29. 
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în ipoteza discretizării permitivităţii pe celulele pseudo–rombice şi a polarizaţiei permanente pe celule ale reţelei secundare. În ipoteza discretizării permitivităţii şi polarizaţiei permanente pe celulele reţelei primare, ecuaţiile constitutive discretizate sunt obţinute sub forma 
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O a doua variantă de discretizare este aceea care porneşte direct de la legătura dintre mărimile integrale ale metodei integralelor finite – tensiuni şi fluxuri. Atunci, de exemplu în ipoteza discretizării permitivităţii şi polarizaţiei permanente pe celulele reţelei primare, se calculează 
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de unde rezultă 
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Similar sunt obţinute ecuaţiile constitutive discretizate 
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Discretizarea condiţiilor de frontieră este efectuată, de asemenea, în termenii mărimilor integrale folosite – tensiuni şi fluxuri; ea constă în folosirea condiţiilor de frontieră date pentru a reformula ecuaţiile integrale discretizate ale metodei integralelor finite. 


Discretizarea ecuaţiei lui Faraday pe contururi reprezentate de celule incomplete ale reţelei primare (fig.6.30), cu porţiuni de frontieră cu condiţie de tip Dirichlet, foloseşte direct aceste date. Se obţine atunci imediat 
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Discretizarea aceleiaşi ecuaţii a lui Faraday pe contururi reprezentate de celule incomplete ale reţelei primare, cu porţiuni de frontieră cu condiţie de tip Neumann, presupune integrarea unui integrand ce poate fi scris drept 
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Derivatele potenţialului sunt aproximate prin media contribuţiei componentelor adecvate ale derivatei potenţialului după normală, pe porţiunea de frontieră interioară celulei considerate a reţelei primare (fig.6.30). Se obţine astfel 
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Discretizarea ecuaţiei lui Gauss pe contururi reprezentate de celule incomplete ale reţelei secundare, cu porţiuni de frontieră cu condiţie de tip Dirichlet, presupune integrarea unui integrand ce poate fi scris (fig.6.31) 
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  Fig. 6.30. 



          Fig. 6.31. 

La rândul ei, componenta necesară a intensităţii câmpului electric în celula considerată (fig.6.32) este aproximată prin diferenţe finite adecvate. Se obţine astfel 
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Discretizarea ecuaţiei lui Gauss pe contururi reprezentate de celule incomplete ale reţelei secundare, cu porţiuni de frontieră cu condiţie de tip Neumann, presupune integrarea unui integrand care, ca mai sus (fig.6.31), poate fi adus la forma 
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La rândul ei, contribuţia componentei normale a intensităţii câmpului electric în celula considerată (fig.6.32) este aproximată prin medierea valorilor ei la capetele segmentului curbiliniu, iar arcul de curbă este aproximat prin coarda sa. Se obţine astfel 
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      Fig. 6.32. 
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Ecuaţiile integrale discretizate în termenii condiţiilor de frontieră trebuie, evident, completate prin ecuaţii constitutive discretizate, aşa cum au fost acestea formulate anterior. În particular, pentru unele din mărimile integrale – tensiuni sau fluxuri – ataşate punctelor de frontieră exterioare domeniului  S( , asemenea relaţii servesc chiar pentru definirea unora în funcţie de altele. 


Trebuie accentuat asupra faptului că ecuaţiile discretizate ale condiţiilor de frontieră, prezentate mai sus, permit determinarea necunoscutelor auxiliare – tensiuni şi fluxuri – în câte două sau trei noduri hibride. Revenind apoi la ecuaţiile discretizate ordinare care includ aceste noduri, pot fi determinate necunoscutele intermediare – tensiuni şi fluxuri – şi în restul punctelor de frontieră, astfel încât, în cadrul postprocesării, să poată fi interpolate componentele vectorilor de câmp electric. 


Transpunerea, în termenii unor condiţii de frontieră echivalente, a ecuaţiilor asociate prezenţei unor conductoare în interiorul domeniului de interes poate fi obţinută prin combinarea celor prezentate mai sus cu abordarea adoptată anterior, în secţiunea 6.2. 


Algoritmul rezolvării unei probleme bidimensionale de câmp electrostatic prin metoda integralelor finite include multe părţi asemănătoare celor schiţate în secţiunea 6.2, pentru metoda volumelor finite, aşa încât va fi doar schiţat. Algoritmului urmăreşte construirea şi apoi rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice, scris matricial pe blocuri, 
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reprezentând ecuaţiile discretizate ale problemei bidimensionale a câmpului electrostatic. Aici, în membrul stâng,  U  este vectorul (matricea coloană a) tensiunilor electrice de-a lungul segmentelor reţelei primare,  (  este vectorul (matricea coloană a) fluxurilor electrice lineice prin segmentele reţelei secundare, iar în membrul drept  0  este un vector (matrice coloană) nul,  Q  este vectorul (matricea coloană a) sarcinilor electrice lineice în celulele reţelei secundare,  P  este vectorul (matricea coloană a) contribuţiilor medii ale polarizaţiei permanente în nodurile hibride asociate discretizării ecuaţiei constitutive electrice. Tot în membrul stâng,  A  este matricea (pătrată a) coeficienţilor ecuaţiilor lui Faraday discretizate, iar  B  este matricea (pătrată a) coeficienţilor ecuaţiilor lui Gauss discretizate, iar  C , respectiv  D , sunt matricile (pătrate ale) coeficienţilor tensiunilor, respectiv fluxurilor, în ecuaţiile constitutive electrice discretizate. 

(0)  Date: Domeniul de interes este o regiune din plan,  ( x , y ) ( S( , delimitată de valori limită,  x ( [ a , b ] , y ( [ c , d ] . Când unele din aceste valori sunt infinite, domeniul de interes nemărginit este trunchiat la un domeniu de calcul mărginit, admiţând condiţii de frontieră rezonabile pe frontierele nou introduse, la distanţă finită de celelalte. Sunt precizate variaţia permitivităţii  (  cu poziţia precum şi repartiţiile surselor  (V , (S , Pp  în domeniu. Sunt de asemenea precizate şi condiţiile de frontieră pe partiţia  {CV,CD}  a frontierei  ( , 
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 , ca şi potenţialele  Vcond k  ori sarcinile  Qcond k , după caz, ale eventualelor conductoare interioare. 

       Necunoscuta intermediară este cuplul reprezentat de mulţimea finită a valorilor tensiunii electrice de-a lungul segmentelor reţelei primare şi mulţimea finită a valorilor fluxurilor electrice lineice prin segmentele reţelei secundare. 

(1)  Preprocesare: 

(1.1)  Construirea reţelelor de discretizare: reţeaua primară 
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 , astfel încât  x0 ( a , xn ( b , y0 ( c , ym ( d , cu  (h = hi = xi – xi–1 , 
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  de drepte mediane ale segmentelor reţelei primare. 

Comentariu: Discretizarea trebuie să asigure îndesirea nodurilor în regiunile de interes special şi în regiunile unde este de aşteptat o variaţie pronunţată a potenţialului. 

(1.2)  Numerotarea nodurilor interioare şi de frontieră astfel încât lăţimea benzii matricii (coeficienţilor) sistemului de ecuaţii să fie minimă. 

Comentariu: Trebuie reamintit că discretizarea domeniului de interes după o reţea de drepte mutual perpendiculare implică o numerotare primară a nodurilor cu doi indici, corespunzători coordonatelor. Operarea cu mulţimea valorilor nodale ale tensiunilor şi fluxurilor presupune, însă, o numerotare secundară a nodurilor cu un singur indice, ceea ce implică o necesară renumerotare a nodurilor. Metoda de renumerotare cea mai comodă pentru aplicarea imediată a relaţiilor discutate anterior constă în construirea unei matrici (tabel) de corespondenţă între cele două numerotări, care să funcţioneze ca interfaţă între ansamblul formulelor exprimate în termenii a doi indici nodali şi ansamblul valorilor tensiunilor şi fluxurilor nodale exprimate în termenii unui singur indice nodal. Pentru satisfacerea condiţiei de lăţime de bandă minimă a blocurilor  A  şi  B  ale matricii sistemului algebric rezultat este indicat ca numerotarea cu un singur indice a nodurilor interioare şi de frontieră să se efectueze succesiv, mai întâi de-a lungul direcţiei de lăţime (în termen de număr de noduri) minimă, trecând apoi succesiv la următoarele drepte ale reţelei în direcţia de lăţime maximă, aşa cum a fost discutat anterior, în secţiunea 5.3. În această situaţie blocurile rezultate ale matricii sistemului sunt bloc–diagonale, de lăţime minimă. 

(1.3)  Construirea tabelelor de indici de exceptie: 

D – vectorul indicilor nodurilor cu condiţie de frontieră de tip  Dirichlet; 

N – vectorul indicilor nodurilor ordinare cu condiţie de frontieră de tip  Neumann; 

Dk , Nk , … – vectorii indicilor nodurilor de frontieră de diferite tipuri pentru conductoare interioare  k . 

(1.4)  Discretizarea condiţiilor de frontieră, prin construirea vectorilor: 


F – vectorul valorilor potenţialului în punctele frontierei de tip Dirichlet asociate nodurilor de frontieră de tip Dirichlet; 


G – vectorul valorilor derivatei după normală a potenţialului în punctele frontierei de tip Neumann asociate nodurilor de frontieră de tip Neumann; 


Fk , Gk , … – vectorii valorilor potenţialului sau derivatei după normală a potenţialului în punctele frontierei de tip Dirichlet, respectiv Neumann, asociate nodurilor de frontieră speciale de tip Dirichlet sau Neumann; 

(1.5)  Discretizarea permitivităţii / surselor  pe celulele corespunzătoare ale reţelelor de discretizare. 

Comentariu: Pot fi alese diferite modalităţi de discretizare, care să uşureze fie această discretizare, fie discretizarea ecuaţiilor lui Faraday, Gauss şi constitutivă. 

(2)  Construirea blocurilor matriciale ale sistemului de ecuaţii algebrice ale tensiunilor şi fluxurilor electrice. 

(2.1) Construirea matricii 
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 a coeficienţilor ecuaţiilor lui Faraday discretizate pentru tensiunile electrice. 

(2.2) Construirea matricii 
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 a coeficienţilor ecuaţiilor lui Gauss discretizate pentru fluxurile electrice lineice. 

(2.3) Construirea matricii 
[image: image374.wmf][
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 a coeficienţilor tensiunilor în ecuaţiile constitutive electrice discretizate. 

(2.4) Construirea matricii 
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 a coeficienţilor fluxurilor lineice în ecuaţiile constitutive electrice discretizate. 


Comentariu: Elementele acestor matrici, construite conform formulelor discutate anterior, sunt numerotate în termenii indicilor secundari, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de nodul abordat (interior sau de frontieră, de diferite tipuri). Referirea la permitivitatea sau sursele din celulele alăturate presupune, de asemenea, luarea în considerare a renumerotării nodurilor. 

(2.5) Asamblarea matricii sistemului de ecuaţii algebrice ale tensiunilor şi fluxurilor electrice. 


Comentariu: Trebuie generate suplimentar şi introduse (virtual) blocurile nule necesare completării matricii sistemului de ecuaţii algebrice ale tensiunilor şi fluxurilor electrice. 

(3)  Construirea blocurilor matriciale (vectorilor) din membrul drept al sistemului de ecuaţii algebrice ale tensiunilor şi fluxurilor electrice. 

(3.1) Construirea vectorului  
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  al termenilor liberi ai sistemului ecuaţiilor lui Gauss discretizate. 

(3.2) Construirea vectorului  
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  al termenilor liberi ai sistemului ecuaţiilor constitutive electrice discretizate. 

Comentariu: Elementele acestor vectori, construite conform formulelor discutate anterior, sunt numerotate în termenii indicilor secundari, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de nodul abordat (interior sau de frontieră, de diferite tipuri). Referirea la permitivitatea sau sursele din celulele alăturate presupune, de asemenea, luarea în considerare a renumerotării nodurilor. 

(3.3) Asamblarea vectorului din membrul drept al sistemului de ecuaţii algebrice ale tensiunilor şi fluxurilor electrice. 


Comentariu: Trebuie generat suplimentar şi introdus (virtual) blocul (vectorul) nul necesar completării vectorului din membrul drept al sistemului de ecuaţii algebrice ale tensiunilor şi fluxurilor electrice. 

 (4)  Asamblarea sistemului de ecuaţii algebrice ale tensiunilor şi fluxurilor electrice şi rezolvarea lui pentru determinarea vectorilor  
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  ai tensiunilor şi fluxurilor electrice. 

Comentariu: Etapa aceasta poate include eventuale condiţionări adecvate ale matricilor cu care se operează. 

(5)  Postprocesarea: Operaţii diverse asupra vectorilor  U  şi  (  în scopul determinării mărimilor de interes pentru utilizator. 

Comentariu: Postprocesarea poate folosi, în unele situaţii, direct tensiunile şi fluxurile determinate, asociate segmentelor reţelelor de discretizare. În general, însă, postprocesarea implică, în acest caz, două etape: mai întâi, determinarea valorilor nodale ale mărimilor locale de câmp electric, iar apoi abia determinarea altor mărimi în funcţie ce acestea. 


Sunt de menţionat şi aici câteva completări şi extensiuni posibile ale celor prezentate mai sus. Metoda integralelor finite pentru problema bidimensională a câmpului electrostatic poate fi aplicată şi pentru a studia alte câmpuri statice sau staţionare pe baza analogiei câmpurilor corespunzătoare, studiate în termenii unui potenţial scalar (câmp magnetostatic, câmp electrocinetic pseudo-staţionar, sau chiar – de exemplu – câmp termic ori electrochimic staţionar). De asemenea, metoda prezentată poate aborda şi condiţii de frontieră de tip mixt, 
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prin reformularea acestora în termenii unor condiţii de frontieră de tip Neumann modificate, 
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unde  
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  este valoarea asociată condiţiei de tip Neumann  modificate în punctul  M  aparţinând părţii frontierei  (  cu o condiţie de frontieră de tip mixt. În fine, metoda integralelor finite poate fi formulată similar – deşi mult mai complicat – şi în termenii unor coordonate ortogonale necartesiene, când acestea sunt mult mai avantajoase pentru a adapta reţeaua de discretizare unor configuraţii geometrice speciale ale domeniului de studiu. Un dezavantaj, însă, este acela că dimensiunile paşilor de discretizare trebuie exprimate în termenii a mai mult decât o singură coordonată iar măsura extensiei diferitelor elemente – lungimi, arii – depinde, la fel, de mai multe coordonate. 


6.5.  Metoda integralelor finite pentru 


        problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar 


Problemele de câmp magnetic staţionar sunt ilustrative pentru aplicarea metodei integralelor finite în cazul unui câmp determinat în termenii unui potenţial vector. În cazul unei aşa numite probleme transversale a câmpului magnetic staţionar – în care câmpul magnetic este normal direcţiei de-a lungul căreia nu există variaţie a structurii, datelor şi, deci, nici a câmpului magnetic – se va argumenta mai jos că există analogii importante în ceea ce priveşte discretizarea ecuaţiilor integrale asociate câmpului electrostatic şi câmpului magnetic staţionar. 


Fie de determinat câmpul magnetic staţionar într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu  S(  mărginit în planul  Oxy  (fig.6.33). Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z , astfel încât problema este bidimensională;  notând prin  
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  versorii axelor  Ox , respectiv  Oy , se operează cu mărimile  
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în condiţiile unor date de forma 



[image: image385.wmf](

)

(

)

(

)

z

z

ˆ

,

,

ˆ

,

,

,

y

x

J

y

x

J

y

x

S

S

=

=

=

    J

    

    J

    

m

m

   , 



[image: image386.wmf](

)

(

)

y

x

ˆ

,

ˆ

,

y

x

M

y

x

M

y

x

p

+

=

M

   . 

  [image: image387.png]=










      Fig. 6.33. 


Ecuaţiile problemei sunt exprimate global–integral, cu o excepţie, 
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În cazul problemei bidimensionale, când  
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 , este suficient ca ecuaţia lui Ampère să fie scrisă pentru contururi  (  oarecare din planul  Oxy  (fig.6.34.a), cu sensul de referinţă asociat sensului versorului axei  Oz  după regula mâinii drepte (regula burghiului drept). Pentru membrul drept, elementul de suprafaţă orientat este, evident,  
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 , astfel încât membrul drept al ecuaţiei integrale este exprimat sub forma 
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      Fig. 6.34. 

unde  CI  este urma în planul  Oxy  a eventualei suprafaţe cu versor normal  n S  parcursă de o pânză de curent, iar 
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 . Pe de altă parte, în aceleaşi condiţii, când  
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 , ecuaţia lui Dirac este suficient să fie scrisă pe suprafeţe închise  (  de formă cilindrică, cu generatoarele de lungime  h  de-a lungul axei  Oz  şi baze  S(  în plane paralele cu planul  Oxy  (fig.6.34.b). Pe suprafaţa cilindrică laterală elementul de arie este, evident,  
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 , unde  dr  este elementul de arc pe conturul  (  al secţiunii suprafeţei cilindrice asociat sensului versorului  
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 . Pentru membrul stâng al ecuaţiei integrale se obţine, astfel, 
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Sistemul de ecuaţii de rezolvat pentru determinarea câmpului magnetic staţionar  {B,H}  în domeniul bidimensional  S(  se reduce atunci la 
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În particular, trebuie remarcat că folosirea formei globale–integrale a ecuaţiei lui Ampère face inutilă considerarea separată a ecuaţiei câmpului magnetic la interfaţă, aşa cum a fost de altfel remarcat în secţiunea 6.3, cu referire la metoda volumelor finite. 


Pentru abordarea vectorilor câmpului magnetic în raport cu suprafaţa domeniului  S(  se ţine seama de corespondenţa imediată între componenta tangenţială şi produsul vectorial prin vectorul normal la o suprafaţă, aşa cum a fost analizat în   secţiunea 2.3. Sunt astfel considerate condiţii de frontieră ale problemei de tipurile 
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pentru o partiţie a frontierei  (  de tipul 
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şi pentru 
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Condiţia de frontieră de tip Dirichlet vectorială, 
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se reduce la o simplă condiţie scalară, 
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întru totul similară condiţiei de tip Dirichlet pentru problema câmpului electrostatic bidimensional, 
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Pe de altă parte, deoarece 
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fluxul magnetic printr-o suprafaţă este echivalent circulaţiei potenţialului vector pe conturul suprafeţei, care, astfel, este pusă în corespondenţă cu tensiunea electrică de-a lungul unui contur în problema analoagă a câmpului electrostatic. Valorile date 
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 ale componentei tangenţiale a potenţialului vector pe o parte a conturului  (  pot fi atunci tratate ca analoage valorilor date  
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  ale potenţialului electric scalar în problema de câmp electrostatic analoagă. 


Condiţia de frontieră de tip Neumann vectorială, 
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se reduce simplu la o condiţie scalară, 
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întru totul similară condiţiei de tip Neumann pentru problema câmpului electrostatic bidimensional, 
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Pe de altă parte, condiţia de tip Neumann pentru câmpul electrostatic este direct legată de componenta normală a inducţiei electrice (şi polarizaţiei permanente date) prin relaţia evidentă 
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şi, similar, condiţia de tip Neumann vectorială pentru câmpul magnetic staţionar este direct legată de componenta tangenţială a intensităţii câmpului magnetic (şi magnetizaţiei permanente date) prin relaţia 
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Ultimul vector reprezintă chiar rotirea cu  (/2  în jurul normalei  n  a componentei tangenţiale 
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a vectorilor implicaţi. Se poate conchide atunci că produsul prin  – (  al valorilor date 
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 ale condiţiei de tip Neumann pentru problema câmpului magnetic staţionar pot fi tratate ca analoage valorilor  
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  ale condiţiei de tip Neumann pentru problema câmpului electrostatic. 


Este astfel evidentă analogia condiţiilor de frontieră pentru potenţialul vector al problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar cu condiţiile de frontieră pentru potenţialul scalar al problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, în conformitate cu tabloul de analogie  
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Pentru a folosi metoda integralelor finite în scopul rezolvării problemei bi-dimensionale transversale a câmpului magnetic staţionar sunt construite reţeaua de discretizare primară şi reţeaua de discretizare secundară (complementară) la fel ca pentru problema câmpului electrostatic studiată mai sus, în secţiunea 6.4, prin fasciculele de drepte  
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  pentru prima, respectiv prin facscicu-lele de drepte  
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  pentru a doua (fig.6.33). 

Discretizarea permeabilităţii  (  este efectuată similar discretizării permitivităţii, de exemplu pe celule ale reţelei primare, centrate în nodurile reţelei secundare (fig.6.35), 
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sau în alte moduri, similare celor discutate în secţiunea 6.4, cum ar fi discretizarea pe celule  pseudo–rombice   
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 , aflate la intersecţia dreptelor celor două reţele de discretizare (fig.6.36), 
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          Fig. 6.35. 



  Fig. 6.36.  

Sursele interne de curent cu distribuţie masivă sunt discretizate asemănător, tot pe celulele reţelei primare, centrate în nodurile reţelei secundare (fig.6.37), 
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            Fig. 6.37. 



  Fig. 6.38. 

iar sursele interne de curent cu repartiţie superficială sunt discretizate asemănător, prin reducerea contribuţiei lor la celula reţelei primare centrată în fiecare nod al reţelei secundare, unde este prezentă o interfaţă purtătoare de pânză de curent (fig.6.38), 
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În fine, sursele interne de magnetizaţie permanentă pot fi discretizate, pe componente,  asemănător permeabilităţii, prin reducerea contribuţiei lor la celule ale reţelei primare, centrate în nodurile reţelei secundare (similar figurii 6.35),


[image: image435.wmf](

)

[

]

[

]

ò

Ç

´

-

-

-

-

=

G

S

y

y

x

x

x

p

j

i

x

j

i

j

j

i

i

dy

dx

y

x

M

k

h

M

,

,

,

1

1

2

1

2

1

,

1

   , 



[image: image436.wmf](

)

[

]

[

]

ò

Ç

´

-

-

-

-

=

G

S

y

y

x

x

y

p

j

i

y

j

i

j

j

i

i

dy

dx

y

x

M

k

h

M

,

,

,

1

1

2

1

2

1

,

1

   , 

sau pot fi discretizate, tot pe componente, asemănător surselor interne de curent, prin reducerea contribuţiei lor la celula reţelei secundare centrată în fiecare nod al reţelei primare (similar figurii 6.37), 
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Esenţa discretizării ecuaţiilor integrale ale metodei intergralelor finite o constituie, în primul rând, faptul că pentru discretizarea ecuaţiei lui Ampère drept  contur  (  este considerată o celulă a reţelei primare, în timp ce pentru discretizarea ecuaţiei lui Dirac drept  contur  (  este considerată o celulă a reţelei secundare. În al doilea rând, este de la bun început operat nu cu componentele vectorilor câmpului magnetic ci cu  mărimi integrale – tensiuni magnetice pe segmentele reţelei primare, respectiv fluxuri lineice prin suprafeţele, de înălţime unitară după direcţia  Oz , cu urma în planul  Oxy  reprezentată de segmente ale reţelei secundare. Astfel, în nodurile hibride proxime unui nod curent al reţelei secundare  
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 , ca în fig.6.39, sunt definite tensiunile (magnetice) pe segmente ale reţelei primare, 
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Similar, în nodurile hibride proxime nodului curent  ( i , j )  al reţelei primare, ca în fig.6.40, sunt definite fluxurile (magnetice) pe segmente ale reţelei secundare, 
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interpretate drept fluxuri lineice în raport cu axa  Oz . 
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          Fig. 6.39.  



      Fig. 6.40.  

Pentru discretizarea ecuaţiei lui Ampère într-un punct interior ordinar al reţelei secundare  
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 , coincident cu conturul unei celule a reţelei primare, ca în fig.6.39. Membrul stâng este discretizat imediat, în termenii tensiunilor pe segmente introduse anterior, iar membrul drept este discretizat de asemenea simplu, în termenii discretizării introduse anterior pentru sursele interne de curent. Se obţine astfel  
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Similar, pentru discretizarea ecuaţiei lui Dirac într-un punct interior ordinar al reţelei primare  
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 , coincident cu conturul unei celule a reţelei secundare, ca în fig.6.40. Se obţine imediat, în termenii fluxurilor pe segmente introduse anterior, 
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Ca şi pentru problema de câmp electrostatic analizată în secţiunea precedentă, în plus, deoarece se operează cu ambii vectori ai câmpului magnetic, este necesară şi discretizarea ecuaţiei constitutive a câmpului magnetic. Prima variantă este aceea care transpune direct ecuaţia constitutivă magnetică rescrisă sub forma 
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în termenii mărimilor locale medii deduse din cele integrale – tensiuni şi fluxuri – cu care se operează în celelalte ecuaţii discretizate. Presupunând valori constante ale componentelor vectorilor câmpului magnetic de-a lungul fiecărui segment al reţelei de discretizare corespunzătoare (fig.6.41), se obţin imediat ecuaţiile constitutive discretizate 
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Fig.6.41. 

dacă este considerată ipoteza discretizării permitivităţii pe celulele pseudo–rombice şi a componentelor magnetizaţiei per-manente pe celule ale reţelei secundare. Similar, dar considerând acum ipoteza discretizării atât a permeabilităţii cât şi a compo-nentelor magnetizaţiei permanente pe celulele reţelei primare, ecuaţiile constitutive discretizate sunt obţinute sub forma
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O a doua variantă de discretizare este aceea care porneşte direct de la legătura dintre mărimile integrale ale metodei integralelor finite – tensiuni şi fluxuri. Atunci, de exemplu în ipoteza discretizării permitivităţii şi polarizaţiei permanente pe celulele reţelei primare, se calculează 
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de unde rezultă 



[image: image471.wmf]2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

,

1

,

0

,

1

,

1

,

,

x

j

i

j

x

j

i

j

j

i

j

j

i

j

i

x

j

i

x

j

i

M

k

M

k

k

h

u

+

+

+

-

+

+

+

+

-

+

+

+

+

+

=

+

-

m

e

m

m

f

   . 

Similar sunt obţinute ecuaţiile constitutive discretizate 
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În fine, discretizarea condiţiilor de frontieră este efectuată tot în termenii mărimilor integrale folosite – tensiuni şi fluxuri magnetice, ţinând seama de analogiile formale remarcate anterior între problema bidimensională a câmpului electrostatic şi problema bidimensională transversală a câmpului magnetic staţionar, pe de o parte, în formularea condiţiilor de frontieră şi, pe de altă parte, în discretizarea ecuaţiilor integrale. 


Este atunci evident că şi algoritmul de rezolvare a unei probleme bidimensionale de câmp magnetic staţionar transversal prin metoda integralelor finite este extrem de asemănător celui schiţat anterior, în secţiunea 6.4, aşa încât nu va mai fi prezentat aici. 
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