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5.  METODA  DIFERENŢELOR  FINITE

PENTRU  CÂMPURI  STATICE  ŞI  STAŢIONARE 


5.1.  Formularea metodei 


Rezolvarea problemelor de câmp electromagnetic static sau staţionar prin metoda diferenţelor finite foloseşte formularea diferenţială a problemei de câmp, în care derivatele sunt aproximate prin diferenţe finite. 


În principiu se va presupune că a fost efectuat în prealabil studiul calitativ al problemei de câmp electric/magnetic: condiţiile de existenţă, unicitate şi stabilitate atât pentru soluţia problemei exacte, cât şi pentru a celei aproximative (discretizate) sunt presupuse a fi asigurate, ca şi consistenţa problemei aproximative, în sensul convergenţei soluţiei problemei aproximative către cea a problemei exacte la rafinarea aproximării (discretizării) folosite. 

Metoda diferenţelor finite pentru câmpuri statice şi staţionare presupune discretizarea unei formulări diferenţiale a problemei de câmp electric sau magnetic. Ea implică parcurgerea unui şir de etape, după cum urmează.

(a)  Datele problemei sunt: domeniul în care urmează a fi determinată distribuţia câmpului electric/magnetic static/staţionar şi ansamblul datelor ce acoperă condiţiile de unicitate a soluţiei problemei de rezolvat. În particular, domeniul este precizat atât prin datele geometrice cât şi prin parametrii constitutivi în fiecare punct (subdomeniu). 


Necunoscuta primară a unei asemenea probleme este distribuţia câmpului electric/magnetic static/staţionar în orice punct din domeniul de studiu. În problemă pot fi căutate şi unele necunoscute auxiliare, cum ar fi unele mărimi integrale asociate unor subdomenii de interes (curent prin anumite borne, flux pe anumite suprafeţe, tensiuni între anumite puncte, etc.) sau mărimi energetice ori acţiuni mecanice asociate unor subdomenii de interes (densitate de putere/energie sau putere/energie electromagnetică, forţe sau cupluri electromagnetice). 

(b) Pentru problema de câmp electric/magnetic este precizată eventuala necunoscută intermediară – fie direct una dintre mărimile de câmp (intensitate sau inducţie), fie un potenţial, scalar sau vector, adecvat. Ecuaţiile diferenţiale ale problemei sunt formulate în termenii variabilei alese, iar condiţiile de unicitate sunt reformulate în termenii aceleiaşi variabile intermediare. 


(c)  Aplicarea metodei diferenţelor finite pentru rezolvarea unei probleme de câmp necesită o preprocesare adecvată a datelor problemei, care reprezintă, în mare, discretizarea spaţiilor de funcţii în care se operează (spaţiul soluţiei şi spaţiul surselor). 

Este construită mai întâi o reţea de discretizare, care este suprapusă peste domeniul de definiţie a problemei astfel încât să fie urmărite în mod adecvat frontiera domeniului şi interfeţele subdomeniilor, ca şi rafinarea adecvată a reţelei în regiunile unde este necesar studiul mai detaliat al câmpului. 


În cazul problemelor unidimensionale este foarte uşor să se aranjeze reţeaua de discretizare astfel încât limitele ei să coincidă cu limitele domeniului de interes iar interfeţele eventualelor subdomenii să coincidă cu noduri interioare ale reţelei de discretizare. 


În cazul problemelor multidimensionale – în particular, bidimensionale – o asemenea situaţie fericită poate fi întâlnită numai în cazul unor frontiere şi interfeţe paralele cu axele (planele) de coordonate. În general, însă, frontiera domeniului şi interfeţele subdomeniilor nu urmăresc reţeaua de discretizare; trebuie atunci decis între două abordări posibile: (1() poate fi deformată local reţeaua de discretizare în vecinătatea frontierei sau interfeţelor, pentru a aduce nodurile reţelei pe frontieră sau pe interfaţă; (2()   condiţiile de frontieră sau la interfaţă pot fi transpuse dintr-un punct al acestora într-un (sau mai multe) punct(e) vecin(e) al(e) reţelei de discretizare considerat(e) ca aproximând astfel o frontieră sau interfaţă deformată. 


Numerotarea valorilor discrete ale necunoscutei intermediare folosite presupune numerotarea nodurilor în care acestea sunt definite. În cazul unei reţele unidimensionale este evident recomandată numerotarea succesivă a nodurilor. În cazul retelelor multi-dimensionale, însă, numerotarea cu un singur indice a nodurilor reţelei presupune alegerea optimă a traseului de parcurgere a acestora. Este în general preferată o parcurgere a axelor reţelei de discretizare, în acelaşi sens, mai întâi după direcţia cu cele mai puţine noduri. 


Sunt apoi identificate şi grupate adecvat nodurile de frontieră, în funcţie de tipul de condiţie de frontieră valabilă local, ca şi, eventual, nodurile de interfaţă unde ar trebui impuse condiţii la interfaţă adecvate. 


Sunt în fine discretizate valorile asociate surselor interne de câmp electric/ magnetic (sarcini, curenţi, polarizaţie sau magnetizaţie) ca şi cele asociate parametrilor constitutvi (permitivitate, permeabilitate), în cazul mediilor neomogene. Discretizarea acestor valori poate fi efectuată cu referire fie la nodurile, fie la celulele, reţelei de discretizare, în conformitate cu modul de discretizare a ecuaţiilor problemei. 

(d)  Etapa următoare este discretizarea ecuaţiilor problemei de câmp; acest pas consistă în construirea sistemului de ecuaţii aproximative pentru valorile nodale ale variabilei intermediare alese. În general trebuie făcută aici distincţia între (1() ecuaţiile valabile pentru un aşa numit nod interior domeniului discretizat, (2() ecuaţiile valabile pentru un nod de frontieră – separat pentru o condiţie de tip Dirichlet şi separat pentru o condiţie de tip Neumann, (3() ecuaţiile valabile pentru un nod de interfaţă. 

Ca rezultat al acestei etape este obţinut un sistem de ecuaţii algebrice pentru variabilele nodale corespunzătoare necunoscutei intermediare şi discretizării adoptate. 

(e)  Rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice pentru variabilele nodale ale problemei aproximative este efectuată folosind un algoritm adecvat, implementat într-un aşa numit solver, furnizat deobicei într-un pachet de programe dedicat soluţionării unor asemenea sisteme de ecuaţii. 


În cazul, mai complicat, al unor probleme de câmp electric/magnetic în medii neliniare, unde parametrii constitutivi (care afectează coeficienţii ecuaţiilor) depind de valorile necunoscutei sau ale derivatelor acesteia, trebuie în plus adoptate metode şi algoritmi adecvaţi rezolvării unor sisteme de ecuaţii algebrice neliniare.    


Ca rezultat al parcurgerii acestei etape sunt obţinute valorile nodale ale necunoscutei intermediare folosite. 


(f)  Etapa finală o constituie postprocesarea valorilor nodale obţinute pentru a  determina obiectivele de interes în problema studiată. 


Postprocesarea poate implica, de exemplu, reprezentarea soluţiei – pentru variabila intermediară sau pentru mărimile de câmp electric/magnetic – într-un mod adecvat unei interacţiuni prietenoase cu utilizatorul. Aceasta implică interpolarea valorilor necunoscutei intermediare şi a celor primare în orice punct al domeniului, calculul şi reprezentarea grafică a curbelor de nivel ale variabilelor scalare (sau ale unor caracteristici scalare – de exemplu, modulul intensităţii sau inducţiei câmpului) sau reprezentarea grafică a liniilor de câmp sau numai a vectorilor intensitatea/inducţia câmpului electric/magnetic în puncte desemnate ale domeniului. 


Postprocesarea mai poate implica şi calculul unor mărimi integrale specificate, referitoare la anumite părţi din domeniu (curbe, suprafeţe, subdomenii) stabilite de utilizator. Adesea asemenea calcule pot presupune, în prealabil, determinarea unor mărimi locale (de exemplu – densitate de volum a energiei sau puterii electromagnetice) derivate direct sau indirect din valorile nodale ale variabilei intermediare folosite. Determinarea unor mărimi energetice sau mecanice (forţe, cupluri) referitoare la subdomenii indicate de utilizator poate folosi diferite metode de calcul al acestor mărimi. 


În cele ce urmează vor fi abordate cu deosebire două chestiuni: (1()  acordarea reţelei de discretizare cu condiţiile de frontieră şi la interfaţă, (2()  algoritmii de construire a ecuaţiilor discretizate ale problemei de câmp electric/magnetic pentru fiecare tip de nod al reţelei. 


Ecuaţiile care descriu câmpul electric static ori câmpul magnetic staţionar (ca şi cele analoage acestora – câmpul magnetostatic ori câmpul electrocinetic pseudostaţionar) sunt ecuaţii cu derivate parţiale de tip eliptic; în termenii potenţialelor adecvate ele sunt ecuaţii de tip Poisson (generalizate – eventual vectoriale). Ca exemplificare va fi discutată detaliat problema determinării câmpului electrostatic într-un domeniu mărginit, în condiţii de unicitate rezonabil de generale. 

5.2. Problema unidimensională a câmpului electrostatic 


Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu de forma unei plăci de grosime finită, limitată de valorile  x = a  şi  x = b  în direcţia axei  Ox , de extensie infinită  în direcţiile axelor  Oy  şi  Oz . Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabilele  y  şi  z , astfel încât problema este unidimensională:  notând prin  
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  versorul axei  Ox , se operează cu mărimile  
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      Fig. 5.1. 

în condiţiile unor date de forma  (fig.5.1) 
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Ecuaţiile problemei sunt 
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Rezolvarea cea mai simplă foloseşte ca necunoscută intermediară potenţialul electric scalar, astfel încât 
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iar ecuaţia cu derivate parţiale de rezolvat este 
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În cazul problemei unidimensionale, când  
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Similar, condiţiile la interfaţă pot fi exprimate direct ca 
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ultima fiind echivalentă cu 
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În fine, condiţiile de frontieră ale problemei sunt de formulat numai în punctele extreme,  x = a  şi  x = b . 


Reţeaua de discretizare este imediat construită adecvat domeniului de interes, ca în fig.5.2, cu noduri extreme în punctele  x = a , x = b  şi noduri intermediare în dreptul interfeţelor  xs  dintre domenii de netezime, domenii de omogenitate a materialelor ori domenii de repartiţie a surselor interne. În consecinţă, necunoscuta problemei discretizate este reprezentată de mulţimea valorilor potenţialului în nodurile reţelei,  Vi ,  i = 0,1,…,n . 
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      Fig. 5.2. 

Permitivitatea  (  este discretizată pe celulele (intervalele) de discretizare, astfel încât  
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sau, în cazul unor variaţii lente, chiar valori în puncte specificate ale acestui interval. Sursele interne pot fi discretizate asemănător  
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 , dar pentru acestea este posibilă şi varianta discretizării în chiar nodurile reţelei de discretizare  
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Construirea ecuaţiei discretizate a potenţialului într-un punct interior ordinar abordează separat părţile stângă şi dreaptă ale ecuaţiei. În aproximarea membrului stâng este esenţială discretizarea operatorului diferenţial  Dx (( Dx ) . Operatorul diferenţial  Dx  este exprimat în punctul interior curent  i  prin diferenţe finite centrate pe semiintervale (cu eroare de ordinul lui  h2 ) , ceea ce dă, succesiv, 
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sau, folosind notaţiile obişnuite  hi = (h , hi+1 = (h , 
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Aproximarea membrului drept al ecuaţiei în punctul curent interior  i  este 
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dacă sursele interioare sunt discretizate pe intervale, respectiv 
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dacă sursele interioare sunt discretizate în noduri. Deşi este mai simplă, a doua variantă de discretizare a surselor este inaplicabilă în cazul prezenţei unor interfeţe între domenii de netezime a mărimilor electrice implicate. 


Construirea ecuaţiei discretizate într-un punct interior de pe interfaţă nu mai poate folosi discretizarea operatorului divergenţă. Membrul stâng al ecuaţiei la interfaţă, în punctul  s , este discretizat imediat sub forma  
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Similar, folosind notaţia  (S = ( , membrul stâng al ecuaţiei este simplu obţinut ca 


[image: image30.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

2

1

-

+

-

+

-

+

-

=

-

+

-

s

s

s

x

p

x

p

s

S

P

P

P

P

x

s

s

s

r

   ,

dacă polarizaţia este discretizată pe intervale, respectiv 
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dacă polarizaţia este discretizată în nodurile reţelei de discretizare. 


Discretizarea condiţiilor de frontieră este diferită după tipul acestei condiţii. 


Discretizarea condiţiilor de frontieră de tip Dirichlet constă pur şi simplu în impunerea valorii date a potenţialului în punctul de frontieră corespunzător, 
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Discretizarea condiţiilor de frontieră de tip Neumann poate folosi aproximări unilaterale (prin diferenţe finite progresive în punctul  x0  sau regresive în  punctul  xn ) ori aproximări bilaterale, cu referire la noduri fictive, din afara domeniului de interes. 


În varianta aproximărilor unilaterale, de exemplu pentru punctul  x0 , se porneşte de la dezvoltările în serie 
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De aici, folosind numai prima dezvoltare, se poate obţine imediat aproximarea mai grosieră 
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Eliminând însă derivatele secunde între cele două dezvoltări, 
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se obţine aproximarea mai precisă 
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Egalând opusa acestei derivate (care este chiar derivata după normală) cu valoarea dată asociată condiţiei de frontieră de tip Neumann, 
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se ajunge la forma discretizată a condiţiei de frontieră de tip Neumann în punctul  x = x0 , 
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cu eroare de ordinul lui  h , respectiv 
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cu eroare de ordinul lui  h2 . Urmând o procedură absolut similară sunt obţinute forme discretizate ale condiţiei de frontieră de tip Neumann în punctul  x = xn 
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sub una din formele  
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Avantajul aproximării mai bune a derivatei în punctul de frontieră este contracarat, însă, de modificarea structurii matricii sistemului de ecuaţii rezultat, în sensul că în ecuaţia punctului considerat apar şi termeni cu indici distanţaţi la doi paşi faţă de cel curent. 
În varianta aproximării bilaterale, domeniul de interes al problemei este presupus prelungit dincolo de frontieră, simetric cu aceasta. Tratând, spre exemplu, tot punctul  x0 , domeniul este presupus prelungit până într-un punct  x–1 = x0 – h1 , cu proprietăţi simetrice celor ale primului interval  [ x0 , x1 ] , astfel încât  
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 , dar  
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şi folosind valoarea condiţiei de frontieră de tip Neumann în punctul considerat, 
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este obţinută valoarea (fictivă) a potenţialului în punctul fictiv  x–1 ,    
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Pentru punctul de frontieră  x0  este apoi scrisă direct, de exemplu, prima ecuaţie dedusă mai sus pentru un punct interior, 
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De aici, înlocuind valoarea obţinută pentru  V–1  şi ţinând seama de simetrie (inclusiv de egalitatea  h0 = h1 ) , se ajunge succesiv la 
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O procedură asemănătoare aplicată punctului de frontieră  xn  duce la ecuaţia 
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Adoptând câte una din variantele discutate mai sus privind discretizarea surselor, formularea ecuaţiilor în punctul curent ordinar sau pe interfaţă ori de frontieră de tip Neumann, algoritmul rezolvării numerice a unei probleme unidimensionale de câmp electrostatic este atunci următorul:  

(0)  Date: Domeniul  x ( [ a , b ] , cu  ( : [ a , b ] ( R+ , (V : [ c , d ] ( R , (S : {s,t,…} ( R , Pp : [ e , f ] ( R  (unde  {s,t,…} , [ c , d ] , [ e , f ] (  [ a , b ] )  şi condiţiile de frontieră  V(a)  sau  DxV(a) = g(a)  şi  V(b)  sau  DxV(b) = g(b) . 

       Necunoscuta intermediară este mulţimea finită a valorilor potenţialului electric în mulţimea finită a nodurilor reţelei de discretizare. 

(1)  Preprocesare: 

(1.1) Construirea reţelei de discretizare  
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(1.2) Construirea tabelelor de indici de exceptie: 
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         N = { 0 }  sau { n } după cum este dată valoarea de frontieră  g(a)  sau  g(b)  ;  


(1.3) Discretizarea permitivităţii / surselor  
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(2) Construirea matricii 
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 a coeficienţilor sistemului de ecuaţii algebrice ale potenţialului electrostatic:  pentru  i , j = 1 , 2 , … , n  calculat  


(2.1)  dacă  i = 0 , atunci 

dacă  i ( D , atunci   ai,i = + 1 , ai,j = 0  pentru  j > i , 

dacă  i ( N , atunci   ai,i = – 1 , ai,i+1 = + 1 , ai,j = 0  pentru  j > i + 1 ; 


(2.2)  dacă  i = n , atunci 

dacă  i ( D , atunci   ai,i = + 1 , ai,j = 0  pentru  j < i , 

dacă  i ( N , atunci   ai,i = – 1 , ai,i–1 = + 1 , ai,j = 0  pentru  j < i – 1 ; 


(2.3)  dacă  i ( S , atunci   
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 ,  ai,j = 0  pentru  j < i – 1 ,  j > i + 1 ; 


(2.4)  dacă  
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ai,j = 0  pentru  j < i – 1 ,  j > i + 1 ; 

(3)  Construirea vectorului  
[image: image68.wmf][

]

T

i

b

=

B

  al termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii algebrice ale potenţialului electrostatic:  pentru  i = 1 , 2 , … , n  calculat 


(3.1)  dacă  i = 0 , atunci  

dacă  i ( D , atunci   bi = V(a)  , 

dacă  i ( N , atunci  
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(3.2)  dacă  i = n , atunci 

dacă  i ( D , atunci   bi = V(b)  , 

dacă  i ( N , atunci  
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(3.3)  dacă  i ( S , atunci  
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(3.4)  dacă  
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(4)  Asamblarea sistemului de ecuaţii algebrice   
[image: image74.wmf]B
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  ale potenţialului electrostatic şi rezolvarea lui pentru determinarea vectorului   
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  al valorilor nodale ale acestuia. 

Comentariu: Etapa aceasta poate include eventuale condiţionări adecvate ale matricilor cu care se operează. 

(5)  Postprocesarea: Operaţii diverse asupra vectorului  V  în scopul determinării mărimilor necesare utilizatorului. 


Sunt de menţionat câteva completări şi extensiuni posibile ale discuţiei precedente. 


În cazul prezenţei unei plăci conductoare care ocupă intervalul  [ p , q ] ( [ a , b ] , atunci acest interval este exclus din domeniu, tratând  p = q = xp drept abscisa unei interfeţe. Condiţia la interfaţa echivalentă trebuie impusă diferit după tipul de condiţie de unicitate asociată plăcii conductoare: (1()  dacă este impusă densitatea sarcinii superficiale,  (   S cond , atunci asemenea plăcii conductoare sunt tratate ca simple interfeţe ; (2()  dacă este impus potenţialul  Vcond  al plăcii conductoare, atunci ecuaţia discretizată corespunzătoare este simplu 
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iar în algoritmul anterior trebuie adăugată tratarea acestei excepţii după cum urmează: 

(1.2)  Construirea tabelelor de indici de exceptie: 


         …  ,   C = { p , r , … }  unde sunt date valorile  Vp , Vr , …  ; 

(1.3)  Discretizarea permitivităţii / surselor 

          …   ,  V = {Vp cond , Vr cond , … }  ; 

(2.3')  dacă  i ( C , atunci   ai,i = + 1 , ai,j = 0  pentru  j ( i ; 

(3.3')  dacă  i ( C , atunci   bi = Vi cond  ; 


Metoda diferenţelor finite pentru problema unidimensională a câmpului electro-static poate fi aplicată şi pentru a studia alte câmpuri statice sau staţionare pe baza analogiei câmpurilor corespunzătoare (câmp magnetostatic sau chiar câmp magnetic staţionar, câmp electrocinetic pseudostaţionar, sau chiar – de exemplu – câmp termic ori electrochimic staţionar).  


Mai mult, metoda prezentată poate trata şi condiţii de frontieră de tip mixt, 
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Într-adevăr, condiţia precedentă poate fi simplu reformulată în termenii unei condiţii de frontieră de tip Neumann modificate, 
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unde  
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  este valoarea asociată condiţiei de tip Neumann  modificate iar  
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  este chiar valoarea nodală căutată a potenţialului în punctul de frontieră  x = a  sau  b . În algoritmul prezentat anterior un asemenea punct trebuie atunci tratat drept corespunzător unei condiţii de tip Neumann, dar modificând câteva etape: 


(2.1)  dacă  i = 0 , atunci 

…  ,   dacă  i ( M , atunci   
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(2.2)  dacă  i = n , atunci 

…  ,   dacă  i ( M , atunci   
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(3.1)  dacă  i = 0 , atunci  

…  ,  dacă  i ( M , atunci  
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(3.2)  dacă  i = n , atunci 

…  ,  dacă  i ( M , atunci  
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În fine, se poate observa cu uşurinţă că matricea (coeficienţilor) sistemului de ecuaţii algebrice rezultat este tridiagonală, ceea ce simplifică mult algoritmul de rezolvare a sistemului (solver). 


5.3.  Problema bidimensională a câmpului electrostatic 


Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu  S(  mărginit în planul  Oxy  (fig.5.3). Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z , astfel încât problema este bidimensională:  notând  
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  versorii axelor  Ox , respectiv  Oy , se operează cu mărimile  
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în condiţiile unor date de forma 
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Ecuaţiile problemei sunt 
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Rezolvarea cea mai simplă foloseşte ca necunoscută intermediară potenţialul electric scalar, astfel încât 
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iar ecuaţia cu derivate parţiale de rezolvat este 
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În cazul problemei bidimensionale, când  
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Similar, condiţiile la interfaţă pot fi exprimate direct ca 
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În fine, condiţiile de frontieră ale problemei sunt considerate de tipurile 
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pentru o partiţie a frontierei  (  de tipul 
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      Fig. 5.3. 


Pentru un domeniu bidimensional de formă arbitrară reţeaua de discretizare are în general linii necoincidente cu frontiera domeniului sau cu interfeţele între domenii de netezime a mărimilor electrice (fig.5.3). Este, desigur, recomandat ca reţeaua de discretizare să fie astfel construită încât pe frontiera  (  a domeniului de interes sau pe interfeţe să se afle cât mai multe noduri ale reţelei; trebuie totuşi acceptată existenţa multor situaţii în care frontiera  (  sau interfeţele taie segmente internodale ale reţelei. Nodurile reţelei de discretizare pot fi atunci clasificate după plasarea lor în raport cu frontiera  ( . Un nod este considerat nod interior dacă este plasat în interiorul domeniului deschis  
[image: image100.wmf]G

S

 – un asemenea nod este reprezentat printr-un cerc gol în fig.5.3. Un nod exterior domeniului deschis  
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  este considerat nod de frontieră dacă el este plasat faţă de frontiera  (  la o distanţă cel mult egală cu un pas al reţelei, după oricare direcţie a acesteia  – un astfel de nod este reprezentat printr-un cerc plin în fig.5.3. Nodurile exterioare domeniului  S(  care nu sunt noduri de frontieră – noduri exterioare – sunt în principiu irelevante; doar în anumite cazuri unele din nodurile exterioare vor fi folosite ca noduri fictive ale unei reţele extinse, necesare discretizării unor condiţii de frontieră. O clasificare asemănătoare cu referire la interfeţele din domeniu, asociată unei discretizări specifice, ar complica excesiv aplicarea metodei diferenţelor finite şi deaceea nu este luată în consideraţie. 

Fiecare nod al reţelei de discretizare poate fi indicat prin câte doi indici  ( i , j ) , corespunzând coordonatelor acestuia,  ( xi , yj )  în planul  Oxy . Reţeaua de discretizare este astfel gradată (notată) încât nodurile de frontieră de abscise extreme să aibă indicele  i  egal cu  0  , respectiv  n , iar nodurile de frontieră de ordonate extreme să aibă indicele  j  egal cu  0  , respectiv  m . Paşii reţelei sunt notaţi corespunzător:  hi = xi – xi–1  pentru  i = 1 , 2 , … , n  ,  respectiv  kj = yj – yj–1  pentru  j = 1, 2 , … , m . 

Permitivitatea  (  este discretizată pe celulele (intervalele) de discretizare, astfel încât, de exemplu,  
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  reprezintă valoarea permitivităţii în intervalul   [ xi–1 , xi ] (    [ yj–1 , yj ] . Valorile discretizate ale permitivităţii pot fi calculate drept valori medii pe intervalul considerat, 
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sau, în cazul unor variaţii lente, chiar valori în puncte specificate ale acestui interval. Sursele interne cu repartiţie volumică sunt discretizate asemănător  
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 . Pentru a evita dificultăţile unor proceduri specifice de discretizare în jurul interfeţelor, în afara unor situaţii speciale, sursele interne cu repartiţie superficială sunt discretizate prin echivalarea volumică a contribuţiei lor la fiecare celulă în care este prezentă o interfaţă încărcată electric superficial, 
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Construirea ecuaţiei discretizate a potenţialului într-un punct interior ordinar  (fig.5.4.a) abordează separat părţile stângă şi dreaptă ale ecuaţiei. În aproximarea membrului stâng este esenţială discretizarea operatorului diferenţial  
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 . Operatorii diferenţiali  Dx , Dy  sunt exprimaţi în punctul interior curent  ( i , j )  prin diferenţe finite centrate pe semiintervale (cu eroare de ordinul lui  h2 ,  respectiv  k2 ) , ceea ce duce, succesiv, la 
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cu eroare de ordinul lui  O (h2 + k2) . Cum, însă, parametrul constitutiv  (  nu este definit în puncte mediane ale segmentelor reţelei ci în centrele celulelor, este folosită o valoare medie ponderată a acestuia, în termenii valorilor asociate celulelor adiacente segmentului implicat. Se obţine, astfel, 
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      Fig. 5.4. 

cu eroare de ordinul lui  O (h + k) . Folosind notaţiile  hi = (h , hi+1 = (h , kj = (k , kj+1 = (k  (ca în fig.5.4.b), expresia aceluiaşi membru stâng se scrie, echivalent, 
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Aproximarea membrului drept al ecuaţiei în punctul curent interior  ( i , j )  este 
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cu eroare de ordinul lui  O (h2 + k2)  sau, în termenii notaţiei echivalente, 
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cu eroare de ordinul lui  O (h2 + k2) . 


Construirea unei ecuaţii discretizate într-un punct interior de pe interfaţă ar presupune discretizarea operatorului divergenţă superficială. 

În cazul simplu, când interfaţa este plasată de-a lungul unei drepte a reţelei de discretizare, aproximarea imediată este aceea folosită în situaţia similară în problema unidimensională a câmpului electrostatic. Pentru o interfaţă plasată, ca în fig.5.5.a, de-a lungul liniei  x = xs  a reţelei de discretizare, membrul stâng al ecuaţiei la interfaţă în punctul  ( s , j )  este discretizat imediat sub forma  
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Notând, pentru simplificare,  ( S = ( , membrul drept al ecuaţiei este simplu obţinut ca 
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Similar, pentru o interfaţă plasată de-a lungul liniei  y = ys  (fig.5.5.b) a reţelei de discretizare, ecuaţia la interfaţă în punctul  ( i , s )  este discretizată imediat sub forma  
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      Fig. 5.5. 

sau, echivalent, 
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      Fig. 5.6. 

În cazul mai complicat, când interfaţa nu coincide parţial cu o dreaptă a reţelei de discretizare, o aproximarea a ecuaţiei la interfaţă de tipul analizat mai sus ar implica modificarea ecuaţiilor discretizate referitoare la toate cele patru noduri ale fiecărei celule în care este plasată interfaţa. Mai mult, o procedură de acel tip ar implica extrapolarea ecuaţiei de interfaţă în aceste noduri, de-a lungul direcţiei normalei locale la interfaţă (fig.5.6.a), ceea ce presupune o preprocesare extrem de complicată, de tipul celei prezentate mai jos, în legătură cu discretizarea condiţiilor de frontieră de tip Neumann. Varianta simplificatoare adoptată aici este bazată pe reducerea contribuţiei sarcinii superficiale, din fiecare celulă unde este prezentă o interfaţă încărcată electric superficial, la o densitate volumică echivalentă a sarcinii electrice (fig.5.6.b), aşa cum a fost specificat mai sus în legătură cu preprocesarea datelor. Astfel, ecuaţia discretizată referitoare la nodurile (interioare ale) fiecărei celule în care este plasată interfaţa rămâne cea generală, discutată anterior, în care, însă, trebuie operat cu permitivitatea medie pe celulă, de tipul 
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unde este automat luată în considerare eventuala discontinuitate a permitivităţii, de o parte şi de alta a interfeţei,  şi cu densitate de volum echivalentă a sarcinii electrice pe celulă, de tipul 
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unde este automat luată în considerare contribuţia eventualei distribuţii superficiale de sarcină electrică pe partea de interfaţă interioară celulei considerate. 


Discretizarea condiţiilor de frontieră este tratată oarecum diferit, după tipul acestei condiţii şi după plasarea frontierei în raport cu reţeaua de discretizare. 


Discretizarea condiţiei de frontieră de tip Dirichlet într-un punct de frontieră ce coincide cu un nod al reţelei de discretizare constă pur şi simplu în impunerea valorii date a potenţialului în punctul de frontieră corespunzător, 
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Discretizarea condiţiei de frontieră de tip Dirichlet într-un punct de frontieră ce nu coincide cu un nod al reţelei de discretizare presupune extrapolarea condiţiei de frontieră de tip Dirichlet, din punctul (punctele) frontierei aflat(e) la o distanţă mai mică decât un pas al reţelei, în acel nod de frontieră al reţelei de discretizare (fig.5.7). Valoarea astfel extrapolată a potenţialului în punctul de frontieră este apoi folosită în ecuaţia discretizată generală referitoare la nodul (nodurile) interioare vecine nodului de frontieră considerat. 
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      Fig. 5.7. 


Fie considerat nodul de frontieră  N ( xi+1 , yj ) , astfel plasat încât frontiera  CV  intersectează în punctul  P  segmentul  hi+1 = (h  către nodul interior  M ( xi , yj ) , şi astfel încât  MP = a hi+1 , PN = b hi+1 , (a + b) hi+1 = hi+1  (fig.5.7 stânga). Dezvoltările în serie Taylor ale potenţialului în jurul punctului  P ( CV  dau, pentru punctele  M  şi  N , respectiv 
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Eliminarea derivatei întâia a potenţialului şi revenirea la notaţia conformă discretizării duc la relaţia 
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de unde, folosind valoarea de frontieră  
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 , se obţine valoarea extrapolată a condiţiei de frontieră în punctul de frontieră considerat, 
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O tratare asemănătoare pentru nodul de frontieră  N ( xi , yj+1 ) , astfel plasat încât frontiera  CV  intersectează în punctul  Q  segmentul  kj+1 = (k  spre nodul interior  M ( xi , yj ) ,  şi astfel încât  MQ = c kj+1 , QN = d kj+1 , (c + d) kj+1 = kj+1  (fig.5.7 mijloc) permite să se obţină valoarea extrapolată a condiţiei de frontieră  
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În fine, în cazul în care punctul de frontieră  N ( xi+1 , yj+1 )  este astfel plasat încât frontiera  CV  intersectează în punctul  P  segmentul  hi+1 = (h  către nodul interior  A ( xi , yj+1 )  şi în punctul  Q  segmentul  kj+1 = (k  spre nodul interior  B ( xi+1 , yj )  , astfel încât  AP = a hi+1 , PN = b hi+1 , (a + b) hi+1 = hi+1 , BQ = c kj+1 , QN = d kj+1 , (c + d) kj+1 = kj+1  (fig.5.7 dreapta), pot fi folosite, în principiu, aproximările de mai sus, fiecare de-a lungul direcţiei potrivite: prima în nodul interior  A ( xi , yj+1 ) , cu  f(x,y)  evaluată în punctul  P , iar a doua în nodul interior  B ( xi+1 , yj ) , cu  f(x,y)  evaluată în punctul  Q . O variantă mai consistentă, dar care modifică structura matricii sistemului de ecuaţii discretizate ale potenţialului electrostatic atribuie nodului de frontieră  N ( xi+1 , yj+1 )  media ponderată a valorilor de tipul celor anterioare, ponderate cu distanţele punctelor  P , Q ( CV  la nodul de frontieră considerat. Se obţine, astfel, 
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Se observă uşor că folosirea unei asemenea extrapolări ar face ca în ecuaţia discretizată în nodul interior  A ( xi , yj+1 )  să apară suplimentar şi potenţialul  Vi+1,j , iar în ecuaţia discretizată în nodul interior  B ( xi+1 , yj )  să apară suplimentar şi potenţialul  Vi,j+1 . 


Discretizarea condiţiei de frontieră de tip Neumann într-un nod pe o frontieră ce coincide cu o dreaptă a reţelei de discretizare foloseşte aproximări unilaterale (prin diferenţe finite progresive când sensul normalei în nodul–punct de frontieră coincide cu cel al axei corespunzătoare sau regresive când sensul normalei în nodul–punct de frontieră este opus celui al axei corespunzătoare). Transpunând adecvat analiza efectuată în secţiunea precedentă pentru tratarea acestei condiţii de frontieră în varianta cea mai simplă, pentru nodul–punct de frontieră  ( xi , yj )  unde  
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  (fig.5.8), dezvoltarea în serie a potenţialului electrostatic în jurul punctului considerat, 
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duce la relaţia  
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Fig. 5.8. 



 Fig. 5.9. 

Analizând similar şi cazul în care  
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 , se ajunge la ecuaţia discretizată 
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Aceeaşi abordare permite scrierea ecuaţiei discretizate şi într-un nod–punct de frontieră    ( xi , yj )  unde  
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  (fig.5.9), 
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Discretizarea condiţiei de frontieră de tip Neumann într-un nod–punct de frontieră  ( xi , yj )  unde  
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  (fig.5.10)  foloseşte extrapolarea valorii potenţialului, în termenii condiţiei de frontieră, către un punct interior domeniului, unde potenţialul poate fi interpolat şi în termenii valorilor sale în noduri interioare ale reţelei. Fie considerat, pentru început, cazul în care prelungirea normalei interioare din nodul–punct de frontieră  M ( xi , yj )  taie mai întâi în punctul  N  un segment vertical al reţelei de discretizare, astfel încât (fig.5.10 stânga)  NQ = ckj , NO = dkj , c + d = 1 – acest caz este posibil atunci când unghiul  (  dintre normală şi axa  Ox  satisface inegalitatea 
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Dezvoltările potenţialului în serie Taylor în jurul punctului  N , 
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permit să se obţină, prin eliminarea derivatei întăia, valoarea interpolată a potenţialului 
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Pe de altă parte, aceeaşi valoare a potenţialului poate fi obţinută folosind dezvoltarea în serie a potenţialului în jurul nodului–punct de frontieră  M , în direcţia normalei, 
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Egalarea celor două expresii permite aproximarea potenţialului în nodul–punct de frontieră  M  în termenii condiţiei de frontieră de tip Neumann din acel punct, 
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adică 
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      Fig. 5.10. 

Similar este tratat cazul în care prelungirea normalei interioare din nodul–punct de frontieră  M ( xi , yj )  taie mai întâi în punctul  P  un segment orizontal al reţelei de discretizare, astfel încât (fig.5.10 dreapta)  PQ = ahi , PO = bhi , a + b = 1 – acest caz este posibil atunci când unghiul  (  dintre normală şi axa  Oy  satisface inegalitatea 
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Ca mai sus, potenţialul punctului  P  este aproximat respectiv prin 
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De aici este imediat obţinută aproximarea potenţialului în nodul–punct de frontieră  M  în termenii condiţiei de frontieră de tip Neumann din acel punct, 
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În fine, un caz singular este acela în care nodul de frontieră este un punct unghiular al frontierei (deci colţ al domeniului de interes), ca în fig.5.11 sau 5.12. De fapt, într-un asemenea punct nici nu este definită normala, deci nici derivata după normală. În modelarea numerică a unei probleme de câmp electromagnetic există însă situaţii când o condiţie de frontieră de tip Neumann (deobicei nulă) este impusă pe o frontieră ce admite puncte unghiulare – adesea pentru delimitarea într-un domeniu de calcul, mărginit, a domeniului nemărginit în care este studiată problema originală, exactă. 

Aproximarea potenţialului într-un colţ convex  M ( xi , yj )  sub un unghi drept (fig.5.11 stânga) nu este în principiu necesară, deoarece ecuaţia discretizată a potenţialului în cel mai apropiat nod interior  O  al reţelei de discretizare mai conţine doar potenţialele nodurilor interioare  A  şi  B , ca şi pe cele ale nodurilor–puncte de frontieră  N  şi  P , pentru care metoda de discretizare a fost discutată mai sus. Totuşi, valoarea potenţialului în nodul–colţ  M  este necesară măcar pentru precizarea potenţialului în toate punctele domeniului de interes, aşa încât poate fi adoptată o direcţie formală a normalei în acest punct şi o valoare formală a condiţiei de frontieră în acelaşi punct. Adoptând direcţia diagonalei celulei cu colţul  M  drept direcţie a normalei, iar media ponderată (prin reciprocele distanţele corespunzătoare) a valorilor derivatei după normală în cele mai apropiate noduri de frontieră  N  şi  P  drept condiţie de frontieră în acelaşi colţ  M , procedura precedentă poate fi aplicată pentru a obţine aproximarea 
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      Fig. 5.11. 

Altă variantă formală de aproximare ar fi adoptarea mediei ponderată (prin reciprocele distanţele corespunzătoare) a valorilor potenţialului în cele mai apropiate noduri de frontieră  N  şi  P , 



[image: image174.wmf]i

j

j

i

i

j

i

j

j

i

h

k

V

h

V

k

V

+

+

=

-

-

1

,

,

1

,

   . 

Aproximarea potenţialului într-un colţ convex  M ( xi , yj )  sub un unghi obtuz este însă necesară pentru discretizarea ecuaţiei potenţialului în punctul interior  O  (fig.5.11 mijloc). Şi aici sunt aplicabile proceduri formale similare celor de mai sus, cu referire la potenţialul nodului interior  A  şi ori la condiţiile de frontieră în punctele  N  şi  P ,  ori chiar la valorile potenţialului în aceste puncte. Adoptând a doua variantă formală, se obţine 
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Aproximarea potenţialului într-un colţ convex  M ( xi , yj )  sub un unghi ascuţit este încă mai complicată, deoarece implică aproximări formale şi pentru alte noduri–puncte de frontieră, cum este nodul  Q  (fig.5.11 dreapta). Adoptând procedura formală folosită mai sus, sunt folosite aproximările potenţialului în nodurile–puncte de frontieră ordinare  N  şi  P  pentru a obţine, mai întâi, aproximarea potenţialului în nodul–colţ  M ,  
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apoi pentru a aproxima, prin interpolare, potenţialul în nodul–punct de frontieră  Q ,   
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Aproximarea potenţialului într-un colţ concav  M ( xi , yj )  sub un unghi drept (fig.5.12 stânga) este în principiu similară celei introduse mai sus pentru un colţ convex. În prima variantă formală, cu referire la condiţia de frontieră în nodurile–puncte de frontieră  N  şi  P , aproximarea adoptată poate fi 
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      Fig. 5.12. 

în a doua variantă formală, cu referire la aproximările potenţialului în nodurile–puncte de frontieră  N  şi  P , aproximarea este 



[image: image180.wmf]1

1

1

,

1

,

1

1

,

+

+

+

+

+

+

+

+

=

i

j

j

i

i

j

i

j

j

i

h

k

V

h

V

k

V

   . 

A doua procedură formală poate fi adoptată şi pentru aproximarea potenţialului într-un colţ concav  M ( xi , yj )  sub un unghi obtuz (fig.5.12 mijloc) în termenii aproximărilor potenţialului în nodurile–puncte de frontieră  N  şi  P , 
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Similar se poate proceda pentru aproximarea potenţialului într-un colţ concav  M ( xi , yj )  sub un unghi ascuţit (fig.5.12 dreapta) în termenii aproximării potenţialului în nodurile–puncte de frontieră ordinare  N  şi  P , 
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Discretizarea condiţiei de frontieră de tip Neumann într-un punct de frontieră ce nu coincide cu un nod al reţelei de discretizare presupune extrapolarea condiţiei de frontieră de tip Neumann, către acel nod de frontieră al reţelei de discretizare, pornind din punctul frontierei aflat la o distanţă mai mică decât un pas al reţelei în direcţia normalei, (fig.5.13). Valoarea astfel extrapolată a potenţialului în punctul de frontieră este apoi folosită în ecuaţia discretizată generală referitoare la nodul (nodurile) interioare vecine nodului de frontieră considerat, într-o manieră similară celei folosite pentru discretizarea condiţiei de frontieră de tip Neumann într-un nod–punct de frontieră unde  
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 . Din nodul de frontieră  M ( xi , yj )  este construită normala la frontieră, care taie în punctul  N  ( x , y )  frontiera  CD , iar apoi intersectează segmente interioare ale reţelei de discretizare. Fie considerat, pentru început, cazul în care prelungirea normalei interioare din nodul de frontieră  M  taie mai întâi în punctul  P  un segment vertical  kj = (k  dintre nodurile interioare  A ( xi–1 , yj–1 )  şi  B ( xi–1 , yj ) , unde  AP = c kj , PB = d kj , cu  c + d = 1  (fig.5.13 stânga) – acest caz este posibil atunci când unghiul  (  dintre normală şi axa  Ox  satisface inegalitatea 
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Pe segmentul  PM  normal la frontieră, de lungime 
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fie  PN = al , NM = bl , cu  a + b = 1 . Pe de o parte, dezvoltările potenţialului în serie Taylor în jurul punctului  N , de-a lungul normalei, 
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permit să se obţină, prin eliminarea potenţialului punctului  N  de pe frontieră, aproximarea 
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      Fig. 5.13. 

Pe de altă parte, dezvoltările potenţialului în serie Taylor în jurul punctului  P , de-a lungul segmentului vertical al reţelei de discretizare, 
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permit să se obţină, prin eliminarea derivatei întâia, valoarea interpolată a potenţialului 
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Combinarea ultimelor rezultate şi explicitarea mărimilor care intervin duc la aproximarea căutată a potenţialului în nodul de frontieră, 
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unde 
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În mod similar este tratat cazul în care prelungirea normalei interioare din nodul de frontieră  M ( xi , yj )  taie mai întâi în punctul  P  un segment orizontal  hi = (h  al reţelei de discretizare, dintre nodurile interioare  A ( xi–1 , yj–1 )  şi  B ( xi , yj–1 ) , unde  AP = a hi , PB = b hi , cu  a + b = 1 (fig.5.13 dreapta) – acest caz este posibil atunci când unghiul  (  dintre normală şi axa  Oy  satisface inegalitatea 
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Ca mai sus, pe segmentul  PM  normal la frontieră, de lungime 
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fie  PN = cl , NM = dl , cu  c + d = 1 . Dezvoltarea potenţialului în serie Taylor în jurul punctului  N , de-a lungul normalei, 
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permit să se obţină aproximarea 
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Similar, dezvoltările potenţialului în serie Taylor în jurul punctului  P , de-a lungul segmentului orizontal al reţelei de discretizare, 
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permit să se obţină valoarea interpolată a potenţialului 



[image: image202.wmf](

)

2

1

,

1

1

,

h

O

V

b

V

a

V

j

i

j

i

P

+

+

=

-

-

-

   . 

Combinând ultimele rezultate şi explicitând mărimile care intervin, se obţine aproximarea căutată a potenţialului în nodul de frontieră, 


[image: image203.wmf](

)

(

)

2

2

1

,

1

1

,

,

.

cos

k

h

O

y

x

g

k

V

b

V

a

V

j

j

i

j

i

j

i

+

+

+

+

=

-

-

-

y

   , 

unde 
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Aproximările condiţiilor de frontieră au fost obţinute mai sus pentru configura-ţiile spaţiale figurate. Este însă destul de uşor să se adapteze aceste relaţii de aproximare pentru a acoperi şi alte configuraţii relative ale nodurilor reţelei, punctelor de frontieră şi direcţiei normalei la frontieră. 


Adoptând una sau alta dintre din variantele discutate mai sus privind discretizarea ecuaţiilor câmpului electrostatic în diferitele tipuri de noduri ale reţelei de discretizare, algoritmul rezolvării unei probleme bidimensionale de câmp electrostatic este în mare măsură asemănător celui dezvoltat în secţiunea anterioară pentru rezolvarea problemei unidimensionale a câmpului electrostatic. Din acest motiv acest algoritm nu va fi prezentat în detaliu, ci vor fi discutate mai curând aspectele care îl deosebesc de cel valabil pentru problema unidimensională. În esenţă, algoritmului urmăreşte construirea şi apoi rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice 
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reprezentând ecuaţiile discretizate ale problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, unde  V  este vectorul (matricea coloană) a potenţialelor nodale,  A  este matricea (pătrată a) coeficienţilor ecuaţiilor discretizate, iar  B  este vectorul (matricea coloană) a datelor problemei.  

(0)  Date: Domeniul de interes este acum o regiune din plan,  ( x , y ) ( S( , delimitată de valori limită,  x ( [ a , b ] , y ( [ c , d ] . O menţiune specială trebuie făcută în cazul unor asemenea valori limită infinite: întrucât nu se poate opera cu o infinitate de valori – aceasta contrazice, de altfel, chiar ideea calculului numeric – un domeniu de interes nemărginit este întotdeauna trunchiat la un domeniu de calcul mărginit, admiţând condiţii de frontieră rezonabile pe frontierele nou introduse. Sunt precizate variaţia permitivităţii  (  cu poziţia şi repartiţiile surselor  (V , (S , Pp  în domeniu, precum şi condiţiile de frontieră pe partiţia  {CV,CD}  a frontierei  ( , 
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       Necunoscuta intermediară este mulţimea finită a valorilor potenţialului electric în mulţimea finită a nodurilor reţelei de discretizare. 

(1)  Preprocesare: 

(1.1)  Construirea reţelei de discretizare  
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 , astfel încât  x0 ( a , xn ( b , y0 ( c , ym ( d , cu  (h = hi = xi – xi–1 , 
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Comentariu: Reţeaua de discretizare poate fi construită relativ simplu doar atunci când domeniul de interes ca şi subdomeniile sale (de repartiţie a surselor sau de netezime a permitivităţii) sunt reuniuni de dreptunghiuri cu laturi paralele. Ceva mai dificilă este discretizarea unui domeniu poligonal sau cu subdomenii poli-gonale. În aceste cazuri este în principiu posibilă o discretizare care să plaseze nodurile pe frontierele domeniului şi subdomeniilor. Discretizarea trebuie să asigure îndesirea nodurilor în regiunile de interes special şi în regiunile unde este de aşteptat o variaţie pronunţată a potenţialului. 

(1.2)  Numerotarea nodurilor interioare şi de frontieră astfel încât lăţimea benzii matricii (coeficienţilor) sistemului de ecuaţii să fie minimă. 

Comentariu: Discretizarea domeniului de interes după o reţea de drepte mutual perpendiculare implică o numerotare primară a nodurilor cu doi indici, cores-punzători coordonatelor. Operarea cu mulţimea valorilor nodale ale potenţialului presupune, însă, o numerotare secundară a nodurilor cu un singur indice, ceea ce implică o necesară renumerotare a nodurilor. Metoda de renumerotare cea mai comodă pentru aplicarea imediată a relaţiilor discutate anterior constă în construirea unei matrici (tabel) de corespondenţă între cele două numerotări, care să funcţioneze ca interfaţă între ansamblul formulelor exprimate în termenii a doi indici nodali şi ansamblul valorilor potenţialelor nodale exprimate în termenii unui singur indice nodal. Pentru satisfacerea condiţiei de lăţime de bandă minimă a matricii sistemului algebric rezultat, trebuie pornit de la faptul că în ecuaţia discretizată referitoare la fiecare nod interior sau de frontieră apar potenţialul nodului considerat şi potenţialele punctelor sale imediat vecine (la dreapta şi la stânga, deasupra şi dedesubt) sau, eventual, la cel mult doi paşi distanţă de nodul considerat. Aceasta înseamnă că în matricea coeficienţilor necunoscutelor sunt nenuli numai cei corespunzători acestor potenţiale, adică cinci asemenea coeficienţi – eventual câţiva în plus în situaţii cu totul prticulare. Operarea cu matricea sistemului este uşurată atunci când coeficienţii nenuli sunt grupaţi cât mai apropiat, într-o structura de matrice bandă de lăţime minimă (adică prezentând pe fiecare linie un număr minim de coeficienţi între primul şi ultimul coeficient nenul). Este deaceea indicat ca numerotarea cu un singur indice a nodurilor interioare şi de frontieră să se efectueze succesiv, mai întâi de-a lungul direcţiei de lăţime (în termen de număr de noduri) minimă, trecând apoi succesiv la următoarele drepte ale reţelei în direcţia de lăţime maximă (fig.5.14). Matricea rezultată a sistemului este atunci bloc–diagonală, 
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adică, pentru fiecare nod cu indici primari  (i , j)  şi indice secundar  l , fiecare linie a sa include blocuri tridiagonale  Tl l  corespunzătoare nodurilor  (i–1 , j) , (i , j) , (i+1 , j)  în varianta din fig.5.14.a  sau  (i , j–1) , (i , j) , (i , j+1)  în varianta din fig.5.14.b  şi  blocurile aproximativ diagonale  Di,j–1 , Di,j+1  corespunzătoare nodurilor  (i , j–1)  şi  (i , j+1)  în varianta din fig.5.14.a, sau  (i–1 , j)  şi  (i +1, j)  în varianta din fig.5.14.b. 

(1.3)  Construirea tabelelor de indici de exceptie: 

D – vectorul indicilor nodurilor cu condiţie de frontieră de tip  Dirichlet; 

N – vectorul indicilor nodurilor ordinare cu condiţie de frontieră de tip  Neumann; 

N1 , N2 , … – vectorii indicilor nodurilor speciale (de exemplu – colţuri de diferite tipuri) cu condiţie de frontieră de tip  Neumann. 
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      Fig. 5.14. 

(1.4)  Discretizarea condiţiilor de frontieră, prin construirea vectorilor: 


F – vectorul valorilor potenţialului în punctele frontierei de tip Dirichlet asociate nodurilor de frontieră de tip Dirichlet; 


G – vectorul valorilor derivatei după normală a potenţialului în punctele frontierei de tip Neumann asociate nodurilor de frontieră de tip Neumann; 


G1 , G2 , … – vectorul valorilor derivatei după normală a potenţialului în punctele frontierei de tip Neumann asociate nodurilor de frontieră speciale de tip Neumann; 

(1.5)  Discretizarea permitivităţii / surselor  pe celule ale reţelei de discretizare. 

Comentariu: Contribuţia repartiţiei superficiale a sarcinii electrice este inclusă într-o repartiţie volumică echivalentă a sarcinii electrice, conform relaţiilor discutate anterior.   

(2) Construirea matricii 
[image: image213.wmf][

]
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 a coeficienţilor sistemului de ecuaţii algebrice ale potenţialului electrostatic. 


Comentariu: Elementele matricii  A , numerotate în termenii indicilor secundari, sunt construite conform formulelor discutate anterior, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de tipul de nod abordat (interior sau de frontieră, de diferite tipuri). Referirea la permitivitatea celulelor alăturate presupune, de asemenea, luarea în considerare a renumerotării nodurilor. Numărul foarte mare de variante posibile împiedică detalierea lor aici. 

(3)  Construirea vectorului  
[image: image214.wmf][
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  al termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii algebrice ale potenţialului electrostatic. 

Comentariu: Elementele vectorului  B , numerotate în termenii indicilor secundari, sunt de asemenea construite conform formulelor discutate anterior, ţinând seama de renumerotarea nodurilor şi de tipul de nod abordat (interior sau de frontieră, de diferite tipuri). Referirea la permitivitatea şi la contribuţia surselor din celulele alăturate presupune, de asemenea, luarea în considerare a renumerotării nodurilor. Numărul foarte mare de variante posibile împiedică şi aici detalierea lor. 

(4)  Asamblarea sistemului de ecuaţii algebrice   
[image: image215.wmf]B
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  ale potenţialului electrostatic şi rezolvarea lui pentru determinarea vectorului   
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  al valorilor nodale ale acestuia. 

Comentariu: Etapa aceasta poate include eventuale condiţionări adecvate ale matricilor cu care se operează. 

(5)  Postprocesarea: Operaţii diverse asupra vectorului  V  în scopul determinării mărimilor de interes pentru utilizator. 


Sunt de menţionat câteva completări şi extensiuni posibile ale discuţiei precedente. 


În cazul prezenţei unor conductoare interioare domeniului de interes  S( , aceste domenii  
[image: image217.wmf]k
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 sunt excluse din domeniu, frontiera lor  (k  fiind tratată drept frontieră a domeniului (fig.5.15). Condiţia de frontieră echivalentă trebuie impusă diferit după tipul de condiţie de unicitate asociată conductorului:  (1()  dacă este impus potenţialul  Vcond k  al conductorului  k , atunci discretizarea ecuaţiilor în nodurile de frontieră asociate frontierei  (k  foloseşte pur şi simplu aceeaşi valoare a condiţiei de frontieră, 
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în toate punctele acestei frontiere ;  (2()   dacă este impusă sarcina (lineică)  Qcond k  a conductorului  k , atunci discretizarea ecuaţiilor în nodurile de frontieră asociate frontierei  (k  foloseşte de asemenea aceeaşi valoare  Vcond k  a potenţialului în toate aceste noduri; în plus, trebuie impusă o condiţie globală asupra derivatei potenţialului după normală, dedusă din ecuaţia lui Gauss, 
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         Fig. 5.15. 



 Fig.5.16. 

Discretizarea acestei condiţii globale constă în integrarea, pe coardele  NP  ce subîntind arcele frontierei  (k  din fiecare celulă  (  a reţelei de discretizare, a valorii medii ale integranzilor în punctele mediane  M  ale acestor arce (fig.5.16). Folosind notaţiile indicate, potenţialele punctelor  E , F  de pe normala în punctul  M , separate prin distanţa  l, sunt obţinute prin dezvoltare în serie Taylor, 
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de unde, prin eliminarea potenţialului punctului median, este obţinută aproximarea  
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Pe de altă parte, folosind aceeaşi tehnică, potenţialele punctelor  E , F  pot fi interpolate în funcţie de potenţialele nodurilor celulei  (  abordate, 
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Este astfel obţinută aproximarea derivatei după normală în această celulă, 
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unde, pentru configuraţia ilustrată, în punctul  A (xi,yj) , 
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Pe de altă parte, dacă  nx , ny  sunt componentele vectorului normal  n  la frontiera  (k  în punctul  M , atunci integrandul celei de a doua integrale este aproximat, în termenii valorii discretizate a eventualei polarizaţii permanente din celula  ( , prin 
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Notând acum prin  
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  lungimea coardei (sau a) arcului frontierei  (k  în celula  ( , iar prin  ((  valoarea discretizată a permitivităţii în aceeaşi celulă, condiţia globală de impus conductorului  k  de sarcină dată este  
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Algoritmul schiţat anterior trebuie evident completat pentru tratarea acestor excepţii în etapele de preprocesare ca şi în cele de construire a matricii coeficienţilor şi a vectorului termenilor liberi ai sistemului de ecuaţii discretizate. 


Metoda diferenţelor finite pentru problema bidimensională a câmpului electro-static poate fi aplicată şi pentru a studia alte câmpuri statice sau staţionare pe baza analogiei câmpurilor corespunzătoare, studiate în termenii unui potenţial scalar (câmp magnetostatic, câmp electrocinetic pseudo-staţionar, sau chiar – de exemplu – câmp termic ori electrochimic staţionar).  


Mai mult, metoda prezentată poate trata şi condiţii de frontieră de tip mixt, 
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Într-adevăr, condiţia precedentă poate fi simplu reformulată în termenii unei condiţii de frontieră de tip Neumann modificate, 
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unde  
[image: image234.wmf](
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  este valoarea asociată condiţiei de tip Neumann  modificate în punctul  M  aparţinând părţii frontierei  (  cu o condiţie de frontieră de tip mixt. În algoritmul prezentat anterior trebuie atunci tratat un asemenea punct drept corespunzător unei condiţii de tip Neumann, cu modificarea asociată a câtorva etape. 


În fine, metoda diferenţelor finite poate fi formulată similar şi în termenii unor coordonate ortogonale necartesiene. O asemenea formulare poate fi avantajoasă pentru a adapta reţeaua de discretizare unor configuraţii geometrice speciale ale domeniului de studiu; dezavantajul este însă acela că dimensiunea unor paşi de discretizare trebuie exprimată în termenii a mai mult decât o singură coordonată. 


5.4.  Problema câmpului magnetic staţionar 


Problemele de câmp magnetic staţionar sunt ilustrative pentru aplicarea metodei diferenţelor finite în cazul unui câmp determinat în termenii unui potenţial vector. După cum se va argumenta mai jos, în ciuda deosebirilor esenţiale între cele două tipuri de câmpuri – câmpul electrostatic irotaţional şi câmpul magnetic staţionar solenoidal – există analogii importante în ceea ce priveşte discretizarea ecuaţiilor diferenţiale asociate acestor câmpuri. 


5.4.1.  Problema  unidimensională  a  câmpului  magnetic  staţionar 

Fie de determinat câmpul magnetic staţionar într-un domeniu de forma unei plăci de grosime finită, limitată de valorile  x = a  şi  x = b  în direcţia axei  Ox , de extensie infinită  în direcţiile axelor  Oy  şi  Oz . Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabilele  y  şi  z , iar vectorii de câmp electrocinetic şi magnetic sunt orientaţi astfel încât problema este unidimensională:  notând prin  
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  versorii axelor  Ox , Oy , Oz , respectiv, se operează cu mărimile  
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      Fig. 5.17. 

în condiţiile unor date de forma  (fig.5.17) 
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Ecuaţiile problemei sunt 
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Rezolvarea cea mai simplă foloseşte ca necunoscută intermediară potenţialul magnetic vector, astfel încât 
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iar ecuaţia cu derivate parţiale de rezolvat este 
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În cazul problemei unidimensionale, când  
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 , inducţia magnetică este determinată de potenţialul magnetic vector conform relaţiei 
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Corespunzător, membrul stâng al ecuaţiei potenţialului magnetic vector devine 
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iar membrul drept se scrie 
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rezultă astfel ecuaţia scalară a potenţialului magnetic, 
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Rescrisă sub forma 
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această ecuaţie este perfect analoagă ecuaţiei potenţialului electrostatic al problemei unidimensionale a câmpului electrostatic, 
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în conformitate cu tabloul de analogie 
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Similar, condiţiile la interfaţă pot fi exprimate direct ca 
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    identic satisfăcută   , 
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Deoarece  
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ceea ce este perfect analog ecuaţiei la interfaţă a potenţialului electrostatic al problemei unidimensionale a câmpului electrostatic, 
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în conformitate cu acelaşi tablou de analogie ca mai sus, 
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În fine, condiţiile de frontieră ale problemei, formulate numai în punctele extreme,  x = a  şi  x = b , au una din formele 
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ceea ce este echivalent cu 
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Reţinând atunci condiţiile de frontieră sub forma 
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este evidentă analogia acestora cu condiţiile de frontieră pentru potenţialul scalar al problemei unidimensionale a câmpului electrostatic, 
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în conformitate cu tabloul de analogie  
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Discretizarea ecuaţiilor problemei unidimensionale a câmpului magnetic staţionar decurge, atunci, absolut similar discretizării ecuaţiilor problemei uni-dimensionale a câmpului electrostatic, în conformitate cu tabelele de analogii deduse mai sus. De exemplu, aplicând aceste simple analogii poate fi scrisă direct ecuaţia discretizată a potenţialului magnetic într-un punct interior ordinar,  
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Este astfel evidentă transpunerea prin analogie a algoritmului de rezolvare numerică a problemei unidimensionale a câmpului electrostatic pentru a fi aplicat problemei unidimensionale a câmpului magnetic staţionar. 


5.4.2.  Problema  bidimensională  a  câmpului  magnetic  staţionar 

Problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar abordată aici este o aşa numită problemă transversală a câmpului magnetic staţionar, în care câmpul magnetic este normal direcţiei de-a lungul căreia nu există variaţie a structurii, datelor şi, deci, nici a câmpului magnetic. 


Fie de determinat câmpul magnetic staţionar într-un domeniu de forma unui cilindru drept de extensie infinită  în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de un domeniu  S(  mărginit în planul  Oxy  (fig.5.18). Caracteristicile de material şi condiţiile de frontieră sunt considerate independente de variabila  z , astfel încât problema este bidimensională:  notând prin  
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  versorii axelor  Ox , respectiv  Oy , se operează cu mărimile  
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      Fig. 5.18. 

în condiţiile unor date de forma 
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Ecuaţiile problemei sunt 
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Rezolvarea cea mai simplă foloseşte ca necunoscută intermediară potenţialul magnetic vector, astfel încât 
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iar ecuaţia cu derivate parţiale de rezolvat este 
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În cazul problemei bidimensionale, când  
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 , inducţia magnetică este determinată de potenţialul magnetic vector conform relaţiei 
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Corespunzător, membrul stâng al ecuaţiei potenţialului magnetic vector devine 



[image: image275.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

=

¶

¶

-

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

y

A

y

x

A

x

x

A

y

A

y

x

m

m

m

m

m

1

1

ˆ

0

1

1

0

ˆ

ˆ

ˆ

z

z

y

x

rot

rot

A

   , 

iar membrul drept se scrie 
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rezultă astfel ecuaţia scalară a potenţialului magnetic, 
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Rescrisă sub forma 
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această ecuaţie este perfect analoagă ecuaţiei potenţialului electrostatic al problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, 
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în conformitate cu tabloul de analogie 


[image: image281.wmf]p

p

V

J

V

A

P

  

  

M

      

      

  

  

      

      

  

  

      

      

  

  

Û

´

Û

Û

Û

m

m

r

e

m

0

ˆ

,

,

1

,

z

   . 

În particular, ultima analogie poate fi detaliată sub forma 
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adică explicit 
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Similar, condiţiile la interfaţă pot fi exprimate direct ca 
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Deoarece  
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Pe de altă parte, ecuaţia la interfaţă a potenţialului electrostatic al problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, 
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poate fi detaliată, succesiv, ca 



[image: image291.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

1

2

1

2

y

V

y

V

n

x

V

x

V

n

y

x

e

e

e

e

 




[image: image292.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

+

-

=

1

2

1

2

y

y

y

x

x

x

S

P

P

n

P

P

n

r

   . 

Este astfel evident că şi ecuaţia la interfaţă pentru problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar poate fi obţinută prin analogie cu ecuaţia la interfaţă pentru problema bidimensională a câmpului electrostatic, în conformitate cu tabelul de analogie 
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ultima analogie fiind echivalentă cu 
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În fine, ţinând seama de corespondenţa imediată între componenta tangenţială şi produsul vectorial prin vectorul normal la o suprafaţă, aşa cum a fost analizat în   secţiunea 2.3, sunt considerate condiţii de frontieră ale problemei de tipurile 
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pentru o partiţie a frontierei  (  de tipul 
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şi pentru 
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Condiţia de frontieră de tip Dirichlet vectorială, 
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se reduce simplu la o condiţie scalară, 
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întru totul similară condiţiei de tip Dirichlet pentru problema câmpului electrostatic bidimensional, 
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Condiţia de frontieră de tip Neumann vectorială, 
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se reduce simplu la o condiţie scalară, 
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întru totul similară condiţiei de tip Neumann pentru problema câmpului electrostatic bidimensional, 
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Este astfel evidentă analogia condiţiilor de frontieră pentru potenţialul vector al problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar cu condiţiile de frontieră pentru potenţialul scalar al problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, în conformitate cu tabloul de analogie  
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Se poate conchide că este suficientă să fie transpus prin analogie algoritmul de rezolvare numerică a problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, pentru a fi aplicat problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar. 
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