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3.  FORMULĂRI  ALE  PROBLEMELOR  DE  CÂMP  ELECTROMAGNETIC

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


3.  FORMULĂRI  ALE  PROBLEMELOR  DE  CÂMP  ELECTROMAGNETIC 

3.1.  Formulări diferenţiale

O formulare diferenţială a unei probleme de câmp electromagnetic este aceea în care ecuaţiile câmpului sunt considerate exclusiv în formă diferenţială. Pentru o rezolvare corectă, în afara condiţiilor de unicitate, asupra coeficienţilor ecuaţiilor şi asupra soluţiei sunt impuse condiţii de regularitate corespunzătoare ordinului derivatelor care intervin. Deoarece aceste condiţii sunt destul de restrictive, o asemenea formulare este denumită şi formulare tare. 


Pentru ilustrare fie considerate două probleme tipice de câmp electromagnetic, exprimate direct în termenii mărimilor de câmp electromagnetic.


Problema determinării câmpului electric în regim static (a câmpului electrostatic) într-un domeniu  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  constă în a determina, în orice punct  M ( D( , perechea de vectori  {E , D}  care satisface ecuaţiile


rot E = 0   ,


div D = (V   ,


D = ( E + Pp   ,

în condiţii de unicitate specificate ca mai sus, în capitolele anterioare. Pentru ca ecuaţiile însele cu care se operează să aibă sens, este necesar ca vectorii de câmp electric,  E  şi  D , împreună cu constanta de material  (  şi cu  mărimea sursă  permanentă  Pp , să fie funcţii continuu diferenţiabile peste tot în domeniul  D( . 


Similar, problema determinării câmpului magnetic în regim staţionar (a câmpului magnetic staţionar) într-un domeniu  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  constă în a determina, în orice punct  M ( D( , perechea de vectori  {H , B}  care satisface ecuaţiile


rot H = J   ,


div B = 0   ,


B = ( H + (0 Mp   ,

în condiţii de unicitate specificate ca mai sus, în capitolele anterioare. Şi aici, pentru ca ecuaţiile cu care se operează să aibă sens este necesar ca vectorii câmpului magnetic,  H  şi  B , împreună cu constanta de material  (  şi cu  mărimea sursă permanentă  Mp , să fie funcţii continuu diferenţiabile peste tot în domeniul  D( . 


După cum s-a discutat, însă, în capitolul anterior, probleme de câmp electrostatic sau de câmp magnetic staţionar pot fi rezolvate, în general mai simplu, dacă sunt exprimate în termenii unor potenţiale adecvate. 


În problema determinării câmpului electrostatic într-un domeniu  D(  bordat de suprafaţa închisă  ( , soluţia ecuaţiilor acestui câmp poate fi obţinută rezolvând, mai întâi, ecuaţia scalară de tip Poisson (eliptică) pentru potenţialul (electric) scalar  V(r) ,


div (( grad V) = – (V + div Pp   .

Odată potenţialul scalar determinat, vectorii câmpului electric sunt determinaţi imediat din


E = – grad V   ,   D = – ( grad V + Pp   .

Aparent, ar fi suficient ca potenţialul scalar să fie doar continuu diferenţiabil pentru a determina în orice punct vectorii câmpului căutat. Totuşi, aceşti vectori trebuie să satisfacă ecuaţiile lui Faraday, respectiv Gauss, sau, ceea ce este echivalent, potenţialul electric trebuie să satisfacă ecuaţia lui Poisson de mai sus. Aceasta înseamnă că potenţialul (electric) scalar de determinat trebuie să satisfacă o condiţie de regularitate mult mai restrictivă: el trebuie să fie continuu dublu diferenţiabil în domeniul  D( .


O analiză similară este valabilă pentru problema determinării câmpului magnetic staţionar într-un domeniu  D(  bordat de suprafaţa închisă  ( . Soluţia ecuaţiilor acestui câmp poate fi obţinută rezolvând, mai întâi, ecuaţia vectorială de tip Poisson (eliptică) pentru potenţialul (magnetic) vector  A(r) ,
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Odată potenţialul vector determinat, vectorii câmpului magnetic sunt determinaţi imediat din


B = rot A   ,   
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Şi aici, aparent, ar fi suficient ca potenţialul vector să fie doar continuu diferenţiabil pentru a determina în orice punct vectorii câmpului căutat. Totuşi, aceşti vectori trebuie să satisfacă ecuaţiile lui Ampère, respectiv Dirac, sau, ceea ce este echivalent, potenţialul magnetic trebuie să satisfacă ecuaţia lui Poisson de mai sus. Aceasta înseamnă că potenţialul (magnetic) vector de determinat trebuie să satisfacă o condiţie de regularitate mult mai restrictivă: el trebuie să fie continuu dublu diferenţiabil în domeniul  D( .


Scurta discuţie de mai sus a formulărilor diferenţiale (tari) ale problemelor de câmp electromagnetic permite formularea câtorva observaţii: 

(1) Formularea diferenţială a ecuaţiilor câmpului electromagnetic este coerentă cu forma diferenţială a ecuaţiilor de rezolvat;

(2) Este de aşteptat să fie întâmpinate dificultăţi mari în rezolvarea formulării diferenţiale a ecuaţiilor câmpului electromagnetic din cauza condiţiilor de regularitate (continuitate şi diferenţiabilitate) foarte stricte impuse soluţiei;

(3) Operarea cu formularea diferenţială a ecuaţiilor câmpului electromagnetic, evident corectă în principiu, este însă excesiv de strictă şi dintr-un punct de vedere practic, experimental, deoarece se operează la un nivel local la care nu are sens nici o verificare experimentală rezonabilă. 


Acestea sunt câteva motive pentru a lua în considerare şi alte formulări ale problemelor câmpului electromagnetic, care să fie mai puţin restrictive. 


3.2.  Formulări integro–diferenţiale 

O formulare integro–diferenţială a unei probleme de câmp electromagnetic este aceea în care, ţinând seama şi de condiţiile de unicitate, forma diferenţială a ecuaţiilor câmpului este prelucrată sub o formă integrală, care este apoi folosită pentru determinarea soluţiei. 


Sunt discutate mai jos două tipuri de formulări integro–diferenţiale ale problemelor de câmp electromagnetic: formularea slabă şi formularea variaţională. Prima variantă va fi analizată prin două exemple – cele ale câmpului electrostatic şi câmpului magnetic staţionar, iar a doua variantă va fi discutată, pentru ilustrare, numai pentru o problemă simplă de câmp electrostatic. 


3.2.1.  Formularea  slabă 


Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu  D(  mărginit de suprafaţa închisă  ( , în următoarele condiţii de unicitate:  (V  şi  Pp  date în interiorul domeniului fără suprafeţe de discontinuitate a mărimilor de câmp electric (deci cu  (S = 0);  V = 0  pe partea  SV  a frontierei  (  şi  
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  dată  pe partea  SD  a frontierei  (  (astfel încât  SD ( SV = ( , SD ( SV = () . În cele ce urmează, fără altă specificare, vor fi considerate satisfăcute condiţiile de continuitate, derivabilitate şi integrabilitate necesare operaţiior efectuate.


Ecuaţiile câmpului electrostatic,


rot E = 0      ,      div D = (V      ,      D = ( E + Pp   ,

permit introducerea potenţialului (electric) scalar  V(r)  astfel încât 


E = – grad V   ,   D = – ( grad V + Pp   ,

potenţialul fiind determinat ca soluţie a ecuaţiei de tip Poisson (eliptică)


div (( grad V) = – (V + div Pp   .

Folosind, pentru simplificare, notaţiile 


– div Pp = (VP      ,      (V + (VP = (   , 

este de rezolvat ecuaţia eliptică a potenţialului scalar, 


div (( grad V) = – (   .


Fie considerată acum o funcţie  U(r) , ale cărei proprietăţi (în afara celor de derivabilitate şi integrabilitate necesare) urmează a fi precizate ulterior; înmulţind ecuaţia potenţialului electric cu  U  şi integrând rezultatul pe domeniul  D( , se obţine 
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unde elementul de volum a fost notat aici  d(  pentru evitarea confuziilor. Folosind identitatea  div [U ( (grad V)] = U div[( (grad V)] + ( (grad U)((grad V) , ca şi formula lui Gauss, integrala din membrul stâng poate fi succesiv prelucrată ca
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Deoarece  
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 , se ajunge în final la ecuaţia integrală satisfăcută de potenţialul scalar  V , 
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Fie acum definită mulţimea de funcţii 

         = { U ( U derivabilă pe D( ; de pătrat integrabil împreună cu derivatele peste D( ; 



  U(SV = 0 }   .

Ţinând seama şi de condiţia de unicitate pe partea  SD  a frontierei, rezultă că, dacă  V  este soluţie a ecuaţiei Poisson ataşată problemei studiate, atunci  V (   şi satisface, pentru orice  U (  , ecuaţia integrală
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Invers, se poate arăta că funcţia  V (   care satisface ecuaţia integrală anterioară pentru orice  U (  , satisface, într-un sens larg, şi ecuaţia Poisson ataşată problemei studiate. În condiţiile de unicitate ataşate problemei studiate şi în condiţii de integrabilitate suficient de largi, este evident că asupra coeficienţilor ecuaţiilor şi asupra soluţiei sunt impuse condiţii de regularitate (continuitate şi derivabilitate) sensibil mai puţin stricte decât în formularea tare corespunzătoare. Acesta este motivul pentru care o asemenea formulare este denumită şi formulare slabă, iar soluţia ecuaţiei slabe de mai sus este numită soluţie slabă a problemei studiate. 


O observaţie importantă priveşte modul complet diferit în care apar tratate cele două tipuri de condiţii de frontieră în formularea slabă a problemei studiate. Condiţiile de frontieră de tip Dirichlet,  
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 , sunt impuse direct, explicit, funcţiilor mulţimii    în care este căutată soluţia slabă a problemei – acesta este motivul pentru care condiţiile de frontieră de acest tip sunt denumite condiţii esenţiale. Condiţiile de frontieră de tip Neumann,  
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 , nu este necesar să fie impuse direct funcţiilor mulţimii    în care este căutată soluţia slabă a problemei, pentru că ele apar în mod natural, implicit, în chiar ecuaţia slabă – acesta este motivul pentru care condiţiile de frontieră de acest tip sunt denumite condiţii naturale. 


Două completări pot fi aduse formulării slabe a problemei câmpului electrostatic studiate aici.  


(1)  Fie, mai întâi, cazul în care condiţiile de frontieră de tip Dirichlet pe partea  SV  a frontierei sunt neomogene,  
[image: image12.wmf]0

¹

=

w

V

V

S

 , cu  w  dată  pe  SV . Soluţia slabă a problemei este atunci de forma  V = V0 + v , unde  V0  este o funcţie derivabilă pe  D(  şi de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale peste D( , care satisface condiţia  
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 , iar  v (   satisface, pentru orice  U (  , ecuaţia slabă 
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(2)  Fie, apoi, cazul în care, în condiţii de tip Dirichlet omogene (nule) pe partea  SV  a frontierei,  
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 , domeniul  D(  este doar omogen pe porţiuni, astfel încât el este reuniunea a două subdomenii de netezime  D1  şi  D2 , separate prin suprafaţa de discontinuitate  S , eventual încărcată cu densitatea  (S  a sarcinii electrice. Soluţia slabă a problemei este funcţia  V (   care satisface, pentru orice  U (  , ecuaţia slabă 
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unde  (ST = (S – n12((Pp2 – Pp1)(S = (S + (SP , iar  n12  este versorul normalei la suprafaţa  S  dinspre subdomeniul  D1  către subdomeniul  D2 . 


Pentru prima completare, fie cunoscută sau construită o funcţie  V0  derivabilă pe  D(  şi de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale peste  D( , care satisface condiţia  
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 , şi fie soluţia  V  pusă sub forma  V = V0 + v , unde rămâne a fi determinată funcţiunea  v . Este evident că funcţiunea  v  satisface atunci condiţiile de frontieră  
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 . Ecuaţia Poisson satisfăcută de soluţia problemei poate fi atunci scrisă, succesiv,


div [( grad(v + V0)] = – (      ,      div(( grad v) = – ( – div(( grad V0)   .

Procedând ca mai înainte, adică multiplicând ultima relaţie cu o funcţie  U (  , integrând pe  D(  şi folosind formula lui Gauss, se ajunge la 
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Ţinând seama de anularea funcţiei  U  pe  partea  SV  a frontierei  (  se obţine imediat



[image: image22.wmf]+

×

-

=

×

ò

ò

ò

S

S

S

W

e

W

r

W

e

D

D

D

d

U

V

d

U

d

U

v

grad

grad

grad

grad

0


      
[image: image23.wmf](

)

ò

×

+

+

D

S

dS

V

v

U

n

grad

0

e

   ,

şi folosind apoi şi condiţiile de frontieră pe partea  SD  a frontierei  ( , se ajunge la 
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care este chiar ecuaţia de satisfăcut, pentru orice  U (  , de către funcţiunea căutată  v .

Pentru a doua completare, fie notate  V1 , respectiv  V2 , restricţiile potenţialului la fiecare din domeniile de netezime  D1 , respectiv  D2 , astfel încât, conform condiţiilor problemei,  
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 . Procedând ca mai înainte, adică multiplicând ecuaţia lui Poisson pentru potenţialul scalar div (( gradV) = – (  cu o funcţie  U (  , integrând pe  D(  şi folosind formula lui Gauss, se ajunge la 
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Ţinând seama de anularea funcţiei  U  pe  partea  SV  a frontierei  (  şi de condiţiile de frontieră pe partea  SD  a frontierei  ( , şi notând
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se obţine imediat
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care este chiar ecuaţia de satisfăcut, pentru orice  U (  , de către funcţiunea căutată  V .


Fie de determinat câmpul magnetic staţionar într-un domeniu  D(  mărginit de suprafaţa închisă  ( , în următoarele condiţiile de unicitate:  J  şi  Mp  date în interiorul domeniului fără suprafeţe de discontinuitate ale mărimilor de câmp magnetic (deci cu  JS = 0) ;  
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  pe partea  SA  a frontierei  (  şi  
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  dată  pe partea  SH  a frontierei  (  (astfel încât  SA ( SH = ( , SA ( SH = () . În cele ce urmează, fără altă specificare, vor fi considerate satisfăcute condiţiile de continuitate, derivabilitate şi integrabilitate necesare operaţiior efectuate.


Ecuaţiile câmpului magnetic staţionar,


rot H = J      ,      div B = 0      ,      B = ( H + (0 Mp   ,

permit introducerea potenţialului (magnetic) vector  A(r)  astfel încât 


B =  rot A      ,      
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potenţialul vector fiind determinat ca soluţie a ecuaţiei de tip Poisson (eliptică)



[image: image34.wmf]m

m

m

p

M

J

A

rot

rot

rot

0

+

=

   .

Folosind, pentru simplificare, notaţiile 
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este de rezolvat ecuaţia eliptică a potenţialului vector, 
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Fie considerată acum o funcţie (vectorială)  F(r) , ale cărei proprietăţi (în afara celor de derivabilitate şi integrabilitate necesare) urmează a fi precizate ulterior; înmulţind scalar ecuaţia potenţialului magnetic cu  F  şi integrând rezultatul pe domeniul  D(  (în raport cu elementul de volum notat  d(  ca mai sus), se obţine 
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Folosind identitatea  
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 , ca şi formula lui Gauss, integrala din membrul stâng poate fi succesiv prelucrată ca
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În fine, deoarece  
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 , se ajunge la ecuaţia integrală satisfăcută de potenţialul vector  A , 
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Fie acum definită mulţimea de funcţii 

         = { F ( F derivabilă pe D( ; de pătrat integrabil împreună cu derivatele peste D( ; 

 

  n(F(SA = 0 }   . 

Ţinând seama şi de condiţia de unicitate pe partea  SH  a frontierei, rezultă că, dacă  A  este soluţie a ecuaţiei Poisson ataşată problemei studiate, atunci  A (   şi satisface, pentru orice  F (  , ecuaţia integrală
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Invers, se poate arăta că funcţia  A (   care satisface ecuaţia integrală anterioară pentru orice  F (  , satisface, într-un sens larg, şi ecuaţia Poisson ataşată problemei studiate. În condiţiile de unicitate ataşate problemei studiate şi în condiţii de integrabilitate suficient de largi, asupra coeficienţilor ecuaţiilor şi asupra soluţiei sunt impuse condiţii de regularitate (continuitate şi derivabilitate) sensibil mai puţin stricte decât în formularea tare corespunzătoare. Acesta este motivul pentru care, ca mai înainte, o asemenea formulare este denumită şi formulare slabă, iar soluţia ecuaţiei slabe de mai sus este numită soluţie slabă a problemei studiate. 


O observaţie importantă poate fi făcută şi aici privitor la modul complet diferit în care apar tratate cele două tipuri de condiţii de frontieră în formularea slabă a problemei studiate. Condiţiile de frontieră de tipul  
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 , care ar putea fi socotite ca analoage celor de tip Dirichlet, sunt impuse direct, explicit, funcţiilor mulţimii    în care este căutată soluţia slabă a problemei – acesta este motivul pentru care condiţiile de frontieră de acest tip sunt denumite condiţii esenţiale. Condiţiile de frontieră de tipul  
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 , care ar putea fi considerate analoage celor de tip Neumann, nu este necesar să fie impuse direct funcţiilor mulţimii    în care este căutată soluţia slabă a problemei, pentru că ele apar în mod natural, implicit, în chiar ecuaţia slabă – acesta este motivul pentru care condiţiile de frontieră de acest tip sunt denumite condiţii naturale. 


Două completări pot fi aduse formulării slabe a problemei câmpului magnetic  staţionar studiate aici.  


(1)  Fie, mai întâi, cazul în care condiţiile de frontieră zise de tip Dirichlet pe partea  SA  a frontierei sunt neomogene, 
[image: image46.wmf]0

¹

=

´

w

A

A

S

n

 , cu  w  funcţie dată  pe  SA . Soluţia slabă a problemei este atunci de forma  A = A0 + a , unde  A0  este o funcţie derivabilă pe  D(  şi de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale peste D( , care satisface condiţia  
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 , iar  a (   satisface, pentru orice  F (  , ecuaţia slabă 
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(2)  Fie, apoi, cazul în care, în condiţii zise de tip Dirichlet omogene (nule) pe partea  SA  a frontierei, 
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 , domeniul  D(  este doar omogen pe porţiuni, astfel încât el este reuniunea a două subdomenii de netezime  D1  şi  D2 , separate prin suprafaţa de discontinuitate  S , eventual parcursă de pânza de curent cu densitatea  JS . Soluţia slabă a  problemei este funcţia  A (   care satisface, pentru orice  F (  , ecuaţia slabă 
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unde  
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 , iar  n12  este versorul normalei la suprafaţa  S  dinspre subdomeniul  D1  către subdomeniul  D2 . 


Pentru prima completare, fie cunoscută sau construită o funcţie  A0  derivabilă pe  D(  şi de pătrat integrabil împreună cu derivatele sale peste  D( , care satisface condiţia  
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 , şi fie soluţia  A  pusă sub forma  A = A0 + a , unde rămâne a fi determinată funcţiunea  a . Este evident că funcţiunea  a  satisface atunci condiţiile de frontieră  
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 . Ecuaţia Poisson satisfăcută de soluţia problemei poate fi atunci scrisă, succesiv, 
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Procedând ca mai înainte, adică multiplicând ultima relaţie cu o funcţie  F (  , integrând pe  D(  şi folosind formula lui Gauss, se ajunge la 
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Ţinând seama de formele echivalente ale produsului mixt din integralele de suprafaţă, precum şi de anularea funcţiei  n(F  pe  partea  SA  a frontierei  ( , se obţine imediat
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De aici se ajunge la 
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sau, folosind apoi şi condiţiile de frontieră pe partea  SH  a frontierei  ( ,
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care este chiar ecuaţia de satisfăcut, pentru orice  F (  , de către funcţiunea căutată  a .

Pentru a doua completare, fie notate  A1 , respectiv  A2 , restricţiile potenţialului vector la fiecare din domeniile de netezime  D1 , respectiv  D2 , astfel încât, conform condiţiilor problemei, la interfaţa  S  au loc  
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 . Procedând ca mai înainte, adică multiplicând scalar ecuaţia lui Poisson pentru potenţialul vector  
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  cu o funcţie  F (  , integrând pe  D(  şi folosind formula lui Gauss, se ajunge la 
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Ţinând seama de formele echivalente ale produsului mixt din integralele de suprafaţă, precum şi de anularea funcţiei  n(F  pe  partea  SA  a frontierei  ( , se obţine
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astfel încât, notând  
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 JS + JSm = JST , se obţine imediat
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care este chiar ecuaţia de satisfăcut, pentru orice  F (  , de către funcţiunea căutată  A . 


O observaţie generală poate încheia discutarea formulării slabe a problemelor de câmp electromagnetic: această formulare este mult mai strâns legată de practica inginerească, experimentală, deoarece operează inerent cu estimări integrale asupra câmpului electric sau magnetic, ceea ce concordă cu posibilităţile curente de măsurare a mărimilor globale (integrale) asociate fenomenelor electromagnetice.


3.2.2.  Formularea variaţională 


O variantă de formulare integro-diferenţială a problemelor de câmp electro-magnetic des folosită este cea numită formulare variaţională. Formularea variaţională este posibilă numai pentru ecuaţii asociate unor aşa-numiţi operatori simetrici pozitiv definiţi, iar pentru ilustrarea acestui tip de formulare va fi studiată o problemă unidimensională de câmp electrostatic. 


Fie de studiat câmpul electrostatic într-un domeniu infinit extins după direcţiile axelor  Oy , Oz , în regiunea  x ( [a , b] , unde toţi parametrii ecuaţiei, ca şi soluţia, depind numai de variabila  x :  ( = ((x) > 0 , ( = ((x) , Pp = iPp(x) , V = V(x) , E = iE(x) . 


Ecuaţiile câmpului electrostatic, 


rot E = 0      ,      div D = (V   ,

duc succesiv la 
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adică, în final, la ecuaţia de tip Poisson pentru potenţial,
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unde s-a notat prin  
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  densitatea totală a sarcinii electrice. 

Ecuaţia potenţialului electric scalar  V , rescrisă concis sub forma


A V – ( = 0   ,

este asociată, astfel, unui operator diferenţial 
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ale cărui proprietăţi vor fi analizate mai jos.


(1)  Fie presupusă operarea cu funcţii care satisfac proprietăţile de derivabilitate şi integrabilitate necesare efectuării operaţiilor ce apar în decursul raţionamentelor ce urmează. Identitatea
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poate fi rescrisă sub o formă care să evidenţieze operatorul  A  studiat,
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Aplicată unor funcţii  U  şi  V  dublu derivabile pe  [a , b] , identitatea precedentă devine 
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Fie, în plus, presupuse acum satisfăcute pentru aceste funcţii şi derivatele lor şi proprietăţi de integrabilitate necesare pe  [a , b] ; integrând pe acest interval diferenţa ultimelor două relaţii, se obţine, succesiv,
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sau, concis,
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Fie acum considerate, pentru  problema de câmp electrostatic, condiţii de frontieră 

omogene la cele două limite, de genul:  V(a) = 0  şi  V(b) = 0 , sau  V(a) = 0  şi  dV(b)/dx = 0 , sau  dV(a)/dx = 0  şi  V(b) = 0 , sau  dV(a)/dx = 0  şi  dV(b)/dx = 0 . Fie căutată soluţia ecuaţiei câmpului electrostatic în problema abordată în mulţimea 


 = { U ( U continuu dublu diferenţiabilă; 

    de pătrat integrabil cu primele două derivate pe  [a , b] ; 

    U(a) = 0  sau  dU(a)/dx = 0  şi  U(b) = 0  sau  dU(b)/dx = 0 }   .

Atunci, pentru  U , V (  , are loc  
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 . Or, aceasta înseamnă că, pentru  U , V (  , are loc 
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relaţie care atestă caracterul simetric al operatorului  A  în condiţiile de frontieră admise mai sus.

(2) Fie acum particularizată identitatea diferenţială 
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pentru  f = g = U ; se obţine
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Integrând această ultimă relaţie pe intervalul de interes  [a , b] , se ajunge la
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astfel încât, pentru  U (   se obţine imediat că este satisfăcută inegalitatea 
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Trebuie observat că în ultima relaţie egalitatea are loc numai dacă  
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 . Ori, aceasta ar însemna că  U(x) = U0 = const.  pe  [a , b] , care, împreună cu  U0 (  , duce la  U0(a) = 0  sau  U0(b) = 0 , adică  U0 ( 0  pe  [a , b] . Se obţine astfel că
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pentru orice  U (   neidentic nulă, ceea ce atestă caracterul pozitiv definit al operatorului  A  în condiţiile de frontieră admise mai sus. 


Este acum posibil să fie abordată formularea variaţională pentru problema de câmp electrostatic abordată aici. Fie considerată funcţionala 
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ca aplicaţie cu valori reale definită pe mulţimea de funcţii  U (  . Referitor la această funcţională poate fi formulată următoarea teoremă: Funcţia  V (   realizează minimul funcţionalei  F  pe mulţimea    dacă şi numai dacă această funcţie  V  satisface ecuaţia 
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a potenţialului electrostatic pe intervalul de interes  [a , b] , în condiţiile de frontieră asociate definiţiei mulţimii   . 


Pentru a demonstra necesitatea, fie  V , v (   şi  t ( R ; atunci este uşor de văzut că şi  V + t(v (  . Trebuie arătat că, dacă  F(V + t(v) ( F(V)  pentru orice  t ( 0  şi orice  v (  , atunci  V  satisface ecuaţia potenţialului electrostatic pe intervalul de interes. Fie, deocamdată,  v  considerat fixat; atunci  F(V + t(v) = f(t)  este o funcţie numai de variabila reală  t , care îşi atinge minimul pentru  t = 0 , cu alte cuvinte, pentru orice  v (   dat, au loc relaţiile 
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Se calculează imediat 
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Este uşor de văzut că primul şi penultimul termen de mai sus reprezintă chiar  F(V) ; de asemenea se observă că al doilea şi al treilea termen sunt egali, în virtutea simetriei operatorului studiat. Grupând termenii după puterile lui  t , se obţine că
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de unde se calculează imediat derivatele
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ultima inegalitate decurgând din caracterul pozitiv definit al operatorului studiat. Impunerea condiţiei de minim este echivalentă atunci cu anularea primei derivate,
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care, la rândul ei, în conformitate cu lema lui Du Bois Raymond, implică necesitatea satisfacerii relaţiei
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adică satisfacerea ecuaţiei problemei de câmp electrostatic de către soluţia  V  a problemei de minimizare a funcţionalei  F  pe mulţimea   . 


Pentru a demonstra şi suficienţa, trebuie arătat că soluţia  V  a problemei de câmp electrostatic minimizează funcţionala  F  pe mulţimea   . Fie, deci  V (  , care satisface ecuaţia 



[image: image109.wmf]0

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

r

e

dx

dV

dx

d

   ;

trebuie arătat că în acest caz  F(U) > F(V)  pentru orice  U ( V , cu  U (  . Exprimând  U = V + v , cu  v (  , v ( 0 se poate calcula ca mai sus (punând, pur şi simplu,  t = 1)  F(U) = F(V + v) , şi se poate estima imediat că 
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deoarece al doilea termen este nul în virtutea satisfacerii ecuaţiei câmpului electrostatic, iar ultimul termen este pozitiv în virtutea caracterului pozitiv definit al operatorului studiat. 


În fine, unicitatea soluţiei este argumentată simplu. Dacă, prin absurd, ar exista şi o altă soluţie  W ( V  a problemei de minimizare a funcţionalei  F , atunci, deoarece  V  realizează minimul funcţionalei, ar rezulta că  F(W) > F(V)  şi, pe de altă parte, deoarece şi  W  realizează minimul funcţionalei, ar rezulta şi că  F(V) > F(W) , Presupunerea neunicităţii soluţiei problemei de minimizare duce, astfel, la o contradicţie, deci este falsă, ceea ce probează unicitatea soluţiei problemei de minim. 


O ultimă remarcă priveşte faptul că, şi aici, mulţimea de funcţii   , unde este căutată soluţia problemei de minimizare a funcţionalei ataşate problemei de câmp, este definită prin condiţii esenţiale.


3.3.  Formulări integrale

O formulare integrală a unei probleme de câmp electromagnetic este aceea în care fie este folosită explicit măcar una din formele integrale ale ecuaţiilor câmpului, fie soluţia problemei este calculată utilizând integrale adecvate asupra datelelor problemei. 


3.3.1.  Formulări  integrale 


Pentru ilustrarea primului tip de formulare integrală, fie considerate două probleme tipice – o problemă de câmp electrostatic şi o problemă de câmp magnetic staţionar.


Problema determinării câmpului electric în regim static (a câmpului electrostatic) într-un domeniu  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  constă în a determina, în orice punct  M ( D( , perechea de vectori  {E , D}  care satisface ecuaţiile
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D = ( E + Pp   ,

în condiţii de unicitate specificate ca mai sus, în capitolele anterioare. Pentru ca înseşi ecuaţiile cu care se operează să aibă sens, este necesar ca vectorii câmpului electric,  E  şi  D , împreună cu constanta de material  (  şi cu  mărimea sursă  permanentă  Pp , să fie doar funcţii integrabile în domeniul  D( . 


Similar, problema determinării câmpului magnetic în regim staţionar (a câmpului magnetic staţionar) într-un domeniu  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  constă în a determina, în orice punct  M ( D( , perechea de vectori  {H , B}  care satisface ecuaţiile
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B = ( H + (0Mp   ,

în condiţii de unicitate specificate ca mai sus, în capitolele anterioare. Şi aici, pentru ca ecuaţiile cu care se operează să aibă sens este necesar ca vectorii câmpului magnetic,  H  şi  B , împreună cu constanta de material  (  şi cu  mărimea sursă permanentă  Mp , să fie doar funcţii integrabile în domeniul  D( . 


Aplicarea formelor integrale ale ecuaţiilor câmpului electric sau magnetic pentru determinarea aproximativă a mărimilor locale de câmp presupune folosirea unor contururi  (  şi unor suprafeţe închise  (  astfel alese încât să pună în valoare modalitatea de aproximare aleasă pentru funcţiile vectoriale de determinat. 


O variantă hibridă a acestei formulări integrale a problemelor de câmp electric sau magnetic este aceea în care numai una din ecuaţiile câmpului este folosită explicit sub formă integrală, cealaltă, folosită sub formă locală, servind pentru a exprima mărimile de câmp în termenii unui potenţial – scalar sau vector – adecvat.


Problema determinării câmpului câmpului electrostatic într-un domeniu  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  poate fi formulată şi astfel: să se determine, în orice punct  M ( D( , perechea de vectori  {E , D}  care satisface ecuaţiile


rot E = 0      (      E = – grad V   ,
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D = ( E + Pp   ,

în condiţii de unicitate specificate ca mai sus, în capitolele anterioare. În termenii variabilei intermediare – potenţialul electric scalar  V  continuu derivabil în domeniul  D(  – este suficient ca vectorii câmpului electric,  E  şi  D , împreună cu constanta de material  (  şi cu  mărimea sursă  permanentă  Pp , să fie funcţii integrabile în domeniul  D( . Ecuaţia integrală de rezolvat rămâne atunci
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pentru orice suprafaţă închisă  ( ( D(  , mai precis, pentru suprafeţe închise  (  astfel alese încât să pună în valoare modalitatea de aproximare aleasă pentru potenţialul scalar de determinat. 


Similar, problema determinării câmpului câmpului magnetic staţionar într-un domeniu  D(   bordat de suprafaţa închisă  (  poate fi formulată şi astfel:  să se determine, 
în orice punct  M ( D( , perechea de vectori  {H , B}  care satisface ecuaţiile 
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div B = 0      (      B = rot A   ,


B = ( H + (0Mp   ,

în condiţii de unicitate specificate ca mai sus, în capitolele anterioare. În termenii variabilei intermediare – potenţialul magnetic vector  A  continuu derivabil în domeniul  D( – este suficient ca vectorii câmpului magnetic,  H  şi  B , împreună cu constanta de material  (  şi cu  mărimea sursă  permanentă  Mp , să fie funcţii integrabile în domeniul  D( . Ecuaţia integrală de rezolvat rămâne atunci
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pentru orice contur  ( ( D(  , mai precis, pentru contururi  (  astfel alese încât să pună în valoare modalitatea de aproximare aleasă pentru potenţialul vector de determinat. 


3.3.2.  Formulări  bazate  pe  formula  lui  Green  


Al doilea gen de formulare integrală a unei probleme de câmp electromagnetic este în special util pentru ecuaţii de tip Laplace şi foloseşte explicit formula lui Green. Pentru ilustrare va fi discutată mai jos o problemă de câmp electrostatic.


Fie abordată problema determinării câmpului electrostatic într-un domeniu  D , adică a determinării, în orice punct  M ( D , a perechii de vectori  {E , D}  care satisface ecuaţiile


rot E = 0   ,


div D = (V   ,


D = ( E + Pp   ,

în condiţii de unicitate specificate ca mai sus, în capitolele anterioare. Ca mai înainte, soluţia ecuaţiilor acestui câmp poate fi obţinută rezolvând, mai întâi, ecuaţia scalară de tip Poisson (eliptică) pentru potenţialul (electric) scalar  V ,


div (( grad V) = – (      ,      unde   ( = (V – div Pp   ,

astfel încât, odată potenţialul scalar determinat, vectorii câmpului electric sunt calculaţi imediat din


E = – grad V   ,   D = – ( grad V + Pp   . 


În particular, în absenţa surselor de câmp cu repartiţie de volum, 


( = 0      ,      Pp = 0   , 

şi în ipoteza omogeneităţii electrice a substanţei din domeniul  D ,


( = const.  în  D   ,

rămâne de determinat soluţia ecuaţiei de tip Laplace în  D ,


div (grad V) = 0      (      ( V = 0   ,

în condiţii specificate pe frontieră:  V = f  dată pe partea  SV  a frontierei  (D  şi  
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  dată  pe partea  SD  a frontierei  (D  (unde  SD ( SV = (D , SD ( SV = () .


Punctul de plecare în obţinerea formulei lui Green îl constituie identitatea 


div (f  grad g) = grad f ( grad g + f  div (grad g) = grad f ( grad g + f  (( g)   ,

unde se presupune că funcţiile  f  şi  g  satisfac condiţiile de derivabilitate necesare efectuării operaţiilor care intervin. De aici se obţin imediat relaţiile simetrice


f  ( g = div (f  grad g) – grad f ( grad g   ,


g ( f = div (g grad f) – grad g ( grad f   ,

care, prin scădere, duc la identitatea 


f (( g) – g (( f) = div (f  grad g – g grad f)   .

Integrând ultima relaţie pe domeniul  D  şi folosind formula lui Gauss se obţine, 
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adică, în final, formula lui Green
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unde a fost folosită tot notaţia  d(  pentru elementul de volum şi unde  n  reprezintă versorul normalei exterioare la suprafaţa  (D  a domeniului  D .


Fie acum considerate funcţii de poziţie  f(r)  care satisfac condiţii de regularitate la infinit; pentru probleme tridimensionale acestea sunt 
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ceea ce implică, pentru funcţii  f  şi  g  regulate la infinit, 
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iar pentru probleme bidimensionale acestea sunt
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ceea ce implică, pentru funcţii  f  şi  g  regulate la infinit, 
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Exemplele cele mai simple de funcţii regulate la infinit sunt aşa numitele funcţii Green pentru întreg spaţiul. Într-adevăr, în spaţiul tridimensional, funcţiunea 
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are următoarele proprietăţi: (1)  este armonică, adică
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Similar, în spaţiul bidimensional, funcţiunea 
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are următoarele proprietăţi: (1)  este armonică, adică
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Fie acum considerat domeniul tridimensional  D(  delimitat de suprafaţa închisă   ( , şi fie aplicată formula lui Green, 
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domeniului  D( \ D(  (fig.3.1), unde  (  este o sferă de rază  R'  care înconjoară punctul interior  P , punct singular al funcţiei Green pentru întreg spaţiul
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      Fig.3.1.

Deoarece  sfera  D(  este exclusă din domeniul de interes, funcţia  g  este armonică,


( g = 0      în  D( \ D(   ;

apoi, în prima integrală de suprafaţă  n  este orientată spre exterior în raport cu domeniul considerat, iar în a doua integrală de suprafaţă  n  este orientată spre interiorul sferei  ( . Mai mult, elementele de integrare au fost notate  d(' , respectiv  dS'  pentru a sublinia faptul că integrarea este efectuată în punctele  Q  indicate de vectorul de poziţie relativ  
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Dacă se consideră acum că se trece la limită când  R' ( 0 , adică atunci când sfera  (  exclusă din domeniul considerat se restrânge către zero, se obţine pentru primul termen 
al celei de a doua integrale de suprafaţă din membrul drept 
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unde  fmed  este valoarea medie a funcţiei  f  în domeniul  D(  şi  s-a ţinut seama de faptul că aici normala la suprafaţa  (  este  (– R'/R') . Analog, pentru al doilea termen al celei de a doua integrale din membrul drept, trecând la limită când  R' ( 0 , se obţine
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Cu aceste observaţii, trecând la limită în formula lui Green când  R' ( 0 , se obţine
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care este  formula celor trei potenţiale (tridimensională). Această formulă permite calculul valorii funcţiei  f  într-un punct de observaţie  P  dacă sunt cunoscute valorile laplacianului său  (f  în orice punct sursă  Q ( D(  şi  valorile funcţiei  f  şi derivatei sale după normală  (f /(n  în orice punct  Q ( ( . 
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Fig.3.2.



       Fig.3.3.


Sunt de făcut câteva observaţii asupra aplicării formulei celor trei potenţiale. Aşa cum a fost ea dedusă, formula este direct aplicabilă aşa numitei probleme interioare, atunci când punctul de observaţie  P  se află în interiorul domeniului  D(  mărginit de suprafaţa închisă  ( : în acest caz  n  este versorul normalei exterioare la suprafaţă (fig.3.2). Aceeaşi formulă poate fi, însă aplicată, fără modificare, şi aşa numitei probleme exterioare, atunci când punctul de observaţie  P  se află în exteriorul domeniului  D(  cuprins între suprafaţa de la infinit (în exterior) şi suprafaţa închisă  (  (către interior) : în acest caz  n  este versorul normalei interioare la suprafaţa  (  (fig.3.3), iar contribuţia suprafeţei de la infinit este nulă în virtutea satisfacerii condiţiilor de regularitate la infinit de către funcţiile cu care se operează. În cazul în care punctul de observaţie  P  (în care trebuie calculată valoarea funcţiei  f) se află chiar pe suprafaţa  (  cu normală variabilă continuu (fig.3.4), în argumentele de mai sus acest punct este iniţial exclus din domeniu prin practicarea unei emisfere centrată în  P , după care are loc procesul de trecere la limită când  R' ( 0 . Aceasta face să se modifice doar coeficientul valorii căutate a funcţiei,  f(P) , de la  4(  la  2( (chiar unghiul solid sub care este văzut interiorul domeniului de interes), astfel încât formula celor trei potenţiale este modificată acum la 
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        Fig.3.4.





Fig.3.5.

În fine, în cazul în care normala  n  la suprafaţa  (  nu are variaţie continuă (suprafaţa  (   are colţuri), iar punctul de observaţie  P  este chiar un colţ din care interiorul domeniului  D(  se vede sub unghiul solid  (  (fig.3.5), atunci un raţionament similar arată că se modifică numai coeficientul valorii căutate a funcţiei,  f(P) , de la  4(  la  ( , astfel încât formula celor trei potenţiale este modificată acum la 
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O tratare analoagă celei precedente poate fi urmărită în cazul unei probleme bidimensionale. Fie acum considerat domeniul bidimensional  S(  delimitat de curba închisă (conturul)  ( , şi fie aplicată formula lui Green, 
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domeniului  S( \ S(  (fig.3.6), unde  (  este un cerc de rază  R'  care înconjoară punctul interior  P , punct singular al funcţiei Green pentru întreg spaţiul
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Deoarece  cercul  S(  este exclus din domeniul de interes, funcţia  g  este armonică,


( g = 0      în  S( \ S(   ;

apoi, în prima integrală de linie  n  este orientată spre exterior în raport cu domeniul considerat, iar în a doua integrală de linie  n  este orientată spre interiorul cercului  ( . Mai mult, elementele de integrare au fost notate  dS' , respectiv  dr'  pentru a sublinia faptul că integrarea este efectuată în punctele  Q  indicate de vectorul de poziţie relativ  
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     Fig.3.6.


Dacă se consideră acum că se trece la limită când  R' ( 0 , adică atunci când cercul  (  exclus din domeniul considerat se restrânge către zero, se obţine pentru primul termen al celei de a doua integrale de contur din membrul drept 
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unde  fmed  este valoarea medie a funcţiei  f  în domeniul  S(  şi  s-a ţinut seama de faptul că aici normala la cercul  (  este  (– R'/R') . Analog, pentru al doilea termen al celei de a doua integrale din membrul drept, trecând la limită când  R' ( 0 , se obţine
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Cu aceste observaţii, trecând la limită în formula lui Green când  R' ( 0 , se obţine
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  , P ( S( , care este  formula celor trei potenţiale (bidimensională). Această formulă permite calculul valorii funcţiei  f  într-un punct de observaţie  P  dacă sunt cunoscute valorile laplacianului său  (f  în orice punct sursă  Q ( S(  şi  valorile funcţiei  f  şi derivatei sale după normală  (f /(n  în orice punct  Q ( ( . 


Şi aici sunt de făcut câteva observaţii asupra aplicării formulei celor trei potenţiale. Aşa cum a fost ea dedusă, formula este direct aplicabilă aşa numitei probleme interioare, atunci când punctul de observaţie  P  se află în interiorul domeniului  S(  mărginit de conturul  ( : în acest caz  n  este versorul normalei exterioare la contur (fig.3.7). Aceeaşi formulă poate fi, însă aplicată, fără modificare, şi aşa numitei probleme exterioare, atunci când punctul de observaţie  P  se află în exteriorul domeniului  S(  cuprins între conturul de la infinit (în exterior) şi curba închisă  ( (către interior) : în acest 
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        Fig.3.7.





Fig.3.8. 
caz  n  este versorul normalei interioare la curba închisă  (  (fig.3.8), iar contribuţia conturului de la infinit este nulă în virtutea satisfacerii de către funcţiile cu care se operează a condiţiilor de regularitate la infinit.. În cazul în care punctul de observaţie  P  (în care trebuie calculată valoarea funcţiei  f) se află chiar pe conturul  (  cu normală variabilă continuu în plan (fig.3.9), în argumentele de mai sus acest punct este iniţial exclus din domeniu prin practicarea unui semicerc centrat în  P , după care are loc procesul de trecere la limită când  R' ( 0 .  Aceasta face să se modifice doar  coeficientul 
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Fig.3.9.



Fig.3.10.

valorii căutate a funcţiei,  f(P) , de la  2(  la  (  (chiar unghiul sub care este văzul domeniul de interes), astfel încât formula celor trei potenţiale este modificată acum la 
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În fine, în cazul în care normala  n  la conturul  (  nu are variaţie continuă (conturul  (   are colţuri), iar punctul de observaţie  P  este chiar un colţ din care interiorul domeniului  S(  se vede sub unghiul  (  (fig.3.10), atunci un raţionament similar arată că se modifică numai coeficientul valorii căutate a funcţiei,  f(P) , de la  2(  la  ( , astfel încât formula celor trei potenţiale este modificată acum la 
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În concluzie, revenind la problema determinării câmpului electrostatic într-un domeniu  D  fără surse interioare, soluţia ecuaţiei Laplace a potenţialului electrostatic V, 


( V = 0   ,

poate fi calculată, în orice punct interior domeniului sau pe frontiera acestuia, în funcţie de valorile pe frontieră ale potenţialului şi derivatei sale după normală, folosind  formula integrală  (pentru problema  tridimensională)
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