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2.  PROBLEME  DE  CÂMP  ELECTROMAGNETIC

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


2.  PROBLEME  DE  CÂMP  ELECTROMAGNETIC 

2.1.  Regimuri ale câmpului electromagnetic 


În multe situaţii de interes studiul câmpului electromagnetic poate fi efectuat mai simplu dacă sunt precizate în mod consistent condiţiile restrictive ale situaţiilor particulare. În acest sens, se numeşte regim al câmpului electromagnetic setul de condiţii care precizează ritmul de variaţie în timp a mărimilor fizice (în particular – electromagnetice). 


Condiţiile definitorii pentru un regim pot fi înţelese fie ca restricţii de impus unui sistem fizic pentru ca acesta să fie corect descris prin ecuaţiile corespunzătoare acelui regim, fie drept condiţii care, regăsite (măcar cu suficientă precizie) în funcţionarea unui sistem, să permită studiul acestuia în cadrul regimului corespunzător condiţiilor. Este evident că fenomenele prezente într-un regim sunt cu atât mai simple cu cât sunt impuse mai multe restricţii asupra acestuia şi, invers, într-un regim fenomenele permise sunt cu atât mai multe şi mai complexe cu cât restricţiile impuse asupra sa sunt mai largi. 


Regimul static este cel mai simplu regim, definit prin condiţiile cele mai restrictive:  (1) toate mărimile fizice sunt constante (în timp) – inclusiv poziţiile  şi  (2) nu este prezent nici un proces de transfer energetic (nici o transformare de energie). 


Regimul staţionar, de o complexitate sporită, este definit prin simpla condiţie ca toate mărimile fizice să fie constante (în timp). Sunt, deci, permise procese de transfer energetic (transformare a energiei), care să se desfăşoare invariant în timp. 


Regimul cuasistaţionar, încă mai complex, este definit în sens larg prin condiţia ca ritmul de variaţie în timp a mărimilor fizice să fie suficient de lent, astfel încât să poată fi neglijate undele electromagnetice. În acest sens trebuie reamintit că o undă electromagnetică este un câmp electromagnetic, variabil în timp şi în spaţiu, care se autoîntreţine chiar şi în absenţa oricărei surse de câmp electromagnetic. 


În fine, regimul variabil (sau nestaţionar) este cel mai complex – în acest regim nu este impusă nici o condiţie restrictivă asupra ritmului de desfăşurare în timp a fenomenelor fizice. 


Discutarea regimurilor câmpului electromagnetic este restrânsă aici la cazul mediilor imobile. Ecuaţiile câmpului electromagnetic corespunzătoare fiecărui regim se obţin simplu dacă, în ecuaţiile lui Maxwell (însoţite ecuaţia de continuitate a sarcinii electrice, de ecuaţia transferului de putere asociat conducţiei electrice şi de ecuaţiile constitutive), 
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sunt luate în considerare condiţiile definitorii ale regimului abordat. 


Înainte de a discuta particularităţile impuse de restricţiile definitorii ale fiecărui regim în parte, este utilă observaţia faptului că ecuaţiile precedente alcătuiesc un sistem de ecuaţii în care aspectele electric, magnetic şi conductiv ale câmpului electromagnetic sunt intrinsec legate între ele. Într-adevăr, conform ecuaţiei constitutive a conducţiei electrice împreună cu ecuaţia de continuitate a sarcinii electrice, câmpul electric şi sursele acestuia influenţează câmpul electrocinetic. Reciproc, tot conform ecuaţiei constitutive a conducţiei electrice, sursele imprimate ale câmpului electrocinetic influenţează câmpul electric. Apoi, conform ecuaţiei lui Ampère, câmpul electric împreună cu cel electro-cinetic influenţează câmpul magnetic. În fine, conform ecuaţiei lui Faraday, câmpul magnetic influenţează, la rândul său, câmpul electric. 


Regimul static al câmpului electromagnetic are prima condiţie definitorie impusă formal simplu ca anulare a oricărei derivate în raport cu timpul,  
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 . Pe de altă parte (deoarece transferurile energetice asociate histerezisului sunt oricum excluse în virtutea primei condiţii), a doua condiţie definitorie impune ca  
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 , ceea ce, în condiţiile admiterii prezenţei câmpului electric, se reduce imediat la  
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 . Această a doua condiţie înseamnă deci simpla absenţă a curenţilor electrici de conducţie. Ecuaţiile câmpului electromagnetic în regim static sunt, astfel, 
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unde ecuaţia de continuitate a sarcinii electrice şi cea de transfer al puterii asociat conducţiei electrice sunt identic (nul) satisfăcute. 


Se observă imediat că aceste ecuaţii pot fi separate în două seturi perfect independente, primul privind perechea de vectori ai câmpului electric, al doilea privind perechea de vectori ai câmpului magnetic. Se poate vorbi atunci de ecuaţiile câmpului electrostatic  
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şi, separat, de ecuaţiile câmpului magnetostatic 
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 , drept ecuaţii ale câmpului magnetic în regim static, 
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Regimul staţionar al câmpului electromagnetic este caracterizat prin simpla condiţie formală a anulării oricărei derivate în raport cu timpul,  
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 . Ecuaţiile câmpului electromagnetic în regim staţionar sunt, astfel, 
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Se observă imediat că, în acest regim, sunt absente influenţele directe între câmpul electric şi magnetic asociate variaţiei lor în timp. Totuşi câmpul electric şi cel electrocinetic rămân cuplate conform ecuaţiei constitutive a conducţiei electrice, iar conform ecuaţiei lui Ampère câmpul electrocinetic influenţează câmpul magnetic.  


Pot fi atunci distinse trei seturi de ecuaţii între care, însă, acum există influenţele descrise. Ecuaţiile câmpului electric staţionar în dielectrici sunt 
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iar ecuaţiile câmpului electrocinetic staţionar în conductoare sunt 
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relaţiile constitutive ale conducţiei electrice implicând cuplajul celor două câmpuri. Ecuaţiile câmpului magnetic staţionar, 
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 pot fi separate, formal, de precedentele, dacă se presupune că este cunoscut câmpul electrocinetic, prezent în ecuaţia lui Ampère.


Regimul cuasistaţionar al câmpului electromagnetic a fost definit cu mai puţină precizie, mai curând calitativ, prin aceea că ritmul de variaţie în timp a mărimilor electro-magnetice este suficient de lent, astfel încât să fie absente undele electromagnetice. 


Pentru a putea formula criterii mai precise trebuie analizate condiţiile în care undele electromagnetice nu se pot dezvolta. În acest scop este utilă analiza prealabilă a mecanismului care face posibilă existenţa unei unde electromagnetice – un câmp electro-magnetic variabil în timp şi în spaţiu, care se autoîntreţine chiar şi în absenţa altor surse de câmp electromagnetic. Presupunând că este analizat câmpul electromagnetic variabil în timp într-un mediu fără mărimi permanente sau imprimate, în care nu există distribuţie de curent (şi nici de sarcină), poate fi construită diagrama din fig.2.1. Fie aşadar presupus că, într-o regiune oarecare din spaţiu şi într-un interval de timp oarecare, există o distribuţie a inducţiei magnetice  B(r,t)  dependentă de poziţie şi timp. Atunci, în conformitate cu legea inducţiei electromagnetice, deoarece  
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 , adică este generat, prin inducţie electromagnetică, un câmp electric indus de intensitate  E(r,t) , în general de asemenea dependent de poziţie şi timp. Chiar în absenţa surselor de câmp reprezentate de corpurile cu polarizaţie permenentă,  Pp = 0 , în conformitate cu ecuaţia constitutivă electrică, câmpului electric indus îi corespunde o inducţie electrică  D(r,t) = ( E(r,t) , în general de asemenea dependentă de poziţie şi timp. Mai departe, în conformitate cu legea circuitului magnetic, deoarece  
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  chiar şi în absenţa sursei de câmp reprezentate de curentul electric de conducţie,  
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 : este generat, adică, printr-un analog al fenomenului de inducţie electromagnetică, un câmp magnetic de intensitate  H(r,t) , în general de asemenea dependent de poziţie şi timp. În fine, chiar în absenţa surselor de câmp reprezentate de corpurile cu magnetizaţie permenentă,  Mp = 0 , în conformitate cu ecuaţia constitutivă magnetică, câmpului magnetic indus îi corespunde o inducţie magnetică  B(r,t) = ( H(r,t) , în general de asemenea dependentă de poziţie şi timp. Câmpul magnetic corespunzător inducţiei magnetice  B = ( H , produs ca efect al lanţului de procese descrise şi rezumate în fig.2.1, se suprapune peste cel iniţial, corespunzător inducţiei magnetice  B(r,t) , permiţând autoîntreţinerea acestuia. Este evident, de altfel, că lanţul de procese descris, care permit autoîntreţinerea câmpului electromagnetic variabil în timp şi în spaţiu, chiar în absenţa altor surse de câmp electromagnetic, poate fi declanşat pornind de la oricare din componentele acestui câmp. 
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       Fig.2.1. 


Regimul cuasistaţionar este acela în care undele electromagnetice nu sunt prezente, astfel încât mecanismul de autoîntreţinere a câmpului electromagnetic descris anterior nu funcţionează. Este evident că lanţul de procese descris nu poate fi rupt în legăturile reprezentate de ecuaţiile constitutive electrică sau magnetică; regimul cuasi-staţionar este atunci legat de ruperea lanţului figurat în una din celelalte două laturi ale sale. 

Poate fi atunci definit un regim cuasistaţionar anelectric, drept regimul în care ritmul (viteza) de variaţie în timp a câmpului electric este suficient de redus(ă) pentru a nu induce un câmp magnetic semnificativ. Cantitativ, această condiţie poate fi exprimată ca 
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intensitatea curentului de deplasare să fie neglijabilă în raport cu intensitatea curentului electric de conducţie.

Mai poate fi definit şi un regim cuasistaţionar amagnetic, drept regimul în care ritmul (viteza) de variaţie în timp a câmpului magnetic este suficient de redus(ă) pentru a nu induce un câmp electric semnificativ. Cantitativ, această condiţie poate fi exprimată ca 
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tensiunile electrice induse să fie neglijabile în raport cu alte tensiuni electrice – statice sau staţionare. 


Desigur, ar mai putea fi definit un regim cuasistaţionar conductiv, drept regimul în care ambele condiţii considerate mai sus sunt îndeplinite, astfel încât nici ritmul (viteza) de variaţie în timp a câmpului magnetic nu este suficient de mare pentru a induce un câmp electric semnificativ şi nici ritmul (viteza) de variaţie în timp a câmpului electric nu este suficient de mare pentru a induce un câmp magnetic semnificativ. Într-un asemenea regim variabil în timp influenţa dintre câmpul electric şi cel magnetic s-ar realiza numai prin intermediul proceselor de conducţie electrică. 


Condiţia de regim cuasistaţionar anelectric are câteva implicaţii importante. Neglijarea variaţiei în timp a fluxului electric prin orice suprafaţă implică, în conformitate cu ecuaţia lui Gauss, neglijarea variaţiei în timp a sarcinii electrice din orice domeniu, deci repartiţie constantă în timp a sarcinii electrice, 
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Poate fi atunci separată o parte potenţială a câmpului electric, constantă în timp, independentă de partea câmpului electric indus conform ecuaţiei lui Faraday. Rămâne de interes atunci câmpul magnetic variabil în timp, împreună cu partea indusă a câmpului electric asociat conducţiei electrice; seturile  
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 , sunt descrise de ecuaţiile câmpului electromagnetic în regim cuasistaţionar anelectric, 
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Dispariţia din ecuaţiile de interes a referirilor la inducţia electrică este legată de neglijarea ritmului variaţiei acesteia în timp; la rândul ei, această neglijare poate fi exprimată, echivalent, prin condiţia energetică 
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a neglijării (variaţiei) densităţii energiei electrice în raport cu a celei magnetice. Aceeaşi dispariţie din ecuaţiile de interes a referirilor la inducţia electrică  D  poate fi impusă şi printr-o condiţie încă mai dură: se poate considera, formal, că permitivitatea este identic nulă în întreg spaţiul, 
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împreună cu anularea identică a polarizaţiei permanente  
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Similar, condiţia de regim cuasistaţionar amagnetic are, de asemenea, implicaţii importante. Neglijarea variaţiei în timp a fluxului magnetic prin orice suprafaţă implică ignorarea referirilor la inducţia magnetică  B , în ecuaţiile de interes. În această situaţie, menţinerea printre ecuaţiile de interes a acelora referitoare la intensitatea câmpului magnetic  H  devine, de asemenea, irelevantă. Aceste consideraţii sunt echivalente cu ignorarea completă a câmpului magnetic; ecuaţiile de interes privesc atunci numai câmpul electric şi cel electrocinetic. Se iveşte, însă, un paradox – ce e drept, doar aparent. Pentru determinarea câmpului electric  
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  sunt necesare ecuaţii referitoare la circulaţia (rototul) şi fluxul (divergenţa) acestor mărimi, împreună cu relaţia constitutivă electrică, 
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Similar, pentru determinarea câmpului electrocinetic  
[image: image74.wmf]{
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  sunt necesare ecuaţii referitoare la circulaţia (rototul) şi fluxul (divergenţa) acestor mărimi, împreună cu relaţia constitutivă a conducţiei electrice, 
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În acest fel, fluxul (divergenţa) intensităţii câmpului electric  E  apare ca determinat(ă), separat, atât de repartiţia sarcinii electrice, cât şi de ritmul (viteza) de variaţie în timp a acesteia. Această aparentă contradicţie poate fi rezolvată observând că există o relaţie (diferenţială) liniară între cele două determinări pomenite: 
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respectiv 
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Este astfel pusă în evidenţă necesitatea considerării curentului electric de conducţie împreună cu cel de deplasare şi operarea cu un curent electric total, 
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ceea ce implică operarea nu cu inducţia electrică, ci cu ritmul (viteza) ei de variaţie în timp, împreună cu densitatea curentului electric de conducţie, într-o densitate a curentului electric total, 
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Rămâne de interes atunci setul reprezentat de intensitatea câmpului electric şi intensitatea curentului electric total, 
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 , descris de ecuaţiile câmpului electromagnetic în regim cuasistaţionar amagnetic, 
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Dispariţia din ecuaţiile de interes a referirilor la câmpul magnetic este legată de neglijarea ritmului variaţiei acestuia în timp; la rândul ei, această neglijare poate fi exprimată, echivalent, prin condiţia energetică 
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a neglijării (variaţiei) densităţii energiei magnetice în raport cu a celei electrice. Aceeaşi dispariţie din ecuaţiile de interes în primul rând a referirilor la inducţia magnetică  B  poate fi impusă şi printr-o condiţie încă mai dură: se poate considera, formal, că permeabilitatea este identic nulă în întreg spaţiul, 
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împreună cu anularea identică a magnetizaţiei permanente,  Mp ( 0  , şi cu ignorarea, în consecinţă, şi a intensităţii câmpului magnetic  H . 


În fine, regimul cuasistaţionar conductiv presupune neglijarea ritmurilor de variaţie în timp atât a câmpului magnetic cât şi a celui electric, ceea ce, în virtutea discuţiilor anterioare, presupune ignorarea ecuaţiilor referitoare la inducţiile magnetică şi electrică şi, pe cale de consecinţă, şi a celor referitoare la intensitatea câmpului magnetic. Rămâne atunci de considerat numai setul  { E , J } , descris de relaţiile 
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În particular, neglijarea ritmului variaţiei în timp a inducţiilor electrică şi magnetică poate fi exprimată, echivalent, prin condiţia energetică 
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a neglijării ritmului variaţiei în timp a densităţii energiei electromagnetice în raport cu densitatea puterii disipate asociată conducţiei electrice. 


Se observă imediat că ecuaţiile câmpului electrocinetic cuasistaţionar sunt, de fapt, identice celor ale câmpului electrocinetic staţionar; din acest motiv se poate vorbi, în general, de un regim pseudo–staţionar al câmpului electrocinetic. 


Pentru a încheia, este evident că regimul variabil (nestaţionar) al câmpului electromagnetic este descris de chiar ecuaţiile generale ale câmpului electromagnetic, prezentate la începutul prezentei secţiuni, nesupuse nici unei restricţii.  


2.2.  Câmpul electrostatic 


Câmpul electrostatic este reprezentat de perechea de vectori ai câmpului electric  
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  în condiţiile regimului static,  
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. Aşa cum a fost analizat mai sus, ecuaţiile acestui câmp sunt: 
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În particular, în ecuaţia constitutivă electrică este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul electric în cazul substanţelor liniare,  ( = ( (E)  în cazul substanţelor neliniare, iar  ( ( (  (tensor) în cazul substanţelor anizotrope. 


Rezolvarea directă a unei probleme de câmp electrostatic presupune operarea cu perechea de vectori ai câmpului electric, deci cu şase necunoscute scalare –  componentele acestor vectori, sau chiar cu numai trei necunoscute scalare – componente ale unuia din vectori, dacă celălalt poate fi obţinut ulterior din ecuaţia constitutivă. Această abordare poate fi simplificată dacă rezolvarea problemei foloseşte ca necunoscută auxiliară potenţialul electrostatic. 


Ecuaţia de irotaţionalitate a câmpului electrostatic, 
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 , implică existenţa unei funcţii scalare de punct, aproape peste tot continuă,  V(r) , numită potenţial electrostatic, astfel încât 
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unde potenţialul este definit ca 
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cu aproximaţia unei constante aditive arbitrare,  
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În virtutea relaţiilor precedente, determinarea câmpului electrostatic poate fi simplificată la a determina potenţialul electrostatic  V(r)  – adică o singură necunoscută scalară – în orice punct din domeniul de interes; în termenii potenţialului se calculează apoi simplu vectorii câmpului electric, 
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Ecuaţia potenţialului electrostatic se obţine simplu din ecuaţiile câmpului electrostatic. Mai întâi trebuie observat că ecuaţia lui Faraday este verificată identic de expresia anterioară a intensităţii câmpului electric, deoarece 
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Potenţialul electrostatic rămâne atunci a fi determinat astfel încât să fie satisfăcută ecuaţia lui Gauss, 
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În particular, în subdomenii omogene, ecuaţia potenţialului se simplifică la 
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Rezolvarea unei probleme de câmp electrostatic poate fi astfel redusă la determinarea soluţiei  V(r)  a ecuaţiei de tip Poisson de mai sus, în condiţii adecvate, ce urmează a fi precizate. 


Câteva chestiuni adiţionale referitoare la câmpul electrostatic trebuie menţionate. 


Studiul câmpului electrostatic în domenii cu conductoare este simplificat dacă se ţine seama de câteva consecinţe imediate ale ecuaţiilor acestui câmp (fig.2.2). 
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          Fig.2.2. 




        Fig.2.3. 

(1)  Într-un conductor, intensitatea câmpului electrostatic este opusă intensităţii câmpului electric imprimat şi este nulă într-un conductor omogen. Intr-adevăr, din ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice, în condiţiile absenţei curentului electric de conducţie, rezultă imediat că  E = – Ei ; în plus, într-un conductor omogen este absent şi câmpul electric imprimat, şi rezultă că  E = 0 . 

(2)  Fiecare domeniu conductor omogen este un domeniu echipotenţial. Într-adevăr, diferenţa de potenţial dintre oricare două puncte ale unui asemenea domeniu, ca integrală de linie a intensităţii câmpului electric nul, este nulă. 

(3)  Sarcina electrică a unui conductor încărcat electric este repartizată doar superficial. Într-adevăr, deoarece conductoarele nu se polarizează, inducţia electrică, determinată în intriorul acestora numai de intensitatea câmpului electric, este nulă; ca urmare, din forma locală a legii lui Gauss rezultă anularea şi a densităţii de volum a sarcinii electrice. 

(4)  Liniile câmpului electrostatic exterior conductoarelor sunt normale suprafeţelor echi-potenţiale ale acestora. Într-adevăr, orice deplasarea elementară  dr  pe o suprafaţă echi-potenţială are loc sub o tensiune nulă, astfel încât  
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De asemenea, în general, la suprafaţa de separaţie neîncărcată electric dintre două domenii dielectrice are loc refracţia liniilor de câmp (fig.2.3), astfel încât unghiurile acestora cu normala la suprafaţa de separaţie satisfac relaţia 
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Aceasta înseamnă că liniile de câmp se apropie de normală la trecerea într-un mediu cu permitivitate (relativă) mai mică. 


Fie considerat un sistem cu câmp electrostatic ce ocupă domeniul  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  cu normala (unitară) exterioară  n . În interiorul domeniului, presupus ocupat de substanţe liniare, există distribuţii de volum  ((V) , suprafaţă  ((S) , lineice  ((L)  ori punctiforme  (qj) ale sarcinii electrice, ca şi conductoare (echipotenţiale) eventual încărcate electric  (sarcini  qk  şi potenţiale  Vk) , împreună cu o eventuală distribuţie a polarizaţiei permanente  (Pp) , ca în fig.2.4. Presupunând absente pânzele de dipoli electrici (duble straturi de sarcină), potenţialul este continuu în acest domeniu. 


 [image: image115.png]








        Fig.2.4. 


Folosind exprimarea intensităţii câmpului electrostatic în termenii potenţialului electrostatic, se poate deduce identitatea energetică a câmpului electrostatic, 
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unde, pentru evitarea confuziilor, s-a folosit notaţia  d(  pentru elementul de volum. În particular, dacă sursele de câmp electric sunt repartizate într-un domeniu mărginit şi, considerând suprafaţa  (  aruncată la infinit, dacă la distanţe  R  mari potenţialul variază  ca  V ~ R –k , k > ½  , atunci ultima integrală din formula anterioară se anulează şi rezultă teorema energiei electrostatice, 
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unde  D'(  este domeniul izolant infinit extins. 


Pe de altă parte, folosind ecuaţia constitutivă electrică, se obţine exprimarea 
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de aici, împreună cu identitatea energetică a câmpului electrostatic, se ajunge la identitatea pătratică a câmpului electrostatic, 
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Ţinând seama de pozitivitatea integrandului  
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  în medii anizotrope, poate fi demonstrată teorema unicităţii soluţiei ecuaţiilor câmpului electrostatic: Soluţia ecuaţiilor câmpului electrostatic este unic determinată în mediul liniar dintr-un domeniu  D(  ca mai sus dacă sunt date condiţiile de unicitate: condiţiile de surse  
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  pe partiţia  SV ( SD = ( , SV ( SD = (   şi ori  qk , ori  Vk , k = 1 , 2 , . . , N } . În particular, teorema de unicitate precedentă rămâne valabilă şi în cazul mediilor neliniare cu o ecuaţie constitutivă electrică  
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Câteva observaţii importante sunt de adăugat. 


(1) Soluţia ecuaţiilor câmpului electrostatic este deobicei căutată în termenii potenţialului electrostatic  V(r) . Valorile potenţialului, însă, sunt precizate cu aproxi-maţia unei constante aditive arbitrare, adică în definiţia 



[image: image130.wmf](

)

(

)

ò

×

-

=

r

r

r

r

r

0

0

d

V

V

E

 

este arbitrară fixarea punctului de referinţă  M0(r0)  şi a valorii de referinţă  V(r0) . Aceste precizări sau, mai simplu, alegerea punctului de origină a potenţialului, sunt impuse deobicei prin formularea condiţiilor de frontieră.  

(2) Condiţia de frontieră  
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 , unde al doilea termen este presupus cunoscut. Astfel, acest tip de condiţie de frontieră este echivalent exprimat în termenii derivatei după direcţia normalei a variabilei scalare intermediare, şi este numită condiţie de tip Neumann. Se observă, deci, că poate fi folosită formularea echivalentă a condiţiilor de frontieră sub forma  
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(3) Funcţia  
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  permite precizarea tensiunii electrice între puncte ale suprafeţei  SV , 
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În acest sens o valoare constantă  
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(4) Aşa cum s-a discutat mai sus, funcţia  
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  permite, indirect, calculul fluxului electric prin orice parte  S  a suprafaţei  SD , 
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În acest sens o valoare nulă  
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(5) Funcţiile  
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 sunt, aproape întotdeauna, funcţii foarte simple – constante, adesea nule. Într-adevăr, a fixa punctual valorile potenţialului după o anumită funcţie de poziţie este practic irealizabil – doar în anumite cazuri teoretice, sau de sinteză, când se impune a fi realizată o anumită variaţie a potenţialului la frontiera domeniului de interes, ar avea sens o formulare punctuală a potenţialului. Cu atât mai mult, a fixa punctual valorile derivatei după normală a potenţialului ori a componentei normale a inducţiei electrice locale depăşeşte atât posibilităţile curente de realizare cât şi cele de măsurare. Deaceea cel mai adesea vor fi avute în vedere, subînţeles, valori constante  V = Vk = const.  ale potenţialului pe unele părţi de tip  SV  ale frontierei, corespunzând unor suprafeţe echipotenţiale, şi valori nule  
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  ale derivatei după normală a potenţialului pe alte părţi de tip  SD  ale frontierei, corespunzând unor linii/suprafeţe de câmp sau plane/axe de simetrie. 


În cazul mediilor liniare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electrostatic: În medii liniare, pentru o partiţie dată  { SV , SD }  a frontierei  (  a domeniului  D(  ca mai sus, o combinaţie liniară a unor seturi de condiţii de unicitate determină univoc aceeaşi combinaţie liniară a soluţiilor corespunzătoare, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte, 
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Cele mai multe metode de rezolvare a problemelor de câmp electrostatic în medii neliniare folosesc, într-un fel sau altul, anumite procedee de liniarizare; deaceea mai departe vor fi considerate cu precădere probleme de câmp electrostatic în medii linare. 


2.3.  Câmpul magnetic staţionar 


Câmpul magnetic staţionar este reprezentat de perechea de vectori ai câmpului magnetic  
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  în condiţiile regimului staţionar,  
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În particular, în ecuaţia constitutivă magnetică este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul magnetic în cazul substanţelor liniare,  ( = ((H)  în cazul substanţelor neliniare, iar  ( ( (  (tensor) în cazul substanţelor anizotrope. 


Rezolvarea directă a unei probleme de câmp magnetic staţionar presupune operarea cu perechea de vectori ai câmpului magnetic, deci cu şase necunoscute scalare –  componentele acestor vectori, sau chiar cu numai trei necunoscute scalare – componente ale unuia din vectori, dacă celălalt poate fi obţinut ulterior din ecuaţia constitutivă. Această abordare este adesea înlocuită cu aceea în care rezolvarea problemei foloseşte ca necunoscută auxiliară potenţialul magnetic vector (staţionar). 


Ecuaţia de solenoidalitate a câmpului magnetic staţionar, 
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 , implică existenţa unei funcţii vectoriale de punct, aproape peste tot continuă,  A(r) , numită potenţial magnetic vector, astfel încât 
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unde potenţialul magnetic vector este precizat prin fixarea arbitrară a unor condiţii suplimentare, numite în ansamblu convenţie de etalonare. Cel mai obişnuit tip de convenţie de etalonare a potenţialului vector este acela care fixează divergenţa acestuia într-un mod cât mai convenabil, 
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Chiar şi aşa, în limitele unei etalonări date, potenţialul magnetic vector este definit cu aproximaţia gradientului unei funcţii armonice arbitrare, 
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deoarece astfel nu este afectat nici câmpul şi nici convenţia de etalonare,  
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Este atunci evident că şi funcţia armonică  F(r)  poate fi aleasă cât mai convenabil. 


În virtutea relaţiilor precedente, determinarea câmpului magnetic staţionar poate fi redusă la a determina potenţialul magnetic vector  A(r)  – adică trei necunoscute scalare – în orice punct din domeniul de interes; în termenii potenţialului se calculează apoi simplu vectorii câmpului magnetic, 
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Ecuaţia potenţialului magnetic vector se obţine simplu din ecuaţiile câmpului magnetic staţionar. Mai întâi trebuie observat că ecuaţia lui Dirac este verificată identic de expresia anterioară a inducţiei magnetice, deoarece 



[image: image162.wmf](

)

0

div

div

º

=

A

B

rot

   . 

Potenţialul magnetic vector (staţionar) rămâne atunci a fi determinat astfel încât să fie satisfăcută ecuaţia lui Ampère, 
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adică 
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În particular, în subdomenii omogene şi în ipoteza raportării la un sistem de referinţă cartesian, ţinând seama de dezvoltarea   rot (rot A) = grad (div A) – ( A   şi admiţând o etalonare de tip Coulomb,  div A = 0 , a potenţialului magnetic vector, ecuaţia anterioară se reduce la 
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Rezolvarea unei probleme de câmp magnetic staţionar poate fi atunci redusă la determinarea soluţiei  A(r)  a ecuaţiei de mai sus, zisă tot de tip Poisson, în condiţii adecvate, ce urmează a fi precizate. 


În domenii fără distribuţie de curent electric de conducţie  (i = 0 , J = 0 , JS = 0), ecuaţiile câmpului magnetic staţionar se reduc, evident, la ecuaţiile unui câmp magnetostatic, care este analizat mai jos. 


Sunt utile de menţionat alte câteva chestiuni adiţionale referitoare la câmpul magnetic staţionar. 

(1)  Distribuţia curentului electric de conducţie – una din sursele câmpului magnetic staţionar – presupune linii de curent închise, corespunzătoare regimului staţionar, 
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(2)  Într-un domeniu de permeabilitate (relativă) foarte mare intensitatea câmpului magnetic staţionar este neglijabilă, aşa cum rezultă imediat din ecuaţia constitutivă magnetică rescrisă ca  
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(3)  Liniile câmpului magnetic staţionar exterior domeniilor de permeabilitate (relativă) foarte mare sunt normale suprafeţelor acestora. Într-adevăr, orice deplasarea elementară  dr  pe o suprafaţă a unui asemenea domeniu are loc sub o tensiune magnetică nulă, astfel încât  
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(4)  La suprafaţa de separaţie, neparcursă de pânză de curent electric de conducţie, dintre două domenii diferite are loc refracţia liniilor de câmp, astfel încât unghiurile acestora cu normala la suprafaţa de separaţie satisfac relaţia 
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Aceasta înseamnă că liniile de câmp se apropie de normală la trecerea într-un mediu cu permeabilitate (relativă) mai mică. 


Fie considerat un sistem cu câmp magnetic staţionar ce ocupă domeniul  D(  simplu conex, bordat de suprafaţa închisă  (  cu normala (unitară) exterioară  n . În interiorul domeniului, presupus ocupat de substanţe liniare, există distribuţii filiforme  (ik) , masive  (J) , ori superficiale  (JS) , ale curentului electric de conducţie, împreună cu o eventuală distribuţie a magnetizaţiei permanente  (Mp) , ca în fig.2.5. Presupunând absente pânzele de bucle de curent (duble pânze de curent), potenţialul magnetic vector este continuu în acest domeniu. 

           [image: image171.png]








      Fig.2.5. 


Folosind exprimarea inducţiei magnetice în termenii potenţialului magnetic vector, se poate deduce identitatea energetică a câmpului magnetic staţionar, 
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În particular, dacă sursele de câmp magnetic sunt repartizate într-un domeniu mărginit şi, considerând suprafaţa  (  aruncată la infinit, dacă la distanţe  R  mari potenţialul magnetic variază  ca  A ~ R –k , k > ½  , atunci ultima integrală din formula anterioară se anulează şi rezultă teorema energiei magnetice (în regim staţionar), 
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unde  D'(  este domeniul infinit extins. 


Pe de altă parte, folosind ecuaţia constitutivă magnetică, se obţine exprimarea 
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de aici, împreună cu identitatea energetică a câmpului magnetic staţionar, se ajunge la identitatea pătratică a câmpului magnetic staţionar, 
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Ţinând seama de pozitivitatea integrandului  
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  în medii anizotrope, poate fi demonstrată teorema unicităţii soluţiei ecuaţiilor câmpului magnetic staţionar: Soluţia ecuaţiilor câmpului magnetic staţionar este unic determinată în mediul liniar dintr-un domeniu  D(  ca mai sus dacă sunt date condiţiile de unicitate:  condiţiile de surse    
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   pe partiţia  SA ( SH = ( , SA ( SH = (   şi ori  ( k , ori  ik , k = 1 , 2 , . . , N } . În particular, teorema de unicitate precedentă rămâne valabilă şi în cazul mediilor neliniare cu o ecuaţie constitutivă magnetică  
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Câteva observaţii importante sunt de adăugat. 


(1)  Soluţia ecuaţiilor câmpului magnetic staţionar este deobicei căutată în termenii potenţialului magnetic vector A(r) . Valorile potenţialului, însă, sunt precizate în condiţiile unei convenţii de etalonare – care poate fi diferită de aceea care îi specifică divergenţa – şi cu aproximaţia gradientului unei funcţii armonice arbitrare care, cel mai adesea, este ignorată. Asemenea precizări sau, mai simplu, alegerea punctului de origină a potenţialului, sunt impuse deobicei prin formularea condiţiilor de frontieră.  

(2)  Condiţia de frontieră  
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 , cu  f(r) ( n = 0 , poate fi numită condiţie de tip Dirichlet, şi este exprimată chiar în termenii acestei variabile intermediare. Condiţia de frontieră  
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 , cu  g(r) ( n = 0 , poate fi, şi ea, exprimată în termenii potenţialului magnetic vector, observând că  
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 , unde al doilea termen este presupus cunoscut. Astfel, acest tip de condiţie de frontieră este echivalent exprimat în termenii rotorului – adică al unor derivate ale – variabilei vectoriale intermediare, şi poate fi numită condiţie de tip Neumann. Se observă, deci, că poate fi folosită formularea echivalentă a condiţiilor de frontieră sub forma  
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(3)  Componenta unui vector tangentă la o suprafaţă poate fi exprimată concis în termenii normalei la suprafaţă. Într-adevăr, pentru vectorul  H  şi versorul normal la suprafaţă  n  are loc identitatea 


n ( (H ( n) = H (n ( n) – n (H ( n)   ; 

cum   n ( n = 1   iar   n (H ( n) = n Hnorm = Hnorm  , rezultă dezvoltarea 


H = n (H ( n) + n ( (H ( n) = Hnorm + Htang   , 

adică 


Hnorm = n (H ( n)      ,      Htang = n ( (H ( n)   . 

O reprezentare grafică (fig.2.6) arată că, în planul tangent la suprafaţă în punctul  P  considerat,  Htang = n ( (H ( n)  este obţinut prin rotirea cu  (/2  a vectorului  (H ( n)  în sensul asociat normalei  n  după regula mâinii drepte. Deaceea, adesea, componenta tangenţială   Htang   a unui vector este exprimată – echivalent până la o asemenea rotaţie – prin  vectorul   (n ( H) . 
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 Fig.2.6. 



           Fig.2.7. 


(4)  Funcţia  
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  permite specificarea tensiunii magnetice între puncte de pe suprafaţa  SH , 
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În acest sens o valoare constantă  
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Aceasta înseamnă că, în condiţii de frontieră de tip Neumann constante, pe suprafaţa  SH  poate fi definit un potenţial magnetic scalar,  ( (r) , astfel încât  Htang = – grad (  iar  
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 . Atunci o valoare nulă pe suprafaţa  SH  a componentei tangenţiale a intensităţii câmpului magnetic,  
[image: image201.wmf]0

tang

=

H

S

H

  înseamnă că aceasta este o suprafaţă echipotenţială magnetic (dar în sensul potenţialului scalar). 


(5)  Similar, funcţia  
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  permite specificarea fluxului magnetic prin orice suprafaţă de pe suprafaţa  SA , 
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În acest sens o valoare constantă  
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adică o asemenea suprafaţă este o suprafaţă de câmp (de-a lungul liniilor inducţiei magnetice). 

O abordare locală, chiar dacă nu foarte riguroasă, poate clarifica unele aspecte ale operării cu potenţialul magnetic vector. Fie  P  un punct regulat al suprafeţei  SA  (în jurul căruia normala variază continuu), unde suprafaţa poate fi asimilată planului ei tangent, şi fie considerat sistemul de axe cartesiene  Pxyz  cu axa  Pz  normală suprafeţei (planului). Notând  
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  versorii axelor de coordonate (fig.2.7), inducţia magnetică este calculată, în termenii potenţialului magnetic vector, într-un punct de observaţie oarecare, prin 
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iar în particular, pe suprafaţa  SA , unde  
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Observând că 
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în punctul  P  al suprafeţei (planului)  SA  rezultă astfel că 
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Este astfel evident că o condiţie de tip Dirichlet constantă,  
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, implică  Bnorm = 0  pe suprafaţa  SA , adică liniile inducţiei magnetice sunt tangente la suprafaţă în oricare punct al ei – suprafaţa  SA  este atunci o suprafaţă de câmp. 

(6)  Deobicei funcţiile care determină condiţiile de frontieră,  f(r) = 
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  sunt, aproape întotdeauna, funcţii foarte simple – constante, adesea nule. Într-adevăr, a fixa punctual valorile potenţialului magnetic vector după o anumită funcţie de poziţie este practic irealizabil, pentru a nu mai pomeni despre imposibilitatea măsurării unei asemenea mărimi. La fel, a fixa punctual valorile rotorului potenţialului magnetic vector ori ale componentei tangenţiale a intensitătii câmpului magnetic local depăşeşte atât posibilităţile curente de realizare cât şi cele de măsurare. Deaceea cel mai adesea vor fi avute în vedere, subînţeles, valori constante  Atang = Ak = const. ale potenţialului magnetic vector pe unele părţi de tip  SA  ale frontierei, asociate unor linii/suprafeţe de câmp sau plane/axe de simetrie, şi valori nule  (rot A)tang = 0  ale derivatei după normală a potenţialului pe alte părţi de tip  SH  ale frontierei, corespunzând unor suprafeţe echipotenţiale (în sensul potenţialului scalar). 


În cazul mediilor liniare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului magnetic staţionar: În medii liniare, pentru o partiţie dată  { SA , SH }  a frontierei  (  a domeniului  D(  ca mai sus, o combinaţie liniară a unor seturi de condiţii de unicitate determină univoc aceeaşi combinaţie liniară a soluţiilor corespunzătoare, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte, 
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Cele mai multe metode de rezolvare a problemelor de câmp magnetic staţionar în medii neliniare folosesc, într-un fel sau altul, anumite procedee de liniarizare; deaceea mai departe vor fi considerate cu precădere probleme de câmp magnetic staţionar în medii linare. 


O variantă interesantă de rezolvare a problemelor de câmp magnetic staţionar porneşte de la separarea părţilor rotaţională şi irotaţională ale acestui câmp, 


H = HJ + HM   , 

unde partea rotaţională  HJ  este astfel determinată încât să satisfacă ecuaţia lui Ampère, 


rot HJ = J   . 

Ţinând seama de faptul soluţia trebuie să satisfacă ecuaţia lui Ampère, 


rot ( HJ + HM ) = J   , 

rămâne atunci că  HM  este irotaţional, 


rot HM = 0   , 

ceea ce implică existenţa unei funcţii scalare  ( , aproape peste tot continuă, numită potenţial magnetic scalar redus, astfel încât 


HM = –grad (   . 


Componenta rotaţională a intensităţii câmpului magnetic staţionar este cel mai adesea calculată direct, aplicând formula lui Biot–Savart–Laplace (care este, de fapt, soluţia generală a ecuaţiilor câmpului magnetic staţionar într-un mediu liniar omogen infinit extins, fără magnetizaţie permanentă), 
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        Fig.2.8. 

În relaţia precedentă  R  este vectorul de poziţie relativ al punctului de observaţie  P(r)  în raport cu punctul sursă  S(r')  care descrie domeniile cu distribuţie de curent – contururi filiforme  ('k  parcurse de curenţi de intensitate  ik  (fig.2.8), sau, similar, conduc-toare masive  DI  cu distribuţie  J  dată a densităţii de curent, ori pânze de curent  SI  cu distribuţie  JS  dată a densităţii superficiale de curent. 


Componenta irotaţională a intensităţii câmpului magnetic staţionar este apoi determinată astfel încât să fie satisfăcute ecuaţiile rămase şi condiţiile de unicitate pentru câmpul total. Ecuaţia lui Dirac este scrisă, succesiv, 
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de unde rezultă că 
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Ţinând seama de exprimarea potenţială a componentei irotaţionale, deoarece componenta rotaţională este calculată şi, deci, cunoscută, ecuaţia de rezolvat este atunci 
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adică o simplă ecuaţie de tip Poisson. În particular, în subdomenii omogene, ecuaţia de tip Poisson a potenţialului magnetic scalar redus este simplu 
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Identitatea pătratică a câmpului magnetic staţionar redus este dedusă urmărind o procedură oarecum similară celei folosite pentru deducerea identităţii pătratice a câmpului electrostatic. Se calculează, separat, 
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de unde rezultă identitatea căutată, 
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Ţinând seama de faptul că partea rotaţională  HJ  a intensităţii câmpului magnetic este unic determinată de distribuţia de curent electric de conducţie din domeniul  D( , folosind identitatea pătratică precedentă este demonstrată teorema unicităţii soluţiei ecuaţiilor  câmpului magnetic staţionar:  Soluţia  ecuaţiilor  câmpului  magnetic  staţionar 

este  unic determinată în  mediul liniar  dintr-un  domeniu  D(  ca mai sus  dacă sunt  date 

condiţiile de unicitate: condiţiile de surse  
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  pe partiţia  S( ( SB = ( , S( ( SB = ( } . În particular, teorema de unicitate precedentă rămâne valabilă şi în cazul mediilor neliniare cu o ecuaţie constitutivă magnetică  
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  monotonă. De asemenea, în medii liniare este valabilă o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului magnetic staţionar similară celei enunţate mai sus. 


Câteva observaţii sunt necesare: 

(1) În exprimarea condiţiei de frontieră de tip Neumann apare şi partea rotaţională (cunoscută) a intensităţii câmpului magnetic, deoarece 
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(2) Formularea discutată, în termenii potenţialului magnetic scalar redus, este satisfăcătoare, însă, numai în medii cu permeabilitate relativă nu prea mare, astfel încât modulul intensităţii câmpului magnetic total,  H , să nu difere mult de cel al părţii sale rotaţionale,  HJ . În caz contrar, intensitatea câmpului magnetic total  H = HJ – grad (  are modulul mult mai mic decât cel al părţii rotaţionale,  
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 , ceea ce duce la dificultăţi de calcul numeric asociate efectuării diferenţei între două mărimi,  HJ  şi  grad( , foarte apropriate. Pe de altă parte, însă, deobicei nu există distribuţie de curent în subdomeniile de permeabilitate (relativă) ridicată, astfel încât câmpul magnetic staţionar poate fi determinat folosind potenţialul magnetostatic scalar (total)  (  în sub-domeniile de permeabilitate ridicată dar fără distribuţie de curent şi folosind potenţialul magnetic scalar redus  (  în subdomeniile de permeabilitate redusă dar cu distribuţie de curent. În această situaţie trebuie acordată atenţie condiţiilor la interfaţa  S  dintre cele două tipuri de subdomenii, 
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unde versorul normal  n  este orientat de la primul către al doilea tip de subdomeniu. 


2.4.  Câmpul electrocinetic pseudostaţionar 


După cum a fost discutat mai sus, în secţiunea 2.1, regimul cuasistaţionar conductiv al câmpul electromagnetic este caracterizat prin aceleaşi ecuaţii ca şi câmpul electrocinetic staţionar, cu singura diferenţă că în ecuaţii poate apărea formal şi variabila temporală  t , dar ca simplu parametru. Deaceea cele două situaţii pot fi studiate împreună, absolut identic, sub denumirea adoptată aici. 


Câmpul electrocinetic este reprezentat de perechea de vectori  
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 , formal în condiţiile regimului staţionar,  
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În particular, în ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul electric ori  ( = const., independent de densitatea curentului electric de conducţie în cazul substanţelor liniare,  ( = ( (E)  ori  ( = ( (J)  în cazul substanţelor neliniare, iar  
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Compararea setului de ecuaţii ale câmpului electrocinetic pseudostaţionar cu cele ale câmpului electrostatic (secţiunea 2.2), 
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pun în evidenţă o oarecare analogie a acestor două câmpuri. Într-adevăr, ca şi în cazul câmpului electrostatic, irotaţionalitatea intensităţii câmpului electric permite deducerea acesteia dintr-un potenţial electric scalar:  rot E = 0  implică existenţa funcţiei scalare  V(r)  aproape peste tot continuă, numită tot potenţial electric, 
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astfel încât 


E = – grad V      ,      uMN = V(rM) – V(rN)   . 

În ceea ce priveşte însă această analogie, sunt necesare precizări suplimentare. 


Din ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice, rescrisă ca  
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intensitatea câmpului electric este nulă într-un conductor perfect. Mai mult, fiecare conductor perfect reprezintă un domeniu echipotenţial, deoarece diferenţa de potenţial dintre oricare două puncte ale unui asemenea domeniu, ca integrală de linie a intensităţii câmpului electric nul, este nulă. În fine, liniile câmpului electric exterior conductoarelor perfecte sunt normale suprafeţelor echipotenţiale ale acestora, deoarece orice deplasarea elementară  dr  pe o suprafaţă echipotenţială are loc sub o tensiune nulă, astfel încât  
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 . Domeniile conductoare în câmp electrostatic sunt, astfel, analoage domeniilor perfect conductoare în câmp electrocinetic. 


Fie considerat acum un domeniu perfect conductor  D( , bordat de suprafaţa închisă  (  cu versorul  n  al normalei exterioare, plasat într-un domeniu conductor, în care se injectează din exterior un curent de intensitate  
[image: image254.wmf]S

D

i

inj

  printr-un conductor filiform învelit  într-un  izolant  perfect  (fig.2.9.a).   Ecuaţia  de  continuitate   a  sarcinii  electrice 
referitoare la suprafaţa  (  poate fi scrisă, succesiv, 
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      Fig.2.9. 

Dacă acum este neglijat, formal, domeniul ocupat de conductorul filiform ce injectează curent în domeniul perfect conductor considerat (fig.2.9.b), atunci ecuaţia de continuitate a sarcinii electrice poate fi reformulată ca 
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unde sensul de referinţă al curentului injectat este cel de intrare în domeniul considerat (sensul normalei  – n ) , opus celui al curentului prin suprafaţa închisă considerată. 


Prin analogie pot fi acum definite surse de curent injectat punctiforme, lineice, sau superficiale, a căror realizare este sugerată în fig.2.10. Dacă  (  este o suprafaţă închisă care înconjoară foarte strâns punctul  P  în care este injectat curentul  iinj , atunci 
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şi poate fi definită densitatea volumică de curent injectat prin 
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în condiţiile existenţei limitei; aceasta este echivalent cu 
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Similar, dacă  (SL  este suprafaţa laterală, de versor normal exterior  n , a unui tronson elementar tubular care înconjoară foarte strâns elementul  (r  al curbei  C  prin care este injectat în domeniul conductor curentul  (iinj , atunci este definită densitatea lineică de curent injectat prin 
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În fine, dacă  (S(  este reuniunea suprafaţelor  (S+  şi  (S– , de versori normali exteriori respectiv  n( , ce îmbracă foarte strâns feţele unui element de suprafaţă  (S  al suprafeţei  S  prin care este injectat în domeniul conductor curentul  (iinj , atunci este definită densitatea superficială de curent injectat prin 
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      Fig.2.10. 

În problemele curente de câmp electrocinetic pseudostaţionar, însă, nu apar asemenea distribuţii singulare (punctiforme, lineice ori superficiale) de surse de curent electric de conducţie, ceea ce simplifică simţitor rezolvarea. 


Cu aceste adăugiri, analogia dintre câmpul electrostatic şi câmpul electrocinetic pseudostaţionar este exprimată în următorul tabel 

	Câmp electrostatic
	E
	D
	(
	q
	(V
	(S
	(L
	Pp
	V

	Câmp electrocinetic
	E
	J
	( = ( –1
	iinj
	(V
	(S
	(L
	Ji
	V



Rezolvarea directă a unei probleme de câmp electrocinetic, presupunând operarea cu perechea de vectori ai câmpului electric, deci cu şase necunoscute scalare –  componentele acestor vectori, sau chiar cu numai trei necunoscute scalare – componente ale unuia din vectori, dacă celălalt poate fi obţinut ulterior din ecuaţia constitutivă, poate fi simplificată folosind ca necunoscută auxiliară potenţialul electric. În termenii potenţialului se calculează imediat vectorii câmpului electrocinetic, 
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iar ecuaţia potenţialului electric se obţine simplu din ecuaţiile câmpului electrocinetic. Mai întâi trebuie observat că ecuaţia lui Faraday este verificată identic de expresia anterioară a intensităţii câmpului electric, deoarece 
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Potenţialul electric rămâne atunci a fi determinat astfel încât să fie satisfăcută ecuaţia de continuitate a sarcinii electrice, 
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adică 
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În particular, în subdomenii omogene, ecuaţia de tip Poisson anterioară se reduce la 
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Fie considerat un sistem cu câmp electrocinetic ce ocupă domeniul  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  cu normala (unitară) exterioară  n . În interiorul domeniului, presupus ocupat de substanţe liniare, există distribuţii ale curentului electric imprimat  Ji  sau câmpului electric imprimat  Ei , injecţii punctiforme ((V), de suprafaţă ((S), ori lineice ((L), ale curentului electric de conducţie, ca şi domenii conductoare perfecte  Dk  (de potenţiale Vk)  din care este eventual injectat în restul domeniului de interes curent electric de conducţie (de intensitate  ik), ca în fig.2.11. 
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      Fig.2.11. 


Similar tratării câmpului electrostatic, în virtutea analogiei menţionate, folosind exprimarea intensităţii câmpului electric în termenii potenţialului electric, din ecuaţiile câmpului electrocinetic pseudostaţionar poate fi dedusă identitatea energetică a câmpului electrocinetic, 
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Pe de altă parte, dacă  DJ  este subdomeniul lui  D(  unde este posibil prezentă o injecţie de curent imprimat, iar  DE  este subdomeniul lui D( unde este posibil prezentă o distribuţie de câmp imprimat, cu  DJ ( DE = ( , DJ ( DE = D( , atunci folosind ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice se obţine şi 
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De aici, împreună cu identitatea energetică a câmpului electrocinetic, se ajunge la identitatea pătratică a câmpului electrocinetic, 
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Ţinând seama de pozitivitatea integranzilor  ( E 2  şi  ( J 2 , înţeleşi respectiv ca  ( (E(E)  sau   ( (J(J)   în medii izotrope, ori respectiv ca  E((((E)  sau  J((((J)  în medii anizotrope, poate fi demonstrată teorema unicităţii soluţiei ecuaţiilor câmpului electrocinetic: Soluţia ecuaţiilor câmpului electrocinetic este unic determinată în mediul liniar dintr-un domeniu  D(  ca mai sus dacă sunt date condiţiile de unicitate:  condiţiile de surse  
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 = { (V , (S , (L  şi  Ji  în  DJ  ,  Ei  în  DE }  împreună cu  condiţiile de frontieră  
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  pe partiţia  SV ( SJ = ( , SV ( SJ = (   şi ori  ik , ori  Vk , k = 1 , 2 , . . , N } . În particular, teorema de unicitate precedentă rămâne valabilă şi în cazul mediilor neliniare cu o ecuaţii constitutive monotone  
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În cazul mediilor liniare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electrocinetic: În medii liniare, pentru o partiţie dată  { SV , SJ }  a frontierei  (  şi  { DJ , DE }  a domeniului  D(  ca mai sus, o combinaţie liniară a unor seturi de condiţii de unicitate determină univoc aceeaşi combinaţie liniară a soluţiilor corespunzătoare, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte, 
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În condiţiile solenoidalităţii densităţii de curent electric de conducţie, este posibilă şi o altă abordare a problemelor de câmp electrocinetic pseudostaţionar. În acest scop fie acum considerate absente injecţiile degenerate (punctiforme, lineice sau superficiale) de curent electric de conducţie, 


(V = 0   ,   (L = 0   ,   (S = 0   , 

dar fie admisă, în principiu, existenţa unor domenii perfect conductoare interioare  
[image: image283.wmf]k
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 , prin care, în restul domeniului  D( , au loc injecţii de curent electric de conducţie de intensităţi totale  ik . Pentru a asigura solenoidalitatea densităţii curentului electric de conducţie, 
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mai sunt considerate şi tăieturi tubulare izolante infinit subţiri  Dk  ce ar înconjura conductoarele filiforme de aducţie a curenţilor  ik , injectaţi în restul domeniului  D(  de către domeniile perfect conductoare  
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  (fig.2.12). Densitatea curentului electric de conducţie este astfel solenoidală în domeniul redus 
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a cărui frontieră este 
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unde  Sk  reprezintă frontiera laterală a tăieturii tubulare  Dk . 


Rezolvarea directă a unei probleme de câmp electrocinetic, presupunând operarea cu perechea de vectori ai câmpului electric, deci cu şase necunoscute scalare – componentele acestor  vectori,  sau chiar cu  numai  trei necunoscute scalare – componente  ale  unuia  din  vectori,   dacă 
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  Fig.2.12. 

celălalt poate fi obţinut ulterior din ecuaţia constitutivă, poate fi abordată folosind ca necunoscută auxiliară potenţialul electrocinetic vector. Într-adevăr,  ecuaţia   div J = 0   implică existenţa funcţiei vectoriale  T(r) , aproape peste tot continuă, numită potenţial electrocinetic vector, astfel încât 


J = rot T   , 

şi 
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În termenii acestui potenţial se calculează imediat vectorii câmpului electrocinetic, 
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iar ecuaţia potenţialului electrocinetic vector se obţine simplu din ecuaţiile câmpului electrocinetic. Mai întâi trebuie observat că ecuaţia de continuitate a sarcinii electrice este verificată identic de expresia anterioară a densităţii curentului electric de conducţie, deoarece 
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Potenţialul electrocinetic vector rămâne atunci a fi determinat astfel încât să fie satisfăcută ecuaţia lui Faraday, 
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adică 
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În particular, în subdomenii omogene şi în ipoteza raportării la un sistem de referinţă cartesian, ţinând seama de dezvoltarea   rot (rot T) = grad (div T) – ( T   şi admiţând o etalonare de tip Coulomb,  div T = 0 , a potenţialului electrocinetic vector, ecuaţia anterioară se reduce la 
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Observând că în domeniile interioare perfect conductoare E = 0  şi că măsura tăieturilor izolante din jurul conductoarelor de aducţie este considerată nulă, ţinâd seama de exprimarea densităţii curentului electric de conducţie în termenii potenţialului electrocinetic vector, din ecuaţiile câmpului electrocinetic pseudostaţionar poate fi dedusă 
o importantă consecinţă. Fie calculată puterea electromagnetică transmisă domeniul conductor de interes, 
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            Fig.2.13. 

Deoarece intensitatea câmpului electric este normală suprafeţelor echipotenţiale electric ale conduc-toarelor perfecte, termenii din prima sumă (integrale pe suprafeţele (k)  sunt nuli. Pentru calculul termenului generic din ultima sumă fie consideraţi vectorii unitari tangenţi la suprafaţa cilindrică a tăieturii tubulare  Sk  şi normali unul altuia:  ul  în direcţie axială, în sens opus curentului  de  aducţie  ik  şi  us  tangent la circumferinţa secţiunii transversale la tăietură, asociat sensului curentului de aducţie după

regula mâinii drepte (fig.2.13). Notând prin  l , respectiv  s , coordonatele în direcţiile vectorilor astfel introduşi, se observă imediat că   – n dS = ul dl ( us ds . Termenul generic al ultimei sume este astfel 
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Deoarece  pe suprafaţa  Sk  a tăieturii izolante  J = Jtang , adică aceasta este suprafaţă de curent, rezultă, similar situaţiei analizate în secţiunea precedentă referitor la potenţialul magnetic vector, că aceasta este totodată suprafaţă de valoare constantă a componentei tangenţiale a potenţialului electrocinetic vector,   
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,  de-a lungul co-ordonatei axiale  l . Pe de altă parte, conform irotaţionalităţii câmpului electric, în intergrandul celei de a doua integrale de mai sus   
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unde  uk  este chiar tensiunea electrică de-a lungul tăieturii tubulare, între punctele  A  (oarecare)  de pe  domeniul  perfect  conductor  
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S-a obţinut astfel o  identitate energetică echivalentă a câmpului electrocinetic,
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Notând, ca mai sus, prin  DJ  subdomeniul lui  D(  unde este posibil prezentă o injecţie de curent imprimat, şi prin  DE  subdomeniul lui  D(  unde este posibil prezentă o distribuţie de câmp imprimat, astfel încât  DJ ( DE = ( , DJ ( DE = D( , din ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice se obţine şi 
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De aici, împreună cu identitatea energetică simplificată a câmpului electrocinetic, se ajunge la identitatea pătratică a câmpului electrocinetic, 
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Ţinând seama de pozitivitatea integranzilor  ( E 2  şi  ( J 2 , înţeleşi respectiv ca  ( (E(E)  sau   ( (J(J)   în medii izotrope, ori respectiv ca  E((((E)  sau  J((((J)  în medii anizotrope, poate fi demonstrată o teoremă a unicităţii soluţiei ecuaţiilor câmpului electrocinetic: Soluţia ecuaţiilor câmpului electrocinetic este unic determinată în mediul liniar dintr-un domeniu  D(  ca mai sus dacă sunt date condiţiile de unicitate:  condiţiile de surse  
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  pe partiţia  SE ( ST = ( , SE ( ST = (  şi  fie  uk , fie  ik , k = 1,2,…,N } . În particular, teorema de unicitate precedentă rămâne valabilă şi în cazul mediilor neliniare cu o ecuaţii constitutive monotone  
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 . De asemenea, în cazul mediilor liniare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electrocinetic, ca mai sus. 


Această a doua modalitate de abordare a câmpului electrocinetic pseudostaţionar este oarecum analoagă rezolvării prin potenţial magnetic vector a problemelor de câmp magnetostatic, care este expusă în secţiunea următoare. Într-adevăr, este uşor de constatat analogia dintre ecuaţiile câmpului electrocinetic  pseudostaţionar fără injecţii interioare de curent  ( i( = 0 , (V = 0 , (S = 0 , (L = 0)  şi cele ale câmpului magnetic staţionar (secţiunea 2.3) în domenii conexe fără distribuţie de curent electric de conducţie  ( i = 0 , J = 0 , JS = 0 ) . Cum acestea din urmă se reduc, de fapt, la ecuaţiile câmpului magneto-static, se poate vorbi despre analogia dintre ecuaţiile câmpului electrocinetic pseudo-staţionar fără injecţii interioare de curent şi ecuaţiile câmpului magnetostatic în domenii conexe, 
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Astfel, în condiţiile menţionate, analogia dintre câmpul magnetostatic şi câmpul electrocinetic pseudostaţionar este rezumată în tabelul următor 

	Câmp magnetostatic
	H
	B
	(
	(S
	um
	(0 Mp
	A

	Câmp electrocinetic
	E
	J
	( = ( –1
	iS
	u
	Ji
	T



Discuţia anterioară a problemelor de câmp electrocinetic pseudostaţionar poate fi abordată şi în situaţia în care ecuaţia constitutivă satisfăcută de câmpul electrocinetic nu este   J = ( E + Ji   ci este   E + Ei = ( J  , cu modificările evidente. În general, având în vedere simplitatea mult mai mare a operării cu un potenţial scalar, în problemele de câmp electrocinetic pseudostaţionar este de preferat operarea cu potenţial electric (scalar) celei cu potenţial electrocinetic vector. 


O ultimă observaţie este necesară. Studiul câmpului electrocinetic pseudo-staţionar efectuat aici în ipoteza unor medii imobile presupune implicit absenţa deplasării macroscopice a sarcinii electrice, adică a curenţilor electrici de convecţie. În esenţă, aceasta este echivalent cu ipoteza neutralităţii electrice locale şi instantanee. 


2.5.  Câmpul magnetostatic 


Câmpul magnetostatic este reprezentat de perechea de vectori ai câmpului magnetic  
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. Aşa cum a fost analizat mai sus, ecuaţiile acestui câmp sunt: 
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În particular, în ecuaţia constitutivă magnetică este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul magnetic în cazul substanţelor liniare,  ( = ((H)  în cazul substanţelor neliniare, iar  ( ( (  (tensor) în cazul substanţelor anizotrope. 


Şi aici, ca şi în cazul câmpului electrocinetic pseudostaţionar, irotaţionalitatea intensităţii câmpului magnetostatic, împreună cu solenoidalitatea inducţiei magnetice, fac posibile două abordări. 


Ecuaţia de irotaţionalitate a câmpului magnetic staţionar, 
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 , implică existenţa unei funcţii scalare de punct, aproape peste tot continuă, ((r) , numită potenţial magnetic scalar, astfel încât 
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unde potenţialul magnetic scalar este definit ca 
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cu aproximaţia unei constante aditive arbitrare,  
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 . În asemenea domenii determi- 

narea câmpului magnetic staţionar poate fi simplificată la a determina potenţialul magnetic scalar  ((r)  – adică o singură necunoscută scalară – în orice punct din domeniul fără curent electric de conducţie; în termenii potenţialului scalar se calculează apoi imediat vectorii câmpului magnetic staţionar, 
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Ecuaţia potenţialului magnetic scalar se obţine simplu din ecuaţiile câmpului magneto-static. Deoarece ecuaţia lui Ampère este verificată identic de expresia anterioară a intensităţii câmpului magnetic, 
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potenţialul magnetic scalar rămâne atunci a fi determinat astfel încât să fie satisfăcută ecuaţia lui Dirac, 
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adică 
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În particular, în domenii omogene, ecuaţia precedentă se simplifică la 
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Rezolvarea problemei de câmp magnetic staţionar în domenii fără distribuţie de curent electric de conducţie poate fi atunci redusă la determinarea soluţiei  ((r)  a ecuaţiei de tip Poisson de mai sus, în condiţii adecvate, ce urmează a fi precizate. 


Sunt utile de reamintit câteva chestiuni adiţionale referitoare la câmpul magnetic în regim static. 

(1)  Într-un domeniu de permeabilitate (relativă) foarte mare intensitatea câmpului magnetostatic este neglijabilă,   H  (  0  când  (  (  (  , aşa cum rezultă imediat din ecuaţia constitutivă magnetică rescrisă ca  
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(2)  Liniile câmpului magnetic staţionar exterior domeniilor de permeabilitate (relativă) foarte mare sunt normale suprafeţelor acestora. Într-adevăr, orice deplasarea elementară  dr  pe o suprafaţă a unui asemenea domeniu are loc sub o tensiune magnetică nulă, astfel încât  
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(3)  La suprafaţa de separaţie dintre două domenii diferite are loc refracţia liniilor de câmp, astfel încât unghiurile acestora cu normala la suprafaţa de separaţie satisfac relaţia 
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aceasta înseamnă, de exemplu, că liniile de câmp se apropie de normală la trecerea într-un mediu cu permeabilitate (relativă) mai mică. 


Fie considerat un sistem cu câmp magnetostatic ce ocupă domeniul  D( , bordat de suprafaţa închisă  (  cu normala (unitară) exterioară  n . În interiorul domeniului, presupus ocupat de substanţe liniare, există o eventuală distribuţie a magnetizaţiei permanente  Mp . Domeniul considerat poate fi în general multiplu conex, adică el poate fi străpuns de găuri tubulare, astfel încât prin domeniu pot exista contururi, ca  (k , ce nu pot fi reduse la un punct prin transformări continue, fără a ieşi din domeniu (fig.2.14). Pentru fiecare mâner asociat unui asemenea contur, fie considerată câte o tăietură  Sk , reprezentată printr-o suprafaţă deschisă, cu normala (unitară)  nk  în acelaşi sens cu cel al conturului  (k , ce taie domeniul  D(  astfel încât domeniul rămas  D'( = D( \ Sk  are conexiunea redusă cu o unitate. În fine, fie  ik  intensitatea curentului de conducţie care ar înlănţui conturul  (k  (şi mânerul asociat lui), astfel încât  
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 . Chiar în prezenţa unor asemenea curenţi  ik  nenuli, câmpul magnetostatic rămâne irotaţional în domeniul simplu conex  
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 , iar în absenţa unor pânze de magnetizaţie potenţialul magnetic scalar este continuu în acest domeniu. 
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      Fig.2.14. 


Folosind exprimarea intensităţii câmpului magnetic în termenii potenţialului magnetic scalar, se poate deduce identitatea energetică a câmpului magnetostatic, 
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Pe de altă parte, folosind ecuaţia constitutivă magnetică, se obţine exprimarea 
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de aici, împreună cu identitatea energetică a câmpului magnetostatic, se ajunge la identitatea pătratică a câmpului magnetostatic, 
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Ţinând seama de pozitivitatea integrandului  
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  în medii anizotrope, poate fi demonstrată teorema unicităţii soluţiei ecuaţiilor câmpului magnetostatic: Soluţia ecuaţiilor câmpului magnetostatic este unic determinată în mediul liniar dintr-un domeniu  D(  ca mai sus dacă sunt date condiţiile de unicitate: condiţiile de surse  
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În cazul mediilor liniare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului magnetostatic: În medii liniare, pentru o partiţie dată  { SB , S( }  a frontierei  (  a domeniului  D(  ca mai sus, o combinaţie liniară a unor seturi de condiţii de unicitate determină univoc aceeaşi combinaţie liniară a soluţiilor corespunzătoare, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte, 
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Compararea setului de ecuaţii ale câmpului magnetostatic, în domenii simplu conexe, cu cele ale câmpului electrostatic, în domenii fără distribuţie de sarcină electrică (secţiunea 2.2), 
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pune în evidenţă o oarecare analogie a acestor două câmpuri, exprimată succint în tabelul următor 
	Câmp electrostatic
	E
	D
	Pp
	(
	u
	(
	V

	Câmp magnetostatic
	H
	E
	(0Mp
	(
	um
	(
	(



O a doua abordare a câmpului magnetostatic porneşte de la condiţia de solenoidalitate a acestuia. Aceasta este suplimentată de constatarea analogiei dintre ecuaţiile câmpului magnetostatic şi cele ale câmpului magnetic staţionar (secţiunea 2.3) în domenii fără distribuţie de curent electric de conducţie  ( i = 0 , J = 0 , JS = 0 ) . 


Atunci ecuaţia   div B = 0   implică existenţa funcţiei vectoriale  A(r)  aproape peste tot continuă, numită tot potenţial magnetic vector, astfel încât 


B = rot A   , 

şi 
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Astfel, analogia dintre câmpul magnetostatic şi câmpul magnetic staţionar în domenii fără distribuţie de curent electric de conducţie se rezumă la reducerea celui de al doilea la primul. 


Rezolvarea directă a unei probleme de câmp magnetostatic, presupunând operarea cu perechea de vectori ai câmpului magnetic, deci cu şase necunoscute scalare –  componentele acestor vectori, sau chiar cu numai trei necunoscute scalare – componente ale unuia din vectori, dacă celălalt poate fi obţinut ulterior din ecuaţia constitutivă, poate fi abordată folosind ca necunoscută auxiliară potenţialul magnetic vector. În termenii acestui potenţial se calculează imediat vectorii câmpului magnetostatic, 
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iar ecuaţia potenţialului magnetic vector se obţine, ca mai înainte, din ecuaţiile câmpului magnetostatic. Mai întâi trebuie observat că ecuaţia lui Dirac este verificată identic de expresia anterioară a inducţiei magnetice, deoarece 
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Potenţialul magnetic vector rămâne atunci a fi determinat astfel încât să fie satisfăcută ecuaţia lui Ampère, 
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În particular, în subdomenii omogene şi în ipoteza raportării la un sistem de referinţă cartesian, ţinând seama de dezvoltarea   rot (rot A) = grad (div A) – ( A   şi admiţând o etalonare de tip Coulomb a potenţialului magnetic vector, ecuaţia anterioară se reduce la 
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Folosind exprimarea inducţiei magnetice în termenii potenţialului magnetic vector, din ecuaţiile câmpului magnetostatic poate fi dedusă o identitate energetică simplificată a câmpului magnetostatic, 
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Din ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice se obţine şi 



[image: image364.wmf]ò

ò

ò

Ì

×

+

=

×

=

S

S

S

W

m

W

m

W

D

D

p

D

D

m

M

d

d

d

W

2

2

2

0

2

M

H

H

B

H

   , 

de unde, împreună cu identitatea energetică simplificată a câmpului magnetostatic, se ajunge la identitatea pătratică simplificată a câmpului magnetostatic, 
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Ţinând seama de pozitivitatea integrandului  
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  monotonă. În plus, în cazul mediilor liniare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului magnetostatic ca cea enunţată mai sus. 


Având în vedere simplitatea mult mai mare a operării cu un potenţial scalar, şi în problemele de câmp magnetostatic este de preferat operarea cu potenţialul magnetic scalar celei cu potenţialul magnetic vector. 


2.6.  Câmpul electromagnetic cuasistaţionar anelectric 


Câmpul electromagnetic cuasistaţionar anelectric este reprezentat de seturile de vectori  
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  sau chiar  ( ( 0  peste tot. Aşa cum a fost analizat mai sus, ecuaţiile acestui câmp sunt: 
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În particular, în ecuaţia constitutivă magnetică este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul magnetic în cazul substanţelor liniare,  ( = ((H)  în cazul substanţelor neliniare, iar  ( ( (  (tensor) în cazul substanţelor anizotrope. Similar, în ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul electric ori  ( = const., independent de densitatea curentului electric de conducţie în cazul substanţelor liniare,  ( = ( (E)  ori  ( = ( (J)  în cazul substanţelor neliniare, iar  ( ( (  ori  ( ( (  (tensori) în cazul substanţelor anizotrope. 


Presupunând asigurată solenoidalitatea inducţiei magnetice şi a densităţii curentului electric de conducţie, o modalitate de rezolvare a sistemului anterior foloseşte ecuaţiile lui Faraday şi Ampère. De exemplu, folosind prima din ecuaţiile constitutive ale conducţiei electrice, în ipoteza unor medii liniare atât conductiv cât şi magnetic, eliminând intensitatea câmpului electric, se obţine succesiv 
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Similar, folosind tot prima din ecuaţiile constitutive ale conducţiei electrice, în ipoteza unor medii liniare atât conductiv cât şi magnetic, eliminând acum intensitatea câmpului magnetic, se obţine succesiv 
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Sunt astfel obţinute ecuaţii de tip parabolic pentru intensitatea câmpului magnetic, respectiv electric, de completat cu condiţiile de solenoidalitate amintite,   div B = 0  şi  div J = 0  . 


În general, rezolvarea directă a unei probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric presupune operarea cu patru vectori, deci cu douăsprezece necunoscute scalare –  componentele acestor vectori, sau chiar cu numai şase necunoscute scalare – de exemplu, componente ale intensităţilor câmpului electric şi magnetic, dacă ceilalţi vectori pot fi obţinuţi ulterior din ecuaţiile constitutive corespunzătoare. Această abordare poate fi simplificată dacă rezolvarea problemei foloseşte ca necunoscute auxiliare potenţialele electromagnetice. 


Condiţia de solenoidalitate a inducţiei magnetice,   div B = 0  , implică existenţa funcţiei vectoriale  A(r,t) , aproape peste tot continuă, numită potenţial magnetic vector, astfel încât 


B = rot A   , 

şi 
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Ecuaţia lui Faraday este rescrisă, succesiv, ca 
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ceea ce implică existenţa funcţiei  V(r,t) , aproape peste tot continuă, numită potenţial electric scalar, astfel încât 
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adică intensitatea câmpului electric este exprimabilă în termenii potenţialelor introduse.  Corespunzător, şi ceilalţi vectori de interes pot fi exprimaţi în termenii aceloraşi potenţiale  { A , V } , 
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Potenţialele electromagnetice introduse rămân atunci a fi determinate astfel încât să fie satisfăcute ecuaţia lui Ampère şi cea de continuitate a sarcinii electrice, 
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respectiv 
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Este astfel dedus sistemul de ecuaţii ale potenţialelor electromagnetice  { A , V } ,  
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În particular, în subdomenii liniare şi omogene, în ipoteza raportării la un sistem de referinţă cartesian, ţinând seama de dezvoltarea   rot (rot A) = grad (div A) – ( A  , ecuaţiile precedente pot fi rescrise sub forma 
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Rezolvarea unei probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric poate fi atunci redusă la determinarea soluţiei  { A(r,t) , V(r,t) }  a sistemului de mai sus, în condiţii adecvate, care urmează a fi precizate. O dificultate evidentă este însă aceea că cele două potenţiale apar cuplate în ecuaţiile sistemului obţinut. Decuplarea ecuaţiilor sistemului poate fi obţinută însă imediat, ţinând seama de caracterul arbitrar al etalonării potenţialului magnetic vector: divergenţa acestuia poate fi fixată în manieră convenabilă rezolvării cât mai lesnicioase a sistemului. De exemplu, presupunând liniaritatea electrică a mediului, o variantă comodă o constituie etalonarea de tip Coulomb, 
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   implică rezolvarea, mai întâi, a ecuaţiei simplificate a potenţialului electric scalar, 



[image: image403.wmf](

)

i

i

V

V

J

      

      

J

div

1

div

1

div

s

s

=

D

Û

=

grad

   , 

urmată de rezolvarea ecuaţiei potenţialului magnetic vector, 
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unde acum potenţialul electric scalar  V  este cunoscut. 


În ipoteza amintită anterior, a linearităţii şi omogenităţii mediului, poate fi folosită şi o etalonare de tip Lorenz, 
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conform căreia sistemul de ecuaţii ale potenţialelor electromagnetice  { A , V }  se reduce la ecuaţiile separate 
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Rezolvarea sistemului de ecuaţii presupune determinarea unuia din potenţiale – deobicei, potenţialul magnetic vector – celălalt fiind apoi obţinut din condiţia de etalonare. 


Fiind vorba despre un câmp electromagnetic variabil în timp, condiţiile rezolvării unei probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric sunt de fapt cele valabile, în condiţiile regimului menţionat, pentru câmpul electromagnetic variabil. Adaptând rezultatul obţinut mai jos, în secţiunea 2.8, poate fi formulată teorema unicităţii soluţiilor ecuaţilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric: soluţia acestor ecuaţii este unic determinată în mediul liniar dintr-un domeniu  D(   (fig.2.15) dacă sunt date condiţiile de unicitate: condiţiile de surse  
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      Fig.2.15. 


Se poate însă observa imediat că, fie şi în cazul decuplării ecuaţiilor celor două potenţiale electromagnetice, potenţialele rămân totuşi cuplate în exprimarea condiţiilor de unicitate (cele de frontieră şi cele iniţiale): 
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În problemele uzuale, însă, condiţiile de frontieră pot fi formulate astfel încât partea de câmp potenţial (dedus din potenţialul electric scalar) este separată de partea de câmp solenoidal (dedus din potenţialul magnetic vector), iar cele două componente pot fi studiate separat.

În plus, în cazul mediilor liniare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric: în medii liniare, pentru o partiţie dată  { SE , SH }  a frontierei  (   şi  { DJ , DE }  a domeniului  D(  ca mai sus, o combinaţie liniară a unor seturi de condiţii de unicitate determină univoc aceeaşi combinaţie liniară a soluţiilor corespunzătoare, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte, 
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O altă variantă de abordare a câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric porneşte de la condiţia de solenoidalitate a densităţii curentului electric de conducţie,   div J = 0  . Aceasta implică existenţa funcţiei vectoriale  T(r,t) , aproape peste tot continuă, numită potenţial electrocinetic vector, astfel încât 


J = rot T   , 

şi 
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Ecuaţia lui Ampère este rescrisă, succesiv, ca 
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ceea ce implică existenţa funcţiei  ( , aproape peste tot continuă, numită potenţial magnetic scalar, astfel încât 
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adică intensitatea câmpului magnetic este exprimabilă în termenii potenţialelor introduse.  Corespunzător, şi ceilalţi vectori de interes pot fi exprimaţi în termenii aceloraşi potenţiale  { T , ( } , 
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Potenţialele electromagnetice introduse rămân atunci a fi determinate astfel încât să fie satisfăcute ecuaţiile lui Faraday şi Dirac, 
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respectiv 
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Este astfel dedus sistemul de ecuaţii ale potenţialelor electromagnetice  { T , ( } , 
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În particular, în subdomenii liniare şi omogene, în ipoteza raportării la un sistem de referinţă cartesian, procedând la fel ca în cazul potenţialelor electromagnetice  { A , V } , ecuaţiile precedente pot fi rescrise sub forma 
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Rezolvarea unei probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric poate fi atunci redusă la determinarea soluţiei  { T(r,t) , ( (r,t) }  a sistemului de mai sus, în condiţii adecvate, care urmează a fi precizate. O dificultate evidentă este însă aceea că cele două potenţiale apar cuplate în ecuaţiile sistemului obţinut. Decuplarea ecuaţiilor sistemului poate fi obţinută însă imediat, ţinând seama de caracterul arbitrar al etalonării potenţialului electrocinetic vector: divergenţa acestuia poate fi fixată în manieră convenabilă rezolvării cât mai lesnicioase a sistemului. De exemplu, presupunând liniaritatea magnetică a mediului, o variantă comodă o constituie etalonarea de tip Coulomb, 
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în care caz   
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   implică rezolvarea, mai întâi, a ecuaţiei simplificate a potenţialului magnetic scalar, 
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urmată de rezolvarea ecuaţiei potenţialului electrocinetic vector, 
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unde acum potenţialul magnetic scalar  (  este cunoscut. 


În ipoteza amintită anterior, a linearităţii şi omogenităţii mediului, poate fi folosită şi o etalonare de tip Lorenz, 
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conform căreia sistemul de ecuaţii ale potenţialelor electromagnetice  { T , ( }  se reduce la ecuaţiile separate 
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Rezolvarea sistemului de ecuaţii presupune determinarea unuia din potenţiale – deobicei, potenţialul electrocinetic vector – celălalt fiind apoi obţinut din condiţia de etalonare. 


Teorema unicităţii soluţiilor ecuaţilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric este aceeaşi cu cea enunţată mai sus, cu o extindere asemănătoare în cazul mediilor monoton neliniare. De asemenea este valabilă, în cazul mediilor liniare, o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric, identică celei enunţate mai sus. Se observă însă şi aici că, fie şi în cazul decuplării ecuaţiilor celor două potenţiale electromagnetice, potenţialele rămân totuşi cuplate în exprimarea condiţiilor de unicitate (cele de frontieră şi cele iniţiale): 
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La fel, însă, în problemele uzuale condiţiile de frontieră pot fi formulate astfel încât partea de câmp potenţial (dedus din potenţialul magnetic scalar) este separată de partea de câmp solenoidal (dedus din potenţialul electrocinetic vector), iar cele două componente pot fi studiate separat. 


Cele mai multe metode de rezolvare a problemelor de câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric în medii neliniare folosesc, într-un fel sau altul, anumite procedee de liniarizare; deaceea mai departe vor fi considerate cu precădere probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric în medii linare. 


2.7.  Câmpul electromagnetic cuasistaţionar amagnetic 


Câmpul electromagnetic cuasistaţionar amagnetic este reprezentat de perechea de vectori  
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  în condiţiile corespunzătoare regimului, adică 
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În particular, în ecuaţia constitutivă electrică este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul electric în cazul substanţelor liniare,  ( = ((E)  în cazul substanţelor neliniare, iar  ( ( (  (tensor) în cazul substanţelor anizotrope. Similar, în ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul electric ori  ( = const., independent de densitatea curentului electric de conducţie în cazul substanţelor liniare,  ( = ((E)  ori  ( = ((J)  în cazul substanţelor neliniare, iar  ( ( (  ori  ( ( (  (tensori) în cazul substanţelor anizotrope. 


În general, rezolvarea directă a unei probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar amagnetic presupune operarea cu doi vectori vectori (dintre care unul rezultat printr-o compunere), deci cu şase necunoscute scalare –  componentele acestor vectori, sau chiar cu numai trei necunoscute scalare – de exemplu, componente ale intensităţii câmpului electric, dacă vectorul densităţii curentului total poate fi obţinut ulterior din ecuaţiile constitutive corespunzătoare. Această abordare poate fi simplificată dacă rezolvarea problemei foloseşte ca necunoscută auxiliară potenţialul electric scalar. 


Condiţia de irotaţionalitate a intensităţii câmpului electric,   rot E = 0  , implică existenţa funcţiei scalare  V(r,t) , peste tot continuă în absenţa dublelor straturi de sarcină, numită potenţial electric scalar, astfel încât 



[image: image448.wmf](

)

(

)

B

A

AB

V

V

u

V

r

r

grad

-

=

-

=

      

      

E

,

   , 

unde potenţialul este definit ca 
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cu aproximaţia unei constante aditive arbitrare,  
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Corespunzător, şi ceilalţi vectori de interes pot fi exprimaţi în termenii aceluiaşi potenţial electric scalar  V , 
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Potenţialul electric scalar introdus rămâne atunci a fi determinat astfel încât să fie satisfăcute ecuaţia de continuitate a curentului electric total, 
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adică 
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În particular, în subdomenii liniare şi omogene, ecuaţia precedentă poate fi rescrisă sub forma 
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Dacă în cazul general este de rezolvat o ecuaţie constând dintr-o combinaţie de tip Poisson, în cazul particular al liniarităţii şi omogenităţii mediului poate fi căutată mai întâi necunoscuta auxiliară  
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 , de unde, prin rezolvarea ecuaţiei diferenţiale ordinare rezultate, în condiţii iniţiale date, poate fi determinat în fine potenţialul electric scalar. 


Trebuie observat, ca şi în cazul câmpului electrocinetic pseudostaţionar, că ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice, rescrisă ca  
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E   (   0    când    (   (   (    (sau   (   (   0)   : 

intensitatea câmpului electric este nulă într-un conductor perfect. Mai mult, fiecare conductor perfect reprezintă un domeniu echipotenţial, deoarece diferenţa de potenţial dintre oricare două puncte ale unui asemenea domeniu este nulă, ca integrală de linie a intensităţii câmpului electric nul. În fine, liniile câmpului electric exterior conductoarelor perfecte sunt normale suprafeţelor echipotenţiale ale acestora, deoarece orice deplasarea elementară  dr  pe o suprafaţă echipotenţială are loc sub o tensiune nulă, astfel încât  
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Fie considerat un sistem cu câmp electromagnetic cuasistaţionar amagnetic ce ocupă domeniul  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  cu normala (unitară) exterioară  n . În interiorul domeniului, presupus ocupat de substanţe liniare imobile, există distribuţii ale curentului electric imprimat  Ji , câmpului electric imprimat  Ei  şi polarizaţiei permanente  Pp , ca şi domenii conductoare perfecte  
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 , de potenţiale vk , cu frontiere  (k  de versor exterior normal  nk , din care sunt eventual injectaţi în restul domeniului de interes curenţi electrici totali de intensitate  
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 , ca în fig.2.16. 
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      Fig.2.16. 


Ţinând seama de faptul că, în condiţiile liniarităţii electrice,  
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  şi folosind exprimarea intensităţii câmpului electric în termenii potenţialului electric, o procedură analoagă celei folosite în cazul câmpului electrocinetic pseudostaţionar permite ca din ecuaţiile câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic să se deducă, fie chiar în prezenţa distribuţiilor superficiale de sarcină electrică, o identitate energetică a câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic, 
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unde  
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 . Pe de altă parte, dacă  DJ  este subdomeniul lui  D'(  unde este posibil prezentă o injecţie de curent imprimat, iar  DE  este subdomeniul lui D'( unde este posibil prezentă o distribuţie de câmp imprimat, cu  DJ ( DE = ( , DJ ( DE = D'( , atunci folosind ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice se obţine şi 
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De aici, împreună cu identitatea energetică obţinută anterior, se ajunge la identitatea pătratică a câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic, 
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Ţinând seama de pozitivitatea integranzilor  ( E 2  şi  ( J 2 , înţeleşi respectiv ca  ( (E(E)  sau   ( (J(J)   în medii izotrope, ori respectiv ca  E((((E)  sau  J((((J)  în medii anizotrope, ca şi de pozitivitatea integrandului  ( E 2 , înţeles ca  ( (E(E)  în medii izotrope, ori ca  E((((E)  în medii anizotrope, poate fi demonstrată teorema unicităţii soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic: Soluţia ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic este unic determinată în mediul liniar dintr-un domeniu  D(  ca mai sus dacă sunt date condiţiile de unicitate:  condiţiile de surse  
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Condiţia de frontieră de tip Neumann poate fi exprimată, echivalent, în termenii derivatei potenţialului electric după direcţia normalei, 
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Se observă că, din cauza cuplării curentului de conducţie cu cel de deplasare în curentul electric total, formularea condiţiei de frontieră de tip Neumann este, în principiu, o chestiune dificilă. În problemele uzuale, însă, condiţia de frontieră de acest tip poate fi formulată comod, deobicei neglijând una sau alta din componente, în funcţie de valoarea constantei de timp de relaxare  ( = ( / (  în punctul curent. 


În cazul mediilor liniare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic: În medii liniare, pentru o partiţie dată  { SV , SJ }  a frontierei  (  şi  { DJ , DE }  a domeniului  D(  ca mai sus, o combinaţie liniară a unor seturi de condiţii de unicitate determină univoc aceeaşi combinaţie liniară a soluţiilor corespunzătoare, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte, 
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În principiu, condiţia de solenoidalitate a densităţii curentului electric total ar permite şi o abordare în termenii unui potenţial electric vector, 
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Problema este însă că de aici nu poate fi explicitată intensitatea câmpului electric  E , 
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ci numai o funcţie de acesta, astfel încât este dificilă obţinerea unei ecuaţii pentru determinarea potenţialului electric vector folosind ecuaţia lui Faraday. 


În fine, cum cele mai multe metode de rezolvare a problemelor de câmp electro-magnetic cuasistaţionar amagnetic în medii neliniare folosesc, într-un fel sau altul, anumite procedee de liniarizare, mai departe vor fi considerate cu precădere probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar amagnetic în medii linare. 


2.8.  Câmpul electromagnetic variabil 


Câmpul electromagnetic variabil este reprezentat de setul de vectori { E , D ; H , B } , funcţii de poziţie şi de timp, nesupuşi nici unei restricţii. Ecuaţiile satisfăcute de aceşti vectori în medii în repaus sunt ecuaţiile generale ale câmpului electromagnetic, sau ecuaţiile lui Maxwell, 
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În conformitate cu discuţia din prima secţiune a acestui capitol, în regim variabil trebuie ţinut seama de prezenţa undelor electromagnetice. Deoarece, prin definiţie, unda electromagnetică este un câmp electromagnetic variabil în timp şi în spaţiu care se autoîntreţine chiar în absenţa unor surse de câmp exterioare, în probleme de propagare a undelor electromagnetice trebuie considerate nule mărimile permanente sau imprimate. Pe de altă parte, însă, asemenea mărimi permanente sau imprimate trebuie luate în considerare numai în probleme de radiaţie a undelor electromagnetice, sursa de câmp fiind parte esenţială în studiul abordat. 


În principiu, în condiţii adecvate de liniaritate şi omogenitate a mediului, rezolvarea sistemului de ecuaţii ale câmpului electromagnetic variabil poate fi abordată direct în termenii mărimilor de câmp electromagnetic. 


De exemplu, cu referire doar la prima dintre ecuaţiile constitutive ale conducţiei electrice, în ipoteza unor medii liniare, eliminând intensitatea câmpului electric, se obţine succesiv 



[image: image493.wmf](

)

(

)

(

)

=

¶

¶

+

+

¶

¶

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

=

p

i

t

t

t

P

J

E

E

D

J

H

rot

rot

rot

rot

rot

rot

rot

e

s

 



[image: image494.wmf](

)

(

)

(

)

=

¶

¶

+

+

+

¶

¶

-

+

¶

¶

-

=

p

i

p

p

t

t

t

P

J

M

H

M

H

rot

rot

0

2

2

0

m

m

e

m

m

s

 



[image: image495.wmf](

)

p

i

p

p

t

t

t

t

t

P

J

M

M

H

H

rot

rot

¶

¶

+

+

¶

¶

-

¶

¶

-

¶

¶

-

¶

¶

-

=

s

m

e

m

ms

me

0

2

2

0

2

2

   , 

adică 

         
[image: image496.wmf](

)

(

)

p

p

p

i

t

t

t

t

t

P

M

M

J

H

H

H

rot

rot

rot

rot

¶

¶

+

¶

¶

-

¶

¶

-

=

+

¶

¶

+

¶

¶

s

m

e

m

ms

me

0

2

2

0

2

2

  . 

Presupunând, în plus, şi operarea într-un sistem de referinţă cartesian, ţinând seama şi de ecuaţia lui Dirac, 
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şi se ajunge la 
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Similar, recurgând tot doar la prima din ecuaţiile constitutive ale conducţiei electrice, în ipoteza unor medii liniare, eliminând acum intensitatea câmpului magnetic, se obţine succesiv 
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Presupunând, în plus, şi operarea într-un sistem de referinţă cartesian, ţinând seama şi de ecuaţia lui Gauss, 
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se obţine în final 



[image: image505.wmf]=

-

¶

¶

+

¶

¶

E

E

E

D

t

t

ms

me

2

2

 



[image: image506.wmf](

)

(

)

t

t

t

p

i

p

p

V

¶

¶

-

¶

¶

-

¶

¶

-

+

-

=

M

J

P

P

rot

grad

grad

0

2

2

div

1

1

m

m

m

e

r

e

   . 


Sunt astfel obţinute ecuaţii de tip hiperbolic, pentru intensitatea câmpului magnetic, respectiv electric, de rezolvatat în condiţii ce urmează a fi precizate. 


Studiul câmpului electromagnetic nestaţionar este abordat în termenii mărimilor de câmp mai ales în probleme de propagare, deci în absenţa sarcinii electrice  ((V = 0)  şi a mărimilor permanente sau imprimate  (Pp = 0 , Mp = 0 , Ji = 0 , Ei = 0) . Ecuaţiile omogene ale undelor, 
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cel mai adesea considerate în medii liniare fără pierderi  (( = 0)  şi omogene pe porţiuni, 
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sunt însă deobicei rezolvate în ipoteza variaţiei armonice în timp a mărimilor de câmp electromagnetic, adică în termenii câmpului electromagnetic complex (secţiunea 2.10). 


O altă modalitate de rezolvare a ecuaţiilor câmpului electromagnetic variabil (nestaţionar) este aceea care foloseşte drept necunoscute auxiliare aşa numitele potenţiale electrodinamice – potenţialul electric scalar şi potenţialul magnetic vector. 


Într-un domeniu fără găuri, condiţia de solenoidalitate a inducţiei magnetice implică existenţa unei funcţii vectoriale  A(r,t) , numită potenţial magnetic vector, continuă în absenţa dublelor pânze de curent, astfel încât


B = rot A   . 

Forma locală a ecuaţiei lui Faraday poate fi rescrisă atunci, succesiv, ca 
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ceea ce implică existenţa unei funcţii scalare  V(r,t) , numită potenţial electric scalar, continuă în absenţa dublelor straturi de sarcină, astfel încât 



[image: image510.wmf]V

t

V

t

grad

grad

-

¶

¶

-

=

-

=

¶

¶

+

A

E

      

      

A

E

deci

   . 

Rezultă atunci imediat că şi ceilalţi vectori de interes pot fi exprimaţi în termenii potenţialelor introduse, 
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Avantajul folosirii potenţialelor electrodinamice  A  şi  V  este acela că în termenii acestora rămân de determinat numai patru necunoscute scalare în locul a douăsprezece necunoscute scalare pentru câmpul electromagnetic  {E , D , H , B}  sau măcar şase necunoscute scalare pentru perechea  {E , H} (în ipoteza folosirii ecuaţiilor constitutive). A determina soluţia ecuaţiilor câmpului electromagnetic se reduce astfel la a determina potenţialele electrodinamice din care decurg apoi vectorii câmpului electromagnetic. Ecuaţiile satisfăcute de potenţiale sunt deduse atunci din ecuaţiile lui Maxwell care nu au fost folosite pentru introducerea potenţialelor. 


Din ecuaţia lui Ampère se obţine, succesiv, 
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unde s-a considerat că  (  este independent de timp. Dacă, în plus, mediul este şi magnetic omogen  ((  este independent de poziţie), atunci se obţine ecuaţia 
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În fine, presupunând operarea în coordonate carteziene, deoarece 
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se obţine prima ecuaţie a potenţialelor electrodinamice, 
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Similar, din ecuaţia lui Gauss se obţine, succesiv, 
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Dacă, în plus, mediul este şi  electric  omogen  ((  independent de poziţie) şi se presupune 
operarea în coordonate carteziene, se ajunge la a doua ecuaţie a potenţialelor electro-dinamice,
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În fine, trebuie observat că, în ipoteza unui mediu electric şi electrocinetic omogen  ((  şi  (  independente de poziţie), între termeni din membrul drept al ecuaţiilor potenţialelor electrodinamice există o legătură corespunzătoare ecuaţiei conservării sarcinii electrice,
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Se obţine astfel 
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relaţie ce constituie forma completă a teoremei relaxaţiei sarcinii electrice în medii imobile şi omogene din punct de vedere electric şi electrocinetic. 


Ecuaţiile obţinute mai sus pentru potenţialele electrodinamice  A  şi V  nu sunt independente, ci formează, evident, un sistem. Pentru separarea ecuaţiilor potenţialelor electrodinamice se ţine seama de faptul că potenţialul vector nu este unic determinat prin rotorul său, care trebuie să satisfacă relaţia   rot A = B  . Potenţialul vector poate fi precizat dacă sunt impuse condiţii suplimentare; deobicei acestea se referă la specificarea divergenţei acestui vector printr-o aşa numită convenţie de etalonare. 


Presupunând operarea în condiţiile specificate anterior, convenţia de etalonare Coulomb este 


div A = 0   .

Exprimarea în termeni de potenţiale a ecuaţiei lui Gauss se reduce atunci la ecuaţia simplă, de tip electrostatic, 
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care, în principiu, permite determinarea potenţialului scalar  V . Poate fi apoi obţinut potenţialul vector ca soluţie a ecuaţiei lui Ampère, în care potenţialul scalar  V  este acum cunoscut,
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Tot în limitele satisfacerii condiţiilor specificate anterior, poate fi impusă condiţia de etalonare Lorenz, 
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Este atunci suficientă rezolvarea primei ecuaţii a potenţialelor electrodinamice pentru potenţialul electrodinamic vector  A ,
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pentru a determina apoi potenţialul electrodinamic scalar  V  fie din condiţia de etalonare fie din a doua ecuaţia a potenţialelor electrodinamice, care este evident modificată la 
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Se observă că, formal, în coordonate carteziene, prin considararea condiţiei de etalonare Lorenz sunt  obţinute astfel, pentru fiecare din potenţialele electrodinamice, ecuaţii de aceeaşi formă, de tip D'Alembert, în termenii aceluiaşi operator al ecuaţiei undelor electromagnetice,  
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În fine, chiar în condiţiile impunerii unei condiţii de etalonare – de tip Coulomb, sau Lorenz, sau de alt tip – se menţine un grad de arbitrar în determinarea potenţialelor electrodinamice, exprimat prin aceea că soluţia câmpului electromagnetic este invariantă la transformările de etalonare aplicate potenţialelor electrodinamice, 
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unde  f  este o soluţie arbitrară a ecuaţiei omogene a undelor electromagnetice,
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Fie considerat un sistem cu câmp electromagnetic variabil ce ocupă domeniul conex  D( , bordat de suprafaţa închisă  (  cu normala (unitară) exterioară  n  (care, în principiu, în ipoteza satisfacerii unor condiţii de regularitate adecvate, poate fi considerată chiar aruncată la infinit). În interiorul domeniului, presupus ocupat de substanţe liniare, există eventuale distribuţii ale densităţii curentului electric imprimat  (Ji) , intensităţii câmpului electric imprimat  (Ei) , polarizaţiei permanente  (Pp)  şi  magnetizaţiei permanente  (Mp) . 


Folosind, succesiv, ecuaţiile lui Ampère şi Faraday şi egalitatea 
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împreună cu ecuaţiile constitutive electrică şi magnetică, se poate deduce identitatea energetică a câmpului electromagnetic variabil, 
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Pe de altă parte, folosind ecuaţiile constitutive ale conducţiei electrice, se obţine şi exprimarea 
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De aici, împreună cu identitatea energetică anterioară, se ajunge la identitatea pătratică a câmpului electromagnetic variabil, 
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Ţinând seama de pozitivitatea integranzilor  
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  în medii anizotrope, poate fi demonstrată teorema unicităţii soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic variabil în medii liniare imobile: Soluţia ecuaţiilor câmpului electromagnetic variabil este unic determinată, într-un domeniu  r ( D(  şi într-un interval  t ( [0 , T] , dacă sunt date următoarele condiţii de unicitate: condiţiile de surse  
[image: image553.wmf]S

C

 = { Pp(r,t) , r ( D( ,  Mp(r,t) , r ( D( , Ei(r,t) , r ( DE , Ji(r,t) , r ( DJ ( t ( [0 , T] , DE ( DJ = D( , DE ( DJ = (} , condiţiile de frontieră  
[image: image554.wmf]S

C

 = {E(r,t) , r ( SE , H(r,t) , r ( SH( t ( [0 , T] , SE ( SH = ( , SE ( SH = (} , condiţiile iniţiale  
[image: image555.wmf]0

C

 = {E(r,0) ,  H(r,0) ( r ( D( } . Teorema de unicitate enunţată este valabilă şi pentru medii anizotrope şi chiar pentru medii izotrope monoton neliniare (pentru care ecuaţiile constitutive 
[image: image556.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

0

0

0

,

,

,

=

=

=

=

i

i

p

p

E

J

M

P

J

E

E

J

H

B

E

D

 sunt monotone). 


Posibilitatea alegerii unei convenţii de etalonare convenabile, ca şi invarianţa soluţiei la transformările de etalonare, arată că există destule grade de libertate în specificarea potenţialelor electrodinamice, astfel încât să poată fi simplificată rezolvarea ecuaţiilor care le determină. O asemenea posibilitate este foarte utilă, mai ales dacă se ţine seama de specificaţiile teoremei de unicitate a soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic variabil. Într-adevăr, în afara condiţiilor de surse interne, care privesc mărimile permanente  Pp  şi  Mp  şi mărimile imprimate  Ji  şi  Ei , celelalte condiţii (de frontieră sau iniţiale) sunt date în termenii intensităţilor câmpurilor electric şi magnetic,
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Este atunci evident că trecerea de la formularea condiţiilor de unicitate în termenii mărimilor de câmp electromagnetic {E , H} la formularea condiţiilor de unicitate în termenii potenţialelor electromagnetice  {A , V} este o chestiune dificilă în cazul general. Cele mai multe cazuri particulare de interes în aplicaţii permit, însă, o formulare corectă a condiţiilor de unicitate şi direct în termeni de potenţiale electrodinamice. 


În fine, pentru medii linare este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic: Pentru aceleaşi partiţii  {DE , DJ }  a domeniului  D(  şi  {SE , SH }  a suprafeţei  ( , o combinaţie liniară a condiţiilor de unicitate determină univoc  aceeaşi  combinaţie  liniară  a soluţilior  corespunzătoare,  separat,  fiecărui  set de 
condiţii de unicitate în parte,
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Este şi aici valabilă observaţia că, deoarece cele mai multe metode de rezolvare a problemelor de câmp electromagnetic variabil în medii neliniare folosesc, într-un fel sau altul, anumite procedee de liniarizare, mai departe vor fi considerate cu precădere probleme de câmp electromagnetic variabil în medii linare. 


Studiul câmpului electromagnetic nestaţionar este abordat în termenii potenţialelor electrodinamice mai ales în probleme de radiaţie, în absenţa mărimilor permanente sau imprimate, altele decât densitatea unui curent electric imprimat (notată însă direct  J ) şi densitatea de sarcina electrică  (V  asociată (conform ecuaţiei de continuitate a sarcinii electrice). Ecuaţiile neomogene ale potenţialelor electrodinamice, 
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cel mai adesea considerate în medii liniare fără pierderi  (( = 0) şi omogene pe porţiuni, 
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cu condiţia de etalonare Lorenz modificată 
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au ca soluţii, într-un domeniu infinit extins şi în condiţii adecvate de regularitate la infinit, aşa numitele potenţiale electrodinamice retardate (pentru unde directe) 
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În aceste ecuaţii vectorul de poziţie  r  desemnează punctul de observaţie, vectorul de poziţie  r'  desemnează punctul sursă, care parcurge domeniul de integrare  D'CRT (cu distribuţie de curent) sau  D'SARC  (cu distribuţie de sarcină), iar  
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  este distanţa de la punctul sursă la punctul de observaţie. 


În general, însă, problemele de radiaţie a câmpului electromagnetic variabil sunt rezolvate în ipoteza variaţiei armonice în timp a mărimilor de câmp electromagnetic, adică în termenii câmpului electromagnetic complex (secţiunea 2.10). 


2.9. Câmpul electromagnetic cuasistaţionar variabil armonic în timp 


Câmpul electromagnetic cuasistaţionar variabil armonic în timp este studiat în termenii reprezentării sale complexe, şi constă în seturi de vectori complecşi, funcţii numai de poziţie, supuşi uneia sau alteia dintre restricţiile regimului cuasistaţionar. 


2.9.1.  Câmpul  electromagnetic  cuasistaţionar  anelectric  complex 


Câmpul electromagnetic cuasistaţionar anelectric complex este reprezentat de seturile de vectori complecşi  
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Fiind vorba despre un regim armonic permanent de frecvenţă unghiulară  (  dată, mediile sunt considerate liniare, astfel încât în relaţiile precedente parametrii constitutivi sunt constante dependente, cel mult, de poziţie.  


Presupunând asigurată solenoidalitatea inducţiei magnetice şi a densităţii curentului electric de conducţie, o primă modalitate de rezolvare a sistemului anterior porneşte de la ecuaţiile lui Faraday şi Ampère, obţinând succesiv 
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Similar, eliminând acum intensitatea câmpului magnetic, se obţine succesiv 

       
[image: image581.wmf](

)

=

-

-

=

-

-

=

-

=

p

p

M

rot

J

M

rot

H

rot

B

rot

E

rot

rot

0

0

j

j

j

j

j

m

w

m

w

m

w

m

w

w

 



 
[image: image582.wmf]p

i

M

rot

J

E

0

j

j

j

m

w

m

w

ms

w

-

-

-

=

   , 

adică 



[image: image583.wmf](

)

p

i

M

rot

J

E

rot

rot

E

0

j

j

j

m

w

m

w

ms

w

-

-

=

+

   . 

Sunt astfel obţinute ecuaţii de tip Helmholtz pentru intensitatea câmpului magnetic, respectiv electric, complex, de completat cu condiţiile de solenoidalitate amintite,   div B = 0  şi  div J = 0  . 


Şi în acest caz rezolvarea problemei poate fi simplificată dacă sunt folosite ca necunoscute auxiliare potenţialele electromagnetice. 


Condiţia de solenoidalitate a inducţiei magnetice,   div B = 0  , implică existenţa funcţiei vectoriale complexe  A(r) , aproape peste tot continuă, numită potenţial magnetic vector complex, astfel încât 


B = rot A   , 

şi 
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Ecuaţia lui Faraday este rescrisă, succesiv, ca 



[image: image585.wmf](

)

0

j

j

=

+

Û

-

=

A

E

rot

A

rot

E

rot

w

w

      

      

   , 

ceea ce implică existenţa funcţiei scalare complexe  V(r) , aproape peste tot continuă, numită potenţial electric scalar complex, astfel încât 
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adică intensitatea câmpului electric complex este exprimabilă în termenii potenţialelor complexe introduse.  Corespunzător, şi ceilalţi vectori de interes pot fi exprimaţi în termenii aceloraşi potenţiale complexe  {A,V}, 
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Potenţialele electromagnetice complexe introduse rămân atunci a fi determinate astfel încât să fie satisfăcute ecuaţia lui Ampère şi cea de continuitate a sarcinii electrice, 
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Este astfel dedus sistemul de ecuaţii ale potenţialelor electromagnetice complexe, 
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În particular, în subdomenii omogene, în ipoteza raportării la un sistem de referinţă cartesian, ţinând seama de dezvoltarea   rot (rot A) = grad (div A) – ( A  , ecuaţiile precedente pot fi rescrise sub forma 
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Rezolvarea unei probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric complex poate fi atunci redusă la determinarea soluţiei  { A(r) , V(r) }  a sistemului de mai sus, în condiţii adecvate, care urmează a fi precizate. Decuplarea ecuaţiilor sistemului poate fi obţinută însa imediat, ţinând seama de caracterul arbitrar al etalonării potenţialului magnetic vector complex: divergenţa acestuia poate fi fixată în manieră convenabilă rezolvării cât mai lesnicioase a sistemului. De exemplu, o variantă comodă o constituie etalonarea de tip Coulomb, 
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în care caz poate fi rezolvată, mai întâi, ecuaţia simplificată a potenţialului electric scalar complex, 
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urmată de rezolvarea ecuaţiei potenţialului magnetic vector complex, 
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unde acum potenţialul electric scalar complex este cunoscut. 


În ipoteza amintită anterior, a omogenităţii mediului, poate fi folosită şi o etalonare de tip Lorenz, 
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conform căreia sistemul de ecuaţii ale potenţialelor electromagnetice complexe  { A , V }  se reduce la ecuaţiile separate 
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Rezolvarea sistemului de ecuaţii presupune determinarea unuia din potenţiale – anume potenţialul magnetic vector complex – celălalt fiind apoi obţinut imediat din condiţia de etalonare. 

Fiind vorba despre un câmp electromagnetic complex, condiţiile rezolvării unei probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric complex sunt de fapt cele valabile, în condiţiile regimului menţionat, pentru câmpul electromagnetic variabil complex. Adaptând rezultatul obţinut mai jos, în secţiunea 2.10, poate fi formulată teorema unicităţii soluţiilor ecuaţilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric complex: soluţia acestor ecuaţii este unic determinată într-un domeniu  D(  dacă sunt date condiţiile de unicitate: condiţiile de surse  
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Se observă însă şi aici că, fie şi în cazul decuplării ecuaţiilor celor două potenţiale electromagnetice complexe, acestea rămân totuşi cuplate în exprimarea condiţiilor de frontieră: 
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În problemele uzuale, însă, condiţiile de frontieră pot fi formulate astfel încât partea de câmp potenţial (dedus din potenţialul electric scalar complex) este separată de partea de câmp solenoidal (dedus din potenţialul magnetic vector complex), iar cele două componente pot fi studiate separat.


Cealaltă variantă de abordare a câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric cuasistaţionar porneşte de la condiţia de solenoidalitate a densităţii curentului electric de conducţie,   div J = 0  . Aceasta implică existenţa funcţiei vectoriale complexe  T(r) , aproape peste tot continuă, numită potenţial electrocinetic vector complex, astfel încât 


J = rot T   , 

şi 
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Ecuaţia lui Ampère este rescrisă, succesiv, ca 
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ceea ce implică existenţa funcţiei scalare complexe  ( , aproape peste tot continuă, numită potenţial magnetic scalar complex, astfel încât 
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adică intensitatea câmpului magnetic complex este exprimabilă în termenii potenţialelor complexe introduse.  Corespunzător, şi ceilalţi vectori de interes pot fi exprimaţi în termenii aceloraşi potenţiale  { T , ( } , 
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Potenţialele electromagnetice complexe introduse rămân atunci a fi determinate astfel încât să fie satisfăcute ecuaţiile lui Faraday şi Dirac, 
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Este astfel dedus sistemul de ecuaţii ale potenţialelor electromagnetice complexe, 
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În particular, în subdomenii omogene, în ipoteza raportării la un sistem de referinţă cartesian, procedând ca în cazul potenţialelor electromagnetice complexe  {A,V}, ecuaţiile precedente pot fi rescrise sub forma 
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Rezolvarea unei probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric complex poate fi atunci redusă la determinarea soluţiei  { T(r) , ((r) }  a sistemului de mai sus, în condiţii adecvate, care urmează a fi precizate. Decuplarea ecuaţiilor sistemului poate fi obţinută şi aici ţinând seama de caracterul arbitrar al etalonării potenţialului electrocinetic vector complex: divergenţa acestuia poate fi fixată în manieră convenabilă rezolvării cât mai lesnicioase a sistemului. De exemplu, o variantă comodă o constituie etalonarea de tip Coulomb, 



[image: image617.wmf]0

div

=

T

   , 

în care caz   
[image: image618.wmf](

)

(

)

0

div

div

=

=

T

T

m

m

   implică rezolvarea, mai întâi, a ecuaţiei simplificate a potenţialului magnetic scalar complex, 



[image: image619.wmf](

)

p

p

M

M

grad

div

div

div

0

0

m

m

m

m

=

f

D

Û

=

f

      

      

   , 

urmată de rezolvarea ecuaţiei potenţialului electrocinetic vector complex, 
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unde acum potenţialul magnetic scalar complex  ((  este cunoscut. 


În ipoteza amintită anterior, a omogenităţii mediului, poate fi folosită şi o etalonare de tip Lorenz, 
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conform căreia sistemul de ecuaţii ale potenţialelor electromagnetice complexe  { T , ( }  se reduce la ecuaţiile separate 
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Rezolvarea sistemului de ecuaţii presupune determinarea unuia din potenţiale – anume potenţialul electrocinetic vector complex – celălalt fiind apoi obţinut direct din condiţia de etalonare. 


Teorema unicităţii soluţiilor ecuaţilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric complex este aceeaşi cu cea enunţată mai sus. De asemenea este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric complex în medii linare, identică celei enunţate mai sus. Se observă însă şi aici că, fie şi în cazul decuplării ecuaţiilor celor două potenţiale electromagnetice complexe, acestea rămân totuşi cuplate în exprimarea condiţiilor de frontieră, 
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La fel, însă, în problemele uzuale condiţiile de frontieră pot fi formulate astfel încât partea de câmp potenţial (dedus din potenţialul magnetic scalar complex) este separată de partea de câmp solenoidal (dedus din potenţialul electrocinetic vector complex), iar cele două componente pot fi studiate separat. 


2.9.2.  Câmpul  electromagnetic  cuasistaţionar  amagnetic  complex 

Câmpul electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex este reprezentat de perechea de vectori complecşi  
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Fiind vorba despre un regim armonic permanent de frecvenţă unghiulară  (  dată, mediile sunt considerate liniare, astfel încât în relaţiile precedente parametrii constitutivi sunt constante dependente, cel mult, de poziţie. 


In regim armonic permanent sunt posibile abordări speciale ale problemelor de câmp electromagnetic cuasistaţionar amagnetic. 


Într-adevăr, folosind ecuaţia constitutivă electrică şi prima ecuaţie constitutivă electrocinetică, densitatea curentului electric total complex poate fi scrisă 
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Definind acum permitivitatea complexă echivalentă ca 
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unde 
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este unghiul de pierderi al mediului, se obţine o ecuaţie constitutivă combinată complexă de tip electric de forma 
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Această abordare are avantajul că foloseşte o permitivitate complexă echivalentă identică celei întâlnite şi în studiul câmpului electromagnetic nestaţionar armonic. 


Similar, folosind aceleaşi ecuaţii constitutive, densitatea curentului electric total complex poate fi scrisă şi ca 
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Definind acum conductivitatea complexă echivalentă ca 
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unde  (  este acelaşi unghi de pierderi al mediului, se obţine o ecuaţie constitutivă combinată complexă de tip electrocinetic de forma 
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Această abordare pare mai neobişnuită, deoarece parametrul constitutiv complex introdus include o parte imaginară pozitivă, cu efect anticipativ. 


Oricare ar fi varianta adoptată pentru ecuaţia constitutivă a curentului electric total complex, compararea ecuaţiilor anterioare ale câmpului electromagnetic cuasi-staţionar amagnetic complex, 
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cu ecuaţiile câmpului electrocinetic pseudostaţionar, 
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pune în evidenţă analogia, pur formală, între cele două câmpuri. Această analogie este rezumată în tabelul următor. 

	Câmp electrocinetic
	E
	J
	(
	Ji
	 i 
	u
	iinj
	V
	T

	Câmp electromagnetic

Cuasistaţionar amagnetic complex
	E
	Jtotal =
J+j(D
	( = (+j((
	JI total = 

Ji+j(Pp
	 Itotal = I+j(( 
	U
	Itotal inj
	V
	T



Ca şi în cazul câmpului electrocinetic pseudostaţionar, irotaţionalitatea intensităţii câmpului electric complex permite deducerea acesteia dintr-un potenţial scalar:  rot E = 0  implică existenţa funcţiei scalare complexe  V(r)  aproape peste tot continuă, numită potenţial electric scalar complex, 
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astfel încât 


E = – grad V      ,      uMN = V(rM) – V(rN)   . 


Sunt evident valabile şi aici observaţiile: (1) intensitatea câmpului electric complex este nulă într-un conductor perfect; (2)  fiecare domeniu perfect conductor este un domeniu echipotenţial; (3) liniile câmpului electric exterior domeniilor conductoare perfecte sunt normale la suprafeţele echipotenţiale ale acestor domenii. 


De asemenea pot fi considerate şi aici felurite injecţii de curent total (măcar în partea electrocinetică a acestuia) – de interes mai general însă poate fi doar injecţia în domeniul de interes a unor curenţi  
[image: image650.wmf]k

inj

total

I

 prin suprafaţa  (k  a unor conductoare perfecte  Dk  interioare echipotenţiale (de potenţiale complexe  Vk ) , alimentate din exterior prin aducţii filiforme izolate a căror extensie este neglijată. 


În fine, tot ca în cazul câmpului electrocinetic pseudostaţionar, presupunând asigurată, prin tăieturi adecvate, solenoidalitatea intensităţii curentului electric total complex, aceasta permite deducerea curentului total dintr-un potenţial vector: condiţia  div (J + j(D) = 0  implică existenţa funcţiei vectoriale complexe T(r)  aproape peste tot continuă, numită potenţial electric vector complex, astfel încât 


J + j(D = rot T   , 

şi 
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Rezolvarea unei probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex poate fi simplificată astfel folosind ca necunoscută auxiliară unul sau altul dintre potenţialele electrice introduse. 


În termenii potenţialului electric scalar complex se calculează imediat vectorii câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex, 
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iar ecuaţia potenţialului electric complex se obţine simplu din ecuaţiile câmpului. Observând că ecuaţia lui Faraday este verificată identic de expresia anterioară a intensităţii câmpului electric, 
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potenţialul electric scalar complex rămâne atunci a fi determinat astfel încât să fie satisfăcută ecuaţia de continuitate a curentului electric total, 
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Se ajunge astfel la ecuaţia 



[image: image655.wmf](

)

(

)

p

i

P

J

grad

w

j

div

V

div

+

=

s

   , 

sau, în particular, în subdomenii omogene, la ecuaţia de tip Poisson 
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Fiind vorba despre un câmp electromagnetic cuasistaţionar amagnetic, se poate transpune în cazul variaţiei armonice rezultatul obţinut în secţiunea 2.7, obţinând  teorema unicităţii soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex: Soluţia ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex este unic determinată într-un domeniu  
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  dacă sunt date condiţiile de unicitate:  condiţiile de surse  
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O tratare similară este posibilă în termenii potenţialului electric vector complex: se calculează vectorii câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex, 
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iar ecuaţia potenţialului electric vector complex se obţine simplu din ecuaţiile câmpului. Observând că ecuaţia de continuitate a curentului electric total este verificată identic de expresia anterioară a densităţii acestuia, 
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potenţialul electric vector complex rămâne atunci a fi determinat astfel încât să fie satisfăcută ecuaţia lui Faraday, 
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Se ajunge astfel la ecuaţia 
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sau, în particular, în subdomenii omogene, la ecuaţia de tip Poisson 
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În fine, folosind analogia formală cu problema câmpului electrocinetic pseudo-staţionar poate fi demonstrată şi o altă teoremă a unicităţii soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex: Soluţia ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex este unic determinată într-un domeniu  D(  ca mai sus  (unde, însă,  Uk  sunt tensiunile complexe de-a lungul conductorului izolat de aducţie a curentului electric total la domeniul supraconductor interior  Dk ) dacă sunt date condiţiile de unicitate:  condiţiile de surse   
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 pe partiţia  SE ( ST = ( , SE ( ST = (   şi  fie  Uk , fie  Ik , k = 1,2,…,N } . De asemenea, este valabilă şi o teoremă de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex în medii liniare, similară celei de mai sus. 


2.10. Câmpul electromagnetic nestaţionar variabil armonic 


Câmpul electromagnetic nestaţionar variabil armonic în timp, studiat în termenii reprezentării sale complexe, este constituit din setul de vectori complecşi  { E , D ; H , B } , funcţii numai de poziţie, nesupuşi nici unei restricţii. Ecuaţiile satisfăcute de aceşti vectori în medii în repaus sunt reprezentate de forma complexă a ecuaţiilor generale ale câmpului electromagnetic, sau de forma complexă a ecuaţiilor lui Maxwell, 
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În unele situaţii poate fi utilă completarea acestor ecuaţii cu forma complexă a ecuaţiei de conservare a sarcinii electrice,  
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Forma complexă a ecuaţiilor constitutive este exprimată, în cazul general, în termenii unor parametri constitutivi complecşi. Mai mult, forma acestor ecuaţii este deobicei adaptată tipului de problemă abordată. În probleme de propagare mediile sunt considerate neîncărcate electric, iar mărimile permanente sau imprimate vor fi considerate nule în domeniul de propagare (în afara domeniului cu surse de câmp), astfel încât ecuaţiile constitutive complexe sunt omogene, 


D = ( E      ,      B = ( H      ,      J = (E      (sau   E = (J )   . 

Pe de altă parte, mărimile permanente sau imprimate ar putea fi luate în considerare în probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar complex, aşa cum s-a discutat în secţiunea anterioară, sub forma 


D = ( E + Pp   , 


B = ( H + (0Mp   , 


J = (E + Ji      sau      E + Ei = (J   . 

De asemenea, în probleme de radiaţie a undelor electromagnetice, în domeniul de radiaţie (în domeniul cu surse de câmp), chiar dacă deobicei sunt ignorate mărimile permanente  Pp  şi  Mp , sunt în mod esenţial luate în considerare, ca surse de câmp, mărimile imprimate, completate conform simetrizării ecuaţiilor lui Maxwell. 


Forma simetrică a ecuaţiilor lui Maxwell reprezintă o extindere a acestor ecuaţii prin completarea lor cu termeni de natura unor sarcini magnetice (fictive) şi a unor curenţi magnetici (fictivi). În formă complexă, sistemul de ecuaţii simetrizate este 
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În aceste ecuaţii curentul magnetic (fictiv) complex are intensitatea  L , densitatea  K  şi densitatea superficială  KS , iar sarcina magnetică (fictivă) complexă  N  are densitatea volumică  (V  şi densitatea superficială  (S . Ecuaţiile precedente sunt completate de ecuaţiile de continuitate a sarcinilor electrică, respectiv magnetică (fictivă), 
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În fine, ecuaţiile lui Maxwell simetrizate sunt acompaniate de ecuaţii constitutive electrice şi magnetice din care aici lipsesc mărimile permanente şi de ecuaţii constitutive pentru densităţile curenţilor electric, respectiv magnetic (fictiv), 


D = ( E   , 


B = ( H   , 


J = (E + Ji   , 


K = (H + Ki   . 

În ultima ecuaţie parametrul constitutiv  (  este conductivitatea complexă magnetică (fictivă) iar vectorul  Ki  este densitatea complexă a curentului magnetic imprimat (fictiv). 

Forma simetrică a ecuaţiilor lui Maxwell şi a celorlaltor ecuaţii simetrizate asociate este folosită mai ales pentru a obţine, prin dualitate, rezultate utile în probleme de radiaţie a undelor electromagnetice, conform corespondenţelor din tabelul de mai jos 

	Surse electrice
	IS
	J
	JS
	QD
	(V
	(S
	Ee
	He

	Surse magnetice
	LS
	K
	KS
	ND
	(V
	(S
	Hm
	Em


Corespondenţa de dualitate permite ca soluţia  { E , H }  a unei probleme de radiaţie asociate unui tip de surse (numai electrice sau numai magnetice) să fie folosită pentru a construi soluţia duală  { H , E }  a problemei de radiaţie asociată celuilalt tip de surse (numai magnetice sau numai electrice). În acest sens poate fi consultată lucrarea Anca Tomescu, F.M.G. Tomescu, Sisteme cu microunde, MatrixRom, Bucureşti, 2001. 


În fine, în prezenţa ambelor tipuri (electric şi magnetic) de curenţi şi sarcini, mai ales într-o problemă de radiaţie, forma complexă a teoremei lui Poynting este extinsă la 
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În această relaţie, în afara termenilor similari celor din forma curentă a teoremei, termenii cu indicele  m  corespund puterii electromagnetice medii (pe o perioadă) generate de sursele de curent magnetic imprimat (fictiv), 
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respectiv puterii electromagnetice medii (pe o perioadă) disipate în conductoarele magnetice (fictive), 
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În probleme de propagare câmpul electromagnetic complex este soluţia ecuaţiilor complexe ale lui Maxwell, în medii liniare în repaus, în absenţa surselor de câmp (sarcini şi mărimi permanente ori imprimate) şi a distribuţiei de sarcină electrică, 
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în condiţii ce urmează a fi precizate. În prezenţa disipării energiei electromagnetice prin efect Joule, în ecuaţia lui Ampère este folosită permitivitatea complexă 
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unde unghiul de pierderi al mediului este 
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pentru a ţine seama de prezenţa curentului de conducţie alături de cel de deplasare. 


Eliminarea câmpului magnetic din aceste ecuaţii, 
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în ipoteza operării într-un sistem de referinţă cartesian, şi cu considerarea ecuaţiei lui Gauss, 
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furnizează pentru câmpul electric complex ecuaţia de tip Helmholtz omogenă 
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O procedură asemănătoare, în care este eliminat câmpul electric, furnizează pentru câmpul magnetic complex aceeaşi ecuaţie de tip Helmholtz omogenă,  
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Ecuaţia obţinută, numită şi ecuaţia (vectorială complexă) omogenă a undelor, este formulată deobicei în termenii constantei de propagare (complexe) a mediului, definită prin 
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a cărei parte reală, 
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este numită constantă de atenuare şi a cărei parte imaginară, 
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este numită constantă de fază (sau număr de undă). 


Teorema lui Poynting, particularizată la condiţiile problemelor de propagare,  
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adică 
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permite deducerea unei teoreme de unicitate a soluţilor câmpului electromagnetic nestaţionar complex (în domeniul de propagare): În medii cu pierderi soluţia ecuaţiilor de propagare ale câmpului electromagnetic nestaţionar complex într-un domeniu  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  (eventual cu puncte la infinit) este unic determinată de condiţiile de frontieră  
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  pe o partiţie  SE ( SH = ( , SE ( SH = ( } . Demonstraţia este bazată pe faptul că, în condiţii de frontieră identic nule, puterea (medie) disipată în domeniu şi diferenţa energiilor (medii) magnetică şi electrică din domeniu sunt nule şi, pentru că şi separat fiecare din aceste energii medii este nulă, este obţinută o soluţie identic nulă. 


Un tip particular de probleme de câmp electromagnetic nestaţionar complex este cel care tratează propagarea ghidată, în ghiduri de undă sau în cavităţi rezonante. In mod curent, într-o primă aproximaţie, propagarea ghidată a undelor electromagnetice este studiată în ipoteza absenţei pierderilor: mediul de propagare este perfect izolant  (( = 0)  iar pereţii sunt fie perfect conductori (perete electric  SE , unde  
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) . Se observă, însă, că într-o asemenea situaţie condiţii de frontieră identic nule determină doar anularea diferenţei energiilor (medii) magnetică şi electrică din domeniu, fără ca acestea să fie, separat, nule. Este posibilă, deci, o funcţionare la rezonanţă a sistemului de propagare ghidată fără pierderi, când 
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O soluţie a formei complexe a ecuaţiilor lui Maxwell care să implice propagarea după o direcţie, aleasă ca direcţie  Oz , presupune că soluţia depinde exponenţial de variabila  z . Atunci soluţiile pot fi scrise sub forma 
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unde  r(  este vectorul de poziţie în planul transversal, normal direcţiei de propagare, iar  kz  corespunde unei constante de propagare în direcţia Oz . Corespunzător, operatorul Laplacian se scrie 



[image: image709.wmf]×

+

×

=

×

Û

¶

×

¶

+

×

=

×

^

^

2

2

2

k

z

z

D

D

D

D

      

      

   , 

astfel încât, de exemplu, pentru câmpul electric, 
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Ecuaţiile de tip Helmholtz omogene devin atunci 
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unde constanta de propagare transversală este dată de  
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În funcţie de condiţiile de frontieră particulare ale sistemului de propagare mărginit, o asemenea funcţionare la rezonanţă este posibilă numai pentru anumite valori – numite valori proprii – ale constantei de propagare (notată aici  kn  sau  km)  din ecuaţia omogenă a undelor, 
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cărora le corespund anumite soluţii,  En  sau  Hm , ale acestei ecuaţii – numite funcţii proprii.  Determinarea valorilor proprii, sau a modurilor de propagare ori de rezonanţă, este o problemă curentă în studiul ghidurilor de undă sau al cavităţilor rezonante de microunde. 


În probleme de radiaţie câmpul electromagnetic complex este soluţia ecuaţiilor complexe ale lui Maxwell, în medii liniare în repaus, deobicei fără pierderi  (( = 0), în prezenţa unor surse de câmp reprezentate de densitatea de curent imprimat (notată simplu  J ) şi a desnităţii sarcinii electrice  (V  asociate (conform ecuaţiei de continuitate a sarcinii electrice), 
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în condiţii de regularitate la frontiera aruncată la infinit şi în condiţii de surse date, satisfăcând ecuaţia de continuitate a sarcinii electrice,  
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Studiul câmpului electromagnetic radiant complex este deobicei efectuat în termenii unor variabile intermediare, potenţialele electrodinamice complexe. În medii omogene condiţia de solenoidalitate a inducţiei magnetice implică existenţa unei funcţii vectoriale complexe, potenţialul electrodinamic vector complex  A(r) , astfel încât 


B = ( H = rot A   . 

Ecuaţia lui Faraday duce atunci succesiv la 


rot E = – j( (rot A)      (      rot (E + j( A) = 0   ,  

ceea ce implică existenţa unei funcţii scalare complexe, potenţialul electrodinamic scalar complex  V(r) , astfel încât 


E + j( A = – grad V      (      E = – j( A – grad V   . 


Potenţialele electrodinamice complexe sunt determinate din celelalte ecuaţii: Din ecuaţia lui Ampère se obţine, succesiv,  
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Presupunând operarea într-un sistem de referinţă cartesian, unde  
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şi introducând constanta de propagare a undelor electromagnetice 
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se ajunge la 
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Similar, din ecuaţia lui Gauss se obţine, succesiv, 
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Potenţialul electrodinamic vector complex este precizat deobicei prin condiţia de etalonare de tip Lorenz, 
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care permite separarea celor două ecuaţii la, 
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În particular, determinând direct din condiţia de etalonare potenţialul electrodinamic scalar complex, 
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rămâne a determina câmpul electromagnetic complex exclusiv în termenii potenţialului electrodinamic vector complex,
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Teorema lui Poynting, particularizată la condiţiile problemelor de radiaţie,  
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permite deducerea unei teoreme de unicitate a soluţilor câmpului electromagnetic nestaţionar complex (în domeniul de radiaţie): În medii cu pierderi soluţia ecuaţiilor de radiaţie ale câmpului electromagnetic nestaţionar complex într-un domeniu  D(  bordat de suprafaţa închisă  (  (eventual cu puncte la infinit) este unic determinată dacă sunt date condiţiile de unicitate:  condiţiile de surse 
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Corespunzător retardării variabilei temporale în exprimarea soluţiei formale a ecuaţiei lui D'Alembert în domeniul timp (secţiunea 2.8), în soluţia formală a ecuaţiilor potenţialelor electrodinamice complexe apare o defazare exprimată printr-un factor exponenţial de argument imaginar, 
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În aceste ecuaţii vectorul de poziţie  r  desemnează punctul de observaţie, vectorul de poziţie  r'  desemnează punctul sursă, care parcurge domeniul de integrare  D'CRT (cu distribuţie de curent) sau  D'SARC  (cu distribuţie de sarcină), iar  
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Problemele zise de câmp apropiat sunt cele care abordează în totalitate câmpul electromagnetic generat de sursa de radiaţie, incluzând uneori şi reacţia câmpului generat asupra distribuţiei curentului (şi sarcinii) în domeniul sursă. Mai simple sunt problemele zise de câmp radiant, în care este deobicei ignorată reacţia câmpului generat asupra distribuţiei curentului (şi sarcinii) în domeniul sursă. Asemenea probleme sunt abordate deobicei în limta satisfacerii câtorva ipoteze simplificatoare: (1) toate componentele câmpului electromagnetic care descresc cu distanţa la sursă mai repede decât  R –1  sunt considerate neglijabile; (2) este considerată neglijabilă influenţa pe care variaţiile de distanţă între punctul de observaţie şi diferite puncte ale sursei ar avea-o asupra amplitudinilor contribuţiilor la câmpul electromagnetic radiat; (3) sunt luate în considerare, măcar aproximativ, influenţa pe care variaţiile de distanţă între punctul de observaţie şi diferite puncte ale sursei o impun asupra fazelor contribuţiilor la câmpul electromagnetic radiat. 
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