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1.  ECUAŢIILE  CÂMPULUI  ELECTROMAGNETIC

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


1.  ECUAŢIILE  CÂMPULUI  ELECTROMAGNETIC 

1.1.  Mărimi şi relaţii fundamentale 


În prezenta lucrare câmpul electromagnetic este considerat ca reprezentat de setul de patru vectori  { E , D , H , B } , funcţii de poziţia  r  şi de timpul  t , în raport cu un sistem de referinţă precizat. Cele patru mărimi vectoriale – în ordine, intensitatea câmpului electric, inducţia electrică, intensitatea câmpului magnetic şi inducţia magnetică – sunt necesare şi suficiente pentru a caracteriza, la nivel macroscopic, starea şi evoluţia câmpului electromagnetic în orice situaţie şi în orice mediu. Aceste mărimi satisfac ecuaţii specifice, care pot fi exprimate fie într-o formă integrală, în termenii unor mărimi integrale care caracterizează câmpul în raport cu anumite elemente geometrice, fie într-o formă diferenţială, în termenii mărimilor de câmp şi ai derivatelor lor în raport cu coordonatele spaţiale şi temporală. 


Ecuaţiile câmpului electromagnetic, formulate în termenii mărimilor de câmp sau ai derivatelor acestora, includ şi alte mărimi care, în diferite situaţii, pot fi considerate drept surse ale câmpului electromagnetic. Sarcina electrică şi intensitatea curentului electric de conducţie sunt două asemenea mărimi; pe de altă parte, deşi nu apar explicit în ecuaţiile de stare şi evoluţie ale câmpului electromagnetic, tot rol de surse au mărimile care caracterizează stările de polarizare (electrică) şi de magnetizare, ca şi influenţa unor procese neelectrice în imprimarea unei stări de conducţie electrică. 
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      Fig.1.1. 


Sarcina electrică dintr-un domeniu  D(  (bordat de suprafaţa închisă  ( ) , este exprimată, în funcţie de distribuţia sa, prin relaţia 
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unde  DQ , SQ , CQ , Mk  sunt volume, suprafeţe, curbe şi puncte încărcate electric interioare domeniului considerat,  (V , (S , (L  sunt densităţile volumică, superficială şi lineică ale sarcinii electrice, iar  qk  sunt sarcini punctiforme (fig.1.1). Cel mai adesea, presupunând o distribuţie netedă a sarcinii electrice, este luată în considerare numai distribuţia sa volumică, iar atunci când trebuie ţinut seama şi de eventualele discontinuităţi în distribuţia sarcinii electrice, completarea cu distribuţia sa superficială este considerată suficientă. 
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      Fig.1.2. 


Intensitatea curentului electric de conducţie care traversează o suprafaţă  S(  (bordată de conturul  ( ) , este exprimată, în funcţie de distribuţia sa, prin relaţia 
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unde  SI , CI , Nk  reprezintă suprafeţe, curbe sau puncte de intersecţie ale suprafeţei  S(  considerate cu domenii masive, suprafeţe sau curbe conductoare de curent electric de conducţie,  J , JS  sunt respectiv densitatea curentului şi densitatea pânzei de curent electric de conducţie, iar  ik  sunt intensităţile curentului electric de conducţie prin conductoare filiforme. Sensul de referinţă al curentului este sensul versorului  n  normal la suprafaţa  S(  considerată, iar dacă  nS  este versorul normal la suprafaţa unei pânze de curent, atunci curba sa de intersecţie cu suprafaţa considerată trebuie parcursă în sensul  dr  indicat de sensul produsului vectorial  n(nS  (fig.1.2). Cel mai adesea, presupunând o distribuţie netedă a curentului electric de conducţie, este luată în considerare numai distribuţia sa masivă, iar atunci când trebuie ţinut seama şi de eventualele discontinuităţi în distribuţia curentului electric de conducţie, completarea cu distribuţia sa superficială este considerată suficientă. 


Momentul electric (de polarizare electrică) al unui domeniu  D(  este exprimat, în funcţie de densitatea sa volumică, prin relaţia 
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unde  DP  este subdomeniul polarizat electric din interiorul domeniului  D(  considerat, iar  P  este polarizaţia electrică din acest subdomeniu. Similar, momentul magnetic (de magnetizare) al unui domeniu  D(  este exprimat, în funcţie de densitatea sa volumică, prin relaţia 
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unde  DM  este subdomeniul magnetizat din interiorul domeniului  D(  considerat, iar  M  este magnetizaţia din acest subdomeniu. În principiu, ar putea fi considerate şi alte distribuţii – degenerate – ale polarizării (electrice) şi magnetizării, dar în abordarea curentă macroscopică este suficientă operarea cu mărimile amintite. 


Există subdomenii, numite electrocinetic active, unde se manifestă procese de natură neelectrică ce au efecte electrocinetice (de conducţie electrică). Asemenea procese pot fi caracterizate fie în termeni de curent electric, fie în termeni de câmp electric. Densitatea curentului electric imprimat, 



[image: image7.wmf]0

=

=

E

J

J

i

   , 

este definită ca mărimea numeric egală densităţii curentului electric de conducţie, într-o regiune activă electrocinetic, în absenţa oricărui câmp electric. Similar, intensitatea câmpului electric imprimat, 
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este definită ca mărimea numeric opusă intensităţii câmpului electric, într-o regiune activă electrocinetic, în absenţa oricărui curent electric de conducţie. Mărimilor locale astfel introduse le corespund mărimi globale (integrale) adecvate. Intensitatea curentului electric imprimat (numit şi intensitatea curentului generat) care străbate o suprafaţă  S  este definită prin 
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în raport cu sensul versorului  n  normal la suprafaţa considerată. Tensiunea electrică imprimată (impropriu numită şi tesniune electromotoare) de-a lungul unei curbe  C  este definită prin 
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în raport cu sensul elementului de arc  dr  de parcurgere a curbei considerate. 


Mărimile de câmp electromagnetic şi unele din mărimile caracteristice surselor sunt legate prin aşa numite relaţii constitutive, caracteristice substanţei (mediului) unde este prezent câmp electromagnetic. 


Relaţia constitutivă electrică leagă mărimile de câmp electric şi polarizaţia (electrică) din acelaşi punct şi acelaşi moment, 
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unde  (0  este permitivitatea absolută a vidului. În unele situaţii este utilă separarea părţii din polarizaţie care nu depinde de câmpul electric (polarizaţia permanentă sau spontană, determinată de cauze neelectrice), în termenii căreia ecuaţia constitutivă electrică se scrie ca 
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unde  ( = ((E)  este permitivitatea absolută a substanţei considerate, în general dependentă de câmpul electric. 


Relaţia constitutivă magnetică leagă mărimile de câmp magnetic şi magnetizaţia din acelaşi punct şi acelaşi moment, 
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unde  (0  este permeabilitatea absolută a vidului. În unele situaţii este utilă separarea părţii din magnetizaţie care nu depinde de câmpul magnetic (magnetizaţia permanentă sau spontană, determinată de cauze nemagnetice), în termenii căreia ecuaţia constitutivă magnetică se scrie ca 
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unde  ( = ((H)  este permeabilitatea absolută a substanţei considerate, în general dependentă de câmpul magnetic. 


Ecuaţia constitutivă electrocinetică leagă mărimile caracteristice conducţiei electrice de mărimile imprimate din acelaşi punct şi acelaşi moment. Această ecuaţie poate fi scrisă fie în termeni de curent electric, 
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unde  ( = ((E)  este conductivitatea substanţei considerate, în general dependentă de câmpul electric, fie în termeni de câmp electric,  
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unde  ( = ((J)  este rezistivitatea substanţei considerate, în general dependentă de curentul electric. Deoarece în absenţa mărimilor imprimate legătura dintre mărimile caracteristice conducţiei electrice este una singură, conductivitatea şi rezistivitatea sunt reciproce una alteia, 
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Parametrii constitutivi sunt pozitivi – doar în situaţii speciale panta acestora poate fi negativă. În cazul particular în care parametrii constitutivi  ( , ( , ( , (  nu depind de câmpul electric, magnetic sau de curentul electric, substanţa respectivă este numită liniară (din punct de vedere electric, magnetic sau electrocinetic). Similar, dacă este nulă mărimea permanentă sau imprimată  Pp , Mp , Ji , Ei  din ecuaţia constitutivă corespunzătoare, atunci substanţa considerată este numită pasivă (din punct de vedere electric, magnetic sau electrocinetic). 


În fine, când termenii vectoriali nepermanenţi sau neimprimaţi din ecuaţiile constitutive precedente, adică respectiv  
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 , nu sunt paraleli cu mărimea de câmp de care depind, adică respectiv  E , H , E , J , substanţa considerată este numită anisotropă (din punct de vedere electric, magnetic, ori electro-cinetic). Parametrul constitutiv corespunzător, adică respectiv  ( , ( , ( , ( , este atunci un tensor de ordinul al doilea, iar produsele corespunzătoare sunt interpretate ca produse dintre matricea asociată tensorului şi vectorul asociat (matricea coloană asociată) mărimii de câmp – de exemplu 
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Matricea tensorului unui parametru constitutiv este simetrică (spre exemplu,  (xy = (yx , etc.), ea admite un sistem de referinţă (numit propriu) în raport cu care se reduce la o matrice diagonală ale cărei elemente sunt valorile proprii ale matricii, şi generează o formă pătratică pozitiv definită (spre exemplu,  (( ( E) ( E > 0  pentru  orice  E ( 0 ) . 


Forma integrală (globală) a ecuaţiilor câmpului electromagnetic este 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 
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(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   . 

În relaţiile de mai sus versorul normal  n  la o suprafaţă închisă  (  este orientat către exteriorul domeniului cuprins în suprafaţă, iar versorul normal  n  la o suprafaţă deschisă  S(  este asociat sensului de parcurgere  dr  al conturului (bordului)  (  al suprafeţei conform regulii mâinii drepte. De asemenea, derivatele în raport cu timpul trebuie interpretate, în sensul lui Hertz, drept derivate totale în raport cu timpul, adică luând în considerare atât dependenţa de timp a integrandului cât şi eventuala modificare în timp a varietăţii geometrice implicate (curbă, suprafaţă sau domeniu), ca fiind antrenată de substanţă în mişcarea ei. 


Forma diferenţială (locală) a ecuaţiilor câmpului electromagnetic, în domenii de netezime a mărimilor implicate, este 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 
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(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   . 

În relaţiile de mai sus  v  este viteza locală (în raport cu referenţialul local). În particular, în medii imobile  ( v = 0 ) , forma diferenţială rezultată a ecuaţiilor câmpului electro-magnetic – numite ecuaţiile lui Maxwell – este 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 
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(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   . 


Forma integrală a ecuaţiilor câmpului electromagnetic permite obţinerea şi a unei forme locale valabilă în situaţia în care mărimile de câmp electromagnetic nu mai sunt continue, ci prezintă discontinuităţi (finite) între valorile de o parte şi de alta a unei suprafeţe de separaţie. În cazul particular important al mediilor în repaus, în absenţa unor duble straturi de sarcină sau unor duble pânze de curent la suprafaţa de separaţie, sunt astfel obţinute ecuaţiile la interfaţă ale câmpului electromagnetic, 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 
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(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 

unde  n12  este versorul normal la suprafaţa de separaţie  S12 , dinspre domeniul  1  către domeniul  2 . În particular, întotdeauna în absenţa unor duble straturi de sarcină sau unor duble pânze de curent la suprafaţa de separaţie se conservă componenta tangenţială a intensităţii câmpului electric,  Etang 1 = Etang 2 , şi componenta normală a inducţiei magnetice,  Bnorm 1 = Bnorm 2 . 


Ecuaţiile câmpului electromagnetic sunt completate de o consecinţă a ecuaţiilor lui Ampère şi Gauss, numită ecuaţia de continuitate a sarcinii electrice, ale cărei forme integrală, diferenţială şi la interfaţă (în medii în repaus) sunt, respectiv, 
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O pereche de ecuaţii suplimentare completează descrierea stării şi evoluţiei câmpului electromagnetic, prin punerea în evidenţă a unor procese termodinamice asociate prezenţei acestuia. Aceste relaţii caracterizează transferul de energie, respectiv de substanţă, între câmpul electromagnetic, pe de o parte, şi substanţă, pe de altă parte, asociate conducţiei electrice. 


Forma locală (diferenţială) a ecuaţiei lui Joule exprimă densitatea volumică a puterii transferate de la câmpul electromagnetic către substanţă, asociată conducţiei electrice, 
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forma globală (integrală) corespunzătoare fiind 
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Forma locală (diferenţială) a ecuaţiei (lui Faraday a) electrolizei exprimă ritmul (viteza) de depunere la electrod a densităţii superficiale de masă,  
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 , a ionilor dintr-un electrolit, asociată conducţiei electrice prin acesta, 
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forma globală (integrală) corespunzătoare fiind 
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În ultimele două ecuaţii  k  este coeficientul electrochimic al speciei de ioni depuşi la electrod, iar  n  este versorul normalei la suprafaţa electrodului considerat. Ecuaţiile referitoare la fenomenul de electroliză prezintă, însă, un interes cu totul marginal pentru problemele uzuale de câmp electromagnetic şi nu vor fi abordate în cele ce urmează. 


O importantă consecinţă integrală pătratică a ecuaţiilor lui Maxwell pentru medii imobile este teorema lui Poynting, sau teorema energiei electromagnetice, care exprimă în definitiv primul principiu al termodinamicii aplicat transferului de energie prin câmp electromagnetic: puterea electromagnetică primită de un sistem prin suprafaţa inchisă  (  care îl înconjoară este egală cu suma dintre puterea electromagnetică transmisă substanţei din interiorul domeniului  D(  şi ritmul de creştere în timp a energiei electromagnetice acumulate în câmpul electromagnetic din acest domeniu,
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Termenii din relaţia precedentă au următoarele exprimări: 


Puterea electromagnetică primită prin suprafaţa închisă  (  este fluxul prin această suprafaţă (către interiorul ei) al vectorului Poynting  S = E(H , 
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Energia electromagnetică acumulată în domeniul ocupat de un mediu linar, decompozabilă în suma dintre energia electrică şi energia magnetică, este integrala de volum a densităţii de energie electromagnetică  w = we + wm ,
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Densităţile de energie electrică, respectiv magnetică, sunt obţinute ca 



[image: image47.wmf]ò

ò

=

=

=

=

×

=

×

=

B

H

B

H

D

E

D

E

B

H

      

      

D

E

,

0

,

0

,

0

,

0

,

d

w

d

w

m

e

   , 

prin integrare între starea de referinţă de câmp nul şi starea de câmp actual; în particular, în substanţe liniare, densităţile de energie electrică, respectiv magnetică, sunt 



[image: image48.wmf]2

,

2

B

H

      

      

D

E

×

=

×

=

m

e

w

w

   . 


În general mai este definită şi o altă mărime de stare, similară energiei – energia electromagnetică complementară sau coenergia electromagnetică – prin relaţia 
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Densităţile de energie electrică, respectiv magnetică, sunt obţinute ca 
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prin integrare între starea de referinţă de câmp nul şi starea de câmp actual; în particular, în substanţe liniare, densităţile de coenergie electrică, respectiv magnetică, sunt 
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egale cu densităţile de energie electrică, respectiv magnetică. 


Puterea electromagnetică transmisă substanţei este suma dintre puterea transmisă asociat conducţiei electrice (efect Joule) şi cea transmisă asociat parcurgerii unor cicluri de histerezis electric şi magnetic – aceasta din urmă numai în câmp electromagnetic variabil alternativ, 


PS = PJ + Ph   . 

Puterea electromagnetică transmisă substanţei (conductoare) asociată conducţiei electrice este integrala de volum a densităţii de putere corespunzătoare,
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Puterea electromagnetică transmisă substanţei asociată parcurgerii unor cicluri de histerezis electric şi magnetic în câmp electromagnetic variabil alternativ este produsul, prin frecvenţa  f  de variaţie a câmpului, al energiei transferate substanţei corespunzător unui ciclu de histerezis complet, care la rândul ei este integrala de volum a sumei unor densităţi de volum de energie electrică şi magnetică per ciclu de histerezis, 
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unde    ciclu el , respectiv   ciclu mg , este aria ciclului local de histerezis electric  (D,E) , respectiv magnetic  (B,H)  –  (teorema lui Warburg). 


În cazul în care, în sistemul considerat, este posibilă efectuarea de lucru mecanic prin exercitarea de acţiuni electromagnetice, teorema energiei electromagnetice este extinsă la 
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unde 
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este ritmul efectuării de lucru mecanic de către acţiunile electromagnetice interioare sistemului considerat. 


Puterea mecanică efectuată prin acţiuni electromagnetice asupra substanţei (corpurilor) din sistem poate fi exprimată, de exemplu, în termenii densităţii de forţă electromagnetică, 
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unde densitatea de forţă electromagnetică este decompozabilă aditiv în densităţile de forţă electrică, respectiv magnetică, 
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În relaţia de mai sus  (  este densitatea (de masă) locală a substanţei, care apare în termenii electrostrictiv şi magnetostrictiv ai densităţii de forţă. În particular, forţa electromagnetică asupra unei sarcini punctiforme  q  (forţa lui Coulomb–Lorentz) este 



[image: image59.wmf](

)

B

v

E

F

´

+

=

q

q

   , 

iar forţa electromagnetică elementară asupra unui segment elementar  dr  de conductor filiform parcurs de curentul electric de conducţie de intensitate  i  (forţa lui Laplace) este 
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Puterea mecanică efectuată prin acţiuni electromagnetice asupra substanţei (corpurilor) din sistem poate fi exprimată, de asemenea, în termenii aşa numitelor tensiuni (maxwelliene şi de stricţiune); forţa electromagnetică asupra substantei dintr-un domeniu, 
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este exprimată ca integrală a proiecţiei normale a tensorului tensiunilor  T  pe suprafaţa închisă ce conţine domeniul asupra căruia se exercită forţa. Tensorul tensiunilor electrice este suma dintre tensorul tensiunilor maxwelliene electrice, 
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şi tensorul (diagonal) de electrostricţiune, 
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Similar, tensorul tensiunilor magnetice este suma dintre tensorul tensiunilor maxwelliene magnetice, 
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şi tensorul (diagonal) de magnetostricţiune, 
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În fine, într-o tratare macroscopică, sistemul electromagnetic în care se exercită acţiuni electromagnetice între diferite părţi (subsisteme) ale sale poate fi descris în termenii unor parametri de stare adecvaţi. O coordonată generalizată  xk  (un parametru de poziţie) este o mărime de natură geometrică ce caracterizează poziţia relativă a subsistemelor considerate. O forţă generalizată  Xk  (un parametru de forţă) este o mărime de natură mecanică ce caracterizează o acţiune electromagnetică aptă a modifica o coordonată generalizată asociată. Coordonatele şi forţele generalizate sunt astfel cuplate încât lucrul mecanic elementar efectuat de un asemenea cuplu este 
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În particular, de exemplu, corespunzător exercitării unei forţe, cuplu, tensiuni sau presiuni, lucrul mecanic elementar poate fi exprimat, respectiv, ca 



[image: image67.wmf]dV

p

dL

dS

dL

d

dL

d

dL

=

×

=

×

=

×

=

   

   

T

   

   

C

   

   

F

,

,

,

n

r

a

   , 

calculul mărimilor vectoriale fiind efectuat, de fapt, pe componente. 

Forţa generalizată electrică este obţinută ca 



[image: image68.wmf](

)

(

)

.

const

.

const

,

,

=

*

=

¶

¶

=

¶

¶

-

=

u

k

k

e

q

k

k

e

k

x

x

u

W

x

x

q

W

X

   , 

iar forţa generalizată magnetică este obţinută similar ca 
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În aceste expresii energia, respectiv coenergia, trebuie explicitată în termenii mărimii considerată ca parametru constant la efectuarea derivării. Rezultatul (algebric) obţinut este raportat la sensul de referinţă reprezentat de sensul creşterii coordonatei generalizate corespunzătoare. 


1.2.  Câmpul electromagnetic variabil armonic în timp 


În condiţii suficient de generale – integrabilitate a pătratului pe  D( ( (–(,+()  – în medii liniare imobile, mărimilor de câmp electromagnetic le poate fi aplicată transformata Fourier, obţinând corespondenţe de genul  
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cu notaţia  
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 . Printr-o asemenea operaţie este posibilă înlocuirea studiului câmpului  E(r,t)  în domeniul timp prin studiul, în domeniul frecvenţă, al componentelor spectrale (elementare)  
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 , şi contribuie, prin însumare (integrare), la câmpul total real, efectiv prezent. 


Este atunci justificată abordarea cu precădere a studiului câmpului electro-magnetic variabil armonic în timp, care este mai simplu decât studiul direct în domeniul timp al câmpului electromagnetic. 


Regimul armonic permanent al câmpului electromagnetic este regimul în care orice componentă vectorială a oricărei mărimi de câmp electromagnetic are o variaţie în timp armonică (sinusoidală sau cosinusoidală) cu aceeaşi frecvenţă – de exemplu 
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unde  
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  sunt versorii axelor sistemului fix de coordonate carteziene Oxyz . O asemenea mărime nu este un vector care oscilează de-a lungul unei direcţii fixe – aceeastă situaţie (vector cu polarizaţie liniară) este doar un caz cu totul particular. În general, însă, vârful vectorului cu variaţie armonică în timp descrie o cuadrică (de exemplu – un elipsoid) în spaţiul componentelor sale. 


Deoarece componentele vectorilor cu variaţie armonică în timp sunt mărimi scalare variabile armonic sincron în timp, fiecărei asemenea componente i se poate ataşa reprezentarea complexă a sa (fie aici considerată cea simplificată, în care este ignorat factorul comun  
[image: image78.wmf]t

e

w

j

) , 



[image: image79.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

r

r

r

r

r

r

x

e

E

t

E

t

E

M

x

x

x

M

x

x

y

y

w

j

E

sin

,

=

«

+

=

      

      

   , 

astfel încât 
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În relaţiile anterioare, ca şi în continuare, este folosită notaţia cu litere drepte (de exemplu,  E) pentru mărimile complexe, lăsând notaţia cu litere cursive (de exemplu,  E) pentru mărimi reale. De asemenea au fost notate cu litere normale mărimile scalare (de exemplu  E  sau  E) şi cu litere grase mărimile vectoriale (de exemplu  E  sau  E). 


Corespunzător celor de mai sus, un vector cu variaţie armonică în timp poate fi studiat prin reprezentarea complexă a sa, 



[image: image81.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

+

+

=

«

r

z

r

y

r

x

r

E

r

z

y

x

t

E

ˆ

E

ˆ

E

ˆ

,

      

      

E

 




          
[image: image82.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

r

r

r

r

z

r

y

r

x

z

y

x

e

E

e

E

e

E

M

z

M

y

M

x

y

y

y

j

j

j

ˆ

ˆ

ˆ

+

+

=

   , 

astfel încât 
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Proprietăţile reprezentării complexe a vectorilor cu variaţie armonică sincronă în timp sunt uşor de oţinut: 


(1)  Reprezentarea complexă păstrează operaţiile liniare asupra variabilelor, 
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cu  (k , ak  constante; mai mult, în condiţiile obişnuite de integrabilitate, sunt valabile şi corespondenţele operaţiilor integrale 
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(2) Reprezentarea complexă conservă operaţiile diferenţiale în raport cu coordonatele spaţiale, 



[image: image87.wmf](

)

(

)

x

x

t

¶

¶

«

¶

¶

r

E

r

      

      

E

,

      , etc., 

Rezultă atunci, imediat, corespondenţele 
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ca şi valabilitatea formelor complexe ale formulelor lui Stokes şi Gauss, 
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(3)  Reprezentarea complexă transpune operaţiile integro–diferenţiale în raport cu coordonata temporală în operaţii algebrice (multiplicative), 
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(4) Produsul scalar/vectorial al unui vector complex prin conjugatul altui vector complex este un scalar/vector complex având partea reală egală cu dublul mediei active iar partea imaginară egală cu dublul mediei reactive a produselor corespunzătoare ale vectorilor originali, cu variaţie armonică în timp, 
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unde 
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În particular, 
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Starea şi evoluţia câmpului electromagnetic variabil armonic în timp pot fi deci studiate în termenii reprezentării lui complexe, care satisface forma complexă a ecuaţiilor lui Maxwell, obţinută aplicând proprietăţile discutate mai sus. În formă integrală ecuaţiile sunt 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 



[image: image102.wmf]ò

ò

×

+

=

×

G

G

w

G

S

S

dS

d

n

D

r

H

j

I

 


(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 

unde  
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  sunt reprezentările complexe ale curentului electric şi sarcinii electrice, variabile armonic în timp sincron cu mărimile de câmp electromagnetic. În formă locală, în domenii de netezime a mărimilor implicate, ecuaţiile sunt 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 
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(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 

unde  J  şi  (V  sunt reprezentările complexe ale densităţii curentului electric şi densităţii de volum a sarcinii electrice, variabile armonic în timp sincron cu mărimile de câmp electromagnetic. În formă locală la interfaţă, adică la frontiera – suprafaţa de separaţie – dintre domenii de netezime a mărimilor implicate, ecuaţiile sunt 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 
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(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 

unde  JS  şi  (S  sunt reprezentările complexe ale densităţii pânzei de curent electric şi densităţii de suprafaţă a sarcinii electrice, variabile armonic în timp sincron cu mărimile de câmp electromagnetic. 


Forma complexă a ecuaţiilor lui Maxwell este completată cu forma complexă a ecuaţiei de continuitate a sarcinii electrice, în formă integrală, diferenţială şi la interfaţă, 
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În plus, reprezentările complexe ale vectorilor de câmp electromagnetic armonic mai satisfac şi forma complexă a ecuaţiilor constitutive, 
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unde se presupune că parametrii de material sunt invariabili în timp, iar mărimile permanente şi cele imprimate au o variaţie armonică în timp, sincronă cu cele de câmp, şi le corespund, de asemenea, reprezentările complexe folosite. Deobicei, însă, forma complexă a ecuaţiilor constitutive ţine seama de faptul că, la frecvenţele înalte la care sunt studiate şi fenomene electromagnetice ondulatorii, apare un defazaj între excitaţie şi efect (de exemplu,  D  în urma lui  E , B  în urma lui  H , J  în urma lui E) . Această situaţie este modelată prin considerarea unor parametri de material complecşi, astfel încât forma complexă uzuală a ecuaţiilor constitutive este 
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În cele ce urmează, însă, cu mici excepţii – probleme de propagare sau radiaţie a undelor electromagnetice – vor fi consideraţi parametri de material reali. Deobicei, mărimile permanente sau imprimate sunt considerate nule în probleme de propagare, adică, în domeniul de propagare (în afara domeniului cu surse de câmp), ecuaţiile constitutive complexe sunt omogene 
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Pe de altă parte, mărimile permanente sau imprimate  { Pp , Mp , Ji , Ei }  ar putea fi luate în considerare în probleme de câmp electromagnetic cuasistaţionar armonic sau în probleme de radiaţie a undelor electromagnetice. În al doilea caz, în domeniul de radiaţie (în domeniul cu surse de câmp), chiar dacă sunt deobicei ignorate mărimile permanente  Pp  şi  Mp , sunt în mod esenţial luate în considerare, ca surse de câmp, mărimile imprimate – de exemplu curentul imprimat  Ji . 


O importantă consecinţă integrală pătratică a formei complexe a ecuaţiilor lui Maxwell în medii liniare este forma complexă a teoremei lui Poynting (forma complexă a teoremei energiei electromagnetice). 


În absenţa mărimilor permanente sau imprimate (sau într-un aşa zis domeniu de propagare), pentru un domeniu  D(  bordat de o suprafaţă închisă  ( , teorema afirmă că 
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În această relaţie, conform corespondenţelor discutate anterior, 



[image: image126.wmf](

)

(

)

=

-

×

´

=

+

ò

*

dS

Q

P

S

S

S

n

H

E

2

1

j



[image: image127.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

ò

ò

-

×

+

´

+

-

×

´

=

S

S

dS

T

,t

,t

dS

n

r

r

n

4

j

H

E

H

E

 

este puterea electromagnetică complexă medie (pe o perioadă) primită de sistem prin suprafaţa închisă  (  ce îl înconjoară, 
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este puterea electromagnetică medie (pe o perioadă) transferată ireversibil conductoarelor din domeniul  D( , 
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este dublul energiei magnetice medii (pe o perioadă) acumulate în domeniul  D( , iar 
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este dublul energiei electrice medii (pe o perioadă) acumulate în domeniul  D(  . 


În prezenţa unor surse de câmp – aici, pentru simplificare, doar curent imprimat – (sau într-un aşa zis domeniu de radiaţie), pentru un domeniu  D(   bordat de o suprafaţă închisă  ( , teorema afirmă că 
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În această relaţie, în afara termenilor similari celor din forma anterioară a teoremei, conform corespondenţelor discutate anterior, 
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este puterea electromagnetică complexă medie (pe o perioadă) generată în sistemul cuprins în domeniul  D( . 
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