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18.  SISTEME  CU  CÂMP  ELECTROMAGNETIC  CUASISTAŢIONAR 
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


18.  SISTEME  CU  CÂMP  ELECTROMAGNETIC  CUASISTAŢIONAR 


Regimul cuasistaţionar al câmpului electromagnetic este definit prin condiţia ca ritmul de variaţie în timp a mărimilor electromagnetice să fie suficient de lent, astfel încât să fie absente undele electromagnetice. Analiza efectuată anterior, în secţiunea 13.6, a pus în evidenţă trei variante diferite de regim cuasistaţionar. 


Regimul cuasistaţionar anelectric este regimul în care ritmul de variaţie în timp a câmpului electric este suficient de redus, 
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astfel încât nu poate fi indus (conform legii lui Ampère) un câmp magnetic semnificativ. În ecuaţiile câmpului electromagnetic devin astfel irelevante inducţia electrică şi sarcina electrică, precum şi ecuaţiile care le sunt ataşate lor. 


Regimul cuasistaţionar amagnetic este regimul în care ritmul de variaţie în timp a câmpului magnetic este suficient de redus, 



[image: image2.wmf]stationarã

/

staticã

u

dt

d

S

<

<

-

F

   , 

pentru a nu induce (conform legii lui Faraday) un câmp electric semnificativ. În ecuaţiile câmpului electromagnetic devin astfel irelevante mărimile de câmp magnetic, precum şi ecuaţiile asociate acestor mărimi. 

În fine, regimul cuasistaţionar conductiv presupune neglijarea ritmurilor de variaţie în timp atât a câmpului magnetic cât şi a câmpului electric, ceea ce corespunde ignorării atât a ecuaţiilor referitoare la inducţia electrică şi la sarcina electrică, cât şi a ecuaţiilor referitoare la inducţia magnetică şi intensitatea câmpului magnetic. Într-un asemenea regim câmpul electric, ca şi cel magnetic, sunt irelevante şi rămâne de considerat numai câmpul electrocinetic  
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 , caracterizat de ecuaţii formal identice celor ale câmpului electrocinetic staţionar – este vorba atunci de un regim electrocinetic pseudostaţionar, care a fost deja studiat în capitolul 16. 


Studiul câmpului electromagnetic variabil în timp în termenii variabilei temporale  t  este mult mai dificil decât cel al câmpului electromagnetic invariabil în timp. În condiţii suficient de generale, o modalitate de a ocoli operarea explicită cu variabila temporală este aceea care face referire la variaţia armonică în timp a mărimilor electromagnetice. 


18.1.  Câmpul  electromagnetic  variabil  armonic  în  timp 


1. În medii lineare, pentru simplificare imobile, un vector al câmpului electromagnetic,  neted  pe porţiuni  pe intervalul  t ( (–(,+()  şi  de pătrat integrabil  pe 
acest interval în orice punct, poate fi pus în corespondenţă cu  transformata  sa  Fourier . 


De exemplu, pentru intensitatea câmpului electric, notând  
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 , transformata Fourier a vectorului variabil în timp  
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  este vectorul complex 
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din care poate fi refăcut vectorul original prin transformarea Fourier inversă, 
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obţinând corespondenţa 
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Printr-o asemenea procedură este posibil să se înlocuiască studiul câmpului  
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  în domeniul timp prin studiul, în domeniul frecvenţă, al componentelor spectrale (elementare)  
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 , care sunt variabile armonic în timp, cu perioada  
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 , şi contribuie, prin însumare (integrare), la câmpul total real, efectiv prezent. 


Este atunci justificat studiul câmpului electromagnetic variabil armonic în timp, care este mult mai simplu decât studiul direct în domeniul timp al câmpului electromagnetic variabil. 


2. Regimul armonic al câmpului electromagnetic este regimul în care fiecare componentă a oricărei mărimi vectoriale de câmp electromagnetic are o variaţie în timp armonică (sinusoidală sau cosinusoidală) cu aceeaşi frecvenţă – de exemplu 
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unde  
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  sunt versorii axelor sistemului fix de coordonate carteziene Oxyz . Trebuie subliniat faptul că o asemenea mărime  nu  este un vector care oscilează de-a lungul unei direcţii fixe (decât într-un caz cu totul particular) – în general vârful vectorului cu variaţie armonică în timp descrie în spaţiu o curbă pe o cuadrică. 


Deoarece componentele vectorilor cu variaţie armonică în timp sunt mărimi scalare variabile armonic sincron în timp, fiecărei asemenea componente i se poate ataşa reprezentarea complexă simplificată a sa (în care se operează cu valorile efective ale componentelor, în locul amplitudinilor şi este ignorat factorul comun  
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astfel încât 
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Un vector cu variaţie armonică în timp poate fi atunci studiat prin reprezentarea complexă  a sa, numită, pe scurt, vector complex, 
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astfel încât 
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Uneori – mai ales în studiul câmpului electromagnetic general variabil – este preferată operarea cu reprezentarea complexă nesimplificată a vectorilor variabili armonic în timp, exprimată în termenii amplitudinilor şi, eventual, cu neglijarea factorului comun  
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astfel încât 
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adică se operează cu vectori complecşi amplificaţi cu  
[image: image22.wmf]2

  faţă de reprezentarea complexă nesimplificată. 


3.  Reprezentarea complexă a vectorilor cu variaţie armonică sincronă în timp are câteva  proprietăţi  remarcabile. 


(1)  Reprezentarea complexă păstrează operaţiile lineare asupra variabilelor, 
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unde  (k  poate fi chiar un vector, înmulţit scalar sau vectorial cu cel armonic/complex. Mai mult, în condiţiile obişnuite de integrabilitate, sunt valabile şi corespondenţele 
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(2) Reprezentarea complexă conservă operaţiile integro–diferenţiale în raport cu coordonatele spaţiale, 
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deoarece aceaste operaţii sunt independente de variaţia armonică în timp şi, deci, de reprezentarea complexă, 
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Rezultă atunci, imediat, corespondenţele 
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ca şi valabilitatea formelor complexe ale formulelor lui Stokes şi Gauss, 
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(3)  Reprezentarea complexă transpune operaţiile integro-diferenţiale în raport cu 
coordonata temporală în operaţii algebrice (multiplicative), 
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deoarece 
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Ignorând constanta de integrare, care nu are sens pentru mărimi periodice, rezultă şi 
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(4) Produsul scalar/vectorial al unui vector complex prin conjugatul altui vector complex este un scalar/vector complex având partea reală egală cu media activă iar partea imaginară egală cu media reactivă a produselor corespunzătoare ale vectorilor originali, cu variaţie armonică în timp, 
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unde, după cum este cunoscut pentru reprezentarea complexă a mărimilor variabile armonic în timp, 
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În particular, 
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În cazul în care este utilizată reprezentarea complexă nesimplificată a vectorilor variabili armonic în timp amintită mai sus, rămân evident valabile primele trei proprietăţi ale reprezentării, în timp ce pentru a patra proprietate trebuie observat că partea reală/imaginară a produsului unui vector complex prin conjugatul altui vector complex este egală cu dublul mediei active/reactive a produsului corespunzător al vectorilor originali variabili armonic în timp. 


4. Câmpul electromagnetic variabil armonic în timp poate fi studiat în termenii reprezentării lui complexe, care satisface  forma complexă a ecuaţiilor lui Maxwell, obţinută aplicând proprietăţile discutate mai sus. 

Presupunând că toate distribuţiile de curent electric şi sarcină electrică, precum şi mărimile permanente sau imprimate variază armonic în timp, sincron cu mărimile de câmp electromagnetic, şi sunt asociate reprezentărilor lor complexe, forma integrală a ecuaţiilor lui Maxwell este 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 
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(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 


În formă locală diferenţială, în domenii (imobile) de netezime a mărimilor implicate, ecuaţiile sunt 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 
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(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 


În formă locală la interfaţă, adică la frontiera – suprafaţa de separaţie – dintre domenii (imobile) de netezime a mărimilor implicate, ecuaţiile sunt 
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(ecuaţia lui Faraday)   , 
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(ecuaţia lui Ampère)   , 
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(ecuaţia lui Gauss)   , 
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(ecuaţia lui Dirac)   , 


Forma complexă a ecuaţiilor lui Maxwell este completată cu forma complexă a ecuaţiei de conservare a sarcinii electrice, în formă integrală, diferenţială şi la interfaţă, 
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În plus, reprezentările complexe ale vectorilor de câmp electromagnetic armonic mai satisfac şi  forma complexă a ecuaţiilor constitutive, 
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Adesea, însă, forma complexă a ecuaţiilor constitutive ţine seama de faptul că, la frecvenţele înalte la care sunt studiate şi fenomene electromagnetice ondulatorii, apare un defazaj între excitaţie şi efect (de exemplu,  
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) . Această situaţie este modelată prin considerarea unor  parametri constitutivi complecşi, astfel încât forma complexă generală a ecuaţiilor constitutive este 
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şi, eventual, 



[image: image68.wmf]i

r

i

r

i

i

r

r

s

s

j

sau

j

cu

,

sau

+

=

r

+

=

s

r

=

+

+

s

=

    

   

   

   

    

      

      

J

E

E

J

E

J

r

r

r

r

r

r

   . 


5. O importantă consecinţă integrală pătratică a formei complexe a ecuaţiilor lui Maxwell în medii lineare este  forma complexă a teoremei lui Poynting  (forma complexă a teoremei energiei electromagnetice). 


Într-adevăr, ţinând seama de forma complexă a ecuaţiilor lui Maxwell şi ignorând prezenţa unor mărimi permanente sau imprimate, puterea electromagnetică medie (pe o perioadă) transferată conductoarelor dintr-un domeniu  D(  bordat de o suprafaţă închisă  (  cu versorul normalei exterioare  
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este calculată, succesiv, ca 
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Reordonând termenii, se ajunge la concluzia că, în medii lineare imobile, pentru un domeniu  D(   bordat de o suprafaţă închisă  ( , este valabilă relaţia 
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sau, concis, 
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În această relaţie, conform corespondenţelor discutate anterior, 
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este puterea electromagnetică complexă, pusă în legătură cu puterea medie (pe o perioadă), primită de sistem prin suprafaţa închisă ( ce înconjoară domeniul considerat; 
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este, ca mai sus, puterea electromagnetică medie (pe o perioadă) transferată conductoarelor din domeniul  D(  considerat; în fine,  
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este energia magnetică medie (pe o perioadă) acumulată în domeniul  D( , iar 
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este energia electrică medie (pe o perioadă) acumulată în domeniul  D(  . 


Explicitând densităţile de putere şi de energie electromagnetică complexe din membrul drept al formei complexe a teoremei lui Poynting în termenii ecuaţiilor constitutive complexe, se obţine o identitate pătratică pe baza căreia poate fi demonstrată o  teoremă de unicitate  a soluţiei unei probleme de câmp electromagnetic complex: Soluţia problemei câmpului electromagnetic complex este unic determinată în domeniul  D(  dacă sunt date următoarele  condiţii de unicitate (complexe): 

      Condiţiile de surse   
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      Condiţiile de frontieră   
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În particular, în domenii fără mărimi imprimate sau permanente, soluţia problemei câmpului electromagnetic complex este unic determinată exclusiv de condiţiile de frontieră. Teorema de unicitate a soluţiei problemei câmpului electromagnetic complex rămâne valabilă şi în cazul mediilor lineare anisotrope, şi, în anumite limite, în cazul mediilor cu parametri constitutivi complecşi. 


În plus, în cazul unor medii lineare (isotrope sau anisotrope) este valabilă  teorema de superpoziţie a soluţiilor problemei câmpului magnetic complex: o combinaţie lineară a condiţiilor de unicitate determină univoc ca soluţie aceeaşi combinaţie lineară a soluţiilor particulare, determinate separat de fiecare condiţie de unicitate în parte, 
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18.2. Câmpul electromagnetic cuasistaţionar anelectric – 



difuzia câmpului electromagnetic în semispaţiul conductor 

1.  Câmpul electromagnetic cuasistaţionar anelectric  este reprezentat de seturile de vectori  
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  sau chiar  ( ( 0  peste tot. Aşa cum a fost discutat mai sus, ecuaţiile acestui câmp sunt: 
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Fiind vorba despre un câmp electromagnetic variabil în timp, este preferată abordarea acestuia în termenii câmpului electromagnetic variabil armonic, tratat prin intermediul reprezentării sale complexe. Câmpul electromagnetic cuasistaţionar anelectric complex este reprezentat de seturile de vectori complecşi  
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Într-un regim armonic de frecvenţă unghiulară  (  dată mediile sunt considerate implicit lineare, astfel încât în ecuaţiile constitutive magnetică şi conductivă parametrii constitutivi sunt constanţi, dependenţi cel mult de poziţie. În particular, în aceste din urmă ecuaţii este subînţeles că  
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2. În absenţa magnetizaţiei permanente complexe şi a mărimilor imprimate complexe, în subdomenii omogene,o primă modalitate de rezolvare a sistemului anterior porneşte de la ecuaţiile complexe ale lui Faraday şi Ampère, obţinând succesiv, prin eliminarea câmpului electric, 
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Similar, eliminând acum câmpul magnetic, se obţine succesiv 
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Aceste ecuaţii de tip Helmholtz, pentru intensitatea câmpului magnetic complex, respectiv pentru intensitatea câmpului electric complex, pot fi simplificate, în coordonate carteziene, ţinând seama de condiţiile de solenoidalitate 
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Într-adevăr, în coordonate carteziene, de exemplu, 
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iar ecuaţiile de tip Helmholtz ale câmpurilor complexe magnetic, respectiv electric, devin 
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Este acum definită constanta de propagare complexă 
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unde 
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este constanta de atenuare, sau constanta de fază. Cu aceste notaţii, ecuaţiile pentru calculul intensităţii câmpului magnetic complex, respectiv al intensităţii câmpului electric complex, în medii omogene, fără mărimi permanente sau imprimate, în coordonate carteziene, devin 
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3. O evaluare cantitativă ilustrativă a unor aspecte caracteristice comportării câmpului electromagnetic cuasistaţionar anelectric variabil armonic în timp este aceea care priveşte distribuţia acestui câmp într-un  semispaţiu conductor  omogen, când la suprafaţa acestuia este aplicat, paralel cu interfaţa cu semispaţiul izolant, un câmp – de exemplu, magnetic – uniform, cu variaţie armonică în timp. O asemenea problemă nu este deloc lipsită de relevanţă, deoarece studiul pătrunderii câmpului electromagnetic variabil (armonic) în regiuni nu prea depărtate de suprafaţa unui conductor linear omogen, plasat în câmp exterior, poate fi abordat neglijând curbura acestei suprafeţe, adică aproximând suprafaţa conductorului printr-o suprafaţă plană (fig. 18.1). 


În prezenţa unui câmp magnetic variabil în timp, în conductor este indus un câmp electric care determină în acesta un curent indus; la rândul său, curentul indus generează un câmp magnetic de reacţiune care, suprapus peste cel inductor, determină o distribuţie neuniformă a câmpului magnetic şi, astfel, şi a celorlaltor mărimi de câmp electromagnetic. 


Fie considerat un sistem de coordonate rectangulare, centrat pe suprafaţa conductorului, cu axa  Oz  orientată de-a lungul câmpului magnetic aplicat, axa  Oy  orientată de-a lungul suprafeţei conductorului, iar axa  Ox  orientată către interiorul conductorului. Dacă 
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  desemnează versorii axelor de coordonate, este uşor de văzut că în interiorul domeniului conductor câmpul magnetic este orientat tot de-a lungul axei  Oz , câmpul electric indus (şi densitatea curentului indus asociat) este orientat de-a lungul axei  Oy  şi că mărimea acestor vectori depinde cel mult de distanţa  x  la interfaţă (fig. 18.1), 
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    Fig. 18.1.  


În condiţiile unei variaţii armonice în timp a mărimilor de câmp electromagnetic este aplicabilă reprezentarea complexă a acestora, 
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astfel încât 
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Admiţând că la distanţe foarte mari de interfaţă (unde este aplicată excitaţia) câmpul electromagnetic tinde către zero, 
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condiţia de câmp magnetic tangenţial dat la interfaţă, 



[image: image134.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

0

0

0

H

0

sin

2

,

0

H

t

H

t

H

t

k

k

H

H

k

k

r

r

r

r

r

r

r

=

=

=

Û

=

=

      

      

H

w

   , 

reprezintă condiţia de unicitate necesară şi suficientă rezolvării ecuaţei de tip Helmholtz a câmpului magnetic complex,
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Ţinând seama de variaţia unidimensională a mărimilor de câmp electromagnetic, ecuaţia câmpului magnetic complex se simplifică la 
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cu soluţia generală 



[image: image137.wmf](

)

x

x

e

e

x

g

+

g

-

+

=

2

1

A

A

H

   . 


Constantele de integrare sunt determinate din condiţiile de frontieră amintite, 
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A doua condiţie impune excluderea celui de al doilea termen al soluţiei generale, deoarece
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Impunând, deci , 
[image: image140.wmf]0

A

2

=

 , prima condiţie se reduce la ecuaţia 
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Intensitatea câmpului magnetic complex în semispaţiul conductor rezultă astfel a fi 
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Ceilalţi vectori de interes ai câmpului electromagnetic complex sunt obţinuţi din ecuaţii de ordinul întâi: densitatea curentului electric complex indus în semispaţiul conductor este dată de 
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iar intensitatea câmpului electric complex este, corespunzător, obţinută din 
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Rezultă atunci 
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Interpretarea fizică a rezultatului obţinut este imediată dacă se revine la vectorii variabili armonic în timp. De exemplu, intensitatea instantanee a câmpului magnetic în semispaţiul conductor este 
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aceasta poate fi interpretată drept o undă armonică  (fig. 18.2) ce se propagă în sensul pozitiv al axei  Ox  cu viteza de fază 
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având faza periodică în timp cu perioada  
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  şi în spaţiu cu perioada (lungimea de undă) 
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amplitudinea sa fiind amortizată (tinzând către zero) cu un coeficeint de amortizare 
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Amortizarea (atenuarea) câmpului electromagnetic este însă extrem de rapidă: la o distanţă  x = (/2  de interfaţă amplitudinea câmpului ajunge la o fracţiune  
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  (mai puţin de 5%) din valoarea sa la interfaţă – cu bună aproximaţie, se poate considera că la distanţe de la interfaţă mai mari decât o lungime de undă,  x > 
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 , câmpul electromagnetic ajunge cu totul neglijabil (aşa cum este ilustrat în fig. 18.2 şi 18.3). 
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    Fig. 18.2.  
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    Fig. 18.3. 


4.  Puterea electromagnetică primită de conductor este măsurată prin densitatea fluxului de putere complexă transmisă normal la orice suprafaţă plană  x = const., 
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Modulul vectorului Poynting, ca şi părţile sale reală şi imaginară, 
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care reprezintă densitatea superficială a puterii active, respectiv reactive, transmise normal la orice suprafaţă plană  x = const., scade încă şi mai rapid cu distanţa la interfaţă decât mărimile de câmp electromagnetic – la o distanţă  x = (/2  de interfaţă amplitudinea densităţii fluxului de putere activă/reactivă ajunge la o fracţiune  
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  (mai puţin de 0.2%) din valoarea sa la interfaţă (fig. 18.3). Aceasta înseamnă că, practic, întreaga putere electromagnetică transmisă conductorului este asociată câmpului electromagnetic prezent într-un strat superficial cu grosimea de ordinul de mărime al inversului constantei de atenuare  ( . 


O caracterizare concisă a concentrării superficiale a câmpului electromagnetic variabil armonic în timp difuzat în semispaţiul conductor este evidenţiată prin  adâncimea de pătrundere: aceasta este definită drept adâncimea pe care ar fi concentrat, într-o repartiţie uniformă, totalitatea curentului electric indus pe adâncimea infinită a semispaţiului conductor, astfel încât să determine aceleaşi pierderi de putere activă ca şi distribuţia reală, amortizată, a curentului. 


Deoarece problema este unidimensională (toate mărimile electromagnetice sunt independente de variabilele  y  şi  z), este suficient să fie considerată transmisia şi disiparea de putere electromagnetică corespunzătoare unei arii unitare  a(b = 1(1  pe interfaţă (fig. 18.4). Puterea activă în domeniul paralelipipedic infinit (cu bază unitară şi înălţime în direcţia axei  Ox  infinită) poate fi calculată, echivalent, în două moduri. Pe de o parte, aceasta este puterea activă primită de porţiunea considerată a semispaţiului conductor prin baza sa pe interfaţă, 
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     Fig. 18.4. 




    Fig. 18.5. 

Pe de altă parte, aceasta este chiar puterea disipată în porţiunea considerată a semispaţiului conductor corespunzător curentului indus, 
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Intensitatea curentului electric complex indus total, care circulă prin secţiunea transversală de înălţime  a = 1  şi lăţime infinită (fig. 18.4), este 
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În distribuţia uniformă aproximativă prin secţiunea transversală concentrată la interfaţă pe o adâncime  ( , acestui curent îi corespunde o densitate de curent complex (fig. 18.5) 
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egală cu raportul dintre intensitatea câmpului magnetic superficial şi adâncimea de pătrundere. 


Puterea electromagnetică disipată de această distribuţie aproximativă uniformă pe o lungime  b = 1 , echivalentă celei calculate anterior, este 



[image: image171.wmf]b

a

H

b

a

H

b

a

dV

P

ech

V

ech

ech

d

s

d

d

s

d

s

2

0

2

2

0

J

J

=

=

=

×

=

*

*

ò

J

E

r

r

   . 

Egalarea celor două expresii ale puterii disipate în porţiunea considerată a semispaţiului conductor – cea corespunzătoare distribuţiei reale a curentului indus şi cea corespunzatoare distribuţiei sale aproximative uniforme – dă pentru adâncimea de pătrundere  valoarea 
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Se observă că adâncimea de pătrundere este invers proporţională cu rădăcina pătrată a permeabilităţii, conductivităţii şi frecvenţei (unghiulare). De exemplu, la frecvenţa industrială europeană (f = 50 Hz), în cupru, adâncimea de pătrundere este de ordinul a 1 cm; ea este semnificativ mai mică în materiale magnetic permeabile ((r >> 1) şi se reduce încă şi mai mult la frecvenţe mari. 


Adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic armonic într-un conductor este un bun indicator al repartiţiei acestuia. Dacă adâncimea de pătrundere este foarte mare în raport cu dimensiunile conductorului considerat, atunci câmpul electromagnetic armonic poate fi considerat ca aproximativ uniform în adâncimea conductorului. Dacă, însă, adâncimea de pătrundere este foarte mică în raport cu dimensiunile conductorului, atunci acesta poate fi tratat local ca un semispaţiu conductor, iar câmpul electromagnetic armonic poate fi considerat ca repartizat superficial uniform, până la o adâncime egală cu adâncimea de pătrundere  ( , şi neglijabil în rest. 


Pe aceste simple observaţii este bazată ecranarea electromagnetică – separarea câmpurilor electromagnetice variabile în timp din domenii diferite. Ideea fundamentală este aceea că un strat bun conductor (încă şi mai bine – cât mai permeabil magnetic) care să separe cele două domenii, având grosimea de ordinul de mărime al sumei adâncimilor de pătrundere ale câmpurilor electromagnetice care se doresc a fi separate face ca, în direcţie normală la suprafaţa ecranului separator, câmpul electromagnetic variabil cuasistaţionar dintr-un domeniu să ajungă cu totul neglijabil la atingerea interfeţei cu celălalt domeniu. 


18.3.  Efectul  pelicular  şi  efectul de proximitate 

1. Efectul pelicular constă în concentrarea către suprafaţă a distribuţiei curentului electric, precum şi a câmpului electromagnetic, într-un conductor parcurs de curent electric variabil în timp. 

Pentru ilustrarea efectului pelicular, fie considerat exemplul simplu al unui conductor linear omogen de forma unui cilindru circular foarte lung, de rază  R , permeabilitate  (  şi conductivitate  ( , parcurs de un curent electric variabil armonic în timp (fig. 18.6), 
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Fie pentru început considerată, într-o primă aproximaţie, o distribuţie uniformă a curentului electric în secţiunea conductorului, cu o densitate 



[image: image175.wmf]t

R

I

R

i

J

w

p

p

sin

2

2

2

0

=

=

   ; 

corespunzător, intensitatea câmpului electric este dată de 
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Simetria cilindrică a structurii considerate arată că intensitatea câmpului magnetic are linii de câmp circulare, centrate pe axa conductorului, în plane normale la aceasta, valoarea intensităţii câmpului magnetic depinzând numai de distanţa la axă. 
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     Fig. 18.6. 




 Fig. 18.7. 


În această primă aproximaţie fie ignorate efectele de inducţie electromagnetică; teorema lui Ampère referitoare la conturul circular reprezentat de o linie de câmp magnetic  (  interioară conductorului, ca în fig. 18.7, duce succesiv la 
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Intensitatea câmpului magnetic este evident crescătoare cu distanţa  r  la ax, adică este concentrată către suprafaţă (fig. 18.8). 
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       Fig. 18.8. 



      Fig. 18.9. 


Luând acum în considerare efectele inducţiei electromagnetice asociate prezenţei acestui câmp magnetic variabil în timp, simetria cilindrică a structurii arată că intensitatea câmpului electric  suplimentar  indus, ca şi densitatea curentului electric asociat indus în conductor, are linii de câmp axiale şi mărimea dependentă doar de distanţa la axa conductorului. Pentru un contur dreptunghiular  (  ca în fig. 18.9, legea lui Faraday duce succesiv la 
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Intensitatea câmpului electric total, ca şi densitatea totală a curentului electric în conductor, sunt, deci, repartizate neuniform, 
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şi cresc cu distanţa la axa conductorului – câmpul electromagnetic din conductorul parcurs de curent variabil în timp este concentrat către suprafaţa sa. 

Procedura de calcul demarată mai sus poate fi iterată – la limită se obţine că toate mărimile de câmp electromagnetic (intensităţile câmpurilor electric şi magnetic) şi, mai ales, densitatea curentului electric, au o distribuţie neuniformă în secţiunea conductorului, ca în fig. 18.10. Asemenea distribuţii neuniforme ale mărimilor de câmp electromagnetic în secţiunea conductorului determină o creştere a rezistentei conductorului în curent alternativ faţă de valoarea avută în curent continuu şi o scădere a inductanţei interioare a conductorului în curent alternativ faţă de valoarea avută în curent continuu. 
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       Fig. 18.10. 


2. Un calcul riguros, şi nu prea complicat, poate fi efectuat pentru a analiza efectul pelicular într-un conductor linear omogen paralelipipedic subţire şi foarte lung, cu secţiunea transversală de forma unui dreptunghi foarte îngust (
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), ca în fig. 18.11. Fie considerat un sistem de coordonate rectangulare cu axa  Oy  de-a lungul axei conductorului, axa  Oz  paralelă la feţele laterale lungi, iar axa  Ox  normală la feţele laterale lungi. Conductorul fiind parcurs axial de un curent electric variabil armonic în timp, căruia îi este asociată reprezentarea sa complexă simplificată, 
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simetria structurii studiate arată că se poate considera o repartiţie a mărimilor de câmp independentă de coordonatele  z  şi  y , cu câmpul electric şi densitatea curentului electric în direcţie axială şi, neglijând efectele de capăt (către  y = ( h/2), cu liniile câmpului magnetic paralele cu axa  Oz , 
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    Fig. 18.11. 

Mai mult, tot simetria structurii arată că mărimile câmpului electrocinetic sunt funcţii pare de  coordonata  x , în timp ce intensitatea câmpului magnetic este funcţie impară de coordonata  x , 
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Ecuaţia de tip Helmholtz a câmpului magnetic complex,
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unde 
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cu  (  permeabilitatea  şi  (  conductivitatea conductorului, are soluţia generală 
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Condiţia de unicitate (de frontieră) pentru determinarea constantelor de integrare exprimă continuitatea componentei tangenţiale a intensităţii câmpului magnetic, interior şi exterior conductorului, la interfeţele  x = ( d , 
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Considerând un contur dreptunghiular  (  într-un plan  z = const. care înconjoară strâns conductorul (fig. 18.11), forma complexă a teoremei lui Ampère duce succesiv la 
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unde, în virtutea condiţiei  
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 , a fost neglijată contribuţia la circulaţia câmpului magnetic  din partea segmentelor de lungime  2d . Apoi, impunerea condiţiei de frontieră menţionate duce, succesiv, la 
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astfel încât pentru câmpul magnetic complex interior conductorului se obţine că 
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Distribuţia densităţii curentului electric în conductor este obţinută din forma complexă a teoremei lui Ampère, 
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şi, în fine, corespunzător formei complexe a ecuaţiei constitutive a conducţiei electrice, 
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    Fig. 18.12. 

3. Dependenţa de diferiţi parametri a distribuţiei neuniforme a curentului electric în secţiunea conductorului analizat pune în evidenţă efectul pelicular în diferite situaţii. 


Un efect pelicular slab se manifestă atunci când grosimea barei conductoare considerate este neglijabilă în raport cu adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic, 
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ceea ce, pentru un conductor dat, poate avea loc la frecvenţe joase ale câmpului electromagnetic variabil armonic în timp. În aceste condiţii sunt valabile aproximaţiile 
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astfel încât densitatea curentului electric complex are distribuţia aproximativă (cu modulul ilustrat în fig. 18.12) 
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Neglijând efectele de margine (la  z ( h/2) şi ţinând seama de paritatea distribuţiei densităţii curentului electric cu coordonata  x , rezistenţa barei conductoare în curent alternativ poate fi calculată pe baze energetice drept 
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ceea ce reprezintă o creştere faţă de valoarea  
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În aceleaşi ipoteze, distribuţia intensităţii câmpului magnetic complex în secţiunea barei conductoare este aproximată ca 
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şi, ţinând seama de imparitatea distribuţiei intensităţii câmpului magnetic cu coordonata  x , poate fi calculată pe baze energetice inductanţa interioară a barei conductoare în curent alternativ drept 
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Deoarece, pentru o distribuţie uniformă de curent continuu a curentului electric de intensitate  I , neglijând la fel efectele de margine  (la  z ( h/2), pentru contururi interioare similare conturului  (  folosit mai sus, dar de lăţime  2x < 2d , teorema lui Ampère duce la 
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inductanţa interioară a barei în curent continuu este 
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adică are aceeeaşi valoare ca cea în curent alternativ la frecevenţe joase. Acest lucru este explicabil prin aceeea că, în aproximaţia folosită, distribuţia în secţiunea barei conductoare a câmpului magnetic în curent alternativ de frecvenţă joasă este aceeaşi ca cea în curent continuu. 
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    Fig. 18.13.


     Fig. 18.14 


    Fig. 18.15. 


Un efect pelicular mediu se manifestă atunci când adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic este comparabilă cu grosimea barei conductoare considerate, 
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ceea ce, pentru un conductor dat, poate avea loc la frecvenţe medii ale câmpului electromagnetic variabil armonic în timp. În aceste condiţii trebuie folosite formulele complete, corecte, ale mărimilor de câmp electromagnetic deduse mai sus, cărora le corespunde o distribuţie a densităţii curentului electric ca cea din fig. 18.13. 


În fine un efect pelicular pronunţat se manifestă atunci când adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic este neglijabilă în raport cu grosimea barei conductoare considerate, 
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ceea ce, pentru un conductor dat, are loc la frecvenţe înalte ale câmpului electromagnetic variabil armonic în timp. În aceste condiţii sunt considerate aproximaţiile 
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astfel încât densitatea curentului electric complex are distribuţia aproximativă (ilustrată în fig. 18.14) corespunzătoare asimilării feţelor laterale lungi ale barei conductoare cu semiplane conductoare, 
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Situaţia poate fi tratată atunci folosind metoda adâncimii de pătrundere, conform căreia densitatea curentului electric este distribuită cu o valoare (efectivă) constantă (egală cu raportul dintre intensitatea câmpului magnetic superficial  Ht  şi adâncimea de pătrundere  () până la o distanţă la interfaţă egală cu adâncimea de pătrundere şi nulă mai spre interior (fig. 18.15), 
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Neglijând ca mai sus efectele de margine, rezistenţa barei conductoare în curent alternativ este calculată ca 



[image: image235.wmf]=

=

×

=

=

ò

ò

*

*

d

V

ca

dx

l

h

I

dV

I

I

P

R

0

2

2

2

J

J

2

1

1

s

s

J

J

r

r

 



[image: image236.wmf]d

s

d

d

s

d

s

d

d

d

h

l

h

I

l

h

I

dx

h

I

l

h

I

2

2

2

1

2

2

1

2

2

0

2

2

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

ò

   , 

ceea ce reprezintă o creştere faţă de valoarea  
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În aceleaşi ipoteze, distribuţia intensităţii câmpului magnetic complex în secţiunea barei conductoare este aproximată similar, ca 
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şi, procedând ca mai sus, inductanţa interioară a barei conductoare în curent alternativ este calculată drept 
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Inductanţa interioară a barei în curent continuu fiind cea calculată mai sus, 
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inductanţa interioară a conductorului studiat scade în curent alternativ în raport valoarea din curent continuu de 
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4.  Efectul de proximitate  este  efectul de  repartizare  neuniformă  a mărimilor de 

câmp electromagnetic în conductoare apropiate parcurse de curent electric variabil (armonic) în timp. 


Pentru exemplificarea efectului de proximitate fie considerată o pereche de bare conductoare lineare, omogene, de secţiune transversală dreptunghiulară cu înălţimea  h  şi grosimea neglijabilă  d  (
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)  şi de lungime foarte mare  (
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) , plasate cu feţele laterale mari paralele la o distanţă comparabilă cu grosimea barelor şi parcurse în sensuri contrare de acelaşi curent alternativ (fig. 18.16) 
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Alegând un sistem de coordonate rectangulare cu axa  Oy  plasată simetric, paralelă cu axele celor două conductoare, axa  Ox  normală feţelor paralele ale barelor şi axa  Oz  paralelă acestora, simetria configuraţiei arată că modulele mărimilor de câmp electromagnetic complex depind doar de coordonata  x , densitatea curentului electric şi intensitatea câmpului electric fiind orientate de-a lungul axei  Oy  şi impare în raport cu coordonata  x , iar intensitatea câmpului magnetic fiind orientată de-alungul axei  Oz  şi pară în raport cu coordonata  x , 
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    Fig. 18.16.  


Condiţiile de frontieră pentru câmpul magnetic tangenţial la interfeţele conductor–izolant sunt obţinute aplicând teorema lui Ampère conturului dreptunghiular  (  care înconjoară strâns ambele conductoare într-un plan normal axei  Oy , respectiv conturului dreptunghiular  (  care înconjoară strâns un conductor într-un plan normal axei  Oy . Pentru primul contur, ţinând seama de paritatea câmpului magnetic şi neglijând, în virtutea condiţiei  
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 , contribuţia la circulaţia câmpului magnetic din partea segmentelor paralele axei  Ox , se obţine 
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Similar, pentru al doilea contur, ţinând seama de rezultatul anterior, 
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Ţinând seama de imparitatea, respectiv paritatea, mărimilor câmpului electrocinetic, respectiv magnetic, este suficient studiul câmpului electromagnetic în una din cele două bare. Considerând un nou sistem de axe de coordonate prin plasarea planului  x' = 0  pe faţa interioară a unuia dintre conductoare, cu axa  O'x'  orientată către exteriorul structurii şi axa  Oy'  în sensul curentului electric (fig. 18.16), ecuaţia de tip Helmholtz a câmpului magnetic complex este 
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cu  (  permeabilitatea  şi  (  conductivitatea conductorului. 


Constantele de integrare din soluţia generală în fiecare dintre cele două bare conductoare paralele, 
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sunt determinate aplicând condiţiile de unicitate (de frontieră) 
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Ecuaţiile corespunzătoare duc la 
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de unde 
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Distribuţia densităţii curentului electric complex în conductor este obţinută din forma complexă a teoremei lui Ampère, 
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    Fig. 18.17.


     Fig. 18.18 


    Fig. 18.19. 

şi, în fine, corespunzător formei complexe a ecuaţiei constitutive a conducţiei electrice, intensitatea câmpului electric complex este 



[image: image269.wmf](

)

d

x

d

h

I

g

-

g

g

=

Þ

=

sh

ch

s

s

j

E

E

J

r

r

r

r

      

      

   . 


Mărimile de câmp electromagnetic au, astfel, o repartiţie neuniformă – asemănătoare celei a densităţii curentului electric din fig. 18.18 – concentrată către interfaţa cu câmp magnetic tangenţial maxim. Corespunzător unor asemenea distribuţii ale densităţii curentului electric ori intensităţii câmpului magnetic, urmând proceduri ca cele aplicate mai sus pentru efect pelicular slab (fig. 18.17) ori pronunţat (fig. 18.19) , pot fi calculaţi coeficienţii de creştere a rezistenţei  kR  şi de scădere a inductanţei  kL  în curent alternativ. 


18.4.  Curenţii  turbionari 


1. Curenţii turbionari (curenţii Foucault) sunt curenţi electrici induşi în conductoare plasate în câmp electromagnetic exterior variabil în timp. Mecanismul fizic al generării curenţilor turbionari este simplu: un flux magnetic variabil (armonic) în timp printr-o suprafaţă deschisă  S(  trasată într-un conductor induce o tensiune electrică de-a lungul conturului suprafeţei,  ( ; la rândul ei, aceasta determină în conductor un curent electric de-a lungul conturului  ( . Distribuţia curenţilor turbionari induşi (şi a mărimilor câmpului electromagnetic asociat) este influenţată de structura conductorului şi de distribuţia câmpului magnetic inductor. Ca trăsătură esenţială, curenţii electrici induşi sunt concentraţi către suprafaţa conductorului, similar situaţiei studiate în secţinea 18.2 pentru semispaţiul conductor. 


Un exemplu ilustrativ simplu este cel al unei solenoid foarte lung, cu miez cilindric conductor linear omogen, de rază  R , permeabilitate  (  şi conductivitate  (  (fig. 18.20), prin bobina înfăşurată strâns a căruia este injectat un curent electric variabil armonic în timp, 
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Câmpul magnetic generat în miezul conductor este determinat urmând o procedură similară celei folosite anterior, în secţiunea 7.4. Simetria cilindrică a structurii arată că modulele mărimilor de câmp electromagnetic depind doar de distanţa la ax, câmpul magnetic având direcţie axială iar mărimile de câmp electrocinetic având linii de câmp circulare centrate pe ax în planuri normale la acesta. În plus, ca în studiul amintit, al solenoidului foarte lung, câmpul magnetic exterior miezului bobinei este considerat nul. 
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     Fig. 18.20. 




   Fig. 18.21. 


Pentru început, într-o primă aproximaţie, fie neglijate efectele inducţiei electromagnetice. Teorema lui Ampère aplicată unui contur dreptunghiular  (  ca cel din fig 18.21, duce, succesiv, la 
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unde numărul de spire pe unitate de lungime al bobinei a fost notat prin 
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În consecinţă, fluxul magnetic prin orice suprafaţă circulară transversală  S( , de rază  r , centrată pe ax (fig. 18.21), este 
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Acest flux magnetic variabil în timp induce o tensiune electrică de-a lungul conturului circular  ( , în conformitate cu legea lui Faraday, 
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Densitatea de curent asociată – densitatea curenţilor turbionari induşi – este, conform legii constitutive a conducţiei electrice, 
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şi, ca şi intensitatea câmpului electric indus, este evident crescătoare cu distanţa la axă (fig. 18.22): câmpul electrocinetic asociat curenţilor turbionari este concentrat către periferia conductorului plasat în câmp magnetic exterior variabil în timp. 
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     Fig. 18.22. 



      Fig. 18.23. 


Pe de altă parte, însă, peste câmpul magnetic  
[image: image282.wmf]0
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  aplicat din exterior miezului conductor se suprapune acum aşa numitul câmp magnetic de reacţiune a curenţilor induşi. Aplicând teorema lui Ampère conturului dreptunghiular  ( , ca în fig. 18.23, pentru câmpul magnetic de reacţie, suplimentar, se obţine, succesiv, 
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Ca rezultat, intensitatea câmpului magnetic total din interiorul miezului conductor este distribuită neuniform, 
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şi este crescătoare cu distanţa la ax, adică este concentrată, de asemenea, către periferia domeniului conductor. 


Procedura de calcul începută mai sus poate fi iterată – la limită se obţine că toate mărimile de câmp electromagnetic – intensitatea câmpului magnetic, ca şi intensitatea câmpului electric şi, mai ales, densitatea curentului  electric  –  au  o   distribuţie   neuniformă   în 
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     Fig. 18.24. 

secţiunea conductorului, ca în fig. 18.24. Apariţia unor asemenea curenţi turbionari cu distribuţie neuniformă în secţiunea conductorului determină pierderi suplimentare de putere electromagnetică asociate disipării ei în conductor şi – în cazul particular abordat – o modificare a inductanţei bobinei inductoare faţă de valoarea avută în curent continuu (în regim staţionar). 


2. Un calcul riguros, dar nu prea complicat, poate fi efectuat pentru a analiza efectul curenţilor turbionari într-un conductor linear omogen de forma unei plăci rectangulare foarte subţiri, de grosime  2d  mult mai mică decât celelate dimensiuni, (
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), ca în fig. 18.25. O asemenea placă conductoare plasată într-un câmp magnetic variabil armonic în timp modelează o  tolă  dintr-un circuit magnetic ale cărui bobine sunt alimentate în curent alternativ. 
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    Fig. 18.25. 


Fie considerat un sistem de coordonate rectangulare cu originea în centrul plăcii, cu axele  Oy  şi Oz  paralele la feţele laterale mari şi axa  Ox  normală la aceste feţe laterale. Placa conductoare este plasată într-un câmp magnetic exterior uniform, variabil armonic în timp, orientat în direcţia axei  Oz , deci tangenţial la suprafaţa plăcii, cu valoarea asociată reprezentării compexe simplificate 
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Simetria structurii considerate arată că, neglijând efectele de capăt (către  z = ( h/2  şi către  y = ( l/2 , pe unde se închid liniile de curent), se poate opera cu o repartiţie a mărimilor de câmp independentă de coordonatele  z  şi  y , cu câmpul electric şi densitatea curentului electric în direcţi axei  Oy  şi cu liniile câmpului magnetic paralele cu axa  Oz , 
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Mai mult, tot simetria structurii arată că mărimile câmpului electrocinetic sunt funcţii impare de  coordonata  x , în timp ce intensitatea câmpului magnetic este funcţie pară de coordonata  x , 
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Ecuaţia de tip Helmholtz a câmpului magnetic complex,
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cu  (  permeabilitatea  şi  (  conductivitatea conductorului, are soluare soluţia generală 
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Condiţia de unicitate (de frontieră) pentru determinarea constantelor de integrare exprimă continuitatea componentei tangenţiale a intensităţii câmpului magnetic, interior şi exterior conductorului, la interfeţele  x = ( d , 
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Neglijând efectele de margine (către  y = ( l/2  şi  z = ( h/2), impunerea condiţiei de frontieră menţionate duce, succesiv, la 
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astfel încât pentru intensitatea câmpului magnetic complex interior conductorului se obţine 



[image: image300.wmf](

)

Þ

g

g

=

g

+

=

g

+

g

-

      

d

x

H

d

e

e

H

x

x

x

ch

ch

ch

2

H

0

0

      
[image: image301.wmf](

)

   

   

d

x

H

x

g

g

=

ch

ch

0

k

H

r

r

   . 


Distribuţia densităţii curentului electric în conductor este obţinută din forma complexă a teoremei lui Ampère, 
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şi, în fine, corespunzător formei complexe a ecuaţiei constitutive a conducţiei electrice, 
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3. Dependenţa de diferiţi parametri a distribuţiei neuniforme a curentului electric în secţiunea conductorului analizat pune în evidenţă efectul pelicular în diferite situaţii. 


În cazul unei adâncimi de pătrundere mari a câmpului electromagnetic în tolă, când această adâncime este mult mai mare decât grosimea tolei, 
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ceea ce, pentru o tolă dată, poate avea loc la frecvenţe joase ale câmpului electro-magnetic variabil armonic în timp – sunt valabile aproximaţiile 
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astfel încât densitatea curentului electric complex are distribuţia aproximativă (cu proiecţia modulului pe axa  Oy  ilustrată în fig. 18.26) 
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Neglijând efectele de margine (la  y ( l/2) şi ţinând seama de imparitatea distribuţiei densităţii curentului electric cu coordonata  x , puterea electromagnetică medie (puterea activă) disipată în tolă este 
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Se observă că, deoarece volumul tolei este  V = 2lhd , prezenţa curenţilor turbionari în tolă determină o disipare de putere electromagnetică cu densitatea (medie pe o perioadă) 



[image: image310.wmf]Þ

=

      

V

P

p

F

      
[image: image311.wmf](

)

   

   

2

2

2

0

2

2

0

3

4

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

d

d

s

s

m

w

s

d

H

d

H

p

F

   , 

proporţională cu pătratul frecvenţei şi cu pătratul grosimii tolei (la frecvenţe mici). 
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    Fig. 18.26. 




    Fig. 18.27. 


Atunci când adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic este comparabilă cu grosimea tolei considerate, 
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ceea ce, pentru o tolă dată, poate avea loc la frecvenţe medii ale câmpului electro-magnetic variabil armonic în timp – trebuie folosite formulele complete, corecte, ale mărimilor de câmp electromagnetic deduse mai sus, cărora le corespunde o distribuţie a densităţii curentului electric ca cea din fig. 18.27. 


În fine, atunci când adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic este neglijabilă în raport cu grosimea tolei considerate, 
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ceea ce, pentru o tolă dată, poate avea loc la frecvenţe înalte ale câmpului electro-magnetic variabil armonic în timp – sunt considerate aproximaţiile 
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Densitatea curentului electric complex are distribuţia aproximativă (ilustrată în fig. 18.28) corespunzătoare asimilării feţelor laterale mari  (x = (d)  ale tolei cu semiplane conductoare, 
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    Fig. 18.28. 




    Fig. 18.29. 


Situaţia poate fi tratată atunci folosind metoda adâncimii de pătrundere, conform căreia densitatea curentului electric este distribuită cu o valoare (efectivă) constantă (egală cu raportul dintre intensitatea câmpului magnetic superficial  Ht  şi adâncimea de pătrundere  () până la o distanţă la interfaţă egală cu adâncimea de pătrundere şi nulă mai spre interior (fig. 18.29), 
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Neglijând ca mai sus efectele de margine, puterea electromagnetică disipată în tolă în câmp magmetic exterior variabil armonic în timp este calculată ca 
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Prezenţa curenţilor turbionari în tolă determină astfel în tolă o disipare de putere electromagnetică cu densitatea (medie pe o perioadă) 
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proporţională cu radicalul frecvenţei şi invers proporţională cu grosimea tolei (la frecvenţe mari). 


18.5.  Câmpul  electromagnetic  cuasistaţionar  amagnetic 

1.  Câmpul electromagnetic cuasistaţionar amagnetic este reprezentat de perechea de vectori  
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Fiind vorba despre un câmp electromagnetic variabil în timp, este preferată abordarea acestuia în termenii câmpului electromagnetic variabil armonic, tratat prin intermediul reprezentării sale complexe. Câmpul electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex este reprezentat de perechea de vectori complecşi  
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complexă a ecuaţiilor regimului corespunzător, 
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Într-un regim armonic de frecvenţă unghiulară  (  dată mediile sunt considerate implicit lineare, astfel încât în ecuaţiile constitutive electrică şi conductivă parametrii constitutivi sunt constanţi, dependenţi cel mult de poziţie. În particular, în aceste din urmă ecuaţii este subînţeles că  
[image: image343.wmf]e

e

®

  sau  
[image: image344.wmf]s

s

®

  sau  
[image: image345.wmf]r

r

®

  (tensori) în cazul substanţelor anizotrope, ori  
[image: image346.wmf]e

e

®

  sau  
[image: image347.wmf]s

®

s

  sau  
[image: image348.wmf]r

®

r

  (complexe) în cazul substanţelor cu efect întârziat în ecuaţiile constitutive. 


2. In regim armonic sunt posibile abordări speciale ale problemelor de câmp electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex. 


Într-adevăr, folosind formele complexe ale ecuaţiei constitutive electrice şi primei ecuaţii constitutive electrocinetice, densitatea curentului electric total complex poate fi scrisă 
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Definind acum conductivitatea complexă echivalentă ca 
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unde aici 
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este unghiul de pierderi al mediului, şi densitatea curentului electric total imprimat complex,
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se obţine o ecuaţie constitutivă combinată complexă de tip electrocinetic de forma 
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Această abordare este oarecum neobişnuită, deoarece parametrul constitutiv complex introdus include o parte imaginară pozitivă, cu efect anticipativ, dar are avantajul similarităţii cu ecuaţia constitutivă electrocinetică a unui câmp electrocinetic pseudostaţionar complex. 


Similar, pornind tot de la formele complexe ale ecuaţiei constitutive electrice şi primei ecuaţii constitutive electrocinetice, densitatea curentului electric total complex poate fi scrisă 
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Definind acum permitivitatea complexă echivalentă ca 
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unde 
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este din nou unghiul de pierderi al mediului, şi iar densitatea curentului electric total imprimat complex prin 
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se obţine o ecuaţie constitutivă combinată complexă de tip electric de forma 
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Această abordare are avantajul că foloseşte o permitivitate complexă echivalentă identică celei întâlnite şi în studiul câmpului electromagnetic nestaţionar armonic. 


3. Adoptând, de exemplu, prima variantă pentru ecuaţia constitutivă a curentului electric total complex, compararea ecuaţiilor anterioare ale câmpului electromagnetic cuasistaţionar amagnetic complex, 
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cu ecuaţiile câmpului electrocinetic pseudostaţionar, 
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pune în evidenţă analogia, pur formală, între cele două câmpuri. Această analogie este rezumată în tabelul următor, 
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	Câmp electromagnetic

cuasistaţionar amagnetic complex
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Ca şi în cazul câmpului electrocinetic pseudostaţionar, irotaţionalitatea intensităţii câmpului electric complex,  
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 , permite deducerea acesteia dintr-un potenţial electric scalar complex  
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 , aproape peste tot continuu, 
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unde  
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  sunt fixate arbitrar, astfel încât 
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Ecuaţia potenţialului electric scalar complex se obţine din ecuaţia de continuitate a curentului electric total complex, 



[image: image380.wmf](

)

0

V

div

0

div

total

=

+

s

-

Û

=

ech

i

J

grad

J

r

r

      

      

   , 

care duce la ecuaţia de tip Poisson, 
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simplificată, în subdomenii omogene, la 
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Ţinând seama de solenoidalitatea densităţii curentului electric total complex,  
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 , este posibilă o tratare similară în termenii unui potenţial electric vector complex  
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 , definit, în condiţii de etalonare adecvate, astfel încât 



[image: image385.wmf]s

-

s

=

Þ

=

ech

i

J

T

rot

E

T

rot

J

r

r

r

r

      

      

total

   . 

Operarea cu un potenţial vector este însă mult mai complicată decât cu un potenţial scalar şi, de aceea, o asemenea abordare este mai puţin folosită. 
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