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17.  SISTEME  CU  CÂMP  MAGNETIC 


17.1.  Relaţii  fundamentale 


Un  sistem cu câmp magnetic  este un sistem electromagnetic în funcţionarea căruia doar latura magnetică a câmpului electromagnetic joacă un rol esenţial. Câmpul magnetic poate fi studiat cu totul separat de câmpul electric numai în regim static, drept câmp magnetostatic. O asemenea abordare ar fi însă mult prea restrictivă, ţinând seama de faptul că şi în regim staţionar câmpul magnetic poate fi studiat independent de câmpul electric propriuzis dacă este presupus dat câmpul electrocinetic, care reprezintă altă sursă posibilă de câmp magnetic. De aceea sistemele cu câmp magnetic pot fi studiate drept  sisteme cu câmp magnetic staţionar. 


Câmpul magnetic staţionar este reprezentat de perechea de vectori ai câmpului magnetic  
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  în condiţiile regimului staţionar,  
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 (incluzând condiţia de imobilitate a mediului). Aşa cum a fost analizat mai sus, în capitolul 13, ecuaţiile acestui câmp sunt: 
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unde se presupune, implicit, că şi câmpul electrocinetic satisface ecuaţiile regimului său staţionar, analizate în capiolul 16. În particular, în ecuaţia constitutivă magnetică este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul magnetic în cazul substanţelor lineare,  ( = ((H)  în cazul substanţelor nelineare, iar  ( ( 
[image: image6.wmf]m

  (tensor) în cazul substanţelor anisotrope. 


1. Ecuaţiile câmpului magnetic staţionar – particularizare a legilor fenomenelor electromagnetice la condiţiile regimului staţionar al câmpului magnetic – au câteva  consecinţe  importante. 


(1)  Legea fluxului magnetic, în forma ei locală, 
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implică posibilitatea definirii unei funcţii vectoriale de poziţie, numită potenţial magnetic vector,  
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)

r

r

r

A

 , astfel încât, ţinând seama şi de formula lui Stokes, 
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Anularea, în orice punct, a divergenţei inducţiei magnetice  
[image: image11.wmf]B
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 , îndreptăţeşte şi denumirea de  câmp solenoidal  atribuită câmpului magnetic staţionar. 


Trebuie reamintit faptul că potenţialul vector trebuie precizat prin condiţii suplimentare, care constituie convenţia de etalonare a acestuia. În limitele unei convenţii de etalonare fixate arbitrar în termenii ecuaţiei 
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potenţialul magnetic vector este definit cu aproximaţia gradientului unei funcţii armonice fixate arbitrar, 
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echivalenţa fiind înţeleasă în sensul că cele două potenţiale echivalente determină aceeaşi inducţie magnetică, păstrând aceeaşi condiţie de etalonare. În particular, condiţia de etalonare cea mai folosită este cea a unui potenţial vector de asemenea solenoidal, 
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  (etalonare de tip Coulomb), cu funcţia armonică suplimentară identic nulă,  
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Studiul câmpului magnetic staţionar presupune operarea, în fiecare punct, cu perechea de vectori ai câmpului magnetic  
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 , deci cu şase necunoscute scalare (componentele acestor vectori), sau chiar cu numai trei necunoscute scalare (componente ale unuia din vectori) dacă celălalt poate fi obţinut ulterior din ecuaţia constitutivă. O abordare echivalentă curentă a câmpului magnetic staţionar este aceea care foloseşte potenţialul magnetic vector drept necunoscută intermediară. Chiar dacă simplificarea adusă de această abordare nu este atât de mare cât ar fi fost în cazul operării cu un potenţial scalar, există situaţii în care este preferată folosirea potenţialului magnetic vector  
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(2)  Liniile de câmp ale inducţiei magnetice sunt (în orice regim) linii închise (mai precis, nu sunt linii deschise). Într-adevăr, presupunând că ar exista linii de curent deschise, între câte un punct sursă şi un punct drenă, fie considerat un punct sursă, înconjurat de o suprafaţă închisă  ( , cu normala exterioară  
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 , foarte apropiată de acesta. Fluxul magnetic prin suprafaţă ar fi  
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 , ceea ce contrazice legea fluxului magnetic,  
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 . Contradicţia la care s-a ajuns arată că presupunerea existenţei liniilor de inducţie magnetică deschise este falsă – liniile inducţiei magnetice sunt neapărat închise (în orice regim). 


(3)  Teorema refracţiei liniilor câmpului magnetic  la interfaţa fără pânză de curent dintre medii isotrope fără magnetizaţie permanentă stabileşte relaţia dintre unghiurile făcute de liniile câmpului magnetic şi normala la interfaţa dintre medii (fig. 17.1), 
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Într-adevăr, solenoidalitatea câmpului magnetic,  
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 , este echivalentă conservării componentei normale a inducţiei magnetice la interfaţă,  
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 . Pe de altă parte, absenţa pânzei de curent pe interfaţă,  
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 , implică şi conservarea componentei tangenţiale a intensităţii câmpului magnetic la interfaţă, în planul ce conţine acest vector şi versorul normal  
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  la suprafaţă, 
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ceee ce, ţinând seama de faptul că  
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 , demonstrează teorema. 


În conformitate cu acest rezultat, atunci când o linie de câmp magnetic trece dintr-un mediu mai permeabil într-un mediu mai puţin permeabil  (
[image: image29.wmf]1

2

m

m

>

) , ea se apropie de normală. În particular, într-un domeniu cu permeabilitate de ordinul lui  
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 , liniile câmpului magnetic sunt normale suprafeţei unui domeniu  1  cu permeabilitate relativă foarte mare (zis feromagnetic,  cu  
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  la domeniul perfect permeabil  (
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), atunci în afara acestuia unghiul inducţiei magnetice (şi intensităţii câmpului magnetic) cu normala este nul, 
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      Fig. 17.1. 





 Fig. 17.2. 


(4)  Într-un  domeniu perfect permeabil, unde 
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intensitatea câmpului magnetic este nulă (fig. 17.2), 
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(5)  În regim static sau în regim staţionar în domenii fără repartiţie de curent electric – convenţional zis în câmp magnetostatic – este valabilă o consecinţă imediată a teoremei lui Ampere,  teorema potenţialului magnetic scalar, 
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Aceast rezultat este echivalent cu independenţa tensiunii magnetice de traseul de integrare, 
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ceea ce permite introducerea unei funcţii scalare de poziţie, numită potenţial magnetic scalar, 
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unde punctul de referinţă a potenţialului  M0  şi valoarea de referinţă  Vm(M0)  a potenţialului sunt fixate arbitrar, astfel încât 
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Studiul câmpului zis magnetostatic presupune operarea, în fiecare punct, cu perechea de vectori ai câmpului magnetic  
[image: image45.wmf](
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 , deci cu şase necunoscute scalare (componentele acestor vectori), sau chiar cu numai trei necunoscute scalare (componente ale unuia din vectori) dacă celălalt poate fi obţinut ulterior din ecuaţia constitutivă. Această abordare poate fi mult simplificată dacă acest câmp este studiat folosind ca necunoscută intermediară potenţialul magnetic scalar, adică o singură necunoscută scalară în fiecare punct, 
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În condiţiile amintite câmpul zis magnetostatic este un câmp potenţial  (derivat dintr-un potenţial scalar) numit, echivalent, şi  câmp irotaţional, deoarece 
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O observaţie importantă trebuie făcută în legătură cu folosirea potenţialului magnetic scalar. În regiuni în care există repartiţie de curent electric staţionar – în particular, filiformă – având linii de curent (trasee) închise, se impun precauţii în operarea cu potenţialul magnetic scalar. Dacă se calculează tensiunea magnetică între două puncte, 
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într-un domeniu unde există un contur (filifom)  ('  parcurs de curent staţionar (fig 17.3), atunci sunt obţinute rezultate diferite pentru curbe  AMB  şi  ANB  în cazul în care conturul  ( = AMBNA  înlănţuie conturul conductor  ('  – traseul curentului electric  i . În această situaţie  
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 , ceea ce contrazice evident condiţiile de aplicabilitate a teoremei potenţialului magnetic scalar. 


Pentru a putea încă utiliza modalitatea simplă de studiu al câmpului magnetic în termenii potenţialului magnetic scalar se poate apela la un artificiu: este exclusă formal posibilitatea manifestării contradicţiei menţionate introducând în domeniul de studiu aşa numite  tăieturi – suprafeţe de tipul  
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  bordate de trasee închise ale curentului electric. Asemenea tăieturi, formal excluse din domeniu, nu trebuie intersectate prin trasee de integrare pentru calculul tensiunii magnetice, interzicându-se astfel situaţiile contradictorii ca cea analizată mai sus. Mai precis, pentru a permite totuşi intersectarea unei tăieturi prin trasee de calcul al tensiunii magnetice, trebuie admis că traversarea unei semenea tăieturi, în sensul asociat sensului curentului prin bordul tăieturii după regula mâinii drepte, se face cu un  salt de tensiune magnetică 
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      Fig. 17.3. 



          Fig. 17.4. 


(6)  În aşa zisul câmp magnetostatic, sau într-un domeniu unde este definit un potenţial magnetic scalar, liniile intensităţii câmpului magnetic sunt normale suprafeţelor echipotenţiale. Într-adevăr, tensiunea magnetică între punctele  M , N  aflate la o distanţă elementară  
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  pe o suprafaţă echipotenţială  Vm = const.  (fig. 17.4) este, în acelaşi timp, 
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unde  (  este unghiul dintre vectorii  
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  şi  
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 . Egalarea celor două expresii duce la ecuaţia  cos( = 0 , adică  ( = (/2 . 


2. Alte  relaţii importante  referitoare la câmpul magnetic staţionar, obţinute drept consecinţe ale sistemului ecuaţiilor câmpului electromagnetic, şi aplicabile evident în regim staţionar, sunt cele care definesc  energia  şi  coenergia magnetică  acumulate în câmpul magnetic dintr-un domeniu  D( , 
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în termenii densităţilor de energie corespunzătoare, în substanţe (magnetic) lineare, 
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respectiv nelineare, 
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Este aplicabilă, de asemenea, relaţia de calcul pentru forţa magnetică asupra substanţei dintr-un domeniu  D( , 
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în termenii densităţii de volum a forţei magnetice, 



[image: image65.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

+

´

=

t

m

t

m

2

2

2

2

H

H

m

grad

grad

B

J

f

r

r

r

   , 

unde  (  este densitatea de masă a substanţei în care se manifestă efecte magnetostrictive. 


În fine, este aplicabilă şi  teorema forţelor generalizate în câmp magnetic, 
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unde  Xm  este de fapt proiecţia, pe direcţia coordonatei generalizate  x  asociate, a forţei generalizate care acţionează, astfel încât o valoare pozitivă a forţei generalizate înseamnă că aceasta acţionează în sensul creşterii coordonatei generalizate corespunzătoare, iar o valoare negativă a forţei generalizate înseamnă că aceasta acţionează în sensul descreşterii coordonatei generalizate asociate. 


17.2.  Obiecte  magnetizate  în  câmp  magnetic  staţionar 

Câmpul magnetic este determinat nu numai de curenţi electrici ci şi de obiectele magnetizate. Este atunci importantă analizarea modului în care poate fi calculat câmpul magnetic produs de obiecte magnetizate. O metodă simplă de calcul al câmpului magnetic staţionar produs în vid de un obiect magnetizat este aceea care echivalează o distribuţie dată a magnetizaţiei printr-o distribuţie asociată a unor curenţi, zişi amperieni, echivalenţi magnetizaţiei. Pentru a ajunge la o asemenea echivalare este necesară considerarea unui sistem magnetic special, numit buclă de curent (electric). 


1.  Bucla de curent (electric) este un sistem constând dintr-un contur conductor filiform rigid  ( , parcurs de curentul electric  de intensitate  ib , care delimitează suprafaţa  S(  de arie infinitesimală  A  cu versorul normal  
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  asociat sensului curentului după regula mâinii drepte (fig. 17.5). Bucla de curent este caracterizată de  momentul magnetic amperian, definit prin limita 
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şi având ca unitate de măsură în S.I.  1 A(m2 . În particular, deoarece suprafaţa de arie infinitesimală  S(  se restrânge către un punct central al său, ea poate fi aproximată ca fiind o suprafaţă plană. 
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      Fig. 17.5. 




     Fig. 17.6. 


Raţiunea considerării unui asemenea sistem este aceea că acţiunile magnetice exercitate asupra buclei de curent sunt exprimate prin formule asemănătoare celor valabile pentru acţiunile magnetice exercitate asupra unui mic obiect magnetizat. De exemplu, momentul cuplului forţelor magnetice care acţionează în câmp magnetic exterior asupra unei bucle de curent dreptunghiulare, în raport cu o axă normală la câmp trasată prin centrul buclei, plasat în punctul de vector de pozitie  
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r

  către care se restrânge la limită conturul filiform parcurs de curentul  ib  (fig. 17.6), este 
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unde s-a ţinut seama de faptul că  
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 . Deoarece, pe de o parte, momentul cuplului de forţe în raport cu o axă paralelă la câmpul magnetic exterior este nul şi, pe de altă parte, orice buclă de curent poate fi aproximată la limită în maniera folosită mai sus, cu axa după o orientare arbitrară normală la câmpul magnetic, rezultatul obţinut este valabil în general. Similar, se poate arăta că forţa magnetică exercitată în câmp magnetic staţionar asupra buclei de curent este 
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Comparând aceste formule cu formulele care exprimă acţiunile exercitate în câmp magnetic staţionar (în vid) asupra unui mic obiect magnetizat, 
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se conchide că o buclă de curent şi un mic obiect magnetizat sunt echivalente din punctul de vedere al acţiunilor exercitate asupra lor într-un acelaşi câmp magnetic (în vid) dacă este satisfăcută  condiţia de echivalenţă 
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    Fig. 17.7. 


Se poate vedea uşor că o buclă de curent şi un mic obiect magnetizat sunt echivalente şi din punctul de vedere al câmpului magnetic staţionar produs, dacă este satisfăcută aceeaşi condiţie de echivalenţă. Într-adevăr, fie segmentul elementar  
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  de conductor filiform (parte a unui contur) parcurs de curentul  i , plasat într-un acelaşi punct, de vector de poziţie relativ  
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 , în raport cu bucla de curent, respectiv micul obiect magnetizat (fig. 17.7). Conductorul elementar parcurs de curent produce acelaşi câmp magnetic în punctul de vector de poziţie relativ (faţă de el)  
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 , asupra buclei de curent ca şi asupra micului obiect magnetizat. Folosind legea acţiunii şi reacţiunii din mecanică, bucla de curent exercită forţa magnetică  
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  asupra segmentului elementar de conductor filiform parcurs de curent, egală cu forţa  
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  exercitată de micul obiect magetizat asupra aceluiaşi segment de conductor. Or aceasta înseamnă că, pentru orice orientare  
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adică, într-adevăr, în condiţiile satisfacerii relaţiei de echivalenţă  
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 , bucla de curent şi micul obiect magnetizat produc acelaşi câmp magnetic staţionar (în vid). 


2.  Echivalenţa dintre bucla de curent şi micul obiect magnetizat care au acelaşi moment magnetic permite echivalarea unui obiect magnetizat, din punctul de vedere al acţiunilor exercitate asupra sa în câmp magnetic staţionar exterior în vid, ca şi din punctul de vedere al câmpului magnetic staţionar produs în vid, printr-o distribuţie de curenţi amperieni echivalenţi magnetizaţiei. 
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Fig. 17.8. 



        Fig. 17.9. 


Într-adevăr, fie un obiect magnetizat de extensie arbitrară; el poate fi considerat ca divizat într-un număr foarte mare de foarte mici fragmente – mici obiecte magnetizate – de formă cilindrică, cu generatoarele trasate de-a  lungul liniilor magnetizatiei  
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  şi cu bazele normale acesteia (fig. 17.8). Fiecare asemenea foarte mic fragment polarizat,  cu aria bazelor  (S  şi lungime  
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de unde rezultă expresia curentului (zis) amperian al buclei de curent echivalente fragmentului de obiect magnetizat, 
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Distribuţia curenţilor amperieni echivalenţi magnetizaţiei este determinată dacă se poate preciza curentul amperian  
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  care traversează orice suprafaţă  S(  bordată de conturul  (  trasat în obiectul magnetizat. Acest curent, cu sensul de referinţă  asociat sensului conturului  (  după regula mâinii drepte, este, evident, suma (algebrică a) curenţilor buclelor de curent care traversează suprafaţa  S( . Se observă însă că buclele care traversează în întregime suprafaţa considerată contribuie cu un curent total nul, astfel încât trebuie luată în considerare numai contribuţia curenţilor buclelor care înlănţuie conturul  ( . 
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Fig. 17.10. 


După cum se observă în fig. 17.8, curentul amperian care contează în sumă este pozitiv când magetizaţia locală  
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  şi elementul de arc pe conturul  (  subîntind un unghi ascuţit şi este negativ când acest unghi este obtuz. Pentru primul caz, de exemplu (fig. 17.10), curentul amperian care înlănţuie conturul  ( , echivalent fragmentului magnetizat care decupează un segment elementar  
[image: image101.wmf]r

r

D

  din conturul  ( , se poate calcula, drept 
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unde  (  este unghiul dintre segmentele elementare  
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 . Se conchide că intensitatea curentului amperian echivalent magnetizaţiei, care traversează suprafaţa S( , este limita sumei unor asemenea contribuţii elementare când divizarea obiectului magnetizat se rafinează tot mai mult, adică 
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3. Distribuţia curentului amperian echivalent magnetizaţiei este precizată complet dacă este stabilită localizarea sa. 


În domenii de regularitate (derivabilitate şi integrabilitate) a magnetizaţiei este aplicabilă formula lui Stokes, astfel încât 
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Compararea acestei formule cu o distribuţie masivă a curentului amperian echivalent magnetizaţiei prin aceeaşi suprafaţă  S(  oarecare, 
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arată că, în domeniile considerate, acest curent este distribuit local cu densitatea 
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La o interfaţă  S12  dintre domenii de regularitate a magnetizaţiei (fig. 17.11), cu versorul normal  
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  orientat dinspre domeniul 1 către domeniul 2, poate fi aplicată relaţia integrală unui contur  (  trasat prin cele două medii, pentru care suprafaţa  S(  bordată de el intersectează interfaţa după o curbă  C = S( ( S12 . Fie  C1 , cu arcul elementar  
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Relaţia obţinută la limită corespunde unei distribuţii superficiale pe suprafaţa  S12  a curentului amperian echivalent magnetizatiei, care dă o contribuţie la curentul ce traversează curba  C ( S12  arbitrară 



[image: image120.wmf](

)

ò

×

´

=

C

m

S

C

m

d

i

r

n

r

r

r

12

J

   , 

astfel încât rezultă egalitatea integranzilor ultimelor două integrale, 
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Fie acum  
[image: image122.wmf]n
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  versorul normal la suprafaţa  S(  asociat după regula mâinii drepte sensului conturului  ( , şi care constituie sensul de referinţă al curentului amperian calculat; elementul de arc pe conturul  (  poate fi exprimat echivalent prin 
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Egalitatea de mai sus a integranzilor, valabilă pentru orice  dr  şi orice  
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unde  
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    Fig. 17.11. 




    Fig. 17.12. 


În particular, la suprafaţa  S  (cu versorul normalei exterioare  
[image: image135.wmf]n
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) a unui obiect magnetizat plasat în vid (fig. 17.12) se manifestă un curent amperian echivalent magnetizaţiei, cu densitatea superficială 
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Trebuie remarcat că tocmai prezenţa curenţilor amperieni echivalenţi magnetizaţiei în substanţă şi distribuţia (în speţă cea superficială a) acestora face ca, în procedura de caracterizare a câmpului magnetic în substanţă în termenii inducţiei magnetice măsurate în vidul unor fante, să se obţină rezultate diferite în funcţie de orientarea fantei în raport cu magnetizaţia locală. 


17.3.  Metode  de  calcul  al  câmpului  magnetic  staţionar 

Într-o formulare simplă, problema determinării câmpului magnetic staţionar constă în calculul repartiţiei mărimilor câmpului magnetic  
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  într-un domeniu  D(  precizat, inclusiv prin distribuţia parametrului constitutiv de interes  
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, atunci când sunt cunoscute anumite date necesare şi suficiente, exprimate prin condiţiile de unicitate. 


1.  O abordare a problemei determinării câmpului magnetic staţionar, care evită operarea cu şase necunoscute scalare (componentele vectorilor de câmp), este aceea care foloseşte potenţialul magnetic vector drept necunoscută intermediară; odată cunoscută repartiţia potenţialului magnetic vector  
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Ecuaţia potenţialului magnetic vector este obţinută folosind şi legea circuitului magnetic, 
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care duce la 
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sau, în subdomenii omogene (cu  ( = const.), la 
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Rezolvarea unor asemenea ecuaţii cu derivate parţiale de tip eliptic generalizat (ecuaţii Poisson generalizate), în sensul obţinerii unei aşa numite soluţii analitice, adică a unor formule explicite de calcul al potenţialului vector în orice punct din domeniul de interes, este posibilă numai în cazuri cu totul particulare, pentru domenii cu un înalt grad de simetrie şi condiţii de unicitate adecvate. O variantă este aceea a determinării unei soluţii aproximative, zisă numerică, care presupune acceptarea unei aproximări a problemei în limite controlabile. 


Formularea cea mai generală a problemei câmpului magnetic staţionar în medii lineare isotrope presupune determinarea acestuia într-un domeniu  D(  precizat (fig. 17.13), în care există în principiu repartiţii date de curent (inclusiv contururi conductoare filiforme, parcurse de curenţi  ik  şi delimitând suprafeţe prin care sunt prezente fluxuri magnetice  (k) şi repartiţii date de magnetizaţie permanentă. Pornind de la exprimarea energiei magnetice din domeniu în termenii densităţii de energie şi folosind potenţialul magnetic vector drept necunoscută intemediară, se ajunge la  identitatea energetică  a regimului magnetic staţionar, care reprezintă o formulă detaliată de calcul al energiei magnetice din domeniu, 
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unde  VI , SI  sunt domeniile cu repartiţie masivă, respectiv superficială, a curentului electric în domeniu. 


          [image: image147.png]


 






    Fig. 17.13. 


Explicitând şi densitatea energiei magnetice în termenii ecuaţiei constitutive magnetice (cu precizarea domeniului  VM  cu repartiţie a magnetizaţiei permanente  
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) se obţine o identitate pătratică, ce permite să se demonstreze teorema de unicitate a soluţiei problemei: Soluţia problemei câmpului magnetic staţionar este unic determinată în domeniul  D(  dacă sunt date următoarele  condiţii de unicitate: 

      Condiţiile de surse  
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      Condiţiile de frontieră  
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Teorema de unicitate a soluţiei problemei câmpului magnetatic staţionar rămâne valabilă şi în cazul mediilor lineare anisotrope, ca şi în cazul mediilor monoton nelineare. 


În plus, în cazul unor medii lineare (isotrope sau anisotrope) este valabilă teorema de superpoziţie a soluţiilor problemei câmpului magnetic staţionar: o combinaţie lineară a condiţiilor de unicitate determină univoc ca soluţie aceeaşi combinaţie lineară a soluţiilor particulare, determinate separat de fiecare condiţie de unicitate în parte, 
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2. În multe situaţii particulare de interes pot fi însă utilizate  metode elementare  de calcul al câmpului magnetic staţionar, adaptând unor restricţii specificate abordarea generală a problemei. 


Operarea cu potenţialul magnetic vector necesită câteva precizări care sunt aici expuse într-o abordare locală simplă, ce permite o interpretare imediată. Fie  P  un punct regulat al suprafeţei  SA  (în jurul căruia normala variază continuu), unde suprafaţa poate fi asimilată planului ei tangent, şi fie considerat sistemul de axe cartesiene  Pxyz  cu axa  Pz  normală suprafeţei (planului tangent). Notând  
[image: image153.wmf]z

y

x

ˆ

,

ˆ

,

ˆ

  versorii acestor axe de coordonate (fig. 17.14), inducţia magnetică este calculată, în termenii potenţialului magnetic vector, într-un punct de observaţie oarecare, prin 
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iar în particular, în punctul de observaţie  P  pe suprafaţa  SA , unde  
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       Fig. 17.14. 


      Fig. 17.15. 

Observând că 
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în punctul  P  al suprafeţei (planului)  SA  rezultă astfel că 
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O condiţie de frontieră constantă de tipul  
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  pe suprafaţa  SA , adică liniile inducţiei magnetice sunt tangente la suprafaţă în oricare punct al ei. O suprafaţă  SA  de potenţial magnetic vector constant este atunci o suprafaţă de câmp, sau, altfel spus, liniile inducţiei magnetice se află de-a lungul suprafeţelor  
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3. Metoda integrării directe foloseşte formulele lui Biot–Savart–Laplace, în formă extinsă, pentru calculul inducţiei magnetice staţionare într-un mediu linear, isotrop, omogen, infinit extins, 
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unde s-a ţinut seama şi de modalitatea de calcul al câmpului magnetic asociat obiectelor magnetizate prin intermediul distribuţiilor curenţilor amperieni echivalenţi magnetizaţiei în domeniile  DM  sau pe interfeţele  SM . 


În relaţia precedentă  
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  este vectorul de poziţie al punctului de observaţie  P , unde este calculată intensitatea câmpului magnetic,  
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  este vectorul de poziţie al punctului sursă, care parcurge domeniul cu repartiţie a curentului electric, iar  
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  este vectorul de poziţie relativă al punctului de observaţie în raport cu punctul sursă (fig. 17.15). Formula de calcul anterioară este aplicabilă în limitele unei restricţii: contribuţia curenţilor amperieni echivalenţi magnetizaţiei, reprezentaţi prin densităţile corespunzătoare  
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  determinate în punctul sursă, poate fi luată în considerare numai în cazul calculului intensităţii câmpului magnetic  în vid. 


Ca şi în cazul câmpului electrostatic, câmpul magnetic staţionar poate fi calculat şi folosind drept necunoscută intermediară un potenţial – potenţialul magnetic vector – de la care pornind se obţine inducţia magnetică conform cu 
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O formulă relativ simplă pentru calculul direct al potenţialului magnetic vector al câmpului magnetic staţionar într-un mediu linear, isotrop, omogen, infinit extins, poate fi obţinută folosind un artificiu, pornind de la formula lui Biot–Savart–Laplace pentru calculul inducţiei magnetice staţionare produse un contur filiform  ('  parcurs de curent electric staţionar, 
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Ţinând seama de faptul că 



[image: image174.wmf](

)

R

R

R

R

R

R

grad

grad

r

2

2

1

1

1

-

=

-

=

   , 

se observă că în integrandul din formula lui Biot–Savart–Laplace se poate scrie 



[image: image175.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

´

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

´

=

´

3

3

1

1

R

d

R

d

R

d

grad

r

grad

r

R

r

'

'

'

r

r

r

r

   . 

Pe de altă parte, deoarece operaţia de diferenţiere operează asupra variabilei  
[image: image176.wmf]r
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  şi nu asupra variabilei  
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astfel încât se conchide că 
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Rezultă atunci că formula lui Biot–Savart–Laplace poate fi rescrisă, echivalent, ca 
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unde s-a ţinut seama de faptul că operaţiile de diferenţiere şi integrare operează asupra unor variabile diferite,  
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 , respectiv  
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 . Comparând această exprimare a inducţiei magnetice cu cea în termenii potenţialului magnetic vector,   
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  , şi ţinând seama de faptul că două câmpuri vectoriale care au acelaşi rotor diferă cel mult prin gradientul unei funcţii arbitrare de poziţie, se obţine 
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Alegerea funcţiei arbitrare  f  este parte a convenţiei de etalonare – pentru păstrarea etalonării ea poate fi aleasă o funcţie armonică, al carei laplacian este nul, 
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sau, în particular, chiar o funcţie constantă. Pe de altă parte, folosind din nou posibilitatea inversării ordinii operaţiilor de derivare şi integrare, folosind şi formula lui Stokes, se calculează 
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unde s-a mai ţinut seama de faptul că derivatele funcţiilor de vectorul de poziţie relativă  
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  în raport cu cordonatele punctului sursă sunt opusele derivatelor în raport cu cordonatele punctului de observaţie, iar 
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Se ajunge astfel la concluzia că, în limitele unei convenţii de etalonare de tip Coulomb,  
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 , potenţialul magnetic vector al câmpului magnetic produs în vid de un contur filiform parcurs de curentul staţionar de intensitate  i  este 
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Exprimat printr-o integrală în termenii sursei elementare de câmp  
[image: image192.wmf]'
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 , potenţialul magnetic vector satisface evident o teoremă de superpoziţie în raport cu asemenea surse de câmp. Astfel, această formulă de calcul, valabilă într-un mediu linear, isotrop, omogen, infinit extins, este aplicabilă imediat la cazul unor repartiţii masive sau superficiale ale curentului electric prin simplele substituţii  
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  pentru domeniile de integrare adecvate. Formula anterioară poate fi aplicată şi unor domenii cu linii de curent deschise, interpretând rezultatul drept contribuţia la potenţialul magnetic vector din punctul de observaţie adusă de partea considerată a unei distribuţii de curent staţionar complete, cu linii închise. De asemenea, formula obţinută poate lua în consideraţie şi contribuţia la potenţialul magnetic vector din partea distribuţiilor curenţilor amperieni echivalenţi magnetizaţiei. Relaţia generală de calcul al potenţialului magnetic vector într-un mediu linear, isotrop, omgen, infinit extins este atunci 
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Formula anterioară presupune convenţia de etalonare coulombiană  
[image: image196.wmf]0
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  a potenţialului magnetic vector şi trebuie reamintit, ca şi în cazul formulei lui Biot–Savart–Laplace, că numai pentru calculul acestuia în vid poate fi luată în considerare contribuţia curenţilor amperieni. 

4. Metoda formelor integrale ale legilor câmpului magnetic este bazată pe folosirea consecinţei legii circuitului magnetic (teorema lui Ampere) şi a legii fluxului magnetic, în formele lor integrale 



[image: image197.wmf]0

,

=

×

=

×

ò

ò

S

G

G

dS

i

d

S

n

r

r

r

r

r

B

      

      

H

   , 

pentru calulul câmpului magnetic staţionar în configuraţii cu simetrie avansată în medii lineare isotrope. Sunt de distins configuraţii bidimensionale (în care mărimile sunt independente de o variabilă spaţială) şi unidimensionale (în care mărimile sunt independente de două variabile spaţiale). 


O configuraţie cu simetrie cilindrică este o configuraţie bidimensională în care repartiţia parametrului constitutiv  (  şi a curentului electric (propriu zis sau amperian), orientat paralel cu o axă de simetrie, are simetrie cilindrică, adică depinde numai de distanţa  r  la axa de simetrie  (  (fig. 17.16). Este uşor de văzut că, în acest caz, modulul intensităţii câmpului magnetic poate depinde doar de distanţa la axa de simetrie şi că vectorul intensităţii câmpului magnetic are doar o componentă tangenţială la cercuri centrate pe axa de simetrie în plane normale la aceasta, 
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unde  
[image: image199.wmf]I
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  este versorul direcţiei curenţilor iar  
[image: image200.wmf]r

r

  este vectorul de poziţie al punctului de observaţie în raport piciorul perpendicularei duse din acest punct pe axa de simetrie  ( . Într-o asemenea situaţie este suficientă aplicarea formei integrale a legii circuitului magnetic (a teoremei lui Ampere) unor contururi circulare  (  în plane normale la axa de simetrie şi centrate pe aceasta, de raze adecvate, pentru a determina intensitatea câmpului magnetic la orice distanţă de axa de simetrie, prin luarea în consideraţie a contribuţiilor curenţilor ce străbat suprafaţa  S(  bordată de fiecare contur ales. 
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 Fig. 17.16. 




 Fig. 17.17. 


O configuraţie cu simetrie plană este o configuraţie unidimensională în care repartiţia parametrului constitutiv  (  şi a curentului electric (propriu zis sau amperian), orientat de-a lungul unei direcţii precizate dintr-un un plan de referinţă, depinde numai de distanţa  x  la acest plan  (  (fig. 17.17). Este uşor de văzut că, în acest caz, modulul intensităţii câmpului magnetic poate depinde doar de distanţa la planul de referinţă şi că vectorul intensităţii câmpului magnetic are doar o componentă paralelă cu acest plan, 
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unde  
[image: image204.wmf]I
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  este versorul direcţiei curenţilor iar  
[image: image205.wmf]n

r

  este versorul normal la planul de referinţă  (  orientat către punctul de observaţie. Într-o asemenea situaţie este suficientă aplicarea formei integrale a legii circuitului magnetic (a teoremei lui Ampere) unor contururi dreptunghiulare  (  în plane normale la direcţia curenţilor, cu laturi normale la planul de referinţă, respectiv paralele cu acesta la distanţe adecvate, pentru a determina intensitatea câmpului magnetic la orice distanţă de planul de referinţă, luând în considerare contribuţiile curenţilor ce străbat suprafaţa  S(  bordată de fiecare contur ales. 


5. Metoda imaginilor magnetice urmăreşte determinarea câmpului magnetic staţionar într-o configuraţie constând din (deobicei două) subdomenii adiacente lineare, isotrope, omogene, fără magnetizaţie permanentă, în unele (unul) din care este dată o distribuţie a curentului electric. 
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     Fig. 17.18. 


Ideea metodei este aceea de a înlocui configuraţia originală cu configuraţii de calcul, în care câte unul din subdomenii este extins în întreg spaţiul, păstrând însă neschimbate condiţiile la interfeţele subdomeniilor din configuraţia iniţială: conservarea componentei normale a inducţiei magnetice şi a componentei tangenţiale a intensitaţii câmpului magnetic (în ipoteza absenţei pânzei de curent la interfaţă), în conformitate cu ecuaţiile la interfaţă 
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Pentru mediul  1 , în care este plasată distribuţia dată de curent, câmpul magnetic este calculat ca fiind produs de această distribuţie şi de o distribuţie imagine de curent, într-un spaţiu omogen de permeabilitate  (1 . Pentru mediul  2 câmpul magnetic este calculat ca fiind produs numai de o distribuţie de current cu valori modificate dar plasată la fel cu distribuţia dată, într-un spaţiu omogen de permeabilitate  (2  (fig. 17.18). Impunerea condiţiilor la interfaţă permite determinarea distribuţiei imagine în mediul  1  şi a distribuţiei modificate din mediul  2  necesare calculului câmpului magnetic în fiecare domeniu. Soluţiiile problemelor în fiecare domeniu de calcul sunt obţinute prin orice metodă aplicabilă calculului câmpului magnetic staţionar într-un domeniu linear, isotrop, omogen, infinit extins. 


Metoda imaginilor magnetice este relativ uşor de aplicat mai ales în cazul bidimensional în care interfeţele subdomeniilor sunt plane ori cilindrice. 


6.  Metoda aproximării liniilor de câmp prin segmente de dreaptă şi arce de cerc este folosită mai ales pentru un calcul aproximativ al permeanţei/reluctanţei, dar poate fi utilizată şi pentru evaluări grosiere ale câmpului magnetic în configuraţii constând din subdomenii lineare, isotrope, omogene. Aproximarea presupune adesea o limitare a domeniului spatial ocupat de câmpul magnetic, astfel încât acesta este concentrat, cu valori mai intense, într-un domeniu mai restrâns decât cel al repartiţiei reale a câmpului. 


Este folosită de la bun început consecinţa legii fluxului magnetic care asigură faptul că fluxul magnetic este conservativ de-a lungul unui tub de flux, (fig. 17.19), 
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Permeanţa unui tronson de tub de flux magnetic, între suprafeţe transversale terminale aflate sub o tensiune magnetică dată (fig. 17.20), este definită ca raportul dintre fluxul magnetic prin tub şi tensiunea magnetică dintre suprafeţele sale transversale terminale, 
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Reluctanţa (magnetică) a aceluiaşi tronson de tub de flux magnetic este reciprocul permeanţei, 
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Unitatea de măsură S.I. a permeanţei este  
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  (henry), iar unitatea de măsură S.I. a reluctanţei (magnetice) este, evident,  1 H–1 . 
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 Fig. 17.19. 




 Fig. 17.20. 


Ipotezele simplificatoare ale metodei sunt: (1) mediul este magnetic linear, isotrop, omogen pe porţiuni, fără polarizaţie permanentă şi fără distribuţie de curent electric; (2) liniile câmpului magnetic sunt aproximate prin segmente de dreaptă şi arce de cerc, racordate fără puncte unghiulare; (3) liniile câmpului magnetic sunt echidistante pe porţiuni (4) Este ignorată refracţia liniilor de câmp la interfaţa dintre subdomenii de permeabilităţi diferite. 

Metoda poate fi generalizată şi la cazurile în care sunt acceptate şi puncte unghiulare la racordarea unor porţiuni de linii de câmp, ca şi la cazurile în care distanţa dintre liniile de câmp are o variaţie impusă. 


În aceste condiţii, ipotezele simplificatoare au câteva importante  consecinţe  imediate. 


(1) Modulul inducţiei magnetice este constant de-a lungul fiecărei linii de câmp într-un tronson de tub de flux de secţiune transversală constantă. Într-adevăr, dacă secţiunile transversale normale ale unui tub de flux dat au aceeaşi arie elementară  dS , suficient de mică pentru ca în punctele ei inducţia magnetică să aibe o repartiţie uniformă, atunci, în conformitate cu consecinţa amintită a legii fluxului magnetic, 
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(2) Modulul intensităţii câmpului magnetic este constant de-a lungul fiecărei porţiuni de linie de câmp într-un tronson de tub de flux de secţiune transversală constantă prin fiecare subdomeniu magnetic omogen. Aceasta este consecinţa afirmaţiei precedente şi a constanţei permeabilităţii în fiecare subdomeniu omogen, 
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Fie acum o linie de câmp magnetic, delimitată de suprafeţe terminale normale  S1 şi S2 , care trece succesiv prin subdomenii omogene de permeabilităţi  (k  pe lungimi  lk  (fig. 17.21). Conform consecinţei (2), tensiunea magnetică dintre suprafeţele terminale, de-a lungul liniei de câmp, este 
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unde  d(  este fluxul magnetic elementar prin suprafaţa transversală normală de arie  dS  a unui tub de flux elementar de-a lungul liniei de câmp considerate. Se obţine atunci pentru un asemenea flux elementar expresia 



[image: image217.wmf](

)

S

d

l

u

d

k

k

k

m

å

=

m

F

   , 

astfel încât fluxul magnetic printr-un tub de flux de secţiune transversală normală dată  S  între suprafeţele terminale normale  S1  şi  S2  aflate sub tensiunea magnetică  um  este 
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     Fig. 17.21. 




      Fig. 17.22. 


Permeanţa elementară asociată tronsonului elementar de tub de flux magnetic considerat este obţinută imediat, 
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iar permeanţa totală dintre suprafeţele transversale terminale de arie  S  considerate este 
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unde suma de la numitor este efectuată de-a lungul liniei de câmp care are terminaţia pe elementul de suprafaţă de integrare. 


În cazul unei probleme bidimensionale, când structura este repetitivă de-a lungul unei direcţii date, pe o lungime  L  foarte mare în raport cu dimensiunile transversale ale structurii (fig. 17.22), admiţând invarianţa repartiţiei câmpului magnetic staţionar de-a lungul direcţiei de repetitivitate (adică neglijând modificările câmpului la capetele structurii), calculul permeanţei poate fi simplificat. Într-adevăr, dacă  
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  este o coordonată de-a lungul uneia dintre curbele determinate în plan transversal direcţiei de repetitivitate de o suprafaţă transversală normală tubului de flux considerat, atunci  dS = Ldx  iar permeanţa este calculată cu formula 
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Presupunând cunoscută tensiunea magnetică dintre suprafeţele transversale terminale ale tubului de flux considerat, se mai poate calcula inducţia magnetică de-a lungul fiecărei linii de câmp, în funcţie de traseul dintre punctele sale terminale, 
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şi intensitatea câmpului magnetic în fiecare subdomeniu omogen  j , 



[image: image226.wmf](

)

å

=

=

k

k

k

j

m

j

j

l

u

B

H

m

m

m

   . 


În virtutea conservării fluxului magnetic de-a lungul unui tub de flux magnetic are sens însumarea reluctanţelor (magnetice ale) tronsoanelor de tub de flux succesive (înseriate). Pe de altă parte, însă, tensiunea magnetică poate fi precis determinată, în funcţie de sursele de câmp magnetic reprezentate de curenţii electrici, numai de-alungul unor linii de câmp închise care înlănţuie contururi parcurse de curent electric. 


De-a lungul unei linii de câmp magnetic într-un  tub de flux magnetic elementar închis  care înlănţuie un contur conductor parcurs de curentul electric de intensitate  I  (fig. 17.23), confom legii circuitului magnetic (teoremei lui Ampere), 
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În consecinţă permeanţa elementară a unui asemenea tub de flux magnetic elementar închis este dată de aceeaşi formulă ca mai înainte, 
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iar permeanţa totală a tubului de flux magnetic închis de arie transversală normală  S  este similar 



[image: image229.wmf](

)

ò

å

=

0

0

S

k

k

k

l

S

d

P

m

   , 

unde suma de la numitor este efectuată de-a lungul liniei de câmp închise  (  ce intersectează o suprafaţă transversală normală de referinţă  S0  pe elementul de suprafaţă de integrare. 


Procedând ca mai sus, mai poate fi calculată inducţia magnetică de-a lungul fiecărei linii de câmp închise, în funcţie de traseul său, 
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şi intensitatea câmpului magnetic în fiecare subdomeniu omogen  j , 
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Se poate arăta că metoda aproximării liniilor de câmp prin segmente de dreaptă şi arce de cerc aproximează permeanţa prin lipsă,  
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     Fig. 17.23. 




       Fig. 17.24. 


În cazul în care tubul de flux elementar are secţiune transversală normală de arie variabilă cu arcul (coordonata)  s  măsurat(ă) de-a lungul liniei de câmp magnetic începând de la o secţiune transversală de referinţă  S0  (fig. 17.24), modulul inducţiei magnetice variază invers proporţional cu aria transversală normală de-a lungul fiecărei linii de câmp într-un tronson de tub de flux de secţiune transversală variabilă. Într-adevăr, procedând ca mai sus, în conformitate cu constanţa amintită a fluxului magnetic de-a lungul unui tub de flux magnetic, 
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şi, corespunzător, intensitatea câmpului magnetic în fiecare subdomeniu omogen de permeabilitate  (k  este 
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Tensiunea magnetică dintre două secţiuni transversale este atunci 
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permeanţa tronsonului de tub de flux elementar considerat este 
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Dacă acum, de-a lungul fiecărei linii de câmp ce intersectează o suprafaţa transversală normală de referinţă  S0  a unui tub de flux pe elementul de integrare  dS0 , este cunoscută variaţia raportului suprafeţelor transversale elementare, 
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în funcţie de deplasarea  s  de-a lungul liniei de câmp, atunci permeanţa totală a unui tronson de tub de flux magnetic rezultă ca 
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În principiu, poate fi construită şi o metodă de aproximare a suprafeţelor echipotenţiale magnetic prin feţe plane, cilindrice şi sferice racordate, dar aceasta este posibil numai în situaţia în care este definit un potenţial magnetic scalar. Aşa cum s-a discutat în secţiunea 17.1, în prezenţa contururilor parcurse de curenţi electrici trebuie însă operat cu tăieturi, ceea ce complică simţitor modalitatea de abordare pentru a o face neinteresantă. 


17.4.  Sistemul  de  bobine  cuplate  magnetic 

1. Un sistem de bobine cuplate magnetic este înţeles aici ca un ansamblu de  n  bobine ideale  
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 , plasate într-un mediu fără magnetizaţie permanentă, care inter-acţionează magnetic între ele şi interacţionează cu exteriorul numai pe la borne, ca un element de circuit. Pentru simplificare este discutat aici un asemenea sistem linear – în care conductoarele bobinelor (presupuse filiforme) şi izolantul dintre ele sunt lineare. 


Bobina ideală reprezintă un asemenea system, degenerat (redus) la un singur element component. În fig. 17.25 este sugerată structura tipică a unui asemenea sistem, în care, pentru simplificare, nu există legături conductive între bobinele sistemului. Starea magnetică a sistemului este caracterizată în termenii curenţilor prin conductoarele bobinelor sistemului şi fluxurile magnetice ale acestora. Sensurile de referinţă pentru aceste mărimi de stare sunt fixate prin indicarea unor aşa numite borne marcate: (1) Sensul de referinţă al curentului prin fiecare bobină este cel care intră prin borna marcată a bobinei (şi iese din cea nemarcată); (2) Fluxul magnetic al fiecărei bobine este fluxul prin suprafaţa bordată de un contur care parcurge conductorul bobinei de la borna marcată către cea nemarcată şi se închide de-a lungul liniei tensiunii la bornele bobinei, sensul de referinţă al fluxului fiind asociat cu acest sens al conturului menţionat în conformitate cu regula mâinii drepte. 
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    Fig. 17.25. 


Ca urmare a absenţei interacţiunii magnetice a sistemului cu exteriorul, în conformitate cu teorema de unicitate a soluţiilor ecuaţiilor câmpului magnetic staţionar, starea acestui câmp în domeniul  D( , ca şi starea magnetică a bobinelor sistemului, este unic determinată de cunoaşterea fie a curenţilor prin fiecare bobină, 
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fie a fluxurilor fiecărei bobine, 



[image: image244.wmf]{

}

{

}

{

}

n

k

k

D

n

k

k

i

,

1

,

1

,

=

=

®

Þ

   

   

B

H

      

      

S

F

r

r

   . 


2.  Influenţarea reciprocă a curenţilor şi fluxurilor bobinelor sistemului de bobine ideale cuplate magnetic este analizată în termenii teoremei superpoziţiei soluţiilor ecuaţiilor câmpului magnetic în medii lineare. 


Dacă sunt stabilite pe rând, prin bobinele sistemului, seturile de condiţii de unicitate  
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 , atunci fluxurile bobinelor sistemului asumă valori notate 
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Dacă apoi prin bobinele sistemului sunt stabiliţi curenţii oarecari  
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  , atunci, în virtutea teoremei de superpoziţie, fluxurile magnetice prin bobinele sistemului sunt date de relaţiile 
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care reprezintă  prima formă a relaţiilor lui Maxwell  pentru sistemul de bobine ideale cuplate magnetic. Coeficienţii  
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 , sunt  inductanţele proprii  (j = k)  şi mutuale  (j ( k), iar ansamblul (matricea) lor caracterizează pe deplin sistemul de bobine cuplate considerat, independent de curenţii ori fluxurile bobinelor sistemului. 


Dacă, invers, sunt stabilite pe rând, prin bobinele sistemului, seturile de condiţii de unicitate  
[image: image252.wmf]{

}

j

s

s

j

¹

=

=

 

 

  

  

,

0

;

1

0

F

F

 , 
[image: image253.wmf]n

j

,

1

=

 , atunci bobinele sistemului sunt parcurse de curenţii 
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Dacă apoi prin bobinele sistemului sunt stabilite fluxurile magnetice oarecari  
[image: image255.wmf]k

F

 , 
[image: image256.wmf]n

k

,

1

=

  , atunci, în virtutea teoremei de superpoziţie, bobinele sistemului sunt parcurse de curenţi daţi de relaţiile 
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care reprezintă  a doua formă a relaţiilor lui Maxwell  pentru sistemul de bobine ideale cuplate magnetic. Coeficienţii  
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 , se numesc  reluctivităţi proprii  (j = k)  şi mutuale  (j ( k), iar ansamblul (matricea) lor caracterizează pe deplin sistemul de bobine cuplate considerat, independent de curenţii ori fluxurile bobinelor sistemului. 


O observaţie imediată este aceea că, în conformitate cu relaţiile lui Maxwell obţinute mai sus, matricile inductanţelor şi reluctivităţilor sunt inverse una alteia, 
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O formulă teoretică pentru calculul direct al inductanţei mutuale dintre două bobine foloseşte exprimarea fluxului magnetic printr-o bobină  j , adică prin conturul  (j  al acesteia, 
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în termenii potenţialului magnetic vector asociat curentului  ik  prin conturul conductor filiform  (k  al bobinei  k  (fig. 17.26), 
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Ţinând seama de definiţia inductivităţii mutuale, combinând ultimele două relaţii se obţine, succesiv, 
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adică, în definitiv, aşa numita formula lui Neuman, 



[image: image263.wmf]ò

ò

×

=

j

k

j

k

k

j

k

j

R

d

d

L

G

G

p

m

r

r

r

r

4

   , 

în care  
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 Fig. 17.26. 




 Fig. 17.27. 


Formula lui Neuman nu poate fi aplicată pentru a calcula inductanţa proprie a unei bobine, deoarece aceasta ar presupune contururi  (k  şi  (j  identice, ceea ce ar determina divergenţa integralei din cauza apariţiei în integrandul formulei a unor valori nule  
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 . O reformulare a problemei poate însă evita această dificultate, prin luarea în considerare a grosimii conductorului bobinei – chiar presupus teoretic filiform – dacă se defineşte atunci conturul  (k  parcurs de curentul  ik  drept conturul teoretic central al bobinei  k  şi se defineşte conturul  (k'  drept un contur trasat pe suprafaţa conductorului de grosime foarte mică, dar nenulă, al aceleiaşi bobine  k  (fig. 17.27). Formula lui Neumann poate fi atunci aplicată pentru a calcula inductanţa proprie exterioară a bobinei considerate, 
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unde  
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Pentru a ţine seama şi de contribuţia fluxului magnetic al bobinei  k  asociat câmpului magnetic interior conductorului presupus filiform, dar de grosime nenulă, printr-o inductanţă proprie interioară, este folosită o definiţie energetică a acesteia. Fie considerată bobina  k  izolată, parcursă de curentul  ik , şi fie presupus cunoscut câmpul magnetic astfel determinat; atunci, în termenii energiei magnetice interioare, asociate câmpului magnetic interior conductorului bobinei, este definită inductanţa proprie interioară, 
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astfel încât inductanţa proprie a bobinei  k  considerate este obţinută drept 
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3. Asupra relaţiilor lui Maxwell pentru sistemul de bobine ideale cuplate magnetic pot fi formulate câteva importante  observaţii. 


(1)  Este valabilă  teorema reciprocităţii: matricile  
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  sunt simetrice, 
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Pentru demonstraţie, fie evaluată variaţia energiei sistemului în procesul de modificare a fluxurilor magnetice ale bobinelor sale. La mărirea fluxului magnetic al bobinei  k  cu  creşterea elementară  d(k  într-un interval de timp elementar  dt , de-a lungul conturului ce bordează suprafata bobinei este indusă tensiunea electromotoare  
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 . Acest proces este asociat unui transfer de putere electromagnetică spre sistem  
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 , pentru compensarea tensiunii induse, care se regăseşte, corespunzător, în creşterea energiei magnetice a sistemului cu incrementul 
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Astfel, în cazul general, variaţia (totală a) energiei magnetice a sistemului este 



[image: image285.wmf]å

=

=

n

k

k

k

m

d

i

W

d

1

F

   . 


Energia magnetică a sistemului fiind funcţie de stare, variaţia sa este o diferenţială totală exactă, ceea ce înseamnă că 
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Pe de altă parte, conform relaţiilor lui Maxwell, 
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În virtutea continuităţii dependenţei de variabile a energiei sistemului se obţine imediat că 
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adică matricea reluctivităţilor este simetrică şi, deoarece  
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 , matricea inductanţelor este şi ea simetrică. 


Teorema reciprocităţii poate fi obţinută şi direct din formula lui Neuman, observând că 
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(2)  În analiza cuplajului magnetic dintre bobine este importantă şi separarea, în fluxul propriu al fiecărei bobine, a părţilor care corespund sau nu cuplajului cu o altă bobină. Fie atunci considerate două bobine ale sistemului, notate pentru convenienţă cu indicii  1  şi  2 , al căror cuplaj magnetic este studiat. 


Dacă în bobina  1  este injectat doar curentul  i1 , atunci în fluxul magnetic  (11  prin fiecare spiră a acestei bobine (numit flux unitar) se distinge o parte care înlănţuie şi spirele bobinei  2 , numit flux unitar util al bobinei  1  faţă de bobina  2 ,  (u21 , şi o altă parte care nu înlănţuie spirele bobinei  2 , numit flux unitar de dispersie al bobinei  1  faţă de bobina  2 ,  (d21  (fig. 17.28), 
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În această relaţie fluxul unitar (prin fiecare spiră) al bobinei  2  determinat de câmpul magnetic produs de curentul  i1 , (21 , este chiar fluxul unitar util al bobinei  1  faţă de bobina  2  şi este luat în modul deoarece contribuţia sa la sumă este totdeauna pozitivă, indiferent de alegerea bornelor marcate ale bobinelor implicate. 
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    Fig. 17.28. 


Inductanţa de dispersie  a bobinei  1  faţă de bobina  2  este definită drept partea din inductanta proprie a bobinei  1  asociată fluxului de dispersie al acesteia în raport cu bobina  2 , 
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Corespunzător separării fluxului unitar propriu al bobinei  1 , pentru inductanţa proprie a bobinei  1  se poate considera atunci descompunerea 
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care pune în evidenţă posibilitatea de a defini şi  inductanţa utilă  a bobinei  1  faţă de bobina  2 , drept parte a inductanţei proprii a bobinei  1  asociată fluxului util al acesteia în raport cu bobina 2 , 
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În mod absolut similar sunt definite inductanţa de dispersie şi inductanţa utilă ale bobinei  2  faţă de bobina  1 , 
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Este uşor de verificat că, în general, pentru perechea de inductanţe utile sau de dispersie între aceleaşi două bobine (cu indicii inversaţi) nu sunt valabile relaţii de reciprocitate (simetrie) de tipul celor stabilite anterior pentru inductanţele mutuale, 
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Un indicator practic al cuplajului între două bobine ale unui sistem de bobine ideale cuplate magnetic este coeficientul de cuplaj magnetic al acestora, definit drept 
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unde  
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  este aici modulul inductanţei mutuale între cele două bobine. Similar, coeficientul de dispersie al celor două bobine cuplate considerate este definit ca  
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Se spune că între două bobine există un cuplaj perfect atunci când 
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În termenii aceleiaşi abordări, două bobine nu sunt cuplate atunci când 
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17.5.  Circuite  magnetice 

1.  Un  circuit magnetic  este un set de domenii de permeabilitate (relativă) foarte mare (numite, pe scurt, feromagnetice) şi de surse de câmp magnetic, funcţionând în regim staţionar sau cuasistaţionar anelectric, domenii unde câmpul magnetic este mult mai intens decât în exterior. Sursele de câmp magnetic sunt reprezentate de magneţi permanenţi sau, cel mai adesea, de bobine parcurse de curent electric – ultimul caz este considerat aici. 
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       Fig. 17.29. 


       Fig. 17.30. 


Raţiunea folosirii circuitelor magnetice este simplă. Fie considerat un câmp magnetic cu distribuţie uniformă într-un anumit domeniu (fig. 17.29 sus) – conform teoremei lui Ampère, intensitatea câmpului magnetic  
[image: image305.wmf]H

r

  este direct determinată de intensitatea curentului electric. Dacă acum în acest domeniu este plasat un fragment de substanţă feromagnetică (de permeabilitate relativă mare), atunci inducţia magnetică  
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  este mult mai intensă în piesa feromagnetică decât în afara ei, iar liniile câmpului magnetic se concentrează în această piesă de mare permeabilitate (fig. 17.29 jos). 


Studiul circuitelor magnetice poate fi simplificat în limitele considerării unor ipoteze simplificatoare: 


1(.  Fluxul magnetic de dispersie este considerat neglijabil, 



[image: image307.wmf]0

disp

@

F

   . 

Semnificaţia acestei aproximaţii este clarificată cu referire la exemplul anterior: în general, există linii de câmp care urmează traseele oferite de domeniile feromagnetice, dar şi linii de câmp – câmp magnetic de dispersie – care, pe anumite porţiuni, ies în afara domeniilor feromagnetice (fig. 17.30). Ipoteza admisă afirmă că este neglijată, ca nesemnificativă, contribuţia câmpului asociat liniilor de câmp de dispersie la fluxul magnetic ce străbate elementele unui circuit magnetic. 


2(. Inducţia magnetică este considerată ca uniform distribuită pe fiecare secţiune transversală  S  (normală linilor de câmp) a circuitului magnetic (fig. 17.31), 
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 Fig. 17.31. 




 Fig. 17.32. 
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O consecinţă imediată este proporţionalitatea dintre fluxul magnetic prin fiecare secţiune transversală (normală) şi inducţia magnetică, 
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unde versorul normalei  
[image: image312.wmf]n

r

  la suprafaţa transversală de arie  S  a fost automat considerat în direcţia inducţiei magnetice locale  
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3(. Intensitatea câmpului magnetic este considerată constantă de-a lungul fiecărei linii de câmp  C  trasată într-o porţiune neramificată, de permeabilitate  (  constantă  şi arie  S  a secţiunii transversale constantă, a circuitului magnetic (fig. 17.32), 
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O consecinţă imediată este proporţionalitatea dintre tensiunea magnetică de-a lungul unei asemenea porţiuni de circuit magnetic şi intensitatea câmpului magnetic, 
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unde segmentul elementar  
[image: image316.wmf]r
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  de-a lungul liniei de câmp de lungime  l  a fost automat considerat în direcţia intensităţii câmpului magnetic local  
[image: image317.wmf]H
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4(. O ipoteză simplificatoare suplimentară se referă la un aşa numit întrefier – un interstiţiu neferomagnetic (de permeabilitate relativă redusă) între două părţi feromagnetice (de permeabilitate relativă mare) ale circuitului magnetic. Lungimea  (  a unui întrefier este considerată de-a lungul liniilor câmpului magnetic, iar suprafaţa sa este considerată suprafaţa transversală  S  a părţilor feromagnetice care delimitează întrefierul (fig. 17.33 stânga). Un studiu riguros al câmpului magnetic arată că liniile de câmp ale acestuia în întrefier sunt aproximativ normale la piesele feromagnetice, astfel încât, de exemplu, într-un întrefier cu suprafeţe delimitatoare paralele, liniile câmpului magnetic sunt în cea mai mare parte paralele, normale acestor suprafeţe, şi sunt curbate către exteriorul structurii doar către marginile structurii – aceasta corespunde unei măriri a suprafeţei transversale a tubului de flux în întrefier faţă de cea din piesele feromagnetice. Ipoteza folosită adesea în tratarea unui întrefier de lungime neglijabilă în raport cu dimensiunile transversale ale sale (simbolic, dacă   
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 ) , constă în neglijarea efectelor de margine (neglijarea curbării liniilor de câmp magnetic, adică a lărgirii suprafeţei transversale a tubului de flux) în întrefier (fig. 17.33 dreapta), 
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    Fig. 17.33. 


2.  Precedentele ipoteze simplificatoare au trei  consecinţe  importante: 


(1) Starea unui circuit magnetic este pe deplin caracterizată de valorile fluxului magnetic  (  în fiecare secţiune transversală (normală) a circuitului. Într-adevăr, odată cunoscută valoarea fluxului magnetic într-o secţiune transversală, conform celei de a doua ipoteze simplificatoare, inducţia magnetică în orice punct al secţiunii este 
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iar intensitatea câmpului magnetic este dedusă imediat din ecuaţia constitutivă a câmpului magnetic în domenii fără magnetizaţie permanentă  (
[image: image322.wmf]0

=

p

M

r

), 



[image: image323.wmf]S

B

H

m

F

m

=

=

   . 

Mai mult, pot fi calculate imediat şi inductanţele bobinelor eventual înfăşurate pe piesele feromagnetice ale circuitului magnetic. Conform primei ipoteze simplificatoare, fluxul magnetic din afara pieselor feromagnetice este neglijat (cu excepţia întrefierurilor), astfel încât fluxul magnetic total printr-o asemenea bobină este 
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unde  N  este numărul de spire ale bobinei considerate iar  (  – fluxul magnetic prin suprafaţa fiecărei spire a ei – este chiar fluxul magnetic prin secţiunea transversală a piesei feromagnetice pe care este înfăşurată bobina (fig. 17.34). Inductanţa bobinei este atunci calculată drept raportul acestui flux produs de un curent precizat şi intensitatea acelui curent electric. 


(2)  Un circuit magnetic poate fi studiat cu referire la o aşa numită linie mediană de câmp magnetic în fiecare porţiune neramificată a circuitului magnetic. Aceasta este linia trasată de-a lungul centrelor secţiunilor transversale (normale) succesive în circuitul magnetic, ca şi cum fluxul magnetic ar fi condus de-a lungul acesteia. O asemenea abordare este justificată prin aceea că, inducţia magnetică fiind considerată uniform distribuită peste orice secţiune transversală, poate fi luată în calcul valoarea ei în orice punct al secţiunii şi, în plus, deoarece intensitatea câmpului magnetic este admisă a fi constantă de-a lungul fiecărei linii de câmp într-o parte neramificată a circuitului magnetic (de permeabilitate şi secţiune transversală constante), este natural să fie luată în calcul linia de câmp de lungime medie. 
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  Fig. 17.34. 




  Fig. 17.35. 


(3)  Poate fi formulată o relaţie simplă între tensiunea magnetică  Um  de-a lungul unui tronson neramificat al circuitului magnetic, de permeabilitate  ( , arie a secţiunii transversale (normale)  S  şi lungime  l  între secţiuni transversale  S1 , S2 , şi fluxul magnetic  (  prin tubul de flux reprezentat de acest tronson (fig. 17.35). Ţinând seama de ecuaţia constitutivă magnetică în absenţa presupusă a magnetizaţiei permanente, tensiunea magnetică dintre secţiunile transversale terminale ale tronsonului de circuit magnetic considerat este proporţională cu fluxul magnetic prin acest tronson, 
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Definind  reluctanţa (magnetică a)  tronsonului de circuit magnetic considerat drept 
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se obţine teorema lui Ohm pentru circuite magnetice, 
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unde tensiunea magnetică şi fluxul magnetic sunt considerate în raport cu acelaşi sens de referinţă. În particular, pentru un tronson de circuit magnetic de lungime  l , de permeabilitate  (  constantă şi arie  S  a secţiunii transversale (normale) constantă, reluctanţa magnetică este 
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 EMBED Equation.3  [image: image331.wmf]S
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În secţiunea 17.3 a fost prezentată o metoda aproximativă de calcul al reluctanţei (magnetice) şi a reciprocei acesteia, permeanţa (magnetică). 


3.  Variabilele de stare ale unui circuit magnetic – ansamblul fluxurilor magnetice prin secţiunile transversale ale pieselor circuitului magnetic – sunt determinate folosind teoremele lui Kirchhoff pentru circuite magnetice. 


Teorema lui Kirchhoff pentru fluxuri (magnetice) se referă la un nod, adică la un punct de ramificaţie a liniilor mediane de câmp magnetic sau, mai corect, la o regiune de ramificare a fluxurilor magnetice în circuitul magnetic (fig. 17.36). Regiunea de ramificare a fluxurilor magnetice (sau nodul  a  corespunzător) poate fi inclusă într-o suprafaţă închisă  (  care să intersecteze toate părţile feromagnetice ale circuitului magnetic conţinând liniile mediane de câmp concurente în nod. Conform legii fluxului magnetic pentru suprafaţa  ( , 
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Ţinând seama de prima ipoteză simplificatoare, fluxul magnetic total prin suprafaţa închisă  (  se reduce la suma algebrică a fluxurilor magnetice prin secţiunile  Sk  ale pieselor feromagnetice ale circuitului magnetic intersectate de suprafaţa  ( , adică la suma algebrică a fluxurilor magnetice  (k  asociate liniilor mediane de câmp concurente în nodul  a , 
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Rezultă imediat că suma algebrică a fluxurilor magnetice concurente într-un nod al circuitului magnetic este nulă, 
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unde semnul plus este atribuit fluxurilor magnetice care ies din nod iar semnul minus este atribuit fluxurilor magnetice care intră în nod. 
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       Fig. 17.36. 



          Fig. 17.37. 


Teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni (magnetice) este formulată pentru o buclă  p  (fig. 17.37) considerată într-un circuit magnetic drept reuniunea unor laturi  k  de-a lungul unui contur  (  care urmăreşte liniile mediane din laturi succesive. Legea lui Ampère exprimată în condiţiile regimului cuasistaţionar anelectric pentru acest contur este 
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Tensiunea magnetomotoare din membrul stâng este în definitiv suma algebrică a tensiunilor magnetice  Umk  de-a lungul liniilor mediane  Ck  ale laturilor  k  succesive ale conturului  ( , adică ale buclei  p , 
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ţinând seama şi de teorema lui Ohm pentru circuite magnetice pentru fiecare latură  k , aceasta se reduce la 
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Pe de altă parte, intensitatea curentului electric total care intersectează suprafaţa  S(  în direcţia  
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  asociată direcţiei conturului  (  conform regulii mâinii drepte, este 
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Referirea la versorul normalei  
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  pentru determinarea semnului acestor aşa numite  amper–spire  Nkik  ale bobinelor înfăşurate pe laturile buclei considerate poate fi înlocuită cu referirea directă la sensul de referintă al buclei (al conturului  (): se observă din figură că amper–spire pozitive (când curentul intersectează suprafaţa  S(  în direcţia normalei  
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)  corespund faptului că direcţia curentului şi sensul buclei sunt asociate conform regulii mâinii drepte, în timp ce amper–spire negative (când curentul intersectează suprafaţa  S(  în sens opus direcţiei normalei  
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)  corespund faptului că direcţia curentului şi sensul buclei sunt asociate conform unei reguli a mâinii stângi. Egalând expresiile obţinute pentru cei doi membri se ajunge la 



[image: image344.wmf](

)

(

)

  

  

å

å

Î

Î

=

p

k

k

k

p

k

k

k

m

i

N

R

F

   : 

suma algebrică a tensiunilor magnetice de-alungul laturilor unei bucle de circuit magnetic este egală cu suma algebrică a amper–spirelor bobinelor înfăşurate pe laturile aceleiaşi bucle. 


Ecuaţiile lui Kirchhoff pentru circuite magnetice deduse mai sus, împreună cu ecuaţia lui Ohm pentru circuite magnetice şi cu relaţia de calcul a reluctanţei (magnetice a) tronsonului de circuit magnetic, sunt similare ecuaţiilor lui Kirchhoff (în absenţa generatoarelor de curent), ecuaţiei lui Ohm (pentru rezistoare) pentru circuite de curent continuu şi relaţiei de calcul a rezistenţei (electrice a) unei porţiuni de conductor filiform: 
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În  limitele  ipotezelor  enunţate  mai  sus, se  poate stabili, deci, o  analogie  între 
circuitele magnetice şi circuitele de curent continuu, exprimată în tabelul alăturat, 

	Circuite magnetice
	(
	Um
	N i
	Rm
	(

	Circuite de curent continuu
	I
	U
	E
	R
	( = 1/(



O consecinţă imediată a acestei analogii este faptul că toate teoremele valabile pentru circuite de curent continuu lineare (fără generatoare de curent) pot fi transpuse în teoreme similare pentru circuite magnetice lineare. 

17.6.  Câmpul  magnetostatic 

Câmpul magnetostatic este reprezentat de perechea de vectori ai câmpului magnetic  
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  în condiţiile regimului static,  
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. Acest câmp rezultă astfel a fi un caz particular al câmpului magnetic staţionar, fiind caracterizat de ecuaţiile 
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În particular, în ecuaţia constitutivă magnetică este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul magnetic în cazul substanţelor lineare,  ( = ((H)  în cazul substanţelor nelineare, iar  ( ( 
[image: image351.wmf]m

  (tensor) în cazul substanţelor anizotrope. 


1. Şi aici, ca şi în cazul câmpului electrocinetic pseudostaţionar, solenoidalitatea inducţiei magnetice, împreună cu irotaţionalitatea intensităţii câmpului magnetostatic, fac posibile două abordări. 


Ca şi în cazul câmpului magnetic staţionar, ecuaţia de solenoidalitate a câmpului magnetostatic,  
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 , permite abordarea sa în termenii unui potenţial magnetic vector astfel încât 
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Această abordare este suplimentată de constatarea analogiei dintre ecuaţiile câmpului magnetostatic şi cele ale câmpului magnetic staţionar (secţiunea 17.1) în domenii fără distribuţie de curent electric de conducţie  
[image: image355.wmf](

)

0

,

,

=

S

i

J

J

r

r

 . Astfel, analogia dintre câmpul magnetostatic şi câmpul magnetic staţionar în domenii fără distribuţie de curent electric de conducţie se rezumă la  reducerea  celui de al doilea la primul. 


2. Ca şi în cazul câmpului electrostatic, ecuaţia de irotaţionalitate a câmpului magnetostatic, 
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punct,  
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Potenţialul magnetic scalar este definit ca 
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unde sunt fixate arbitrar punctul  
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  de referinţă a potenţialului şi valoarea sa de referinţă  
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 . Studiul câmpului magnetostatic poate fi atunci simplificat la studiul unei singure funcţii scalare: în orice punct din domeniul de interes, în termenii potenţialului magnetic scalar, vectorii câmpului magnetostatic sunt obţinuţi simplu drept 
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Ecuaţia potenţialului magnetic scalar se obţine simplu din ecuaţia rămasă a câmpului magnetostatic staţionar, 



[image: image363.wmf](

)

Û

=

+

-

Û

=

      

M

      

      

B

0

div

0

div

0

p

m

V

r

r

m

m

grad

   , 



[image: image364.wmf](

)

p

m

V

M

      

r

div

div

0

m

m

=

Û

grad

   . 

În particular, în domenii omogene  (( = const.), ecuaţia precedentă de tip Poisson devine 
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Ecuaţiile obţinute, rescrise sub forma 
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sunt similare ecuaţiilor de tip Poisson obţinute anterior, în secţiunea 15.4 pentru potenţialul electrostatic, în absenta sarcinii electrice propriu zise  
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Poate fi atunci stabilită o analogie între câmpul electrostatic în domenii izolante fără distribuţie de sarcină electrică  
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 , caracterizat de ecuaţiile 
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şi câmpul magnetostatic, caracterizat de ecuaţiile prezentate anterior, analogie rezumată în tabelul de mai jos. 

	Câmp 
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În particular, tabelul de analogie dintre câmpul electrostatic în izolanţi fără distribuţie de sarcină electrică propriu zisă şi câmpul magnetostatic pune în evidenţă similitudinea dintre densităţi ale sarcinii dipolare echivalente polarizaţiei, 
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şi densităţi ale unor sarcini magnetice fictive, echivalente magnetizaţiei, 
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De asemenea, la suprafaţa  S  (cu versorul normalei exterioare  
[image: image386.wmf]n
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) a unui obiect magnetizat plasat în vid se manifestă sarcini magnetice (fictive) echivalente magnetizaţiei, cu densitatea superficială 
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   Fig. 17.38. 


Aceasta înseamnă că în domenii lineare, omogene, infinit extinse, pot fi aplicate relaţii de calcul al câmpului magnetostatic de genul formulelor lui Coulomb, 
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unde  Dm  sunt domeniile cu magnetizaţie iar  Sm  sunt interfeţele cu salt al magnetizaţiei. 


Este evident că, fiind un caz particular al câmpului magnetic staţionar, în câmp magnetostatic sunt valabile aspectele caracteristice câmpului magnetic invariant în timp discutate în secţiunea  17.1. 


Un exemplu ilustrativ este cel al unui cilindru circular drept, magnetizat cu o magnetizaţie uniformă  
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 (fig. 17.38): câmpul magnetic produs de acesta poate fi calculat fie în termenii curenţilor amperieni cu distribuţie masivă  
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  pe suprafaţa laterală (similară unui solenoid de lungime finită), fie în termenii sacinilor magnetice (fictive) cu densitate de volum  
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Soluţiile problemelor asociate arată că, în timp ce în afara obiectului magnetizat cele două abordări duc la acelaşi rezultat, în interiorul obiectului magnetizat intensitatea câmpului magnetic rezultă a fi oarecum opusă inducţiei magnetice, manifestându-se ca un aşa zis  câmp demagnetizant. 
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