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16.  SISTEME  CU  CÂMP  ELECTROCINETIC 
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


16.  SISTEME  CU  CÂMP  ELECTROCINETIC 


16.1.  Relaţii  fundamentale 


Câmpul electrocinetic este reprezentat de perechea de vectori  
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 , în condiţiile regimului staţionar,  
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  (incluzând condiţia de imobilitate a mediului). Acest câmp este caracterizat prin ecuaţiile 
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În particular, în ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice este subînţeles că  ( = const., independent de câmpul electric ori  ( = const., independent de densitatea curentului electric de conducţie în cazul substanţelor lineare,  ( = ((E)  ori  ( = ((J)  în cazul substanţelor nelineare, iar  ( ( 
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  ori  ( ( 
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  (tensori) în cazul substanţelor anizotrope. 


Pe de altă parte, însă, regimul cuasistaţionar conductiv al câmpul electromagnetic este caracterizat prin aceleaşi ecuaţii ca şi câmpul electrocinetic staţionar, cu singura diferenţă că în ecuaţii poate apărea formal şi variabila temporală  t , dar ca simplu parametru. De aceea cele două situaţii pot fi studiate împreună, absolut identic, ca regim electrocinetic pesudostaţionar. 


1. Ecuaţiile câmpului electrocinetic pseudostaţionar – particularizare a legilor fenomenelor electromagnetice la condiţiile regimului pseudostaţionar al câmpului electrocinetic – au câteva  consecinţe  importante. 


(1)  După cum este cunoscut din consecinţele legii inducţiei electromagnetice, teorema potenţialului electric, 
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este echivalentă cu independenţa tensiunii electrice de traseul de integrare, 
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Aceasta permite introducerea unei funcţii scalare de poziţie, numită potenţial electric, 
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unde punctul de referinţă al potenţialului  M0  şi valoarea de referinţă  V(M0)  a potenţialului sunt fixate arbitrar, astfel încât 
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Studiul câmpului electrocinetic presupune operarea, în fiecare punct, cu perechea de vectori ai câmpului electrocinetic  
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 , deci cu şase necunoscute scalare (componentele acestor vectori), sau chiar cu numai trei necunoscute scalare (componente ale unuia din vectori) dacă celălalt poate fi obţinut ulterior din ecuaţia constitutivă. Această abordare poate fi mult simplificată dacă este folosită ca necunoscută intermediară potenţialul electric, adică o singură necunoscută scalară în fiecare punct, 
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Aceasta îndreptăţeşte denumirea de câmp potenţial  (derivat dintr-un potenţial scalar) atribuită câmpului electrocinetic, numit, echivalent, şi  câmp irotaţional, deoarece 
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(2) Liniile intensităţii câmpului electric sunt normale suprafeţelor echipotenţiale. Într-adevăr, tensiunea electrică între punctele  M , N  aflate la o distanţă elementară  
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  pe o suprafaţă echipotenţială  V = const.  (fig. 16.1) este, în acelaşi timp, 
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unde  (  este unghiul dintre vectorii  
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 . Egalarea celor două expresii duce la ecuaţia  cos( = 0 , adică  ( = (/2 . 
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      Fig. 16.1. 




          Fig. 16.2. 


(3) Teorema refracţiei liniilor câmpului electric la interfaţa dintre medii isotrope fără mărimi imprimate stabileşte relaţia dintre unghiurile făcute de liniile câmpului electric şi normala la interfaţa dintre medii (fig. 16.2), 
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Într-adevăr, irotaţionalitatea câmpului electric,  
[image: image25.wmf]0

=

E

r

rot

 , este echivalentă conservării componentei tangenţiale a intensităţii câmpului electric la interfaţă,  
[image: image26.wmf]2

1

t

t

E

E

=

 , în planul ce conţine acest vector şi versorul normal  
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  la suprafaţă. Pe de altă parte, absenţa variaţiei în timp a densităţii superficiale a sarcinii electrice pe interfaţă,  
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 , implică şi conservarea componentei normale a densităţii curentului electric la interfaţă, 
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 . Raportul ultimelor relaţii duce succesiv la 



[image: image30.wmf]2

1

2

2

1

1

2

2

2

1

1

1

2

2

1

1

s

s

s

s

=

Û

=

Û

=

n

t

n

t

n

t

n

t

n

t

n

t

E

E

E

E

E

E

E

E

J

E

J

E

      

      

      

      

   , 

ceee ce, ţinând seama de faptul că  
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 , demonstrează teorema. 


În conformitate cu acest rezultat, atunci când o linie de câmp electric trece dintr-un mediu mai conductor într-un mediu mai puţin conductor, ea se apropie de normală. În particular, într-un domeniu conductor isotrop, liniile câmpului electrocinetic sunt normale suprafeţei unui domeniu perfect conductor: dacă  
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  este normala exterioară  
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  la domeniul 1 perfect conductor, atunci în afara acestuia unghiul intensităţii câmpului electric (şi densităţii de curent) cu normala este nul, 
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(4) Într-un domeniu perfect conductor, unde 
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este valabilă teorema echilibrului electrocinetic, 
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într-un conductor perfect intensitatea câmpului electric este opusa intensităţii câmpului electric imprimat, 
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În particular, în conductoare perfecte omogene  (fără câmp electric imprimat), intensitatea câmpului electric este nulă (fig. 16.3), 
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        Fig. 16.3. 


(5) O consecinţă imediată a teoremei echilibrului electrocinetic este echi-potenţialitatea fiecărui domeniu omogen perfect conductor (fig. 16.3). Într-adevăr, diferenţa de potenţial dintre oricare două puncte  M , N , ale unui asemenea domeniu, ca integrală de linie a intensităţii câmpului electric nul, este nulă, 
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În particular, ţinând seama de consecinţa (2) de mai sus, se regăseşte afirmaţia de la consecinţa (3), anume că intensitatea câmpului electric exterior unui domeniu omogen perfect conductor este normală la interfaţa acestuia cu domenii conductoare imperfecte (fig. 16.3). 


(6)  O altă consecinţă imediată a teoremei echilibrului electrocinetic este acea că, într-un domeniu linear omogen perfect conductor, sarcina electrică nu are repartiţie volumică, 
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  (fig. 16.3). Într-adevăr, conform teoremei continuităţii curentului electric şi ecuaţiei constitutive electrice (în absenţa evidentă a polarizaţiei permanente), 
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(7) Consecinţa legii conservării sarcinii electrice, teorema continuităţii curentului electric, în forma ei locală, 



[image: image43.wmf]0

div

=

J

r

   , 

implică posibilitatea definirii unei funcţii vectoriale de poziţie, numită potenţial electrocinetic vector,  
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 , astfel încât, ţinând seama şi de formula lui Stokes, 
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Anularea, în orice punct, a divergenţei densităţii curentului electric  
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  îndreptăţeşte şi denumirea de  câmp solenoidal  atribuită câmpului electrocinetic. 


Trebuie reamintit faptul că potenţialul vector trebuie precizat de condiţii suplimentare, care constituie convenţia de etalonare a acestuia. În limitele unei convenţii de etalonare fixate arbitrar în termenii ecuaţiei 
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potenţialul electrocinetic vector este definit cu aproximaţia gradientului unei funcţii armonice fixate arbitrar, 
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echivalenţa fiind înţeleasă în sensul că cele două potenţiale echivalente determină aceeaşi densitate de curent, păstrând aceeaşi condiţie de etalonare. În particular, condiţia de etalonare cea mai simplă folosită este cea a unui potenţial vector de asemenea solenoidal, 
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  (etalonare de tip Coulomb), cu funcţia armonică suplimentară identic nulă,  
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Studiul câmpului electrocinetic presupune operarea, în fiecare punct, cu perechea de vectori ai câmpului electrocinetic  
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 , deci cu şase necunoscute scalare (componentele acestor vectori), sau chiar cu numai trei necunoscute scalare (componente ale unuia din vectori) dacă celălalt poate fi obţinut ulterior din ecuaţia constitutivă. O abordare echivalentă a studiului câmpului electrocinetic pseudostaţionar este aceea care foloseşte potenţialul electrocinetic vector drept necunoscută intermediară. Chiar dacă simplificarea adusă de această abordare nu este atât de mare ca în cazul operării cu potenţialul electrocinetic scalar  
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 , există situaţii în care este preferată folosirea potenţialului electrocinetic vector  
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(8) Liniile curentului electric în regim pseudostaţionar sunt linii închise. Într-adevăr, presupunând că ar exista linii de curent deschise, între câte un punct sursă şi un punct drenă, fie considerat un punct sursă, înconjurat de o suprafaţă închisă  ( , cu normala exterioară  
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 , foarte apropiată de acesta. Intensitatea curentului electric prin suprafaţa închisă ar fi  
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 , ceea ce contrazice teorema continuităţii curentului electric,  
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 . Contradicţia la care s-a ajuns arată că presupunerea existenţei liniilor de curent deschise este falsă – liniile curentului electric în regim pseudostaţionar sunt neapărat închise. 


(9) În conformitate cu teorema relaxaţiei sarcinii electrice, în regim cuasistaţionar, sarcina electrică este repartizată superficial în conductoarele lineare omogene fără mărimi imprimate sau permanente. 


Într-adevăr, ţinând seama de formele locale ale legii conservării sarcinii şi legii fluxului electric, combinată cu ecuaţia constitutivă a conducţiei electrice, se obţine ecuaţia diferenţială a densităţii volumice a sarcinii electrice, 
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Cu condiţia iniţială  
[image: image61.wmf](

)

0

0

V

V

r

r

=

 , ecuaţia diferenţială se integrează imediat la soluţia 
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este  constanta de timp de relaxaţie  a sarcinii electrice: orice densitate volumică, iniţial posibilă, a sarcinii electrice dintr-un conductor omogen tinde exponenţial către zero, micşorându-se de  e = 2.72  ori după fiecare interval de timp  ( . 


Teorema relaxaţiei sarcinii electrice are două implicaţii: (a) Până la frecvenţe foarte înalte (de ordinul a  1015 Hz)  orice conductor poate fi considerat instantaneu neutru din punct de vedere electric, sarcina electrică a sa fiind acumulată doar superficial. (b) Criteriul cel mai potrivit pentru a clasifica substanţele în conductoare şi izolanţi este cel bazat pe valoarea constantei de timp de relaxaţie: pot fi considerate izolante substanţele pentru care  (  este cel puţin de ordinul a  1 s  şi pot fi considerate conductoare substanţele pentru care  (  este mai mic decât  10–7 s . 


2. Alte  relaţii importante  referitoare la câmpul electrocinetic, obţinute drept consecinţe ale sistemului ecuaţiilor câmpului electromagnetic, şi aplicabile evident în regim pseudostaţionar, sunt cele care privesc aspectele energetice asociate conducţiei electrice. 


Puterea electromagnetică transferată de la câmpul electric către substanţa conductoare dintr-un domeniu  D(  este 
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corespunzător unei densităţi de volum a puterii transferate 
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Ţinând seama de legea constitutivă a conducţiei electrice, densitatea volumică a puterii electromagnetice transferate de la câmp la conductor este decompozabilă în componentele corespunzătoare disipării, respectiv generării energiei electromagnetice, 
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ceea ce se răsfrânge şi asupra expresiei puterii transferate de la câmp la conductor, 
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16.2.  Analogia  cu  sistemele  cu  câmp  electrostatic 

1. Relaţiile care caracterizează câmpul electrocinetic pseudostaţionar şi cele care caracterizează câmpul electrostatic (în domenii fără distribuţie de sarcină electrică) pot fi puse alături, pentru a fi comparate, 


Câmp electrostatic  
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Câmp electrocinetic  
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Pe baza analogiei evidente a ecuaţilor satisfăcute de perechile de vectori  
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  poate fi construit tabelul de analogie dintre câmpul electrostatic şi câmpul electrocinetic pseudostaţionar, 

	Câmp 
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Trebuie subliniat că tabelul de analogie dintre câmpul electrocinetic şi cel electrostatic trebuie completat cu câteva observaţii. 
    [image: image90.png]


  

      Fig. 16.4. 


(1)  Sunt analoage, pe de o parte, domeniile perfect conductoare (( = (  în câmp electrocinetic) cu domeniile conductoare (( ( 0  în câmp electrostatic) şi, pe de altă parte, domeniile normal conductoare (( ( 0  în câmp electrocinetic) cu domeniile izolante (( = 0  în câmp electrostatic). 


(2)  Sunt analoage conductanţa unui tronson de tub de curent electric, definită drept raportul intensităţii curentului electric (conservativ) printr-un tub de curent şi tensiunea electrică dintre două suprafeţe transversale echipotenţiale (fig. 16.4) şi capacitatea  unui  tronson  de  tub  de  flux  electric, 
definită ca raportul fluxului electric printr-un tub de flux şi tensiunea electrică dintre două suprafeţe transversale echipotenţiale, într-un domeniu fără repartiţie de sarcină electrică şi fără polarizaţie permanentă. În acest sens conductanţa (totală) dintre două conductoare perfecte plasate într-un domeniu conductor departe de orice alte conductoare perfecte, în regim electrocinetic pseudostaţionar, este analoagă capacităţii (totale) a condensatorului constituit de două conductoare plasate într-un domeniu izolant departe de orice alte conductoare, în regim electrostatic. 


(3) În analogia dintre un sistem electrocinetic pseudostaţionar şi un sistem electrostatic, eventualele surse interne de câmp electrocinetic într-un domeniu conductor omogen sunt doar domeniile conductoare perfecte, ca analoage conductoarelor electrizate drept unice surse interne de câmp electrostatic în domenii izolante fără polarizaţie permanentă. 


2. După cum a fost remarcat mai sus, o abordare a problemei determinării câmpului electrocinetic pseudostaţionar, care evită operarea cu şase necunoscute scalare (componentele vectorilor de câmp), este aceea care foloseşte potenţialul electric drept necunoscută intermediară: odată cunoscută repartiţia potenţialului electric scalar  
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Ecuaţia potenţialului electrocinetic pseudostaţionar este obţinută folosind şi teorma continuităţii curentului electric, 
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care duce la 
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ori, în subdomenii omogene (cu  ( = const.,  ( = const.), la 
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Rezolvarea unor asemenea ecuaţii cu derivate parţiale de tip eliptic (ecuaţii Poisson), în sensul obţinerii unei aşa numite soluţii analitice, adică a unor formule explicite de calcul al potenţialului în orice punct din domeniul de interes, este posibilă numai în cazuri cu totul particulare, pentru domenii cu un înalt grad de simetrie şi condiţii de unicitate adecvate. O variantă este aceea a determinării unei soluţii aproximative, zisă numerică, care presupune acceptarea unei aproximări a problemei în limite controlabile. 


Formularea cea mai generală a problemei câmpului electrocinetic pseudostaţionar în medii lineare isotrope presupune determinarea acestuia într-un domeniu  D(  precizat (fig. 16.5) , în care există în principiu repartiţii date de curent electric imprimat  
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  sau de câmp electric imprimat  
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  şi injecţii/drenări de curent prin/din domenii conductoare perfecte (de curenţi totali  ik  şi potenţiale  Vk). Pornind de la exprimarea puterii electromagnetice transferate domeniului conductor (nu şi conductoarelor perfecte, unde  
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) şi folosind potenţialul electric drept necunoscută intemediară, se ajunge la  identitatea energetică  a regimului electrocinetic pseudostationar, care reprezintă o formulă detaliată de calcul al puterii electromagnetice transferate domeniului, 
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    Fig. 16.5. 


Explicitând şi densitatea puterii electromagnetice transferate în termenii ecuaţiei constitutive electrocinetice (cu precizarea domeniilor  VJ , cu repartiţie a densităţii curentului electric imprimat  
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 , respectiv a domeniilor  VE , cu repartiţie a intensităţii câmpului electric imprimat  
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) se obţine o identitate pătratică ce permite să se demonstreze teorema de unicitate a soluţiei problemei: Soluţia problemei câmpului electrocinetic pseudostaţionar este unic determinată în domeniul  D(  dacă sunt date următoarele  condiţii de unicitate: 

      Condiţiile de surse  
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      Condiţiile de frontieră  
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Teorema de unicitate a soluţiei problemei câmpului electrocinetic pseudostaţionar rămâne valabilă şi în cazul mediilor lineare anisotrope, ca şi în cazul mediilor monoton nelineare. 

În  plus, în cazul unor medii lineare (isotrope sau anisotrope) este valabilă teorema de superpoziţie a soluţiilor problemei câmpului electrocinetic pseudostaţionar: o combinaţie lineară a condiţiilor de unicitate determină univoc ca soluţie aceeaşi combinaţie lineară a soluţiilor particulare, determinate separat de fiecare condiţie de unicitate în parte, 
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3. Pe baza analogiei dintre câmpul electrocinetic pseudostaţionar şi câmpul electrostatic, în multe situaţii particulare de interes câmpul electrocinetic pseudo-staţionar poate fi calculat utilizând  metode elementare  de calcul similare metodelor elementare de calcul al câmpului electrostatic. 


Metoda integrării directe care ar folosi formulele similare formulelor lui Coulomb pentru calculul potenţialului electrostatic sau al intensităţii câmpului electrostatic într-un mediu linear, isotrop, omogen, infinit extins, trebuie să ţină seama de absenţa analoagelor densităţilor de sarcină propriuzisă şi de polarizaţie în problemele de câmp electrocinetic pseudostaţionar şi, de aceea, nu poate fi aplicată decât cu o foarte mare precauţie. 


Metoda formelor integrale ale legilor câmpului electrocinetic pseudostaţionar este bazată pe folosirea consecinţei legii inducţiei electrice (teorema potenţialului electric) şi a teoremei continuităţii curentului electric, în formele lor integrale 
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(unde  i(  este intensitatea curentului electric total care iese dintr-o suprafaţă închisă ce ar înconjura eventual un conductor perfect de injecţie/drenă de curent) pentru calulul câmpului electrocinetic în configuraţii cu simetrie avansată în medii lineare isotrope. Sunt de distins configuraţii tridimensionale cu simetrie sferică, bidimensionale (în care mărimile sunt independente de o variabilă spaţială) cu simetrie cilindrică şi unidimensionale (în care mărimile sunt independente de două variabile spaţiale) cu simetrie plană, pentru care analogia cu calculul câmpului electrostatic este imediată. 


Metoda imaginilor  nu este aplicabilă direct, ci numai cu precauţii deosebite, deoarece în regim electrocinetic pseudostaţionar nu au fost luate în considerare injecţii (drenări) punctiforme, lineice sau superficiale ale curentului electric. În principiu, această metodă ar putea fi aplicată pentru determinarea câmpului electrocinetic pseudostaţionar într-o configuraţie constând dintr-un domeniu conductor linear, isotrop, omogen, fără mărimi imprimate, în care este dată o plasare a unor conductoare perfecte mărginite care injectează/drenează curent electric, aflate în vecinătatea unui domeniu perfect conductor omogen (sau unor domenii conductoare omogene) de referinţă. 


Metoda aproximării liniilor de câmp prin segmente de dreaptă şi arce de cerc este folosită mai ales pentru un calcul aproximativ al conductanţei electrice, dar poate fi utilizată şi pentru evaluări grosiere ale câmpului electrocinetic în configuraţii constând din domenii conductoare (normale) şi domenii perfect conductoare de potenţiale specificate. Relaţiile obţinute în cazul câmpului electrostatic sunt transpuse imediat, folosind tabelul de analogie de mai sus, în relaţii de calcul pentru cazul câmpului electrocinetic pseudostaţionar. 


Trebuie făcută observaţia că acum este posibil să se argumenteze, chiar şi numai calitativ, faptul că valoarea conductanţei electrice calculată în limitele aproximării liniilor de câmp este mai mică decât valoarea sa exactă, 
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Într-adevăr, presupunerea echidistanţei liniilor câmpului electrocinetic este echivalentă cu o separare artificială a unor tuburi de curent, de suprafaţă transversală elementară constantă, prin inserţii perfect izolante infinit subţiri. Aceasta înseamnă însă micşorarea conductivităţii medii a substanţei în domeniul de studiu şi duce, astfel, la obţinerea unei conductanţe mai mici decât în cazul real. 


Metoda aproximării suprafeţelor echipotenţiale prin feţe plane, cilindrice şi sferice racordate poate fi folosită mai ales pentru un calcul aproximativ al conductanţei electrice dintre două conductoare perfecte presupuse, pentru simplificare, poliedrice. Relaţiile obţinute în cazul câmpului electrostatic sunt şi aici transpuse imediat, folosind tabelul de analogie de mai sus, în relaţii de calcul pentru cazul câmpului electrocinetic pseudostaţionar. 


Şi aici trebuie făcută observaţia că acum este posibil să se argumenteze, chiar şi numai calitativ, faptul că valoarea conductanţei electrice calculată în limitele aproximării suprafeţelor echipotenţiale este mai mare decât valoarea sa exactă, 
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Într-adevăr, presupunerea echidistanţei suprafeţelor echipotenţiale este echivalentă cu separarea artificială a spaţiilor conductoare, prin inserarea unor suprafeţe perfect conductoare infinit subţiri de-a lungul unor suprafeţe asumate drept echipotenţiale. Aceasta înseamnă însă mărirea conductivităţii medii a substanţei în domeniul de studiu şi duce, astfel, la obţinerea unei conductanţe mai mari decât în cazul real. 


4. În fine, este îndreptăţită considerarea unui sistem complet de conductoare (perfecte) în regim electrocinetic pseudostaţionar, prin analogie cu sistemul complet de conductoare în regim electrostatic. Acesta este compus dintr-un domeniu conductor (imperfect) în care sunt plasate un număr de  n+1  conductoare perfecte  (
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) , astfel încât în sistem să existe un câmp electrocinetic pseudostaţionar şi să existe o suprafaţa închisă suficient de largă prin care să nu existe interacţiune conductivă cu exteriorul. Se admite că fiecare conductor perfect al sistemului este conectat la borne de legătură cu exteriorul prin conductoare filiforme (izolate faţă de mediul conductor normal din sistem), care pot fi ignorate. 


Sunt atunci valabile rezultate similare celor obţinute anterior, în secţiunea 15.5, pentru sistemul complet de conductoare în regim electrostatic. 

Mai precis, pentru sistemul complet de conductoare (perfecte) în regim electrocinetic pseudostaţionar este în primul rând valabilă teorema de completitudine a curenţilor, 
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Fixând conductorul  0  drept referinţă, cu  
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 , iar funcţionarea sistemului este perfect determinată în termenii curenţilor ik şi potenţialelor  vk  ale celorlaltor conductoare. 


Sunt atunci valabile relaţiile lui Maxwell pentru sistemul complet de conductoare (perfecte) în regim electrocinetic pseudostaţionar, în prima formă, 
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în a doua formă, 
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şi în a treia formă, 



[image: image116.wmf]j

s

u

u

j

k

k

j

k

n

j

j

k

j

k

k

s

k

j

k

u

i

G

n

k

u

G

i

¹

=

¹

=

=

ï

î

ï

í

ì

=

=

å

,

0

,

0

0

unde

,

,

1

,

    

    

      

    

    

   , 

unde matricile coeficienţilor implicaţi,  
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 , sunt simetrice, ultima fiind diagonal dominantă cu elemente pozitive. 


Tratarea câmpului electrocinetic pseudostaţionar prin intermediul potenţialului electrocinetic vector  
[image: image120.wmf]T
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 , corespunzând solenoidalităţii acestui câmp, este similară abordării câmpului magnetic staţionar în termenii potenţialului magnetic vector, prezentate mai jos, în capitolul 17. Este atunci posibilă stabilirea unei analogii şi între câmpul electrocinetic pseudostaţionar şi câmpul magnetic staţionar (chiar magneto-static), dar, deoarece oricum operarea cu un potenţial vector este mult mai complicată decât operarea cu un potenţial scalar, această abordare nu este urmărită aici. 
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