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13.  LEGILE  FENOMENELOR  ELECTROMAGNETICE 

13.1.  Operatori diferenţiali în studiul câmpului electromagnetic 


1. În capitole anterioare au fost introduse mărimi adecvate caracterizării diferitelor aspecte ale câmpului electromagnetic: vectori ai câmpului electric  
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 , 
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 , vectori ai câmpului magnetic  
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 , 
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 , sau potenţiale, cum ar fi potenţialul electric  V . Asemenea mărimi sunt definite local, în fiecare punct  M  (caracterizat prin vectorul de poziţie  
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) dintr-un domeniu  D(  în care este studiat câmpul electromagnetic şi în fiecare moment  t  dintr-un interval  [0,T]  de studiu al câmpului. 


Un  câmp vectorial  peste domeniul  D(  şi  intervalul  [0,T]  este definit drept mulţimea vectorilor asociaţi fiecărui punct din domeniul spaţial şi fiecărui moment din intervalul temporal – de exemplu,  
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 . Similar, un  câmp scalar  peste domeniul  D(  şi  intervalul  [0,T]  este definit drept mulţimea scalarilor asociaţi fiecărui punct din domeniul spaţial şi fiecărui moment din intervalul temporal – de exemplu,  
[image: image7.wmf](

)

t

V

,

r

v

 . 


Repartiţia spaţială şi, eventual, evoluţia temporală a mărimilor de câmp poate fi caracterizată prin mărimi specifice, definite în termenii unor operatori diferenţiali care acţionează asupra funcţiilor de poziţie, sau de moment, asociate câmpului abordat. 


Ceea ce interesează pentru un câmp scalar este doar repartiţia valorilor scalare ale acestuia. Detalii suplimentare pot caracteriza ritmul de variaţie al acestor valori, inclusiv absenţa acestei variaţii ori maximul variaţiei valorilor câmpului scalar. Suprafeţele echipotenţiale şi gradientul câmpului scalar sunt conceptele asociate unei asemenea caracterizări detaliate.


Caracterizarea unui câmp vectorial este mult mai complicată. O modalitate intuitivă de reprezentare a unor aspecte parţiale ale unui câmp vectorial este reprezentată de  linia de câmp – aceasta este o curbă care, în fiecare punct, este tangentă vectorului câmp din acel punct. Este atunci evident că prin fiecare punct trece o unică linie de câmp, care indică însă numai direcţia vectorului câmp din acel punct, nu şi magnitudinea acestuia. Liniile de câmp pot fi închise sau deschise: este închisă o linie de câmp care formează un  contur  şi este deschisă o linie de câmp care începe dintr-un punct  sursă  şi se termină într-un punct  drenă. Caracterizarea globală a liniilor unui câmp vectorial este dată de flux pentru liniile de câmp deschise şi de circulaţie pentru liniile de câmp închise; local, aceste aspecte sunt caracterizate prin divergenţa, respectiv rotorul câmpului vectorial abordat. 


2. O caracterizare intuitivă a repartiţiei valorilor unui câmp scalar este reprezentată de suprafeţele echipotenţiale. O suprafaţă echipotenţială este mulţimea punctelor de acelaşi potenţial. În particular, pentru câmpuri zise bidimensionale, care sunt independente de o coordonată, o curbă echipotenţială este urma unei suprafeţe echipotenţiale pe planul normal axei de-a lungul căreia care nu are loc nici o variaţie a mărimilor de câmp. Reprezentarea grafică a unor asemenea curbe echipotenţiale dă o idee asupra repartiţiei valorilor câmpului scalar (fig. 13.1). 


Un  exemplu  tipic de câmp scalar îl reprezintă  potenţialul electric  
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pornind de la o distribuţie cunoscută a intensităţii câmpului electric  
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 , în condiţiile în care tensiunea electrică nu depinde de traseul de integrare. 
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      Fig. 13.1. 


Relaţia inversă este aceea care permite calculul intensităţii câmpului electric  
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  a potenţialului electric. Fie deci considerată o deplasare elementară  
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  între două puncte foarte apropiate  A  şi  B , de vectori de poziţie  
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Pe de altă parte, folosind dezvoltarea potenţialului în serie Taylor în jurul punctului  A  cu reţinerea primilor termeni, aceeaşi tensiune poate fi calculată ca 
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Comparând cele două exprimări ale tensiunii  uAB ,  
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 , şi ţinând seama de faptul că  
[image: image22.wmf]r

r

d

  este oarecare, se conchide că 
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În relaţiile anterioare a fost folosit  gradientul  potenţialului (câmpului) scalar  
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în termenii operatorului diferenţial vectorial  nabla, exprimat în coordonate rectangulare prin 
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unde  
[image: image27.wmf]k

j

i

r

r

r

,

,

  sunt versorii axelor de coordonate. 


Din cele de mai sus rezultă  semnificaţia gradientului  unui câmp scalar  
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  drept măsură a variaţiei valorilor sale, astfel încât această variaţie la o deplasare elementară  
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Această semnificaţie poate fi clarificată intuitiv dacă este discutată în conjuncţie cu suprafeţele echipotenţiale. 


Fie o suprafaţă echipotenţială  V = const.; după cum se ştie, intensitatea câmpului electric  
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  este normală acestei suprafeţe echipotenţiale. Într-adevăr, dacă  A  şi  B  sunt, ca mai sus, două puncte foarte apropiate de pe această suprafaţă (fig. 13.2), tensiunea dintre ele este nulă,  uAB = V(A)–V(B) = V–V = 0 . Pe de altă parte, aceeaşi tensiune este  
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 , unde  (  este unghiul dintre intensitatea câmpului electric  
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  la suprafaţă şi deplasarea elementară oarecare  
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  pe suprafaţă. Egalarea celor două expresii pentru tensiunea  uAB ,  
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 , arată că, deoarece  E ( 0 , dr ( 0 , rămâne numai  cos( = 0 , adică  ( = (/2 . Or aceasta înseamnă pur şi simplu că gradientul potenţialului,  
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   Fig. 13.2. 




     Fig. 13.3.


Pe de altă parte, variaţia potenţialului între un punct al suprafeţei echipotenţiale şi altul imediat vecin în afara acesteia este, aşa cum s-a calculat mai înainte (fig. 13.3), 
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Rezultă de aici că ritmul (rata) de variaţie a potenţialului în direcţia unei deplasări elementare  
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Maximul ritmului de variaţie a potenţialului cu distanţa este atunci obţinut pentru  cos( = 1 , adică pentru  ( = 0 , de-a lungul normalei la suprafaţa echipotenţială  V = const., în timp ce variaţia potenţialului este nulă la o deplasare pe suprafaţă, 
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Se conchide astfel că vectorul gradient, normal suprafeţelor echipotenţiale, indică direcţia, şi este în modul egal, maximului ritmului (ratei) de variaţie a funcţiei potenţial corespunzătoare – adică  a  câmpului  scalar  asociat. 


3. Fluxul unui câmp vectorial este definit ca mărimea integrală scalară ce caracterizează câmpul în raport cu o suprafaţă. Intuitiv, el ar evalua cât câmp – ilustrat prin liniile de câmp – străbate acea suprafaţă, în raport cu un sens de referinţă precizat. Spre exemplu, fluxul inducţiei electrice  
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  prin suprafaţa  S  în raport cu sensul de referinţă indicat de versorul normal  
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Fluxul unui vector printr-o suprafaţă închisă  (  (considerat prin convenţie în raport cu normala exterioară  
[image: image46.wmf]n
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) este susceptibil să indice prezenţa şi ponderea liniilor de câmp deschise în domeniul analizat. 


Astfel, o valoare nulă  (( = 0  a fluxului unui vector prin orice suprafaţă închisă dintr-un domeniu este dovada absenţei unor surse sau drene de linii de câmp deschise în acel domeniu. Într-adevăr, dacă în domeniul analizat ar exista, de exemplu, un punct sursă de linii de câmp deschise, atunci fluxul vectorului câmp printr-o suprafaţă închisă   (  care ar înconjura strâns punctul sursă nu ar mai fi zero, ci ar fi pozitiv (fig. 13.4), 
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    Fig. 13.4. 

unghiul  (  dintre liniile de câmp şi normala exterioară  
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r

  fiind un unghi ascuţit. 


Raţionamentul anterior arată, implicit, că fluxul vectorului câmp printr-o suprafaţă închisă ce include un punct sursă este pozitiv şi, similar, că fluxul vectorului câmp printr-o suprafaţă închisă ce include un punct drenă este negativ. Mai mult, mărimea unui asemenea flux ar fi o măsură a tăriei sursei sau drenei de linii de câmp – cât de mult câmp apare din punctul sursă sau dispare în punctul drenă. 


Pentru a caracteriza local capacitatea de generare, sau de absorbţie, a câmpului  
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  într-un punct sursă, respectiv drenă, independent de mărimea suprafeţei închise prin care este calculat fluxul vectorului câmp în jurul punctului analizat, este definită  divergenţa  câmpului vectorial într-un punct  M  prin 
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limita raportului dintre fluxul vectorului câmp printr-o suprafaţă închisă ce include punctul  M  şi volumul interior suprafeţei, când acesta tinde la zero, contractându-se în punctul considerat (fig. 13.4). Divergenţa unui câmp vectorial într-un punct este astfel o mărime scalară care reprezintă o  măsură a densităţii posibilelor linii de câmp deschise  în jurul punctului considerat. 


O formulă de calcul  al divergenţei unui câmp vectorial  
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  poate fi obţinută imediat în cazul simplu al operării într-un sistem de coordinate rectangulare. Fie considerate direcţiile axelor de coordonate în punctul  M  unde se doreşte a fi calculată divergenţa, şi fie considerată suprafaţa închisă paralelipipedică  ( , de dimensiuni  2dx , 2dy  şi  2dz , trasată simetric în jurul punctului  M  (fig. 13.5). Prin dezvoltarea componentelor relevante ale câmpului vectorial  
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  în serie Taylor în jurul punctului  M  cu reţinerea primilor termeni, contribuţia la fluxul prin suprafaţa  (  adusă de faţa  a  cu normala exterioară de versor  
[image: image54.wmf]i

r

  este 

 [image: image55.png]


 



    Fig. 13.5. 
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Contribuţia similară a feţei opuse  b , cu normala exterioară de versor  
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astfel încât feţele paralelipipedului normale axei  x  aduc la fluxul elementar calculat o contribuţie
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Similar se obţin şi contribuţiile la fluxul elementar considerat din partea feţelor paralelipipedului normale axelor  y  şi  z , 
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Atunci 
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Se ajunge astfel la relaţia de calcul simplă 
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exprimată formal în termenii produsului scalar dintre operatorul diferenţial vectorial nabla şi vectorul câmpului analizat. 


Formula lui Gauss  stabileşte, în condiţiile de regularitate (derivabilitate şi integrabilitate) necesare, legătura între fluxul câmpului vectorial  
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  printr-o suprafaţă închisă  (  şi integrala de volum a divergenţei aceluiaşi câmp pe domeniul  D( , bordat de suprafaţă, 
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sensul normalei  
[image: image69.wmf]n
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  la suprafaţa închisă  (  fiind cel exterior. 


Într-adevăr, fie domeniul  D(  partiţionat în volume elementare  dVi , bordate de suprafeţe închise  (i  (fig. 13.6); atunci, în conformitate cu definiţia divergenţei câmpului vectorial  
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Se observă că integrala de suprafaţă pe feţe comune între două volume elementare adiacente – cum este porţiunea  Sij  pentru volumele elementare  dVi  şi dVj – apare cu semne opuse în evaluările de acest tip. Însumând asemenea relaţii pentru toate elementele de volum ale domeniului  D(  considerat şi ţinând seama de observaţia anterioară, în membrul stâng rămâne doar fluxul vectorului câmp pe suprafaţa închisă  ( , 
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          Fig. 13.6. 
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Trecând acum la limită, când partiţia domeniului  D(  se rafinează tot mai mult, astfel încât dimensiunile  dVi  ale volumelor elementare tind către zero iar numărul lor  n  tinde către infinit, în condiţiile de regularitate presupuse satisfăcute, aproximarea fluxului vectorului câmp pe fiecare suprafaţă elementară se ameliorează iar suma tinde către integrala corespunzătoare – se obţine, în final, formula lui Gauss. 


4.  Tensiunea asociată unui câmp vectorial este definită ca mărimea integrală scalară ce caracterizează câmpul în raport cu o curbă. Intuitiv, ea ar evalua cât câmp este tangent la acea curbă, în raport cu un sens de referinţă precizat. Spre exemplu, tensiunea magnetică – tensiunea asociată intensităţii câmpului magnetic  
[image: image75.wmf](

)

t

,

r

r

r

H

 – de-a lungul curbei  C  între extremităţile  A  şi  B , în raport cu sensul de referinţă indicat de deplasarea elementară  
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În particular, integrala de linie a câmpului vectorial de-a lungul unei curbe închise (contur)  (  este denumită  circulaţia  acelui câmp de-a lungul conturului considerat. 


Circulaţia unui vector de-a lungul unui contur  (  (în raport cu un sens de parcurgere  
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  precizat) este susceptibilă să indice prezenţa, ponderea şi orientarea liniilor de câmp închise în domeniul din jurul conturului analizat. 


Astfel, o valoare nulă  u( = 0  a circulaţiei unui vector de-a lungul oricărui contur dintr-un domeniu este dovada absenţei unor linii de câmp închise în acel domeniu. Într-adevăr, în caz contrar, dacă în domeniul analizat ar exista linii de câmp închise, atunci de-a lungul unei asemenea curbe închise vectorul câmp  
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  şi deplasarea elementară  
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  ar fi paralele, iar circulaţia vectorului câmp de-a lungul unui asemenea contur coincizând cu o linie de câmp închisă  ( , în direcţia acesteia, nu ar mai fi zero, ci ar fi pozitivă (fig. 13.7), 
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    Fig. 13.7 
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Raţionamentul anterior arată, implicit, că o circulaţie nenulă a vectorului câmp de-a lungul unui contur trasat în vecinătatea unui punct poate indica prezenţa şi orientarea liniilor de câmp închise în jurul acelui punct. Mai mult, mărimea unei asemenea circulaţii ar fi o măsură a desimii unor linii de câmp închise în jurul punctului analizat. 


Pentru a caracteriza local desimea liniilor închise ale câmpului  
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  în jurul unui punct, în plane normale unei direcţii indicate de versorul  
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 , independent de extensia conturului de-a lungul căruia este calculată circulaţia vectorului câmp în jurul punctului analizat, este definită  componenta de-a lungul direcţiei  
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  a rotorului  câmpului vectorial într-un punct  M  prin 
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limita raportului dintre circulaţia vectorului câmp de-a lungul unui contur în jurul punctului  M  în planul normal direcţiei  
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  şi  aria suprafeţei bordate de contur, când acesta tinde la zero, contractându-se în punctul considerat (fig. 13.7). Rotorul unui câmp vectorial într-un punct este astfel o mărime vectorială care reprezintă o  măsură a densităţii posibilelor linii de câmp închise  în jurul punctului considerat. 


Formula de calcul  al rotorului unui câmp vectorial  
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  este simplu de obţinut în cazul folosirii coordonatelor rectangulare. Pentru a obţine componentele rotorului după direcţiile axelor de coordonate, fie considerate aceste direcţii în punctul  M  unde se doreşte a fi calculat rotorul, şi fie considerat un contur dreptunghiular  (  în planul  Myz , de dimensiuni  2dy  şi  2dz , simetric trasat în jurul punctului  M , cu sensul de referinţă asociat sensului axei  x  conform regulii mâinii drepte (fig. 13.8). Prin dezvoltarea componentelor relevante ale câmpului vectorial  
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Similar se obţin 
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Atunci 
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Similar se determină şi 
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aceste rezultate putând fi asamblate formal în termenii produsului vectorial simbolic dintre operatorul diferenţial vectorial nabla şi vectorul câmpului analizat, 
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Formula lui Stokes  stabileşte, în condiţii 

  [image: image100.png]


 



 Fig. 13.8. 

de regularitate (derivabilitate şi integrabilitate) necesare, legătura între circulaţia câmpului vectorial  
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  de-a lungul unui contur  (  şi integrala pe suprafaţa bordată de contur a componentei normale a rotorului aceluiaşi câmp, 
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sensul  
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  de parcurgere a conturului  (  şi sensul normalei  
[image: image104.wmf]n

r

  la suprafaţa  S(  fiind asociate după regula mâinii drepte. Într-adevăr, fie suprafaţa  S(  partiţionată în suprafeţe elementare  dSi , bordate de contururi  (i  (fig. 13.9); atunci, în conformitate cu definiţia rotorului câmpului vectorial  
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 , pentru fiecare asemenea element de suprafaţă se poate scrie 
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Se observă că integrala de linie pe porţiuni de contur comune între două suprafeţe elementare adiacente – cum este porţiunea  mn  pentru suprafeţele elementare  dSi  şi  dSj – apare cu semne opuse în evaluările de acest tip. Însumând asemenea relaţii pentru toate elementele de suprafaţă ale suprafeţei  S(  considerate şi ţinând seama de observaţia anterioară, în membrul stâng rămâne doar circulaţia vectorului câmp pe conturul  ( , 
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  Fig. 13.9. 

Trecând acum la limită, când partiţia suprafeţei  S(  se rafinează tot mai mult, astfel încât dimensiunile  dSi  ale suprafeţelor elementare tind către zero iar numărul lor  n  tinde către infinit, în condiţiile de regularitate presupuse satisfăcute, aproxi-marea circulaţiei vectorului câmp pe fiecare suprafaţă elementară se ameliorează iar suma tinde către integrala corespunzătoare – se obţine, în final, formula lui Stokes. 


5.  Legile de evoluţie ale fenomenelor electromagnetice – legile în care se ţine seama de variaţia în timp a mărimilor de câmp electromagnetic – sunt formulate în termenii unor  derivate în raport cu timpul ale unor mărimi integrale. Asemenea derivate – denumite  derivate substanţiale – sunt corect evaluate în acord cu interpretarea lui Hertz, conform căreia, pe lângă variaţia în timp a integrandului, trebuie ţinut seama şi de deplasarea elementelor geometrice (curbe, suprafeţe, volume), antrenate de substanţă în mişcarea acesteia. 


Derivata de volum  a unei mărimi scalare  
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  este derivata în raport cu timpul a acestei mărimi, ţinând seama de contribuţia ei la o integrală de volum, atunci când domeniul de integrare se deplasează, antrenat de substanţa aflată în mişcare, 
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Calculele arată că 
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ceea ce înseamnă că 
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Este interesantă comparaţia acestei derivate de volum a funcţiei scalare  
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)

t

,

r

r

r

  şi  derivata totală  a sa, în care, pe lângă variaţia în timp a funcţiei, se ţine de asemenea seama şi de modificarea în timp a poziţiei în care este efectuată derivarea. Derivata totală a funcţiei scalare  (  este calculată imediat drept 
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adică 
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rezultă imediat că 
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Derivata de flux  a unei mărimi vectoriale  
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  este derivata în raport cu timpul a acestei mărimi, ţinând seama de contribuţia ei la o integrală de suprafaţă, atunci când domeniul de integrare se deplasează, antrenat de substanţa aflată în mişcare, 



[image: image121.wmf](

)

(

)

(

)

ò

ò

×

=

×

t

S

F

t

S

dS

dt

d

dS

t

t

d

d

G

G

n

n

r

r

r

r

r

r

D

D

,

   . 

Calculele arată că 
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ceea ce înseamnă că 
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Derivata de circulaţie  a unei mărimi vectoriale  
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  este derivata în raport cu timpul a acestei mărimi, ţinând seama de contribuţia ei la o integrală de linie, atunci când domeniul de integrare se deplasează, antrenat de substanţa aflată în mişcare, 
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Calculele arată că 
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ceea ce înseamnă că 
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În fine, este utilă  identitatea diferenţială pătratică a derivatelor substanţiale pentru o pereche de vectori, de exemplu  
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13.2.  Legile câmpului electric – forme diferenţale şi la interfaţă 

Legile câmpului electric sunt legile care descriu starea şi evoluţia laturii electrice  
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   – legea polarizaţie temporare, 
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   – legea fluxului electric (legea lui Gauss), 
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   – legea inducţiei electromagnetice (legea lui Faraday). 


În timp ce legea constitutivă electrică şi cea a polarizaţiei temporare au o formulare locală, referindu-se la mărimi din acelaşi punct şi din acelaşi moment, legile lui Gauss şi Faraday au o formulare integrală – ele pun în relaţie mărimi ce caracterizează câmpul electromagnetic în raport cu obiecte geometrice – curbe, suprafeţe, volume – de extensie nenulă. Este de aceea important să se obţină şi formulări locale ale acestor din urmă legi, în termenii unor mărimi definite local şi instantaneu. Asemenea forme locale ale legilor lui Gauss şi Faraday sunt însă diferite în raport cu regularitatea (continuitatea şi derivabilitatea) mărimilor la care se referă ele: în domenii zise de netezime ale mărimilor implicate sunt obţinute aşa numite formulări diferenţiale ale legilor, în timp ce în puncte de discontinuitate (de obicei la suprafaţa de separaţie dintre domenii de netezime) sunt obţinute aşa numite relaţii la interfaţă. Aceste forme diferenţiale sau la interfaţă ale legilor discutate sunt exprimate în termenii unor operatori diferenţiali adecvaţi, dintre cei introduşi în secţiunea anterioară. 


1.  Legea fluxului electric (legea lui Gauss) are formularea integrală 
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unde fluxul electric este considerat în raport cu normala exterioară suprafeţei închise  ( . 


Pentru domenii de regularitate (netezime) a mărimilor implicate are sens considerarea formulei lui Gauss, 
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şi a unei repartiţii volumice netede a sarcinii electrice, 
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Legea lui Gauss se poate atunci reformula, echivalent, ca 
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ceea ce înseamnă că integranzii sunt egali, 
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aceasta este forma diferenţială a legii fluxului electric în domenii de regularitate a mărimilor. 


Fie acum considerat un punct  M  pe suprafaţa  S12  de discontinuitate dintre două domenii  D1  şi  D2  de regularitate a mărimilor, cu versorul normal  
[image: image141.wmf]12

n

r

  orientat dinspre primul  către  al  doilea  domeniu  (fig. 13.10).  Fie considerată,  de  asemenea,  suprafaţa 

închisă  (  trasată în jurul punctului  M , cu părţile  S1  şi  S2  în domeniile corespunzătoare şi versorul normalei exterioare notat  
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 , respectiv  
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 , în fiecare domeniu de regularitate. În fine, fie  S = S12 ( D(  partea suprafeţei  S12  interioară domeniului bordat de suprafaţa închisă  ( , către care se presupune că se restrâng părţile  S1  şi  S2  ale suprafaţei  ( . Atunci, observând că în acest proces de trecere la limită  
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 , membrul stâng al relaţiei ce exprimă legea lui Gauss tinde către 
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          Fig. 13.10. 
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În aceleaşi condiţii, membrul drept al relaţiei ce exprimă legea lui Gauss – sarcina interioară domeniului  D( – se reduce la sarcina eventual repartizată pe suprafaţa  S , 
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Suprafaţa  S = S12 ( D(  fiind oarecare, egalitatea rezultată la limită pentru legea lui Gauss, 
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este echivalentă cu 
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aceasta este relaţia la interfaţă asociată legii fluxului electric, exprimată în termenii aşa numitei divergenţe superficiale (saltul componentei normale) a inducţiei electrice. 


2.  Legea inducţiei electromagnetice (legea lui Faraday) are formularea integrală 
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unde sensurile de referinţă  
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  al tensiunii electrice de-a lungul conturului şi  
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  al fluxului magnetic prin suprafaţa bordată de contur sunt asociate conform regulii mâinii drepte. 


Pentru domenii de regularitate (netezime) a mărimilor implicate are sens considerarea formulei lui Stokes, 
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şi a derivatei de flux a inducţiei magnetice, 



[image: image156.wmf]ò

ò

×

=

×

G

G

S

F

S

dS

t

d

d

dS

dt

d

n

n

r

r

r

r

B

B

   . 

Legea lui Faraday se poate atunci reformula, echivalent, ca 
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ceea ce înseamnă că integranzii sunt egali, 
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Se poate arăta (vezi secţiunea următoare, 13.3) că   
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aceasta este forma diferenţială a legii inducţiei electromagnetice în domenii de regularitate a mărimilor. 


În particular, în medii aflate în repaus, această relaţie se reduce la 
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aceasta este prima ecuaţie a lui Maxwell. 


Revenind la forma integrală a legii inducţiei electromagnetice, în care este detaliată derivata în raport cu timpul a fluxului electric şi se ţine seama de formula lui Stokes, 
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cei doi termeni din membrul drept sunt identificaţi, succesiv, drept tensiunea electromotoare de transformare, asociată exclusiv variaţiei în timp a inducţiei magnetice, şi tensiunea electromotoare de mişcare, asociată exclusiv deplasării conturului  (  în raport cu câmpul magnetic. 


Fie acum considerat un punct  M  pe suprafaţa  S12  de discontinuitate dintre două domenii imobile  D1  şi  D2  de regularitate a mărimilor, cu versorul normal  
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n
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  orientat dinspre primul către al doilea domeniu (fig. 13.11). Fie, de asemenea, considerat conturul  (  trasat în jurul punctului  M , cu părţile  C1  şi  C2  în domeniile corespunzătoare şi arcul elementar notat  
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 ,  respectiv  
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 ,  în fiecare domeniu de regularitate.  În fine, 

fie  C = S12 ( S( , cu arcul elementar notat  
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 , intersecţia suprafaţei  S12  cu suprafaţa bordată de conturul  ( , care trece prin punctul  M  şi către care se presupune că se restrâng părţile  C1  şi  C2  ale conturului  ( . Atunci, observând că în acest proces de trecere la limită  
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 , membrul stâng al relaţiei ce exprimă legea lui Faraday tinde către 
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 Fig. 13.11. 
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În aceleaşi condiţii, deoarece nu există repartiţie superficială a fluxului magnetic, membrul drept al relaţiei ce exprimă legea lui Faraday se anulează , 
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Curba  C = S12 ( S(  fiind oarecare, egalitatea rezultată la limită pentru legea lui Faraday, 
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este echivalentă cu 
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ceea ce înseamnă conservarea componentei tangenţiale a intensităţii câmpului electric la interfaţă (la suprafaţa de discontinuitate), 
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Pe de altă parte, notând prin  
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  versorul normal suprafeţei  S( , cu sensul asociat celui al parcurgerii conturului  (  conform regulii mâinii drepte,  arcul elementar  
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  de-a lungul curbei  C = S12 ( S(  poate fi exprimat drept 
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astfel încât egalitatea rezultată la limită pentru legea lui Faraday poate fi rescrisă ca 
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Cum  dr ( 0 , o permutare ciclică a termenilor produsului mixt reformulează această egalitate drept 
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În final se obţine astfel relaţia la interfaţă asociată legii inducţiei electromagnetice, exprimată în termenii aşa numitului rotor superficial al (saltul componentei tangenţiale a) intensităţii câmpului electric, 
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13.3. Legile câmpului magnetic – forme diferenţiale şi la interfaţă 

Legile câmpului magnetic sunt legile care descriu starea şi evoluţia laturii magnetice  
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   – legea magnetizaţie temporare, 



[image: image186.wmf]0

=

S

F

   – legea fluxului magnetic (legea lui Dirac), 



[image: image187.wmf]G

G

Y

G

S

S

mm

t

d

d

i

u

+

=

   – legea circuitului magnetic (legea lui Ampère). 


Şi în cazul legilor câmpului magnetic legea constitutivă magnetică şi cea a magnetizaţiei temporare au o formulare locală, referindu-se la mărimi din acelaşi punct şi din acelaşi moment, în timp ce legile lui Dirac şi Ampère au o formulare integrală, în termenii unor mărimi ce caracterizează câmpul electromagnetic în raport cu obiecte geometrice – curbe, suprafeţe, volume – de extensie nenulă. Este de aceea important să se obţină şi formulări locale ale acestor din urmă legi, în termenii unor mărimi definite local şi instantaneu. Asemenea forme locale ale legilor lui Dirac şi Ampère sunt însă exprimate diferit, în raport cu regularitatea (continuitatea şi derivabilitatea) mărimilor la care se referă ele: sunt obţinute aşa numite formulări diferenţiale ale legilor în domenii zise de netezime ale mărimilor implicate, în timp ce în puncte de discontinuitate plasate de obicei pe suprafaţa de separaţie dintre domenii de netezime sunt obţinute aşa numite relaţii la interfaţă. Aceste forme diferenţiale sau la interfaţă ale legilor discutate sunt exprimate în termenii unor operatori diferenţiali adecvaţi, ca cei folosiţi în secţiunea anterioară. 


1.  Legea fluxului magnetic (legea lui Dirac) are formularea integrală 
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unde fluxul magnetic este considerat în raport cu normala exterioară suprafeţei închise (. 


Pentru domenii de regularitate (netezime) a mărimilor implicate are sens considerarea formulei lui Gauss, 



[image: image189.wmf](

)

ò

ò

=

×

S

S

D

dV

dS

B

B

r

r

r

div

n

   . 

Legea lui Dirac se poate atunci reformula, echivalent, ca 
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ceea ce înseamnă că 
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aceasta este forma locală a legii fluxului magnetic în domenii de regularitate a mărimilor. De altfel această relaţie a fost deja folosită în secţiunea precedentă pentru exprimarea formei locale a legii inducţiei electromagnetice 


Fie acum considerat un punct  M  pe suprafaţa  S12  de discontinuitate dintre două domenii  D1  şi  D2  de regularitate a mărimilor, cu versorul normal  
[image: image192.wmf]12

n

r

  orientat dinspre primul  către  al  doilea  domeniu (fig. 13.12).  Fie  considerată,  de  asemenea,  suprafaţa 

închisă  (  trasată în jurul punctului  M , cu părţile  S1  şi  S2  în domeniile corespunzătoare şi versorul normalei exterioare notat, în fiecare domeniu de regularitate,  
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 , respectiv  
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 . În fine, fie  S = S12 ( D(  partea suprafeţei  S12  interioară domeniului bordat de suprafaţa închisă  ( , către care se presupune că se restrâng părţile  S1  şi  S2  ale suprafaţei  ( . Atunci, observând că în acest proces de trecere la limită  
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 , membrul stâng al relaţiei ce exprimă legea lui Dirac tinde către 
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 Fig. 13.12. 
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Suprafaţa  S = S12 ( D(  fiind oarecare, egalitatea rezultată la limită pentru legea lui Gauss, 
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este echivalentă cu 
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aceasta este relaţia la interfaţă asociată legii fluxului magnetic, exprimată în termenii divergenţei superficiale (saltul componentei normale) a inducţiei magnetice, care exprimă, de fapt, conservarea componentei normale a inducţiei magnetice la interfaţă (la suprafaţa de separaţie). 


2.  Legea circuitului magnetic (legea lui Ampère) are formularea integrală 
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unde sensurile de referinţă  
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  al tensiunii magnetice de-a lungul conturului şi  
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  al fluxului electric prin suprafaţa bordată de contur sunt asociate conform regulii mâinii drepte. 


Pentru domenii de regularitate (netezime) a mărimilor implicate are sens considerarea formulei lui Stokes, 
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şi a derivatei de flux a inducţiei electrice, 
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Considerând şi o repartiţie netedă a curentului electric de conducţie, în termenii densităţii curentului electric  
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 , legea lui Ampère se poate reformula, echivalent, ca 
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ceea ce înseamnă că integranzii sunt egali, 
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Ţinând seama de faptul că, în acord cu forma locală a legii fluxului electric (secţiunea 13.2, mai sus),   
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  , se ajunge în fine la relaţia 
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aceasta este forma locală a legii circuitului magnetic în domenii de regularitate a mărimilor. 


În particular, în medii aflate în repaus, această relaţie se reduce la 
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pentru ca, în medii izolate aflate în repaus, forma locală a legii circuitului magnetic să se rezume la 
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aceasta este a doua ecuaţie a lui Maxwell. 


Revenind la forma integrală a legii circuitului magnetic în care este detaliată derivata în raport cu timpul a fluxului electric, 
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pot fi definite acum, succesiv, intensitatea curentului de deplasare (în sens restrâns), intensitatea curentului electric de convecţie şi intensitatea curentului Roentgen, 
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exprimate, respectiv, în termenii densităţii curentului de deplasare, densităţii curentului electric de convecţie şi densităţii curentului Roentgen, 
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Ca urmare, exprimarea concisă a formei integrale dezvoltate a legii circuitului magnetic afirmă egalitatea dintre tensiunea magnetomotoare de-a lungul unui contur  (  şi intensitatea curentului electric total printr-o suprafaţă  S(  bordată de acest contur, 
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Fie acum considerat un punct  M  pe suprafaţa  S12  de discontinuitate dintre două domenii imobile  D1  şi  D2  de regularitate a mărimilor, cu versorul normal  
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n
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  orientat dinspre primul către al doilea domeniu (fig. 13.13). Fie considerat, de asemenea, conturul  (  trasat în jurul punctului  M , cu părţile  C1  şi  C2  în domeniile corespunzătoare şi arcul elementar notat  
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fie  C = S12 ( S( , cu arcul elementar notat  
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 , intersecţia suprafaţei  S12  cu suprafaţa bordată de conturul  ( , care trece prin punctul  M  şi către care se presupune că se restrâng părţile  C1  şi  C2  ale conturului  ( . Atunci, observând că în acest proces de trecere la limită  
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      [image: image224.png]


 



  Fig. 13.13. 
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În aceleaşi condiţii, în membrul drept al relaţiei ce exprimă legea lui Ampère intensitatea curentului electric ce traversează suprafata  S(  a conturului, în raport cu versorul normal  
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  la suprafaţa  S( , cu sensul asociat celui al parcurgerii conturului  (  conform regulii mâinii drepte, se reduce la curentul purtat de o eventuală pânză de curent intersectată de curba  C , 
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În fine, deoarece nu există repartiţie superficială a fluxului electric, derivata din membrul drept al relaţiei ce exprimă legea circuitului magnetic se anulează , 
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Curba  C = S12 ( S(  fiind oarecare, egalitatea rezultată la limită pentru legea lui Ampère, 
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este echivalentă cu 
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Pe de altă parte, arcul elementar  
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  de-a lungul curbei  C = S12 ( S(  poate fi exprimat drept 
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astfel încât egalitatea rezultată la limită pentru legea lui Ampère poate fi rescrisă ca 
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Cum  dr ( 0 , o permutare ciclică a termenilor produsului mixt şi dezvoltarea dublului produs vectorial din membrul drept, unde  
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În final se obţine astfel relaţia la interfaţă asociată legii lui Ampère, exprimată în termenii rotorului superficial al (saltul componentei tangenţiale a) intensităţii câmpului magnetic, 



[image: image238.wmf](

)

   

J

H

H

H

   

S

S

S

r

r

r

r

r

=

=

-

´

rot

n

12

1

2

12

   . 

13.4. Legile câmpului electrocinetic – forme diferenţiale şi la interfaţă 


Legile câmpului electrocinetic sunt legile care descriu starea şi evoluţia conducţiei electrice, reprezentate de vectorii  
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   – legea constitutivă a conducţiei electrice, 
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   – legea transferului de putere asociat conducţiei 






      electrice, 


În timp ce legea constitutivă a conducţiei electrice şi cea a transferului de putere asociat conducţiei electrice au atât formulări locale, referitoare la mărimi din acelaşi punct şi din acelaşi moment, cât şi formulări integrale, referitoare la domenii de extensie nenulă, legea conservării sarcinii electrice are o formulare integrală – ea pune în relaţie mărimi ce caracterizează câmpul electromagnetic în raport cu obiecte geometrice – curbe, suprafeţe, volume – de extensie nenulă. Este de aceea important să se obţină şi formulări locale ale acestei din urmă legi, în termenii unor mărimi definite local şi instantaneu. Asemenea forme locale ale legii conservării sarcinii electrice sunt însă diferite în raport cu regularitatea (continuitatea şi derivabilitatea) mărimilor la care se referă ele: în domenii zise de netezime ale mărimilor implicate este obţinută aşa numita formulare diferenţială a legii, în timp ce în puncte de discontinuitate (de obicei la suprafaţa de separaţie dintre domenii de netezime) este obţinută aşa numita relaţie la interfaţă. Aceste forme diferenţială sau la interfaţă ale legii discutate sunt exprimate în termenii unor operatori diferenţiali adecvaţi, ca cei folosiţi în secţiunile anterioare. 


1.  Legea conservării sarcinii electrice are formularea integrală 
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unde sensul de referinţă al curentului electric este indicat de normala exterioară suprafeţei închise  ( . 


Pentru domenii de regularitate (netezime) a mărimilor implicate are sens considerarea unei repartiţii masive a curentului electric, 
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împreună cu formula lui Gauss pentru membrul stâng, şi a unei repartiţii volumice netede a sarcinii electrice în membrul drept, ceea ce duce la reformularea legii drept 
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Aplicând formula generală de calcul a unei derivate de volum se ajunge la 
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ceea ce înseamnă că integranzii sunt egali, 
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aceasta este forma diferenţială a legii conservării sarcinii electrice în domenii de regularitate a mărimilor. 


În particular, în medii în repaus, legea conservării sarcinii electrice are forma diferenţială pentru domenii de regularitate 
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Pe de altă parte, revenind la ultima relaţie integrală şi aplicând din nou formula lui Gauss pentru termenii care conţin operatorul divergenţă, se obţine 
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sau, echivalent, 
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care constituie forma integrală dezvoltată a legii conservării sarcinii electrice. 


În ultima relaţie pot fi identificate, cu roluri similare, intensitatea curentului electric de conducţie  
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  şi o altă mărime derivată, de aceeaşi natură, intensitatea curentului electric de convecţie (prin suprafaţa  ( ) , 
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care caracterizează, după cum se vede, ritmul transportului macroscopic al sarcinii electrice prin suprafaţă. Acest curent este exprimată drept fluxul, prin suprafaţa considerată, al unei alte mărimi derivate,  densitatea curentului electric de convecţie, 
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În termenii noilor mărimi introduse, forma integrală dezvoltată a legii conservării sarcinii electrice admite expresia concisă 
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în care derivata parţială semnifică faptul că este luată în considerare exclusiv variaţia în raport cu timpul a sarcinii electrice din interiorul suprafeţei închise  ( , ca şi cum aceasta ar fi imobilă. 
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          Fig. 13.14. 


2.  Fie acum considerat un punct  M  pe suprafaţa  S12  de discontinuitate dintre două domenii imobile  D1  şi  D2  de regularitate a mărimilor, presupusă fără pânză de curent electric de conducţie, cu versorul normal  
[image: image256.wmf]12

n

r

  orientat dinspre primul către al doilea domeniu (fig. 13.14). Fie considerată, de asemenea, suprafaţa închisă   (   trasată în jurul punctului  M , cu părţile  S1  şi  S2  în domeniile corespunzătoare şi versorul normalei exterioare notat  
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 , respectiv  
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 , în fiecare domeniu de regularitate.  În  fine,  fie    S = S12 ( D(    partea 

suprafeţei  S12  interioară domeniului bordat de suprafaţa închisă  ( , către care se presupune că se restrâng părţile  S1  şi  S2  ale suprafaţei  ( . Atunci, observând că în acest proces de trecere la limită  
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 , membrul stâng al relaţiei ce exprimă legea conservării sarcinii electrice tinde către 
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În aceleaşi condiţii, în membrul drept al relaţiei ce exprimă legea conservării sarcinii electrice, sarcina interioară domeniului  D(  se reduce la sarcina eventual repartizată pe suprafaţa  S , 
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Suprafaţa imobilă  S = S12 ( D(  fiind oarecare, egalitatea rezultată la limită pentru legea conservării sarcinii electrice, 



[image: image264.wmf](

)

S

r

r

D

S

S

dS

t

dS

dt

d

dS

S

S

S

S

S

Ç

=

"

¶

¶

-

=

-

=

×

-

ò

ò

ò

12

12

1

2

,

    

      

J

J

n

r

r

r

   , 

este echivalentă cu 
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aceasta este relaţia la interfaţă asociată legii conservării sarcinii electrice, exprimată în termenii divergenţei superficiale (saltul componentei normale) a inducţiei electrice. 


13.5.  Sistemul  legilor  fenomenelor  electromagnetice 

În  studiul – teoretic  sau  aplicativ  –  al  fenomenelor  electromagnetice  pot  fi 

identificate trei aspecte principale: (i) acţiunile câmpului electromagnetic asupra corpurilor aflate în stări electromagnetice, (ii) influenţarea câmpului electromagnetic de către corpurile aflate în stări electromagnetice, (iii) structurarea proprie a câmpului electromagnetic, incluzând influenţele reciproce dintre diferitele laturi ale sale. Primul aspect menţionat mai sus a fost analizat, mai întâi, în legătură cu introducerea mărimilor primitive, iar apoi în termenii acţiunilor mecanice în câmp electromagnetic. Celelalte două aspecte mentionate, care nu mai pot fi net separate, sunt descrise de ansamblul legilor fenomenelor electromagnetice, inferate prin generalizarea unor rezultate experimentale şi confirmate, teoretic şi experimental, prin consecinţele lor. 


1.  Sistemul legilor electrotehnicii – exprimate mai jos în formele lor primare – poate fi asamblat din:  (1()  un prim grup de legi privind mărimile de câmp electric  
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 : legea constitutivă electrică şi legea polarizaţiei temporare (asamblate în ecuaţia constitutivă electrică), legea fluxului electric şi legea inducţiei electromagnetice, 
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(2()  un al doilea grup de legi privind mărimile de câmp magnetic  
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 : legea constitutivă magnetică şi legea magnetizaţiei temporare (asamblate în ecuaţia constitutivă magnetică), legea fluxului magnetic şi legea circuitului magnetic, 
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(3()  un ultim grup de legi privind mărimile asociate procesului de conducţie electrică , 
[image: image276.wmf]J
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  sau  i : legea conservării sarcinii electrice şi legea constitutivă a conducţiei electrice, împreună cu legea transferului de putere asociat conducţiei electrice (care face legătura cu procesele mai generale, termodinamice), 
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2.  Asupra acestui ansamblu al legilor electrotehnicii sunt de menţionat câteva  observaţii. 


Exprimând circulaţia (rotorul) şi fluxul (divergenţa) vectorilor de câmp, împreună cu legătura dintre aceştia, relaţiile de mai sus furnizează – în grupuri separate – condiţiile determinării câmpului electric sau câmpului magnetic. Aceste relaţii pot fi atunci interpretate pentru a pune în evidenţă sursele de câmp – electric sau magnetic. 


Drept surse de câmp electric sunt evidenţiate: sarcina electrică (în conformitate cu legea fluxului electric) şi polarizaţia corpurilor (în conformitate cu legea constitutivă electrică); în plus, legea inducţiei electromagnetice pune în evidenţă variaţia în timp a câmpului magnetic sau deplasarea în raport cu câmpul magnetic drept surse suplimentare de câmp electric şi – totodată – drept influenţe ale câmpului magnetic asupra câmpului electric. 


Drept surse de câmp magnetic sunt evidenţiate: curentul electric de conducţie şi curentul electric de convecţie (în conformitate cu legea circuitului magnetic), ca şi magnetizaţia corpurilor (în conformitate cu legea constitutivă magnetică); în plus, legea circuitului magnetic pune în evidenţă variaţia în timp a câmpului electric sau deplasarea în raport cu câmpul electric drept surse suplimentare de câmp magnetic şi – totodată – drept influenţe ale câmpului electric asupra câmpului magnetic. 


În fine, câmpul electric, împreună cu mărimile electrice imprimate, sunt evidenţiate drept surse ale fenomenelor de conducţie electrică (în conformitate cu legea constitutivă a conducţiei electrice); în plus, ultimul grup de legi arată legătura dintre procesul de conducţie electrică (inclusiv convecţia electrică) şi variaţia în timp a sarcinii electrice, precum şi procesul termodinamic mai general al transferului de energie (putere) asociat conducţiei electrice. 


Chiar această discutare sumară a sistemului legilor electrotehnicii pune în evidenţă relaţii structurale, de influenţe reciproce, între diferitele aspecte ale fenomenelor electromagnetice. Prin variaţia sa în timp, câmpul magnetic influenţează câmpul electric; la rândul său, prin variaţia sa în timp, câmpul electric influenţează direct câmpul magnetic, iar prin participarea sa la producerea conducţiei electrice, câmpul electric influenţează indirect câmpul magnetic. Această remarcă exprimă faptul că relaţiile enumerate mai sus se constituie într-un sistem de ecuaţii pentru determinarea câmpului electromagnetic ca un tot. 


În fine, mai trebuie subliniat faptul că mărimile de stare  
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  ale câmpului electromagnetic sunt mărimile vectoriale ce caracterizează pe deplin fenomenele electromagnetice. Într-adevăr, acestea sunt necesare şi suficiente pentru a determina toate celelalte mărimi ce caracterizează starea electromagnetică a corpurilor: starea de polarizare electrică ori starea de magnetizare (conform legilor constitutive electrică, respectiv magnetică), starea de conducţie electrică (în conformitate cu legea circuitului magnetic) şi starea de electrizare (conform legii fluxului electric). 


3.  Sistemul de legi ale electrotehnicii prezintă câteva  proprietăţi  remarcabile: 


(1)  Sistemul de legi ale electrotehnicii este necontradictoriu: nici o consecinţă a uneia sau unora dintre legile sistemului nu contrazice o altă lege a acestui sistem. Demonstraţia formală a noncontradicţiei sistemului de legi ale electrotehnicii este o chestiune extrem de dificilă; o justificare indirectă ar fi dată de teoremele de existenţă a soluţiei ecuaţiilor sistemului – chestiune de asemenea foarte dificil de abordat. 


(2)  Sistemul de legi ale electrotehnicii este invariant la schimbarea sistemului de referinţă inerţial, adică atât la transformările Galilei cât şi la transformările Lorenz (în cadrul teoriei relativităţii restrânse) între sisteme de referinţa inerţiale. 


(3) Sistemul de legi ale electrotehnicii este (aproape) complet: aproape toate fenomenele electromagnetice macroscopice sunt decrise corect de relaţiile sistemului. Singura excepţie – singura neconcordanţă dintre teorie şi experiment – o constituie curentul Roentgen,  
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 , pentru care experienţa arată că formulele teoretice trebuie modificate prin înlocuirea inducţiei electrice  
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  cu polarizaţia (electrică)  
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 . Mărimea acestui curent este însă absolut neglijabilă în orice aplicaţie uzuală – chiar la frecvenţe foarte înalte ori la viteze oricât de mari realizabile, ecuaţiile sistemului legilor electrotehnicii pot fi considerate aplicabile. De altfel, această neconcordanţă singulară între teorie şi experiment este înlăturată în formularea relativistă (restrânsă) a teoriei fenomenelor electromagnetice. 


(4) Legile sistemului teoriei macroscopice ale fenomenelor electromagnetice sunt aproape independente logic, în sensul că doar două legi ale sistemului – legea conservării sarcinii electrice şi legea fluxului magnetic – ar putea fi deduse drept consecinţe ale altora sau ar admite formulări mai generale. 
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 Fig. 13.15. 




  Fig. 13.16. 


Într-adevăr, fie considerată forma integrală a legii inducţiei electromagnetice, 
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unde suprafaţa  S(  este considerată o parte a unei suprafeţe închise  ( , cu normala exterioară  
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 ; trecând la limită în această relaţie atunci când conturul  ( ( (  se restrânge către un punct  M ( (  \ S(  , iar  S( ( (  (fig. 13.15), se obţine 
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Este atunci suficient să se enunţe forma integrală a legii fluxului magnetic postulând doar anularea fluxului magnetic prin orice suprafaţă închisă la un moment dat, 
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pentru ca, în conformitate cu legea inducţiei electromagnetice, această afirmaţie sa fie valabilă în orice moment, 
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Similar, fie considerată forma integrală a legii circuitului magnetic, 
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unde suprafaţa  S(  este considerată o parte a unei suprafeţe închise  ( , cu normala exterioară  
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De aici, ţinând cont de legea fluxului electric, 
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se obţine 
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relaţia de conservare a sarcinii electrice se reduce la o teoremă de conservare a sarcinii electrice. 


Faptul că relaţia de conservare a sarcinii electrice are o semnificaţie în sine şi o multitudine de aplicaţii constituie justificarea introducerii ei în sistemul de legi ale fenomenelor electromagnetice ca lege a conservării sarcinii electrice. 


4. Obiectul unei probleme directe de câmp electromagnetic constă, în esenţă, în determinarea distribuţiei vectorilor câmpului electromagnetic, 
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sau, depinzând de situaţie, doar a unora dintre aceştia, într-un domeniu  
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  precizat şi, în general, într-un interval temporal  
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  specificat, pornind de la anumite date necesare şi suficiente. De fapt, rareori interesează chiar valorile mărimilor locale de câmp electromagnetic; cel mai adesea interesul este orientat către determinarea unor mărimi globale – tensiuni, curenţi, fluxuri, energie – ori a unor mărimi mecanice asociate – forţe ori cupluri electromagnetice. Totuşi, în general, chiar şi determinarea unor asemenea mărimi globale sau conexe presupune obţinerea, în prealabil, a soluţiei problemei în termenii mărimilor locale de câmp electromagnetic. 


Trei chestiuni trebuie abordate în legătură cu o asemenea problemă: existenţa, unicitatea şi stabilitatea soluţiei. Precizarea condiţiilor de existenţă a (măcar) unei soluţii a ecuaţiilor câmpului electromagnetc constituie o problemă matematică dificilă, care nu este pe deplin rezolvată; se admite însă că, în situaţii obişnuite, nu prea complicate, o asemenea soluţie există. Stabilitatea soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic înseamnă că aceasta se modifică puţin la mici modificări ale datelor problemei de câmp – nici această chestiune matematică nu are încă o rezolvare generală. Unicitatea soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic priveşte precizarea condiţiilor în care soluţia acestora (dacă există) este unică. Aceeasta chestiune este abordabilă, chiar dacă la un nivel mai puţin riguros, şi este importantă mai ales prin aceea că stabileşte corectitudinea formulării unei probleme de câmp electromagnetic. 


Teorema de unicitate a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic afirmă că soluţia ecuaţiilor câmpului electromagnetic într-un domeniu  D( , ocupat de medii lineare isotrope imobile, şi într-un interval temporal  t ( [0,T] , este unic determinată dacă sunt date: 


condiţiile de surse  CS  :
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condiţiile de frontieră  C(  :
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condiţiile iniţiale  C0  :
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Condiţiile de surse exprimă faptul elementar că pentru a determina câmpul electromagnetic în domeniul spaţial şi intervalul temporal de interes este necesară cunoaşterea surselor interioare de câmp electromagnetic – altele decât câmpul electromagnetic însuşi. Condiţiile de frontieră exprimă faptul că şi sursele de câmp electromagnetic exterioare domeniului de interes influenţează câmpul din interiorul acestuia, făcându-se simţite prin valorile câmpului electromagnetic la frontiera domeniului. În fine, rezultatul prezenţei surselor de câmp electromagnetic înaintea momentului iniţial al intervalului temporal de interes este luat în considerare prin condiţiile iniţiale. Este evident că aceste din urmă condiţii nu mai sunt necesare în cazul câmpului electromagnetic independent de timp (câmp static sau staţionar) sau în cazul câmpului electromagnetic cu variaţie periodică în timp. 

În fine, este important de remarcat că teorema de unicitate enunţată mai sus rămâne valabilă şi în cazul unor medii lineare imobile anisotrope, ca şi în cazul unor medii imobile monoton nelineare (pentru care ecuaţiile constititive electrică, magnetică şi conductivă sunt reprezentate prin funcţii monoton crescătoare). 


În medii lineare, în virtutea linearităţii ecuaţiilor câmpului electromagnetic, este evident că sumei a două seturi de condiţii de unicitate îi corespund ecuaţii ce au ca soluţie suma soluţiilor seturilor de ecuaţii separate, corespunzând fiecăreia din condiţiile de unicitate iniţiale. Folosind aceeaşi linearitate a ecuaţiilor câmpului electromagnetic, este evident că multiplicând cu aceeaşi constantă reală condiţiile de unicitate, soluţia ecuaţiilor cu aceste noi date este multiplul prin aceeaşi constantă a soluţiei originale. Aceste constatări permit să se enunţe teorema de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic în medii lineare imobile: o combinaţie lineară de seturi de condiţii de unicitate determină univoc drept soluţie aceeaşi combinaţie lineară a soluţiilor asociate, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte, 
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Trebuie accentuat, încă odată, asupra faptului că o asemenea teoremă de superpoziţie este valabilă  numai  în medii lineare. 


13.6.  Regimuri  ale  câmpului  electromagnetic 

1. Studiul câmpului electromagnetic poate fi efectuat mai simplu în multe situaţii de interes dacă sunt precizate în mod consistent condiţiile restrictive ale situaţiilor particulare. În acest sens a fost introdus conceptul de regim al câmpului electromagnetic, ca definind setul de condiţii care precizează ritmul de variaţie în timp a mărimilor fizice (în particular – electromagnetice). Condiţiile definitorii pentru un regim pot fi înţelese fie ca restricţii de impus unui sistem fizic pentru ca acesta să fie corect descris prin ecuaţiile corespunzătoare acelui regim, fie drept condiţii care, regăsite (măcar cu suficientă precizie) în funcţionarea unui sistem, să permită studiul acestuia în cadrul regimului corespunzător condiţiilor. 


Regimul static este cel mai simplu regim, definit prin condiţiile cele mai restrictive:  (1) toate mărimile fizice sunt constante (în timp) şi  (2) nu este prezent nici un proces de transfer energetic (nici o transformare de energie). Regimul staţionar, de o complexitate sporită, este definit prin simpla condiţie ca toate mărimile fizice să fie constante (în timp). Regimul cuasistaţionar, încă mai complex, este definit în sens larg prin condiţia ca ritmul de variaţie în timp a mărimilor fizice să fie suficient de lent, astfel încât să poată fi neglijate undele electromagnetice. Mai amănunţit, regimul cuasistaţionar anelectric este acela în care variaţia în timp a mărimilor de câmp electric este neglijabilă, în timp ce regimul cuasistaţionar amagnetic este acela în care variaţia în timp a mărimilor de câmp magnetic este neglijabilă. În fine, regimul variabil (sau nestaţionar) este cel mai complex – în acest regim nu este impusă nici o condiţie restrictivă asupra ritmului de desfăşurare în timp a fenomenelor fizice. 


Discutarea regimurilor câmpului electromagnetic este restrânsă aici la cazul mediilor imobile. Ecuaţiile câmpului electromagnetic corespunzătoare fiecărui regim se obţin simplu dacă în ecuaţiile câmpului electromagnetic, 
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sunt luate în considerare condiţiile definitorii ale regimului abordat. 


Efectele impunerii unor restricţii asupra ritmului de variaţie în timp a mărimilor electromagnetice este mai uşor de sezisat dacă este urmărită diagrama din fig. 13.17 care ilustrează legăturile generale dintre mărimile de câmp electromagnetic în cadrul sistemului de ecuaţii care descriu acest câmp. Din punctul de vedere al ritmului variaţiei în timp a mărimilor fizice sunt importante în special acele legături care implică derivate în raport cu timpul. 
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   Fig. 13.17. 


2. Prin condiţia definitorie  
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 , regimul static al câmpului electromagnetic impune anularea oricărei derivate în raport cu timpul în ecuaţiile câmpului. În plus, deoarece transferurile energetice asociate histerezisului sunt oricum excluse în virtutea condiţiei amintite, cea de a doua condiţie definitorie impune ca  
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 , ceea ce, în condiţiile admiterii prezenţei câmpului electric, se reduce imediat la absenţa oricărui proces de conducţie electrică,  
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 . Din diagrama legăturilor dintre mărimile de câmp electromagnetic în cadrul sistemului de ecuaţii care descriu câmpul dispare partea privitoare la fenomenele electrocinetice (ecuaţia de continuitate a sarcinii electrice şi cea de transfer al puterii asociat conducţiei electrice fiind de altfel identic satisfăcute), precum şi influenţarea reciprocă între aspectele electric şi magnetic ale câmpului electromagnetic (fig. 13.18). 
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   Fig. 13.18. 


Ecuaţiile câmpului electromagnetic în regim static sunt, astfel, separate în două subsisteme independente de ecuaţii – cele care tratează un câmp electrostatic  
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şi cele care descriu un câmp magnetostatic  
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3. Regimul staţionar al câmpului electromagnetic este caracterizat prin condiţia  
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  care impune anularea oricărei derivate în raport cu timpul. În diagrama legăturilor dintre mărimile de câmp electromagnetic în cadrul sistemului de ecuaţii care descriu câmpul dispare influenţarea reciprocă dintre aspectele electric şi magnetic ale câmpului electromagnetic, dar este prezentă acum influenţarea câmpului magnetic de către cel electric prin intermediul câmpului electrocinetic (fig. 13.19). 

Ecuaţiile câmpului electromagnetic în regim staţionar pot fi grupate într-un subsistem de ecuaţii privitoare la un câmp electric staţionar 
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    Fig. 13.19. 
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cuplat (conform ecuaţiei constitutive a conducţiei electrice) cu un câmp electrocinetic staţionar  
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şi un alt subsistem de ecuaţii privitoare la un câmp magnetic staţionar  
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 , influenţat (conform legii lui Ampère) de cel electrocinetic, 
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4. Regimul cuasistaţionar al câmpului electromagnetic, definit prin condiţia ca ritmul de variaţie în timp a mărimilor electromagnetice să fie suficient de lent, astfel încât să fie absente undele electromagnetice, poate fi prezent în mai multe ipostaze. 


Regimul cuasistaţionar anelectric este regimul în care ritmul de variaţie în timp a câmpului electric este suficient de redus pentru a nu induce (conform legii lui Ampère) un câmp magnetic semnificativ. Cantitativ, această condiţie poate fi exprimată ca 
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intensitatea curentului de deplasare să fie neglijabilă în raport cu intensitatea curentului electric de conducţie.
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    Fig. 13.20. 


Neglijarea variaţiei în timp a fluxului electric prin orice suprafaţă implică, în conformitate cu legea lui Gauss, neglijarea variaţiei în timp a sarcinii electrice din orice domeniu, deci repartiţie constantă în timp a sarcinii electrice, 
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Poate fi atunci separată o parte potenţială a câmpului electric, constantă în timp, independentă de partea câmpului electric indus conform legii lui Faraday. Rămâne de interes atunci câmpul magnetic variabil în timp, împreună cu partea indusă a câmpului electric asociat conducţiei electrice, seturile cuplate  
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 ale unui câmp electromagnetic cuasistaţionar anelectric (fig. 13.20) fiind descrise de ecuaţiile 
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Dispariţia din ecuaţiile de interes a referirilor la inducţia electrică este legată de neglijarea ritmului variaţiei acesteia în timp; la rândul ei, această neglijare poate fi exprimată, echivalent, prin condiţia energetică 
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a neglijării (variaţiei) densităţii energiei electrice în raport cu a celei magnetice. Aceeaşi dispariţie din ecuaţiile de interes a referirilor la inducţia electrică  
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  poate fi impusă şi printr-o condiţie încă mai dură, considerând, formal, o permitivitatea identic nulă în întreg spaţiul, 
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împreună cu anularea identică a polarizaţiei permanente  
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Regimul cuasistaţionar amagnetic este regimul în care ritmul de variaţie în timp a câmpului magnetic este suficient de redus pentru a nu induce (conform legii lui Faraday) un câmp electric semnificativ. Cantitativ, această condiţie poate fi exprimată ca 
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tensiunile electrice induse să fie neglijabile în raport cu alte tensiuni electrice – statice sau staţionare – de-a lungul unor trasee comparabile. 


Neglijarea variaţiei în timp a fluxului magnetic prin orice suprafaţă implică ignorarea referirilor la inducţia magnetică  
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  în ecuaţiile de interes; în această situaţie, menţinerea ecuaţiilor referitoare la intensitatea câmpului magnetic  
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  devine, de asemenea, irelevantă. Aceste consideraţii sunt echivalente cu ignorarea completă a câmpului magnetic, ecuaţiile rămase având atunci ca obiect numai câmpul electric şi cel electrocinetic. Apare, însă, o situaţie paradoxală. Câmpul electric  
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  este determinat de ecuaţii referitoare la circulaţia (rototul) şi fluxul (divergenţa) acestor mărimi, împreună cu relaţia constitutivă electrică, 
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Similar, câmpul electrocinetic  
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  este determinat de ecuaţii referitoare la circulaţia (rototul) şi fluxul (divergenţa) acestor mărimi, împreună cu relaţia constitutivă a conducţiei electrice, 
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În acest fel, fluxul (divergenţa) intensităţii câmpului electric  
[image: image380.wmf]E
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 apare ca determinat(ă), simultan, pe de o parte de repartiţia sarcinii electrice, pe de altă parte de ritmul de variaţie în timp a acesteia. Această contradicţie poate fi înlăturată observând că există o relaţie diferenţială lineară între cele două determinări pomenite, 
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respectiv 
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Este astfel pusă în evidenţă necesitatea considerării curentului electric de conducţie împreună cu cel de deplasare într-un  curent electric total, 
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Rămâne atunci de interes un câmp electromagnetic cuasistaţionar amagnetic reprezentat de  setul format din  intensitatea câmpului electric şi  intensitatea curentului electric total, 
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 , şi descris de ecuaţiile (fig. 13.21) 
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    Fig. 13.21. 


Neglijarea ritmului variaţiei în timp a inducţiei magnetice în ecuaţiile de interes poate fi exprimată, echivalent, prin condiţia energetică 
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a neglijării (variaţiei) densităţii energiei magnetice în raport cu a celei electrice. Aceeaşi dispariţie din ecuaţiile de interes în primul rând a referirilor la inducţia magnetică  
[image: image394.wmf]B
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  poate fi impusă şi prin condiţia formală, mai dură, a unei permeabilităţi identic nule în întreg spaţiul, 
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împreună cu anularea identică a magnetizaţiei permanente,  
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 , şi cu ignorarea, în consecinţă, şi a intensităţii câmpului magnetic  
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În fine, regimul cuasistaţionar conductiv presupune neglijarea ritmurilor de variaţie în timp atât a câmpului magnetic cât şi a câmpului electric. În virtutea discuţiei anterioare, aceasta presupune, pe de o parte, ignorarea ecuaţiilor referitoare la inducţia electrică şi deci ignorarea sarcinii electrice, şi, pe de altă parte, ignorarea ecuaţiilor referitoare la inducţia magnetică, deci şi a celor referitoare la intensitatea câmpului magnetic. Într-un asemenea regim câmpul electric, ca şi cel magnetic, sunt irelevante şi rămâne de considerat numai câmpul electrocinetic  
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Neglijarea ritmului variaţiei în timp a inducţiilor electrică şi magnetică poate fi exprimată, echivalent, prin condiţia energetică 
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a neglijării variaţiei în timp a densităţii energiei electromagnetice în raport cu densitatea puterii disipate asociată conducţiei electrice. 


Se observă imediat că ecuaţiile câmpului electrocinetic cuasistaţionar sunt, de fapt, identice celor ale câmpului electrocinetic staţionar; din acest motiv se poate vorbi, în general, de un câmp electrocinetic pseudostaţionar. 


5. În fine, este evident că regimul variabil (nestaţionar) al câmpului electromagnetic este regimul – nesupus nici unei restricţii – descris chiar de ecuaţiile generale ale câmpului electromagnetic, 
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