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20.  METODE  DE  CALCUL  AL  CÂMPULUI  ELECTROMAGNETIC 
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20.  METODE  DE  CALCUL  AL  CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC 


20.1.  Metode  analitice  şi  metode  numerice 


1.  Problemele de câmp electromagnetic pot fi clasificate, în general, în probleme directe şi probleme inverse. 


O problemă directă de câmp electromagnetic are formularea tipică următoare: fiind date domeniul de studiu – înţelegând prin aceasta precizările geometrice necesare precum şi precizările privind distribuţia parametrilor constitutivi în domeniu – şi intervalul temporal de interes, se cere să se determine mărimile de câmp electromagnetic în condiţii de unicitate date. 


O problemă inversă de câmp electromagnetic reprezintă, în mare, opusa unei probleme directe. Pot fi totuşi distinse două tipuri diferite de probmele inverse. 


Problema de sinteză a câmpului electromagnetic are formularea tipică următoare: fiind date domeniul de studiu – precizările geometrice şi cele privind distribuţia parametrilor constitutivi (de material) – şi intervalul temporal de interes, se cere să se determine distribuţia surselor de câmp electromagnetic astfel încât mărimile de câmp electromagnetic într-un subdomeniu al domeniului de studiu să se afle între anumite limite precizate. Asemenea probleme sunt întâlnite, de exemplu, în proiectarea lentilelor electromagnetice sau a aplicaţiilor medicale în care trebuie asigurată o anumită uniformitate a câmpului electromagnetic într-o regiune dată. 


Problema de investigare structurală este aceea în care surse de câmp electromagnetic date determină într-un domeniu dat un câmp electromagnetic a cărui repartiţie este influenţată de distribuţia parametrilor constitutivi în domeniul studiat; se cere ca, prin prelucrarea datelor furnizate de senzori electromagnetici precizaţi, să se determine distribuţia (dependenţa de poziţie a) parametrilor constitutivi în domeniul studiat. Asemenea probleme sunt întâlnite, de exemplu, în aşa numita defectoscopie electromagnetică, în care se urmăreşte identificarea unor defecte în mediul (care ar trebui să fie omogen al) unor piese fabricate. 


În cele mai multe situaţii, rezolvarea unei probleme inverse presupune comparaţii cu rezultatele unor probleme directe de test asociate configuraţiei abordate, astfel încât este importantă, mai ales, discutarea problemelor directe de câmp electromagnetic. 


2. Obiectul unei probleme directe de câmp electromagnetic este, în esenţă, determinarea distribuţiei câmpului electromagnetic  
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 – sau, depinzând de configuraţie, doar a unora dintre aceşti vectori – într-un domeniu  
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  precizat şi, în general, într-un interval temporal  t ( [0,T]  specificat, pornind de la anumite date necesare şi suficiente. De fapt, rareori interesează chiar valorile mărimilor locale de câmp electromagnetic; cel mai adesea interesul este orientat către determinarea unor mărimi globale – tensiuni, curenţi, fluxuri, energie – ori derivate –  forţe ori cupluri electromagnetice. Totuşi, în general, chiar şi determinarea unor asemenea mărimi globale sau conexe presupune obţinerea, în prealabil, a soluţiei problemei în termenii mărimilor locale de câmp electromagnetic. 


Două mari direcţii de abordare a unor asemenea probleme au fost dezvoltate. 


Abordarea analitică a unei probleme de câmp electromagnetic urmăreşte obţinerea unei aşa numite soluţii exacte – în fiecare punct şi în fiecare moment de interes – prin exprimări, formule concise, în termenii unor funcţii explicite. Este evidentă dificultatea unui asemenea demers chiar în cazul unor configuraţii spaţiale de complexitate redusă; pentru configuraţii arbitrare abordarea analitică directă a unei probleme de câmp electromagnetic este cu totul imposibilă. În multe asemenea situaţii se preferă obţinerea unei soluţii analitice pentru o configuraţie care să o aproximeze cât mai bine pe cea reală, dar care să permită, în acelaşi timp, abordarea analitică. Astfel, de fapt, în covârşitoarea majoritate a situaţiilor în care poate fi aplicată, o abordare analitică a unei probleme de câmp electromagnetic furnizează doar o aproximare a soluţiei dorite. 


Abordarea numerică a unei probleme de câmp electromagnetic urmează o cale diferită. De la bun început se renunţă la căutarea unei soluţii exacte, care ar oferi precis mărimile de câmp dorite în fiecare punct şi moment de interes, operând astfel cu un număr infinit de valori necunoscute. În loc de aceasta se porneşte de la simplificarea problemei în sensul de a se urmări determinarea unui număr finit de valori, în termenii cărora să se poată calcula o soluţie aproximativă a problemei, în principiu în orice punct din domeniu se studiu şi orice alt moment din intervalul temporal de interes. Corespunzător, abordarea numerică presupune atunci modificări minore ale domeniului spaţial asociat problemei şi aproximarea operatorilor (diferenţiali, integro-diferenţiali ori integrali ai) problemei prin operatori discreţi, aproximativi. 


3. Rezolvarea unei probleme directe de câmp electromagnetic presupune parcurgerea mai multor etape. 


Formularea problemei trebuie să furnizeze datele necesare rezolvării acesteia: configuraţia geometrică şi parametrii constitutivi ai substanţelor din domeniul spaţial de interes, domeniul temporal de interes şi sursele de câmp – în sens larg – asociate condiţiilor de unicitate. 


Sunt apoi construite ecuaţiile care descriu procesele fizice asociate problemei studiate şi sunt aduse la forma cea mai convenabilă rezolvării. În acest sens pot fi folosite, de exemplu, necunoscute auxiliare cum sunt potenţialele electromagnetice. De asemenea ecuaţiile pot fi abordate într-o formulare integrală, integro-diferenţială sau diferenţială, sau sunt aplicate transformări integrale adecvate, după cum este mai convenabil. 


În principiu ar trebui să urmeze o analiză din punct de vedere matematic a ecuaţiilor obţinute, având ca obiect specificarea condiţiilor matematice care asigură existenţa, unicitatea şi regularitatea soluţiei: faptul că problema are soluţie, că aceasta este unică şi că depinde neted (fără salturi) de date. O asemenea analiză calitativă a ecuaţiilor câmpului electromagnetic este însă extrem de dificilă şi rămâne o problemă matematică deschisă. În general se admite că, într-o formulare suficient de îngrijită, este asigurată existenţa şi regularitatea soluţiei unei probleme de câmp electromagnetic. Condiţiile de unicitate a soluţiei sunt mai uşor de determinat, şi ele sunt importante pentru formularea consistentă a problemei, în sensul de a furniza datele necesare şi suficiente pentru obţinerea unei soluţii unice. 


În abordarea analitică este mai întâi apreciată posibilitatea obţinerii unei soluţii analitice a problemei studiate în configuraţia dată. În cazul unei configuraţii prea complicate, care nu permite aşa ceva, se caută simplificarea configuraţiei asociate problemei, prin reţinerea aspectelor sale esenţiale, la o configuraţie susceptibilă unei abordări analitice. 


Este apoi aleasă o metodă de rezolvare adevcată problemei – care să permită fie o rezolvare mai lesnicioasă, fie o prezentare a rezultatelor mai convenabilă în utilizarea lor ulterioară – şi este aplicată problemei studiate. 


În abordarea numerică se începe cu discretizarea problemei de câmp electro-magnetic, care include două aspecte. Mai întâi este aleasă o modalitate de discretizare (aproximare în termenii unei mulţimi finite de valori) a soluţiei problemei. Sunt apoi discretizate ecuaţiile problemei, în sensul reformulării lor în termenii discretizării folosite pentru soluţia căutată. Discretizarea ecuaţiilor problemei trebuie însoţită, evident, de o discretizare corespunzătoare a datelor acesteia. 


În principiu şi aici ar trebui să urmeze analiza discretizării adoptate din punct de vedere matematic. Aceasta presupune, mai întâi, studiul erorilor introduse prin discretizare şi, mai ales, al convergenţei discretizării, adică al apropierii indefinite a funcţiilor discretizate de cele originale, cu variaţie (aproape peste tot) continuă, odată cu rafinarea discretizării. Apoi această analiză presupune studiul existenţei, unicităţii şi regularităţii (în sens discret) a soluţiei problemei discretizate. În fine, analiza ar mai presupune şi studiul convergenţei soluţiei problemei discretizate la soluţia problemei originale. Şi o asemenea analiză calitativă a unei probleme discretizate de câmp electromagnetic este în general foarte de dificilă şi rămâne o problemă matematică deschisă. Se admite în principiu şi în acest caz că, într-o formulare suficient de îngrijită, sunt valabile răspunsuri afirmative la chestiunile enumerate mai sus. 


Urmează rezolvarea ecuaţiilor problemei în vederea obţinerii soluţiei aproximative, adică a valorilor discrete care o constituie. Este vorba aici despre rezolvarea unor sisteme de ecuaţii algebrice, în care scop sunt folosite aşa numite solvere specializate – programe dedicate soluţionării unor asemenea sisteme de ecuaţii. 


În fine, în funcţie de obiectivele finale ale problemei abordate, într-o etapă zisă de postprocesare, pot fi determinate valorile aproximative ale diferitelor mărimi de interes – deobicei globale sau conexe – folosind soluţia discretizată (aproximativă) a problemei de câmp electromagnetic. 


4. Un prim tip de ecuaţii care apar în problemele directe de câmp electromagnetic este reprezentat de ecuaţiile eliptice, 
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numite ecuaţii Laplace în absenţa termenului liber  (f(0) , sau ecuaţii Poisson în cazul prezenţei acestui termen, asociat surselor interne domeniului de studiu  D( . Soluţia – numită soluţie tare – este funcţia  
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 , care satisface în  D(  ecuaţia eliptică, şi satisface pe frontiera  ( , cu versorul normalei exterioare  
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 , condiţii de frontieră impuse prin condiţiile de unicitate, 
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În particular, într-un sistem de coordonate rectangulare, o ecuaţie de tip eliptic este simplu 
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ea poate avea însă şi forme mai complicate în alte sisteme de coordonate curbilinii ortogonale. Asemenea ecuaţii apar în studiul câmpurilor statice sau staţionare, în care câmpul este determinat în termenii unui potenţial scalar. 


Tot de tip eliptic sunt ecuaţiile de o formă ceva mai generală, 



[image: image9.wmf](

)

h

n

u

g

u

f

u

N

D

S

S

=

¶

¶

=

=

a

a

    

    

      

      

,

;

div

grad

   , 

unde  (  este un parametru constitutiv scalar, sau chiar tensorial cu matrice generatoare de formă pătratică pozitiv definită. În fine, tipul eliptic poate fi atribuit şi unor ecuaţii de forma 
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unde necunoscuta este adesea un vector solenoidal,  
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 . Asemenea ecuaţii apar tot în studiul câmpurilor statice sau staţionare, în care însă câmpul este determinat în termenii unui potenţial vector. 


Un alt tip de ecuaţii care apar în problemele directe de câmp electromagnetic cuasistaţionar îl constituie ecuaţiile parabolice, 
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numite şi ecuaţii de difuzie, omogene (în absenţa termenului liber,  f(0), sau neomogene (în cazul prezenţei acestui termen, asociat surselor interne domeniului de studiu  D(). Soluţia – numită soluţie tare – este funcţia  
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  ecuaţia parabolică, şi satisface pe frontiera  ( = SD ( SN , SD ( SN = ( , cu versorul normalei exterioare  
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precum şi condiţia iniţială  în  D(  la  t = 0 , 
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Operatorul spaţial al problemei,  
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  are diferite expresii în funcţie de sistemul de coordonate adecvat configuraţiei problemei şi poate fi, de asemenea, generalizat la  
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  pentru necunoscute vectoriale (solenoidale), în condiţii similare celor specificate mai sus, pentru ecuaţiile eliptice. 


Un ultim tip de ecuaţii care apar în problemele directe de câmp electromagnetic nestaţionar (general variabil) este reprezentat de ecuaţiile hiperbolice, 
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numite şi ecuaţii ale undelor, omogene (în absenţa termenului liber,  f(0), sau neomogene (în cazul prezenţei acestui termen, asociat surselor interne domeniului de studiu  D(). Soluţia – numită soluţie tare – este funcţia  
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  ecuaţia hiperbolică, şi satisface pe frontiera  ( = SD ( SN , SD ( SN = ( , cu versorul normalei exterioare  
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precum şi condiţiile iniţiale  în  D(  la  t = 0 , 
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Şi aici operatorul spaţial al problemei,  
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  are diferite expresii în funcţie de sistemul de coordonate adecvat configuraţiei problemei şi poate fi, de asemenea, generalizat la  
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  pentru necunoscute vectoriale (solenoidale), în condiţii similare celor specificate mai sus, pentru ecuaţiile eliptice. 


În fine, aşa cum s-a văzut în capitolele 18 sau 19, studiul câmpului electromagnetic variabil armonic în timp, abordat în termenii reprezentării complexe a acestuia, permite înlocuirea derivării în raport cu timpul a mărimilor electromagnetice prin produsul cu  j(  al reprezentărilor lor complexe. Această abordare reduce ecuaţiile de tip parabolic sau hiperbolic la ecuaţii de tip Helmholtz, 
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unde necunoscuta  u  este în general o funcţie complexă  U  iar coeficentul  k  poate fi real sau complex, după tipul de ecuaţie, hiperbolică sau parabolică, de la care s-a plecat. Condiţiile de frontieră şi variantele de exprimare a operatorului spaţial, inclusiv  generalizarea sa la necunoscute vectoriale (complexe) solenoidale, sunt similare celor discutate mai sus. 


20.2.  Metoda  separării  variabilelor 


Metoda separării variabilelor este o metodă analitică de rezolvare a ecuaţiilor câmpului electromagnetic, aplicabilă unor configuraţii particulare ale domeniului de studiu în ceea ce priveşte forma acestuia, repartiţia surselor interioare şi condiţiile de frontieră. 


Pentru a pune în evidenţă specificul metodei separării variabilelor este suficient să fie analizate probleme de câmp electromagnetic descrise de ecuaţii eliptice de tip Laplace, 



[image: image35.wmf](

)

0

div

=

º

D

u

u

grad

      în  D(   , 

pentru anumite condiţii de frontieră 
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20.2.1.  Sisteme  de  coordonate  curbilinii  ortogonale 


1.  De la început trebuie subliniat faptul că operatorul eliptic Laplacian  (  este explicitat în termenii unui sistem de coordonate curbilinii ortogonale adecvat geometriei problemei, tocmai pentru a facilita descrierea condiţiilor de frontieră şi, corespunzător, a soluţiei însăşi. 


Un sistem de coordonate curbilinii ortogonale este descris, în termenii sistemului de coordonate rectangulare, prin relaţii de tipul 
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Coeficienţii metrici asociaţi  hi  sunt definiţi prin 
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şi sunt folosiţi pentru a exprima deplasarea elementară  dl  definită prin 
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elementul de arie pe suprafaţe de coordonate, 
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şi elementul de volum, 
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Dacă  
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2.  Pentru sistemul de coordonate cilindrice   
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expresiile generale de mai sus devin 
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   Fig. 20.1. 



           Fig. 20.2. 


3.  Pentru sistemul de coordonate sferice   
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expresiile generale de mai sus devin 
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4. Ideea fundamentală a metodei separării variabilelor este, aşa cum sugerează numele, spargerea unei ecuaţii cu derivate parţiale, în care sunt cuplate derivate parţiale în raport cu mai multe variabile, într-un sistem de ecuaţii diferentiale ordinare separate, în raport cu fiecare variabilă. În ceea ce priveşte problemele de câmp electromagnetic, interesează cu precădere ecuaţiile cu derivate parţiale asociate operatorului Laplace, cum sunt ecuaţiile lui Laplace şi Poisson, ecuaţia lui Helmholtz, sau ecuaţia difuziei ori a undelor, în variantele lor mai generale, în medii lineare omogene. 


Pot fi considerate multe sisteme de coordonate curbilinii ortogonale. În afară de coordonatele rectangulare, cilindrice şi sferice, pentru coordonatele cilindrilor parabolici, cilindrului eliptic, paraboloizilor de rotaţie, paraboloidale, elipsoidului alungit, elipsoidului turtit, elipsoidale, bisferice, toroidale, sau conice, ecuaţiile asociate operatorului Laplace sunt separabile, adică sunt abordabile în maniera care va fi ilustrată mai jos. Pentru alte sisteme de coordonate curbilinii ortogonale, însă, cum este cazul coordonatelor cilindrilor hiperbolici, cilindrilor logaritmici, sau biaxiale, asemenea ecuaţii nu sunt în general separabile, deşi pot fi separabile în situaţii speciale. În particular, pentru probleme bidimensionale (în care configuraţia problemei şi mărimile electromagnetice sunt aceleaşi de-a lungul unei direcţii, considerată de obicei ca axă  Oz), ecuaţiile asociate operatorului Laplace sunt separabile în coordonate polare (cilindrice), parabolice, hiperbolice, eliptice, bipolare, logaritmice. Similar, pentru probleme cu simetrie de rotaţie (în jurul unei axe considerată de obicei ca axă  Oz), aceste ecuaţii sunt separabile în coordonate cilindrice şi sferice, precum şi în coordonatele parboloizilor de rotaţie, elipsoidului alungit, elipsoidului turtit, bisferice, toroidale, conice (cu simetrie de rotaţie în jurul axei de simetrie). 


Trebuie remarcat faptul că metoda separării variabilelor a fost aplicată mai sus, în secţiunea 19.2, pentru a rezolva ecuaţia omogenă a undelor în ghidul de undă dreptunghiular, într-un sistem de coordonate rectangulare. În cele ce urmează, metoda separării variabilelor va fi ilustrată şi pentru alte ecuaţii asociate operatorului Laplace, punând în evidenţă câteva tehnici de adaptare a procedurii metodei separării variabilelor la structura problemei abordate. 


20.2.2.  Separarea  variabilelor  în  coordonate  rectangulare 


1. Fie considerată problema determinării câmpului electric asociat unei unde progresive de sarcină spaţială între două plane echipotenţiale paralele (fig. 20.3). 


Pentru început, în domeniul bidimensional vid în care este studiată problema, 
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cu planele conductoare  y = (a  la potenţial nul, este considerată sarcină electrică cu densitatea de volum uniformă în direcţia axei  Oy  şi periodică de-a lungul axei  Ox , 
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    Fig. 20.3.


Câmpul electric, descris de ecuaţiile 
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este determinat prin intermediul potenţialului electric, 
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care, la rândul său, este soluţia ecuaţiei de tip Poisson 
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cu condiţia de frontieră 
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Fiind vorba despre o ecuaţie lineară, soluţia ecuaţiei potenţialului electrostatic este căutată sub forma superpoziţiei (sumei) 
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dintre o soluţie particulară  Vp  a ecuaţiei neomogene, fără restricţii la frontieră, 
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şi soluţia ecuaţiei omogene, 
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cu condiţii de frontieră modificate adecvat condiţiilor problemei, 
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Întrucât densitatea volumică a sarcinii electrice este independentă de variabila  y , soluţia particulară a ecuaţiei neomogene poate fi căutată ca funcţie exclusiv de variabila  x , care satisface atunci ecuaţia 
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se obţine imediat 
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2.  Soluţia ecuaţiei de tip Laplace, cu condiţii de frontieră neomogene, 
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este căutată încercând reducerea ei la probleme cunoscute, deci în principiu mai simple, anume la ecuaţii diferenţiale ordinare. Metoda separării variabilelor are ca premiză exprimarea funcţiei necunoscute de mai multe variabile ca  produs de funcţii de o singură variabilă, 
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sau, mai general, ca sumă de asemenea produse. Înlocuind o asemenea expresie a soluţiei în ecuaţia lui Laplace şi divizând cu  
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Egalitatea dintre funcţiile independente  
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 , dependentă de variabila  x , şi  
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 , dependentă de variabila y , este posibilă numai dacă ele sunt constante, egale, 
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În funcţie de semnul atribuit pătratului constantei k , numită constantă de separare, sunt obţinute soluţii diferite ale ecuaţiilor separate, prezentate în tabelul alăturat. 

	k = 0
	k2 > 0
	k2 < 0  (  k = jk'

	A+Bx
C+Dy
	Acoskx+Bsinkx
Cchky+Dshky
Ce+ky+De–ky
	Achk'x+Bshk'x
Ae+k'x+Be–k'x
Ccosk'y+Dsink'y



Semnul algebric al pătratului constantei de separare  k2  este ales astfel încât să poată fi descrise adecvat condiţiile de frontieră. 


În particular, în problema abordată, trebuie descrisă o condiţie de frontieră dependentă de variabila  x , ceea ce este posibil numai dacă soluţiile ecuaţiei pentru funcţia asociată  X(x)  pot alcătui un sistem complet de funcţii, în termenii căruia să poată fi dezvoltată în serie Fourier funcţia reprezentând condiţia de frontieră. Sunt astfel alese variantele  k ( 0 , care furnizează drept funcţii separate  X(x) = A+Bx  şi  Y(y) = C+Dy  (pentru  k2 = 0) , respectiv  X(x) = Akcoskx+Bksinkx  şi  Y(y) = Ckchky+Dkshky  (pentru  k2 > 0). Soluţia ecuaţiei omogene de tip Laplace este atunci de forma 
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Structura problemei, corespunzătoare condiţiei de frontieră, este simetrică (pară) în raport cu coordonata  y , ceea ce impune excluderea funcţiilor impare în  y  prin anularea coeficienţilor acestora:  D = 0 , Dk = 0 . Asimilând multiplicativ coeficienţii  C  şi  Ck  în coeficienţii rămaşi, soluţia este acum căutată sub forma 
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Pentru ca forma rămasă a soluţiei să poată satisface condiţia de frontieră cosinusoidală în raport cu  x , 
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trebuie exclusă orice termen constant, variaţie lineară sau sinusoidală în raport cu variabila  x , impunând anularea coeficienţilor corespunzători:  A = 0 , B = 0 , Bk = 0 . 


Soluţia rămâne atunci a fi căutată sub forma 
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unde coeficienţii  Ak  sunt determinaţi astfel încât să poată fi descrisă condiţia de frontieră, 
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Simpla identificare duce la concluzia că este suficientă o singură valoare  k = ( , pentru care 
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În final, soluţia problemei studiate este obţinută drept 
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Soluţia obţinută este ilustrată, prin linii de câmp şi linii (urme de suprafeţe) echipotentiale, în fig. 20.4, evidenţiind suprapunerea celor două componente ale sale: soluţia particulară a ecuaţiei neomogene descrie un câmp asociat unei repartiţii de sarcină volumică în interiorul structurii considerate, în timp ce soluţia ecuaţiei omogene este determinată exclusiv de distribuţia unor sarcini superficiale pe pereţii conductori ai structurii considerate, cu semne opuse celei volumice de la aceeaşi abscisă. 
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    Fig. 20.4. 


3. Revenind la problema propusă a fi studiată, câmpul electric asociat unei unde progresive de sarcină spaţială între două plane echipotenţiale paralele este cel determinat de un potenţial electric similar celui calculat mai sus, dar progresiv, care se propagă în direcţia axei  Ox – expresia sa este obţinută simplu, înlocuind variabila spaţială constantă  x  prin variabila spaţială progresivă  x–vt , 
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Intensitatea câmpului electric în interiorul structurii cu undă progresivă de sarcină spatială este 
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acesteia îi corespunde o undă progresivă de sarcină superficială pe pereţii structurii, dedusă în conformitate cu forma la interfaţă a legii fluxului electric, 
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Variaţiei în timp a sarcinii superficiale induse pe pereţii structurii îi corespunde un curent electric prin aceştia, care poate fi sezisat dacă este secţionat (izolat) un segment de lungime  l  conectat la masă (la potenţial nul) printr-un rezistor de rezistenţă suficient de mică pentru a păstra cu bună aproximaţie condiţiile de frontieră (fig. 20.3), 
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Presupunând că în direcţia transversală  Oz  structura are lăţimea  L  
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adică o funcţie armonică de timp de frecvenţă proporţională cu viteza  v  a undei şi invers proporţională cu lungimea sa de undă  
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20.2.3.  Separarea  variabilelor  în  coordonate  cilindrice 


1.  Fie considerată acum problema determinării câmpului electric în interiorul vid al unei cutii cilindrice de rază  a  şi lungime (înălţime)  l  cu pereţii conductori aflaţi la potenţiale impuse (fig. 20.5). Este ales un sistem de coordonate cilindrice, cu axa  Oz  de-a lungul axei cilindrului şi originea pe unul din capace. Capacul discoidal inferior  z = 0  şi  peretele lateral  r = a  sunt plasate la potenţial nul  V = 0 , în timp ce capacul discoidal superior  z = l , separat de peretele lateral printr-un interstiţiu vid de dimensiuni neglijabile, este plasat la potenţialul constant  V0  nenul. 
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        Fig. 20.5. 


Câmpul electric, descris de ecuaţiile 
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este determinat prin intermediul potenţialului electric, 
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care, la rândul său, este soluţia ecuaţiei de tip Laplace 
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cu condiţiile de frontieră 
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Dată fiind geometria problemei, ecuaţia potenţialului electric este scrisă în coordonate cilindrice, 
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iar soluţia ei este căutată ca produs de funcţii de câte o singură variabilă, 
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sau, mai general, ca sumă de asemenea produse. Înlocuind o asemenea expresie a soluţiei în ecuaţia lui Laplace şi divizând cu  
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Funcţiile  
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F

"

'

"

2

1

1

r

R

R

r

R

R

+

+

  şi  
[image: image126.wmf]Z

Z

"

 , dependente de variabile diferite, sunt independente, astfel încât ultima ecuaţie este verificată numai dacă ele sunt, separat, constante de sumă nulă, 
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Prima ecuaţie din această pereche poate fi rescrisă ca 
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iar urmând un argument similar celui de mai sus, funcţiile  
[image: image129.wmf]2
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 , dependente de variabile diferite, sunt independente, astfel încât ultima ecuaţie poate fi satisfăcută numai dacă ele sunt, separat, constante de sumă nulă, 
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Au rezultat în final ecuaţiile separate 
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care au soluţii diferite, în funcţie de semnul atribuit pătratelor constantelor  k , n , numite constante de separare. 


Ultimele două ecuaţii au evident ca soluţii funcţii constante ori lineare pentru valori nule ale constantelor de separare, sau funcţii trigonometrice ori exponenţiale pentru valori nenule ale constantelor de separare. 


Prima ecuaţie, în variabila radială  r , este mai interesantă şi este analizată în detaliu în cele ce urmează. Este uşor de verificat că, în cazul în care  
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iar în cazul în care  
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 , rezultă o ecuaţie cu soluţie funcţie putere, 
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În schimb, în cazul în care  
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2.  Ecuaţia lui Bessel de ordin  n , unde  constanta de separare  k  este reală  (
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are ca soluţii funcţiile Bessel de ordin  n  şi argument  kr , de speţa întâia, respectiv de speţa a doua, definite prin 
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unde  
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care satisface, printre altele, relaţiile 
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Dacă  
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 , atunci funcţiile Bessel de speţa întâia şi de ordine neîntregi opuse,  
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Dacă  
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 , atunci funcţiile lui Bessel de speţa întâia şi ordine întregi opuse,  
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 , nu mai sunt soluţii independente. O a doua soluţie independentă este atunci limita funcţiei Bessel de speţa a doua (funcţia lui Neumann) 
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în consecinţă, soluţia generală a ecuaţiei în variabila radială  r  este 
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Funcţiile Bessel  R = J  sau  R = N  satisfac relaţiile de recurenţă 
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relaţiile diferenţiale şi integrale 
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precum şi relaţiile integrale, numite formulele lui Lommel, 
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În plus, funcţiile Bessel admit dezvoltările asimptotice 
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Comportarea asimptotică a funcţiilor Bessel la valori mari ale argumentului este aproximativ armonică, ceea ce sugerează posibilitatea ca asemenea funcţii ar putea alcătui un sistem de funcţii ortogonale în termenii căruia să se poată dezvolta în serie Fourier–Bessel funcţiile de variabila radială. Într-adevăr, folosind formulele lui Lommel, se poate arăta că şirul de funcţii 



[image: image169.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

.

.

.

,

J

,

.

.

.

,

J

,

J

2

1

x

x

x

x

x

x

i

n

n

n

l

l

l

   ,   unde   
[image: image170.wmf](

)

+

Î

=

N

i

i

n

   

   

,

0

J

l

   , 

este un şir de funcţii ortogonale în intervalul  [0,1] , în sensul că 



[image: image171.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

ò

ï

î

ï

í

ì

=

¹

=

1

0

2

,

J

2

1

,

0

J

J

i

j

i

j

dx

x

x

x

x

i

n

j

n

i

n

    

    

'

    

    

          

       

l

l

l

   . 

Aceasta înseamnă că o funcţie oarecare  
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unde coeficienţii dezvoltării sunt calculaţi conform relaţiilor 
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şi unde, din nou, 
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3.  Ecuaţia  lui  Bessel   de  ordin   n  , unde  constanta  de  separare   k   este   pur 

imaginară  (
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are ca soluţii funcţiile Bessel modificate de ordin  n  şi argument  kr , de speţa întâia, respectiv de speţa a doua, definite prin 



[image: image179.wmf](

)

(

)

r

k

r

k

n

n

n

j

J

j

I

±

±

=

m

   , 



[image: image180.wmf](

)

(

)

(

)

p

p

n

r

k

r

k

r

k

K

n

n

n

sin

I

I

2

-

=

-

   . 


Dacă  
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Dacă  
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 , atunci funcţiile lui Bessel modificate de speţa întâia şi ordine întregi opuse,  
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[image: image188.wmf](

)

(

)

(

)

N

N

Î

-

=

-

Î

®

n

r

k

r

k

r

k

K

n

n

      

      

,

sin

I

I

2

lim

p

n

p

n

n

n

   , 

sau combinaţia lineară 
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în consecinţă, soluţia generală a ecuaţiei în variabila radială  r  este 
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Funcţiile Bessel modificate  R = I  sau  R = K  satisfac relaţiile de recurenţă 
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De asemenea, funcţiile Bessel modificate admit dezvoltările asimptotice 
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4.  În rezumat, în cazul folosirii unui sistem de coordonate ortogonale cilindrice, în funcţie de semnul atribuit pătratelor constantelor de separare  k  şi  n , sunt obţinute soluţii diferite ale ecuaţiilor separate, ca cele prezentate în tabelul alăturat. Cazul  n2 < 0  nu a fost luat în considerare, deoarece soluţiile corespunzătoare  Cchn(+Dshn(  sau Ce+n(+De–n(  ale ecuaţiei unghiulare nu ar avea sens pentru o variabilă definită pe intervalul finit  [0,2(). 

	k2 = 0

n2 = 0
	k2 = 0

n2 > 0
	k2 > 0

n2 ( 0
	k2 < 0  (  k = jk'

n2 ( 0

	A+Blnr

C+D(
E+Fz
	Arn+Br–n
Ccosn(+Dsinn(
E+Fz
	AJn(kr)+BNn(kr)

Ccosn(+Dsinn(
C+D(   (n2 = 0)

Echkz+Fshkz
Ee+kz+Fe–kz
	AIn(k'r)+BKn(k'r)

Ccosn(+Dsinn(
C+D(   (n2 = 0)

Ecosk'z+Fsink'z



Varianta pentru semnele algebrice ale pătratelor constantelor de separare  k2  şi  n2  este  aleasă  astfel încât să poată fi descrise adecvat condiţiile de frontieră. 


În particular, în problema abordată, trebuie descrisă o condiţie de frontieră dependentă de variabila  r , ceea ce este posibil numai dacă soluţiile ecuaţiei pentru funcţia asociată  R(r)  pot alcătui un sistem complet de funcţii, în termenii căruia să poată fi dezvoltată în serie Fourier funcţia reprezentând condiţia de frontieră  V = V0  pe capacul  z = l . Sunt astfel alese variantele  k2 > 0 , n2 ( 0 , conform cărora soluţia este căutată sub forma unui produs de funcţii 
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Condiţia de frontieră, independentă de variabila unghiulară  ( , impune o soluţie constantă  (D = 0 , Cn = 0 , Dn = 0)  a ecuaţiei asociate, corespunzând unei constante de separare  n = 0 , ceea ce elimină suma dublă. Incluzând multiplicativ coeficientul  C  în ceilalţi coeficienţi, soluţia este căutată sub forma mai simplă 
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Anularea potenţialului la  z = 0  impune anularea coeficienţilor  Ek  ai cosinusului hiperbolic, nenul la argument nul; incluzând multiplicativ coeficienţii  Fk  în coeficienţii rămaşi, soluţia este adusă la forma 
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Potenţialul impus de condiţii de frontieră mărginite trebuie să fie mărginit peste tot în domeniul de studiu, ceea ce impune eliminarea funcţiilor  
[image: image203.wmf](

)

r

k

0

N

 , cu comportare logaritmică pentru  r ( 0 , prin anularea coeficienţilor  Bk . Soluţia este în final căutată sub forma 
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O condiţie de frontieră, independentă de  ( , de forma 
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este descrisă prin dezvoltarea ei în serie Fourier în termenii şirului de funcţii Bessel de speţa întâia şi ordin  0 , 
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Coeficienţii dezvoltării sunt determinaţi prin impunerea condiţiei de frontieră nenule rămase, 
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deci, conform relaţiei discutate anterior, din 
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Pentru numitor este folosită relaţia diferenţială satisfăcută de funcţia Bessel de ordin zero,  
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 , împreună cu relaţia intergală satisfăcută de funcţia Bessel de ordin zero, 
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obţinând 
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În final, potenţialul electric din interiorul domeniului cilindric de interes este dat de relaţia 
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Rezultatul obţinut pune în evidenţă avantajele, dar şi unele dezavantaje, ale metodelor analitice: Pe de o parte, a fost obţinută o relaţie de calcul explicită a potenţialului electric în orice punct din domeniul de interes. Pe de altă parte, însă, această relaţie nu permite un calcul simplu, fiind vorba de însumarea unei serii infinite cu termeni foarte complicaţi. În plus, seria este divergentă în punctele  (r = a , z = l) , ceea ce este de altfel normal, date fiind premizele acceptate (interstiţiu infinit mic între discul de potenţial  V0  şi peretele cilindric de potenţial nul). 


20.2.4.  Separarea  variabilelor  în  coordonate  sferice 


1. Fie considerată acum problema determinării câmpului magnetic în interiorul şi în exteriorul unei sfere de rază  a  şi permeabilitate  ( ( (0  constantă, plasată în vid, într-un câmp magnetic exterior uniform de intensitate  
[image: image221.wmf]0
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 . În absenţa curenţilor electrici, problema se reduce la cea a unui câmp magnetostatic, care poate fi abordată în termenii unui potenţial magnetic scalar, notat simplu  V . Este ales un sistem de coordonate sferice, cu axa  Oz  de-a lungul câmpului magnetic exterior şi originea în centrul sferei permeabile (fig. 20.6). 


Câmpul magnetostatic, descris de ecuaţiile 
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 Fig. 20.6. 

este determinat prin intermediul potenţialului magnetic (scalar), 
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care, la rândul său, este soluţia ecuaţiei de tip Laplace 
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Domeniul de interes fiind infinit, condiţia de frontieră este condiţie la distanţă infinită de orice eventuală perturbaţie prezentă la distanţe mărginite – acolo potenţialul magnetic trebuie să corespundă câmpului magnetic constant aplicat, 
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În plus, trebuie impuse şi condiţiile la interfaţa dintre domeniile interior şi exterior sferei permeabile. Deoarece ecuaţia lui Ampère este satisfăcută identic prin operarea cu potenţial magnetic scalar, impunerea continuităţii potenţialului magnetic (scalar) la interfaţă asigură implicit şi conservarea componentei tangenţiale a câmpului magnetic la interfaţă. Conservarea componentei normale a inducţiei magnetice la interfaţă trebuie însă impusă explicit, 
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Dată fiind geometria problemei, ecuaţia potenţialului electric este scrisă în coordonate sferice, 
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iar soluţia ei este căutată ca produs de funcţii de câte o singură variabilă, 
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sau, mai general, ca sumă de asemenea produse. 


Înlocuind o asemenea expresie a soluţiei în ecuaţia lui Laplace, iar apoi divizând cu  
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Funcţiile  
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 , dependente de variabile diferite, sunt independente, astfel încât ultima ecuaţie este verificată numai dacă aceste funcţii sunt, separat, constante de sumă nulă, 
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Prima ecuaţie din această pereche poate fi rescrisă ca 
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iar urmând un argument similar celui de mai sus, funcţiile  
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 , dependente de variabile diferite, sunt independente, astfel încât ultima ecuaţie poate fi satisfăcută numai dacă ele sunt, separat, constante de sumă nulă, 



[image: image242.wmf]2

2

2

2

2

sin

tg

1

,

2

k

m

k

R

R

r

R

R

r

-

=

-

+

=

+

q

Q

Q

q

Q

Q

'

"

      

     

'

"

   . 


Au rezultat în final ecuaţiile separate 
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care au soluţii diferite, în funcţie de semnul şi valorile atribuite pătratelor constantelor    m , k , numite constante de separare. 


Ultima ecuaţie, în variabila azimutală  ( , are evident ca soluţii funcţii constante ori lineare în cazul în care  
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 . Fiind însă vorba despre o variabilă unghiulară pe intervalul  [0,2() , funcţiile exponenţiale, care ar rezulta pentru funcţia de variabila azimutală în cazul în care  
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Ecuaţia mediană, în variabila latitudinală  ( , are soluţii relevante în cazul în care  
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 , se obţine o ecuaţie cu soluţie logaritmică în termenii unei funcţii trigonometrice de variabila latitudinală  ( , 
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În fine, este uşor de verificat că prima ecuaţie, în variabila radială  r , are soluţii funcţii putere, atât în cazul în care  
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cât şi în cazul în care  
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2.  Ecuaţia lui Legendre, 
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ca şi alte ecuaţii similare, este adesea studiată şi într-o formă modificată, obţinută prin schimbarea de variabilă 
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În această situaţie 
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iar ecuaţia lui Legendre devine, succesiv, 
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În cazul particular în care  
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Această ecuaţie redusă admite drept soluţii, care iau valoarea  1  pentru  z = 1 , polinoamele lui Legendre , 
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sau, direct în termenii variabilei unghiulare, 
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adică 
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Polinoamele lui Legendre iau valorile remarcabile 
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şi satisfac relaţiile de simetrie, 
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Ele satisfac formulele de recurenţă 
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precum şi formula concisă de calcul (formula lui Rodrigues) 
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Polinoamele  lui  Legendre  mai satisfac o relaţie de ortogonalitate pe intervalul  [–1,+1] , 
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Aceasta permite dezvoltarea în serie de polinoame Legendre a unei funcţii  
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În particular, dezvoltarea este simplificată dacă se folosesc polinoamele lui Legendre normate 
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În cazul particular în care  
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şi admite ca soluţii, care iau valoarea  1  pentru  z = 1 , funcţiile lui Legendre de speţa întâia  
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sau prin alte serii echivalente, dar mai rapid convergente. Se poate arăta că funcţia  
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În plus, funcţiile lui Legendre de speţa întâia satisfac aceleaşi relaţii de recurenţă ca polinoamele lui Legendre. 


Soluţii ale ecuaţiei (reduse a) lui Legendre, pentru cazul  
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[image: image293.wmf](

)

(

)

(

)

p

n

p

n

n

n

n

sin

P

cos

P

lim

Q

z

z

z

n

n

-

=

®

   , 

sau, echivalent, prin 
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adică 



[image: image295.wmf](

)

z

z

z

-

+

=

1

1

ln

2

1

Q

0

   , 



[image: image296.wmf](

)

1

1

1

ln

2

Q

1

-

-

+

=

z

z

z

z

   , 



[image: image297.wmf](

)

z

z

z

z

z

2

3

1

1

ln

4

1

4

3

Q

2

2

-

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

   , 



[image: image298.wmf](

)

3

2

2

5

1

1

ln

4

3

4

5

Q

2

3

3

+

-

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

z

z

z

z

z

z

   , 



[image: image299.wmf](

)

z

z

z

z

z

z

z

24

55

8

35

1

1

ln

16

3

16

30

16

35

Q

3

2

4

4

+

-

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

   ,   etc.   . 

În acest caz soluţia generală a ecuaţiei (reduse a) lui Lagrange este 
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Funcţiile lui Lagrange de speţa a doua iau valorile remarcabile 
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şi satisfac aceleaşi relaţii de recurenţă ca polinoamele lui Lagrange. 


3. Forma generală a ecuaţiei lui Lagrange (fără restricţii asupra constantelor de separare), 
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are drept soluţii  funcţiile lui Legendre asociate. 


Funcţia lui Legendre asociată de speţa întâia este obţinută ca 
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unde  ((z)  este funcţia gamma iar  F((,(,(,z)  este  funcţia (seria) hipergeometrică a lui Gauss, definită prin 
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sau, în particular, prin 
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Dacă  
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În cazul în care, însă,  
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soluţie independentă de  
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De obicei condiţiile de regularitate impuse soluţiei ecuaţiei lui Legendre impun la rândul lor  valori întregi  pentru  ordinul  (  şi  indicele  ( , şi asemenea cazuri sunt detaliate mai jos.


Funcţiile lui Legendre asociate de speţa întâia de ordine şi indici întregi  sunt obţinute în termenii polinoamelor lui Lagrange drept 
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iar  funcţiile lui Legendre asociate de speţa a doua de ordine şi indici întregi  sunt obţinute similar în termenii funcţiilor corespunzătoare ale lui Legendre, 
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În particular, 
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Aceste funcţii pot fi prelungite în afara intervalului  
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  şi care admit dezvoltările asimptotice 
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Funcţiile lui Legendre asociate de ordin şi indice întreg pozitiv  
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precum şi un analog al formulei lui Rodrigues, 
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Funcţiile lui Legendre asociate  
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şi iau valorile remarcabile 
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În fine, funcţiile lui Legendre asociate  
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ceea ce permite dezvoltarea în serie de funcţii Legendre asociate a unei funcţii  
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În particular, dezvoltarea este simplificată dacă se folosesc funcţiile lui Legendre asociate normate 
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În rezumat, în cazul folosirii unui sistem de coordonate ortogonale sferice, în funcţie de semnul atribuit pătratelor constantelor de separare  m  şi  k , sunt obţinute soluţii diferite ale ecuaţiilor separate, ca cele prezentate în tabelul alăturat. Cazul  m2 < 0  nu a fost luat în considerare, deoarece soluţiile corespunzătoare  Cchm(+Dshm(  sau Ce+m(+De–m(  ale ecuaţiei unghiulare nu ar avea sens pentru o variabilă definită pe intervalul finit  [0,2(). Aceleaşi considerente argumentează reţinerea numai a valorilor  m ( N  pentru constanta de separare în cazul variabilelor unghiulare  (  şi  ( .  De asemenea, s-a ţinut seama de faptul că ecuaţia separată pentru variabila latitudinală  (  are soluţii simple – în particular, polinomiale – numai în cazul în care pătratul   
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 al constantei de separare este exprimat sub forma  
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În particular, în problema abordată, trebuie descrisă o condiţie la interfaţă dependentă de variabila latitudinală  ( , ceea ce este posibil numai dacă soluţiile ecuaţiei pentru funcţia asociată  ((()  pot alcătui un sistem complet de funcţii, în termenii căruia să poată fi dezvoltată în serie Fourier funcţiile implicate în condiţia la interfaţă. Într-o problemă simplă, ca cea abordată aici, este suficient să se opereze cu polinoamele lui Legendre  
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 , care permit dezvoltări în serie de asemenea polinoame pentru funcţii  f(() , 
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 . Soluţia pentru potenţialul magnetic (scalar) este căutată sub forma unei sume de produse de funcţii, 
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Soluţia trebuind să fie finită la  ( = 0 , ( , funcţiile divergente în aceste puncte sunt eliminate prin anularea coeficienţilor  D  şi  Dnm . Apoi, deoarece problema are evident simetrie de rotaţie în raport cu axa  z , adică este independentă de variabila unghiulară  ( , se impune o soluţie constantă  (F = 0 , Em =0 , Fm = 0)  a ecuaţiei asociate, corespunzând unei constante de separare  m = 0 , ceea ce elimină suma dublă şi funcţiile de variabilă azimutală  (  din suma rămasă. Mai mult, şi primul termenul al soluţiei (pentru  m2 = 0 , k2 = 0)  poate fi astfel neglijat, fiind implicit considerat în suma rămasă. Incluzând coeficienţii  Cn  în ceilalţi coeficienţi, soluţia este căutată sub forma mai simplă 
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În particular, pentru convergenţa soluţiei interioare,  r ( [0,a] ,  în expresia ei trebuie luat  Bn = 0 , iar pentru convergenţa soluţiei exterioare  r ( [a,() , în expresia ei ar trebui luat  An = 0 . Deoarece, însă conform ipotezei, există un câmp magnetic constant chiar la distanţe infinite de sfera permeabilă, în expresia potenţialului exterior trebuie păstrat primul termen din seria de puteri pozitive,  A1 ( 0  , care să asigure aceasta. Se reţin, astfel, soluţiile pentru potenţialul magnetic în interiorul sferei permeabile, 
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şi în exteriorul acesteia, 
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Într-adevăr, deoarece  
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  în direcţia axei  Oz  la distanţe foarte mari de sfera permeabilă este asigurat prin 
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Pentru potenţialul magnetic (scalar) exterior sferei permeabile rămâne astfel soluţia 
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Condiţia de frontieră la infinit fiind deja asigurată, constantele de integrare  An  din expresia potenţialului interior şi  Bn  din expresia potenţialului exterior rămân a fi determinate din condiţiile la interfaţă, 
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care revin, respectiv, la 
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Funcţiile  
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  din ecuaţiile anterioare fiind independente, cele două ecuaiţii la interfaţă se dezvoltă în seturile de ecuaţii 
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Ecuaţiile pentru  n = 0  dau evident  
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 , iar cele pentru fiecare  n > 1  dau sisteme omogene cu determinant nenul  
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 , deci cu soluţii nule, 
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 . Rămâne sistemul de ecuaţii pentru  n = 1 , 
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cu soluţia 
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Aceasta duce, în final, la soluţia pentru potenţialul magnetic (scalar) 
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de unde intensitatea câmpului magnetic poate fi  calculată în general ca 
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În interiorul sferei permeabile, însă, potenţialul magnetic (scalar) poate fi rescris 
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ceea ce permite calculul mai simplu al intensităţii câmpului magnetic interior, ca 
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Se observă că în interiorul sferei permeabile plasate în câmp magnetic exterior constant  
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 , câmpul magnetic este uniform. Mai mult, în ipoteza unei permeabilităţi foarte mari a sferei, inducţia magnetică în interiorul ei tinde către valoarea maximă 
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Exemplele diverse abordate mai sus confirmă afirmaţia iniţială că metoda separării variabilelor este aplicabilă numai unor configuraţii particulare ale domeniului de studiu în ceea ce priveşte forma acestuia, repartiţia surselor interioare şi condiţiile de frontieră. Ele pun în evidenţă algoritmul simplu al metodei, complicat însă de dificultăţile legate de operarea cu funcţiile speciale ale fizicii matematice. 


20.3.  Metoda  funcţiilor  de  variabilă  complexă 

Metoda funcţiilor de variabilă complexă este o metodă analitică de rezolvare a problemelor de câmp electromagnetic bidimensional armonic, aplicabilă unor configuraţii particulare ale domeniului de studiu în ceea ce priveşte forma acestuia şi condiţiile de frontieră. Aceasta înseamnă că sunt abordabile numai configuraţii cu structură constantă de-a lungul unei direcţii – considerată ca direcţie  Oz – în care domenii câmpul electric sau magnetic – în general, funcţia necunoscută  f  – satisface o ecuaţie de tip Laplace, 
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Ideea metodei este asociată diagramei de corespondenţe duble din fig. 20.7 : există o corespondenţă între vectorii de poziţie  
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  din plan şi numerele complexe  z  şi există o corespondenţă între funcţiile vectoriale bidimensionale  
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  din plan şi funcţiile de variabilă complexă  F . 
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    Fig. 20.7. 


20.3.1.  Vectori  complecşi  în  probleme  de  câmp  bidimensionale 


1.  Este utilă trecerea în revistă a câtorva proprietăţi asociate corespondenţelor vector în plan – vector complex: 


(1)  Dacă  
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  sunt funcţiile complexe care le corespund, atunci vectorului sumă îi corespunde suma funcţiilor complexe asociate, 
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(2)  Dacă  
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  este un vector în plan, iar  
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  este funcţia complexă care îi corespunde, iar  ( ( R , atunci produsului printr-un scalar real al vectorului îi corespunde produsul prin acelaşi scalar real al funcţiei complexe asociate, 
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(3)  Fie  
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  fie funcţiile complexe care le corespund. Două produse pot fi construite cu cei doi vectori, anume 
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Pe de altă parte, două produse (din patru posibile) între funcţiile complexe asociate au sens în relaţie cu produsele de vectori considerate, 
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Ca urmare, sunt stabilite corespondenţele 
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(4)  Fie considerat acum  operatorul vectorial diferenţial bidimensional nabla, 
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acestuia îi pot fi asociaţi doi  operatori diferenţiali nabla complecşi, 
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unde a fost folosită aceeaşi notaţie a operatorului complex, convenind ca distincţia dintre operatorul vectorial şi cei complecşi să fie făcută după funcţia asupra căreia acţionează. 


Dacă  
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  este o funcţie scalară definită pe un domeniu în plan, căreia îi corespunde funcţia scalară  
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iar acestei funcţii vectoriale i se pot asocia două funcţii complexe, asociate cu două variante de operare ale operatorului nabla complex, 
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Dacă  
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  este funcţia complexă care îi este asociată, atunci 
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şi, corespunzător acestora, 



[image: image433.wmf](

)

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

=

Ñ

*

y

X

x

Y

y

Y

x

X

Y

X

y

x

j

j

j

F

 


        
[image: image434.wmf](

)

[

]

k

rot

r

r

r

×

+

=

F

F

j

div

   , 



[image: image435.wmf](

)

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

Ñ

*

y

X

x

Y

y

Y

x

X

Y

X

y

x

j

j

j

F

 


        
[image: image436.wmf](

)

[

]

k

rot

r

r

r

×

-

=

F

F

j

div

   . 


(5)  Fie  C  o curbă în plan, cu elementul de arc 
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În cazul unei curbe închise  (  în plan, fie ales sensul elementului de arc asociat sensului normalei  
[image: image438.wmf]k

r

  la plan conform regulii mâinii drepte; în această situaţie normala exterioară la contur, orientată  în plan  în afara domeniului bordat de curba închisă, are versorul 
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Dacă  
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  este un vector în plan, iar  
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  este funcţia complexă care îi este asociată, atunci componenta vectorului tangentă la curba  C  este 
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iar componenta sa normală la curbă este 
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Pe de altă parte, însă, 
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Acest rezultat sugerează o modalitate de calcul al unor mărimi integrale – tensiune sau flux – referitoare la vectorii în plan prin intermediul unor integrale asupra funcţiilor complexe asociate acelor vectori. 


Fie  L = 1  lungimea unitară în sensul axei  Oz , de-a lungul căreia structura problemei şi, deci, mărimile electro-magnetice sunt invariante; atunci se pot defini atât tensiunea (integrala de linie) asociată vectorului  
[image: image446.wmf]F

r

  din plan  (fig. 20.8), 
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cât şi fluxul lineic (pe unitate de lungime) prin suprafaţa cilindrică cu generatoare paralele axei  Oz  şi care intersectează planul de studiu după curba  C  între extremităţile  A  şi  B  (fig. 20.8), 
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 Fig. 20.8. 
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Cele două mărimi integrale pot fi calculate, echivalent, prin integrare asupra funcţiei complexe asociate vectorului din plan, 
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2. Trebuie reamintit că o funcţie complexă  
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  nu înseamnă o funcţie de două variabile reale,  x  şi  y , cu valori complexe,  
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O funcţie complexă  
[image: image457.wmf]F

  de variabila complexă  
[image: image458.wmf]z

  este uniformă (univalentă) dacă unei valori a variabilei îi corespunde o singură valoare a funcţiei; în caz contrar, funcţia este multiformă (multivalentă). 


O funcţie complexă  
[image: image459.wmf]F

  de variabila complexă  
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  este derivabilă, sau monogenă, într-un punct  
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  din domeniul său de definiţie dacă derivata sa în raport cu  
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 , 
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există şi este unică independent de direcţia după care  
[image: image464.wmf]z

  se apropie de  
[image: image465.wmf]0
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 . Pentru aceasta fie considerate direcţiile (independente ale) axelor reală şi imaginară, astfel încât  x = x0+(x  şi  jy = jy0+j(y ; egalitatea limitelor după cele două direcţii înseamnă 
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adică 
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de unde rezultă condiţiile Cauchy–Riemann de monogeneitate a funcţiei  
[image: image469.wmf](
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O funcţie complexă de variabilă complexă  
[image: image472.wmf]C
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  este olomorfă, sau analitică, pe o mulţime deschisă  
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  dacă ea este continuă, uniformă şi monogenă în fiecare punct al acestei mulţimi. 


Dacă părţile reală şi imaginară ale unei funcţii complexe olomorfe sunt dublu derivabile, atunci, în domeniul de olomorfie, din condiţiile Cauchy–Riemann se calculează simplu 
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atât partea reală  
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Caracterizarea unei funcţii cu valori complexe  
[image: image480.wmf]C
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  drept funcţie de variabila complexă, 
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 , poate fi obţinută şi în termenii operatorului nabla complex. 


Corespondenţa dintre planul real, cu variabilele independente  x , y ,  şi planul complex, cu variabile independente  
[image: image482.wmf]z

  şi  
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ceea ce permite exprimarea operatorului nabla complex în formele echivalente 
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O funcţie cu valori complexe  
[image: image491.wmf]C
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  este atunci o funcţie complexă  
[image: image492.wmf](
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  dacă (şi numai dacă) 
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similar, o funcţie cu valori complexe  
[image: image495.wmf]C

Î

F

  este o funcţie complexă  
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Fie considerate acum părţile reală  U  şi imaginară  V  ale unei funcţii complexe de variabilă complexă, 
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Un aspect important în vizualizarea şi interpretarea rezultatelor calculelor care folosesc funcţii complexe de variabila complexă este acela că liniile (curbele)  U = const.  şi  V = const. din plan sunt  ortogonale. 


Într-adevăr, ecuaţia curbelor  U = const.  determină panta acestora drept 
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iar ecuaţia curbelor  V = const.  determină pentru panta acestora valoarea 
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Ţinând seama de condiţiile Cauchy–Riemann, se obţine că produsul celor două pante într-un acelaşi punct comun (de intersecţie) este 
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ceea confirmă că, pentru o funcţie complexă de variabilă complexă, o curbă  U = const.  este perpendiculară pe o curbă  V = const. 


20.3.2.  Probleme  de  câmp  electrostatic  bidimensional 


1. Fie considerată o problemă bidimensională de câmp electrostatic într-un domeniu linear omogen, fără sarcină şi polarizaţie permanentă. Ecuaţiile acestui câmp, 
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se reduc la condiţiile de irotaţionalitate şi solenoidalitate ale intensităţii câmpului electric, 
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Dacă intensităţii câmpului electric  
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x

E

E

j

i

r

r

r

+

=

E

  i se asociază intensitatea câmpului electric complex  
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ceea ce arată că  
[image: image508.wmf]E

  este funcţie numai de variabila complexă  
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Similar, 
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ceea ce arată că  
[image: image512.wmf]*
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  este funcţie numai de variabila complexă  
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Se conchide că a doua variantă este preferabilă, deoarece concordă cu corespondenţa directă  
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Pe de altă parte, condiţia de irotaţionalitate a intensităţii câmpului electrostatic implică derivarea acesteia dintr-un potenţial electric scalar  W , 
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Atunci, conform coresponenţelor stabilite mai sus, 



[image: image518.wmf](

)

*

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

-

=

-Ñ

=

z

E

j

E

y

W

x

W

W

   , 



[image: image519.wmf](

)

z

E

j

E

*

*

*

=

-Ñ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

-

=

W

y

W

x

W

   . 

Potenţialul  W  satisface atunci ecuaţia (scalară) de tip Laplace 
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adică este o funcţie armonică, iar ecuaţiei precedente îi corespunde imediat ecuaţia 
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Reciproc, o funcţie scalară armonică poate reprezenta potenţialul unui câmp vectorial complex irotaţional şi solenoidal. Într-adevăr, dacă 
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atunci, considerând corespondenţa   
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ceea ce este echivalent cu 
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2.  Aceste consideraţii pot fi extinse la cazul mai general în care, în locul unui potenţial scalar real  
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într-o regiune în care acesta este o funcţie olomorfă (analitică), deoarece, aşacum s-a văzut, părţile reală, respectiv imaginară, ale acestuia sunt, fiecare, funcţii armonice în acel domeniu. 


Apar atunci  două posibilităţi  de alegere a potenţialului electric (scalar): 


(1) Dacă drept potenţial electric armonic  v  este luată partea reală a potenţialului complex, 
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atunci liniile echipotenţiale sunt curbele  U = const.  iar liniile câmpului electric (normale la celelalte) sunt curbele  V = const. Conform celor de mai sus, se calculează 
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sau, aplicând condiţiile Cauchy–Riemann, 
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Se conchide că intensitatea câmpului electric complex poate fi calculată operând direct asupra potenţialului complex  W , 
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(2) Dacă drept potenţial electric armonic  v  este luată partea imaginară a potenţialului complex, 
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atunci liniile echipotenţiale sunt curbele  V = const.  iar liniile câmpului electric (normale la celelalte) sunt curbele  U = const. Ca mai sus, se calculează 
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sau, aplicând condiţiile Cauchy–Riemann, 
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Se conchide că intensitatea câmpului electric complex poate fi calculată operând direct asupra potenţialului complex  W , 
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Este astfel posibilă tratarea unor probleme duale de câmp electrostatic bidimensional, între care se schimbă între ele liniile echipotenţiale şi liniile de câmp, dar şi formulele de calcul al intensităţii câmpului electric. 


3. Într-o problemă tipică de câmp electrostatic bidimensional este de luat în consideraţie prezenţa în domeniul izolant a conductoarelor cilindrice paralele axei  Oz  ale unui sistem complet, adică de sarcină totală nulă, 
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În particular, conductorul de referinţă  k = 0  poate fi considerat aruncat la infinit. 


În conformitate cu proprietatea (5) asociată corespondenţei vector în plan – funcţie complexă de variabilă complexă, integrala conjugatei intensităţii câmpului electric complex de-a lungul unei curbe  C  în planul complex, între punctele  A  şi  B  asociate respectiv numerelor complexe  a  şi  b , furnizează, prin părţile ei reală şi imaginară, tensiunea electrică dintre puncte şi o valoare proporţională cu fluxul electric (lineic) transversal porţiunii de curbă considerate, 
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Dacă punctele  A , B  se află pe o curbă echipotenţială  C  (în particular, pe conturul unui conductor), atunci integrala este proporţională cu fluxul electric lineic transversal porţiunii de curbă (în particular, cu sarcina superficială a porţiunii conturului de conductor), 



[image: image539.wmf](

)

(

)

(

)

ò

®

*

-

=

=

b

a

z

E

j

,

0

C

B

A

C

B

A

C

d

u

e

y

      

      

   . 

Dacă punctele  A , B  se află pe o linie de câmp electric  C, atunci integrala de linie este chiar tensiunea electrică dintre cele două puncte, 
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Fie considerat potenţialul electric scalar complex 
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şi fie cazul alegerii potenţialului electric 
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astfel încât intensitatea câmpului electric complex este calculată prin 
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Fie considerat un tronson de tub de flux electric unitar (de lungime unitară de-a lungul direcţiei  Oz), delimitat lateral de liniile de câmp  V = V(a)  şi  V = V(b) , şi transversal de curbele echipotenţiale  U = U(c)  şi  U = U(d)  pe conductoare terminale (fig. 20.9). Tensiunea dintre suprafeţele conductoare terminale este 
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iar fluxul lineic prin tubul considerat este 
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astfel încât capacitatea lineică a tronsonului de tub de flux electric considerat este 
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     Fig. 20.9. 




   Fig. 20.10. 


Fie considerat acelaşi potenţial electric scalar complex 
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şi fie adoptată acum alegerea duală a unui potenţial electric 
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astfel încât intensitatea câmpului electric complex este calculată prin 
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Un tronson de tub de flux electric unitar (de lungime unitară de-a lungul direcţiei  Oz), este acum delimitat lateral de liniile de câmp  U = U(a)  şi  U = U(b) , şi transversal de curbele echipotenţiale  V = V(c)  şi  V = V(d)  pe conductoare terminale (fig. 20.10). Tensiunea dintre suprafeţele conductoare terminale este 
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iar fluxul lineic prin tubul considerat este 
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astfel încât capacitatea lineică a tronsonului de tub de flux electric considerat este 
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Energia/coenergia electrică  lineică, într-un domeniu cilindric  D  cu generatoare de lungime  L = 1  de-a lungul axei  Oz  şi bordat în planul  Oxy  de un contur  (  (fig. 20.11), poate fi calculată în termenii densităţii de energie/coenergie electrică, 
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În cazul alegerii potenţialului electric  
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Similar, în cazul alegerii potenţialului electric  
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În fine, cu ajutorul acestor relaţii pot fi apoi calculate  forţe electrice  lineice, aplicând fie teoremele forţelor generalizate în câmp electric (asociate unor coordonate generalizate  (), 
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fie teoremele tensiunilor maxwelliene, exprimate tot în termenii densităţii de energie pe suprafeţe (curbe) de-a lungul linilor de câmp ori transversale la acestea. 
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         Fig. 20.11. 



 Fig. 20.12. 


4. O observaţie importantă priveşte prezenţa în domeniul de studiu a conductoarelor cilindrice de-a lungul direcţiei  Oz  , în interiorul cărora câmpul electrostatic este nul, dar care sunt caracterizate, în general, prin potenţialul şi sarcina lor electrică. Un asemenea conductor determină în planul de studiu o regiune exclusă din domeniul de studiu (fig. 20.12), caracterizată printr-o constanta ciclică asociată, reprezentată, în conformitate cu legea fluxului electric, 
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prin fluxul electric (lineic) corespunzător unui contur  (  – linie echipotenţială – parcurs în  sensul asociat sensului axei  Oz  conform  regulii mâinii drepte, egal  sarcinii  electrice 
(lineice)  
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Conform teoremei şi formulei lui Cauchy, integrala unei funcţii complexe de variabilă complexă  
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În consecinţă, potenţialul complex trebuie astfel ales încât, în interiorul conturului  (  ce înconjoară conductorul încărcat electric cu sarcina (lineică)  
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Cu un potenţial electric complex, care satisface condiţia de reziduu precizat, 
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în cazul alegerii potenţialului electric şi, corespunzător, intensităţii câmpului electric, drept 
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fluxul electric prin conturul  (  considerat, între punctele  
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Rezultă că 
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Pentru un potenţial electric complex, care satisface condiţia de reziduu precizat, 
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în cazul alegerii potenţialului electric şi, corespunzător, intensităţii câmpului electric, drept 
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fluxul electric prin conturul  (  considerat, între punctele  
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Rezultă că 
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5.  Abordarea câmpului electrostatic bidimensional în termenii funcţiilor complexe de variabilă complexă poate fi extinsă la calculul altor câmpuri bidimensionale. 


Câmpul electrocinetic staţionar bidimensional poate fi abordat prin procedura expusă mai sus ţinând seama de analogia rezumată în tabelul alăturat. 

	Câmp electrostatic
	Câmp electrocinetic staţionar
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Similar, câmpul magnetostatic bidimensional poate fi de asemenea abordat prin procedura expusă mai sus ţinând seama de analogia rezumată în tabelul alăturat. 

	Câmp electrostatic
	Câmp magnetostatic
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Câteva observaţii completează aceste analogii. 


În studiul câmpului electrocinetic staţionar în termenii funcţiilor complexe de variabilă complexă nu are sens calculul unor forţe, iar calculul energiei este înlocuit prin calculul puterii (lineice) disipate, 
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pentru care, în oricare din variantele  
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În studiul câmpului magnetostatic în termenii funcţiilor complexe de variabilă complexă calculul forţelor aplicând teorema forţelor generalizate nu poate face referire nici la condiţia de sarcini constante, nici la condiţia de curenţi constanţi (care sunt prin ipoteză absenţi). Relaţiile de calcul se referă atunci la condiţiile – similare – de fluxuri (magnetice) constante, respectiv de tensiuni (magnetice) constante, 
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20.3.3.  Probleme  de  câmp  magnetic  staţionar  bidimensional 


1. Fie considerată o problemă bidimensională de câmp magnetic staţionar transversal într-un domeniu linear omogen, fără magnetizaţie permanentă. Ecuaţiile acestui câmp, 
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se reduc la condiţiile de rotaţionalitate şi solenoidalitate ale inducţiei magnetice, 
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Condiţia de solenoidalitate a inducţiei magnetice a câmpului magnetic transversal implică derivarea acesteia dintr-un potenţial magnetic vector  
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 , orientat de-a lungul axei  Oz , echivalent cu o componentă potenţială scalară  A(x,y) ,  



[image: image605.wmf]x

A

y

A

A

y

x

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

¶

¶

=

=

Þ

=

j

i

k

j

i

rot

r

r

r

r

r

r

r

r

0

0

0

0

div

A

B

      

      

B

   . 

În coordonate rectangulare, deoarece în astfel de probleme de câmp magnetic, denumit aici transversal, este automat satisfăcută o condiţie de etalonare de tip Coulomb  
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 , ecuaţia potenţialului magnetic vector rezultă imediat drept 
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În particular, în domenii fără distribuţie de curent electric, potenţialul magnetic vector este funcţie (vectorială) armonică, iar unica lui componentă axială este funcţie (scalară) armonică, 
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Astfel, inducţia magnetică  
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  poate fi asociată unei inducţii magnetice complexe  
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  derivate dintr-o componentă potenţială scalară armonică în domeniile fără distribuţie de curent. Se poate atunci obţine 
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în care caz  
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  ar fi funcţie numai de variabila complexă  
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în care caz  
[image: image616.wmf]*
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 . Se conchide iar că a doua variantă este preferabilă, deoarece concordă cu corespondenţa directă  
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Conform coresponenţelor stabilite mai sus, pentru o funcţie potenţial  A(x,y) , 
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rezultă că, 
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Prin urmare, reciproc, se confirmă că 
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2.  Aceste consideraţii pot fi extinse la cazul mai general în care, în locul componentei axiale a potenţialului scalar real  
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într-o regiune în care acesta este o funcţie olomorfă (analitică), deoarece părţile reală, respectiv imaginară, ale acestuia sunt, fiecare, funcţii armonice în acel domeniu. 


Apar atunci două posibilităţi de alegere a (componentei axiale a) potenţialului magnetic: 


(1) Dacă drept potenţial magnetic armonic  A  este luată partea reală a potenţialului complex, 
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atunci liniile de câmp sunt curbele echipotenţiale magnetic  U = const.,  iar curbele  V = const. (normale la celelalte) ar reprezenta curbe pseudo–echipotenţiale, în sensul că tensiunea magnetică de-a lungul lor este identic nulă. Conform celor de mai sus, se calculează 
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sau, aplicând condiţiile Cauchy–Riemann, 
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Se conchide că inducţia magnetică complexă poate fi calculată operând direct asupra potenţialului complex  W , 
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(2) Dacă drept potenţial magnetic armonic  A  este luată partea imaginară a potenţialului complex, 
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atunci liniile de câmp sunt curbele echipotenţiale magnetic  V = const.,  iar curbele  U = const.  (normale la celelalte) ar reprezenta curbe pseudo–echipotenţiale, în sensul că tensiunea magnetică de-a lungul lor este identic nulă. Conform celor de mai sus, se calculează 
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sau, aplicând condiţiile Cauchy–Riemann, 
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Se conchide că inducţia magnetică complexă poate fi calculată operând direct asupra potenţialului complex  W , 
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Este astfel posibilă tratarea unor probleme duale de câmp magnetic stationar bidimensional, între care se schimbă între ele liniile de câmp şi liniile pseudo–echipotenţiale, dar şi formulele de calcul al inducţiei magnetice. 


3.  Într-o problemă tipică de câmp magnetic staţionar bidimensional este de luat în consideraţie prezenţa în domeniu a conductoarelor cilindrice paralele axei  Oz  ale unui sistem complet, adică de curent total nul, 
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În particular, conductorul de referinţă  k = 0  poate fi considerat aruncat la infinit. 


În conformitate cu proprietatea (5) asociată corespondenţei vector în plan – funcţie complexă de variabilă complexă, integrala conjugatei inducţiei magnetice complexe de-a lungul unei curbe  C  în planul complex, între punctele  A  şi  B  asociate respectiv numerelor complexe  a  şi  b , furnizează, prin părţile ei reală şi imaginară, o valoare proporţională cu tensiunea magnetică dintre puncte şi fluxul magnetic (lineic)  (  transversal porţiunii de curbă considerate, 



[image: image637.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

B

A

C

B

A

C

m

B

A

C

B

A

C

C

u

dr

L

d

d

f

m

m

j

j

z

B

b

a

+

=

×

+

×

=

ò

ò

ò

®

*

n

r

r

r

r

r

B

H

   . 

Dacă punctele  A , B  se află pe o linie de câmp magnetic  C  (linie echipotenţială magnetic), atunci integrala de linie este proporţională cu tensiunea magnetică dintre cele două puncte, 
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Dacă punctele  A , B  se află pe o curbă pseudo–echipotenţială  C  (ortogonală curbelor echipotenţiale magnetic, adică liniilor de câmp), atunci integrala este egală cu fluxul magnetic lineic transversal porţiunii de curbă, 
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Fie considerat potenţialul magnetic complex 
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şi fie cazul alegerii (componentei axiale a) potenţialului magnetic 
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astfel încât inducţia magnetică complexă este calculată prin 
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Fie considerat un tronson de tub de flux magnetic unitar (de lungime unitară de-a lungul direcţiei  Oz), delimitat lateral de liniile de câmp (echipotenţiale magnetice)  U = U(c)  şi  U = U(d)  şi transversal de curbele pseudo–echipotenţiale (ortogonale liniilor de câmp)  V = V(a)  şi  V = V(b) , (fig. 20.13). Tensiunea magnetică dintre suprafeţele terminale este 
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iar fluxul lineic prin tubul considerat este 
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astfel încât permeanţa lineică a tronsonului de tub de flux magnetic considerat este 
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     Fig. 20.13. 




   Fig. 20.14. 


Fie considerat acelaşi potenţial magnetic complex 
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şi fie cazul alegerii (componentei axiale a) potenţialului magnetic 
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astfel încât inducţia magnetică complexă este calculată prin 
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Un tronson de tub de flux magnetic unitar (de lungime unitară de-a lungul direcţiei  Oz), este delimitat lateral de liniile de câmp (echipotenţiale magnetice)  V = V(c)  şi  V = V(d) , şi transversal de curbele pseudo–echipotenţiale (ortogonale liniilor de câmp)  U = U(a)  şi  U = U(b)  (fig. 20.14). Tensiunea magnetică dintre suprafeţele terminale este 
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iar fluxul lineic prin tubul considerat este 
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astfel încât permeanţa lineică a tronsonului de tub de flux magnetic considerat este 
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Energia/coenergia magnetică  lineică, într-un domeniu cilindric  D  cu generatoare de lungime  L = 1  de-a lungul axei  Oz  şi bordat în planul  Oxy  de un contur  (  (fig. 20.15), poate fi calculată în termenii densităţii de energie/coenergie magnetică, 
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În cazul alegerii potenţialului magnetic  
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Similar, în cazul alegerii potenţialului electric  
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         Fig. 20.15. 



 Fig. 20.16. 


În fine, cu ajutorul acestor relaţii pot fi apoi calculate  forţe magnetice  lineice aplicând fie teoremele forţelor generalizate în câmp magnetic (asociate unor coordonate generalizate  (), 
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fie teoremele tensiunilor maxwelliene, exprimate tot în termenii densităţii de energie pe suprafeţe (curbe) de-a lungul linilor de câmp ori transversale la acestea. 


4.  O observaţie importantă priveşte şi aici prezenţa în domeniul de studiu a unor conductoare cilindrice de-a lungul direcţiei  Oz  (presupuse perfecte, în interiorul cărora nu trebuie determinat câmpul magnetic) parcurse de curent electric. Un asemenea conductor determină în planul de studiu o regiune exclusă din domeniul de studiu (fig. 20.16), caracterizată prin  constanta ciclică  asociată, reprezentată, conform teoremei lui Ampère, 
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prin circulaţia intensităţii câmpului magnetic pe un contur  (  – linie de câmp (echipotenţială magnetic) – parcurs în sensul asociat sensului axei  Oz  conform regulii mâinii drepte, egală cu intensitatea curentului electric prin suprafaţa bordată de contur, considerată în raport cu sensul axei  Oz . 


Ca mai sus, conform teoremei şi formulei lui Cauchy, integrala unei funcţii complexe de variabilă complexă  
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În consecinţă, potenţialul complex trebuie astfel ales încât, în interiorul conturului  (  ce înconjoară conductorul parcurs de curentul electric de intensitate  
[image: image667.wmf]g

S

I

 , să existe un punct singular  
[image: image668.wmf]0

z

  al funcţiei  
[image: image669.wmf](

)

z

B

*

  având reziduul precizat prin 



[image: image670.wmf](

)

{

}

(

)

{

}

m

p

p

m

g

g

g

g

g

g

2

j

z

B

Rez

z

B

Rez

j

2

z

B

z

B

1

0

0

z

z

S

S

S

S

I

d

I

d

-

=

Þ

=

=

Î

*

Î

*

*

*

ò

ò

      

      

        

          

          

   . 


Cu un potenţial magnetic complex, care satisface condiţia de reziduu precizat, 
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în cazul alegerii (componentei axiale a) potenţialului magnetic şi, asociat, a inducţiei magnetice 
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tensiunea magnetică de-a lungul conturului  (  considerat, între punctele  
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Rezultă că 
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Pentru un potenţial magnetic complex, care satisface condiţia de reziduu precizat, 
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în cazul alegerii (componentei axiale a) potenţialului magnetic şi, asociat, a inducţiei magnetice 



[image: image678.wmf]{

}

(

)

(

)

*

*

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

Þ

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

=

Þ

=

=

z

W

z

B

z

W

z

2

z

2

j

z

B

W

Im

    

    

      

      

U

V

V

A

   , 

tensiunea magnetică de-a lungul conturului  (  considerat, între punctele  
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Rezultă că 
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20.3.4.  Transformări  conforme 


1.  Rezolvarea unei probleme de câmp electric sau magnetic bidimensional folosind funcţii complexe de variabila complexă presupune determinarea unei asemenea funcţii care să corespundă condiţiilor de unicitate asociate problemei. Condiţiile de unicitate sunt reprezentate, de obicei, prin valori determinate ale potenţialului pe porţiuni precizate ale frontierei domeniului de studiu (condiţii de tip Dirichlet) şi valori determinate ale fluxului (cel mai adesea – zero) pe alte porţiuni ale frontierei (condiţii de tip Neumann), precum şi valori precizate ale surselor din interiorul domeniului de studiu – sarcini/fluxuri sau curenţi/circulaţii – asociate unor regiuni excluse din domeniul care, astfel, devine multiplu conex. 


A determina din nimic – a ghici – funcţia complexă de variabila complexă ce dă soluţia problemei este o chestiune de noroc. Este rezonabil să se ajungă la o asemenea funcţie urmând o serie de etape constând, în esenţă, în trecerea succesivă la alte probleme echivalente a căror soluţie este cunoscută sau poate fi determinată în mod convenabil. Este deci vorba despre construirea unor  transformări  ale problemei în probleme echivalente, prin corespondenţe adecvate între funcţii complexe. O asemenea transformare nu trebuie să afecteze condiţiile de unicitate ale problemei originale, ceea ce înseamnă că ea trebuie să fie biunivocă, iar această condiţie, la rândul ei, implică pentru funcţia de variabilă complexă ce exprimă transformarea condiţia de a fi  funcţie analitică  în domeniul de interes. Mai mult, funcţia reprezentativă unei asemenea transformări, numită transformare conformă, trebuie să aibă derivată nenulă în fiecare punct al domeniului de inters. 


Fie considerată transformarea conformă asociată funcţiei analitice 
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în vecinătatea unui punct fixat  
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 , astfel încât  
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Neglijând termenii de ordin superior, variaţiile infinitesimale (deplasările elementare) în planele complexe  w  şi  z  sunt legate prin 
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adică 
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Dacă planele complexe  w  şi  z  sunt imaginate ca exact suprapuse, atunci transformarea  z ( w  poate fi vizualizată prin translatarea punctului  
[image: image690.wmf]0
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  în punctul  
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 , astfel încât vectorul elementar  
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  cu originea în punctul  
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  este transformat în vectorul elementar  
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  cu originea în punctul  
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 , care este de  
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  ori mai mare decât cel original şi este rotit în sens direct cu un unghi  
[image: image697.wmf]0

a

  faţă de cel original. Aceasta înseamnă că figurile plane infinitesimale sunt transformate în figuri plane asemenea, dar figurile plane de extensie oarecare au diferitele părţi transformate cu factori de amplificare şi cu unghiuri de rotaţie diferite de la punct la punct, ceea ce face ca figura transformată să aibă alt aspect decât cea originală. Trebuie însă remarcat că, deşi formele figurilor transformate diferă de cele originale, totuşi unghiurile dintre perechi de curbe transformate sunt invariante la o transformare conformă, deoarece fiecare latură a unghiului este rotită cu acelaşi unghi  
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a

  ca şi cealaltă. În particular, aceasta înseamnă că ortogonalitatea curbelor  x = const.  şi  y = const.  din planul  z  este păstrată ca ortogonalitate a curbelor  u = const.  şi  v = const.  din planul  w . 


În ceea ce priveşte determinarea unei transformări conforme care să aplice domeniul de studiu din problema originală într-un domeniu de o formă pentru care să existe o exprimare simplă a potenţialului complex, trebuie spus că o asemenea problemă nu este rezolvabilă în cazul general. De aceea, cel mai adesea, se porneşte de la transformări conforme date, cu reţele ortogonale precizate, asociate valorilor constante ale părţilor reală şi imaginară ale variabilei complexe, care să fie adecvate problemei abordate. Câteva exemple ilustrează această procedură. 


2.  Fie considerată, de exemplu, transformarea 
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pentru care atunci rezultă 
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    Fig. 20.17. 

În planul  z  curbele  U = U0 = const. – elipse – sunt astfel descrise prin ecuaţiile 
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iar curbele  V = V0 = const. – hiperbole – sunt similar descrise prin ecuaţiile 
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Rezultă, deci, o reţea ortogonală de elipse şi hiperbole homofocale, cu focarele  z = (d + j0  (fig. 20.17, unde  d = 1). 
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   Fig. 20.18. 




   Fig. 20.19. 
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    Fig. 20.20. 


Asociată acestei structuri de fascicule de elipse şi hiperbole homo-focale ortogonale poate fi considerată o problemă electrostatică cu potenţial complex  W , pentru care potenţialul electric scalar este ales  v = U = Re{W} . Fără a modifica în vreun fel câmpul electrostatic, oricare două elipse  U = const.  poate fi considerată metalizată (sau frontieră a unui domeniu conductor). Este astfel simplu obţinută soluţia potenţialului electro-static al unui cilindru conductor de secţiune eliptică plasat într-un domeniu izolant  infinit (fig. 20.18),  sau  al  unei 

structuri izolante între doi cilindri conductori de secţiune eliptică (fig. 20.19), sau cel al unei structuri izolante dintre o foaie conductoare de lăţime  2d  (pentru  U = 0)  şi un cilindru de secţiune eliptică având focarele în marginile foii conductoare (fig. 20.20). Conform celor discutate mai sus, în domeniul izolant intensitatea câmpului electric complex se obţine din 
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De aici, prin ridicare la pătrat, rezultă egalitatea 
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a cărei parte reală dă 
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Pe de altă parte, modulul intensităţii câmpului electric complex dă 
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iar sistemul ultimelor ecuaţii furnizează drept soluţie componentele intensităţii câmpului electric, 
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Pot fi calculate, de asemenea, şi capacităţi ale structurilor discutate. De exemplu, pentru ultimul caz se observă că, la o rotaţie în sens direct în jurul conductorului interior, corespunzătoare descrierii tubului de flux total, complet, asociat conductorului interior, funcţia  V = Im{W}  variază cu  2( . Admiţând că cilindrul eliptic exterior taie axa reală în punctul  c = a+j0 , capacitatea lineică a structurii este atunci 
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Aici  U2 = U(d) = 0 , iar  U1 = U(c)  corespunde la  a = dchU1cos0 , adică  chU1 = a/d  şi 
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Asociată aceleiaşi structuri de fascicule de elipse şi hiperbole ortogonale poate fi considerată o problemă electrostatică cu potenţialul complex  W , pentru care însă potenţialul electric scalar este ales  v = V = Im{W} . Ca mai înainte, fără a modifica în vreun fel câmpul electrostatic, oricare două hiporbole  V = const.  poate fi considerată metalizată (sau frontieră a unui domeniu conductor). Este astfel simplu obţinută soluţia potenţialului electrostatic al unei structuri izolante între doi cilindri de secţiune hiperbolică (fig. 20.21), sau cel al unei structuri izolante între un cilindru de secţiune hiperbolică şi o bandă conductoare semiinfinită  x ( [a,()  pentru  V = 0 (fig. 20.22), sau chiar cel al unei structuri izolante dintre două foi conductoare  x ( [a,()  pentru  V = 0  şi  x ( [–(,–a)  pentru  V = (  (fig. 20.23). Procedând ca mai sus poate fi calculată intensitatea câmpului electric, sau, de exemplu pentru structura din ultimul caz, cu unele artificii, capacitatea unui şa numit ghid de undă coplanar. 

[image: image717.png]


 [image: image718.png]


 



   Fig. 20.21. 




   Fig. 20.22. 
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    Fig. 20.23. 


Transformările conforme pot fi compuse, în sensul că poate fi considerată încă o funcţie complexă  Z  de variabila complexă  W , care este la rândul ei funcţie de variabila complexă originală  z , astfel încât 
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şi procedeul se poate repeta. În general, prin asemenea compuneri de trans-formări conforme se caută punerea în corespondenţă a domeniului original cu un domeniu standard, unde soluţia – potenţialul – este uşor de formulat, de obicei  interiorul/exteriorul  cercului  de 

rază unitară în planul complex, sau semiplanul complex superior, sau chiar o bandă  Re{z} ( [a,b] , Im{z} > 0  în planul complex. 


20.3.5.  Transformarea  Schwartz - Christoffel 


1. Un caz de interes curent este acela în care domeniul de studiu are frontieră poligonală. De fapt noţiunea de frontiera poligonală include aici şi cazul mai general în care unele vârfuri ale liniei poligonale a frontierei sunt aruncate la infinit după direcţii specificate. În acest caz există o modalitate precisă, deşi nu întotdeauna utilizabilă, de construire a unei funcţii care să realizeze o transformare conformă adecvată problemei – aceasta este transformarea Schwarz–Christoffel. 


Fie considerată o transformare  W  (  z  definită prin ecuaţia diferenţială 
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a cărei acţiune poate fi înţeleasă urmărind efectele deplasării punctului  W = U+jV  pe axa reală  V = 0  în planul complex  W , în sens pozitiv. Cât timp punctul din planul  W  se află la stânga punctului de abscisă  A  (adică  U < A) , W–A = (U+j0)–A = U–A < 0 , iar  arg{U–A} = ( ; iar atunci când punctul din planul  W  trece în dreapta punctului de abscisă  A  (adică  U > A) , W–A = (U+j0)–A = U–A > 0 , iar  arg{U–A} = 0 . Argumentul funcţiei complexe care exprimă transformarea este 
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şi, cât timp argumentul numărului complex  W–A  este constant, deoarece  dU > 0 , 
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adică panta curbei descrise de punctul  z  în planul  z  este constantă – punctul  z  se deplasează pe o dreaptă. Variaţiei cu  –(  a  argumentului numărului complex  W–A  îi corespunde variaţia cu  
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  a argumentului numărului complex  
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 , astfel încât atunci când punctul  W , care descrie axa reală din planul  W , trece  prin punctul de abscisă  A , iar punctul  z , care descrie  o traiectorie în planul  z , trece prin punctul corespunzător  a , traiectoria urmată de acesta din urmă este rotită cu unghiul  (–( , adică punctul  z   începe descrierea unei alte drepte, care face cu cea anterioară un unghi interior  (–((–() = (  (fig. 20.24). 
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          Fig. 20.24. 




      Fig. 20.25. 


Acest raţionament arată că transformarea definită prin ecuaţia diferenţială 
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transformă axa reală  V = Im{W} = 0  din planul  W  într-un poligon cu  n  laturi în planul  z , având unghiurile  
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  în vârfurile  
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 , astfel încât, pentru un poligon închis, 
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iar semiplanului superior  W  îi corespunde interiorul poligonului din planul  z . 


Într-adevăr, fie punctul  W = U+j0  deplasat pe axa reală din planul  W , de la  –(  către  +( , trecând succesiv prin punctele de abscise  A1 < A2 < … < An  (fig. 20.25). Dacă, de exemplu, pentru puncte  U < A1  este aleasă determinarea de argument nul a derivatei anterioare, ceea ce este posibil în virtutea ultimei relaţii, atunci punctul  z  se deplasează în planul  z  pe o paralelă la axa reală, pornind de la un punct  a0 , care corespunde punctului  W = –(+j0 . Când punctul  W  trece prin punctul de abscisă  A1 , iar punctul  z  trece prin punctul corespunzător  a1 , arg{z} , care era nul, se modifică cu  
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 . Direcţia dreptei descrise de punctual  z  până în punctual  a1  se modifică cu  
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 , iar începând din acest punct punctul  z  continuă deplasarea pe o dreaptă care face cu cea precedentă unghiul interior  (1 . Similar, atunci când punctul  W  trece prin punctul de abscisă  A2 , punctul  z  trece prin punctul corespunzător  a2 , modificându-şi direcţia traiectoriei cu unghiul (interior poligonului)  (2 , etc. În fine, când punctul  W  trece şi de punctul de abscisă  An  către  +( , punctul  z  trece prin punctul  an  şi îşi schimbă direcţia traiectoriei cu unghiul (interior poligonului)  (n , după care continuă să descrie o dreaptă care face cu axa reală un unghi egal cu  
[image: image735.wmf](

)

p

a

p

2

1

=

-

å

=

n

i

i

 , adică este paralelă cu această axă, aşa cum era şi prima porţiune descrisă: laturile extreme ale liniei poligonale în planul  z  sunt paralele cu axa reală. 


Pentru ca poligonul dat, care delimitează domeniul de interes într-un plan real, şi poligonul descris în planul  z , prin transformarea conformă a axei reale din planul  W , să fie aceleaşi trebuie ca, în afară de a avea unghiuri egale, să aibă şi aceleaşi vârfuri. Valorile reale  A1 < A2 < … < An  sunt atunci determinate astfel încât să se obţină această suprapunere şi ele rezultă prin integrarea ecuaţiei diferenţiale cu anumite condiţii fixate convenabil. 


Fie deci dat poligonul  [a1a2…an] cu unghiurile la vârf corespunzătoare  (1 , (2 , …, (n . Transformarea căutată este reprezentată formal prin integrala 
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unde se poate arăta că, în afară de  
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W

 , mai pot fi aleşi arbitrar doar trei dintre parametrii  
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  ai transformării. 


Transformarea Schwarz–Christoffel este construită urmărind următoarele etape: (1) Latura  [ana1]  este aşezată pe axa reală a planului  z ; (2) Sunt fixate arbitrar – cât mai convenabil – punctul de plecare  
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  (cel mai adesea în  
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)  şi trei dintre numerele  A1 < A2 < … < An ; (3) Constanta de scalare  K  şi  celelalte  (n–3)  dintre numerele  A1 < A2 < … < An  sunt calculate, prin integrare, astfel încât laturile poligonului descris să fie egale cu cele ale poligonului dat, iar constanta de translaţie  C  este aleasă convenabil. 


Metoda expusă este aplicabilă la fel de bine şi în cazul unor linii poligonale deschise, care sunt interpretate ca închise pe la infinit. Dificultatea aplicării acestei metode de transformare constă însă în aceea că pot fi efectuate analitic cel mult două integrări, după care continuarea integrării folosind metode numerice aproximative degradează rezultatul şi, corespunzător, posibilităţile de aplicare. 


2.  Un exemplu poate fi ilustrativ pentru construirea şi aplicarea transformării Schwarz–Christoffel. 
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   Fig. 20.26. 


Fie de studiat efectul de margine (de capăt) la condensatorul plan, cu armături dreptunghiulare de grosime neglijabilă şi dimensiuni mult mai mari decât distanţa  2d  dintre ele. Armăturile sunt considerate plasate în plane  y = (d , cu câte două laturi paralele axei  Oz , astfel încât să ocupe domeniul  x < 0 . Lungimile laturilor armăturilor, foarte mari în raport cu distanţa dintre ele, sunt apoi considerate infinite – structura este infinită în direcţia axei  Oz, ceea ce face problema bidimensională, şi este infinită lateral în direcţia axei negative  Ox  (fig. 20.26 stânga). Dacă armătura superioară are potenţialul  V0  iar cea inferioară are potenţialul  –V0 , atunci planul de simetrie  Oxz  are potenţial nul  v = 0  şi – este astfel suficient să se ia în considerare problema determinării câmpului electric în domeniul  y > 0  (fig. 20.26 dreapta), cu condiţiile de frontieră  v = 0  pe dreapta  y = 0  şi  v = V0  pe semidreapta  x < 0 , y = d . 


În planul complex  z  frontiera domeniului este reprezentată de poligonul cu o latură între punctele  a = –(+jd  şi  b = 0+jd , reprezentând faţa superioară de potenţial  V0  a armăturii, o latură între punctele  b = 0+jd  şi  c = –(+jd , reprezentând faţa inferioară de potenţial  V0  a armăturii, şi o a treia latură între punctele  d = –(+j0  şi  e = +(+j0 , reprezentând linia de potenţial nul (fig. 20.27). Perechile de puncte de la infinit  c  şi  d , respectiv  a  şi  e , reprezintă, de fapt, vârfuri de la infinit ale poligonului, iar unghiurile interne ale sale sunt  2(  în  b , 0  în  c ( d  şi  0  în  e ( a . 
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      Fig. 20.27. 



    Fig. 20.28. 


Este acum construită o transformare Schwarz–Christoffel care să pună în corespondenţă axa reală din  planul complex  
[image: image744.wmf]t

  cu frontiera din planul complex  
[image: image745.wmf]z

  descrisă mai sus. Vârfului  a  din planul  z  i se pune în corespondenţă pe axa reală a planului complex  
[image: image746.wmf]t

  punctul  A = –(+j0 , iar vârfului  e  din planul  z  i se pune în corespondenţă punctul  E = +(+j0 , care în esenţă se transpune în acelaşi punct de la infinit al axei reale din acest plan. Mai mult, punctul de plecare şi de sosire la parcurgerea poligonului este luat în acelaşi punct  A = –(+j0 , ceea ce face ca factorul asociat acestui vârf (sau vârfului E) să dispară din integrală. Vârfului  b  din planul  z  i se pune în corespondenţă punctul  B = –1+j0  de pe axa reală a planului complex  
[image: image747.wmf]t

 , iar vârfului  c ( d din planul  z  i se pune în corespondenţă punctul  C ( O = 0  (originea) de pe axa reală a planului complex  
[image: image748.wmf]t

  (fig. 20.28). S-a ajuns astfel la transformarea definită de integrala 
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care, prin integrare, duce la 
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unde rămân a fi determinate constanta de scalare  K  şi constanta de integrare  C . 


Ecuaţia diferenţială a transformării este reformulată în termenii coordonatelor polare în planul complex  
[image: image751.wmf]t

 , presupunând ocolirea punctului singular  
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  după un semicerc de rază  r ( 0  , între punctele  C– ( C  şi  C+ ( D  (fig. 20.29). Pentru  
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 , iar ecuaţia diferenţială devine 
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Deplasării, în planul complex  
[image: image756.wmf]t

  pe semicercul de de rază  r ( 0 , între  ( = (  şi  ( = 0 , în jurul punctului  
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 , care este asociat vârfului  c ( d  din planul complex  
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 , îi corespunde deplasarea de la semidreapta  z = jd  la axa reală. Atunci, deoarece  r ( 0 , 
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În fine, punctele  
[image: image760.wmf]p
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  şi  b = 0+jd  sunt corespondente, astfel încât trebuie să verifice ecuaţia transformării, de unde se determină  şi constanta de integrare, 
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S-a obţinut, astfel, transformarea conformă a conturului poligonului (degenerat al) problemei din planul complex  
[image: image762.wmf]z

  în axa reală din planul complex  
[image: image763.wmf]t

 , 
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cu potenţialele  V0  pe  semiaxa reală negativă şi  0  pe semiaxa reală pozitivă a planului complex  
[image: image765.wmf]t

 , semiplanele superioare ale celor doua plane complexe fiind corespondente. 
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      Fig. 20.29. 



    Fig. 20.30. 


3. Este acum necesară încă o transformare conformă, între problema câmpului electrostatic asociată perechii de semiplane (semidrepte) plasate de o parte şi de alta a axei  Oz  şi aflate la potenţiale diferite, şi o problemă cu soluţie uşor de determinat. În esenţă este vorba de a determina o funcţie complexă  
[image: image768.wmf]V
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  de variabila complexă  
[image: image769.wmf]t

  care să admită drept curbe  U = const.  sau  V = const.  fasciculul de semidrepte prin originea planului complex. În coordonate polare  
[image: image770.wmf]q
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  ecuaţia unei asemenea drepte este  ( = const. , ceea ce sugerează că funcţia căutată este simplu 
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unde  S  este o constantă de scalare, determinată din condiţiile de frontieră. 


Fie considerat atunci potenţialul complex  W  de mai sus şi fie potenţialul electric asociat luat drept partea imaginară a potenţialului complex (fig. 20.30), 
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care satisface condiţiile de frontieră 
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Pentru o deplasare în planul complex  z  de-a lungul unei linii de câmp circulare 
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se operează doar cu 
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Integrând această ecuaţie diferenţială de-a lungul liniei de câmp circulare  U = const.,  deci  r = const.,  între puncte extreme pe cele două semidrepte ale axei reale din planul  W  se obţine 
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de unde transformarea conformă căutată este în definitiv 
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Se poate ajunge acum la soluţia finală a problemei abordate iniţial – cea a câmpului electrostatic asociat efectului de margine (de capăt) în condensatorul plan – compunând transformările conforme obţinute, adică eliminând variabila complexă  
[image: image779.wmf]t

  între ele: 
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Corespondenţele dintre puncte semnificative sunt acum următoarele 
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Calculele însă pot fi făcute direct în termenii transformării Schwarz–Christoffel, pentru care interpretarea corespondenţelor şi a retelei de echipotenţiale şi linii de câmp este imediată. De exemplu, intensitatea câmpului electric, asociată potenţialului electric  
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Folosind această expresie şi faptul că intensitatea câmpului electric în puncte pe suprafaţa conductoarelor este normală la suprafaţa acestora, adică este orientată paralel cu axa imaginară, se poate obţine şi distribuţia densităţii sarcinii electrice către marginile armăturilor condensatorului plan, 
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20.4.  Metoda  diferenţelor  finite 

În principiu, metoda diferenţelor finite este o metodă numerică de rezolvare a ecuaţiilor cu derivate parţiale (sau a ecuaţiilor diferenţiale) care aproximează operatorii diferenţiali prin aşa numiţi operatori cu diferenţe. Abordarea unei metode numerice de rezolvare a problemelor de câmp electromagnetic presupune însă, în prealabil, precizarea modalităţii de aproximare a funcţiilor cu care se operează. În această privinţă metoda diferenţelor finite foloseşte o aproximare polinomială pe porţiuni a funcţiilor necunoscute ca şi a celor asociate condiţiilor de unicitate (surse interne domeniului sau condiţii de frontieră). 


20.4.1.  Aproximări  polinomiale  pe  porţiuni 

Aproximarea funcţiilor folosită în cadrul metodei diferenţelor finite este o aproximare polinomială pe porţiuni. O asemenea aproximare presupune fixarea, în domeniul de studiu, a unor puncte – noduri – în care sunt precizate valorile funcţiei de aproximat (eventual, şi ale derivatelor sale), astfel încât, în termenii acestor valori nodale, să poată fi interpolate valorile funcţiei studiate (şi eventual a derivatelor sale). În probleme unidimensionale nodurile sunt definite ca reţea de puncte direct pe axa de-a lungul căreia este studiată problema; în problemele bidimensionale ele sunt de obicei definite la intersecţia unei reţele de drepte, iar în probleme tridimensionale nodurile sunt de obicei definite la intersecţia unei reţele de plane. Rafinarea discretizării este estimată în termenii celei mai mari distanţe  h  dintre două noduri alăturate: este evident că, pentru un domeniu de dimensiuni date, cu cât această distanţă se micşorează (adică rafinarea discretizării creşte), cu atât mai multe noduri şi, deci, valori nodale sunt folosite, astfel încât este de aşteptat ca aproximarea funcţiei studiate să fie cu atât mai bună. 


1.  Fie considerat cazul unei probleme unidimensionale pe intervalul  x ( [a,b]  , în care se operează cu funcţii  f(x)  suficient de netede, şi fie definită reţeaua de discretizare 
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cu intervalele 
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O aproximare unidimensională de tip Lagrange de ordinul întâi este o aproximare lineară pe fiecare interval al reţelei de divizare. Aceasta se poate exprima în termenii unor polinoame de aproximare de tip Lagrange de ordinul întâi (lineare) asociate fiecărui nod al diviziunii, 
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adică, mai detaliat (fig. 20.31), 
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    Fig. 20.31. 


Aproximarea lineară pe porţiuni (de tip Lagrange) a unei funcţii  f  (fig. 20.32.a) este definită astfel încât în nodurile reţelei de discretizare funcţia de aproximare să aibă valorile  
[image: image793.wmf]i

f

  ale funcţiei aproximate (fig. 20.32.b), 
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care amplifică (scalează) polinoamele de interpolare (sau de formă – fig. 20.32.c), astfel încât compunerea acestor aproximări locale determină o variaţie lineară a funcţiei de aproximare între valorile nodale succesive (fig. 20.32.d), anume 
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Se poate arăta că eroarea de aproximare depinde de derivata secundă a funcţiei (derivabile) aproximate şi scade pătratic cu scăderea intervalului diviziunii, 
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O aproximare unidimensională de tip Lagrange de ordinul al doilea este o aproximare pătratică pe fiecare interval al reţelei de divizare cu un număr impar de noduri. Aceasta se poate exprima în termenii unor polinoame de aproximare de tip Lagrange de ordinul al doilea (pătratice) asociate adecvat fiecărui nod al diviziunii, 
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adică, mai detaliat, pe un interval  
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 , i  impar, (fig. 20.33), 
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    Fig. 20.32. 
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    Fig. 20.33. 

În termenii acestor polinoame de interpolare (sau de formă), aproximarea pătratică pe porţiuni (de tip Lagrange) este definită astfel încât în nodurile reţelei de discretizare funcţia de aproximare să aibă valorile  
[image: image804.wmf]i

f

  ale funcţiei aproximate în acele puncte, 
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iar în rest o variaţie pătratică între valorile nodale succesive, adică 
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Se poate arăta că eroarea de aproximare depinde de derivata terţă a funcţiei (derivabile) aproximate şi scade cubic cu scăderea intervalului diviziunii, 
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Într-o variantă mai simplă poate fi considerată o diviziune zisă primară, completată cu noduri reprezentate de punctele mediane ale diviziunii primare, astfel încât indicii pari să corespundă indicilor nodurilor reţelei primare,  
[image: image809.wmf]2
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 , iar indicii impari să devină indici (semiîntregi) corespunzători punctelor mediane, 
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O aproximare (interpolare) sensibil mai bună, dar mult mai complicată, este obţinută folosind funcţii de interpolare (de formă) de tip Hermite, care păstrează valorile funcţiei şi derivatei sale în nodurile reţelei de discretizare. 


2.  Fie considerat cazul unei  probleme bidimensionale  pe domeniul rectangular  x ( [a,b] , y ( [c,d] , în care se operează cu funcţii  f(x,y)  suficient de netede, şi fie definită reţeaua de discretizare 
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cu intervalele 
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O aproximare bidimensională de tip Lagrange de ordinul întâi este o aproximare bilineară (lineară separat în raport cu fiecare variabilă) pe fiecare celulă a reţelei de divizare. Aceasta se poate exprima în termenii produselor unor polinoame de aproximare de tip Lagrange de ordinul întâi în raport cu fiecare variabilă (bilineare), asociate fiecărui nod al diviziunii, 
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Mai detaliat, pe câte o o celulă din jurul punctului curent  
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astfel încât funcţia de aproximare bilineară Lagrange asociată punctului curent  
[image: image820.wmf](
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 , nenulă pe celulele adiacente acestui punct, arată ca în fig. 20.35. 
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        Fig. 20.34. 



          Fig. 20.35. 
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    Fig. 20.36. 


Aproximarea bilineară pe porţiuni (de tip Lagrange) a unei funcţii  
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)

y

x

f

,

  este definită astfel încât în nodurile reţelei de discretizare funcţia de aproximare să aibă valorile  
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  ale funcţiei aproximate, 



[image: image826.wmf](

)

(

)

j

i

j

i

j

i

y

x

f

f

y

x

f

,

,

~

,

º

=

   ; 

aceste valori amplifică (scalează) polinoamele de interpolare (de formă),  ca cele din fig. 20.35, astfel încât compunerea acestor aproximări locale determină o variaţie bilineară a funcţiei de aproximare între valorile nodale adiacente, 
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aşa cum este ilustrat în fig. 20.36 pentru funcţia  
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  pe intervalul  x ( [0,2(] , y ( [0,2(] . Se poate arăta că eroarea de aproximare depinde de derivatele parţiale secunde ale funcţiei aproximate şi scade pătratic cu scăderea intervalelor diviziunii, 
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O aproximare bidimensională de tip Lagrange de ordinul al doilea este o aproximare bipătratică pe fiecare interval al reţelei de divizare cu un număr impar de noduri. Aceasta se poate exprima în termenii unor polinoame de aproximare de tip Lagrange de ordinul al doilea (bipătratice) asociate adecvat fiecărui nod al diviziunii, 
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Pot fi astfel distinse (fig. 20.37) polinoame bipătratice definite pe o celulă dublă de genul 
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  –  fie asociate câte unui colţ de cum ar fi 
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fie asociate unui punct intermediar de pe latura unei asemenea celule duble, cum este 
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sau asociate punctului interior unei celule duble, 
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celula dublă fiind definită în jurul punctelor cu ambii indici  i , j  pari. 
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    Fig. 20.37. 

În termenii acestor polinoame de interpolare (sau de formă), aproximarea bipătratică pe porţiuni (de tip Lagrange) este definită astfel încât în nodurile reţelei de discretizare funcţia de aproximare să aibă valorile  
[image: image838.wmf]j
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  ale funcţiei aproximate, 
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iar în rest o variaţie bipătratică între valorile nodale adiacente, anume 
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Se poate arăta că eroarea de aproximare depinde de derivatele parţiale terţe ale funcţiei aproximate şi scade cubic cu scăderea intervalelor diviziunii, 
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Şi în acest caz, o variantă mai simplă este aceea care foloseşte o diviziune zisă primară, completată cu noduri reprezentate de punctele mediane ale diviziunii primare, astfel încât indicii pari să corespundă indicilor nodurilor reţelei primare,  
[image: image842.wmf]2
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 , iar indicii impari să devină indici (semiîntregi) corespunzători punctelor mediane,  
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Folosind funcţii de interpolare (de formă) de tip Hermite bipătratice, care păstrează valorile funcţiei şi derivatei sale în nodurile reţelei de discretizare poate fi obţinută o aproximare (interpolare) mai bună, dar mult mai complicată. 


În fine, procedând similar pot fi definite aproximări polinomiale pe porţiuni, de tip Lagrange sau Hermite, de grad superior, sau pentru probleme tridimensionale. 


Mai trebuie precizat că şi  variabila temporală  t  poate fi discretizată ca variabilă unidimensională în modalităţile discutate mai sus. 


20.4.2.  Aproximarea  operatorilor  diferenţiali 

Operatorii diferenţiali care apar în problemele de câmp electromagnetic – gradient, divergenţă, rotor, sau chiar laplacian – se exprimă în termenii derivatelor parţiale ale funcţiilor asupra cărora operează. Aproximarea (discretizarea) acestor operatori înseamnă înlocuirea lor prin operatori susceptibili să acţioneze asupra unor funcţii aproximate (discretizate), ca în subsecţiunea precedentă, în termenii unui număr finit de valori nodale – sunt astfel obţinuţi aşa zişi  operatori cu diferenţe finite. 


O modalitate de discretizare a operatorilor diferenţiali constă pur şi simplu în aplicarea derivării asupra funcţiei aproximate polinomial pe porţiuni ca în subsecţiunea precedentă. La aceeaşi discretizare a operatorilor diferenţiali se ajunge, însă şi printr-o procedură echivalentă, bazată pe dezvoltarea în serie Taylor a funcţiilor în jurul punctului în care se doreşte aproximarea derivatei – această din urmă procedură este expusă mai jos. 


1.  Fie considerată o funcţie de o singură variabilă,  f(x) , suficient de netedă pentru ca operaţiile diferenţiale efectuate asupra ei să aibă sens. În particular poate fi considerată o funcţie de mai multe variabile, pentru care, însă, interesează doar derivatele în raport cu variabila  x , notate generic 
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Derivata întâia a funcţiei într-un punct  
[image: image846.wmf]i

x

  al reţelei de discretizare cu intervale (paşi)  
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  poate fi obţinută pornind de la dezvoltări în serie Taylor ale funcţiei în jurul.acestui punct şi în jurul punctelor vecine, între care dezvoltări se elimină termeni nenecesari, 
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Aproximarea prin diferenţe finite progresive a derivatei în punctul  
[image: image850.wmf]i
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  este o aproximare a derivatei la dreapta în acest punct, şi este obţinută din prima dezvoltare în serie drept 
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   cu eroare de ordinul  
[image: image852.wmf]1
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Similar este obţinută aproximarea prin diferenţe finite regresive a derivatei în punctul  
[image: image853.wmf]i
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  ca aproximare a derivatei la stânga în acest punct, pornind de la a doua dezvoltare în serie, drept 

          
[image: image854.wmf]i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

h

f

f

f

f

h

h

f

f

f

1

2

1

...

D

2

D

-

-

-

=

Ñ

Þ

+

-

-

=

   

   

   cu eroare de ordinul  
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Aproximarea prin diferenţe finite centrate a derivatei în punctul  
[image: image856.wmf]i

x

  este obţinută prin eliminarea valorii  
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  între cele două dezvoltări în serie, 



[image: image858.wmf](

)

Þ

+

+

+

-

+

+

=

-

+

+

+

-

+

      

...

D

6

D

2

D

3

3

3

1

2

2

2

1

1

1

1

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

f

h

h

f

h

h

f

h

h

f

f

 



[image: image859.wmf]Þ

-

+

+

-

-

-

+

-

=

Þ

+

+

+

+

-

+

      

      

...

D

6

D

2

D

3

2

1

2

1

2

1

1

1

1

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

f

h

h

h

h

f

h

h

h

h

f

f

f

 



[image: image860.wmf]i

i

i

i

i

h

h

f

f

f

+

-

=

d

Þ

+

-

+

1

1

1

      

   cu eroare de ordinul lui  h  (mediu). 

În particular, din relaţiile anterioare se obţine că, pentru o diviziune uniformă în jurul punctului  
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  (adică  
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), aproximarea prin diferenţe finite centrate a derivatei întâia se obţine cu precizie sporită drept 
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   cu eroare de ordinul lui  
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O eroare de ordinul lui  
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  (mediu) în aproximarea prin diferenţe finite centrate a derivatei întâia în punctul  
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 este obţinută, indiferent de uniformitatea discretizarii, prin eliminarea derivatei a doua  
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  între cele două dezvoltări în serie, 
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   cu eroare de ordinul lui  h  (mediu). 

În particular, pentru o diviziune uniformă  (
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), se regăseşte formula anterioară. 


2.  Derivata a doua a funcţiei  f(x)  într-un punct  
[image: image872.wmf]i

x

  al reţelei de discretizare (interpretată şi ca derivată parţială în raport cu variabila  x  a unei funcţii de mai multe variabile)  este obţinută urmând o procedură similară, pornind de la aceleaşi dezvoltări în serie Taylor, 
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Aproximarea prin diferenţe finite centrate a derivatei a doua în punctul  
[image: image875.wmf]i

x

  este obţinută prin eliminarea derivatei întâia  
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f
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  între cele două dezvoltări în serie, 
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   cu eroare de ordinul lui  h  (mediu). 


Aproximarea prin diferenţe finite progresive a derivatei a doua (la dreapta) în punctul  
[image: image880.wmf]i

x

  este calculată prin eliminarea derivatei întâia  
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f

D

  între alte două dezvoltări în serie, 
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obţinând 
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  cu eroare de ordinul lui h (mediu). 


În fine, aproximarea prin diferenţe finite regresive a derivatei a doua (la stânga) în punctul  
[image: image888.wmf]i

x

  este calculată tot prin eliminarea derivatei întâia  
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f

D

  între dezvoltările în serie, 
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obţinând 
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   cu eroare de ordinul lui  h  (mediu). 


În particular, pentru o diviziune uniformă  (
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erori mai mici putând fi obţinute folosind formule mai complicate, care implică valori ale funcţiei  f  în mai mult de trei puncte. 


În fine, printr-o procedură asemănătoare, dar evident mai complicată, pot fi obţinute şi formule de aproximare a derivatelor parţiale mixte. Deoarece, însă, în ecuaţiile problemelor curente de câmp electromagnetic astfel de derivate nu apar, asemenea calcule nu sunt discutate aici. 


20.4.3.  Metoda  diferenţelor  finite  pentru 



 problema  bidimensională  a  câmpului  electrostatic 


1.  Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu de forma unui cilindru drept cu extensie infinită în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de suprafata  S(  în planul  Oxy , în care toate mărimile sunt independente de variabila  z  (fig. 20.38). În condiţiile unor date de forma 



[image: image900.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

y

x

P

y

x

P

y

x

y

x

y

x

y

x

p

S

S

V

V

,

,

,

,

,

,

,

,

j

i

r

r

r

+

=

=

=

=

P

   

   

   

   

   

   

r

r

r

r

e

e

   , 



[image: image901.wmf](

)

(

)

y

x

g

D

n

V

y

x

f

V

N

N

D

C

n

C

C

,

,

,

=

-

=

¶

¶

=

e

    

    

   , 

unde  CD , CN  constituie o partiţie a frontierei  ( , problema este bidimensională, 
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    Fig. 20.38. 


Ecuaţiile problemei, scrise sub formă diferenţială, 
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sunt abordate folosind drept necunoscută intermediară potenţialul (electric) scalar, 



[image: image905.wmf]p

V

V

P

D

      

      

E

      

      

E

r

r

r

r

+

-

=

-

=

Þ

=

grad

grad

rot

e

,

0

   , 

anume rezolvând ecuaţia potenţialului, 
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În cazul problemei bidimensionale abordate  (
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unde au fost folosite notaţiile simplificatoare  
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Ecuaţiile la interfaţă (pe curbe C – urme ale interfeţelor normale la planul  Oxy) sunt 
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prima este automat satisfăcută impunând continuitatea potenţialului electric scalar la interfaţă, iar a doua, 
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este  în general abordată, în  cadrul metodei discutate aici, printr-o  repartiţie  volumică a 

sarcinii  electrice  echivalentă  celei  superficiale, în  acord  cu  maniera  de  discretizare a 

problemei de câmp. 


2.  In general, un domeniu bidimensional  S(  de formă oarecare nu poate fi acoperit cu o reţea de discretizare astfel încât dreptele reţelei de discretizare să intersecteze frontiera  (  (şi, eventual, urmele  CQ  ale suprafeţelor încărcate electric) numai în noduri ale reţelei. Pot fi atunci distinse: (1) noduri interioare – noduri aparţinând domeniului deschis  S( , (2) noduri de frontieră – noduri plasate (întâmplător) chiar pe frontiera  (  sau noduri plasate în exteriorul domeniului  S( , dar la o distanţă de frontieră mai mică decât pasul reţelei dupa una sau alta din direcţiile dreptelor reţelei, (3) noduri exterioare – noduri din afara domeniului  S(  a căror distanţă la frontiera de-a lungul oricărei direcţii a dreptelor reţelei este mai mare decât un pas al reţelei după acea direcţie (în fig. 20.38 nodurile interioare sunt marcate prin cercuri goale, nodurile de frontieră sunt marcate prin cercuri pline, iar nodurile exterioare nu sunt marcate). 


Nodurile de interes sunt cele interioare şi de frontieră, iar valorile mărimilor discretizate în aceste noduri sunt desemnate prin indicii coordonatelor nodurilor: nodul  
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  unde, de exemplu, valoarea discretizată a potenţialului este  
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 . Paşii reţelei de discretizare sunt notaţi, ca mai sus,  
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 . Datele problemei pot fi discretizate drept mărimi atribuite unui nod, ca şi potenţialul, sau drept mărimi atribuite centrului unor celule ale reţelei, în care caz vor fi folosiţi indici semiîntregi – de exemplu,  
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 , în mijlocul celulei cu centrul de indice semiîntreg  
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 . În fine, prin macrocelula reţelei centrată pe un nod  
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  al reţelei de diecretizare se va înţelege ansamblul celor patru celule ale reţelei de discretizare ce au în comun nodul precizat, adică domeniul  
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Ecuaţia potenţialului electric, 



[image: image921.wmf](

)

(

)

y

y

x

x

V

y

y

x

x

P

P

V

V

D

D

D

D

D

D

+

+

-

=

+

r

e

e

   , 

este rezolvată numeric pornind de la discretizarea potenţialului în punctele nodale interioare şi de frontieră, 
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unde valorile extreme ale indicilor corespund coordonatelor extreme ale nodurilor de interes. 


Soluţionarea numerică a ecuaţiei de mai sus presupune atunci discretizarea operatorului de tip Laplace – în speţă, discretizarea derivatelor parţiale care apar în ecuaţie – şi discretizarea condiţiilor de unicitate, adică discretizarea membrului drept (reprezentând sursele interioare domeniului) şi a condiţiilor de frontieră. Se ajunge astfel la un sistem de ecuaţii algebrice în necunoscutele  
[image: image923.wmf]j
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 , care este rezolvat folosind metode numerice cunoscute. 


În fine, odată determinate valorile nodale (discretizate) ale potenţialului electric, valorile acestuia în orice alt punct din domeniul  S(  pot fi calculate prin interpolare (de exemplu, de tip Lagrange), aşa cum s-a discutat în subsecţiunea anterioară. 


3. Discretizarea operatorului de tip Laplace din membrul stâng al ecuaţiei potenţialului în punctul curent interior  
[image: image924.wmf](
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  (fig. 20.39)  foloseşte aproximarea prin diferenţe finite centrate pe semiintervale, cu erori de ordinul lui  h2 , respectiv  k2 , ceea duce în final la o eroare de ordinul  O(h2+k2), 
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 [image: image927.png]41,1



 



 Fig. 20.39. 

În această primă discretizare, a derivatelor parantezelor din operatorul de tip Laplace, apar valorile discretizate ale parametrului constitutiv  (  în puncte mediane ale segmentelor reţelei de discretizare. Aceste valori pot fi aproximate prin mediere între valorile medii ale parametrului constitutiv în celule alăturate ale reţelei de discretizare, 
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unde, de exemplu,
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Apoi derivatele din interiorul parantezelor din operatorul de tip Laplace sunt la fel discretizate folosind aproximarea prin diferenţe finite centrate pe semiintervale, obţinând 
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cu eroare de ordinul  O(h+k) . 


În particular, în subdomenii lineare omogene  (( = const.)  cu discretizare omogenă separat după fiecare axă  (hi = h , kj = k) , membrul stâng al ecuaţiei potenţialului electric este discretizat la 
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În orice caz, discretizarea operatorului de tip Laplace într-un punct curent interior duce la o combinaţie lineară a potenţialelor din punctual curent şi din alte patru puncte adiacente, după cele două direcţii ale dreptelor reţelei de discretizare – se spune că a fost obţinută o formulă de  discretizare în cinci puncte. 


Discretizarea membrului drept al ecuaţiei de tip Poisson a potenţialului electric foloseşte drept valoare a densităţii de volum a sarcinii electrice în punctul curent interior  
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  valoarea medie a acesteia pe macrocelula din jurul punctului curent şi aproximarea prin diferenţe finite centrate a derivatelor componentelor polarizaţiei permanente (indicate prin indici superiori), 
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cu aceeaşi eroare totală de ordinul  O(h+k)  datorită medierii adoptate. 


În particular, în cazul unei discretizări omogene separat după fiecare axă  (hi = h , kj = k) , membrul drept al ecuaţiei potenţialului electric este discretizat la 
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din care termenii privitori la polarizaţia temporară dispar evident în cazul în care aceasta este uniformă,  
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Discretizarea ecuaţiei la interfaţă a potenţialului electric, 
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ar implica discretizarea derivatei potenţialului electric  V  după normala la curba  C12 ( CQ  (urmă a unei suprafeţe normală planului  Oxy) încărcată electric superficial, ceea ce, aşa cum se va vedea mai jos, prezintă dificultăţi semnificative. În loc de aceasta este preferată o abordare semiglobală hibridă, în sensul că sarcina electrică superficială din jurul unui punct curent interior  
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  de interes este echivalată printr-o suplimentare a distribuţiei volumice a sarcinii electrice cu 
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 Fig. 20.40. 
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Această densitate suplimentară a sarcinii electrice trebuie adăugată la densitatea  (Vi,j  din membrul drept al ecuaţiei discretizate a potenţialului electric în puncte interioare în vecinătatea cărora, la o distanţă mai mică decât un pas al reţelei de discretizare (în orice direcţie), este plasată o curbă  CQ  încărcată electric superficial (fig. 20.40). 


4. Discretizarea condiţiilor de frontieră este mai dificilă decât cea a ecuaţiei potenţialului într-un punct interior deoarece, în general, nodurile de frontieră nu sunt plasate chiar pe frontiera  (  a domeniului de studiu. 


Discretizarea condiţiilor de frontieră de tip Dirichlet este imediată într-un nod de frontieră  N(xi,yj)  plasat chiar pe frontiera  CD  – ecuaţia discretizată într-un asemenea nod de frontieră este simplu 
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În celelalte cazuri, discretizarea condiţiilor de frontieră de tip Dirichlet constă, în general, în extrapolarea valorii potenţialului în nodul de frontieră în termenii valorilor potenţialului în noduri interioare şi în punctul aflat la intersecţia frontierei  CD  cu dreapta reţelei de discretizare pe care este plasat nodul de frontieră. 


Fie, de exemplu, nodul de frontieră  N(xi+1,yj)  plasat astfel încât frontiera  CD  intersectează în punctul  P  segmentul reţelei către punctul interior  M(xi,yj) , ca în fig. 20.41 stânga, şi astfel încât  MP = ahi+1 , PN = bhi+1 , a+b = 1 . Dezvoltările potenţialului în serie Taylor în jurul punctului  P ( CD  dau 
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    Fig. 20.41. 

de unde, eliminând prima derivată a potenţialului şi observând că  
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  , se ajunge la ecuaţia discretizată în nodul de frontieră  N(xi+1,yj) , 
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   ,  cu eroare de ordinul  O(h2)   . 


În mod similar, pentru nodul de frontieră  N(xi,yj+1)  plasat astfel încât frontiera  CD  intersectează în punctul  Q  segmentul reţelei către punctul interior  M(xi,yj) , ca în fig. 20.41 mijloc, şi astfel încât  MQ = ckj+1 , QN = dkj+1 , c+d = 1 , se obţine ecuaţia discretizată în nodul de frontieră  N(xi,yj+1) , 
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   ,  cu eroare de ordinul  O(k2)   . 


În  fine, pentru nodul de frontieră  N(xi+1,yj+1)  plasat, ca în fig. 20.41 dreapta, astfel încât frontiera  CD  intersectează în punctul  P  segmentul reţelei către punctul interior  A(xi,yj+1) , cu  AP = ahi+1 , PN = bhi+1 , a+b = 1 , şi intersectează în punctul  Q  segmentul reţelei către punctul interior B(xi+1,yj), cu  BQ = ckj+1 , QN = dkj+1 , c+d = 1, pot fi considerate două modalităţi de aproximare. În varianta simplă, care menţine tipul de ecuaţie în cinci puncte, valoarea  
[image: image951.wmf]1

,

1

+

+

j

i

V

  este aproximată în termenii valorii 
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 în ecuaţia asociată punctului interior  B(xi+1,yj) , ca pentru fig. 20.41 mijloc, sau se aproximează în termenii valorii  
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  în ecuaţia asociată punctului interior  A(xi,yj+1) , ca pentru fig. 20.41 stânga. În varianta corectă, mai complicată, se consideră o medie ponderată a valorilor extrapolate după cele două direcţii. Se ajunge la ecuaţia discretizată în nodul de frontieră  N(xi+1,yj+1) , cu eroare de ordinul  O(h2+k2) , 
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Discretizarea condiţiilor de frontieră de tip Neumann poate fi realizată printr-o extrapolare a valorii potenţialului în nodul de frontieră în termenii potenţialului în noduri interioare şi derivatei după normală a potenţialului în punctul aflat la intersecţia frontierei  CN  cu dreapta reţelei de discretizare pe care este plasat nodul de frontieră. 


Fie, de exemplu, nodul de frontieră  N(xi+1,yj)  plasat astfel încât frontiera  CN  intersectează în punctul  P  segmentul reţelei către punctul interior  M(xi,yj) , ca în fig. 20.42.a, astfel încât  MP = ahi+1 , PN = bhi+1 , a+b = 1 . Dezvoltând potenţialul electric în serie Taylor în jurul punctului  P ( CN  după direcţia axei  Ox  se obţine 
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    Fig. 20.42. 
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şi, eliminând derivata potenţialului în punctul  P , se obţine 
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de unde, deoarece  a+b = 1 ,  rezultă relaţia de extrapolare 
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Pe de altă parte, valoarea potenţialului în punctul  P ( CN  este pusă în legătură cu cea a potenţialului din punctul  R  aflat la prima intersecţie a normalei în punctul  P  la frontiera  CN  cu unul din segmentele interioare ale reţelei de discretizare. Dezvoltarea în serie Taylor a potenţialului electric în jurul punctului  P  după direcţia normalei duce la 
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unde s-a notat  
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 , astfel încât, deoarece  
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La rândul ei, valoarea potenţialului în punctul  R  este obţinută prin interpolare, ca mai sus în tratarea condiţiei de frontieră de tip Dirichlet, 
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În fine, asamblând ultimele rezultate, valoarea  
[image: image966.wmf]j
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  a potenţialului în punctul de frontieră  N  este exprimată în termenii condiţiei de frontieră de tip Neumann şi de valorile potenţialului în celelalte noduri ale reţelei de discretizare drept 
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  , cu eroare de ordinul  
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În mod similar, pentru nodul de frontieră  N(xi,yj+1)  plasat astfel încât frontiera  CN  intersectează în punctul  P  segmentul reţelei către punctul interior  M(xi,yj) , ca în fig. 20.42.b, şi astfel încât  MP = ckj+1 , PN = dkj+1 , c+d = 1 , se poate uşor proba că ecuaţia discretizată în nodul de frontieră  N  se obţine aplicând transpunerile  i,j–1 ↔ i–1,j  ,  i+1,j ↔ i,j+1  ,  a ↔ c  ,  b ↔ d  ,  h ↔ k , 
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În  fine, pentru nodul de frontieră  N(xi+1,yj+1)  plasat, ca în fig. 20.42.c sau 20.42.d, astfel încât frontiera  CN  intersectează în puncte  P , P'  segmentele reţelei către punctele interioare  A(xi,yj+1)  şi  B(xi+1,yj) , se adoptă una din procedurile discutate în legătură cu discretizarea condiţiei de frontieră de tip Dirichlet pentru un punct de frontieră cu o plasare similară. 


5. Algoritmul rezolvării numerice a unei probleme bidimensionale de câmp electrostatic este, în mare, următorul: 

      (1)  Sunt date domeniul de studiu  S(  inclus în interiorul unui dreptunghi  x ( [a,b] , y ( [c,d] , distribuţia parametrului constitutiv  ((x,y)  şi condiţiile de unicitate. 

      (2)  Este efectuată preprocesarea datelor problemei: Mai întâi este construită reţeaua de discretizare a domeniului, sunt identificate nodurile interioare şi cele de frontieră, şi sunt construite corespondenţele între perechea de indici ai acestor noduri şi un unic indice de identificare a nodurilor de interes în sistemul de ecuaţii ce urmează a fi construit,  (i,j) ( k . Opţional, în etapa de preprocesare pot fi calculate şi proporţiile  (a,b)  sau  (c,d)  în care curbe  CD  taie segmentele reţelei de discretizare şi unghiurile  (  sau  (  dintre normala la curbe  CN  şi segmentul reţelei de discretizare intersectat. De asemenea, mai pot fi calculate valorile densităţii de volum a sarcinii electrice în punctul curent interior  (i,j)  împreună cu valorile densităţii de volum a sarcinii electrice echivalente distribuţiei superficiale a acesteia în macrocelula din jurul punctului curent, ca la punctul  3  de mai sus. 

      (3)  Este discretizată ecuaţia de tip Poisson în nodurile interioare, conform procedurii de la punctul  3  de mai sus, şi sunt discretizate ecuaţiile problemei în punctele de frontieră, conform procedurii de la punctul  4  de mai sus (operaţiile fiind eventual simplificate de preprocesarea unor date necesare, după cum s-a specificat anterior). 

      (4) Sistemul de ecuaţii este simplificat, dacă este cazul, prin substituirea valorilor cunoscute ale potenţialului în ecuaţii unde apar asemenea valori şi prin eliminarea ecuaţiilor referitoare la noduri de potenţial cunoscut. 

      (5)  Sistemul de ecuaţii obţinut este ordonat în conformitate cu corespondenţa  (i,j) ( k  între nodurile reţelei de discretizare şi numerotarea cu un singur indice a necunoscutelor  
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  şi a ecuaţiilor corespunzătoare. 

      (6)  Sistemul de ecuaţii este rezolvat folosind un solver (o procedură) de soluţionare a sistemelor de ecuaţii algebrice, obţinând valorile potenţialului în nodurile reţelei de discretizare. 

      (7)  În funcţie de obiectivul urmărit în problema de câmp electrostatic este efectuată o postprocesare adecvată a soluţiei discrete: pot fi calculate tensiuni electrice, fluxuri (sarcini) electrice, densităţi de energie electrică sau energie electrică în subdomenii, forţe sau cupluri electrice, etc. 


6. Dacă în domeniului de studiu sunt plasate şi conductoare interioare (presupuse omogene) care determină în planul  Oxy  subdomenii de tipul  S( , atunci aceste subdomenii sunt excluse din domeniul de studiu (în interior câmpul este cunoscut,  
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 ), iar frontiera  (  este tratată drept frontieră (către interior) a domeniului de studiu. Condiţiile de unicitate pentru o asemenea situaţie sunt însă exprimate global, astfel încât discretizarea lor trebuie reanalizată. 


Dacă este dat potenţialul  Vcond  al conductorului, atunci condiţia de frontieră este simplu impusă drept 
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pentru toate punctele de intersecţie a conturului  (  cu segmentele retelei de discretizare (fig. 20.43). Situaţia este tratată în exact acelaşi mod în care este tratată condiţia de frontieră de tip Dirichlet pe partea  CD  a frontierei  (  a domeniului de studiu, anume atribuind nodurilor de frontieră plasate pe conturul  (  potenţialul dat  Vcond  iar nodurilor de frontieră interioare domeniului  C(  valori fictive, rezultate prin interpolare, conform relaţiilor discutate mai sus, la punctul 4. 
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 Fig. 20.44. 


Dacă este dată sarcina electrică (lineică)  Qcond  a conductorului, atunci trebuie discretizată ecuaţia referitoare la fluxul lineic 
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unde s-a ţinut seama de faptul că normala exterioară la conturul  (  este normală interioară faţă de aceeaşi frontieră  (  a domeniului de studiu  şi că  
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Fie  N , P  două puncte succesive (în parcurgerea conturului  (  în sens direct) de intersecţie a conturului  (  cu segmente ale reţelei de discretizare (fig. 20.44). Este folosită procedura şi notaţii analoage celor considerate în discretizarea condiţiilor de frontieră de tip Neumann (fig. 20.42), ţinând seama de faptul că  
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pe de altă parte, din dezvoltarea în serie Taylor a potenţialului în jurul punctului  N , 
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Se obţine astfel, cu eroare de ordinul  
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unde  
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Adoptând o aproximare a lungimii arcului  NP  prin coarda 



[image: image987.wmf](

)

(

)

2

2

P

N

P

N

NP

y

y

x

x

-

+

-

=

D

 

şi o aproximare a integralei de contur printr-o metodă similară celei a trapezelor, se ajunge în final la ecuaţia 
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care introduce o singură ecuaţie suplimentară pentru necunoscuta 
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reprezentând potenţialul punctelor de pe conturul  ( . Potenţialul fictiv al punctului interior  M , necesar interpolării potenţialului în cadrul post procesării, este apoi determinat prin relaţii de tipul celor discutate mai sus, în legătură cu discretizarea cazului potenţialului  Vcond  dat. 


În final trebuie observat că postprocesarea trebuie să ţină seama de faptul că, deoarece potenţialul electric este constant,  V = Vcond  în interiorul şi pe conturul  ( , interpolarea valorilor potenţialului are sens doar în domeniul de studiu  S( \ S( .. 


20.4.4. Metoda diferenţelor finite pentru problema bidimensională 



a câmpului magnetic staţionar transversal 


1.  Fie de determinat câmpul magnetic staţionar într-un domeniu de forma unui cilindru drept cu extensie infinită în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de suprafata  S(  în planul  Oxy , în care toate mărimile sunt independente de variabila  z  (fig. 20.45). În condiţiile unor date de forma 
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unde  CD , CN  constituie o partiţie a frontierei  ( , problema este bidimensională, 
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Ecuaţiile problemei, scrise sub formă diferenţială, 
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sunt abordate folosind drept necunoscută intermediară  potenţialul (magnetic) vector, 
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anume rezolvând ecuaţia potenţialului, 
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    Fig. 20.45. 

În cazul problemei bidimensionale abordate  (
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astfel încât ecuaţia potenţialului se simplifică la ecuaţia scalară 
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unde au fost folosite notaţiile simplificatoare  
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Dintre ecuaţiile la interfaţă (pe curbe CI – urme ale interfeţelor normale la planul  Oxy), 
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a doua este automat satisfăcută impunând continuitatea potenţialului magnetic vector la interfaţă. Ţinând seama şi de exprimarea în funcţie de potenţial a vectorilor implicaţi, prima ecuaţie la interfaţă se scrie, succesiv, 
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Luând în consideraţie relaţii anterioare, condiţiile de frontieră, 
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sunt similar rescrise drept ecuaţii scalare, 
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respectiv 
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2. În rezumat, ecuaţia scalară pentru componenta axială a potenţialului magnetic (vector) într-un punct de netezime a mărimilor este
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ecuaţia scalară la interfaţă este 
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iar condiţiile de frontieră ale problemei sunt exprimate scalar sub forma 
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Este utilă aici reamintirea ecuaţiilor problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, studiată în subsecţiunea anterioară: ecuaţia potenţialului electric scalar în puncte de netezime a mărimilor, 
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ecuaţia la interfaţă (explicitată), 
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şi condiţiile de frontieră, 
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Simpla examinare comparativă a acestor ecuaţii pune în evidenţă analogia prezentată în tabelul următor: 
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Analogia referitoare la mărimile permanente este justificată prin aceea că în ecuaţiile comparate apar în poziţii similare vectorii 
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Mai mult, se poate arăta că în problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar transversal pot fi luate în considerare şi goluri (excluse din domeniul de studiu) caracterizate prin circulaţia  I  pe un contur înconjurând golul, prin analogie cu tratarea – în problema bidimensională a câmpului electrostatic – a unui conductor caracterizat prin sarcina  Q . 


Se conchide astfel că abordarea numerică a problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar transversal este întru totul similară abordării numerice a problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, prin simpla aplicare a analogiilor din tabelul de mai sus. 


20.5.  Metoda  elementelor  finite 

Metoda elementelor finite este o metodă numerică ce urmăreşte obţinerea unor aşa numite soluţii slabe ale problemelor de câmp, tratate în termenii unor ecuaţii integro-diferenţiale. Abordarea numerică a problemelor de câmp electromagnetic presupune însă, în prealabil, precizarea modalităţii de aproximare a funcţiilor cu care se operează. În această privinţă, în metoda elementelor finite funcţiile necunoscute ca şi cele asociate condiţiilor de unicitate (surse interne domeniului sau condiţii de frontieră) sunt aproximate polinomial pe porţiuni adiacente ale domeniului de studiu, porţiuni numite  elemente finite. 


20.5.1.  Aproximări  prin  elemente  finite 


Un element finit este o submulţime conexă (şi convexă) a domeniului de definiţie a funcţiei studiate, unde aceasta este aproximată (deobicei) polinomial în termenii unei subdiviziuni a elementului finit adecvată gradului polinomului de aproximare – este vorba, deci, tot de o aproximare polinomială pe porţiuni. În abordarea nodală – cea mai simplă – o asemenea aproximare presupune fixarea în elementul finit a unor puncte – noduri – în care sunt precizate valorile funcţiei de aproximat (eventual, şi ale derivatelor sale), astfel încât, în termenii acestor valori nodale, să poată fi interpolate valorile funcţiei studiate (şi eventual ale derivatelor sale). Este impusă, evident, condiţia ca valorile funcţiei aproximate şi cele ale funcţiei aproximative (eventual şi valorile derivatelor) să coincidă în punctele nodale. În plus, elementele finite sunt astfel construite încât să acopere, fără suprapuneri şi fără goluri, domeniul de definiţie al funcţiei aproximate – excepţia acceptată fiind aproximarea poligonală/poliedrală a frontierelor curbe ale domeniului de definiţie. 


În probleme unidimensionale elementele finite sunt segmente adiacente care acoperă domeniul de definiţie al funcţiei de o variabilă aproximate, nodurile fiind capetele segmentelor şi puncte intermediare, deobicei divizând uniform fiecare element finit. În problemele bidimensionale elementele finite fundamentale sunt triunghiuri adiacente care acoperă (cu aproximaţia amintită) domeniul de definiţie a funcţiei de două variabile – sunt însă folosite adesea şi elemente finite patrulatere (convexe). Nodurile sunt vârfurile triunghiurilor (patrulaterelor) şi puncte intermediare, care divizează uniform laturile sau sunt plasate după o reţea regulată în interiorul elementului finit. În problemele tridimensionale elementele finite fundamentale sunt tetraedre adiacente care acoperă (cu aproximaţia amintită) domeniul de definiţie a funcţiei de trei variabile – adesea însă sunt folosite şi elemente finite hexaedrale (convexe). Nodurile sunt vârfurile tetraedrelor (hexaedrelor) şi puncte intermediare, care divizează uniform laturile sau sunt plasate după o reţea regulată pe feţele sau char în interiorul elementului finit. Rafinarea discretizării este estimată în termenii celei mai mari distanţe  h  dintre două noduri ale unui element finit (diametrul acestuia). Pentru un domeniu de dimensiuni date, cu cât diametrele elementelor finite se micşorează (adică rafinarea discretizării creşte), cu atât mai multe elemente finite şi, deci, valori nodale sunt folosite, şi este de aşteptat ca aproximarea funcţiei studiate să fie cu atât mai bună. În cazurile bi– şi tridimensionale, însă, trebuie ţinut seama şi de forma elementului finit, care nu trebuie să se îndepărteze prea mult de cea a poligonului/poliedrului regulat similar. 


1.  Fie considerată o problemă unidimensională studiată pe intervalul  x ( [a,b]  , în care se operează cu funcţii  f(x)  suficient de netede, şi fie definită reţeaua de discretizare 
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cu intervalele 
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Elementele finite lineare (de gradul unu) sunt segmentele adiacente, pe fiecare fiind folosită o aproximare unidimensională de tip Lagrange de ordinul întâi (lineară), ca în secţiunea 20.4. Aproximarea globală este exprimată în termenii unor funcţii de interpolare (de formă) lineare – polinoamele de aproximare de tip Lagrange de ordinul întâi asociate fiecărui nod al diviziunii, 
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adică, mai detaliat (fig. 20.46), 
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    Fig. 20.46. 


În termenii acestor funcţii de interpolare (sau de formă) lineare, aproximarea prin elemente finite lineare a unei funcţii  f  (fig. 20.47.a) este definită astfel încât în nodurile elementelor finite funcţia de aproximare să aibă valorile  
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f

  ale funcţiei aproximate (fig. 20.47.b), 
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Funcţia de interpolare (de formă) asociată fiecărui nod este scalată cu valoarea funcţiei de aproximat în acel nod (fig. 20.47.c), astfel încât, prin însumare, este obţinută o variaţie lineară a funcţiei de aproximare între valorile nodale succesive (fig. 20.47.d), anume 
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Eroarea de aproximare este cea discutată anterior, în secţiunea 20.4, în legătură cu interpolarea polinomială pe porţiuni de tip Lagrange, anume este de ordinul  O(h2) . 
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    Fig. 20.47. 


Elementele finite pătratice (de gradul doi) sunt segmentele adiacente, pe fiecare fiind folosită o aproximare unidimensională de tip Lagrange de ordinul doi (pătratică), în termenii nodurilor din extremităţi şi nodului suplimentar plasat în punctul median 
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 . Aproximarea globală este exprimată în termenii unor funcţii de interpolare (de formă) lineare – polinoamele de aproximare de tip Lagrange de ordinul doi asociate fiecărui nod al diviziunii, 
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Mai detaliat, pe un interval  
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 , funcţiile de interpolare (de formă) pătratice sunt de tipul (fig. 20.48), 
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    Fig. 20.48. 
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În termenii acestor funcţii de interpolare (sau de formă), aproximarea prin elemente finite pătratice este definită astfel încât în nodurile elementelor finite funcţia de aproximare să aibă valorile  
[image: image1042.wmf]k

f

  ale funcţiei aproximate, 
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iar în rest o variaţie pătratică între valorile nodale succesive, adică 
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Eroarea de aproximare este cea discutată anterior, în secţiunea 20.4, în legătură cu interpolarea polinomială pe porţiuni de tip Lagrange, anume este de ordinul  O(h3) . 


Aproximări (interpolări) mai bune pot fi obţinute folosind polinoame de interpolare de tip Lagrange de ordin superior sau chiar polinoame de interpolare de tip Hermite, pe elemente finite cu noduri precizate prin divizări mai complicate. 


2. Elementul finit bidimensional fundamental este un triunghi, pe care este definită o aproximare (deobicei) polinomială. Acoperirea cu elemente finite a domeniului de studiu al unei funcţii de două variabile este astfel efectuată încât fiecare două elemente finite diferite să aibă suporturi fie disjuncte, fie cu un vârf comun, fie cu o latură comună, iar reuniunea elementelor finite să coincidă cu sau să aproximeze cât mai bine domeniul de studiu (când acesta are frontiere curbe nepoligonale). 


Elementul finit bidimensional linear presupune folosirea unei funcţii de interpolare (de formă) bilineare, astfel definită încât să fie egală, în fiecare nod al elementului finit (în fiecare vârf al triunghiului), cu valoarea funcţiei de aproximat. Aceasta înseamnă că fiecărui nod  s = i , j , k  al elementului finit cu nodurile (vârfurile)  i , j , k , îi este ataşată o funcţie de aproximare locală bilineară, având drept suport elementul finit notat  [ijk] , 
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cu valoare unitară în nodul  s  şi valori nule în celelalte noduri, 
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Funcţia de interpolare ataşată, de exemplu, nodului  i  (fig. 20.49) are coeficienţii determinaţi ca soluţie a sistemului de ecuaţii 
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Notând 
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 Fig. 20.49. 
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unde  
[image: image1053.wmf]ijk

A

  este aria triunghiului  [i,j,k] , coeficienţii funcţiei de interpolare  
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Corespunzător, funcţia de interpolare bilineară pe elementul finit  [ijk]  ataşată nodului  i  este exprimată ca 
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unde  
[image: image1058.wmf]Mjk

A

  este aria triunghiului  [Mjk]  având ca vârfuri punctul curent  M  de coordonate  (x,y)  şi  nodurile laturii  [jk] opuse vârfului  i  (fig. 20.50). 
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 Fig. 20.50. 




  Fig. 20.51. 


Aproximarea prin elemente finite este abordată mai simplu în termenii aşa numitelor coordonate baricentrice (ariale în cazul bidimensional) ale punctului curent  M ( [ijk] , definite drept raporturi (pozitive) dintre ariile triunghiurilor formate de punctul  M  şi fiecare latură şi aria triunghiului (elementului finit), 
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Se observă că polinomul de aproximare bilineară coincide cu coordonata baricentrică ataşată aceluiaşi vârf al elementului finit, astfel încât fiecare coordonată baricentrică este gradată în termenii distanţei de la punctul curent  M  la latura opusă vârfului  s  căreia îi este asociată:  
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  în vârful  s  (fig. 20.51). Apoi, deoarece, evident,  
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adică, de fapt, numai două coordonate baricentrice sunt independente. În afara relaţiei de completitudine precedente, este uşor de văzut că, în plus, coordonatele baricentrice satisfac şi relaţia 
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Aproximarea bilneară globală asociată unui nod (vârf)  i  este obţinută prin asamblarea aproximărilor bilineare locale pe mulţimea elementelor finite care au în comun nodul (vârful)  i , 
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această funcţie poate fi vizualizată ca o piramidă cu valoare unitară în vârful din nodul  i  şi cu baza reprezentată de reuniunea elementelor finite ce au în comun nodul  i  (în fig. 20.52 acestea sunt triunghiurile  [ijk] , [ikl] , [ilm] , [imn] , [inj]). 


În termenii acestor funcţii de interpolare (de formă), aproximarea prin elemente finite bilineare este definită astfel încât în nodurile  s  ale reţelei de discretizare funcţia de aproximare să aibă valorile  
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  ale funcţiei aproximate, 
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iar în rest o variaţie bilineară, 
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          Fig. 20.52. 


Elementul finit bidimensional pătratic presupune folosirea unor funcţii de interpolare (de formă) bipătratice asociate fiecărui nod al elementului finit. Polinomul complet de gradul al doilea în două variabile (asociat unui nod  s)  este de forma 
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astfel încât precizarea celor şase coeficienţi impune referirea, în fiecare element finit, la şase noduri. Pentru un element finit triunghiular  [ijk]  sunt atunci luate în considerare drept noduri atât vârfurile  i , j , k , cât şi punctele mediane , notate  ij , jk , ki , ale laturilor. Funcţia de interpolare (de formă) pe elementul finit  [ijk]  asociată unui nod  s ( {i,j,k}  este definită astfel încât să aibă drept suport elementul finit, valoare unitară în nodul  s  şi valori nule în toate celelalte cinci noduri, 
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Este utilă aici considerarea din nou a coordonatelor baricentrice, care satisfac o relaţie similară, 
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astfel încât, ţinând seama de exprimarea coordonatelor punctelor mediane ale laturilor, 
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şi de linearitatea coordonatelor baricentrice, sunt satisfăcute şi relaţii de genul 
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Asemenea relaţii sugerează că este mai avantajoasă exprimarea funcţiilor de interpolare (de formă) bipătratice în termenii coordonatelor baricentrice, 
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Coeficienţii funcţiei de interpolare asociate, de exemplu, unui nod – vârf  i  (unde, pentru simplitate, coeficienţii nu mai au ataşat indicele nodului), 
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sunt determinaţi, impunând satisfacerea proprietăţii de interpolare  
[image: image1081.wmf](
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 , drept soluţie a sistemului de ecuaţii  
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Se obţin valorile  a = 1 , b = c = 3 , d = 4 , e = f = 2 , de unde 
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care, ţinând seama de relaţia de completitudine a coordonatelor baricentrice, se reformulează ca (fig. 20.53) 
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       Fig. 20.53. 


         Fig. 20.54. 


Similar, coeficienţii funcţiei de interpolare asociate unui nod – punct median  ij  (unde, din nou, coeficienţii nu au marcat indicele nodului), 
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sunt determinaţi, impunând satisfacerea proprietăţii de interpolare  
[image: image1088.wmf](
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 , drept soluţie a sistemului de ecuaţii  
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Se obţine simplu  a = b = c = e = f = 0 , d = 4 , adică (fig. 20.54), 
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Aproximarea bipătratică globală asociată unui nod este obţinută prin asamblarea aproximărilor bilineare locale pe elementele finite care au în comun nodul respectiv. 


Aproximarea bipătratică globală asociată unui nod–vârf  i  este obţinută prin asamblarea aproximărilor bilineare locale pe elementele finite care au în comun nodul (vârful)  i , 
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această funcţie poate fi vizualizată ca o piramidă cu muchii şi feţe curbe, cu valoare unitară în vârful din nodul  i  şi cu baza reprezentată de reuniunea elementelor finite ce au în comun nodul  i  (în fig. 20.55 acestea sunt triunghiurile  [ijk] , [ikl] , [ilm] , [imn] , [inj]). 
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    Fig. 20.55. 



 
 Fig. 20.56. 


Aproximarea bipătratică globală asociată unui nod – punct median  ki  este obţinută prin asamblarea aproximărilor bilineare locale pe elementele finite care au în comun nodul  ki , deci latura  [ki] , 
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această funcţie poate fi vizualizată ca două semiconuri cu generatoare curbe şi semibazele lipite, acoperind domeniul patrulater reprezentat de reuniunea celor două elemente finite cu latură comună  ki  şi cu valoare unitară în nodul  ki  (în fig. 20.56 acestea sunt triunghiurile  [ijk] , [ikl]). 


În termenii acestor funcţii de interpolare (de formă), aproximarea prin elemente finite bipătratice este definită astfel încât în nodurile  s  (vârfuri sau puncte mediane) ale reţelei de discretizare funcţia de aproximare să aibă valorile  
[image: image1095.wmf]s

f

  (s = i , ij)  ale funcţiei aproximate, 
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iar în rest o variaţie locală bipătratică, 
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3. Eroarea aproximărilor cu elemente finite unidimensionale este aceeaşi cu cea a aproximării polinomiale pe porţiuni folosite – aproximări de tip Lagrange – anume de ordinul  
[image: image1098.wmf](
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 , unde  n  este gradul polinomului local de aproximare. 


Eroarea aproximărilor cu elemente finite bidimensionale (triunghiulare) este influenţată nu numai de gradul  n  al polinomului local de aproximare, ci şi de forma elementelor finite. Notând  
[image: image1099.wmf]e
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  raza cercului circumscris elementului finit  e , 
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  raza cercului înscris în elementul finit  e  şi  
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  raportul primei la a doua, eroarea de aproximare este de ordinul  
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 , cu condiţia limitării superioare a raportului razelor cercurilor circumscris şi înscris,  
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 . Această condiţie este echivalentă cu a impune evitarea elementelor finite (triunghiurilor) cu unghiuri ascuţite prea mici (ori a triunghiurilor cu unghiuri obtuze). 


Elementele finite tridmensionale de bază – tetraedrale sau hexaedrale – şi aproximările locale asociate sunt definite similar elementelor finite bidimensionale şi aproximările locale asociate acestora. De pildă, aproximarea locală trilineară folosind elemente finite tridimensionale tetraedrale este definită în termenii valorilor nodale în vârfurile tertraedrului, iar aproximarea locală tripătratică folosind elemente finite tridimensionale tetraedrale este definită în termenii valorilor nodale în vârfurile tetraedrului şi în mijloacele laturilor acestuia, estimarea erorilor de aproximare fiind similară celei discutate mai sus. 


Variante mai complicate de elemente finite sunt cele în care funcţiile sunt aproximate local polinomial în termenii valorilor nodale ale funcţiilor şi derivatelor acestora. Alte variante de elemente finite sunt construite astfel încât să aproximeze în sens discret (local) câmpuri solenoidale (de divergenţă nulă – de flux total nul prin frontieră) sau câmpuri irotaţionale (de rotor nul – de circulaţie nulă pe contururile feţelor). 


Mai mult, pot fi construite elemente finite în care aproximarea funcţiilor nu este polinomială, ci exprimată în termenii unor alte funcţii, convenabile pentru problema abordată. În acelaşi sens, pot fi construite elemente finite cu unele frontiere curbe, care să permită o aproximare mai bună a frontierelor. 

Există şi alte variante de elemente finite bi– şi tridimensionale, definite nu în termenii valorilor nodale ci în termenii tensiunilor de-a lungul laturilor/muchiilor şi fluxurilor prin feţe. Asemenea elemente finite sunt folositoare în special în problemele în care interesează cu precădere mărimi integrale. 


În fine, aproximarea prin elemente finite a funcţiilor vectoriale este realizată aproximând prin elemente finite fiecare componentă a vectorului respectiv. Astfel, pe un domeniu – de exemplu, bidimensional, unde este definită o aproximare prin elemente finite (nodale) în termenii funcţiilor de aproximare globală  
[image: image1104.wmf](

)

y

x

s

,

f

  asociate nodurilor  s  ale elementelor finite ale discretizării, o funcţie vectorială 



[image: image1105.wmf](

)

(

)

(

)

y

x

W

y

x

W

y

x

y

x

,

,

,

j

i

r

r

r

+

=

W

 

este aproximată drept 
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sau, simbolic, 
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20.5.2.  Aproximarea  operatorilor  diferenţiali  şi  integrali 


1. În cadrul metodei elementelor finite aproximarea (discretizarea) operatorilor diferenţiali care apar în problemele de câmp electromagnetic – gradient, divergenţă, rotor, sau chiar laplacian – este imediată deoarece se operează cu funcţii aproximative derivabile definite explicit. Într-adevăr, notând generic  
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  funcţia de aproximare globală asociată unui nod  i  şi  
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  valoarea nodală a funcţiei de aproximat  
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  în acest nod, aproximarea prin elemente finite a acesteia este 
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adică o funcţie continuă, derivabilă în toate punctele domeniului de studiu, cu excepţia frontierelor (comune ale) elementelor finite. 


Rezultă atunci, simplu, că 
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astfel încât 
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Similar, în cazul unor funcţii vectoriale  
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operatorii diferenţiali sunt discretizaţi drept 
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Deoarece, în general, eroarea de aproximare a unei derivate este cu un ordin mai mică decât eroarea de discretizare a funcţiei originale, primele derivate ale discretizării prin elemente finite polinomiale de ordin  n  a unei funcţii prezintă erori de ordinul  
[image: image1120.wmf](

)

n

R

O

 . 


2. Abordarea problemelor de câmp electromagnetic prin metoda elementelor finite presupune rezolvarea unor ecuaţii integro-diferenţiale. Este atunci importantă şi discutarea modalităţii de  aproximare (discretizare) a operatorilor integrali – a integralelor definite. 


În principiu, orice metodă de integrare aproximativă (cuadratură numerică) este aplicabilă abordării prin metoda elementelor finite a problemelor de câmp electro-magnetic, dar este recomandabil ca eroarea de aproximare a integralelor să fie în concordanţă – de ordin comparabil – cu eroarea de aproximare a integranzilor. 


Dacă aproximarea integralelor simple poate fi efectuată printr-o multitudine de metode, prezentate în lucrări consacrate metodelor numerice, aproximarea integralelor multiple este mult mai dificilă. Lucrările consacrate metodelor numerice oferă asemenea formule de integrare, dar limitate la domenii regulate şi la o plasare specifică a punctelor de eşantionare a valorilor integrandului. 


Metoda elementelor finite operează cu valori discrete ale funcţiilor, specificate în noduri ale reţelei de discretizare, şi aproximări polinomiale ale acestor funcţii pe fiecare element finit. Integrarea pe un domeniu fiind reductibilă la suma integralelor pe subdomenii, în particular pe elemente finite, este suficientă considerarea formulelor de integrare aproximativă a polinoamelor pe câte un element finit – acestea sunt aşa numitele formule de integrare Holland–Bell. Aceste formule ţin seama de faptul că aproximarea polinomială a funcţiei aproximate pe fiecare element finit este în mod natural exprimată în termenii coordonatelor baricentrice. 


Pentru un element finit unidimensional (segment)  
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  sunt distanţele de la punctul curent la capetele opuse  j , respectiv  i , ale segmentului. Formula de integrare asociată acestui element finit este 
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Pentru un element finit bidimensional (triunghi)  
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 , coordonatele baricentrice ale unui punct interior sunt definite prin 



[image: image1130.wmf]A

A

A

A

A

A

k

k

j

j

i

i

=

=

=

l

l

l

      

      

      

      

,

,

   , 

unde 



[image: image1131.wmf]1

1

1

2

1

k

k

j

j

i

i

D

y

x

y

x

y

x

dy

dx

=

=

òò

A

 

este aria triunghiului, iar 
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sunt ariile triunghiurilor cu un vârfurile în punctul curent interior  M  şi în vârfurile laturii triunghiului opusă vârfului de indice indicat. Formula de integrare asociată acestui element finit este 
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În fine, pentru un element finit tridimensional (tetraedru)  
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este volumul tetraedrului, iar 
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sunt volumele tetraedrelor cu un vârfurile în punctul curent interior  M  şi în vârfurile feţei tetraedrului opusă vârfului de indice indicat. Formula de integrare asociată acestui element finit este 
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Formulele de integrare anterioare sunt exacte pentru polinoame exprimate în termenii coordonatelor baricentrice, astfel încât aproximarea integralelor este, de fapt, integrarea exactă a aproximării polinomiale a integranzilor prin elemente finite. 


20.5.3.  Formularea  slabă  a  ecuaţiilor  câmpului  electromagnetic 


În cadrul metodei diferenţelor finite, prezentată în secţiunea 20.4, ecuaţiile câmpului electromagnetic erau abordate în forma lor diferenţială, care era discretizată folosind în esenţă aproximarea prin diferenţe finite a operatorilor diferenţiali de ordinul al doilea. O asemenea abordare este supusă restricţiei importante ca funcţiile cu care se operează – şi, implicit, soluţia – să fie funcţii continue şi dublu derivabile. Presupunând o condiţie atât de restrictivă, formularea problemei de câmp electromagnetic în asemenea termeni este denumită formulare tare. O altă abordare a problemelor de câmp electromagnetic porneşte de la integrarea ecuaţiilor cu derivate parţiale de ordinul al doilea ale câmpului pe întregul domeniu de studiu, ajungându-se la ecuaţii integro–diferenţiale în termenii primelor derivate ale mărimilor necunoscute. Restricţia impusă într-o asemenea abordare este simţitor slăbită în raport cu cea discutată mai sus – este suficient ca funcţiile cu care se operează să fie continue şi simplu derivabile. Această abordare este denumită formulare slabă a ecuaţiilor câmpului electromagnetic, iar soluţia care satisface ecuaţiile integro–diferenţiale este denumită soluţie slabă a problemei. În afara avantajului discutat, formularea slabă pare mai adecvată faptului că, în realitate, operarea la nivel local este puţin relevantă din punct de vedere practic, experimental. 


1. Fie considerată o problemă de câmp electrostatic într-un domeniu  D(  mărginit de suprafaţa închisă  (  în următoarele condiţii de unicitate: densitate de volum a sarcinii electrice  
[image: image1144.wmf]V

r

  şi polarizaţie permanentă  
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  date în domeniu (în absenţa distribuţiei superficiale a sarcinii electrice) şi condiţii de frontieră de tip Dirichlet omogenă  
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  date pe o partiţie precizată a frontierei,  
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Ecuaţiile problemei, scrise sub formă diferenţială, 
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sunt abordate folosind drept necunoscută intermediară potenţialul (electric) scalar, 
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anume rezolvând ecuaţia (tare a) potenţialului, 
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exprimată concis în termenii densităţii (volumice) totale a sarcinii electrice, 
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Fie considerată o funcţie  
[image: image1153.wmf](
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  definită pe domeniul  D( , suficient de netedă pentru ca operaţiile ce urmează să aibă sens, şi asupra căreia vor fi impuse ulterior şi alte condiţii. Multiplicând ecuaţia tare a potenţialului electric cu  U  şi integrând pe domeniul de studiu se obţine că potenţialul electric  V  trebuie să satisfacă ecuaţia integro–diferenţială 
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unde, pentru evitarea confuziilor, elementul de volum a fost notat  d( . Integrandul din membrul stâng al ecuaţiei este prelucrat pentru a fi exprimat în termenii unor derivate de ordinul întâi, reducând astfel restricţiile de netezime (derivabilitate) impuse funcţiilor cu care se operează, 
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Aplicând în membrul stâng şi formula lui Gauss, ecuaţia potenţialului devine succesiv 
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Fie acum considerată mulţimea de funcţii 

          
[image: image1159.wmf]{
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Coroborând ultima condiţie din definiţia mulţimiide funcţii  F  cu condiţiile de frontieră  ale  problemei,  rezultă  că   potenţialul  electric   V   aparţine  mulţimii   F   şi 
satisface ecuaţia integro–diferenţială, zisă  ecuaţia slabă, 
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Se poate arăta că, invers, funcţia  V ( F  care satisface ecuaţia slabă anterioară pentru orice  U ( F  este soluţia slabă (în sens slab, sau în sens integral sau, mai corect, în sensul distribuţiilor) a problemei de câmp electrostatic. 


Trebuie făcută observaţia importantă că, în formularea slabă a problemei de câmp, condiţiile de frontieră sunt tratate diferit. Condiţiile de tip Dirichlet trebuie impuse explicit funcţiilor cu care se operează în ecuaţia slabă – ele sunt de aceea denumite condiţii esenţiale. În schimb, condiţiile de tip Neumann nu mai trebue impuse, deoarece apar satisfăcute în mod implicit prin satisfacerea ecuaţiei slabe – ele sunt de aceea denumite condiţii naturale. 


Formularea slabă a problemei câmpului electrostatic poate fi extinsă la cazul prezenţei distribuţiei superficiale a sarcinii electrice cu densitatea  
[image: image1162.wmf]S
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  pe suprafeţe   SQ , precum şi în cazul unor condiţii de tip Dirichlet (esenţiale) neomogene,  
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Fie cunoscută (sau construită adecvat) o funcţie 
[image: image1164.wmf]0
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 continuă şi derivabilă pe D( , de pătrat integrabil cu derivatele sale pe  D( , care satisface condiţia  
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 , unde componenta  v  aparţine mulţimii  F  şi este soluţie a ecuaţiei slabe 
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şi unde s-a notat prin 
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densitatea superficială totală (echivalentă) a sarcinii electrice. 


2.  Fie acum considerată o problemă de câmp magnetic staţionar într-un domeniu  D(  mărginit de suprafaţa închisă  (  în următoarele condiţii de unicitate: densitatea curentului electric  
[image: image1170.wmf]J
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  şi magnetizaţia permanentă  
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M

r

  date în domeniu (în absenţa distribuţiei superficiale a curentului electric) şi condiţii de frontieră de tip Dirichlet omogenă  
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Ecuaţiile problemei, scrise sub formă diferenţială, 
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sunt abordate folosind drept necunoscută intermediară  potenţialul (magnetic) vector, 
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anume rezolvând ecuaţia (tare a) potenţialului, 
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exprimată concis în termenii densităţii totale a curentului electric, 
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Fie considerată o funcţie (vectorială)  
[image: image1179.wmf](
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  definită pe domeniul  D( , suficient de netedă pentru ca operaţiile ce urmează să aibă sens, şi asupra căreia vor fi impuse ulterior şi alte condiţii. Multiplicând (scalar) ecuaţia tare a potenţialului magnetic cu  
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  şi integrând pe domeniul de studiu se obţine că potenţialul magnetic  
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  trebuie să satisfacă ecuaţia integro–diferenţială 
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unde, pentru similaritate cu problema precedentă, elementul de volum a fost notat  d( . Integrandul din membrul stâng al ecuaţiei este prelucrat pentru a fi exprimat în termenii unor derivate de ordinul întâi, reducând astfel restricţiile de netezime (derivabilitate) impuse funcţiilor cu care se operează, 
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Aplicând în membrul stâng şi formula lui Gauss, ecuaţia potenţialului devine succesiv 
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Fie acum considerată mulţimea de funcţii 
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Coroborând ultima condiţie din definiţia mulţimiide funcţii  F  cu condiţiile de frontieră ale problemei, rezultă că potenţialul magnetic  
[image: image1190.wmf]A

r

  aparţine mulţimii  F  şi satisface ecuaţia integro–diferenţială, zisă  ecuaţia slabă, 
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Se poate arăta că, invers, funcţia  
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 ( F  care satisface  ecuaţia slabă  anterioară 

pentru orice  
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 ( F  este soluţia slabă (în sens slab, sau în sens integral sau, mai corect, în sensul distribuţiilor) a problemei de câmp magnetic staţionar. 


Trebuie făcută iar observaţia importantă că, în formularea slabă a problemei de câmp, condiţiile de frontieră sunt tratate diferit. Condiţiile de tip Dirichlet trebuie impuse explicit funcţiilor cu care se operează în ecuaţia slabă – ele sunt de aceea denumite condiţii esenţiale. În schimb, condiţiile de tip Neumann nu mai trebue impuse, deoarece apar satisfăcute în mod implicit prin satisfacerea ecuaţiei slabe – ele sunt de aceea denumite condiţii naturale. 


Formularea slabă a problemei câmpului electrostatic poate fi extinsă la cazul prezenţei distribuţiei superficiale a curentului electric cu densitatea  
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  pe suprafeţe  SI , precum şi în cazul unor condiţii de tip Dirichlet (esenţiale) neomogene,  
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Fie cunoscută (sau construită adecvat) o funcţie 
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şi unde s-a notat prin 
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densitatea superficială totală (echivalentă) a curentului electric. 


20.5.4.  Metoda  elementelor  finite  pentru 



 problema  bidimensională  a  câmpului  electrostatic 


1.  Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu de forma unui cilindru drept cu extensie infinită în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de suprafata  S(  în planul  Oxy , în care toate mărimile sunt independente de variabila  z  (fig. 20.57). În condiţiile unor date de forma 
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unde  CD , CN  constituie o partiţie a frontierei  ( , problema este bidimensională, 
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Problema este rezolvată folosind drept necunoscută intermediară potenţialul (electric) scalar  V , în termenii căruia 
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Este mai întâi construită adecvat o funcţie  
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  continuă şi derivabilă pe  S( , de pătrat integrabil cu derivatele sale pe  S( , care satisface condiţia  
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şi este soluţie a ecuaţiei slabe (a problemei bidimensionale) 
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în care s-a notat 
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    Fig. 20.57. 


2. In general, un domeniu bidimensional  S(  de formă oarecare nu poate fi acoperit cu o reţea de elemente finite adiacente (de exemplu, triunghiulare) astfel încât succesiuni de laturi ale elementelor finite să coincidă cu frontiera  ( , cu curbele  CQ  – urme ale suprafeţelor încărcate electric superficial – şi cu frontierele domeniilor cu repartiţie volumică a sarcinii electrice sau a polarizaţiei permanente sau cu frontierele  (  ale domeniilor conductoare. Asemenea frontiere (curbe) sunt atunci aproximate, cât mai apropiat posibil, prin linii poligonale, care, la rândul lor, pot constitui succesiuni de laturi ale unor elemente finite. O astfel de aproximare cu frontiere poligonale a domeniului de studiu şi subdomeniilor sale poate fi acoperită cu o reţea de elemente finite adiacente care să corespundă condiţiei de convergenţă – absenţa elementelor finite cu unghiuri ascuţite prea mici (sau cu unghiuri obtuze). 

Nodurile  i ( I  ale elementelor finite ce acoperă domeniul de studiu pot fi atunci distinse în: (1) noduri ordinare – noduri  i ( IO  plasate în domeniului deschis  S(  şi pe partea  CN  a frontierei (cu condiţie de unicitate de tip Neumann); (2) noduri de frontieră (esenţială) – noduri  i ( ID  plasate pe partea  CD  a frontierei (cu condiţie de unicitate de tip Dirichlet, ca în fig. 20.57, unde nodurile ordinare sunt marcate prin cercuri goale, iar nodurile de frontieră sunt marcate prin cercuri pline). 

În fine, asociat reţelei de elemente finite şi nodurilor acesteia sunt, de asemenea, definite funcţiile de aproximare globale  
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Potenţialul  V  este discretizat (aproximat) în termenii elementelor finite drept 
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unde valorile  
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 . În acest mod soluţia particulară  
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  este în mod firesc construită având suportul restrâns la mulţimea elementelor finite cu vârfuri pe frontiera de tip Dirichlet. 


Ecuaţia slabă a problemei, 
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este discretizată prin  discretizarea mulţimii de funcţii test (sau de coordonate) 



[image: image1227.wmf]{

U

=

F

 U  derivabilă pe S( , de pătrat integrabil împreună cu derivatele pe S( ; 



     
[image: image1228.wmf]}

0

=

D

C

U

 

pentru care această ecuaţie trebuie satisfăcută. 


Cea mai firească discretizare a mulţimii de funcţii test este aceea care aproximează funcţiile acestei mulţimi în termenii aceloraşi elemente finite folosite pentru discretizarea soluţiei – aceasta este zisă varianta Galerkin de abordare a ecuaţiei slabe. Deoarece orice funcţie aproximată în termenii discretizării prin elementele finite a domeniului de studiu este o combinaţie lineară de funcţii de aproximare globală în termenii elementelor finite  
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 , este suficient să se impună satisfacerea ecuaţiei slabe a potenţialului electrostatic pentru funcţiile mulţimii 
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restrânsă la funcţiile de aproximare globală asociate nodurilor cu valorilor discrete necunoscute ale potenţialului. 


Combinând ultima integrală din membrul drept cu integrala din membrul stâng într-o unică integrală referitoare la aproximarea prin elemente finite a soluţiei complete  V = V0 + v , ecuaţia slabă discretizată a problemei studiate este atunci 
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În membrul stâng se disting integralele unor produse scalare ale gradienţilor funcţiilor de interpolare (de formă), care se restrâng evident la intersecţia suporturilor funcţiilor  
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  implicate. Similar, în membrul drept se disting integralele unor produse ale funcţiilor de interpolare (de formă) cu funcţii definite pe suporturi precizate, care se restrâng evident la intersecţia suporturilor funcţiilor implicate  
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  şi  ( , ( , sau  (g . Setul de ecuaţii rezultat este rescris atunci în forma echivalentă 
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         pentru orice  
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sau, concis, 
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Elementele matricii  A  a sistemului de ecuaţii algebrice rezultat sunt 
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iar elementele vectorului (matricii coloană)  B  din membrul stâng – al surselor – sunt 
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Odată rezolvat sistemul de ecuaţii în termenii vectorului (matricii coloană a) necunoscutelor – valorile potenţialului în nodurile ordinare, 
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soluţia aproximativă a potenţialului este 
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3. Elementele matricii  A  sunt calculate în acord cu tipul de elemente finite folosite pentru discretizare – pentru exemplificare este discutat mai jos cazul simplu (şi cel mai obişnuit) al elementelor finite lineare. În acest calcul trebuie ţinut seama de faptul că suportul fiecărei funcţii de aproximare globală  
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  este reuniunea elementelor finite (triunghiurilor) care au un vârf în nodul  i . 


Calculul elementelor nediagonale  (k ( i)  ale matricii  A  ia în considerare faptul că intersecţia suporturilor funcţiilor de aproximare globală implicate,  supp
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 , este perechea de elemente finite (triunghiuri)  [ijk] , [ikl] , cu latura comună   [ki]   (fig. 20.58).   Expresiile   aproximaţiilor   lineare   pe   elementele   finite 
implicate sunt 
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iar gradienţii acestor funcţii sunt, respectiv, 
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        Fig. 20.58. 



   Fig. 20.59. 

Ca urmare, elementul nediagonal  
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  al matricii  A  este 



[image: image1260.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

×

=

ò

Ç

i

k

dS

a

i

k

i

k

f

f

f

f

e

supp

supp

r

grad

r

grad

r

r

r

r

 


      
[image: image1261.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

+

-

+

-

×

-

+

-

=

ò

k

j

i

ijk

i

j

j

i

ijk

j

k

k

j

dS

x

x

y

y

x

x

y

y

D

D

e

j

i

j

i

r

r

r

r

r

r

 


      
[image: image1262.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

=

-

+

-

×

-

+

-

+

ò

l

k

i

ikl

l

i

i

l

ikl

k

l

l

k

dS

x

x

y

y

x

x

y

y

D

D

e

j

i

j

i

r

r

r

r

r

r

 


      
[image: image1263.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

+

-

-

+

-

-

=

ò

k

j

i

ijk

i

j

j

k

j

i

k

j

dS

x

x

x

x

y

y

y

y

r

r

e

D

2

 


      
[image: image1264.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

ò

-

-

+

-

-

+

l

k

i

ikl

l

i

k

l

i

l

l

k

dS

x

x

x

x

y

y

y

y

r

r

e

D

2

   . 


În mod similar, calculul elementului diagonal  
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  al matricii  A  ia în considerare faptul că suportul funcţiilor de aproximare globală implicate este chiar  supp
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 , adică este reuniunea elementelor finite (triunghiuri)  e ( [ijk]  ce au un vârf în nodul  i  (fig. 20.59). Aproximaţia lineară pe elementul finit  e  este 
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cu gradientul 
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astfel încât 
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Integrala parametrului constitutiv pe un element finit  [ijk]  poate fi calculată în termenii unor aproximări cu grad diferit de precizie. O primă aproximare este aceea a unei valori medii pe întregul element finit, această valoare putând fi considerată, de exemplu, în centrul de greutate al triunghiului, 
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Altă variantă este folosirea unei aproximări locale lineare a parametrului constitutiv pe elementul finit, 
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în care a fost folosită formula de integrare Holland–Bell, ca de exemplu pentru 
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4. Pentru calculul elementelor vectorului  B  este de discutat, mai întâi, discretizarea contribuţiei  polarizaţiei  permanente  la densităţile totale (echivalente) ale 
sarcinii electrice. 


Contribuţia polarizaţiei permanente la densitatea volumică totală a sarcinii electrice poate fi evaluată admiţând o aproximare lineară a polarizaţiei pe elementul finit, 
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astfel încât 
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Contribuţia aceleiaşi polarizaţii permanente la densitatea superficială totală a sarcinii electrice poate fi evaluată similar, ţinând însă seama şi de faptul că urma  
[image: image1283.wmf]Q
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  a interfeţei este aproximată printr-o succesiune de laturi ale elementelor finite. Fie elementul finit  [ijk]  în domeniul  (2) , cu latura  [ij]  care aproximează local curba  
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        Fig. 20.60. 

Vectorul normal la această dreaptă are direcţia gradientului funcţiei de nivel asociate fascicolului de drepte cu aceeaşi înclinare, iar sensul către interiorul elementului finit (adică în direcţia  1 ( 2)  este asigurat de ordonarea capetelor laturii astfel încât parcurgerea conturului elementului finit să fie asociată sensului axei  Oz  după regula mâinii drepte, ca în fig. 20.60. În consecinţă,  

versorul normal  
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Pe de altă parte, polarizaţia permanentă în punctele interfeţei  [ij]  dintre elementele  [ijk]  din domeniul  (2)  şi  [ilj]  din domeniul  (1)  este, respectiv, 
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unde s-a ţinut seama de faptul că  
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 . Mai mult, pe latura  [ij]  o coordonată baricentrică asociată unui capăt al laturii, aceeaşi pentru cele două elemente finite alăturate, se reduce la raportul dintre distanţa la vârful opus şi lungimea laturii, 
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Rezultă, în fine, că 
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Integralele care apar în expresia elementului 
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al vectorului  B  sunt calculate în acord cu tipul de elemente finite folosite pentru discretizare, aşa cum este din nou exemplificat mai jos în cazul simplu (şi cel mai obişnuit) al elementelor finite lineare. 


Prima integrală este calculată într-o manieră similară calculului integralei parametrului constitutiv pe fiecare element finit. Dacă este folosită valoarea medie constantă a densităţii volumice a sarcinii electrice pe elementul finit, atunci 
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Dacă însă este folosită aproximarea lineară, 
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a densităţii volumice a sarcinii electrice pe elementul finit, atunci 
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Integralele de linie sunt calculate ţinând seama, ca în analiza contribuţiei polarizaţiei permanente la densitatea superficială totală a sarcinii electrice, de faptul că, pe latura unui element finit, coordonata baricentrică bidimensională se reduce la coordonata baricentrică unidimensională. 


Calculul influenţei repartiţiei superficiale a sarcinii electrice poate folosi o valoare medie constantă a densităţii superficiale a sarcinii electrice pe o latură  [jk]  a elementului finit; atunci, deoarece coordonata baricentrică nenulă  
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  este numai cea asociată vârfului  k ( CQ , 
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unde a fost folosită formula Holland–Bell unidimensională, ca de exemplu pentru 
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Dacă însă este folosită o aproximaţie lineară, 
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a densităţii superficiale a sarcinii electrice, atunci 
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deoarece, folosind formula Holland–Bell unidimensională, 



[image: image1312.wmf][

]

(

)

(

)

(

)

6

1

1

1

1

1

1

2

2

k

j

k

j

jk

k

j

k

j

y

y

x

x

dr

-

+

-

=

+

+

=

ò

L

!

!

!

!

l

l

   , 



[image: image1313.wmf][

]

(

)

(

)

(

)

6

2

1

2

0

1

2

0

2

2

2

k

j

k

j

jk

k

j

k

y

y

x

x

dr

-

+

-

=

+

+

=

ò

L

!

!

!

!

l

   . 


În fine, calculul integralei pe partea  
[image: image1314.wmf]N
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  a frontierei  (  este întru totul similar celui precedent. Dacă este folosită o valoare medie constantă a integrandului, de exemplu 
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atunci 
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Dacă însă este folosită o aproximare lineară pe laturi de tipul  [jk] , 
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atunci 
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5. Algoritmul rezolvării numerice a unei probleme bidimensionale de câmp electrostatic folosind metoda elementelor finite este, în mare, următorul: 

      (1)  Sunt date domeniul de studiu  S( , în interiorul dreptunghiului  x ( [a,b] , y ( [c,d] , distribuţia parametrului constitutiv  ((x,y)  şi condiţiile de unicitate. 

      (2)  Este efectuată preprocesarea datelor problemei: Mai întâi este construită reteaua de elemente finite pentru discretizarea domeniului, sunt identificate şi numerotate elementele finite, nodurile ordinare şi cele de frontieră. Opţional, în etapa de preprocesare pot fi calculate şi contribuţiile polarizaţiei permanente la densitatea totală (echivalentă) volumică şi/sau superficială a sarcinii electrice. 

      (3)  Sunt calculate elementele matricilor  A  şi  B  ale sistemului de ecuaţii asociat discretizării prin elemente finite în varianta Galerkin, conform procedurilor de la punctele  3  şi  4  de mai sus (operaţiile fiind eventual simplificate de preprocesarea unor date necesare, după cum s-a specificat anterior). 

      (4)  Sistemul de ecuaţii este asamblat şi rezolvat folosind un solver (o procedură) de soluţionare a sistemelor de ecuaţii algebrice, obţinând valorile potenţialului în nodurile reţelei de discretizare. 

      (5)  În funcţie de obiectivul urmărit în problema de câmp electrostatic este efectuată o postprocesare adecvată a soluţiei discrete: pot fi calculate tensiuni electrice, fluxuri (sarcini) electrice, densităţi de energie electrică sau energie electrică în subdomenii, forţe sau cupluri electrice, etc. 


6. Dacă în domeniului de studiu sunt plasate şi conductoare interioare (presupuse omogene) care determină în planul  Oxy  subdomenii de tipul  C( , atunci aceste subdomenii sunt excluse din domeniul de studiu (în interior câmpul este cunoscut,  
[image: image1321.wmf]0
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 ), iar frontiera  (  este tratată drept frontieră (către interior) a domeniului de studiu. Condiţiile de unicitate pentru o asemenea situaţie sunt însă exprimate global, astfel încât discretizarea lor trebuie reanalizată. 


Dacă este dat potenţialul  Vcond  al conductorului, atunci condiţia de frontieră este simplu impusă drept 
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pentru toate nodurile reţelei de discretizare plasate pe conturul  (  (fig. 20.61). Aceasta înseamnă, pur şi simplu, că frontiera  (  este tratată ca frontieră cu condiţie de frontieră de tip Dirichlet. 


Dacă este dată sarcina electrică (lineică)  Qcond  a conductorului, atunci trebuie ţinut seama de faptul că potenţialul  Vcond , comun tuturor nodurilor reţelei de discretizare plasate pe conturul  ( , este singura necunoscută de determinat. Nodurile  i ( (  sunt aparent noduri ordinare, dar fiind echipotenţiale, şi unica necunoscută asociată acestora fiind chiar potenţialul lor, ele trebuie tratate ca noduri de frontieră confundate prin valoarea potenţialului ataşat. Necunoscuta suplimentară asociată,  Vcond , corespunde atunci unei singure ecuaţii suplimentare, referitoare la fluxul electric lineic, 
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În exprimarea fluxului electric s-a ţinut seama de faptul că normala exterioară la conturul  (  este normală interioară faţă de aceeaşi frontieră  (  a domeniului de studiu (fig. 20.62) şi că  
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 , cu o lungime unitară  L = 1  în direcţia axei  Oz . 
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    Fig. 20.61. 




     Fig. 20.62. 


Dacă  i  şi  j  sunt două noduri succesive (la parcurgerea conturului  (  în sens direct) pe poligonul ce aproximează conturul  (  cu segmente ale reţelei de discretizare (fig. 20.62), atunci pot fi folosite notaţiile şi procedura analoage celor considerate la punctul  4  în discretizarea contribuţiei polarizaţiei permanente la densitatea superficiala a sarcinii electrice. Normala la segmentul  [ij]  al elementului finit  [ijk] , orientată spre domeniul de studiu, este 
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astfel încât, deoarece  
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Pentru elemente finite lineare această ultimă expresie este o constantă, aşa că partea de integrală din membrul stâng al ecuaţiei fluxului electric referitoare la segmentul  [ij]  este simplu calculată în cazul unei aproximări constante,  
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Dacă însă parametrul constitutiv este aproximat linear pe segmentul  [ij] , atunci, folosind formula de integrare Holland–Bell, 
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Pe acelaşi segment  [ij] , unde  
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 , integrandul din membrul drept al ecuaţiei fluxului electric este evaluat într-o manieră similară celei de la punctual  4  de mai sus, 
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astfel încât, apelând din nou la formula de integrare Holland–Bell, partea de integrală din membrul drept al ecuaţiei fluxului electric referitoare la segmentul  [ij]  este obţinută drept 
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Ecuaţia fluxului electric – pentru determinarea potenţialului  Vcond  al conductorului – este atunci discretizată imediat, prin însumarea unor contribuţii de genul celor discutate mai sus, pe succesiunea de segmente care aproximează poligonal conturul  (  al conductorului. 


20.5.5. Metoda  elementelor  finite  pentru  problema  bidimensională 



 a  câmpului  magnetic  staţionar  transversal 


1.  Fie de determinat câmpul magnetic staţionar într-un domeniu de forma unui cilindru drept cu extensie infinită în direcţia axei  Oz , cu generatoarea paralelă acestei axe şi cu baza reprezentată de suprafata  S(  în planul  Oxy , în care toate mărimile sunt independente de variabila  z  (fig. 20.63). În condiţiile unor date de forma 
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unde  CD , CN  constituie o partiţie a frontierei  ( , problema este bidimensională, 
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Problema este rezolvată folosind drept necunoscută intermediară potenţialul (magnetic) vector  
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 , în termenii căruia 
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    Fig. 20.63. 

şi care este determinat folosind formularea slabă a problemei. După cum s-a discutat în subsecţiunea 20.5.3, este mai întâi construită adecvat o funcţie  
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  continuă şi derivabilă pe  S( , de pătrat integrabil cu derivatele sale pe  S( , care satisface condiţia  
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şi este soluţie a ecuaţiei slabe (a problemei bidimensionale) 



[image: image1355.wmf](

)

(

)

-

×

-

×

+

×

=

×

ò

ò

ò

ò

N

I

C

C

T

S

S

T

S

dr

dr

dS

dS

F

h

F

J

F

J

F

a

r

r

r

r

r

r

r

r

G

G

m

rot

rot

1

 





        
[image: image1356.wmf](

)

(

)

ò

×

-

G

m

S

dS

F

A

r

r

rot

rot

0

1

    pentru orice 
[image: image1357.wmf]F

r

 ( F  . 

în care s-a notat 



[image: image1358.wmf]12

1

1

2

2

0

12

0

,

S

p

p

S

T

S

p

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

´

+

=

+

=

m

m

m

m

m

M

M

J

J

      

      

M

J

J

T

r

r

r

r

r

r

r

r

n

rot

   . 


2.  Integrandul care apare în membrul stâng al ecuaţiei slabe a componentei  
[image: image1359.wmf]a
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  a potenţialului este exprimat simplu dacă, adoptând din nou o formulare de tip Galerkin, funcţiile de interpolare (de formă), ca şi funcţiile test (de coordonate)  
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  sunt presupuse a fi asemănătoare celor pe care le aproximează, 
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Se calculează atunci 
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astfel încât 
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Similar, deoarece, evident, 
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integrandul ultimei integrale din membrul drept al ecuaţiei slabe pentru componenta  
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În mod similar sunt evaluaţi integranzii celorlaltor integrale care apar în ecuaţia slabă a componentei  
[image: image1368.wmf]a
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  a potenţialului, 
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Ecuaţia slabă a componentei  
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se reduce astfel la o ecuaţie scalară, 
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Compararea ecuaţiei slabe a problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar transversal cu ecuaţia slabă similară a problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, 
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pune în evidenţă analogia dintre cele două probleme, rezumată în tabelul de analogie alăturat.
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Ca şi în analiza metodei diferenţelor finite, analogia referitoare la mărimile permanente este justificată prin aceea că în ecuaţiile comparate apar în poziţii similare vectorii 
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Se mai poate arăta că în problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar transversal pot fi luate în considerare şi goluri (excluse din domeniul de studiu) caracterizate prin circulaţia  I  pe un contur înconjurând golul, prin analogie cu tratarea – în problema bidimensională a câmpului electrostatic – a unui conductor caracterizat prin sarcina  Q . 


Se conchide astfel că abordarea numerică a problemei bidimensionale a câmpului magnetic staţionar transversal este întru totul similară abordării numerice a problemei bidimensionale a câmpului electrostatic, prin simpla aplicare a analogiilor din tabelul de mai sus. 


20.6.  Metoda  elementelor  de  frontieră 

Metoda elementelor de frontieră este o metodă de rezolvare numerică aproximativă a problemelor de câmp static sau staţionar asociate cu o ecuaţie de tip Laplace. Un câmp electric sau magnetic soluţie a ecuaţiei lui Laplace, adică dezvoltat într-un domeniu omogen, fără surse interioare, este determinat exclusiv de condiţiile de frontieră, în conformitate cu formula integrală a lui Green. Pe de altă parte, aplicarea acestei formule presupune rezolvarea prealabilă a unei ecuaţii integrale referitoare la chiar condiţiile de frontieră, care este discretizată în termenii unor elemente finite pe frontieră. Aceste două laturi ale metodei elementelor de frontieră sunt prezentate mai jos, ilustrate pentru problema câmpului electrostatic. 


20.6.1.  Formula  integrală  a  lui  Green 


Ecuaţiile lui Poisson sau Laplace, în forma lor simplă, asociată operatorului Laplace, descriu multe situaţii de interes în studiul câmpului electromagnetic. Soluţia unor probleme descrise de asemenea ecuaţii poate fi obţinută formal explicit prin aşa numita formulă integrală a lui Green, sau formula celor trei potenţiale, care este dedusă în cele ce urmează. 


1.  Fie considerate două funcţii  f , g , definite pe domeniul  D( , care satisfac condiţii de netezime (continuitate, derivabilitate) suficiente pentru ca operaţiile efectuate asupra lor să aibă sens. Punctul de plecare îl constituie identitatea 
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care permite formularea unei perechi de relaţii simetrice 
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şi a relaţiei diferenţă 
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Integrând această ultimă relaţie pe domeniul  D(  şi folosind formula lui Gauss, 
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se obţine prima formulă a lui Green, 
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unde  d(  este elementul de volum iar  
[image: image1396.wmf]n
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  este versorul normalei exterioare la frontiera  (  a domeniului considerat. 


2. Utilitatea acestei prime formule a lui Green este strâns legată de folosirea aşa numitelor funcţii Green. 


Fie considerate funcţii de poziţie care satisfac condiţii de regularitate la infinit. Pentru probleme tridimensionale condiţiile de regularitate la infinit sunt 
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implicând, pentru funcţii  f  şi  g  care le satisfac, 
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Pentru probleme bidimensionale condiţiile de regularitate la infinit sunt 
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implicând, pentru funcţii  f  şi  g  care le satisfac, 
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Funcţiile Green pentru tot spaţiul sunt funcţiile tipice care satisfac condiţiile de regularitate la infinit. 

În spaţiul tridimensional funcţia Green pentru tot spaţiul este 
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şi prezintă proprietăţile: (1) este funcţie armonică pentru  
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(2) pentru o sferă  (  de rază  r ( 0  centrată în origine satisface relaţia 
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Similar, în spaţiul bidimensional funcţia Green pentru tot spaţiul este 
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şi prezintă proprietăţile: (1) este funcţie armonică pentru  
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(2) pentru un cerc  (  de rază  r ( 0  centrat în origine satisface relaţia 
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3.  Fie considerat un domeniu tridimensional mărginit  D( , bordat de suprafaţa închisă  ( , în interiorul căruia este fixat un punct de observaţie  P  indicat de vectorul de poziţie  
[image: image1415.wmf]r

r

 . Poziţiile altor puncte  Q  din domeniul  D(  şi de pe suprafaţa  (  – numite puncte sursă – sunt indicate de vectori de poziţie  
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  şi, în raport cu punctul de observaţie, de vectori de poziţie relativi  
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  (fig. 20.64). În raport cu punctul de observaţie  P  poate fi considerată o funcţie Green pentru tot spaţiul (tridimensional), 
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asupra căreia pot fi efectuate operaţii diferenţiale de genul  ( , grad , div , asupra argumentului  
[image: image1419.wmf]r
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  precum şi operaţii diferenţiale de genul  (' = –(  , grad' = –grad , div' = –div , asupra argumentului  
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    Fig. 20.64. 


Prima formulă a lui Green nu poate fi aplicată în întregul domeniu  D(  funcţiei Green  g  considerate, deoarece aceasta nu este definită pentru  R' = 0 . Punctul singular  P  este evitat dacă din domeniu este exclusă o sferă  (  de rază  r ( 0  centrată în acest punct (fig. 20.64), astfel încât pentru domeniul rămas  D( \ D( , acum delimitat de suprafeţele  (  şi  ( , prima formulă a lui Green se scrie 
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În relaţia de mai sus elementele de integrare au fost notate  d(' , dS' , pentru a evidenţia faptul că integrările sunt efectuate în raport cu poziţia punctului sursă  Q . De asemenea mai trebuie observat că în domeniul  D( \ D( , aşa cum s-a calculat mai sus,  
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 , iar în integrala pe sfera  (  normala exterioară la domeniul considerat este de fapt normala interioară la sferă. 


Contribuţia integralei pe sfera  ( , când raza ei tinde către zero, este evaluată simplu în ipoteza continuităţii funcţiei  f  şi a derivatelor sale, aplicând formule de medie pentru integrale: 
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unde trebuie observat că  
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[image: image1428.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

¶

¶

ò

ò

ò

®

®

®

s

s

s

'

'

'

'

'

'

'

'

dS

R

n

f

dS

R

n

f

dS

n

f

g

R

R

R

1

lim

1

lim

lim

med

0

med

0

0

 



[image: image1429.wmf](

)

0

4

1

lim

2

med

0

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

®

'

'

'

R

R

n

f

R

p

   . 


Cu aceste observaţii, trecând la limită în prima formulă a lui Green atunci când  R' ( 0 , se ajunge la 
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sau, explicitând valoarea funcţiei  f  în punctul de observaţie, 
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care este formula integrală (tridimensională) a lui Green. În esenţă, această formulă integrală a lui Green exprimă valoarea unei funcţii într-un punct dintr-un domeniu  D(  în funcţie de valorile prezentate în acelaşi domeniu de laplacianul funcţiei şi de valorile funcţiei şi derivatei sale după normală în punctele frontierei  ( . 


Relaţia obţinută este cunoscută şi ca formula celor trei potenţiale, denumirea fiind explicată prin semnificaţia atribuită celor trei termeni care apar în membrul drept al formulei, dacă funcţia  f  este interpretată drept potenţial scalar. Prima integrală, conform ecuaţiei Poisson a unui potenţialului electric  f ,  
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 , ar corespunde contribuţiei unei distribuţii volumice a sarcinii electrice şi este denumit potenţial de volum. Prima integrală de suprafaţă, în integrandul căreia apare valoarea pe frontieră  
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  a funcţiei analizate, este potenţialul de dublu strat, echivalent unei distribuţii de dipoli electrici cu densitatea superficială  
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  a funcţiei analizate, este potenţialul de simplu strat, echivalent unei distribuţii de sarcină electrică cu densitate superficială 
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      Fig. 20.65. 




 Fig. 20.66. 
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      Fig. 20.67. 



  Fig. 20.68. 


Câteva observaţii sunt importante în folosirea formulei integrale a lui Green. Mai întâi, în forma dedusă mai sus ea este direct aplicabilă la aşa numita problemă interioară, când punctul de observaţie  P  este plasat în interiorul unui domeniu de studiu mărginit, delimitat de o suprafaţă închisă  (  fără puncte la infinit (fig. 20.65), în care caz  
[image: image1441.wmf]n

r

  este versorul normalei exterioare la suprafaţă. Aceeaşi formulă este însă aplicabilă, fără modificări şi la aşa numita problemă exterioară, când punctul de observaţie  P  este plasat în exteriorul unei suprafeţe închise  (  fără puncte la infinit (fig. 20.66), în care caz  
[image: image1442.wmf]n

r

  este versorul normalei interioare la suprafaţă. Explicaţia este aceea că domeniul considerat în problema exterioară este delimitat şi către exterior de suprafaţa de la infinit, a cărei contribuţie integrală – de tipul celei a suprafeţei  (  – este nulă în virtutea faptului că funcţiile care apar în integrand satisfac condiţii de regularitate la infinit. Un caz particular important, însă, este acela în care punctul de observaţie  P  este plasat chiar pe frontiera  ( . Dacă frontiera este netedă (cu normala variind continuu) în jurul punctului de observaţie (fig. 20.67), atunci raţionamentul precedent poate fi repetat, eliminând punctul singular  P  din domeniul de studiu prin închiderea lui într-o emisferă de rază  R' ( 0 , delimitată de planul tangent la frontiera  (  în punctul  P . În consecinţă, evaluarea integralelor referitoare la suprafaţa  (  a emisferei are ca urmare simpla înlocuire a coefiecientului  4(  cu coeficientul  2( , corespunzând unghiului solid sub care este văzut domeniul din punctul  P . În cazul în care punctul de observaţie  P  este plasat pe frontiera  (  într-un punct unghiular al acesteia (în colţ sau pe muchie – fig. 20.68), acelaşi raţionament duce la concluzia înlocuirii coeficientului  4(  prin unghiul solid  (  sub care este văzut interiorul domeniului de studiu din punctul  P . 


În concluzie, expresia generală a formulei integrale tridimensionale a lui Green (formula celor trei potenţiale) este 
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4.  Fie acum considerat un domeniu bidimensional mărginit  S( , bordat de curba închisă  ( , în interiorul căruia este fixat un punct de observaţie  P  indicat de vectorul de poziţie  
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 . Poziţiile altor puncte  Q  din domeniul  S(  şi de pe conturul  (  – numite puncte sursă – sunt indicate de vectori de poziţie  
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  şi, în raport cu punctul de observaţie, de vectori de poziţie relativi  
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  (fig. 20.69). În raport cu punctul de observaţie  P  poate fi considerată o funcţie Green pentru tot spaţiul (bidimensional), 
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asupra căreia pot fi efectuate operaţii diferenţiale de genul  ( , grad , div , asupra argumentului  
[image: image1449.wmf]r
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  precum şi operaţii diferenţiale de genul  (' = –(  , grad' = –grad , div' = –div , asupra argumentului  
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    Fig. 20.69. 


Prima formulă a lui Green nu poate fi aplicată în întreg domeniul  S(  funcţiei Green  g  considerate, deoarece aceasta nu este definită pentru  R' = 0 . Punctul singular  P  este evitat dacă din domeniu este exclus un cerc  (  de rază  r ( 0  centrat în acest punct (fig. 20.69), astfel încât pentru domeniul rămas  S( \ S( , acum delimitat de contururile  (  şi  ( , prima formulă a lui Green se scrie 
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În relaţia de mai sus elementele de integrare au fost notate  dS' , dr' , pentru a evidenţia faptul că integrările sunt efectuate în raport cu poziţia punctului sursă  Q . De asemenea mai trebuie observat că în domeniul  S( \ S( , aşa cum s-a calculat mai sus,  
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 , iar în integrala pe cercul  (  normala exterioară la domeniul considerat este de fapt normala interioară la cerc. 


Contribuţia integralei pe cercul  ( , când raza sa tinde către zero, este evaluată simplu în ipoteza continuităţii funcţiei  f  şi a derivatelor sale, aplicând formule de medie pentru integrale: 
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unde trebuie observat că  
[image: image1457.wmf]'
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  este chiar măsura unghiului elementar cu vârful în punctul de observaţie  P , respectiv 
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Cu aceste observaţii, trecând la limită în prima formulă a lui Green atunci când  R' ( 0 , se ajunge la 
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sau, explicitând valoarea funcţiei  f  în punctul de observaţie, 
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care este formula integrală (bidimensională) a lui Green. În esenţă, această formulă integrală a lui Green exprimă valoarea unei funcţii într-un punct dintr-un domeniu  S(  în funcţie de valorile prezentate în acelaşi domeniu de laplacianul funcţiei şi de valorile funcţiei şi derivatei sale după normală în punctele frontierei  ( . 


Relaţia obţinută este cunoscută, la fel, drept formula celor trei potenţiale, denumirea fiind explicată prin semnificaţia atribuită celor trei termeni care apar în membrul drept al formulei, dacă funcţia  f  este interpretată drept potenţial scalar: prima integrală ar corespunde contribuţiei unei distribuţii volumice a sarcinii electrice  
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  şi este denumită potenţial de volum, prima integrală de suprafaţă, în integrandul căreia apare valoarea pe frontieră  
[image: image1463.wmf]Q

f

  a funcţiei analizate, este potenţialul de dublu strat, echivalent unei distribuţii de dipoli electrici cu densitatea superficială  
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  a funcţiei analizate, este potenţialul de simplu strat, echivalent unei distribuţii de sarcină electrică cu o densitate superficială 
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        Fig. 20.70. 



 Fig. 20.71. 
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       Fig. 20.72. 



   Fig. 20.73. 


Şi aici sunt necesare câteva  observaţii  referitoare la folosirea formulei integrale a lui Green. Mai întâi, în forma dedusă mai sus ea este direct aplicabilă la aşa numita problemă interioară, când punctul de observaţie  P  este plasat în interiorul unui domeniu de studiu mărginit, delimitat de un contur  (  fără puncte la infinit (fig. 20.70), în care caz  
[image: image1471.wmf]n

r

  este versorul normalei exterioare la contur. Aceeaşi formulă este însă aplicabilă, fără modificări, şi la aşa numita problemă exterioară, când punctul de observaţie  P  este plasat în exteriorul unui contur  (  fără puncte la infinit (fig. 20.71), în care caz  
[image: image1472.wmf]n

r

  este versorul normalei interioare la contur. Explicaţia este aceea că domeniul considerat în problema exterioară este delimitat şi către exterior de conturul de la infinit, a cărui contribuţie integrală – de tipul celei a conturului  (  – este nulă în virtutea faptului că funcţiile care apar în integrand satisfac condiţii de regularitate la infinit. Un caz particular important, însă, este acela în care punctul de observaţie  P  este plasat chiar pe frontiera  ( . Dacă frontiera este netedă (cu normala variind continuu) în jurul punctului de observaţie (fig. 20.72), atunci raţionamentul precedent poate fi repetat, eliminând punctul singular  P  din domeniul de studiu prin închiderea lui într-un semicerc de rază  R' ( 0 , delimitat de tangenta la frontiera  (  în punctul  P . Ca urmare, evaluarea integralelor referitoare la conturul  (  al semicercului are ca urmare simpla înlocuire a coefiecientului  2(  cu coeficientul  ( , corespunzând unghiului sub care este văzut domeniul din punctul  P . În cazul în care punctul de observaţie  P  este plasat pe frontiera  (  într-un punct unghiular al acesteia (fig. 20.73), acelaşi raţionament duce la concluzia înlocuirii coeficientului  2(  prin unghiul  (  sub care este văzut interiorul domeniului de studiu din punctul  P . 


În concluzie, expresia generală a formulei integrale bidimensionale a lui Green (formula celor trei potenţiale) este 
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20.6.2.  Metoda  elementelor  de  frontieră  pentru 


 problema  bidimensională  a  câmpului  electrostatic 


1. Fie de determinat câmpul electrostatic într-un domeniu  D(  ocupat de un mediu linear, omogen, fără surse interioare. În aceste condiţii ecuaţiile problemei, scrise sub formă diferenţială, 
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sunt abordate folosind drept necunoscută intermediară potenţialul (electric) scalar, 
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anume rezolvând ecuaţia potenţialului, 
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adică ecuaţia de tip Laplace 
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Soluţia unei asemenea ecuaţii este unic determinată în domeniul  D(  dacă se cunosc condiţiile de frontieră 
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iar formula integrală a lui Green pare să ofere o modalitate de calcul direct al soluţiei în termenii unor date de acest tip. Într-adevăr, laplacianul potenţialului fiind nul, formula integrală a lui Green arată că, notând  
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În principiu, formula integrală completă a lui Green poate fi la fel de bine aplicată şi pentru calculul potenţialului într-o problemă cu repartiţie interioară de sarcină, numai că aceasta complică simţitor aplicarea formulei la probleme practice. 


Problema importantă este aceea că aplicarea formulei integrale a lui Green pentru calculul direct al potenţialului scalar în orice punct  P  din domeniul de studiu presupune că în fiecare punct  Q  al frontierei domeniului sunt cunoscute atât valoarea potenţialului  
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  cât şi valoarea derivatei sale după normală  
[image: image1484.wmf]Q

n

V

¶

¶

 . Or condiţiile de unicitate nu oferă, în fiecare punct  Q  al frontierei domeniului, decât sau una sau alta din aceste date. 


Metoda elementelor de frontieră constă atunci din două etape: Mai întâi formula integrală a lui Green este folosită pentru a determina, cu aproximaţie, valoarea derivatei după normală a potenţialului pe partea  CD  frontierei, cu condiţii de tip Dirichlet, şi valoarea potenţialului pe partea  CN  frontierei, cu condiţii de tip Neumann. Abia după ce în toate punctele frontierei sunt cunoscute, cu aproximaţie, atât valoarea potenţialului cât şi valoarea derivatei sale după normală, este aplicată formula integrală a lui Green – rămasă ca formulă a celor două potenţiale – pentru calculul potenţialului în orice punct din domeniul de studiu. În general, denumirea metodă a elementelor de frontieră este atribuită în sens restrâns primei etape, şi aceasta este discutată mai jos. 


2.  Formula celor două potenţiale poate fi exprimată într-o formă care să facă distincţie între valori date, cunoscute pe frontieră  (
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Mai mult, integrandul din integrala contribuţiei potenţialului de dublu strat poate fi explicitat, 
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iar formula celor două potenţiale este explicitată drept 
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unde  (  este unghiul sub care se vede domeniul de studiu din punctul de observaţie  P , iar  D(Q)  denotează valoarea necunoscută a derivatei după normala a potenţialului pe partea  CD  a frontierei. 


Valorile necunoscute,  
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Pe frontieră este definită o discretizare constând în arce (aproximabile prin coarde) delimitate între nodurile succesive ale diviziunii, numerorate în sens direct,  
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    Fig. 20.74. 


Elementele finite sunt unidimensionale în raport cu coordonata  s – arcul măsurat pe frontiera  ( : elemente finite lineare pentru aproximarea potenţialului (fig. 20.75), 
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şi elemente finite constante pentru aproximarea derivatei potenţialului după normală (fig. 20.76), 
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     Fig. 20.75. 




    Fig. 20.76. 


Discretizările (aproximările) potenţialului şi derivatei potenţialului după normală în termenii elementelor finite pe frontieră (elemente de frontieră) sunt atunci 
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Se observă că în discretizarea (aproximarea) considerată apar  N–M  necunoscute  
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Discretizarea formulei integrale a lui Green (a formulei celor două potenţiale) este efectuată folosind drept funcţii test (de coordonate), pe care se face proiecţia formulei integrale, funcţii delta (Dirac)  
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 , care filtrează expresia ecuaţiei în puncte  Pk  de pe aproximarea poligonală a frontierei  ( . Se ajunge astfel la ecuaţii de forma 
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Ecuaţia este particularizată în punctele cărora le sunt asociate valorile discretizate necesare aproximării local polinomiale a potenţialului şi derivatei acestuia după normală: noduri  
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Ţinând seama de linearitatea integralei şi separând ecuaţiile după plasarea punctelor de test – deci după tipul necunoscutelor, se ajunge la sistemul de ecuaţii algebrice al metodei elementelor de frontieră, 
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În ecuaţiile de mai sus  
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  este vectorul de poziţie al punctelor de integrare de pe suportul funcţiei de coordonate (de formă)  
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  în care este evaluat potenţialul (pentru care este aplicată formula celor două potenţiale). De asemenea s-a ţinut seama de faptul că, pe suporturile lor, funcţiile  
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3.  Fie acum introduse notaţiile 
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integralele  
[image: image1542.wmf]j

i

m

 , 
[image: image1543.wmf]j

i

n

  pot fi evaluate aproximativ sau, în unele situaţii, calculate analitic, dar formulele de calcul nu sunt semnificative pentru prezentarea de faţă. 


În final este de rezolvat sistemul de ecuaţii algebrice 
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în raport cu necunoscutele 
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După rezolvarea sistemului de ecuaţii anterioare ale elementelor de frontieră pentru necunoscutele  
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 , sunt disponibile toate datele necesare aplicării formulei celor doua potenţiale în scopul determinării aproximative a potenţialului scalar  V  în orice punct  P  din domeniul de studiu, 
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este unghiul sub care interiorul domeniului este văzut din punctul  P . 


4. Algoritmul rezolvării numerice a unei probleme bidimensionale de câmp electrostatic folosind metoda elementelor de frontieră este, în mare, următorul: 

      (1)  Sunt date domeniul de studiu  S( , prin specificarea explicită a frontierei sale  ( , şi condiţiile de unicitate, asigurându-se omogenitatea parametrului constitutiv  (( = const.)  şi absenţa surselor interioare (distribuţie de sarcină şi polarizaţie permanentă). 

      (2)  Este efectuată preprocesarea datelor problemei: Mai întâi este construită reteaua de elemente finite pentru discretizarea fontierei domeniului şi sunt alese polinomele de aproximare a potenţialului, respectiv derivatei potenţialului după normală. Sunt apoi identificate, dacă este cazul, nodurile principale şi cele intermediare. 

      (3)  Sunt calculate elementele matricilor  A  şi  B  ale sistemului de ecuaţii asociat discretizării prin elemente finite în varianta Galerkin, conform procedurilor de la punctul  3  de mai sus (operaţiile fiind eventual simplificate de preprocesarea unor integrale necesare). 

      (4)  Sistemul de ecuaţii este asamblat şi rezolvat folosind un solver (o procedură) de soluţionare a sistemelor de ecuaţii algebrice, obţinând astfel valorile potenţialului şi derivatei sale după normală în toate nodurile reţelei de discretizare. 

      (5)  În funcţie de obiectivul urmărit în problema de câmp electrostatic este efectuată o postprocesare adecvată a soluţiei discrete: pot fi calculate tensiuni electrice, fluxuri (sarcini) electrice, densităţi de energie electrică sau energie electrică în subdomenii, forţe sau cupluri electrice, etc. 


O observaţie importantă este aceea că metoda expusă este aplicată exact în acelaşi mod pentru o problemă interioară sau exterioară. Mai mult, frontiera  (  poate fi neconexă, adică poate consta în frontiera propriu zisă a domeniului împreună cu frontiere  (  ale unor conductoare interioare, caz în care extinderea consideraţiilor anterioare este imediată. 


O altă observaţie priveşte problema bidimensională a câmpului magnetic staţionar transversal, tratată în termenii potenţialului potenţialului magnetic vector  
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 . O analiză similară celor efectuate în secţiunile anterioare  20.4 sau 20.5, duce la concluzia analogiei dintre această problemă şi cea a câmpului electrostatic tratată mai sus, în conformitate cu tabelul de analogie alăturat. 
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    Fig. 20.42. 


Discretizarea condiţiilor de frontieră de tip Neumann poate fi realizată printr-o extrapolare a valorii potenţialului în nodul de frontieră în termenii potenţialului în noduri interioare şi derivatei după normală a potenţialului în punctul aflat la intersecţia frontierei  CN  cu dreapta reţelei de discretizare pe care este plasat nodul de frontieră. 


Fie, de exemplu, nodul de frontieră  N(xi+1,yj)  plasat astfel încât frontiera  CN  intersectează în punctul  P  segmentul reţelei către punctul interior  M(xi,yj) , ca în fig. 20.42 stânga, astfel încât  MP = ahi+1 , PN = bhi+1 , a+b = 1 . Notând  (  este unghiul dintre normala la curba  CN  şi segmentul reţelei tăiat de curbă în punctul  P , dezvoltările în serie Taylor în jurul punctului  P ( CN  dau 
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şi, eliminând valoarea potenţialului în punctul  P  şi observând că  
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 , se ajunge la ecuaţia discretizată în nodul de frontieră  N(xi+1,yj) , 
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În mod similar, pentru nodul de frontieră  N(xi,yj+1)  plasat astfel încât frontiera  CN  intersectează în punctul  Q  segmentul reţelei către punctul interior  M(xi,yj) , ca în fig. 20.42 mijloc, astfel încât  MQ = ckj+1 , QN = dkj+1 , c+d = 1 , se obţine ecuaţia discretizată în nodul de frontieră  N(xi,yj+1) , 
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unde  (  este unghiul dintre normala la curba  CN  şi segmentul reţelei tăiat de curbă în punctul  Q . În  fine, pentru nodul de frontieră  N(xi+1,yj+1)  plasat, ca în fig. 20.42 dreapta, astfel încât frontiera  CN  intersectează în punctul  P  segmentul reţelei către punctul interior  A(xi,yj+1) , cu  AP = ahi+1 , PN = bhi+1 , a+b = 1 , şi intersectează în punctul  Q  segmentul reţelei către punctul interior  B(xi+1,yj) , cu  BQ = ckj+1 , QN = dkj+1 , c+d = 1 , se consideră o medie ponderată a valorilor extrapolate după cele două direcţii. Se ajunge astfel la ecuaţia discretizată în nodul de frontieră  N(xi+1,yj+1) , cu eroare de ordinul  O(h2+k2) , 
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