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11.  CIRCUITE  ÎN  REGIM  VARIABIL  CUASISTAŢIONAR 
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


11.  CIRCUITE ÎN REGIM VARIABIL CUASISTAŢIONAR 


11.1.  Structură  şi  relaţii  fundamentale 

1.  Un circuit electic funcţionând în regim variabil cuasistaţionar este înţeles aici în sensul unui circuit cu parametri concentraţi, adică un ansamblu de elemente ideale de circuit interconectate, care modelează un sistem electromagnetic funcţionând în regim variabil cuasistaţionar (în absenţa undelor electromagnetice). 


Principalele aproximaţii care se fac în tratarea unui sistem electromagnetic în termenii unui circuit cu parametri concentraţi sunt, pe scurt, următoarele: 

(i) posibilitatea partiţionării sistemului în subsisteme astfel încât în fiecare din acestea să aibă loc un singur tip de transfer energetic;

(ii) existenţa unei suprafeţe închise de separaţie pentru fiecare asemenea subsistem, astfel încât interacţiunea electromagnetică dintre subsistem şi exterior să se facă numai pe la borne (acolo unde această suprafaţă este străpunsă de conductoarele de legătură cu exteriorul); 

(iii) caracterul de izolant perfect al dielectricului care înconjoară conductoarele sistemului;

(iv) caracterul filiform al conductoarelor sistemului.


Regimul armonic, abordat în capitolul precedent, constituie doar un caz particular de funcţionare a unui circuit în regim variabil cuasistaţionar. Aceasta face ca structura unui circuit funcţionând în regim variabil cuasistaţionar să fie chiar cea discutată în capitolul 10 – în principiu, sunt de luat în consideraţie toate tipurile de elemente ideale de circuit introduse anterior, în capitolul 7. Totuşi, pentru simplificarea studiului, nici aici nu se va face referire la elementele de circuit speciale (de transmisiune sau degenerate). 


Starea unui circuit de curent alternativ este definită de setul de mărimi de stare ce caracterizează starea fiecărui element component. Deoarece tensiunile electromotoare  em(t)  ale generatoarelor ideale de tensiune prezente sunt considerate date, pentru fiecare din acestea trebuie determinată intensitatea curentului electric  im(t)  care îl parcurge. Similar, deoarece curenţii generaţi  an(t)  ai generatoarelor ideale de curent prezente sunt considerate date, pentru fiecare dintre acestea trebuie determinată tensiunea electrică  un(t)  la borne. Pentru fiecare rezistor ideal sunt de determinat intensitatea curentului electric prin şi tensiunea electrică între borne. Totuşi, deoarece ecuaţia de stare a unui rezistor leagă aceste două variabile, rămâne de determinat câte o singură mărime electrică – fie curentul  ik(t) , fie tensiunea  uk(t) – pentru fiecare rezistor din circuit. Similar, pentru un condensator ideal linear, pentru care ecuaţia de stare pune în legătură mărimile de stare sarcină electrică interioară şi tensiune electrică la borne, este suficient să se determine tensiunea electrică la borne  uCk(t) . În fine, pentru o bobină ideală; pentru care ecuaţia de stare pune în legătură mărimile de stare flux magnetic interior şi curent electric prin borne, este suficient să se determine curentul electric prin borne  iLk(t) . Afirmaţia rămâne valabilă şi în cazul în care bobina considerată face parte dintr-un sistem de bobine ideale cuplate magnetic, deoarece cunoaşterea curenţilor electrici prin fiecare bobină a sistemului permite determinarea, prin intermediul ecuaţiilor lui Maxwell pentru sistemul de bobine cuplate magnetic, a fluxului magnetic prin fiecare bobină a sistemului. 


În rezumat, mărimile necunoscute în studiul unui circuit în regim variabil cuasistaţionar sunt curenţii prin generatoarele ideale de tensiune, rezistoare şi bobine, precum şi tensiunile la bornele generatoarelor ideale de curent şi ale condensatoarelor. Aceasta înseamnă că, pentru fiecare latură a circuitului este de considerat numai câte o mărime necunoscută: intensitatea curentului prin laturi fără generator de curent şi fără condensator, respectiv tensiunea la bornele generatoarelor ideale de curent şi la bornele condensatoarelor. În particular, atunci când într-o latură se află şi un generator ideal de curent şi un condensator, este suficientă determinarea numai a tensiunii la bornele generatorului de curent, căci cunoaşterea curentului prin latură – deci şi prin condensator – permite determinarea imediată a tensiunii la bornele condensatorului. 


2. Ecuaţiile care permit calcularea mărimilor de stare ale unui circuit de curent alternativ sunt în esenţă acelea date de  teoremele lui Kirchhoff pentru circuite în regim variabil, deduse anterior, în capitolul 10. 


Teorema lui Kirchhoff pentru curenţi, formulată pentru un nod (fig. 11.1), este 
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suma (algebrică a) intensităţilor curenţilor electrici de conducţie care concură într-un nod este egală cu zero în orice moment. 
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 Fig. 11.1. 




    Fig. 11.2. 


Teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni, formulată pentru o buclă (un ochi – fig. 11.2), este 
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suma (algebrică a) tensiunilor electrice la bornele laturilor dintr-o buclă este egală cu zero în orice moment. 


Trebuie observat că teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni poate fi formulată echivalent, direct în termenii tensiunilor la bornele elementelor din laturile unei bucle. 


Legătura dintre variabilele care apar în cele două teoreme ale lui Kirchhoff (curenţi şi tensiuni) este oferită de  teorema lui Joubert, referitoare la o latură  (k)  în alcătuirea cea mai completă (fig. 11.3), 
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unde a fost presupus  acelaşi sens de referinţă  pentru  curentul  ik  din  latură,  tensiunea  ubk  la bornele laturii, curentul generat  ak , tensiunea electromotoare  ek  şi tensiunile la bornele elementelor de circuit pasive din latură. 
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   Fig. 11.3. 


În particular, teorema lui Joubert pentru  circuite lineare  ia forma 
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unde tensiunea la bornele bobinei devine  
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  în cazul mai simplu când bobina  k  nu face parte dintr-un sistem de bobine cuplate magnetic, iar curentul prin condensatorul  k  şi tensiunea la bornele acesuia sunt legate prin ecuaţia de funcţionare 
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Forma extinsă  a teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni, obţinută combinând teorema lui Joubert cu forma concisă de mai sus a teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni, este 
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În particular, forma extinsă a teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni pentru  circuite lineare  este 
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unde din nou tensiunea la bornele bobinei devine  
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  în cazul mai simplu când bobina  k  nu face parte dintr-un sistem de bobine cuplate magnetic, iar curentul prin condensatorul  k  şi tensiunea la bornele acesuia sunt legate prin ecuaţia de funcţionare 
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Numărul  B  de bucle fundamentale într-un circuit izolat cu  N  noduri şi  L  laturi este dat de teorema lui Euler: 
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În virtutea semnificaţiei de conservare a sarcinii electrice asociate fiecărui nod, numărul de noduri (mai general – secţiuni) fundamentale într-un asemenea circuit este 
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În acest fel, numărul de ecuaţii independente date de teoremele lui Kirchhoff pentru un circuit izolat conex funcţionând în regim variabil este 
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pentru  L  mărimi necunoscute, care sunt tensiunile electrice la bornele generatoarelor de curent sau condensatoarelor şi curenţii electrici prin laturile fără generator de curent şi făra condensator. 


3. Pentru circuitele electrice funcţionând în regim variabil sunt valabile rezultatele obţinute mai înainte, în secţiunea 10.1, care sunt doar reamintite mai jos. 


În cazul unui circuit izolat neconex constând din  R  subreţele fără legături conductive, care interacţionează fie prin intermediul generatoarelor controlate fie prin cuplaj magnetic, teorema lui Kirchhoff pentru curenţi furnizează   N–R   ecuaţii independente iar teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni furnizează   L–N+R   ecuaţii independente, astfel încât pentru un asemenea circuit pot fi formulate tot    E = L    ecuaţii independente pentru a determina   L   mărimi necunoscute, ca mai sus. 
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  Fig. 11.4. 


În cazul unui  circuit neizolat  funcţionând în regim variabil rămâne valabilă teorema de echivalenţă a condiţiilor la borne: un circuit neizolat este echivalent cu un circuit izolat în care fiecare bornă este conectată la un nod suplimentar de referinţă (de potenţial nul) printr-un generator ideal corespunzător condiţiei la borne date pentru acea bornă – un   generator ideal de tensiune cu  tensiune electromotoare egală  cu  potenţialul 
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    Fig. 11.5. 

bornei de ataşare sau un generator ideal de curent cu curent generat egal cu curentul bornei de injecţie (fig. 11.4). 


Sunt valabile în regim variabil cuasistaţionar şi alte consecinţe lineare ale teoremelor lui Kirchhoff, cum este teorema potenţialelor nodurilor (fig. 11.5), 
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tensiunea la bornele unei laturi este egală cu diferenţa potenţialelor nodurilor între care este conectată latura. 


Rămân valabile, de asemenea, teoremele lui Vaschy (fig. 11.6): regimul de curenţi şi tensiuni dintr-un circuit nu este modificat dacă în serie cu fiecare latură ce concură într-un nod se conectează câte un generator ideal de tensiune cu aceeaşi tensiune electromotoare la fel orienată faţă de nod, sau dacă în paralel cu fiecare latură a unei bucle se conectează câte un generator ideal de curent cu aceelaşi curent generat la fel orienată faţă de buclă. 
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     Fig. 11.6. 


Consecinţa pătratică a teoremelor lui Kirchhoff, dedusă anterior – teorema lui Tellegen pentru un circuit în principiu neizolat – rămâne valabilă, 
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În fine, este valabilă  teorema conservării puterii – în forma generală,  
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ori în cea concisă, 
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suma dintre puterea primită pe la borne şi puterea furnizată de generatoarele unui circuit în regim variabil este egală cu suma dintre puterea disipată în rezistoarele aceluiaşi circuit şi ritmul de creştere a energiei electrice acumulate în condensatoarele acestuia şi a energiei magnetice acumulate în bobinele acestuia. 


În particular, pentru circuite lineare în regim variabil cuasistaţionar, teorema conservării puterii este 
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11.2.  Soluţia  ecuaţiilor  circuitelor  lineare 


          în  regim  variabil  cuasistaţionar 

1. Comportarea unui circuit linear cu parametri concentraţi în regim variabil cuasistaţionar este descrisă de ecuaţiile lui Kirchhoff, 
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unde, dacă  R  este numărul de subreţele conexe,  L  este numărul de laturi,  N  este numărul de noduri, atunci  S = N–R  este numărul de noduri (secţiuni) fundamentale,  B = L–N+S  este numărul de bucle fundamentale, şi unde a fost folosită direct forma detaliată a teoremei a doua a lui Kirchhoff. De asemenea, pentru simplificarea tratării, au fost considerate rezistoare şi condensatoare dipolare şi, eventual, sisteme de bobine cuplate magnetic. Comportarea unui asemenea circuit este deobicei studiată pe un interval temporal definit, de obicei  t ( [0 , () . 


Câteva observaţii importante sunt de făcut asupra acestor ecuaţii: 


1(. Numărul de ecuaţii independente ce pot fi scrise aplicând teoremele lui Kirchhoff este  (N–S) + (L–N+S) = L  ecuaţii. Pe de altă parte, pentru laturile fără condensator şi fără generator ideal de curent trebuie determinat curentul prin latură, în timp ce pentru laturile cu condensator sau cu generator ideal de curent trebuie determinată tensiunea la bornele unor asemenea elemente – în total sunt de determinat  L  necunoscute. Este atunci de aşteptat ca, într-o formulare corectă a problemei, sistemul de ecuaţii să aibă soluţie unică. 


2(.  Sistemul de ecuaţii obţinut este un sistem de ecuaţii diferenţiale lineare, cu coeficienţi constanţi, neomogene. Linearitatea şi prezenţa unor coeficienţi constanţi este evidentă. Caracterul diferenţial şi neomogen este de asemenea evident pentru ecuaţiile scrise aplicând teorema a doua a lui Kirchhoff, dar este în general adevărat şi pentru ecuaţiile scrise aplicând teorema întâia a lui Kirchhoff. Într-adevăr, în noduri în care concură măcar o latură cu condensator, curentul acesteia este exprimat în termenii necunoscutei – tensiunea  uCk – printr-o derivată, de unde caracterul diferenţial al acestor ecuaţii. Mai mult, în noduri în care concură măcar o latură cu generator ideal de curent, curentul acesteia este dat şi, transferat în membrul drept, ilustrează caracterul neomogen al acestor ecuaţii. 


3(.  În condiţii suficient de generale (legate, de exemplu, de inexistenţa buclelor de impedanţă nulă sau secţiunilor de admitanţă nulă, sau de inversabilitatea matricii inductanţelor) sistemul de ecuaţii scris folosind ecuaţiile lui Kirchhoff poate fi adus la aşa numita formă normală, astfel încât fiecare ecuaţie să conţină cel mult o singură derivată de ordinul întâi a unei funcţii necunoscute (tensiune sau curent). Presupunând că acesta este cazul, este de rezolvat un sistem de ecuaţii diferenţiale lineare, cu coeficienţi constanţi, neomogene, de forma 
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unde prin  fk  a fost notat un curent necunoscut sau o tensiune necunoscută. 


4(.  Ordinul  n  al sistemului de ecuaţii diferenţiale scrise sub formă normală este numărul de derivate care apar în ecuaţii şi care, în general, este egal cu numărul de elemente reactive (condensatoare şi bobine) din circuit. Ordinul sistemului este micşorat cu câte o unitate când: (a) o latură cu condensator ideal conţine şi un generator ideal de curent; (b) o bobină ideală este conectată în paralel cu un generator ideal de tensiune; (c) există o secţiune de laturi (un nod în care concură laturi) conţinând numai condensatoare ideale; (d) există o buclă alcătuită din laturi conţinând numai bobine ideale (în ultimele două situaţii există o relaţie lineară între sarcinile condensatoarelor, respectiv între fluxurile bobinelor). Rezolvarea sistemului de ecuaţii diferenţiale adus la forma normală presupune un număr de integrări – câte una pentru fiecare derivată ce apare în sistem – ceea ce introduce un număr de constante de integrare egal cu ordinul sistemului. Trebuie impuse, deci, condiţii suplimentare pentru a determina constantele de integrare şi a preciza, astfel, soluţia. 


2.  Ţinând seama de cele arătate, problema de rezolvat poate fi astfel formulată: să se determine soluţia sistemului de ecuaţii diferenţiale lineare cu coeficienţi constanţi neomogene, în formă normală, pe intervalul  t ( [t1 , t2]  de continuitate a coeficienţilor şi a funcţilor date din membrul drept. 


Studiul matematic al acestei probleme furnizează o serie de răspunsuri care ajută la rezolvarea problemei formulate. 


(1) Teorema de existenţă şi unicitate a soluţiei problemei formulate afirmă că sistemul de ecuaţii diferenţiale lineare neomogene are o soluţie unică  
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 , în întregul interval de continuitate a coeficienţilor  aks  şi funcţiilor date din membrul drept  gk , cu momentul iniţial  t0  în acest interval. 


(2)  Soluţia pentru fiecare funcţie necunoscută  fk(t)  (adică tensiune necunoscută  uk  sau curent necunoscut  ik)  este decompozabilă într-o aşa numită  soluţie de regim liber  şi o aşa numită  soluţie de regim forţat, 
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(3) Soluţia de regim liber  
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  este soluţia generală a sistemului de ecuaţii omogene, obţinute din ecuaţiile originale (complete) când toate funcţiile de timp date din membrul drept sunt egalate cu zero. Aceasta corespunde, evident, pasivizării tuturor generatoarelor din circuit, adică absenţei oricărei surse din circuit. Soluţia de regim liber, funcţie de timp, depinde de un număr de constante de integrare, egal cu ordinul sistemului, 
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(4)  Dependenţa de timp a soluţiei de regim liber este în general o combinaţie lineară a unor produse de funcţii zise de tip exponenţial, anume funcţii exponenţiale propriu zise  ert , puteri ale variabilei temporale  tp , şi funcţii trigonometrice  
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 . Valorile parametrilor  r , p , (  depind de caracteristicile elementelor de circuit pasive prezente. În particular, valorile coeficienţilor  r  din exponenţii exponenţialelor pot fi determinate încercând o asemenea soluţie de tip exponenţial în sistemul de ecuaţii omogene. 


(5)  Soluţia de regim forţat  
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  este o soluţie particulară a sistemului (complet) de ecuaţii neomogene, iar forma sa depinde de tipul de dependenţă de timp prezentat de funcţiile date din membrul drept, care caracterizează generatoarele – tensiunile electromotoare  ek(t)  şi curenţii generaţi  ak(t) . 


(6)  Nu există nici o regulă generală pentru determinarea dependenţei de timp a soluţiei de regim forţat. Totuşi, atunci când funcţiile de timp care caracterizează generatoarele,  ek(t)  şi  ak(t) , sunt functţii de tip exponential, soluţia de regim forţat este o funcţie de acelaşi tip exponenţial. 


3.  În concluzie, funcţiile de timp ce reprezintă soluţia ecuaţiilor unui circuit linear în regim variabil au forma 
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şi sunt funcţii continue şi derivabile pe intervalul închis, respectiv deschis, de continuitate a coeficienţilor şi a funcţiilor de timp date din membrul drept, care caracterizează generatoarele din circuit. În particular, discontinuităţile cele mai des întâlnite ale coeficienţilor ecuaţiilor circuitului corespund unor modificări în salt ale valorilor caracteristice elementelor pasive, asociate unor cuplări/decuplări de asemenea elemente pasive. Similar, discontinuităţile cele mai des întâlnite ale funcţiilor din membrul drept al ecuaţiilor circuitului corespund unor cuplări/decuplări de elemente active. 


Pentru precizarea soluţiei ecuaţiilor circuitului rămân de determinat constantele de integrare  A1 , … , An  din soluţia completă. 


Fie considerat un nod  (a) , pentru care ecuaţia lui Kirchhoff pentru curenţi este rescrisă separând curenţii prin laturi cu condensator de cei prin laturi fără condensator, 
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Prima sumă poate fi calculată ca 
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unde  
[image: image40.wmf](
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  este sarcina electrică totală ataşată nodului  a , adică suma algebrică a sarcinilor electrice ale armăturilor condensatoarelor conectate la acel nod. A doua sumă poate fi notată 



[image: image41.wmf](

)

(

)

C

a

C

a

k

k

i

i

non  

non

,

  

  

=

å

Î

   , 

şi reprezintă curentul total necapacitiv în nodul  a . Cu aceste notaţii, ecuaţia lui Kirchhoff pentru curenţi în nodul  a  devine 
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O soluţie consistentă a ecuaţiilor cicuitului impune ca toate mărimile din circuit – inclusiv curenţii totali necapacitivi din noduri – să existe în orice moment, iar aceasta impune continuitatea în timp a sarcinii electrice totale  
[image: image43.wmf](
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  pentru fiecare nod  a . Continuitatea este evident asigurată în intervalele de continuitate a coeficienţilor şi funcţiilor de timp date din membrul drept; ea însă trebuie impusă în momentele de discontinuitate ale acestora. În particular, continuitatea sarcinii electrice totale ataşată fiecărui nod trebuie impusă în momentul iniţial  t = 0  în care se consideră asamblat circuitul. O  condiţie  necesară  pentru existenţa unei soluţii consistente este astfel 
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În membrul drept apare limita sarcinii electrice totale ataşate nodului  a  când  t ( 0 , t > 0 , în timp ce valoarea membrului stâng trebuie să fie dată. Exprimând sarcina electrică totală ataşată unui nod în termenii variabilelor considerate în ecuaţiile circuitului, condiţia necesară de continuitate devine 
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unde 
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sunt  datele  iniţiale  necesare. 


Fie acum considerată o buclă  (p) , pentru care ecuaţia lui Kirchhoff pentru tensiuni este rescrisă separând tensiunile la bornele bobinelor de cele la bornele elementelor neinductive, 
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Prima sumă poate fi calculată ca 
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unde  
[image: image49.wmf](
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  este fluxul magnetic total ataşat buclei  p , adică suma algebrică a fluxurilor magnetice ale bobinelor din acea buclă. A doua sumă poate fi notată 



[image: image50.wmf](

)

(

)

L

p

L

p

k

k

u

u

  

  

  

non

non

,

=

å

Î

   , 

şi reprezintă tensiunea neinductivă totală din bucla  p . Cu aceste notaţii, ecuaţia lui Kirchhoff pentru tensiuni pentru bucla  p  devine 
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O soluţie consistentă a ecuaţiilor cicuitului impune ca toate mărimile din circuit – inclusiv tensiunile neinductive totale ale buclelor – să existe în orice moment, iar aceasta impune continuitatea în timp a fluxurilor magnetice totale 
[image: image52.wmf](

)

p

f

  pentru fiecare buclă  p . Continuitatea este evident asigurată în intervalele de continuitate a coeficienţilor şi funcţiilor de timp date din membrul drept; ea însă trebuie impusă în momentele de discontinuitate ale acestora. În particular, continuitatea fluxului magnetic total ataşat fiecărei bucle trebuie impusă în momentul  iniţial  t = 0  în care seconsideră asamblat circuitul. O  condiţie necesară  pentru existenţa unei soluţii consistente este astfel 
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În membrul drept apare limita fluxului magnetic total ataşat buclei  p  când  t ( 0 , t > 0 , în timp ce valoarea membrului stâng trebuie să fie dată. Exprimând fluxul magnetic total ataşat unei bucle în termenii variabilelor considerate în ecuaţiile circuitului, condiţia necesară de continuitate devine 
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unde au fost presupuse în general prezente bobine cuplate iar 
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sunt  datele  iniţiale  necesare. 


4.  Soluţia de regim liber este, după cum s-a arătat, soluţia generală a sistemului omogen, care conţine constantele de integrare. Ea nu depinde de excitaţii exterioare, adică de sursele din circuit, ci, cum se poate înţelege din consideraţiile anterioare, este determinată numai de configuraţia circuitului şi de starea sa iniţială. În circuitele zise disipative, care modelează corect sisteme reale, adică în care nu există noduri (secţiuni) de conductanţă nulă şi nici bucle de rezistenţa nulă, coeficienţii  r  din exponenţii exponenţialelor sunt fie valori reale negative, fie valori complexe cu partea reală negativă. Aceasta înseamnă că soluţia de regim liber a unui asemenea circuit tinde către zero când  t ( ( : se spune că circuitul are un regim liber amortizat. Când există, regimul liber amortizat este caracterizat prin  constantele de timp  definite ca 
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Soluţia particulară a sistemului neomogen, soluţia de regim forţat, este însă complet determinată de forma variaţiei în timp a funcţiilor caracteristice surselor – tensiuni electromotoare  ek(t)  şi curenţi generaţi  ak(t) . 


Din punctul de vedere al comportării circuitului, se poate vorbi despre o soluţie de regim permanent atunci când soluţia completă tinde, pentru  t ( ( , către o funcţie constantă sau cu variaţie periodică în timp. O asemenea situaţie are loc atunci când soluţia de regim liber este amortizată iar funcţiile din membrul drept, caracteristice surselor din circuit, sunt de tip exponenţial – soluţia de regim permanent este în acest caz chiar soluţia de regim forţat. 


Soluţia de regim tranzitoriu este, în circuitele cu regim liber amortizat, diferenţa dintre soluţia totală şi cea de regim permanent, reprezentând variaţia mărimilor din circuit de la valorile lor iniţiale către cele de regim permanent. Teoretic de o durată infinită, regimul tranzitoriu al unui circuit poate fi considerat încheiat după un interval de timp 
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11.3.  Calculul operaţional al circuitelor lineare în regim variabil 

1. Calculul operaţional al circuitelor în regim variabil, bazat pe folosirea trans-formării Laplace, urmăreşte o procedură asemănătoare celei folosite în studiul circuitelor de curent alternativ cu ajutorul reprezentării în complex. Circuitul este studiat nu prin rezolvarea directă a sistemului de ecuaţii diferenţiale care descriu comportarea sa, ci într-un mod mai ocolit: Mărimilor variabile în timp din circuit le sunt asociate transformatele Laplace, cărora le corespunde un circuit operaţional echivalent, descris de forma operaţională a teoremelor lui Kirchhoff. Rezolvarea ecuaţiilor circuitului operaţional echivalent permite determinarea transformatelor Laplace ale mărimilor necunoscute în termenii transformatelor Laplace ale mărimilor date, după care, prin transformarea Laplace inversă, este determinată variaţia în timp a mărimilor necunoscute. Este atunci necesar să fie prezentate mai întâi, pe scurt, transformările Laplace directă şi inversă, care stau la baza aplicării unei asemenea proceduri, iar apoi să fie studiată transpunerea teoremelor lui Kirchhoff în forma corespunzătoare operării cu asemenea transformări. 


Transformarea Laplace directă este aplicabilă funcţiilor de timp  f : [0,() ( R , numite funcţii original, care satisfac condiţiile: (1) sunt nule înainte de  t = 0 , (2) sunt netede pe porţiuni pe domeniul de definiţie, adică sunt mărginite, cu număr finit de discontinuităţi finite şi admiţând un număr finit de intervale de monotonie pe domeniul de definiţie; (3) au o creştere exponenţială, adică există constantele  M > 0 , (0  şi  t0 > 0  astfel încât  
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Transformata (imaginea) Laplace directă a unei asemenea funcţii original este funcţia complexă de variabilă complexă  s  definită prin 
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Invers, fiind dată o imagine Laplace, transformata Laplace inversă a sa – funcţie original de tipul celor discutate – poate fi calculată cu formula Mellin–Fourier, 
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unde integrarea în planul complex se face pe dreapta  (+j(  , ( ( (0 , ( ( (–(,+()  paralelă cu axa imaginară. În cele ce urmează va fi folosită notaţia cu litere drepte pentru funcţiile şi variabilele complexe (de exemplu,  F , s ( C)  şi cu litere înclinate (cursive) pentru funcţiile şi variabilele reale (de exemplu,   f , t ( R) . 


2. O serie de proprietăţi ale transformatei Laplace sunt importante în studiul circuitelor electrice. 

   (1)  Transformata Laplace este, în virtutea definiţiei, lineară, 


L{a(f(t) + b(g(t)} = a(L{f(t)} + b(L{g(t)}   . 

   (2)  Transformata Laplace a derivatei unei funcţii original este 
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Într-adevăr, folosind integrarea prin părţi şi ţinând seama de creşterea exponenţială a funcţiei original pentru limita la  (  a primului termen de mai jos, se calculează imediat, 
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în particular, 
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    ,    dacă   f(0) = 0   . 

   (3)  Transformata Laplace a integralei unei funcţii original este 
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Într-adevăr, notând  
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 , atunci  g(0) = 0  şi  f(t) = g'(t) . astfel încât, aplicând proprietatea anterioară privind derivarea, se obţine 
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şi rezultă afirmaţia de mai sus. 


Transformata Laplace a unei funcţii de argument retardat, nulă pentru valori negative ale argumentului, este 
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aşa cum rezultă din calculul direct, 
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Transformata Laplace a produsului unei funcţii original cu o funcţie exponenţială determină modificarea aditivă a argumentului (complex al) imaginii Laplace, 
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după cum este confirmat imediat prin calcul direct, 



[image: image71.wmf](

)

{

}

(

)

(

)

(

)

a

s

F

0

a

s

a

+

=

=

ò

¥

-

+

-

-

dt

e

t

f

e

t

f

t

t

L

   . 


Transformata Laplace a unei funcţii original în care variabila temporală este scalată printr-un factor de scală real  a  este 
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aşa cum rezultă din calculul direct, 
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Sunt de asemenea valabile  teoremele valorilor limită, 
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precum şi  teorema convoluţiei (Borel), 
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foarte importantă în aplicaţiile privind studiul semnalelor şi sistemelor (circuitelor). 


3. Câteva  exemple  ilustrative importante de transformate Laplace ale unor funcţii uzuale sunt prezentate mai jos. 


Transformata Laplace a unei funcţii constante pentru  t > 0  (adică, de fapt, a unei funcţii–treaptă) este 
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cu cazurile particulare 
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Ţinând seama de proprietatea de filtrare a funcţiei impuls unitate (Dirac), transformata Laplace a sa este 
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Transformata Laplace a funcţiei exponenţiale cu suport pe semiaxa pozitivă este 
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de aici, fie prin calcul direct, fie aplicând proprietatea de linearitate a transformării Laplace, se obţin transformatele Laplace ale funcţiilor armonice cu suport pe semiaxa pozitivă, 
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4. O chestiune importantă în operarea cu transformate Laplace este revenirea de la imagini Laplace la funcţiile original ce le corespund – aceasta este rezolvată, în multe situaţii de interes ingineresc, prin aşa numitele formule de inversiune. 


Se poate arăta uşor că, în cazul circuitelor lineare cu parametri concentraţi, sub acţiunea unor surse cu variaţie în timp de tip exponenţial, imaginile Laplace ale funcţiunilor de timp de interes – curenţi sau tensiuni, sarcini electrice sau fluxuri magnetice – sunt  fracţii raţionale, adică rapoarte de polinoame în variabila complexă  s . Într-o asemenea situaţie imaginea Laplace poate fi adusă la forma 
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Aplicând în mod repetat funcţiei impuls unitate (Dirac) teorema derivării, transformatele Laplace inverse ale puterilor întregi pozitive ale variabilei complexe  s  rezultă a fi derivatele succesive ale funcţiei Dirac, 
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astfel încât poate fi obţinută funcţia original  
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 . Presupunând acum dezvoltată în fracţii simple partea fracţionară a imaginii Laplace  F(s) , aplicarea repetată a teoremei integrării asupra funcţiei treaptă–unitate (Heaviside) dă 
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iar exemplele anterioare furnizează formulele simple 
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Pe baza acestor rezultate, teoremele de inversiune ale lui Heaviside permit calculul orginalelor corespunzătoare unor imagini Laplace de forma unor fracţii raţionale în variabila complexă  s , având gradul numitorului mai mare decât al numărătorului. Evitând discutarea unor cazuri mai complicate, sunt prezentate aici doar cazurile în care numitorul are rădăcini simple (fracţia raţională are poli simpli). Dacă polii simpli sunt nenuli, atunci 



[image: image87.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

   

  

   

   

   

    

    

'

   

D

grd

,...,

2

,

1

,

0

,

0

s

D

,

s

D

s

N

s

D

s

N

1

s

1

=

=

¹

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

=

þ

ý

ü

î

í

ì

å

=

-

n

k

s

t

e

k

k

n

k

t

k

k

k

g

L

   , 

iar dacă există un pol nenul  s0 = 0 , atunci 
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Există şi forme mai complete ale teoremelor de inversiune ale lui Heaviside, acoperind cazul unor poli multipli, dar formularea şi aplicarea acestora este mult mai greoaie. 


5. Calculul operaţional al circuitelor lineare, adică determinarea regimului variabil al acestora folosind transformarea Laplace urmează procedura expusă la începutul prezentei secţiuni, asemănătoare calculului în complex al circuitelor de curent alternativ. Pentru definitivarea acestei proceduri mai rămâne de clarificat doar  forma operaţională a teoremelor lui Kirchhoff, pentru scrierea directă în operaţional a ecuaţiilor care leagă imaginile Laplace ale datelor şi necunoscutelor problemei. 


Notând imaginile Laplace ale funcţiunilor de timp de interes prin 
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aplicarea teoremei linearităţii permite să se obţină imediat formele operaţionale ale celor două teoreme ale lui Kirchhoff 
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şi forma operaţională a teoremei lui Joubert, 
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În ultima relaţie rămân de explicitat legăturile între imaginile Laplace ale tensiunilor la bornele elementelor pasive şi imaginile Laplace ale curenţilor prin acestea, ceea ce se obţine prin aplicarea teoremelor linearităţii, derivării şi integrării, 
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pentru rezistorul ideal, 
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pentru condensatorul ideal cu tensiunea iniţială  uCk(0) , şi 
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pentru bobina ideală (dintr-un sistem de bobine cuplate) cu fluxul iniţial  (Lk(0) . În rezultatele obţinute privind elementele reactive pot fi identificaţi termenii   uCk(0)/s  şi  (Lk(0)  – de forma unor tensiuni operaţionale – ce corespund condiţiilor iniţiale referitoare la elementul ideal considerat. 


Înlocuirea tensiunii operaţionale la bornele elementelor ideale dintr-o latură în forma operaţională a teoremei lui Joubert duce la 
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care poate fi rescrisă ca 
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ceea ce pune în evidenţă manifestarea condiţiilor iniţiale referitoare la elementele reactive prin surse (tensiuni electromotoare) echivalente. Apoi, folosirea formei operaţionale a teoremei lui Joubert în forma operatională concisă a teoremei a doua a lui Kirchhoff dă 
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cea ce constituie forma operaţională explicită a teoremei a doua a lui Kirchhoff. 


Folosind notaţiile 
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pentru impedanţele operaţionale proprii şi mutuale (de cuplaj) ale laturilor, forma operaţională a teoremei a doua a lui Kirchhoff poate fi rescrisă sub formele echivalente 
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Această scriere, împreună cu expresiile impedanţelor operaţionale date mai sus, permite să se observe, în membrul stâng, o analogie perfectă între impedanţele operaţionale şi impedanţele complexe corespunzătoare deduse pentru circuitele complexe de curent alternativ: simpla corespondenţă 


s   (   j(  

permite trecerea de la impedanţa operaţională la cea complexă sau invers. Pe de altă parte, însă, examinarea membrului drept arată şi o deosebire esenţială între ecuaţiile operaţionale şi cele complexe în aceea că, în cazul circuitului operaţional este strict necesar să se ia în considerare condiţiile iniţiale referitoare la elementele reactive. 


Se poate afirma atunci că, în general, toate teoremele şi rezultatele deduse pentru circuitele complexe de curent alternativ pot fi extinse şi la circuitele operaţionale, cu remarca necesităţii introducerii în circuitul operaţional a surselor (tensiunilor electromotoare) echivalente condiţiilor iniţiale referitoare la elementele reactive. 

            marimi  instantanee      (      relatii  (integro-diferentiale)      (      marimi  instantanee 

                          date                                       intre  marimile  instantanee                            necunoscute 

                              (                                                                 (      (                                                                  ( 

              imagini  laplace           (                   relatii  algebrice                    (          imagini  laplace 

                  cunoscute                                   intre  imaginile  laplace                                necunoscute 

      (imaginile  laplace  ale  

                                                                    ecuatiilor  integro-diferentiale) 






 Fig. 11.7. 


6.  Metoda transformatei Laplace  (a calculului operaţional, sau a analizei în domeniul complex) pentru rezolvarea circuitelor lineare în regim variabil presupune aplicarea următoarei proceduri (fig. 11.7): 


1(. Circuitului dat (în termeni de mărimi instantanee, variabile în timp) în condiţii de unicitate corect formulate, i se asociază circuitul operaţional echivalent, cu aceeaşi structură, obţinut conform următoarelor reguli de corespondenţă (fig. 11.8) : 

   (i)  Fiecărui element pasiv i se asociază un element operaţional care include impedanţa sa operaţională, în mod necesar înseriată cu generatorul ideal de tensiune operaţională echivalent condiţiei iniţiale atunci când această condiţie este nenulă, 
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(ii)  Fiecărui generator instantaneu dat i se asociază un generator operaţional cu mărimea caracteristică operaţională reprezentată de transformata Laplace a mărimii caracteristice instantanee, 
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şi fiecărei mărimi instantanee i se asociază imaginea sa Laplace,
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      Fig. 11.8.


2(. Circuitul operaţional este studiat direct în operaţional folosind forma operaţională a teoremelor lui Kirchhoff; ca rezultat este obţinută imaginea Laplace a funcţiunilor de timp necunoscute. 


3(.  Variaţia în timp a mărimilor necunoscute este obţinută, în fine, prin aplicarea formulelor de inversiune imaginilor Laplace ale funcţiunilor necunoscute determinate anterior. 


6. O aplicaţie importantă a calculului operaţional este metoda răspunsului tranzitoriu repetat pentru regimul periodic permanent al circuitelor lineare, adică pentru studiul circuitelor lineare funcţionând periodic, sub acţiunea unor excitaţii (surse şi condiţii la borne) periodice, toate de aceeaşi perioadă  T . 


Ţinând seama de periodicitatea regimului de funcţionare, studiul unui asemenea regim poate fi restrâns la un interval de o perioadă,  t ( [0 , T) , sub acţiunea excitaţiilor restricţionate la acelaşi interval şi sub acţiunea unor pseudo–condiţii iniţiale, necunoscute la demararea calculului, care să ţină seama de desfăşurarea proceselor din circuit până în momentul  t = 0– . 


Este construit circuitul operaţional echivalent, în care pentru fiecare element reactiv este introdus câte un generator ideal de tensiune operaţională echivalent pseudo–condiţiei iniţiale,  uCk(0–)  şi  iLj(0–)  , pentru început necunoscute. Este apoi studiat circuitul operaţional, obţinând variaţia în timp a tuturor mărimilor de interes din circuit, inclusiv a tensiunilor la bornele condensatoarelor şi a curenţilor prin bobine – acestea din urmă având forma 


uCk = uCk(t, uC1(0–),…, uCn(0–), iL1(0–),…, iLm(0–))   , 


iLj = iLj(t, uC1(0–),…, uCn(0–), iL1(0–),…, iLm(0–))   , 

dependentă şi de pseudo–condiţiile iniţiale. 


În fine, pseudo–condiţiile iniţiale sunt determinate din chiar condiţia de periodicitate scrisă pentru fiecare element reactiv, adică din sistemul de ecuaţii 


uCk(T–, uC1(0–),…, uCn(0–), iL1(0–),…, iLm(0–)) = uCk (0–)    ,    k = 1,2,…,n   , 


iLj(T–, uC1(0–),…, uCn(0–), iL1(0–),…, iLm(0–)) = iLj (0–)    ,    j – 1,2,…,m   . 

Înlocuirea valorilor astfel determinate pentru pseudo–condiţiile iniţiale în expresiile determinate pentru funcţiile de timp de interes precizează pe deplin soluţia regimului variabil în intervalul  t ( [0 , T)  şi, prin periodicitate, pentru orice  t ( R . 


11.4.  Studiul  circuitelor  lineare  în  domeniul  timp 

Studiul unui circuit linear în domeniul timp este bazat pe caracterizarea acestuia prin răspunsul său la excitaţii standard simple şi folosirea unor relaţii integrale de tipul integralelor de convoluţie pentru determinarea răspunsului circuitului la o excitaţie oarecare. 


Fie considerat un circuit linear pasiv, în condiţii iniţiale nule, căruia i se aplică, începând din momentul  t = 0 , într-un nod (o bornă) sau într-o latură, o singură excitaţie  x(t) – curent sau tensiune – funcţie netedă pe porţiuni, şi pentru care este căutat un singur răspuns y(t) – curentul într-o latură sau tensiunea dintre două puncte ale circuitului. 


1. O primă abordare porneşte de la studiul răspunsului  y(t)  al circuitului linear la o excitaţie standard  x(t) = ((t)  de forma unei funcţii treaptă unitate (Heaviside), 
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Acest răspuns specific, notat aici  g(t) , este numit  funcţie de răspuns tranzitoriu  (la treaptă unitate) sau  funcţie indicială  şi caracterizează complet comportarea circuitului în raport cu punctele de excitaţie şi răspuns considerate (fig. 11.9). În virtutea comportării lineare şi invariante în timp a circuitului, rezultă imediat că amplificarea de  A  ori, sau retardarea cu o întârziere  (  a excitaţiei, determină aceeaşi amplificare sau retardare a răspunsului, 


x(t) = A(((t–()   (   y(t) = A(g(t–()   , 

aşa cum este ilustrat în fig. 11.10. 
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     Fig. 11.9. 
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    Fig. 11.10. 


Un al doilea punct de plecare îl constituie reprezentarea unei excitaţii oarecare  x(t) , nulă pentru  t < 0  şi continuă pentru  t > 0 , ca superpoziţie a unor excitaţii elementare în formă de treaptă. Într-adevăr, variaţia în timp a funcţiei  x(t)  poate fi aproximată printr-o succesiune de trepte elementare, aplicate succesiv în momentele  t0 = 0 , t1 , t2 , … , şi având amplitudinile elementare respectiv  (x0 = x(0+) , (x1 , (x2 , … , ca în fig. 11.11. Observând că amplitudinea elementară a unei trepte  (xk  este aproximată, în conformitate cu teorema creşterilor finite, prin  (xk ( (tkx'(tk–(k) , unde  (tk = tk–tk–1  şi  (k ( (0 , (tk) , se poate scrie 
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    Fig. 11.11. 
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Pentru mărirea preciziei descrierii funcţiei  x(t)  intervalele  (tk  sunt micşorate către zero, mărind corespunzător numărul lor; atunci, în condiţii de regularitate suficient de largi pentru funcţia  x(t) , suma precedentă tinde către o integrală în care variabilele  tk  şi argumentul  tk–(k ( tk  trec în variabila de integrare  ( , iar creşterea elementară  (tk  trece în diferenţiala  d( . Este astfel obţinută o exprimare a unei excitaţii  x(t)  oarecare în termenii excitaţiei standard  ((t) , 
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În fine, ţinând seama acum de cele două rezultate anterioare, deoarece o excitaţie  x(0+)((t)  determină un răspuns x(0+)g(t)  iar o excitaţie  x'(()d(((t–()  determină un răspuns  x'(()d(g(t–() , apelând din nou la superpoziţie se obţine că răspunsul  y(t)  este obţinut prin însumarea (integrarea) răspunsurilor elementare de forma arătată, adică 
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Expresia obţinută mai sus mai este numită integrala Duhamel; ea poate fi rescrisă, folosind integrarea prin părţi, sub forma 
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sau, folosind o schimbare de variabilă în cele două exprimări anterioare, sub formele echivalente 
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2.  Metoda răspunsului indicial (a analizei în domeniul timp) pentru studiul unui circuit linear cu condiţii iniţiale nule constă, astfel, în parcurgerea următoarelor etape: (i) calcularea sau măsurarea funcţiei indiciale a circuitului (în raport cu punctele de excitaţie şi răspuns dorite), ca răspuns la o excitaţie de tip treaptă unitate (Heaviside); (ii) folosirea integralei Duhamel pentru calculul răspunsului circuitului la o excitaţie oarecare  x(t) . 


Referitor la această metodă sunt de făcut câteva observaţii importante:
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   Fig. 11.12.


1(. Dacă excitaţia  x(t) , t > 0 , este numai netedă pe porţiuni, adică are un număr finit de discontinuităţi finite, în momente  t0 = 0 , tm > 0  (m = 1,2,…) , de amplitudini  (x0 = x(0+) , (xm = x(tm+)–x(tm–) , ca în fig. 11.12, atunci aceste salturi sunt luate în considerare în exprimarea excitaţiei în mod asemănător considerării saltului iniţial în momentul  t = 0 . Excitaţia este atunci reprezentată ca 
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iar răspunsul corespunzător este dat de formula 
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2(. În cazul în care sunt aplicate concomitent mai multe excitaţii  xn(t) , n = 1,2,…,N ,  în puncte diferite ale circuitului, răspunsul  y(t)  rezultat în punctul de interes este obţinut tot pe baza teoremei superpoziţiei. Fie  gn(t)  funcţia indicială a circuitului caracterizând răspunsul acestuia (în punctul de interes) la aplicarea excitaţiei standard  xn(t) = ((t) ; răspunsul complet este suma (superpoziţia) unor asemenea răspunsuri individuale ca mai sus, 
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3(. Observaţia anterioară permite extinderea analizei în domeniul timp (a metodei răspunsului tranzitoriu) şi la circuite cu condiţii iniţiale nenule: pentru aceasta este suficient să se reprezinte condiţiile iniţiale nenule prin surse echivalente acestor condiţii iniţiale (de preferinţă acelea exprimate în termenii funcţiei Heaviside), deci ca excitaţii suplimentare corespunzătoare condiţiilor iniţiale. 


3. O a doua abordare similară celei expuse mai sus porneşte de la studiul răspunsului  y(t)  al circuitului linear la o excitaţie standard  x(t) = ((t)  de forma unei funcţii impuls unitate (Dirac), 
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      Fig. 11.13. 
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   Fig. 11.14. 


Acest răspuns specific, notat  h(t) , este numit răspuns tranzitoriu la impuls unitate sau  funcţie pondere  şi caracterizează complet comportarea circuitului în raport cu punctele de excitaţie şi răspuns considerate (fig. 11.13). În virtutea comportării lineare şi invariante în timp a circuitului, amplificarea de  A  ori, sau retardarea cu o întârziere  (  a excitaţiei  determină aceeaşi amplificare sau retardare a răspunsului, astfel încât 


x(t) = A(((t–()   (   y(t) = A(h(t–()   , 

aşa cum este ilustrat în fig. 11.14. 


O remarcă foarte importantă este aceea că există o legătură imediată între funcţia indicială (răspunsul circuitului la o excitaţie treaptă unitate) şi funcţia pondere (răspunsul circuitului la o excitaţie impuls unitate). Într-adevăr, funcţia impuls unitate (Dirac) este definită ca limită a unei funcţii impuls cu suport finit şi arie unitate, atunci când extensia suportului tinde către zero, 
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Ori răspunsul circuitului la funcţia impuls de arie unitate cu suport finit este, conform celor discutate anterior, 
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astfel încât, trecând la limită, 
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Se deduce, astfel, că funcţia pondere este derivata funcţiei indiciale, 
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  Fig. 11.15. 


Al doilea punct de plecare îl constituie reprezentarea unei excitaţii oarecare  x(t) , nulă pentru  t < 0  şi netedă pe porţiuni pentru  t > 0  (fig. 11.15), ca superpoziţie a unor excitaţii elementare în formă de impuls cu support finit. Într-adevăr, variaţia în timp a funcţiei  x(t)  poate fi aproximată ca o succesiune de trepte elementare de valoare constantă şi durată finită, aplicate succesiv între perechi de momente succesive,  t0 = 0  şi  t1 , t1 şi t2 , … , şi având amplitudinile respectiv  x(t0+(0) , x(t1+(1) , … , egale cu valoarea excitaţiei  x(t)  într-un punct  tk+(k ( [tk , tk+1] , 


x(t) ( x(tk + (k) [((t – tk) – ((t – tk+1)]    ,    t ( [tk , tk+1)   , 

Funcţia   [((t – tk) – ((t – tk+1)]  are suportul  [tk , tk+1) , astfel încât excitaţia poate fi aproximată, pentru orice moment  t > 0 , prin însumarea unor asemenea contribuţii cu suporturi disjuncte, 
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Mai sus s-a ţinut seama de modalitatea de definire a funcţiei impuls unitate (Dirac) drept limită a funcţiei impuls cu suport finit şi arie unitate atunci când extensia suportului tinde către zero, 
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Pentru mărirea preciziei descrierii funcţiei  x(t)  intervalele  (tk = tk+1–tk  sunt micşorate către zero, mărind corespunzător numărul lor; în condiţii de regularitate suficient de largi pentru funcţia  x(t) , suma precedentă tinde către o integrală în care variabilele  tk  şi  tk+(k ( tk  trec în variabila de integrare  ( , iar creşterea elementară  (tk  trece în diferenţiala  d( . Ţinând seama şi de definirea a funcţiei impuls unitate (Dirac) prin trecere la limită, exprimarea unei excitaţii  x(t)  oarecare în termenii excitaţiei standard  ((t)  rezultă a fi 
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În fine, ţinând seama de cele două rezultate preliminare, deoarece o excitaţie x(()d(((t–()  determină un răspuns  (()d(h(t–() , prin superpoziţie se obţine că răspunsul  y(t)  este obţinut prin însumarea (integrarea) răspunsurilor elementare de forma arătată, adică 
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Expresia obţinută este numită integrală (produs) de convoluţie; folosind o schimbare de variabilă, ea poate fi rescrisă şi sub forma
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sau, într-o notaţie curent folosită,


y(t) = x*( = (*x   .


4. Metoda răspunsului tranzitoriu (a analizei în domeniul timp) pentru studiul unui circuit linear invariant în timp cu condiţii iniţiale nule constă, şi în această a doua variantă, în parcurgerea a două etape: (i) calcularea sau măsurarea funcţiei pondere a circuitului (în raport cu punctele de excitaţie şi răspuns dorite) ca răspuns la o excitaţie de tip impuls unitate (Dirac); (ii) folosirea integralei (produsului) de convoluţie pentru calculul răspunsului circuitului la o excitaţie oarecare  x(t) . 


Referitor la această metodă sunt de făcut câteva observaţii importante: 


1(. Formula de calcul al răspunsului tranzitoriu al unui circuit linear, invariant în timp, cu condiţii iniţiale nule, la o excitaţie oarecare  x(t)  prin integrala (produsul) de convoluţie poate fi extinsă imediat la intervalul  t ( R , 
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în condiţiile în care  x(t)  şi  h(t)  sunt de pătrat integrabil pe  R , observând că momentul iniţial poate fi ales oriunde pe  R . 


2(. În cazul în care sunt aplicate concomitent mai multe excitaţii  xn(t) , n = 1,2,…,N ,  în puncte diferite ale circuitului, răspunsul  y(t)  rezultat în punctul de interes este obţinut tot pe baza teoremei superpoziţiei. Fie  hn(t)  funcţia pondere a circuitului caracterizând răspunsul acestuia (în punctul de interes) la aplicarea excitaţiei standard  xn(t) = ((t) ; răspunsul complet este suma (superpoziţia) unor asemenea răspunsuri individuale ca mai sus, 
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3(. Observaţia anterioară permite extinderea analizei în domeniul timp (a metodei răspunsului tranzitoriu) şi la circuite cu condiţii iniţiale nenule: pentru aceasta condiţiile iniţiale nenule sunt reprezentate prin sursele echivalente acestor condiţii iniţiale (de preferinţă acelea exprimate în termenii funcţiei Dirac), deci ca excitaţii suplimentare corespunzătoare condiţiilor iniţiale. 


11.5.  Studiul  circuitelor  lineare  în  domeniul  frecvenţă 

Regimul variabil al circuitelor lineare în condiţii iniţiale nule, sub acţiunea unor excitaţii (determinate de surse sau condiţii la borne) în general nenule pentru  t < 0  poate fi abordat şi folosind transformarea Fourier – o extindere, pentru funcţii neperiodice, a dezvoltării în serie Fourier trigonometrice folosite în studiul regimului periodic. Transformarea Fourier este introdusă aici, chiar mai puţin riguros, pornind de la dezvoltarea în serie Fourier trigonometrică a unei funcţii de timp periodice. În acest scop, dezvoltarea în serie este reformulată, mai întâi, într-o formă simetrică, apoi în formă complexă. 


1. O funcţie periodică, de perioadă  T , netedă pe porţiuni pe acest interval, admite exprimarea ca dezvoltare în serie Fourier trigonometrică, 
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unde coeficienţii sunt calculaţi conform relaţiilor 
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Valoarea  k = 0  a indicelui coeficienţilor corespunde componentei medii (continue), de frecvenţă nulă:  a0  pentru termenul în  cos(0(t) = 1  şi valoarea nulă  b0 = 0  pentru un termen virtual în  sin(0(t) = 0 . 


Coeficienţii dezvoltării prezintă anumite proprietăţi de paritate în raport cu indicele  k  (deci în raport cu frecvenţa unghiulară  k() , 
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Separând dezvoltarea originală în serie Fourier trigonometrică în jumătăţi egale, apoi folosind proprietăţile de paritate ale coeficienţilor, iar în final renotând  –k  prin  k  şi însumând, astfel, nu între  1  şi  (  ci între  –(  şi  –1 , această dezvoltare în serie poate fi scrisă succesiv, ca 
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Este astfel obţinută dezvoltarea funcţiei periodice  f(t)  în serie Fourier trigonometrică simetrică, 
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unde coeficienţii au exprimările cunoscute. 


2.  Folosind acum formulele lui Euler, dezvoltarea în serie obţinută mai sus este prelucrată în termenii unor exponenţiale de exponent complex; aplicând artificii similare celor folosite anterior, rezultă succesiv 
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În dezvoltarea de mai sus coeficienţii dezvoltării sunt substituiţi prin exprimările lor explicite; aplicarea formulelor lui Euler dă 
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care corespunde exprimării implicite a unei funcţii periodice  f(t)  de perioadă  T , netedă pe porţiuni pe această perioadă, sub forma 
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Această exprimare pune în evidenţă dezvoltarea în serie Fourier complexă a funcţiei periodice  f(t)  de perioadă  T , netedă pe porţiuni pe această perioadă, 
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ai cărei coeficienţi complecşi sunt obţinuţi conform relaţiei 
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Se observă imediat simetria conjugată a coeficienţilor dezvoltării în raport cu indicele lor, 
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3.  Un raţionament mai mult calitativ, dar cu rezultat corect, permite extinderea dezvoltării în serie Fourier complexă a unei funcţii periodice la o abordare similară a unei funcţii neperiodice, definită deci pe intervalul  (–( , +() . O funcţie  f : R ( R , netedă pe porţiuni (cu un număr finit sau cel mult numărabil de discontinuităţi finite şi admiţând un număr finit sau cel mult numărabil de intervale de monotonie pe domeniul de definiţie) şi de pătrat integrabil pe domeniul de definiţie, admite o transformată Fourier care va fi introdusă mai jos. 


Fie pentru început considerată funcţia  fT – repetarea prin periodicitate, ca în fig. 11.16, a restricţiei  
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  a funcţiei  f  la intervalul finit  [–T/2 , T/2] ; este evident că funcţia originală poate fi regăsită, măcar formal, prin trecere la limită 
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Funcţia periodică  fT  poate fi dezvoltată în serie Fourier complexă, în care pot fi introduse şi expresiile coeficienţilor, ajungând la 
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 Fig. 11.16. 

Deoarece interesează situaţia în care domeniul de definiţie este infinit, adică  T ( ( , în integrala de mai sus frecvenţa  
[image: image174.wmf]0

2

1

®

=

p

w

T

 se poate pune sub forma  
[image: image175.wmf]p

w

D

2

1

=

T

 ; corespunzător, deoarece  k  poate lua orice valoare până la ( , k(  se poate pune sub forma  k(( = (k . În suma astfel obţinută, 
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se trece la limită, pentru  T ( ( : variaţia elementară  ((  trece în diferenţiala  d( , variabila discretă  (k  devine simplu variabila continuă  ( , iar sumarea trece în integrala cu aceleaşi limite. Se obţine astfel o exprimare implicită a funcţiei  f(t) , 
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care permite introducerea transformatelor Fourier directă şi inversă. 


Unei funcţii  f : R ( R , netedă pe porţiuni şi de pătrat integrabil îi corespunde transformata Fourier (directă) 
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invers, funcţiei complexe de variabilă complexă  F(j()  cu modul de pătrat integrabil pe  R  (transformată Fourier obţinută printr-o operaţie ca cea de mai sus) îi corespunde transformata Fourier inversă, 
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care reface funcţia originală. 


4. Perechea de transformări Fourier, directă şi inversă, realizează astfel o corespondenţă biunivocă între mulţimea valorilor reale  f(t)  ale unei funcţii de timp şi mulţimea valorilor complexe  F(j() , numită densitate spectrală a funcţiei  f(t) . Această denumire este justificată prin aceea că integrandul din formula transformării Fourier inverse,  
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  la dezvoltarea în serie Fourier complexă; aceasta înseamnă că  F(j() , raportul coeficientului exponenţialei din acest integrand la intervalul elementar de frecvenţa  d( = d(/2( , poate fi interpretată ca densitate spectrală, adică drept contribuţie infinitezimală la funcţia  f(t)  din partea frecvenţelor cuprinse între  (  şi  (+d( . 


Câteva remarci sunt de făcut asupra transformării Fourier: (1) Transformate Fourier întru totul analoage celei definite aici sunt acelea în care factorul  1/2(  este transferat de la transformata inversă la cea directă, sau este chiar repartizat simetric, câte  
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 , fiecăreia din ele. (2) Pot fi formulate unele condiţii necesare (nu şi suficiente) pentru ca o funcţie netedă pe porţiuni şi de pătrat integrabil pe  R  să admită transformată Fourier: funcţia  f  trebuie să nu fie periodică şi  
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 . (3) Este uşor de văzut că  transformata Fourier (directă) a unei funcţii reale satisface o proprietate de simetrie conjugată analoagă celei a coeficienţilor dezvoltării în serie Fourier complexă a unei funcţii periodice reale, 


f(t) ( R    (    F(–j() = F*(j()   . 

(4) Se poate arăta că există o corespondenţă formală biunivocă între transformata Laplace şi transformata Fourier directă, obţinută prin corespondenţa 


j(   (   s   . 


Pe baza ultimei observaţii, sau prin calcul direct, sunt obţinute câteva proprietăţi importante ale transformatei Fourier, care sunt aici doar enumerate: 


F{a(f(t) + b(g(t)} = a(F{f(t)} + b(F{g(t)}    ,    a , b ( R  . 
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F(j() = F{f(t)}      (      F{f(t–()} = e –j(( F(j()   , 


F(j() = F{f(t)}      (      F[j((+()] = F{e –j(t f(t)}   , 


F(j() = F{f(t)}      (      
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Ultima proprietate (teorema convoluţiei), foarte importantă în studiul răspunsului tranzitoriu al circuitelor lineare, poate fi demonstrată simplu. Folosind transformata Fourier inversă şi teorema retardării pentru funcţia  g(t–() , se calculează 
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rezultă că, invers, 
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5.  Pe baza transformării Fourier poate fi dezvoltată metoda analizei în domeniul frecvenţă (a integralei Fourier) a circuitelor lineare invariante în timp. 


Se presupune că atât excitaţia aplicată  x(t)  cât şi răspunsul  y(t)  al circuitului admit transformate Fourier. Se mai presupune, în plus, că există şi transformata Fourier a funcţiei pondere  h(t)  a circuitului, 



[image: image191.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

   

   

ò

¥

¥

-

-

=

=

dt

e

t

h

t

h

t

w

w

j

j

H

F

   . 

numită  funcţie de transfer a circuitului (în raport cu punctele considerate de aplicare a excitaţiei şi determinare a răspunsului). 


După cum s-a arătat în secţiunea precedentă 11.4, răspunsul circuitului este dat, în general, de integrala (produsul) de convoluţie (în forma sa extinsă, aşa cum s-a remarcat în secţiunea precedentă), 
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Atunci transformata Fourier a răspunsului poate fi calculată simplu ca 
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rezultând totodată şi interpretarea echivalentă a funcţiei de transfer drept raportul transformatelor Fourier ale răspunsului şi excitaţiei, 
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Aceasta înseamnă că funcţia de transfer poate fi obţinută, echivalent, studiind comportarea circuitului complex la o frecvenţă  (  oarecare şi calculând, ca funcţie explicită de frecvenţă, raportul dintre răspuns şi excitaţie. 


Procedura de calcul al regimului variabil al unui circuit linear invariant în timp prin metoda analizei în domeniul frecvenţă constă atunci în parcurgerea următoarelor etape: 

   (i)  Folosind calculul complex al circuitului, este obţinută funcţia de transfer 
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corespunzătoare punctelor de excitaţie şi răspuns; alternativ, funcţia de transfer poate fi obţinută şi ca transformată Fourier (directă) a funcţiei pondere a circuitului 
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   (ii)  Dându-se excitaţia  x(t) , este calculată transformata sa Fourier 
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   (iii)  Este calculată imediat transformata Fourier a răspunsului, 


Y(j() = H(j() X(j()   , 

   (iv)  Prin transformarea Fourier inversă este obţinut răspunsul tranzitoriu  y(t) ,
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Câteva observaţii sunt de formulat asupra metodei analizei în domeniul frecvenţă pentru studiul circuitelor lineare invariante în timp: 


1(. În cazul în care sunt aplicate concomitent mai multe excitaţii  xn(t) , n = 1,2,…,N ,  în puncte diferite ale circuitului, răspunsul  y(t)  rezultat în punctul de interes este obţinut pe baza teoremei superpoziţiei. Fie  Hn(j()  funcţia de transfer a circuitului asociată excitaţiei xn(t) ; răspunsul complet este suma (superpoziţia) unor asemenea răspunsuri individuale, 
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unde 
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2(. Conform observaţiei precedente, analiza în domeniul frecvenţă poate fi extinsă şi la circuite cu condiţii iniţiale nenule, reprezintând condiţiile iniţiale nenule prin sursele echivalente acestor condiţii iniţiale. Deoarece, însă, funcţia treaptă unitate nu satisface condiţiile de integrabilitate necesare calculării transformatei Fourier, trebuie operat cu surse echivalente care să exprime condiţiile iniţiale în termenii funcţiei Dirac.


11.6.  Circuite nelineare în regim variabil cuasistaţionar 

Un circuit electric este nelinear atunci când în el sunt incluse elemente ideale de circuit caracterizate prin ecuaţii constitutive nelineare. După cum s-a mai remarcat, ecuaţiile lui Kirchhoff, care descriu interacţiunile elementelor de circuit, sunt formal lineare. Ele, însă, abordează interacţiunile din circuit fie în termenii curenţilor, fie în termenii tensiunilor. Abia relaţiile dintre curenţii prin şi tensiunile la bornele elementelor de circuit pot introduce nelinearităţi, prin aceea că fac referire la eventuale ecuaţii constitutive nelineare. 


1. Pentru simplificarea expunerii, în cele ce urmează vor fi din nou considerate multipolare numai sistemele de bobine cuplate magnetic şi generatoarele controlate; în rest vor fi considerate rezistoare, condensatoare şi generatoare independente dipolare. Tot în scopul uşurării expunerii, vor fi luate în considerare elemente nelineare pasive de următoarele tipuri: rezistoare ideale controlate în curent, cu caracteristica statică 


uRk = uRk(iRk) = Rk(iRk) iRk   , 

şi rezistoare ideale controlate în tensiune, cu caracteristica statică 


iGk = iGk(uGk) = Gk(uGk)(uGk   , 

condensatoare ideale controlate în tensiune, cu caracteristica statică 


qk = qk(uCk) = Ck(uCk)(uCk 

şi cu ecuaţia de funcţionare 
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bobine ideale controlate în curent, cu caracteristica statică 


(k = (k(iLk) = Lk(iLk)(iLk 

şi ecuaţia de funcţionare 
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şi, în fine, sisteme de bobine ideale controlate în curent, cu setul de caracteristici statice 
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şi setul de ecuaţii de funcţionare 
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În afara generatoarelor independente, cu tensiuni electromotoare  eAk = ek  sau curenţi generaţi  aAk = ak, sunt considerate şi generatoare de tensiune controlate în tensiune sau în curent, cu ecuaţii constitutive 


eUk = ek(uEk)      ,      eIk = ek(iEk)   , 

şi generatoare de curent controlate în tensiune sau în curent, cu ecuaţii constitutive 


aUk = ak(uAk)      ,      aIk = ak(iAk)   , 

unde argumentele reprezintă mărimile de control corespunzătoare. 


În particular, elementele lineare pot fi abordate drept cazuri particulare ale tipurilor nelineare corespunzătoare, ecuatia lor constitutivă fiind, însă, lineară. 


Comportarea unui circuit nelinear cu parametri concentraţi în regim variabil cuasistaţionar este descrisă de ecuaţiile obţinute cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff, rescrise aici folosind paranteze unghiulare care semnifică posibilitatea de alegere între diferitele tipuri de elemente nelineare prezente, evidenţiind separat diferitele tipuri discutate mai sus, 
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Înlocuind în aceste forme explicite ale teoremelor lui Kirchhoff ecuatiile de funcţionale ale elementelor pasive şi active nelineare, sunt obţinute ecuaţiile 
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unde  uSk  este tensiunea la bornele unui generator de curent din latura  k  iar  iSk  este curentul printr-o latură  k  cu generator de tensiune din latura  k . Determinarea stării circuitului constă în determinarea mărimilor de control ale elementelor nelineare (inclusiv ale elementelor lineare) – iRk , uGk , uCk , iLk , uEk , iEk , uAk , iAk – şi a mărimilor necunoscute asociate generatoarele independente – uk , ik – în orice moment din intervalul de interes, de exemplu  t ( [0 , () . În particular, mărimile de control ale generatoarelor controlate sunt fie curenţi prin laturi care conţin unul din celelalte tipuri de elemente sau tensiuni dependente de tensiunile la bornele celorlalte tipuri de elemente, adică nu aduc necunoscute noi în plus. 


Starea circuitului este astfel descrisă de soluţia sistemului de ecuaţii ale lui Kirchhoff de mai sus, un sistem de ecuaţii diferenţiale nelineare neomogene. Rezolvarea unui astfel de sistem (integrarea sa în condiţii iniţiale date) este o problemă foarte dificilă, şi, în afara unor cazuri cu totul particulare, nu există o soluţie analitică explicită. Din acest motiv soluţia ecuaţiilor unui circuit nelinear este căutată prin diferite metode aproximative de rezolvare. 


2. O metodă formal simplă de obţinere a unei soluţii aproximative a sistemului de ecuaţii diferenţiale nelineare ale unui circuit nelinear este metoda aproximării continue lineare pe porţiuni a caracteristicilor statice asociate ecuaţiilor constitutive ale elementelor ideale de circuit. 


Fiecare caracteristică statică a unui element dipolar nelinear sau a unui generator controlat, de forma  ( = ((() , unde  (  este mărimea de control – tensiune sau curent, este aproximată printr-o linie poligonală, reuniune de  J  segmente adiacente de ecuaţii 


( = Mj ( + Nj ,      ( ( [Bj–1 , Bj]    ,    j = 1,2,…,J   , 

care să fie cât mai aproape de caracteristica reală. Similar, fiecare caracteristică din setul de caracteristici statice ale unui element multipolar nelinear de forma  (k = (k(i1 , …, in)  este aproximată printr-un hiperpoliedru într-un spaţiu  (n+1)–dimensional, reuniune de hiperfeţe  n–dimensionale adiacente de ecuaţii 
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care să fie cât mai aproape de caracteristica reală. În limitele fiecărei porţiuni lineare de caracteristică dependenţele algebric–nelineare sunt reduse la succesiuni de dependenţe algebric–lineare, cum ar fi, de exempu, 


uR = Mj iR + Nj    ,    iR ( 
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pentru un rezistor controlat în curent, sau 


eU = Mj uE + Nj    ,    uE ( 
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pentru un generator ideal de tensiune controlat în tensiune. Similar, dependenţele diferenţial–nelineare sunt şi ele reduse la succesiuni de dependenţe diferenţial–lineare, cum ar fi, de exemplu, 
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pentru un condensator nelinear, sau 
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pentru o bobină dintr-un sistem de bobine nelineare cuplate magnetic. Pentru  fiecare domeniu al variabilelor este de rezolvat, astfel, câte un sistem de ecuaţii diferenţiale lineare cu coeficienţi constanţi neomogene, pentru care există algoritmi bine cunoscuţi. 


În ciuda acestor simplificări, metoda este totuşi foarte dificil de aplicat, din cauza complicaţiilor asociate precizării domeniului de valabilitate a fiecărei soluţii în parte şi, mai ales, din cauza dificultăţilor încă şi mai mari legate de asigurarea coaserii variaţiei fiecărei mărimi la trecerea dintr-un domeniu de valabilitate a fiecărei soluţii în cel vecin. Acesta este motivul pentru care sunt preferate metode de rezolvare aproximativă adecvate fiecărui circuit, în funcţie de alcătuirea sa şi, bineînţeles, de posibilităţile de calcul. 


3. O situaţie foarte des întâlnită, mai ales în cazul circuitelor electronice, este aceea în care, într-un circuit nelinear, mărimile electrice şi magnetice au  mici  variaţii  în jurul unor valori medii constante. Mai precis, un asemenea circuit este destinat prelucrării unui semnal; în absenţa semnalului de prelucrat el funcţionează în regim staţionar, în anumite puncte staţionare ale caracteristicilor statice ale elementelor componente, iar în prezenţa semnalului de prelucrat fiecare din mărimile electrice sau magnetice prezintă mici variaţii în jurul punctului staţionar de funcţionare corespunzător. O asemenea comportare este obţinută alimentând circuitul de la două feluri de surse, sau, echivalent, aplicându-i două tipuri de condiţii la borne: surse independente constante în timp, care asigură o stare staţionară de funcţionare numită generic punct static de funcţionare, şi surse independente variabile în timp, cu mărimile caracteristice (tensiune electromotoare sau curent generat) în general de mică amplitudine, reprezentând  semnalul de prelucrat. 


Analiza funcţionării unui circuit nelinear într-o asemenea situaţie este separată în două părţi: (1) analiza de semnal mare, care presupune rezolvarea ecuaţiilor algebrice nelineare de funcţionare a circuitului în regimul staţionar impus de sursele care asigură punctul static de funcţionare; (2) analiza de semnal mic, bazată pe studiul relaţiilor ce se stabilesc între micile componente variabile ale semnalului, impuse de sursele variabile în timp. 


O mărime oarecare  (  din circuit (curent, tensiune, sarcină electrică, flux magnetic) este atunci reprezentată sub forma 


((t) = A + a(t)    ,    (a(t) (<<  (A (   , 

unde  A  este componenta staţionară, corespunzătoare punctului static de funcţionare (deci absenţei surselor de semnal variabil) iar  a  este componenta variabilă de semnal mic, corespunzătoare diferenţei dintre valoarea totală, variabilă în timp, a mărimii şi componenta staţionară (deci exclusiv acţiunii surselor de semnal variabil). În cele ce urmează vor fi notate cu litere mici mărimile variabile în timp (cele totale şi micile componente variabile) şi cu litere mari valorile lor corespunzătoare punctului static de funcţionare. De asemenea, vor fi notate cu indici litere mari componentele totale sau cele de semnal mare şi cu indici litere mici componentele de semnal mic. 


Ecuaţiile circuitului – teoremele lui Kirchhoff – reprezintă relaţiile ce leagă între ele mărimile electromagnetice (totale) din circuit, 
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 , 

Ecuaţiile circuitului în regim staţionar, impus de sursele independente constante în timp (surse de alimentare sau de polarizare) în absenţa surselor de semnal variabil, sunt în fapt aceleaşi ecuaţii, în care, însă, derivatele în raport cu timpul sunt identic nule, 
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Acestea sunt ecuaţiile nelineare algebrice ale analizei de semnal mare, a căror soluţie constituie punctul static de funcţionare al circuitului. În aceste ecuaţii s-a ţinut seama de faptul că, în regim staţionar, orice bobină ideală este echivalentă unui scurtcircuit şi orice condensator ideal este echivalent unei întreruperi, deoarece 
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În particular, totuşi, această soluţie stabileşte valoarea de regim staţionar a fluxului fiecărei bobine şi valoarea de regim staţionar a sarcinii fiecărui condensator, 


(k = (k(IL1 ,…, ILn)      ,      Qk = qk(UCk)   . 


4. Ecuaţiile micilor componente variabile sunt obţinute prin scăderea termen cu termen a ecuaţiilor de regim stationar din cele de regim variabil, 
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Rămân acum să fie analizate  ecuaţiile pentru micile componente variabile, adică dependenţele între aceste mici componente variabile, corespunzătoare ecuaţiilor constitutive ale elementelor de circuit nelineare. În acest scop este folosită dezvoltarea în serie Taylor a fiecărei asemenea funcţii nelineare în jurul valorii staţionare corespunzătoare punctului static de funcţionare, în care componenta variabilă de semnal mic este chiar variaţia mărimii în jurul acestei valori staţionare, şi unde termenii de ordin superior sunt neglijaţi. 


Pentru un rezistor ideal controlat în curent se obţine 
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şi, similar, pentru un rezistor ideal controlat în tensiune, 
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Pentru un condensator ideal se obţine 
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iar pentru o bobină ideală (dintr-un sistem de bobine cuplate) se obţine 
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Se poate observa că, în termenii micilor componente variabile, fiecare element pasiv nelinear este înlocuit prin corespondentul său linear, caracterizat prin  parametri dinamici – rezistenţă sau conductanţă dinamică, capacitate dinamică şi inductanţe dinamice – şi ecuaţii de funcţionare (algebrice sau diferenţiale) lineare. 


Întru totul similar, pentru generatoarele controlate se obţine 
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Şi aici se poate observa că, în termenii micilor componente variabile, fiecare generator controlat nelinear este înlocuit prin corespondentul său linear, caracterizat prin  parametri dinamici – factor de transfer dinamic în tensiune sau curent, ori rezistenţă sau conductanţă dinamică – şi ecuaţii de funcţionare (algebrice) lineare. 


În termenii micilor componente variabile generatoarele independente sunt caracterizate prin chiar mica lor componentă variabilă, 


eek(t) = eEk(t) – EEk      ,      aak(t) = aAk(t) – AAk   . 


În particular, pentru un generator independent de tensiune continuă sau curent continuu, 


eek(t) = EEk      (      eEk(t) ( 0   , 


aak(t) = AAk      (      aAk(t) ( 0   . 

Aceasta înseamnă că, în termenii micilor componente variabile, un generator independent de tensiune constantă este echivalent cu un scurtcircuit iar un generator independent de curent constant este echivalent cu o întrerupere. 


Se ajunge astfel la concluzia că regimul variabil care caracterizează circuitul în termenii micilor componente variabile este descris prin ecuaţii diferenţiale lineare cu coeficienţi constanţi neomogene, 
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Analiza  de  semnal  mic  constă atunci în soluţionarea acestor ecuaţii, obţinute, după cum s-a văzut, prin aşa numita  linearizare a ecuaţiilor circuitului nelinear  în jurul punctului static de funcţionare. 


5.  Soluţiile ecuaţiilor circuitelor lineare în regim variabil cuasistaţionar posedă câteva  caracteristici generale  importante:

      1(. În condiţii foarte largi (inexistenţa secţiunilor sau nodurilor de conductanţă nulă şi a buclelor de rezistenţa nulă) şi cu precizarea condiţiilor de unicitate, soluţia ecuaţiilor circuitelor lineare în regim variabil cuasistaţionar  există  şi  este  unică; 

      2(. Pentru circuitele lineare în regim variabil cuasistaţionar este valabilă superpozitia soluţiilor (regimurilor) impuse de condiţii de unicitate diferite;

      3(. Soluţia de regim forţat impusă de un ansamblu de surse de tip exponenţial (variaţie în timp exponenţială amortizată, armonică, polinomială) este de acelaşi tip exponenţial, iar soluţia de regim liber, impusă de condiţiile iniţiale în absenţa surselor, este de tip exponenţial amortizat în timp. 


În contrast cu cele de mai sus, pentru circuitele nelineare nu pot fi făcute asemenea afirmaţii generale, ci, mai curând, poate fi afirmat că în general enunţurile precedente nu mai sunt valabile.


1(. Există circuite în care, formal (legat mai ales de domeniile de admisibilitate pentru mărimile de stare ale elementelor de circuit), nu există soluţie sau (de exemplu, pentru elemente de circuit cu caracteristică statică neunivocă) soluţia nu este unică. Această afirmaţie a fost deja ilustrată în cazul particular al analizei de semnal mare, corespunzătoare circuitelor de curent continuu. 


În legătură cu aceasta poate fi remarcat că modificarea unuia sau altuia din modelele elementelor nelineare din circuit, prin completarea caracteristicilor statice pentru a reprezenta o aplicaţie între domenii şi codomenii mai extinse, are în general ca efect existenţa soluţiei chiar şi în cazul circuitelor nelineare. În schimb, neunicitatea soluţiei rămâne manifestă în general în prezenţa elementelor de circuit cu caracteristici neunivoce, cu precizarea că prezenţa elementelor disipative şi reactive poate determina  o singură soluţie stabilă  (către care circuitul se îndreaptă dacă i se aplică o perturbaţie oricât de mică, şi în care rămâne ulterior atingerii ei). 


2(. În circuitele nelineare nu este aplicabilă superpoziţia. În particular, şi doar aproximativ, se poate vorbi de o superpoziţie sui generis, dar numai pentru componentele variabile de semnal (foarte) mic, evoluând în jurul unui punct static de funcţionare. 

3(. Într-un circuit nelinear, un ansamblu de surse de tip exponenţial impune, în general, o soluţie de regim forţat conţinând componente suplimentare, diferite de cele ale surselor. 


6. Această ultimă afirmaţie generală poate fi ilustrată printr-o multitudine de aplicaţii de mare interes mai ales în electronică: 

(a)  Multiplicarea frecvenţei înseamnă obţinerea unei soluţii conţinând multipli întregi ai frecvenţei unei excitaţii armonice aplicate circuitului. 


Principiul de funcţionare al unui multiplicator de frecvenţă este bazat pe simplele relaţii trigonometrice de tipul 
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Aplicând un semnal armonic (de exemplu o tensiune sinusoidală  u = A(sin(t) unui rezistor cu caracteristică nelineară polinomială de forma  i = c0+c1u+c2u2+…+cnun , curentul rezultat va fi de forma 


i = A0 + A1cos(t + B1sin(t + A2cos2(t + B2sin2(t +…+ Ancosn(t + Bnsinn(t   . 

Un filtru trece–bandă (un circuit cere permite trecerea unor semnale cu frecvenţa cuprinsă într-un anumit interval) permite atunci selectarea frecvenţei dorite. 


Mai mult, pot fi sintetizate caracteristici cu nelinearităţi adecvate multiplicării frecvenţei. Fie considerat, de exemplu, un rezistor cu caracteristica statică (controlată în tensiune)   i = 3(u – 4(u3  ,  u ( [–1 , 1]  , alimentat de la un generator de tensiune armonică  u = sin(t . Deoarece  sin3x = 3sinx – 4sin3x , rezultă că   i = 3sin(t – 4sin3(t = sin3(t ;  semnalul de curent rezultat conţine numai armonica a treia a frecvenţei fundamentale aplicate. 


(b)  Combinarea frecvenţelor înseamnă obţinerea unor semnale având frecvenţa egală cu o combinaţie lineară cu coeficienţi întregi a frecvenţelor excitaţiilor armonice aplicate. 


Principiul de funcţionare este asemănător celui aplicat în multiplicatoarele de frecvenţă, anume folosirea unor elemente de circuit cu caracteristică polinomial nelineară. Se ţine aici seama de faptul că produsul de funcţii armonice este reprezentabil ca o combinaţie lineară de funcţii armonice de argumente rezultate prin combinarea aditivă a argumentelor funcţiilor înmulţite,  sinx(siny = ½ ([cos(x–y) – cos(x+y)]  ,  cosx (cosy =  ½ ([cos(x–y) + cos(x+y)]  ,  sinx(cosy = ½ ([sin(x–y) + sin(x+y)] . 


Ca exemplu, fie un rezistor cu nelinear cu caracteristica statică  i = u3 , alimentat de la două generatoare ideale de tensiuni armonice  e1 = A(sin(1t , e2 = B(sin(2t   înseriate. Curentul rezultat este atunci  i = (A(sin(1t + B(sin(2t)3 = A3(sin3(1t + 3(A2B(sin2(1t(sin(2t + 3(AB2(sin(1t(sin2(2t + B3(sin3(2t = A3(¼ (3sin(1t – sin3(1t) + 3(A2B( ½ (1–cos2(1t)(sin(2t + 3(AB2( ½ sin(1t((1–cos2(2t) + B3(¼ (3sin(2t – sin3(2t) = (3A3/4 + 3AB2/2)(sin(1t + A3/4(sin3(1t + 3A2B/4(sin(2(1t–(2t) – 3A2B/4(sin(2(1t+(2t) + 3AB2/4(sin(2(2t–(1t) – 3AB2/4(sin(2(2t+(1t) + (3B3/4 + 3A2B/2)(sin(2t + B3/4(sin3(2t . Se observă că semnalul de curent obţinut conţine, pe lângă componentele originale de frecvenţe (unghiulare)  (1  şi  (2 , şi componente de frecvenţele (unghiulare)  3(1  şi  3(2  conform multiplicării frecvenţelor, precum şi  componentele mixte, de frecvenţe (unghiulare) combinate  2(1((2  şi  2(2((1 . 


(c)  Divizarea frecvenţei  înseamnă obţinerea unui semnal având frecvenţa egală cu o fracţiune întreagă din frecvenţa semnalului aplicat circuitului nelinear. 


Ca exemplu, fie considerat un condensator nelinear cu capacitatea dinamică (diferenţială)  
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 , u ( [–1 , 1] . Alimentând acest condensator de la un generator ideal de tensiune armonică  e = sin(t , semnalul de curent rezultat prin condensator este  
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 . S-a obţinut, astfel, un semnal de curent având frecvenţa (unghiulară) egală cu jumătate din frecvenţa (unghiulară) a semnalului de tensiune aplicat. 


(d)  Modificarea formei semnalelor, echivalentă cu introducerea unei infinităţi numărabile de armonice, este realizată prin operaţii de redresare, limitare, etc., în circuite care folosesc elemente de circuit cu caracteristici nelineare. 


(e)  Amplificarea semnalelor înseamnă obţinerea unui semnal de putere mărită la bornele de ieşire ale circuitului amplificator, aproximativ proporţional cu un semnal de putere mică aplicat la bornele de intrare ale circuitului. Procesul de amplificare este susţinut printr-un transfer de putere, de la surse de alimentare (de curent continuu – la amplificatoarele obişnuite, sau periodice de frecvenţă dată – la aşa numitele amplifi-catoare parametrice) către semnalele de prelucrat. 


(f)  Generarea unor semnale periodice, fie armonice, fie de forme impuse (mai ales impulsuri dreptunghiulare sau triunghiulare, cu un conţinut mare de armonici) este, ca mai sus, efectuată prin transferarea puterii de la surse de alimentare date către semnalul periodic furnizat la bornele de ieşire ale circuitului, în absenţa vreunui semnal de intrare. 


(g) Generarea unor semnale haotice, în care nu poate fi regăsită nici o periodicitate, este obţinută prin transferul puterii de la surse de alimentare date către semnalul haotic prezentat la bornele de ieşire ale circuitului care include elemente cu nelinearităţi de anumite tipuri. 


Studiul unor circuite nelineare, ca cele descrise foarte succint mai sus, face obiectul unor discipline de specialitate – mai ales în electronică; aici a fost doar prezentată pe scurt larga varietate de aplicaţii ale circuitelor nelineare, punând în evidenţă  esenţiale deosebiri  faţă de comportarea circuitelor lineare. 
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