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10.  CIRCUITE  ÎN  REGIM  ARMONIC 

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


10.  CIRCUITE  ÎN  REGIM  ARMONIC 


10.1.  Structură  şi  relaţii  fundamentale 


1.  Un circuit electric funcţionează în regim armonic atunci când toate mărimile electromagnetice din circuit au o variaţie armonică în timp (adică o dependenţă sinusoidală sau cosinusoidală de timp), cu aceeaşi frecvenţă, 
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În cele ce urmează, prin variaţie armonică în timp va fi considerată doar o variaţie sinusoidală, deoarece între cele două tipuri de variaţie armonică există o echivalenţă perfectă, bazată pe identitatea  cos( = sin((+(/2) , astfel încât, de exemplu,  
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Regimul armonic al circuitelor electrice este, astfel, un regim variabil în timp, în care însă tipul de variaţie armonică în timp a mărimilor electromagnetice este impus de sursele prezente în circuit sau aplicate pe la borne şi menţinut de o configuraţie adecvată de elemente de circuit lineare. Deoarece variaţia armonică (sinusoidală) în timp constă dintr-o succesiune de alternanţe pozitive şi negative similare, circuitele care funcţionează în regim armonic mai sunt denumite  circuite  de  curent  alternativ. 


Asupra structurii unui circuit de curent alternativ nu este impusă nici o restricţie, afară de aceea, subînţeleasă, a unui regim cuasistaţionar, care este de altfel definitorie pentru elementele ideale de circuit interconectate într-un asemenea circuit. Sunt atunci de luat în consideraţie, în principiu, toate tipurile de elemente ideale de circuit introduse mai sus, în capitolul 7. Totuşi, pentru simplificarea studiului, în cele ce urmează nu se va face referire la elementele de circuit speciale (de transmisiune sau degenerate). 


Trebuie reamintit aici faptul important că, în acord cu definiţia elementului ideal de circuit, fiecare tip de transfer energetic este considerat interior câte unui singur element ideal de circuit. Aceasta înseamnă, în particular, că există acumulare de energie electrică, deci şi sarcinăş electrică, numai în interiorul condensatoarelor şi că există acumulare de energie magnetică, deci şi flux magnetic, numai în interiorul bobinelor. 


Starea unui circuit de curent alternativ este definită de setul de mărimi de stare ce caracterizează starea fiecărui element component. Deoarece tensiunile electromotoare armonice  em(t)  ale generatoarelor ideale de tensiune prezente sunt considerate date, pentru fiecare din acestea trebuie determinată intensitatea curentului electric amonic  im(t)  care îl parcurge. Similar, deoarece curenţii generaţi armonici  an(t)  ai generatoarelor ideale de curent prezente sunt considerate date, pentru fiecare dintre acestea trebuie determinată tensiunea electrică  un(t)  la borne. Pentru fiecare rezistor ideal sunt de determinat intensitatea curentului electric prin şi tensiunea electrică între borne. Totuşi, deoarece ecuaţia de stare a unui rezistor leagă aceste două variabile, rămâne de determinat câte o singură mărime electrică – fie curentul armonic  ik(t) , fie tensiunea armonică  uk(t) – pentru fiecare rezistor din circuit. Similar, pentru un condensator ideal linear, pentru care ecuaţia de stare pune în legătură mărimile de stare sarcină electrică interioară şi tensiune electrică la borne, este suficient să se determine tensiunea electrică armonică la borne  uCk(t) . Mai mult, fiind vorba de un regim armonic în timp, ecuaţia de funcţionare a condensatorului ideal pune în legătură tensiunea la bornele sale şi curentul prin aceste borne, astfel încât, echivalent, pentru determinarea stării unui condensator electric este suficient să se determine curentul electric armonic  iCk(t)  prin borne. În fine, pentru o bobină ideală, pentru care ecuaţia de stare pune în legătură mărimile de stare flux magnetic interior şi curent electric prin borne, este suficient să se determine curentul electric armonic prin borne  iLk(t) . Afirmaţia rămâne valabilă şi în cazul în care bobina considerată face parte dintr-un sistem de bobine ideale cuplate magnetic, deoarece cunoaşterea curenţilor electrici prin fiecare bobină a sistemului permite determinarea fluxului magnetic prin fiecare bobină a sistemului prin intermediul ecuaţiilor lui Maxwell pentru sistemul de bobine cuplate magnetic. 


2. Regimul armonic al circuitelor fiind, în fapt, un regim variabil (cuasistaţionar), ecuaţiile care permit calcularea mărimilor de stare ale unui circuit de curent alternativ sunt în esenţă acelea date de  teoremele lui Kirchhoff pentru circuite în regim variabil. 


Teorema lui Kirchhoff pentru curenţi  este formulată pentru un nod – fie acesta nodul  (a)  ca în fig. 10.1. Fie nodul inclus într-o suprafaţă închisă  ( , care poate fi întotdeauna aleasă astfel încât să nu treacă printre armăturile vreunui condensator, şi fie aplicată legea conservării sarcinii electrice pentru această suprafaţă, 
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În membrul stâng, curentul electric de conducţie total care iese din suprafaţa  (  este, evident, suma algebrică a intensităţilor curenţilor electrici prin laturile care concură în nodul  (a) , 
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în membrul drept, sarcina electrică din interiorul suprafeţei  (  este identic nulă (la ea contribuind doar sarcinile armăturilor eventualelor condensatoare interioare suprafeţei, care se anulează una pe alta), 
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Urmează că 
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suma (algebrică a) intensităţilor curenţilor electrici de conducţie care concură într-un nod este egală cu zero în orice moment. 


Teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni  este formulată pentru o buclă (un ochi) – fie aceasta bucla  (p)  ca în fig. 10.2. Fie  (  un contur trasat de-a lungul liniilor tensiunilor la bornele laturilor buclei, şi fie aplicată legea lui Faraday (a inducţiei electromagnetice) acestui contur, 
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În membrul stâng, tensiunea electromotoare indusă de-a lungul conturului  (  este chiar suma algebrică a tensiunilor la bornele laturilor buclei  (p) , 
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 Fig. 10.1. 




    Fig. 10.2. 

în membrul drept, fluxul magnetic prin suprafaţa bordată de conturul  (  este identic nul (deoarece flux magnetic există numai în interiorul bobinelor, iar suprafaţa  S(  este trasată prin afara acestora), 
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Urmează că 
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suma (algebrică a) tensiunilor electrice la bornele laturilor dintr-o buclă este egală cu zero în orice moment. 


Trebuie observat că, în demonstraţia de mai sus, în locul tensiunilor la bornele laturilor puteau fi considerate tensiunile la bornele elementelor de circuit din laturile unei bucle, cu un rezultat şi o formulare similare. 
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   Fig. 10.3. 


Legătura dintre variabilele care apar în cele două teoreme ale lui Kirchhoff (curenţi şi tensiuni) este oferită de  teorema lui Joubert. Fie considerată o latură  (k)  în alcătuirea cea mai completă (fig. 10.3), unde este presupus  acelaşi sens de referinţă  pentru curentul  ik  din latură, tensiunea  ubk  la bornele laturii, curentul generat  ak , tensiunea electromotoare  ek  şi tensiunile la bornele elementelor de circuit pasive din latură. Şirul de linii ale tensiunilor la bornele elementelor de circuit din latură şi tensiunii la bornele laturii formează o buclă, astfel încât teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni dă 
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unde, în particular, 
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 . Rezultă, imediat, teorema lui Joubert, 
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În particular, teorema lui Joubert pentru  circuite lineare  ia forma 
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unde tensiunea la bornele bobinei devine  
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  în cazul mai simplu când bobina  k  nu face parte dintr-un sistem de bobine cuplate magnetic, iar curentul prin condensatorul  k  şi tensiunea la bornele acesuia sunt legate prin ecuaţia de funcţionare 
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Forma extinsă  a teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni poate fi acum obţinută dacă în forma ei concisă precedentă sunt substituite expresiile tensiunilor la bornele laturilor în acord cu teorema lui Joubert, 
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Transferând tensiunile electromotoare în membrul drept se ajunge la relaţia dorită, 
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În particular, forma extinsă a teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni pentru  circuite lineare  este 
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unde din nou tensiunea la bornele bobinei devine  
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  în cazul mai simplu când bobina  k  nu face parte dintr-un sistem de bobine cuplate magnetic, iar curentul prin condensatorul  k  şi tensiunea la bornele acestuia sunt legate prin ecuaţia de funcţionare 
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3. Pentru circuitele electrice funcţionând în regim variabil rămân valabile – putând fi demonstrate prin analogie – rezultate obţinute mai înainte, în secţiunea 9.1, consacrată studiului circuitelor de curent continuu. Asemenea rezultate sunt doar reamintite mai jos. 


Numărul  B  de bucle fundamentale într-un circuit izolat conex cu  N  noduri şi  L  laturi este dat de teorema lui Euler: 
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Numărul de ecuaţii independente date de teoremele lui Kirchhoff pentru un circuit izolat conex funcţionând în regim variabil este 
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pentru  L  mărimi necunoscute, care sunt tensiunile electrice la bornele generatoarelor de curent sau condensatoarelor şi curenţii electrici prin laturile fără generator de curent şi făra condensator. 


În cazul unui circuit izolat neconex, constând din  R  subreţele fără legături conductive, care interacţionează fie prin intermediul generatoarelor controlate fie prin cuplaj magnetic, teorema lui Kirchhoff pentru curenţi furnizează   N–R   ecuaţii independente iar teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni furnizează   L–N+R   ecuaţii independente, astfel încât pentru un asemenea circuit pot fi formulate tot   E = L   ecuaţii independente pentru a determina   L   mărimi necunoscute, ca mai sus. 
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  Fig. 10.4. 


În cazul unui  circuit neizolat  funcţionând în regim variabil rămâne valabilă teorema de echivalenţă a condiţiilor la borne: un circuit neizolat este echivalent cu un circuit izolat în care fiecare bornă este conectată la un nod suplimentar de referinţă (de potenţial nul) printr-un generator ideal corespunzător condiţiei la borne date pentru acea bornă – un generator ideal de tensiune cu tensiune electromotoare egală potenţialului bornei de ataşare sau un generator ideal de curent cu curent generat egal cu curentul bornei de injecţie (fig. 10.4). 


4. Caracterizarea, din punct de vedere energetic, a funcţionării unui circuit electric funcţionând în regim variabil este dată de o consecinţă pătratică a teoremelor lui Kirchhoff –  teorema conservării puterii  într-un circuit în regim variabil. 


Fie considerat un circuit neizolat, în bornele (nodurile) de acces ale căruia  intră  curenţii electrici de acces  ia(t)  la potenţiale electrice  va(t) . Fie  ik(t)  curenţii electrici prin laturile interioare ale circuitului şi  ubk(t) tensiunile electrice la bornele acestor laturi interioare. 


Ecuaţiile lui Kirchhoff pentru curenţi pentru cele  N  noduri ale circuitului sunt 
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în raport cu sensul de referinţă de  ieşire  din nod, unde curentul de acces  ia  este evident 

nenul numai în nodurile (bornele) de acces. Multiplicând fiecare din ecuaţiile lui Kirchhoff pentru curenţi cu potenţialul nodului la care se referă, şi adunând toate aceste produse, se obţine că 
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Suma dublă din membrul drept al ultimei relaţii poate fi rescrisă ca sumă simplă, pe laturile interioare  k = 1,..,L , observând că, deoarece fiecare latură interioară  k  este delimitată de două noduri, fiecare curent interior  ik  apare numai de două ori: o dată cu semnul plus pentru nodul  p  din care iese (pleacă) curentul şi încă o dată cu semnul minus pentru nodul  s  în care intră (soseşte) acest curent (fig. 10.5), 
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La rândul ei, diferenţa potenţialelor nodului de plecare şi de sosire a curentului din latura  k  este chiar tensiunea la bornele laturii considerate, asociată curentului după  regula de la receptoare,  
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 , astfel încât se ajunge la  teorema lui Tellegen,
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   Fig. 10.5. 




  Fig. 10.6. 


Dacă acum este considerată teorema lui Joubert pentru latura cu cea mai generală constituenţă, în care sensurile tensiunilor la bornele generatoarelor ideale sunt asociate sensului curentului după  regula  de  la  generatoare  (fig. 10.6), 
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iar aceasta este substituită în teorema lui Tellegen, urmată de transferul termenilor referitori la generatoare în membrul stâng al egalităţii, se ajunge la 
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Se observă că, în acord cu discuţia consacrată elementelor de circuit, puterea electromagnetică primită pe la borne de fiecare rezistor reprezintă chiar puterea disipată în interiorul acestuia, 
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puterea electromagnetică primită pe la borne de fiecare condensator reprezintă chiar ritmul de creştere în timp a energiei electrice acumulate în interiorul acestuia, 
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iar însumarea puterilor electromagnetice primite pe la borne de toate bobinele din circuit (inclusiv cele ale sistemelor de bobine cuplate magnetic) reprezintă chiar ritmul de creştere în timp a energiei magnetice acumulate în interiorul acestora, 
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Înlocuirea termenilor corespunzători în forma explicită a teoremei lui Tellegen duce la relaţia ce constituie  teorema conservării puterii în circuite lineare în regim variabil, 
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care poate fi exprimată concis sub forma 
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suma dintre puterea primită pe la borne şi puterea furnizată de generatoarele unui circuit în regim variabil este egală cu suma dintre puterea disipată în rezistoarele aceluiaşi circuit şi ritmul de creştere a energiei electrice acumulate în condensatoarele acestuia şi a energiei magnetice acumulate în bobinele acestuia. 


10.2.  Mărimi  armonice  şi  reprezentarea  complexă 

1.  Aşa cum s-a definit mai sus, o  mărime variabilă armonic în timp  este o mărime care variază în timp după o lege sinusoidală, 
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    Fig. 10.7. 

Varianta variaţiei cosinusoidale în timp este echivalentă celei sinusoidale, deoarece, de exemplu, 
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În expresia unei mărimi variabile armonic în timp (fig. 10.7), 
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coeficientul   Fmax   se numeşte  amplitudine  iar argumentul dependent de timp al funcţiei sinus,  (t+(  , se numeşte  fază instantanee. Este atunci evident că  (  este faza initială, iar mărimea   (   este denumită  frecvenţă unghiulară ; aceasta din urmă este legată de frecvenţa   f   şi de perioada   T   de repetiţie a valorilor funcţiei variabile armonic în timp prin relaţiile 
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Cea mai importantă proprietate a unei mărimi variabile armonic în timp este aceea că ea este periodică: valorile (şi variaţia) funcţiei se repetă după un multiplu întreg al perioadei  T , 
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Mai mult, deoarece 
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mărimea variabilă armonic în timp constă dintr-o succesiune de alternanţe opuse. 


2.  O expresie oarecum diferită a unei mărimi variabile armonic în timp este mai folositoare în studiul circuitelor de curent alternativ – aceasta este denumită aici reprezentarea instantanee a unei asemenea mărimi, şi este formulată în termenii aşa numitei valori efective a mărimii. 


Valoarea efectivă  a unei funcţii este definită, în general, ca valoare medie pătratică a acesteia pe domeniul ei de definiţie – în cazul unei funcţii periodice, pe o perioadă – 
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Considerând, pentru precizarea calculelor,  ( = 0 , se obţine simplu 
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astfel încât 
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iar  reprezentarea instantanee  a unei mărimi  f  variabilă armonic în timp rezultă a fi 
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Este evident că orice mărime variabilă armonic în timp  f(t) , de frecvenţă (unghiulară)  (  dată  este pe deplin caracterizată de doi parametri reali: valoarea efectivă 


F ( [0,() 

şi  faza initială 


( ( [0,2()    sau    (–(,(]    . 

Deaceea orice obiect matematic caracterizat numai prin asemenea doi parametri poate fi o reprezentare validă a unei mărimi variabile armonic în timp, 
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3. Câteva proprietăţi ale funcţiilor variabile armonic în timp sunt importante în studiul circuitelor de curent alternativ. 


1(. Suma a două mărimi variabile armonic în timp cu aceeaşi frecvenţă este tot o mărime variabilă armonic în timp, de aceeaşi frecvenţă, deoarece, după cum se poate calcula simplu, 
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2(. Produsul printr-o constantă reală a unei mărimi variabile armonic în timp, de frecvenţă dată, este tot o mărime variabilă armonic în timp, de aceeaşi frecvenţă, după cum se calculează simplu 
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3(. Derivata (în raport cu timpul a) unei mărimi variabile armonic în timp de frecvenţă dată este tot o mărime variabilă armonic în timp, de aceeaşi frecvenţă, 
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cu valoarea efectivă de  (  ori mai mare decât valoarea efectivă a funcţiei originale şi cu faza iniţială cu  (/2  mai mare decât faza iniţială a funcţiei originale. Într-adevăr, este uşor de calculat 
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de unde, notând  
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se ajunge la rezultatul enunţat, 
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Orice reprezentare a unei mărimi variabile armonic în timp trebuie să satisfacă aceste proprietăţi, sau măcar pentru ea trebuie să se poată defini o manieră acceptabilă, simplă, de echivalare a acestor proprietăţi. 


4.  O reprezentare simplă şi ilustrativă a unei mărimi variabile armonic în timp  f(t)  este  reprezentarea fazorială  (geometrică sau vectorială) – aceasta este un vector (în planul real) notat 
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de lungime egală cu valoarea efectivă  F  a mărimii armonice şi făcând cu o axă de referinţă un unghi (în sens trigonometric) egal cu faza iniţială  (  a mărimii armonice (fig. 10.8). Corespondenţa biunivocă dintre reprezentările instantanee şi fazorială este evidentă, 
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     Fig. 10.8. 


Interpretările cinematice ale reprezentării fazoriale sunt mai ilustrative. Într-o primă variantă se poate considera că fazorul reprezentativ mărimii armonice corespunde poziţiei în momentul iniţial  t = 0  a unui vector de lungime  F  rotitor în sens direct (sens trignometric) cu viteza unghiulară  (  egală cu frecvenţa unghiulară a mărimii armonice (fig. 10.8 stânga). Într-un moment  t  oarecare unghiul instantaneu al fazorului rotitor cu axa orizontală este atunci  (t+( , iar proiecţia fazorului pe axa normală celei de referinţă, amplificată cu  
[image: image67.wmf]2

 , este chiar valoarea instantanee a mărimii armonice, 
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Într-o a doua variantă, fazorul reprezentativ este presupus fix iar sistemul de axe rectangulare este presupus rotitor, în sens retrograd (sens orar), cu viteza unghiulară  (  egală cu frecvenţa unghiulară a mărimii armonice. Atunci, la un moment dat  t , unghiul dintre axa de referinţă (acum rotită) şi fazor este  (t+( , astfel încât proiecţia fazorului pe axa normală celei de referinţă, înmulţită cu  
[image: image69.wmf]2

 , este chiar valoarea instantanee a mărimii armonice (fig. 10.8 deapta), 
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Trebuie spus că, la fel de bine, reprezentarea fazorială poate fi abordată în termenii unui vector de lungime egală cu amplitudinea  Fmax  în loc de valoare efectivă  F  (în care caz pentru interpretările cinematice nu mai este nevoie de înmulţirea cu factorul  
[image: image71.wmf]2

). 


De la  reprezentarea  fazorială  se poate  trece imediat la  reprezentarea  complexă, cea mai convenabilă pentru studiul circuitelor de curent alternativ. Fie unitatea imaginară  notată prin litera  j  (în loc de  i , care este păstrată pentru notarea intensităţii curentului electric), 
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Reprezentarea complexă (simplificată) a unei mărimi variabile armonic în timp este un număr complex, notat 
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de modul egal cu valoarea efectivă  F  şi argument egal cu faza iniţială  (  a mărimii variabile armonic în timp, astfel încât părţile reală şi imaginară ale acestui număr complex sunt 
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Astfel, corespondenţa biunivocă cu celelalte reprezentări este ilustrată simplu prin aceea că reprezentarea complexă (fig. 10.9) este asociată, în planul complex, punctului indicat de un vector de poziţie identic cu fazorul reprezentativ fix din fig. 10.8 dreapta, 
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Din acest motiv chiar şi vectorul de poziţie ce indică numărul complex în planul complex poate la fel de bine să fie desemnat prin  
[image: image76.wmf]F

  în loc de  
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 Fig. 10.9. 




 Fig. 10.10. 


O variantă, corespunzătoare primei interpretări cinematice a reprezentării fazoriale (fig. 10.8 stânga), este reprezentarea complexă nesimplificată a unei mărimi variabile armonic în timp, care este funcţia complexă 
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de modul egal cu amplitudinea  Fmax  şi argument egal cu faza instantanee  (t+(  a mărimii variabile armonic în timp. Punctul corespunzător din planul complex descrie o traiectorie circulară (fig. 10.10), centrată în origine, astfel încât proiecţia vectorului corespunzător pe axa imaginară este chiar reprezentarea instantanee a mărimii armonice. 


5.  Raţiunea folosirii acestor reprezentări ale mărimilor variabile armonic în timp este aceea că proprietăţile mărimilor armonice discutate mai sus sunt păstrate sau asociate unor reguli de procedură simple. 


1(.  Este uşor de verificat că suma a două mărimi variabile armonic în timp,  f1  şi  f2 , de aceeaşi frecvenţă, care este o mărime  f  variabilă armonic în timp de aceeaşi frecvenţă, corespunde sumei vectoriale a reprezentărilor fazoriale asociate (fig. 10.11) şi, respectiv, sumei reprezentărilor lor complexe, 
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         Fig. 10.11. 



         Fig. 10.12. 


2(.  Este apoi evident că produsul printr-o constantă reală a unei mărimi variabile armonic în timp  f0  de frecvenţă dată, care este o mărime  f  variabilă în timp de aceeaşi frecvenţă, corespunde produsului prin aceeaşi constantă reală a fazorului representativ (fig. 10.12) sau, respectiv, a reprezentării complexe a mărimii originale, 
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3(.  Mai important, încă, este faptul că derivării în raport cu timpul a unei mărimi variabile armonic în timp îi corespund operaţii simple efectuate asupra fazorului reprezentativ al mărimii originale, respectiv operaţii mult mai simple efectuate asupra reprezentării complexe a mărimii originale. Conform proprietăţii derivatei unei mărimi variabile armonic în timp, această derivată este tot o mărime variabilă armonic în timp, de aceeaşi frecvenţă ca mărimea originală, dar cu valoarea efectivă de  (  ori mai mare decât cea a mărimii originale şi cu faza iniţială cu  (/2  mai mare decât cea a mărimii originale, 
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    Fig. 10.13. 

Astfel, fazorul reprezentativ al derivatei unei mărimi variabile armonic în timp este un fazor rotit cu  (/2  în sens trigonometric faţă de cel al mărimii originale şi mărit de  (  ori faţă de acela (fig. 10.13). 


Corespunzător, reprezentarea complexă (simplificată) a derivatei unei mărimi variabile armonic în timp este produsul prin constanta complexă   j(   a reprezentării complexe (simpli-ficate) a mărimii originale, 
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Prima corespondenţă este evidentă; pentru cea de a doua se vede uşor că 
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unde, conform formulei lui Euler, 
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Faptul că reprezentarea complexă (simplificată) a mărimilor variabile armonic în timp nu numai că păstrează operaţiile lineare efectuate asupra acestor mărimi dar, în plus, reduce operaţia de derivare în raport cu timpul a funcţiei de timp la operaţia mult mai simplă a multiplicării prin constanta  j(  a reprezentării ei complexe este extrem de important şi justifică  folosirea reprezentării complexe (simplificate) în studiul circuitelor de curent alternativ. 


6. O importantă observaţie se referă la unităţile folosite pentru reprezentarea complexă a mărimilor variabile armonic în timp, şi aceasta deoarece pentru numerele complexe nu poate fi definită o relaţie de ordonare, deci nici o operaţie de măsurare. 


Valorile instantanee, ca şi amplitudinea sau valoarea efectivă a unei mărimi variabile armonic în timp sunt evident măsurate în unităţile  S.I. corespunzătoare. În consecinţă, modulul reprezentării complexe a unei mărimi variabile armonic în timp – adică valoarea efectivă sau amplitudinea mărimii – se măsoară atunci tot în unitatea S.I. corespunzătoare. 


Astfel, în operarea cu reprezentări complexe ale mărimilor variabile armonic în timp sau cu alţi parametri complecşi folosiţi în studiul circuitelor de curent alternativ este de respectat următoarea regulă: modulul (sau, în unele cazuri, părţile reală şi imaginară ale) reprezentării complexe este măsurat (sunt măsurate) în unităţile  S.I.  corespunzând acelei (acelor) mărimi. 


10.3.  Dipolul  în  curent  alternativ 

1.  Funcţionarea unui circuit de curent alternativ poate fi uşor înţeleasă dacă se porneşte de la studiul celei mai simple părţi ale sale – dipolul electric ca circuit cu două borne de legătură cu alte circuite. Pe de altă parte, deoarece un circuit de curent alternativ consistă dintr-o mulţime de elemente ideale de circuit interconectate, se poate face distincţia dintre – şi se pot studia separat – dipolii pur pasivi şi dipolii pur activi. 


Fie considerat mai întâi un dipol pur pasiv, parcurs de un curent variabil armonic în timp de intensitate 
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sub o tensiune la borne variabilă armonic în timp de aceeaşi frecvenţă, 
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asociată curentului după regula de la receptoare (fig. 10.14). Problema esenţială asociată 
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 Fig. 10.14. 

studiului unui asemenea dipol (pasiv) este determinarea acelei sau acelor caracteristici ale dipolului care să permită calculul curentului prin bornele sale dacă este dată tensiunea la bornele sale sau invers, să permită calculul tensiunii la bornele sale dacă este dat curentul prin bornele sale, 
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2. Soluţia acestei probleme este uşor de obţinut dacă ea este reformulată în termenii parametrilor ce caracterizează mărimile variabile armonic în timp, de aceeaşi frecvenţă unghiulară  ( , implicate: care ar fi parametrii asociaţi dipolului care ar permite calculul valorii efective şi fazei iniţiale a curentului cunoscând valoarea efectivă şi faza iniţială a tensiunii sau, invers, calculul valorii efective şi fazei iniţiale a tensiunii cunoscând valoarea efectivă şi faza iniţială a curentului, 
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Relaţia dintre valorile efective, mărimi de naturi diferite, ale tensiunii la borne şi intensităţii curentului electric prin borne este evident o relaţie multiplicativă; este astfel definită  impedanţa dipolului  drept 
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Relaţia dintre fazele iniţiale ale tensiunii la borne şi intensităţii curentului electric prin borne, mărimi de aceeaşi natură, este evident o relaţie aditivă; este astfel definit  defazajul dipolului  drept 
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ca diferenţă a fazelor iniţiale ale tensiunii şi curentului, în această ordine. 


Perechea de parametri  
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  este astfel necesară şi suficientă pentru a descrie funcţionarea unui dipol pasiv. Într-adevăr, fie dată tensiunea electrică instantanee la borne, 
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 . Similar, dacă acum este dată intensitatea instantanee a curentului electric prin borne 
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Este evident că o manieră similară de caracterizare a unui dipol pur pasiv este oferită de perechea de parametri  
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este  admitanţa dipolului, iar 
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este din nou  defazajul dipolului. 


În secţiunea următoare va fi argumentat faptul că defazajul unui dipol pur pasiv este restrâns la intervalul 
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3.  O abordare echivalentă a caracterizării unui dipol pur pasiv este bazată pe corespondenţa dintre reprezentările instantanee şi complexe ale mărimilor variabile armonic în timp: relaţia dintre tensiunea instantanee la şi curentul instantaneu prin bornele dipolului este tradusă în relaţia dintre reprezentările lor complexe, 



[image: image109.wmf](

)

(

)

t

i

t

u

   

   

      

      

   

   

Û

¾

®

¬

Û

I

?

U

   . 


Reprezentările complexe ale tensiunii dintre bornele şi curentului prin bornele dipolului pot fi puse direct în relaţie calculând 
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Impedanţa complexă  a unui dipol pur pasiv este definită ca 



[image: image111.wmf]   

   

I

U

Z

=

   ; 

ea asamblează parametrii perechii  
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şi este evident necesară şi suficientă pentru a exprima  
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  în termenii lui  
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  sau invers,  
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 în termenii lui  
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 , adică pentru a exprima relaţia dintre tensiunea la şi curentul prin bornele dipolului pasiv. 


Este evident că acelaşi lucru poate fi afirmat despre reciprocul raportului anterior;  admitanţa complexă  a unui dipol pur pasiv este definită ca 
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Admitanţa complexă este imediat pusă în relaţie cu impedanţa complexă prin 
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şi cu perechea  
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  de parametri ai dipolului, conform cu 
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        Fig. 10.15. 


Fiecare  dintre  parametrii  complecşi   
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  şi  
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  permit o descriere completă a comportării unui dipol pasiv în regim armonic  direct în termenii reprezentărilor complexe  ale mărimilor variabile armonic în timp definite la bornele sale,  
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  şi  
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 , 
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În fig. 10.15  sunt reprezentaţi fazorii cores-punzători în planul complex şi este evidenţiat faptul că defazajul dipolului,  ( , este măsurat de la fazorul curentului către cel al tensiunii, în raport cu sensul trigonometric. 


5.  Pornind de la parametrii complecşi ai dipolului introduşi mai sus pot fi introduse şi alte variante de caracterizare în curent alternativ a unui dipol pasiv. 


Impedanţa complexă poate fi specificată nu numai în termenii modulului şi argumentului său, ci şi în termenii părţii sale reală şi imaginară, 
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denumite, respectiv, rezistenţa (echivalentă a) dipolului şi admitanţa (echivalentă a) dipolului. Relaţia dintre parametrii definiţi aici şi cei definiţi mai înainte este obţinută prin simplă comparaţie, 
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urmează că 
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Similar, admitanţa complexă poate fi exprimată nu numai în termenii modulului şi argumentului său, ci şi în termenii părţii sale reală şi imaginară, 
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denumite, respectiv, conductanţa (echivalentă a) dipolului şi susceptanţa (echivalentă a) dipolului. Relaţia dintre parametrii definiţi aici şi mai înainte este obţinută prin simplă comparaţie, 
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urmează că 
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În fine, relaţia dintre aceste ultime perechi de parametri caracteristici ai dipiolului pur pasiv,  
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 , nu este chiar atât de simplă cum ar părea. Într-adevăr, din 
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rezultă că 
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şi, similar, din 
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rezultă că 
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6.  Ultimele perechi de parametri caracteristici ai dipolului pasiv pot fi folosite pentru construirea unor  circuite  echivalente  ale dipolului pur pasiv. 


Prin combinarea a două dintre relaţiile precedente se obţine 
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 Fig. 10.16. 




 Fig. 10.17. 

O asemenea descompunere a tensiunii complexe  
[image: image148.wmf]U

  în două componente, una proporţională cu curentul complex  
[image: image149.wmf]I

  (zisă în fază cu acesta), iar alta proporţională cu produsul curentului complex  
[image: image150.wmf]I

  prin unitatea imaginară   j  (zisă în cuadratură cu el – ceea ce înseamnă rotită cu  +(/2), este ilustrată în fig. 10.16. Pe de altă parte, o descompunere a tensiunii totale la bornele dipolului în suma a două tensiuni, 
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fiecare din ele proporţionale cu curentul prin bornele dipolului, corespunde conexiunii serie a două elemente de circuit complexe, cum este ilustrat în fig. 10.17. Trebuie subliniat că, în  timp ce componente rezistivă  uR  este proporţională instantaneu cu curentul  i , componenta reactivă  uX  este proportională cu curentul având faza mărită cu  (/2  (adică întârziat cu  T/4). 


Similar, prin combinarea altor două relaţii precedente, se ajunge la 
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 Fig. 10.18. 




 Fig. 10.19. 

Această descompunere a curentului complex  
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  în două componente, una proporţională cu tensiunea complexă  
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  (zisă în fază cu aceasta), iar alta proporţională cu produsul tensiunii complexe  
[image: image158.wmf]U

  prin opusul unităţii imaginare,  –j  (zisă în cuadratură cu ea – ceea ce înseamnă rotită cu  –(/2), este ilustrată în fig. 10.18. Pe de altă parte, o descompunere a curentului total prin bornele dipolului în suma a doi curenţi, 
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fiecare din ei proporţional cu tensiunea dintre bornele dipolului, corespunde conexiunii în paralel a două elemente de circuit complexe, cum este ilustrat în fig. 10.19. Trebuie subliniat că, în  timp ce componenta conductivă  iG  este proporţională instantaneu cu tensiunea  u , componenta reactivă  iB  este proportională cu tensiunea având faza micşorată cu  (/2  (adică devansat cu  T/4). 


7.  Fie acum considerat un  dipol  pur  activ, parcurs de un curent electric 
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sub o tensiune electrică între borne 
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asociată curentului în conformitate cu regula de la generatoare (fig. 10.20). principala problemă legată de studiul unui asemenea dipol pur activ este, din nou, determinarea acelor parametri care permit să se calculeze curentul prin dipol când este dată tensiunea la bornele sale şi, reciproc, să se calculeze tensiunea dintre bornele dipolului când este dat curentul prin dipol, 



[image: image162.wmf](

)

(

)

t

i

t

u

      

      

¾

®

¬

?

   . 


Primul tip de dipol ideal activ de luat în considerare este generatorul ideal de tensiune (fig. 10.21), caracterizat prin tensiunea electromotoare variabilă armonic în timp, 
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Ecuaţia constitutivă/de funcţionare a acestui element ideal de circuit, 
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poate fi rescrisă imediat în termenii mărimilor variabile armonic în timp drept 
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Din această relaţie se conchide că 
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sau, simplu, 
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În fine, această relaţie poate fi exprimată concis direct în termenii reprezentărilor coplexe, 
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ceea ce oferă răspunsul problemei caracterizării acestui dipol activ. 
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Fig. 10.20. 
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           Fig. 10.21. 




        Fig. 10.22. 


Celălalt tip de dipol ideal activ de considerat este generatorul ideal de curent (fig. 10.22), caracterizat prin curentul generat variabil armonic în timp, 
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Ecuaţia constitutivă/de funcţionare a acestui element ideal de circuit, 
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poate fi rescrisă imediat în termenii mărimilor variabile armonic în timp drept 
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Această relaţie corespunde la 
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sau, simplu, 
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În fine, această relaţie poate fi exprimată concis direct în termenii reprezentărilor coplexe, 
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ceea ce încheie şi problema caracterizării dipolilor pur activi. 


10.4.  Puteri  în  curent  alternativ 

1.  Aspectele energetice ale funcţionării unui circuit de curent alternativ pot fi înţelese mai uşor dacă mărimile ce caracterizează transferurile de putere asociate funcţionării sunt mai întâi studiate în cazul simplu al unui dipol. 


Fie atunci considerat  un dipol  parcurs de un curent electric de intensitate 
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sub tensiunea electrică la borne 
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asociată curentului conform  regulii  de  la  receptoare  (fig. 10.23). 


Puterea  electromagnetică  instantanee  primită de dipol pe la bornele sale este 
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unde  
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  este defazajul dipolului. 
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        Fig. 10.23. 


Se observă că puterea instantanee este o funcţie periodică de timp, de perioadă  T/2  (adică de frecvenţă  2f), şi este clar că o asemenea funcţie nu poate fi utilă în caracterizarea globală a transferului de putere pe la bornele dipolului. În schimb, ţinând seama de periodicitatea în timp a acestei funcţii, o măsură rezonabilă a  puterii efectiv 
utilizabile de către dipol poate fi considerată puterea electromagnetică medie primită într-o perioadă de către dipol pe la borne, 
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Această mărime este numită  putere  activă  primită de dipol pe la borne, iar valoarea ei este 
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Puterea activă este puterea electromagnetică efectiv utilizată de către dipol şi transferată într-o altă formă de energie (termică, mecanică, etc.). 


În cazul particular în care dipolul considerat este pur pasiv, pentru calculul puterii active pot fi folosite şi alte două formule echivalente, 
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Se poate conchide că puterea activă transferată pe la bornele unui dipol este dată de 
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ultimele două expresii fiind valabile numai pentru un dipol pur pasiv. 


Este importantă următoarea observaţie. După cum se ştie, atunci când sensurile de referinţă ale tensiunii la şi curentului prin bornele dipolului analizat mai sus sunt asociate după regula de la receptoare, puterea medie calculată (puterea activă) este o putere primită de dipol pe la borne. Dipolul considerat este pur pasiv dacă puterea medie primită de el este pozitivă (mai precis, nenegativă), adică 
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ceea ce înseamnă că defazajul unui dipol pur pasiv satisface condiţia 
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Expresiile precedente ale puterii active primite de un dipol pasiv pot fi analizate în relaţie cu circuitele echivalente serie şi paralel ale acestuia. Mai mult, ele sugerează că puterea activă poate fi asociată (atribuită) numai unuia din elementele prezente în fiecare asemenea circuit echivalent – numai rezistenţei sau numai conductanţei. Această sugestie este uşor de verificat. 


Considerând circuitul echivalent serie al unui dipol pasiv (fig. 10.24), puterea electromagnetică instantanee primite de rezistenţa echivalentă este 
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Valoarea medie pe o perioadă care îi corespunde, calculată ca mai sus, este 
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Acest rezultat validează sugestia conform căreia puterea activă primită pe la borne de un dipol pasiv este de atribuit exclusiv rezistenţei sale echivalente. 
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  Fig. 10.24. 




         Fig. 10.25. 


Un raţionament similar este valabil cu referire la circuitul echivalent paralel al unui dipol pasiv (fig. 10.25): puterea electromagnetică instantanee primită de conductanţa sa echivalentă este 
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iar valoarea medie pe o perioadă ce îi corespunde, calculată ca mai sus, este 
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Acest rezultat validează şi sugestia conform căreia puterea activă primită pe la borne de un dipol pasiv este de atribuit exclusiv conductanţei sale echivalente. 


2.  Apare acum în mod natural următoarea întrebare: dacă, în regim armonic, toată puterea activă a unui dipol pasiv – adică toată puterea electromagnetică efectiv consumată în medie de acest dipol – este atribuită numai rezistenţei, sau conductanţei, echivalente a dipoluluii, atunci ce rol mai joacă din punct de vedere energetic reactanţa, sau susceptanţa, echivalentă a dipolului ? Răspunsul poate fi aflat dacă analiza precedentă este extinsă şi la schimburile de putere asociate reactanţei şi susceptanţei echivalente. 


Dacă este considerat circuitul echivalent serie al dipolului activ (fig. 10.24), şi se ţine seama de defazajul dintre curent şi tensiunea reactivă, atunci puterea electro-magnetică instantanee transferată către reactanţa echivalentă este neidentic nulă, 
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Acest rezultat ar părea să contrazică faptul că tot consumul efectiv de putere este de atribuit rezistenţei echivalente. Numai că această afirmaţie se referea la consumul mediu (pe o perioadă); într-adevăr, dacă se calculează valoarea medie pe o perioadă a puterii primite de reactanţa echivalentă, 
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dispare orice contradicţie cu rezultatul anterior. 


O analiză similară poate fi efectuată cu referire la circuitul echivalent paralel al unui dipol pasiv (fig. 10.25), pentru care, ţinând seama de defazajul dintre tensiune şi curentul susceptiv, se calculează puterea electromagnetică instantanee transferată susceptanţei echivalente, care este neidentic nulă, 
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Şi aici valoarea medie pe o perioadă a puterii primite de reactanţa echivalentă este egală cu zero, 
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în acord cu rezultatul anterior privind atribuirea consumului mediu de putere al dipolului pasiv exclusiv către conductanţa sa echivalentă. 


Analiza precedentă arată că prezenţei reactanţei/susceptanţei echivalente a dipolului pasiv îi este asociată o  circulaţie de putere cu valoare medie nulă  între partea reactivă a dipolului şi exterior (restul circuitului): într-o parte a perioadei mărimilor electrice armonice dipolul primeşte o anumită putere pe la borne, pe care o returnează integral în restul perioadei, astfel încât valoarea medie asociată acestui transfer de putere este egală cu zero. 


Este clar că un asemenea transfer de putere nu poate fi caracterizat prin valoarea sa medie, care este identic nulă. În loc de aceasta trebuie avută în vedere chiar caracterizarea volumului puterii circulate: amplitudinea (mai precis, factorul multiplicativ al) variaţiei armonice în timp a puterii instantanee circulante schimbată de dipol pe la borne este folosită ca măsură a acestor fenomene de transfer de putere. Prin definiţie, aceasta este  puterea reactivă  primită pe la borne de către dipolul pasiv considerat, 
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Pentru ca această definiţie să fie consistentă este necesară verificarea echivalenţei rezultatelor obţinute mai sus pentru celor două circuite echivalente, serie şi paralel: 
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Este atunci obţinută, pornind din două puncte de plecare diferite, o altă unică formulă de calcul al puterii reactive, dependentă exclusiv de mărimi la borne (tensiune efectivă, curent efectiv şi defazaj între ele), care poate fi interpretată drept putere reactivă schimbată (aici, primită) de dipol pe la borne şi care, astfel, poate fi aplicată şi unui dipol activ. 


Se conchide că puterea reactivă transferată pe la bornele unui dipol este dată de 



[image: image209.wmf]   

      

   

var

sin

2

2

U

B

I

X

I

U

Q

e

e

=

=

=

j

   , 

ultimele două expresii fiind valabile numai pentru un dipol pasiv. 


3. Cele două aspecte ale transferului de putere pe la bornele unui dipol – consumul mediu efectiv de putere şi circulaţia de putere de valoare medie nulă – pot fi asamblate într-o singură mărime complexă,  puterea  complexă, definită prin 
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Această relaţie de definiţie poate fi detaliată la relaţii de calcul adecvate, folosind formulele obţinute anterior pentru părţile ei reală şi imaginară, 
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Astfel, puterea complexă schimbată pe la bornele unui dipol poate fi calculată prin formulele 
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ultimele două fiind valabile numai pentru un dipol pasiv. Trebuie observat că, în timp ce prima formulă face referire la tensiunea complexă şi curentul complex (conjugat), ultimele două formule sunt exprimate în termenii valorilor efective ale curentului sau tensiunii, doar impedanţa sau admitanţa (conjugată) fiind complexe. Fiind o mărime complexă, puterea complexă nu are uniate de măsură; totuşi, în acord cu convenţia adoptată în secţiunea precedentă, valoarea numerică a puterii complexe trebuie să fie astfel încât părţile ei reală şi imaginară să fie exprimate în unităţile S.I. corespunzătoare, 
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4.  Altă mărime legată de transferul energetic la bornele unui dipol funcţionând în curent alternativ este  puterea  aparentă, definită simplu drept modulul puterii complexe, 
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Corespunzător, formulele de calcul al puterii aparente asociate dipolului sunt 



[image: image218.wmf]   

      

   

VA

2

2

U

Y

I

Z

I

U

S

=

=

=

   . 


Compararea primei formule de mai sus cu expresia corespunzătoare a puterii active, 
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arată că, deoarece  
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 , valoarea maximă a puterii active este chiar puterea aparentă, 
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O analiză riguroasă arată că, într-adevăr, puterea aparentă reprezintă maximul pe care îl poate atinge puterea activă schimbată pe la borne de un dipol (pentru valori efective date ale curentului prin şi tensiunii dintre borne), atunci când defazajul dipolului este zero, adică atunci când tensiunea şi curentul sunt instantaneu proporţionale, 
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În fine, un parametru asociat performanţei energetice a unui dipol este  factorul de putere – raportul dintre puterea activă şi maximul ei posibil, puterea aparentă, 
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în cazul unui dipol care funcţionează în regim armonic valoarea acestuia fiind chiar cosinusul defazajului dipolului, 
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Factorul de putere poate fi privit drept parametrul care estimează eficienţa folosirii puterii active disponibile sub anumite valori (efective) ale tensiunii dintre borne şi curentului prin borne: cu cât factorul de putere  k  este mai mare, cu atât o mai mare parte din puterea aparentă este efectiv folosită. Acesta este motivul pentru care ameliorarea (creşterea) factorului de putere este o chestiune importantă în situaţiile în care este vorba de transferuri importante de putere electromagnetică. 


10.5.  Elemente  ideale  de  circuit  în  curent  alternativ 

Este acum utilă o recapitulare sumară a rezultatelor privind caracterizarea dipolului funcţionând în regim armonic, cu aplicaţie la elementele ideale de circuit, ca elemente constitutive ale unui circuit de curent alternativ. Elementele de circuit sunt studiate aici în ceea ce priveşte caracterizarea funcţionării lor în termenii reprezentărilor complexe ale mărimilor electrice şi ai transferului de putere pe la borne asociat. 


1.  Fie mai întâi considerat  un dipol pur pasiv, parcurs de curentul 
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sub tensiunea la borne 
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asociată curentului conform regulii de la receptoare (fig. 10.26). În termenii reprezentărilor complexe ale curentului şi tensiunii, funcţionarea unui asemenea dipol este caracterizată prin ecuaţiile echivalente 
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     Fig. 10.26. 
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iar transferul de putere pe la bornele sale este caracterizat concis în termenii puterii complexe primite pe la borne, 
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Impedanţa complexă este obţinută ca 
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unde 
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Apoi, corespunzător acestora, 
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În fine, 
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     Fig. 10.27. 


Un  rezistor  ideal  (fig. 10.27) este caracterizat prin ecuaţia de funcţionare 
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substituind aici mărimile variabile armonic în timp se obţine 
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de unde urmează că 
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şi, sucessiv, 
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În termenii reprezentărilor complexe ale tesniunii şi curentului la borne, rezistorul ideal este atunci caracterizat concis prin ecuaţia de funcţionare complexă  
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unde 
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este impedanţa complexă a rezistorului ideal. 


Transferul de putere pe la borne este caracterizat de puterea complexă primită 



[image: image247.wmf]2

I

I

I

U

S

I

R

R

=

=

=

*

*

   , 

căreia îi corespund 



[image: image248.wmf]{

}

{

}

  

      

      

  

0

S

Im

,

S

Re

2

=

=

=

=

Q

I

R

P

   . 

Mai mult, în conformitate cu consideraţiile din secţiunea 10.4, referitoare la valoarea efectivă, 
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puterea activă primită pe la borne de un rezistor ideal este media pe o perioadă a puterii disipate în el. 
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     Fig. 10.28. 


Un  condensator ideal  (fig. 10.28)  este caracterizat prin ecuaţia de funcţionare 
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substituind aici mărimile variabile armonic în timp se obţine 
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de unde 
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Urmează că


[image: image255.wmf]2

,

1

p

b

a

j

w

-

=

-

=

=

=

      

      

C

I

U

Z

   , 

şi, succesiv, 
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În termenii reprezentărilor complexe ale tensiunii şi curentului, condensatorul ideal este atunci caracterizat concis prin ecuaţia de funcţionare complexă 
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unde 
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este impedanţa complexă a condensatorului ideal. 


Transferul de putere pe la borne este caracterizat de puterea complexă 
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căreia îi corespunde 
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Mai mult, în conformitate cu consideraţiile din secţiunea 10.4, 
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puterea reactivă primită pe la borne de un condensator ideal este negativă, având modulul proporţional cu media pe o perioadă a energiei electrice acumulate în el. 
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     Fig. 10.29. 


O  bobină  ideală  (fig. 10.29) este caracterizată prin ecuaţia de funcţionare 
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substituind aici mărimile variabile armonic în timp se obţine 
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de unde urmează că 
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şi, sucesiv, 
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În termenii reprezentărilor complexe ale tensiunii şi curentului, bobina ideală este atunci caracterizată concis prin ecuaţia  complexă 
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este impedanţa complexă a bobinei ideale. 


Transferul de putere pe la borne este caracterizat de puterea complexă 
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căreia îi corespunde 
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Mai mult, în conformitate cu consideraţiile din secţiunea 10.4, 
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puterea reactivă primită pe la borne de o bobină ideală este pozitivă, proporţională cu media pe o perioadă a energiei magnetice acumulate în ea. 


O extindere imediată a celor de mai sus îl constituie un  sistem de bobine ideale cuplate magnetic  (fig. 10.30), caracterizat prin sistemul de ecuaţii de funcţionare 
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     Fig. 10.30. 

Prin analogie cu termenii similari asociaţi unei singure bobine ideale analizate mai sus urmează că, în termenii reprezentărilor complexe ale tensiunilor şi curenţilor, un asemenea sistem de bobine ideale cuplate magnetic este caracterizat prin sistemul de ecuaţii de funcţionare copmplexe 
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unde 
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sunt impedanţele complexe proprii ale fiecărei bobine  k , iar 
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sunt impedanţele complexe mutuale (de cuplaj) între bobinele  k  şi  s . 


Transferul de putere pe la bornele sistemului de bobine cuplate este caracterizat de puterea complexă ce poate fi exprimată sub forma 
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Acestei puteri complexe îi corespund 
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unde termenilor li se atribuie semnul plus atunci când curenţii implicaţi circulă în acelaşi sens în raport cu bornele marcate ale bobinelor corespunzătoare şi semnul minus atunci când curenţii implicaţi au sensuri contrare prin bornele marcate ale bobinelor corespunzătoare. Mai mult, în conformitate cu consideraţiile din secţiunea 10.4, 
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puterea reactivă primită pe la borne de un sistem de bobine ideale cuplate magnetic este pozitivă, proporţională cu media pe o perioadă a energiei magnetice acumulate în sistem. 


2.  Fie acum considerat un  dipol pur activ, parcurs de curentul 
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sub tensiunea la borne 
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     Fig. 10.31. 

asociată curentului conform cu regula de la generatoare (fig. 10.31). Cele două tipuri de generatoare ideale sunt reamintite în continuare. 


Un  generator ideal de tensiune  (fig. 10.32), caracterizat prin tensiunea electro-motoare variabilă armonic în timp 
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funcţionează conform ecuaţiei de funcţionare 
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care poate fi imediat reformulată în termenii mărimilor variabile armonic în timp ca 
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Aceasta coresponde la 
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de unde rezultă ecuaţia complexă de funcţionare a generatorului ideal de tensiune variabilă armonic în timp, 
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     Fig. 10.32. 


Ţinând seama de regula de asociere a sensurilor de referinţă ale tensiunii şi curentului la borne şi de ecuaţia complexă de funcţionare, puterea complexă furnizată pe la borne de către generator este 
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Un  generator ideal de curent  (fig. 10.33), caracterizat prin curentul generat variabil armonic în timp 
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funcţionează conform ecuaţiei de funcţionare 
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care poate fi imediat reformulată în termenii mărimilor variabile armonic în timp ca 
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Aceasta coresponde la 
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de unde rezultă ecuaţia complexă de funcţionare a generatorului ideal de curent variabil armonic în timp, 
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     Fig. 10.33. 


Ţinând seama de regula de asociere a sensurilor de referinţă ale curentului şi tensiunii la borne şi de ecuaţia complexă de funcţionare, puterea complexă furnizată pe la bornele de către generator este 
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10.6.  Calculul  complex  al  circuitelor  de  curent  alternativ 

1. Analiza prezentată în secţiunea precedentă pune în evidenţă faptul că funcţionarea în regim armonic a elementelor ideale de circuit este abordabilă într-un mod foarte simplu în termenii reprezentărilor complexe ale mărimilor electrice din circuit. Această remarcă este valabilă şi pentru un circuit de curent alternativ de orice complexitate, ceea ce poate fi probat prin reformularea relaţiilor fundamentale care descriu circuitele funcţionând în regim variabil în termenii reprezentărilor complexe ale mărimilor variabile armonic în timp. 


Punctul de plecare îl constituie observaţia că teoremele lui Kirchhoff, 
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ca şi teorema lui Joubert, 
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sunt în mod esenţial relaţii lineare în termenii curenţilor şi tensiunilor la bornele laturilor sau elementelor de circuit. Pe de altă parte, corespondenţa dintre mărimile variabile armonic în timp şi reprezentările lor complexe păstrează relaţiile lineare, 



[image: image310.wmf]F

,

F

F

2

1

2

1

l

l

    

    

      

      

    

    

Û

+

Û

+

f

f

f

   , 

şi, mai mult, reduce operaţia de derivare în raport cu timpul a unei mărimi variabile armonic în timp la o simplă operaţie algebrică de multiplicare printr-o constantă a reprezentării complexe corespunzătoare, 
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În consecinţă, cum toate mărimile electromagnetice din circuit sunt variabile armonic în timp cu aceeaşi frecvenţă, fiecăreia îi poate fi asociată reprezentarea sa complexă (simplificată) şi, în conformitate cu observaţiile anterioare, teoremelor lui Kirchhoff şi Joubert le corespund imediat formele complexe ale teoremelor lui Kirchhoff şi Joubert, 
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Dacă acum în teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni se ţine seama de teorema lui Joubert, 
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se transferă în membrul drept tensiunile electromotoare complexe şi se iau în consideraţie expresiile tensiunilor complexe la bornele elementelor de circuit prezentate în secţiunea anterioară, forma complexă a teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni este exprimată explicit ca 
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În particular, dacă bobinele din laturile  k  ale buclei nu fac parte dintr-un sistem de bobine ideale cuplate magnetic, atunci suma referitoare la tensiunea inductivă din ecuaţie se simplifică la câte un singur termen, ceea ce simplifică şi ecuaţia la 
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Împreună cu forma complexă a teoremei lui Kirchhoff pentru curenţi, 
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cele două tipuri de ecuaţii complexe descriu complet funcţionarea unui circuit de curent alternativ în termenii reprezentărilor complexe ale mărimilor variabile armonic în timp din circuit. 


În particular, deoarece este o consecinţă a teoremelor lui Kirchhoff, care se transpun identic din forma instantanee în formă complexă, teorema de echivalenţă a condiţiilor la borne rămâne valabilă în formă complexă pentru reprezentările complexe ale mărimilor implicate (potenţiale ataşate şi curenţi injectaţi). 


2.  Aspectele energetice asociate funcţionării unui circuit în regim armonic pot fi de asemenea studiate în termenii reprezentărilor complexe ale mărimilor din circuit. 


Teoremei conservării puterii într-un circuit funcţionând în regim variabil, demonstrată în secţiunea 10.1, îi poate fi asociată, pentru circuite de curent alternativ, teorema conservării puterii complexe, obţinută drept consecinţă pătratică a formei complexe a ecuaţiilor lui Kirchhoff, printr-un raţionament întru totul similar cel urmat acolo. Dacă, în demonstraţia prezentată în secţiunea 10.1, mărimile instantanee, variabile armonic în timp în cazul circuitelor de curent alternativ, sunt substituite prin reprezentările lor complexe, iar teorema lui Kirchhoff pentru curenţi este scrisă pentru curenţii complecşi conjugaţi, atunci urmărirea pas cu pas a etapelor demonstraţiei înlocuieşte relaţia intermediară 
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În membrul stâng sunt uşor de recunoscut expresiile puterilor complexe primite de circuitul de curent alternativ pe la borne şi, respectiv, furnizate de generatoarele din circuit. În membrul drept sunt, de asemenea, uşor de recunoscut expresiile puterilor complexe primite pe la borne de elementele pasive din circuit. Luând din nou în considerare rezultatele concise prezentate în secţiunea anterioară privitor la aceste elemente ideale de circuit, forma explicită a teoremei conservării puterii complexe într-un circuit de curent alternativ este 
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După cum s-a discutat şi în secţiunea 10.1, în prima sumă din membrul stâng curenţii complecşi  
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  prin bornele de acces sunt consideraţi cu semnul plus dacă intră în borna de acces şi cu semnul minus în caz contrar. Similar, în a doua sumă din membrul drept produsul  
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  este considerat cu semnul plus atunci când cele două mărimi au acelaşi sens de referinţă şi cu semnul minus în caz contrar, iar produsul  
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  este considerat cu semnul plus atunci când sensurile de referinţă ale celor două mărimi sunt asociate după regula de la generatoare şi cu semnul minus în caz contrar. În membrul drept a doua sumă, referitoare la puterea electromagnetică asociată cuplajelor magnetice, este prezentă numai atunci când în circuit există bobine cuplate magnetic; în acest caz termenii acestei sume sunt consideraţi cu semnul plus atunci când curenţii implicaţi, 
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  şi  
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 , au acelaşi sens în raport cu bornele marcate ale bobinelor corespunzătoare şi cu semnul minus atunci când curenţii implicaţi au sensuri opuse în raport cu bornele marcate ale bobinelor corespunzătoare. 


Forma concisă a teoremei conservării puterii complexe este atunci imediată, analoagă celei a teoremei conservării puterii în circuite funcţionând în regim variabil, 



[image: image327.wmf]   

      

      

    

Q

P

G

b

G

b

j

S

S

S

S

S

+

=

+

Û

=

+

   . 

În particular, în cazul unui circuit de curent alternativ izolat, dispare prima sumă (primul termen) din membrul stâng al teoremei conservării puterii complexe, referitor la puterea primită pe la borne. 


O interpretare fizică importantă a relaţiei de conservare a puterii complexe porneşte de la observaţia că puterea complexă consumată de receptoarele din circuit poate fi exprimată în termenii unor mărimi medii semnificative. Într-adevăr, în conformitate cu analiza elementelor ideale de circuit în regim armonic expusă mai sus în secţiunea 10.5, puterea activă primită de rezistoarele circuitului,
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este media (pe o perioadă a) puterii disipate în acestea, puterea reactivă primită de condensatoarele circuitului, 
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este proporţională cu energia medie (pe o perioadă) acumulată în condensatoarele circuitului, iar puterea reactivă primită de bobinele circuitului, 
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este proporţională cu energia medie (pe o perioadă) acumulată în bobinele (inclusiv sistemele de bobine cuplate ale) circuitului. Rezultă, în final, o exprimare concisă echivalentă a teoremei conservării puterii complexe într-un circuit de curent alternativ, 
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3.  In principiu, un circuit de curent alternativ poate fi rezolvat formulând, mai întâi, ecuaţiile care îi caracterizează funcţionarea în regim variabil, transpunând apoi aceste ecuaţii în formă complexă, rezolvând ecuaţiile complexe ale circuitului pentru a afla reprezentările complexe ale mărimilor necunoscute şi, în final, determinând reprezentările intantanee corespunzătoare ale mărimilor necunoscute. Este, însă, mult mai simplu să fie folosite ecuaţiile lui Kirchhoff (şi ecuaţia conservării puterii)  direct în formă complexă, această  procedură de rezolvare  a unui circuit de curent alternativ fiind schiţată mai jos. 


1(. Datele problemei standard sunt: frecvenţa mărimilor armonice, topologia (configuraţia) circuitului, valorile caracteristice elementelor pasive  (Rk , Ck , Lk , Lks ) , mărimile instantanee caracteristice generatoarelor  
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 , şi, eventual, în cazul circuitelor neizolate, mărimile instantanee la borne – fie  
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Mărimile necunoscute  ce trebuie determinate sunt curenţii instantanei  
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  prin laturile fără generator de curent şi tensiunile instantanee  
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  la bornele generatoarelor de curent, şi, eventual, în cazul circuitelor neizolate, mărimile instantanee la bornele circuitului – fie  
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  printr-o bornă de ataşare, fie  
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  la o bornă de injecţie. Sensurile de referinţă ale acestor mărimi necunoscute trebuie fixate (arbitrar) şi indicate pe schema circuitului. 


2(. Este mai întâi construit circuitul complex asociat problemei: fiecare element pasiv este reprezentat prin impedanţa sa complexă şi fiecare element activ este reprezentat prin generatorul complex corespunzător, caracterizat prin reprezentarea complexă a mărimii sale caracteristice instantanee, aşa cum a fost discutat în secţiunea precedentă (fig. 10.34). 


În circuitul complex apar drept mărimi necunoscute reprezentările complexe  
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  ale curenţilor instantanei  
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  ale tensiunilor instantanee  
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  din laturi, ca şi, în cazul circuitelor neizolate, reprezentările complexe  
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  ale curenţilor şi potenţialelor necunoscute  
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  la bornele de acces. 

  [image: image351.png]


   [image: image352.png]ngE% ) E@?

i)

a(t), A

~S = e
RO L.

o u(t) o

N NG P



 






     Fig. 10.34. 


3(. Sunt formulate direct  ecuaţiile lui Kirchhoff complexe  pentru circuitul complex, după care este rezolvat sistemul de ecuaţii algebrice complexe pentru determinarea reprezentărilor complexe ale mărimilor necunoscute. 


4(. În final sunt determinate reprezentările instantanee ale mărimilor necunoscute, corespunzătoare reprezentărilor complexe determinate, prin aplicarea regulii simple de corespondenţă: modulul reprezentării complexe (simplificate) este valoarea efectivă iar argumentul reprezentării complexe este faza iniţială a mărimii instantanee asociate. 


5(. Pentru verificarea corectitudinii soluţiei poate fi eventual folosită  teorema conservării puterii complexe: soluţia corectă trebuie să satisfacă relaţia de conservare. 


Un  exemplu  simplu ilustrează aplicarea algoritmului expus mai sus. 


Fie considerat circuitul prezentat în  fig. 10.35, unde 
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        Fig. 10.35. 



  Fig. 10.36. 


1(. Mărimile necunoscute sunt, evident,  
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 , cu sensurile de referinţă indicate în fig. 10.36. 


2(. Este construit circuitul complex ca în fig. 10.37, unde caracteristicile complexe ale elementelor active sunt 
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frecvenţa unghiulară este 
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iar impedanţele complexe ale elementelor pasive sunt 
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Mărimile complexe necunoscute sunt  
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 , cu aceleaşi sensuri de referinţă ca cele ale corespondentelor instantanee. 


3(. Ecuaţiile lui Kirchhoff complexe sunt formulate pentru nodul superior şi cele două bucle evidente, în raport cu sensul de referinţă orar, 
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        Fig. 10.37. 



    Fig. 10.38. 

Introducând valorile numerice, aceste ecuaţii sunt succesiv reformulate ca 
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de unde se ajunge la soluţia pentru reprezentările complexe ale mărimilor necunoscute,  
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4(. Reprezentările instantanee corespunzătoare sunt obţinute mai uşor dacă reprezentările complexe ale mărimilor necunoscute sunt exprimate nu în formă algebrică, ci în formă exponenţială. La rândul său, forma exponenţială este mai uşor de obţinut dacă fazorii asociaţi mărimilor complexe sunt reprezentaţi în planul complex (fig. 10.38). Se calculează atunci uşor 
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şi, aplicând regulile de corespondenţă între reprezentările complexe şi instantanee ale mărimilor variabile armonic în timp, se obţine soluţia problemei, 
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5(. Calculul termenilor bilanţului puterii complexe constituie o bună verificare a soluţiei. Deoarece circuitul studiat aici este izolat, ecuaţia conservării puterii complexe se reduce la 
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Cei doi membri ai egalităţii sunt calculaţi separat, 
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iar bilanţul de putere rezultat, 
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detailat ca 
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validează corectitudinea soluţiei. 


În final, trebuie subliniat faptul că pentru un circuit de curent alternativ complex cu generatoare controlate rămân adevăşrate observaţiile formulate în secţiunea 9.4 referitor la cazul similar al circuitelor de curent continuu cu generatoare comandate. 


Astfel, în rezolvarea unui circuit de curent alternativ complex cu generatoare controlate, ecuaţiile lui Kirchhoff complexe trebuie completate cu ecuaţiile care exprimă mărimile complexe controlate ale generatoarelor (tensiuni electromotoare sau curenţi generaţi) în termenii mărimilor complexe din circuit. Asemenea expresii sunt substituite în ecuaţiile complexe ale circuitului, după care rearanjarea ecuaţiilor permite formularea lor exclusiv în termenii mărimilor complexe independente date – caracteristicile generatoarelor independente şi, eventual, mărimile la borne. 


10.7.  Teoreme  asupra  circuitelor  de  curent  alternativ 

1.  Studiul circuitelor de current alternativ este facilitat de folosirea unor teoreme adiţionale, formulate direct în termenii reprezentărilor complexe. 


Punctul de plecare este observaţia esenţială că teoremele lui Kirchhoff pentru circuite de curent continuu şi teoremele lui Kirchoff complexe sunt perfect similare, iar pentru circuitele de curent alternativ fără cuplaje magnetice sunt absolut identice. Într-adevăr, fie introduse impedanţele complexe proprii ale laturilor drept 
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iar pentru circuite cu cuplaje magnetice impedanţele complexe mutuale dintre laturi fie introduse prin 
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Atunci, în cazul circuitelor de curent alternativ fără bobine cuplate magnetic, se remarcă  perfecta identitate  între ecuaţiile lui Kirchhoff asociate, 
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Consecinţa importantă imediată este că toate teoremele demonstrate pentru circuitele de curent continuu se transferă în teoreme similare valabile pentru circuite de curent alternativ complexe fără bobine cuplate magnetic. 


În cazul circuitelor de curent alternativ cu bobine cuplate magnetic ecuaţiile lui Kirchhoff pentru circuite de curent continuu şi ecuaţiile lui Kirchhoff complexe pentru circuitele de curent alternativ păstrează încă o similaritate în sensul linearităţii lor, 
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Consecinţa importantă imediată este că toate teoremele demonstrate pentru circuitele de curent continuu, bazate exclusiv pe linearitatea ecuaţiilor, se transferă în teoreme similare valabile pentru circuite de curent alternativ complexe cu bobine cuplate magnetic. 


Pe baza acestor rezultate sunt enunţate doar, fără alte demonstraţii, teoreme referitoare la circuitele de curent alternativ. 


2. Teorema superpoziţiei este evident valabilă pentru circuitele de curenmt alternativ, care sunt lineare prin ipoteză. Starea  
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 a unui circuit de curent alternativ complex este superpoziţia (suma algebrică) a stărilor particulare 
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  corespunzătoare, pe rând, menţinerii în circuit a unui singur generator în timp ce toate celelalte sunt pasivizate. Se reaminteşte faptul că un generator pasivizat este un generator a cărui parte activă (tensiune electromotoare complexă  
[image: image383.wmf]E

  sau curent generat complex  
[image: image384.wmf]A

)  este anulată, astfel încăt rămăne a fi considerată în circuit numai impedanţa (sau admitanţa) sa internă (fig. 10.39). Aceasta este echivalent cu a spune că pasivizarea unui generator ideal complex înseamnă  substituirea printr-un scurtcicuit a generatorului ideal de tensiune  şi  substituirea printr-o întrerupere a generatorului ideal de curent. 
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   Fig. 10.39. 


Un enunţ compact al teoremei superpoziţiei este astfel 
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Un enunţ echivalent, doar formal diferit, al teoremei superpoziţiei este acela care exprimă fiecare mărime electrică complexă din circuit ca o combinaţie lineară a contribuţiilor tuturor surselor din circuit, generatoare sau mărimi la borne, 
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În relaţiile precedente  I  este mulţimea bornelor de injecţie iar  A  este mulţimea bornelor de ataşare.  Coeficienţii ecuaţiilor sunt  admitanţe complexe  
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 , impedanţe complexe  
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 , sau factori de transfer complecşi  
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  în curent ori  
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  în tensiune, de genul 
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3. Importantul grup de teoreme de echivalenţă este imediat transpus pentru circuite de curent alternativ complexe  fără bobine cuplate magnetic. Se reaminteşte că, pentru circuite cu acelaşi număr de borne accesibile, criteriul de echivalenţă este: două circuite de curent alternativ complexe sunt echivalente dacă sub acelaşi set de tensiuni complexe între borne corespondente se obţine acelaşi set de curenţi complecşi prin borne corespondente, sau invers, pentru acelaşi set de curenţi complecşi prin borne corespon-dente se obţine acelaşi set de tensiuni complexe între borne corespondente, oricare ar fi un asemenea set impus de tensiuni sau curenţi. 


Teoremele de echivalenţă pentru circuite complexe pasive considerate mai întâi se referă  exclusiv  la circuite  fără impedanţe mutuale. 
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   Fig. 10.40. 


Impedanţa complexă echivalentă unui grup de  n  impedanţe complexe proprii conectate în serie  (fig. 10.40) este dată de relaţia 
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iar teorema asociată a divizorului de tensiune complexă este exprimată ca 
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Impedanţa (admitanţa) echivalentă complexă a unui grup de  n  impedanţe (admitanţe) complexe proprii conectate în paralel  ca în fig. 10.41 este dată de relaţia 
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iar teorema asociată a divizorului de curent complex este exprimată ca 
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   Fig. 10.41. 


Similar,  teoremele de echivalenţă stea–triunghi şi triunghi–stea  pentru impedanţe complexe proprii conectate în stea şi în triunghi (fig. 10.42) sunt exprimate de un set de relatii simetrice, pentru care este bine de reamitit că fiecare relaţie poate fi obţinută din alta prin simpla permutare ciclică a indicilor,  1 SYMBOL 174 \f "Symbol" 2 SYMBOL 174 \f "Symbol" 3 SYMBOL 174 \f "Symbol" 1 , 
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   Fig. 10.42. 


În fine, pentru o conexiune în stea generală a unor impedanţe complexe proprii, cu un număr oarecare de braţe, este valabilă  teorema potenţialului complex al punctului neutru (teorema lui Millman): potenţialul complex al punctului neutru al unui grup de impedanţe complexe proprii conectate în stea este media ponderată a potenţialelor complexe ale bornelor accesibile, ponderile fiind egale cu admitanţele complexe asociate acestor borne (fig. 10.43), 
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 Fig. 10.43. 


4.  Pentru circuite de curent alternativ complexe cu bobine cuplate magnetic nu mai pot fi obţinute teoreme de echivalenţă prin simpla transpunere a rezultatelor obţinute pentru circuitele de curent continuu; asemenea teoreme trebuie deduse, conform criteriului de echivalenţă, folosind teoremele lui Kirchhoff complexe. În esenţă, astfel de teoreme urmăresc eliminarea cuplajelor magnetice, adică obţinerea unui circuit echivalent fără cuplaje magnetice. 


O primă configuraţie importantă o constituie sistemul de două bobine cuplate magnetic, fără cuplaj conductiv, reprezentând un model simplu al unui transformator electric funcţionând în curent alternativ (fig. 10.44 sus). Utilizarea obişnuită a unui transformator electric presupune alimentarea bobinei  1 – numită bobină primară – şi folosirea energiei sau semnalului obţinut în circuitul bobinei  2 – numită bobină secundară. Corespunzător, mărimile electrice complexe la bornele bobinei primare au sensurile asociate după regula de la generatoare, iar mărimile electrice complexe la bornele bobinei secundare au sensurile asociate după regula de la receptoare. Circuitul primar include un generator ideal de tensiune complexă şi o impedanţă complexă, care ar putea reprezenta generatorul complex echivalent al circuitului care furnizează energie sau semnal. Circuitul secundar include doar o impedanţă complexă, care reprezintă receptorul de energie sau semnal. 


Teorema lui Kirchhoff complexă pentru tensiuni permite scrierea ecuaţiilor 
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unde inductanţa mutuală a fost renotată  L12 = L21 = M . 


Eliminând curentul secundar complex folosind ecuaţia complexă a circuitului secundar, 



[image: image412.wmf]1

2

22

2

I

Z

j

j

I

+

=

L

M

w

w

   , 

ecuaţia complexă pentru circuitul primar devine succesiv 
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Ultima relaţie poate fi scrisă echivalent 
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punând în evidenţă  impedanţa reflectată  din secundar în primar, 
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circuitul primar poate fi decuplat de cel secundar, înlocuind influenţa acestuia din urmă prin impedanţa sa refelectată în primar (fig. 10.44. jos stânga). 
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  Fig. 10.44. 


Eliminând acum curentul primar complex din ecuaţia complexă a circuitului primar, 
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ecuaţia complexă pentru circuitul secundar devine succesiv 
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Ultima relaţie poate fi scrisă echivalent 
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punând în evidenţă influenţa circuitului primar asupra celui secundar exprimată prin  impedanţa reflectată  din primar în secundar, 
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şi  tensiunea electromotoare (complexă) reflectată  din primar în secundar, 
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Circuitul secundar poate fi astfel decuplat de cel primar, înlocuindu-l pe acesta din urmă prin impedanţa sa reflectată şi tensiunea sa electromotoare reflectată (fig. 10.44. jos dreapta). 


Cea mai simplă configuraţie de două bobine cuplate magnetic între care există şi o conexiune conductivă este aceea în care acestea sunt înseriate (fig. 10.45). Sunt de studiat aici două cazuri – cel al cuplajului zis aditiv (fig. 10.45 sus) şi cel al cuplajului zis diferenţial (fig. 10.45 jos). Distincţia celor două tipuri de cuplaj este simplă: în cuplajul aditiv curentul parcurge la fel bornele marcate ale bobinelor cuplate, pe când în cuplajul diferenţial curentul parcurge diferit bornele marcate ale bobinelor cuplate: prin una intră, iar prin alta iese. 
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    Fig. 10.45. 


Teorema lui Kirchhoff complexă pentru tensiuni scrisă în raport cu sensul orar pentru circuitele cu cuplaj aditiv şi cu acest cuplaj desfăcut (fig. 10.45 sus) dă ecuaţiile 
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identificarea acestora permite deducerea relaţiilor de echivalenţă care exprimă desfacerea cuplajului aditiv, 
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Similar, teorema lui Kirchhoff complexă pentru tensiuni scrisă în raport cu sensul orar pentru circuitele cu cuplaj diferenţial şi cu acest cuplaj desfăcut (fig. 10.45 jos) dă ecuaţiile 
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identificarea acestora permite deducerea relaţiilor de echivalenţă care exprimă desfacerea cuplajului diferenţial, 
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Odată obţinută relaţia de echivalenţă pentru desfacerea cuplajului aditiv, cea pentru desfacerea cuplajului diferenţial putea fi obţinută mai simplu, observând că în cazul cuplajului diferenţial borna marcată a primei bobine este inversată faţă de cazul cuplajului aditiv. După cum este ştiut, aceasta înseamnă inversarea semnului inductanţei mutuale, ceea ce dă imediat relaţiile de echivalenţă pentru al doilea caz. 


O tratare similară poate fi folosită în cazul mai multor bobine cuplate magnetic şi conectate în serie, sau unei perechi ori mai multor bobine cuplate magnetic şi conectate în paralel. Aplicabilitatea unor asemenea situaţii este însă mult mai restrânsă, şi de aceea aceste cazuri nu sunt discutate aici. 


O altă configuraţie de interes este aceea a trei bobine conectate în stea, dintre care două sunt cuplate magnetic, ca în figurile 10.46 şi 10.47. Şi aici primul caz poate fi denumit cuplaj aditiv iar al doilea poate fi denumit cuplaj diferenţial, deoarece în absenţa unui curent prin bobina a treia, necuplată magnetic cu celelalte, se revine la cazurile studiate mai înainte. 
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    Fig. 10.46. 
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    Fig. 10.47. 


Teorema lui Kirchhoff complexă pentru tensiuni scrisă pentru buclele indicate în fig. 10.46 în circuitul cu cuplaj aditiv şi în cel cu acest cuplaj desfăcut dă, respectiv, sistemele de ecuaţii 
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Aceste sisteme de ecuaţii sunt rearanjate, 
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iar apoi sunt identificaţi coeficienţii curenţilor complecşi între ecuaţiile corespondente. Se ajunge la un sistem de ecuaţii de echivalenţă şi, pornind de la ultima ecuaţie a acestuia, se poate obţine, succesiv, 
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Este uşor de văzut că primele două relaţii de echivalenţă pentru desfacerea cuplajului coincid cu cele obţinute mai sus pentru cazul cuplajului aditiv a două bobine conectate în serie, ceea ce justifică denumirea folosită şi în cazul conexiunii în stea analizate acum. 


O procedură similară poate fi aplicată pentru a obţine relaţiile de echivalenţă ce permit desfacerea cuplajelor în cazul cuplajului diferenţial din fig. 10.47. Mai simplu însă este să se facă uz de observaţia exprimată în legătură cu studiul cuplajului bobinelor conectate în serie: deoarece cuplajul diferenţial este obţinut din cel aditiv prin inversarea bornei marcate a unei bobine, acestei modificări îi corespunde inversarea semnului inductanţei mutuale. Ca rezultat sunt obţinute imediat relaţiile de echivalenţă căutate şi în cazul cuplajului diferenţial, 
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Pot fi deduse relaţii de echivalenţă pentru desfacerea cuplajelor şi în cazuri încă mai complicate, dar redusa aplicabilitate a unor asemenea relaţii nu justifică discutarea lor. 


5.  Teoremele de echivalenţă pentru circuite complexe active  sunt enunţate în limtele aceluiaşi criteriu de echivalenţă ca mai sus. 
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         Fig. 10.48. 


Teoremele lui Vaschy rămân adevărate, în formularea complexă adecvată, indiferent de prezenţa în circuit a cuplajelor magnetice. În conformitate cu prima teoremă a lui Vaschy, regimul de curenţi complecşi şi tensiuni complexe dintr-un circuit de curent alternativ complex rămâne nemodificat dacă în fiecare 

latură concurentă într-un nod se înseriază câte un generator ideal de tensiune complexă cu aceeaşi tensiune electromotoare complexă şi la fel orientată faţă de nod (fig. 10.48). 


Similar, în conformitate cu  a doua teoremă a lui Vaschy, regimul de curenţi complecşi şi de tensiuni complexe dintr-un circuit de curent alternativ complex rămâne nemodificat dacă în paralel cu fiecare latură a unei bucle se conectează câte un generator ideal de curent complex cu acelaşi curent generat complex şi la fel orientat faţă de buclă (fig. 10.49). 
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       Fig. 10.49. 


Teorema de echivalenţă a generatoarelor complexe neideale  (cu impedanţe interne proprii, fig. 10.50) enunţă condiţiile în care sunt echivalente un generator neideal de tensiune complexă  
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  şi un generator neideal de curent complex  
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   Fig. 10.50. 
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 Fig. 10.51. 


Teorema generatoarelor complexe echivalente este de asemenea valabilă: în raport cu o pereche  A , B  de borne, un circuit complex activ (cu bobine cuplate magnetic numai în interior) este echivalent cu un generator neideal complex de tensiune sau de curent (fig. 10.51). Tensiunea electromotoare complexă a generatorului echivalent de tensiune complexă este egală cu tensiunea complexă de mers în gol  
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  a circuitului dat în raport cu bornele sale  A  şi  B , curentul generat complex al generatorului echivalent de curent complex este egal cu curentul complex de scurtcircuit  
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  al circuitului dat în raport cu bornele sale  A  şi  B , iar impedanţa (admitanţa) internă complexă a generatorului echivalent complex,  
[image: image449.wmf]0
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 , este impedanţa (admitanţa) complexă echivalentă a circuitului complex pasivizat, în raport cu bornele sale  A  şi  B  (fig. 10.52). Trebuie reamintit că pasivizarea unui generator ideal complex înseamnă  substituirea printr-un scurtcicuit a generatorului ideal de tensiune, respectiv  substituirea printr-o întrerupere a generatorului ideal de curent. 
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 Fig. 10.52. 


În fine, trebuie subliniat faptul că, dacă în interiorul circuitului analizat există generatoare controlate, atunci trebuie ţinut seama de precauţiuni ca cele analizate în secţiunea 9.4 pentru cazul similar al circuitelor de curent continuu cu generatoare controlate. Mai precis, în calcularea impedanţei (admitanţei) complexe a circuitului complex pasivizat în raport cu bornele  A  şi  B  ale sale, generatoarele controlate nu se pasivizează.  Pentru  a determina aceste mărimi,  între  bornele  A  şi  B  este  aplicată,  de 
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      Fig. 10.53. 

exemplu, o tensiune complexă  
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  presupusă dată şi este calculat curentul complex  
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  injectat prin bornele circuitului (fig. 10.53) care, depinzând linear de tensiunea aplicată, face ca raportul acestora, 
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să fie într-adevăr o impedanţă (admitanţă) complexă independentă de mărimile la borne. 

Aceeaşi procedură este aplicată pentru determinarea impedanţei (admitanţei) complexe a circuitului complex pasivizat în raport cu bornele  A  şi  B  ale sale, dacă nu se pot desface cuplajele magnetice. 


6. Cea mai simplă conexiune a unui generator complex şi a unei sarcini complexe (fără cuplaj magnetic) întâlnită în practică – aceea dintre un generator neideal complex 
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  care furnizează putere electromagnetică pe la borne unui receptor complex de impedanţă complexă  
[image: image456.wmf]Z

  (fig. 10.54) – este studiată la fel cu situaţia similară din cazul regimului staţionar. 


Curentul complex şi tensiunea complexă la bornele generator/receptor sunt, respectiv, 
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şi, în cele mai obişnuite situaţii, valoarea efectivă a curentului descreşte la creşterea modulului impedanţei sarcinii, în timp ce, la fel, de cele mai multe ori, valoarea efectivă a tensiunii creşte la creşterea modulului impedanţei sarcinii. 


Puterea complexă generată, puterea activă pierdută (în interiorul sursei) şi puterea activă transferată de la generator la receptor sunt, respectiv, 
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unde impedanţele complexe ale generatorului şi receptorului au fost desemnate respectiv prin 
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   Fig. 10.54. 
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Puterea activă transferată de către generator receptorului este astfel 
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şi îşi atinge maximul când numitorul fracţiei de mai sus este minim. Deoarece rezistenţa este nenegativă, minimizarea numitorului presupune mai întâi anularea celui de al doilea termen al său, 
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Valoarea maximă a funcţiei rezultate, 
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este atinsă în condiţiile analizate anterior, în secţiunea 9.3, pentru problema analoagă în regim staţionar, adică atunci când 
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Aceste argumente permit să se formuleze  teorema transferului maxim de putere activă: un generator complex neideal dat furnizează putere activă maximă unui receptor a cărui impedanţă complexă este conjugata impedanţei complexe interne a generatorului, 
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În aceste condiţii se spune că receptorul (sarcina) este adaptat(ă) la generator. 


10.8.  Metode de rezolvare a circuitelor de curent alternativ 

Rezolvarea unui circuit de curent alternativ complex poate fi simplificată dacă, în locul necunoscutelor complexe propriu zise – curenţi complecşi prin laturi fără generator de curent şi tensiuni complexe la bornele generatoarelor de curent – sunt determinate, mai întâi, necunoscute complexe intermediare, în număr mai mic, şi în termenii cărora, ulterior, pot fi calculate simplu mărimile necunoscute originale. Asemenea metode alternative de rezolvare au fost analizate pentru circuitele de curent continuu mai înainte, în secţiunea 9.3, iar transpunerea lor pentru rezolvarea circuitelor de curent alternativ complexe este efectuată în virtutea linearităţii acestor metode şi similitudinii, discutate anterior, între teoremele lui Kirchhoff pentru circuite de curent continuu şi teoremele lui Kirchhoff complexe pentru circuite de curent alternativ complexe. Şi aici se presupune că este analizat un circuit izolat, ceea ce, în virtutea teoremei de echivalenţă a condiţiilor la borne (care permite înlocuirea unui circuit neizolat prin unul izolat, echivalent), nu micşorează generalitatea abordăriii. 


1.  Metoda curenţilor ciclici (metoda curenţilor de buclă) foloseşte drept necunoscute intermediare aşa numiţii curenţi ciclici (curenţi de buclă) complecşi, care sunt nişte curenţi complecşi fictivi ce se închid fiecare prin câte una din buclele fundamentale, independent de prezenţa altor curenţi ciclici prin laturile propriei bucle. Este valabilă  teorema curenţilor ciclici, care afirmă că intensitatea curentului electric complex  
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  prin fiecare latură este suma (algebrică) a curenţilor ciclici complecşi  
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  ce parcurg latura în chestiune, 
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  Fig. 10.55. 

fiind consideraţi cu semnul plus curenţii ciclici cu acelaşi sens de referinţă ca al curentului laturii şi cu semnul minus curenţii ciclici cu sens de referinţă opus celui al curentului laturii (fig. 10.55). Numărul  necunoscutelor  intermediare, egal cu  numărul   B = L–N+1   al  buclelor 

fundamentale, este astfel mai mic decât numărul  L  al necunoscutelor propriu zise. În plus, relaţiile  (*)  permit calculul simplu al necunoscutelor propriu zise – curenţii complecşi prin laturi – în termenii necunoscutelor intermediare – curenţii ciclici complecşi. 


Regulile de scriere directă a ecuaţiilor ce permit calculul curenţilor ciclici complecşi sunt obţinute pornind de la ecuaţiile lui Kirchhoff, în care sunt înlocuiţi curenţii complecşi din laturi în funcţie de necunoscutele intermediare. Deoarece fiecare curent ciclic urmează câte un traseu închis, aşa cum s-a discutat în secţiunea 9.3, teorema lui Kirchhoff pentru curenţi este satisfăcută identic. Ecuaţiile pentru determinarea curenţilor ciclici se obţin atunci din ecuaţiile lui Kirchhoff complexe pentru tensiuni, 
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în care s-a ţinut seama de eventuala prezenţă a cuplajelor magnetice şi unde fiecare curent complex  
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  este substituit în termenii curenţilor ciclici  
[image: image475.wmf]q

'

I

 , conform teoremei curenţilor ciclici  (*), 
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În raport cu discuţia similară din secţiunea 9.3 a unei asemenea ecuaţii, singura 
deosebire este aceea că în membrul stâng al ecuaţiilor precedente apar în plus produse  
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  ale impedanţei complexe mutuale dintre latura  k  aparţinând buclei pentru care se scrie ecuaţia şi o altă latură  s – fie din aceeaşi buclă (deci parcursă de acelaşi curent ciclic complex  
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), fie din altă buclă (parcursă de alt curent ciclic complex  
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) – şi curentul ciclic complex  
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  prin acea latură  s . Se observă uşor că semnul algebric al unei asemenea tensiuni este plus atunci când curentul ciclic  
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  (care dă sensul tensiunii induse în bucla  p )  parcurge borna marcată a bobinei din bucla  p  la fel cum curentul ciclic  
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 (inductor) parcurge borna marcată a bobinei  s  (din bucla  p  sau din altă buclă  q )  şi cu semnul minus în caz contrar. Spre exemplu, pentru fig. 10.56, contribuţia la membrul stâng al teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni a tensiunii la bornele bobinei  k  din bucla  p  este  
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      Fig. 10.56. 


Reordonarea ecuaţiilor în termenii necunoscutelor intermediare – curenţii ciclici complecşi – duce la  sistemul de ecuaţii pentru calculul curenţilor ciclici complecşi  sub forma 
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Interpretarea termenilor din acest sistem de ecuaţii rezultă imediat prin transpunerea celor formulate mai înainte, în secţiunea 9.3, cu adăugirile necesare, rezultate din observaţia anterioară referitoare la efectele prezenţei eventuale a impedanţelor complexe mutuale dintre laturile circuitului. 


În sistemul de ecuaţii  (**)  de mai sus un termen diagonal  
[image: image486.wmf](
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  este numit cădere de tensiune complexă proprie, produsă în bucla  p  de propriul curent ciclic  
[image: image487.wmf]p
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 . Aici  
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'

U

  este tensiunea complexă (totală) la bornele generatoarelor de curent din bucla  p , calculată ca suma algebrică a tensiunilor complexe la bornele generatoarelor de curent din buclă, atribuind semnul plus tensiunilor cu acelaşi sens de referinţă ca al buclei (al curentului ciclic  
[image: image489.wmf]p
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)  şi semnul minus tensiunilor cu sens de referinţă opus celui al buclei.  
[image: image490.wmf]pp
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  este impedanţa complexă proprie a buclei  p , calculată ca suma aritmetică a impedanţelor complexe proprii ale laturilor buclei  p , la care se adaugă suma algebrică a impedanţelor complexe mutuale dintre laturi aparţinând, ambele, buclei  p , cu semnul plus atribuit termenilor atunci când curentul ciclic complex  
[image: image491.wmf]p
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  al buclei parcurge la fel bornele marcate ale bobinelor din bucla  p  implicate şi cu semnul minus în caz contrar. 


Un termen de forma  
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  din ecuaţia buclei  (p)  este numit cădere de tensiune complexă mutuală, produsă în bucla  p  de curentul ciclic  
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 . Aici  
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  este impedanţa complexă mutuală dintre buclele  p  şi  q , calculată ca suma algebrică a impedanţelor complexe proprii ale laturilor comune între bucla  p  (în care este prezentă tensiunea corespunzătoare) şi bucla  q  (prin care circulă curentul ciclic ce o produce), atribuind semnul plus impedanţelor complexe proprii care sunt parcurse în acelaşi sens de curenţii ciclici  
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  şi  
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  şi semnul minus în caz contrar, la care se adaugă suma algebrică a impedanţelor complexe mutuale dintre laturi aparţinând una buclei  p , alta buclei  q , cu semnul plus atribuit termenilor atunci când curenţii ciclici complecşi  
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  şi  
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  parcurg la fel bornele marcate ale bobinelor cuplate din laturile buclelor implicate şi cu semnul minus în caz contrar. 


Din chiar această regulă de calcul a impedanţei complexe mutuale dintre bucle rezultă relaţia de simetrie (reciprocitate) a impedanţelor complexe mutuale dintre bucle, 
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fiecare din acestea conţin aceiaşi termeni, cu acelaşi semn algebric. 


În fine, termenul de forma  
[image: image500.wmf]p
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  din membrul drept al ecuaţiei  (p)  este tensiunea electromotoare complexă (totală) din bucla  p , calculată ca suma algebrică a tensiunilor electromotoare complexe ale generatoarelor de tensiune din buclă, atribuind semnul plus tensiunilor electromotoare cu acelaşi sens de referinţă ca al buclei (al curentului ciclic  
[image: image501.wmf]p
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)  şi semnul minus tensiunilor electromotoare cu sens de referinţă opus celui al buclei. 


În sistemul de  B  ecuaţii  (**)  pentru calculul direct al curenţilor ciclici complecşi apar, în afara celor  B  curenţi ciclici complecşi  
[image: image502.wmf]q

'

I

  necunoscuţi, tensiunile complexe necunoscute  
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  la bornele generatoarelor ideale de curent complex din laturile circuitului complex. Această dificultate este înlăturată adăugând sistemului de ecuaţii  (**)  ecuaţii suplimentare care exprimă curenţii generaţi complecşi cunoscuţi  
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  din laturi în termenii curenţilor ciclici complecşi, 


(***)      
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Numărul unor asemenea ecuaţii suplimentare fiind evident egal cu numărul de necunoscute suplimentare  
[image: image506.wmf]m
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 . În particular însă, este recomandabil să se aleagă buclele fundamentale astfel încât prin fiecare generator ideal de curent complex să treacă un singur curent ciclic complex (o singură buclă fundamentală); cu o asemenea alegere a buclelor fundamentale, ecuaţiile suplimentare de tipul  (***)  sunt simplificate la 
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intensitatea curentului ciclic complex  
[image: image508.wmf]q
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  este egală chiar cu intensitatea curentului generat complex al generatorului de curent prin care acest curent ciclic circulă în exclusivitate. Cu o asemenea alegere a buclelor fundamentale, necunoscutele care apar în sistemul de ecuaţii  (**)  sunt tensiunile complexe la bornele generatoarelor de curent şi intensităţile curenţilor ciclici complecşi prin bucle care nu trec prin laturi cu generatoare de curent, adică sistemul de  B  ecuaţii conţine exact  B  necunoscute. 


În concluzie,  metoda curenţilor ciclici pentru rezolvarea circuitelor complexe de curent alternativ constă în următoarele  etape: 

(1)  Sunt alese buclele fundamentale şi sunt stabiliţi curenţii ciclici complecşi (inclusiv sensurile lor de referinţă); în particular este indicat să se aplice recomandarea de mai sus; 

(2) Sunt scrise (direct) ecuaţiile  (**) , (***)  ale sistemului de ecuaţii pentru determinarea curenţilor ciclici complecşi şi se determină necunoscutele intermediare – curenţii ciclici complecşi – precum şi tensiunile complexe la bornele generatoarelor ideale de curent; 

(3) Este aplicată teorema curenţilor ciclici complecşi  (*)  pentru determinarea necunoscutelor propriu zise rămase – curenţii complecşi prin laturi fără generator ideal de curent. 


2. Metoda potenţialelor nodurilor  foloseşte drept necunoscute intermediare potenţialele complexe ale nodurilor. De la început trebuie subliniat că această metodă este aplicabilă numai circuitelor complexe fără impedanţe mutuale, adică numai circuitelor de curent alternativ fără bobine cuplate magnetic. Şi pentru circuitele de curent alternativ  complexe, această  metodă  a  potenţialelor  nodurilor  porneşte tot de la 
teorema potenţialelor nodurilor: tensiunea complexă  
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  la bornele unei laturi este egală cu diferenţa potenţialelor complexe  
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 , 
[image: image511.wmf]s

V

 , ale nodurilor care o delimitează, 
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  Fig. 10.57. 

unde  
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  este potenţialul complex al nodului de la care pleacă linia tensiunii la bornele 
laturii  k  iar  
[image: image515.wmf]s

V

  este  potenţialul  complex al nodului  la  care  soseşte  linia tensiunii la borne (fig. 10.57). 


Începând cu cazul mai simplu al circuitelor de curent alternativ complexe fără laturi de impedanţă proprie nulă  (laturi conţinând numai un generator ideal de tensiune complexă), pot fi definite admitanţele laturilor 
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unde s-a ţinut seama de faptul că un generator ideal de curent complex este prezent cu o impedanţă internă infinită într-o latură, indiferent de prezenţa altor elemente de circuit în acea latură. Ţinând seama de teorema potenţialelor complexe ale nodurilor şi de teorema lui Joubert complexă, necunoscutele propriu zise pot fi exprimate relativ simplu în termenii necunoscutelor intermediare: Pentru o latură fără generator ideal de curent (fig. 10.58) se obţine, succesiv, 
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 Fig. 10.58. 




 Fig. 10.59. 

unde s-a considerat acelaşi sens de referinţa pentru tensiunea la bornele laturii, curentul prin latură şi eventuala tensiune electromotoare din latură. Pentru o latură cu generator de curent (fig. 10.59), pentru care, în plus, sensul de referinţă al tensiunii la bornele generatorului de curent este acelaşi cu cel al tensiunii la bornele laturii, se obţine, similar, 
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În particular, în absenţa din latură a unei impedanţe (proprii) şi a generatorului ideal de tensiune, adică pentru o latură conţinând doar un generator ideal de current, ultima relaţie se simplifică la simpla egalitate 
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Regulile de scriere directă a ecuaţiilor ce permit calculul potenţialelor complexe ale nodurilor sunt obţinute exprimând, în ecuaţiile lui Kirchhoff complexe, necunoscutele propriu zise în termenii necunoscutelor intermediare. Aşa cum s-a discutat în secţiunea 9.3, teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni este satisfăcută identic, deoarece teorema potenţialelor nodurilor este doar un alt mod de exprimare a ei. Ecuaţiile pentru determinarea potenţialelor nodurilor se obţin din ecuaţiile lui Kirchhoff pentru curenţi (în raport cu sensul de referinţă de  ieşire  din nod), 
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unde fiecare curent  
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  este substituit fie prin  
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 , pentru laturi cu generator ideal de curent, fie în termenii potenţialelor nodurilor  
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 , conform relaţiilor  [*] , pentru laturi fără generator ideal de curent, 
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Analiza acestor ecuaţii se desfăşoară absolut similar cu analiza ecuaţiilor asemănătoare ale metodei aplicate circuitelor de curent continuu. Ecuaţiile pot fi reordonate în termenii necunoscutelor intermediare – potenţialele complexe ale nodurilor – obţinând  sistemul de ecuaţii pentru calculul potenţialelor complexe ale nodurilor  sub forma 
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Interpretarea termenilor din ecuaţiile acestui sistem de ecuaţii rezultă imediat prin transpunerea celor formulate mai înainte, în secţiunea 9.3, cu simpla modificare a mărimilor reale prin cele complexe, corespunzătoare calculului complex al circuitelor de curent alternativ. 


În sistemul de ecuaţii  [***]  de mai sus un coeficient diagonal  
[image: image530.wmf]a
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  este numit  admitanţă proprie complexă a nodului  a  şi este  suma aritmetică  a admitanţelor laturilor ce concură în nodul  a  pentru care este scrisă ecuaţia. Similar, un coeficient nediagonal  
[image: image531.wmf]b
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 este numit  conductanţă mutuală complexă dintre nodurile  a  şi  b  şi este suma aritmetică a conductanţelor laturilor ce conectează  direct  nodurile  a  şi  b , luată  cu semn schimbat. Din chiar această regulă de calcul rezultă relaţia de simetrie (reciprocitate) a admitanţelor mutuale complexe dintre noduri, 
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fiecare din acestea conţin aceiaşi termeni, cu acelaşi semn algebric. 


Termenul  
[image: image533.wmf]a
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  din membrul drept al ecuaţiei asociate nodului  a  este  curentul de scurtcircuit complex în nodul  a , şi este suma algebrică  a curenţilor de scurtcircuit ai laturilor concurente în nodul  a , în raport cu sensul de referinţă de  intrare  în nod. Curentul de scurtcircuit complex  
[image: image534.wmf]k
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  al laturii  k  este asociat generatoarelor prezente în latură: el are valoarea  
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  dacă în latură este prezent un generator de curent (fig. 10.60 a), are valoarea  
[image: image536.wmf]k

k

k

S

Z

E

I

=

  dacă în latură nu este prezent un generator de curent ci doar un generator de tensiune (fig. 10.60 b), sau, în fine, este nul,  
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 , dacă în latură nu este prezent nici un generator (fig. 10.60 c), sensul de referinţă al curentului de scurtcircuit al unei laturi fiind acelaşi cu cel al generatorului care îl imprimă. 


     [image: image538.png]


 






      Fig. 10.60. 


În cazul general, în care în circuit există şi  laturi de impedanţă complexă nulă – laturi conţinând  numai  un generator ideal de tensiune complexă – dar, din nou, nu există impedanţe mutuale complexe, nu pot fi definite nici admitanţa complexă a unei asemenea laturi, nici curentul de scurtcircuit complex al ei. 


Când toate laturile de rezistenţa nulă concură într-un nod comun  a  (fig. 10.61), acest nod este ales ca referinţă astfel încât potenţialul său complex este nul, 
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 . Ecuaţia de tipul [***] pentru determinarea potenţialului complex al unui nod b conectat 
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     Fig. 10.61. 

la nodul  a  printr-o latură  k  de impedanţă nulă nu mai are sens; în schimb, se poate apela la teorema lui Kirchhoff complexă pentru tensiuni, scrisă pentru o buclă formată din latura în chestiune şi linia tensiunii complexe la bornele ei, care dă, succesiv, 
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Dacă nu toate laturile de impedanţă nulă din circuit sunt conectate la un singur nod, atunci pentru nici unul dintr-o pereche de noduri,  c  şi  d , care delimitează o oarecare latură  j  de acest fel (fig. 10.62 a) nu pot fi scrise ecuaţii de tipul [***] pentru determinarea potenţialelor complexe ale nodurilor. Circuitul poate fi însă  reconfigurat  aplicând  prima teoremă a lui Vaschy unuia dintre nodurile implicate (fig. 10.62 b), astfel încât potenţialul complex al nodului  d , modificat cu valoarea  
[image: image542.wmf]j
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 , este acelaşi cu cel al nodului  c : latura  j  este astfel transformată într-un nod extins  (cd)  ca în fig. 10.62 c. În această manieră perechea de ecuaţii de tipul [***] care nu ar fi putut fi scrise pentru nodurile  c şi  d  este înlocuită printr-o singură ecuaţie de tipul [***] pentru nodul extins  (cd) , completată cu o ecuaţie a lui Kirchhoff complexă pentru tensiuni scrisă, în circuitul iniţial dat (fig. 10.62 a),  pentru o buclă formată din latura în chestiune şi linia tensiunii complexe la bornele ei, 
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   Fig. 10.62. 


În fine, dacă în circuit nu există laturi de impedanţă nulă, atunci oricare nod poate fi ales drept nod de referinţă, cu potenţial complex nul, ceea ce reduce cu o unitate numărul de necunoscute şi, deci, de ecuaţii. În particular, într-un asemenea caz este recomandabil ca nodul de potenţial complex nul să fie ales cel în care concură cele mai multe laturi. Astfel, pentru orice circuit de curent alternativ complex poate fi scris un sistem de  N–1  ecuaţii, în general de tipul [***], pentru determinarea necunoscutelor intermediare – potenţialele complexe ale celor  N–1  noduri independente. 


În concluzie,  metoda potenţialelorcomplexe ale  nodurilor  pentru rezolvarea circuitelor de curent alternativ complexe constă în următoarele  etape: 

(0) Dacă în circuit există perechi de noduri conectate direct prin laturi de impedanţă nulă (conţinând numai un generator ideal de tensiune complexă) care nu au un nod comun, atunci se reconfigurează circuitul aplicând prima teoremă a lui Vaschy pentru câte un nod al fiecărei asemenea perechi, cu excepţia perechilor de acest fel care concură în număr cel mai mare într-un nod comun; 

(1) Sunt alese nodurile şi sunt denotate potenţialele lor complexe, fixând la potenţial complex nul un nod de referinţă ales conform discuţiei anterioare; 

(2) Sunt scrise (direct) ecuaţiile  [***]  ale sistemului de ecuaţii pentru determinarea potenţialelor complexe ale nodurilor şi se determină necunoscutele intermediare – potenţialele complexe ale nodurilor; 

(3) Sunt aplicate relaţiile  [*] , [**]  pentru determinarea necunoscutelor propriu zise – curenţii complecşi prin laturi fără generator ideal de curent, respectiv tensiunile complexe la bornele generatoarelor ideale de curent în circuitul complex eventual reconfigurat conform etapei preliminare (0). În particular, pentru laturile de admitanţă nulă ale circuitului dat, intensitatea curentului complex este determinată folosind ecuaţia lui Kirchhoff complexă pentru curenţi în unul dintre nodurile care o delimitează. 


3.  În final, trebuie subliniat faptul că pentru un  circuit de curent alternativ complex cu generatoare controlate  rămân adevăşrate observaţiile formulate în secţiunea 9.4 pentru cazul similar al circuitelor de curent continuu cu generatoare controlate. 


Astfel, în rezolvarea unui circuit de curent alternativ complex cu generatoare controlate, ecuaţiile pentru determinarea curenţilor ciclici complecşi sau ecuaţiile potenţialelor complexe ale nodurilor trebuie completate cu ecuaţiile care exprimă mărimile complexe controlate ale generatoarelor (tensiuni electromotoare sau curenţi generaţi) în termenii necunoscutelor intermediare complexe din circuit. Asemenea expresii sunt substituite în ecuaţiile complexe corespunzătoare, după care rearanjarea ecuaţiior permite formularea lor exclusiv în termenii mărimilor complexe independente date – caracteristicile generatoarelor independente. În asemenea situaţii, însă, după rearanjarea ecuaţiilor, relaţiile de reciprocitate (simetrie) ale impedanţelor mutuale complexe între bucle sau între admitanţele mutuale complexe între noduri nu mai rămân în general valabile, 
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10.9.  Aplicaţii  ale  circuitelor  de  curent  alternativ 

1.  O aplicaţie a funcţionării în regim armonic a circuitelor electrice, importantă mai ales în electronică şi telecomunicaţii, priveşte fenomenul de  rezonanţă într-un circuit de curent alternativ. 


Rezonanţa  într-un circuit de curent alternativ poate fi definită în două moduri. 

În conformitate cu o primă definiţie – generală, un circuit de curent alternativ funcţionează la rezonanţă dacă puterea reactivă asociată funcţionării este nulă, 
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Ţinând seama de interpretarea fizică a puterii reactive asociată funcţionării unui circuit de curent alternativ, 
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ca proporţională cu diferenţa energiilor medii (pe o perioadă) acumulate în câmpul magnetic, respectiv electric, din elementele reactive ale circuitului, această definiţie a rezonanţei poate fi generalizată la orice sistem electromagnetic funcţionând în regim armonic. Pe de altă parte, însă, făcând referire la o mărime – puterea reactivă – care este în cele mai multe cazuri greu de evaluat sau măsurat, o asemenea definiţie este dificil de folosit în practică. 

Altă definiţie – particulară, mai adecvată măsurării, este următoarea: un circuit de curent alternativ funcţionează la rezonanţă dacă, în condiţii de excitare (alimentare) definite, valoarea efectivă a unei mărimi electromagnetice specificate atinge un extremum – maximum sau minimum. 

Trebuie subliniat de la bun început că cele două definiţii descriu aceeaşi situaţie numai în câteva cazuri deosebit de simple – în general cele două definiţii se referă la situaţii diferite. 


Pentru ilustrare, fie considerate două exemple simple tipice – conexiunile serie şi paralel ale unei bobine neideale  
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  şi unui condensator neideal  
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 – pentru care sunt abordate direct circuitele complexe asociate. Dacă este adoptată definiţia generală a rezonanţei, atunci condiţiile de rezonanţă pentru un dipol sunt 
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Dacă este adoptată definiţia particulară a rezonanţei, atunci condiţiile de excitaţie (alimentare) tipice sunt tensiune aplicată sau curent injectat de valoare efectivă constantă, 


U = const.      sau      I = const.   . 

În oricare situaţie, condiţia de rezonanţă este deobicei exprimată în termenii frecvenţei (unghiulare) – dependentă de caracteristicile elementelor pasive din circuit – la care este obţinut extremumul mărimii electromagnetice a cărei rezonanţă este urmărită. 


2. Impedanţa complexă a circuitului complex în  conexiune serie  (fig. 10.63) este 
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adică 
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de unde 
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Condiţia generală de rezonanţă este 
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unde s-a ţinut seam de faptul că  
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  . Frecvenţa (unghiulară) de rezonanţă rezultă ca 
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unde 
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este frecvenţa (unghiulară) de rezonanţă a circuitului de referinţă zis  r–L–C  serie (fig. 10.64), în care condensatorul este considerat ideal  
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     Fig. 10.63. 




       Fig. 10.64. 


Condiţii particulare de rezonanţă sunt mai dificil de obţinut pentru circuitul în conexiune serie complet din fig. 10.63. Este însă sugestivă chiar şi analiza circuitului serie simplu  r–L–C  (fig. 10.64) în ceea ce priveşte definiţia particulară a rezonanţei. 


Procedând ca mai sus, impedanţa complexă a circuitului  r–L–C  serie este 
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iar condiţia generală de rezonanţă a acestuia duce simplu la 
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Pentru aplicarea definiţiei particulare a rezonanţei este calculată impedanţa (modulul impedanţei complexe a) circuitului, 
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pentru care condiţia de extremum duce la 
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Pot fi acum definite mai multe rezonanţe particulare, chiar şi pentru o unică situaţie de alimentare, de exemplu la tensiune efectivă constantă  U  aplicată la borne. Rezonanţa curentului este definită prin 



[image: image567.wmf](

)

LC

I

r

U

Z

U

Z

U

I

I

U

U

1

la

max

max

0

0

min

.

const

.

const

=

=

=

=

=

=

=

=

w

w

w

      

      

   , 

care coincide cu rezonanţa generală a circuitului. Se poate observa că, în aceste condiţii de rezonanţă, tensiunile efective reactive,  UL0 = (0LI0  la bornele inductanţei şi  UC0 = I0/(0C  la bornele capacităţii, sunt egale, 
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Mai mult, ele pot avea valori semnificativ mai mari decât tensiunea efectivă rezistivă  Ur = rI0 = U , 
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în funcţie de valorile factorului de calitate  k  al circuitului rezonant  r–L–C  serie. 


Pe de altă parte poate fi definită şi o rezonanţă a tensiunii capacitive, corespunzătoare condiţiei 
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care are loc la o frecvenţă unghiulară 
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sau o rezonanţă a tensiunii inductive, corespunzătoare condiţiei 
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care are loc la o altă frecvenţă unghiulară, 
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3. Admitanţa complexă a circuitului complex în  conexiune paralel  (fig. 10.65) este 
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adică 
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de unde 
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Condiţia generală de rezonanţă este 
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unde s-a ţinut seama de faptul că  
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 . Frecvenţa (unghiulară) de rezonanţă rezultă ca 
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unde, din nou, 
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este frecvenţa de rezonanţă a circuitului de referinţă, acum circuitul zis  R–L–C  paralel (fig. 10.66), în care bobina este considerată ideală  
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     Fig. 10.65. 




      Fig. 10.66. 


Condiţii particulare de rezonanţă sunt mai dificil de obţinut pentru circuitul în conexiune paralel complet din fig. 10.65. Este însă sugestivă chiar şi analiza circuitului paralel simplu  R–L–C  (fig. 10.66) în ceea ce priveşte definiţia particulară a rezonanţei. 


Procedând ca mai sus, admitanţa complexă a circuitului  R–L–C  paralel este 
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iar condiţia generală de rezonanţă rezultă simplă drept 
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Pentru aplicarea definiţiei particulare a rezonanţei este calculată admitanţa (modulul admitanţei complexe a) circuitului, 
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pentru care condiţia de extremum duce la 
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Pot fi acum definite mai multe rezonanţe particulare, chiar şi pentru o unică situaţie de alimentare, de exemplu la curent efectiv constant  I  injectat prin borne. Rezonanţa tensiunii este definită prin 
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care coincide cu rezonanţa generală a circuitului. Se poate observa, ca mai sus, că, în aceleşi condiţii de alimentare, sunt obţinute alte condiţii de rezonanţă pentru, de exemplu, curentul capacitiv, 
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sau pentru curentul inductiv, 
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şi poate fi definit, similar, un factor de calitate al circuitului rezonant  R–L–C  paralel,
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drept raportul curenţilor efectivi reactivi (de valori egale) la curentul efectiv rezistiv, în condiţiile generale de rezonanţă  (( = (0) . 


4. Circuitele rezonante sunt folosite mai ales în relaţie cu proprietatea lor de selectivitate în raport cu frecvenţa. Fie considerat pentru ilustrare circuitul R–L–C paralel simplu din fig. 10.66: când acesta funcţionează, de exemplu, în condiţii de curent efectiv constant injectat prin borne, dependenţa de frecvenţă a tensiunii efective la borne, corespunzătoare ecuaţiei 



[image: image594.wmf](

)

(

)

2

2

1

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

=

C

L

R

I

Y

I

U

w

w

w

w

   , 

este cea prezentată în fig. 10.67. 
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    Fig. 10.67. 


Dacă prin borne este injectat un curent care constă din trei componente cu aceeaşi valoare efectivă, dar frecvenţe diferite, 
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deoarece circuitul este linear, fiecare componentă a curentului determină o componentă asociată a tensiunii, de aceeaşi frecvenţă, cu valori efective dependente de frecvenţă aşa cum este ilustrat în fig. 10.67, 
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Dacă frecvenţeleo celor trei componente considerate sunt ordonate, de exemplu, în ordinea 
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atunci valorile efective ale componentelor corespunzătoare ale tensiunii sunt 
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Aceste valori arată că circuitul rezonant efectuează într-adevăr o selecţie a componentelor semnalului aplicat după frecvenţa lor: tensiunea  u  la bornele circuitului rezonant consistă aproape exclusiv în componenta  u2 , de frecvenţă apropiată celei de rezonanţă, în timp ce componentele  u1 , u3 , de frecvenţe depărtate de cea de rezonanţă, sunt practic rejectate. 


5.  O altă aplicaţie a circuitelor de curent alternativ, importantă însă mai ales în legătură cu transmisia energiei, o constituie  circuitele trifazice  (sau  trifazate). 


Un circuit trifazic este un circuit de curent alternativ care constă din trei părţi cu aproximativ aceeaşi configuraţie, în care mărimile electrice corespondente au aproximativ aceeaşi valoare efectivă şi sunt defazate cu aproximativ  (2(/3 ((120(). Circuitele trifazice sunt studiate direct în termenii reprezentărilor complexe ale mărimilor electrice. 


Într-un circuit trifazic pot fi distinse generatorul (sau generatoarele) trifazic(e), receptorul (sau receptoarele) trifazic(e) şi liniile (conductoarele) care le leagă. În cel mai simplu circuit trifazic, generatorul trifazic este reprezentat prin trei generatoare de tensiune alternativă ce constituie fazele generatorului, receptorul trifazic este reprezentat prin trei receptoare funcţionând în curent alternativ, care reprezintă fazele receptorului, şi trei (sau, în unele cazuri, patru) linii care conectează fazele corespondente ale generatorului şi receptorului. 


Două sunt principalele motive care justifică folosirea circuitelor trifazice. Mai întâi, presupunând că (aşa cum sunt proiectate să funcţioneze) fazele diferite ale generatorului, respectiv receptorului, nu se influenţează una pe alta, se poate face o importantă economie de material conductor la construirea conductoarelor (liniilor) de legătură între generatorul şi receptorul trifazic: un circuit trifazic necesită trei (eventual patru) linii de conexiune, în timp ce trei perechi separate generator–receptor funcţionând în curent alternativ ar necesita şase linii de conexiune. În al doilea rând, există realizări trifazice ale maşinilor electrice – generatoare sau motoare – semnificativ mai eficiente decât variante de curent alternativ simplu, zise monofazice. 


Generatorul trifazic şi receptorul trifazic pot fi conectate în stea sau în triunghi. 


Conexiunile  în  stea  (Y)  ale generatorului şi receptorului trifazic sunt prezentate în fig. 10.68. Cele trei faze ale generatorului trifazic au o bornă comună  O , numită punct neutru (sau nul) al generatorului. Cele trei faze ale receptorului trifazic au o bornă comună  N , numită punct neutru (sau nul) al receptorului. Bornele rămase  1' , 2' , 3'  ale fazelor corespondente ale generatorului şi  bornele rămase  1 , 2 , 3  ale fazelor receptorului sunt conectate prin conductoarele de legătură numite liniile  1 , 2 , 3 ; eventual punctele neutre ale generatorului şi receptorului pot fi conectate printr-o linie numită fir neutru. 
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    Fig. 10.68. 

Mărimile complexe asociate cu generatorul trifazic (ideal) sunt tensiunile electromotoare de fază  
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 , curenţii de fază  
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 , precum  şi tensiunile de linie (la generator)  
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 . Mărimile complexe asociate cu receptorul trifazic sunt impedanţele (complexe ale) fazelor  
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 , şi curenţii de fază  
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 , precum şi tensiunile de linie (la receptor)  
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 . Mărimile complexe asociate cu liniile sunt impedanţele (complexe ale) lor  
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  (şi, eventual,  
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 , ultimele în general dependente de poziţia de-a lungul liniei. Conectarea în serie a fazelor şi liniilor asociate determină egalitatea imediată 
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la conexiunea în stea, curenţii de linie şi de fază corespondenţi sunt egali. 


Conexiunile în triunghi  (()  ale generatorului şi receptorului trifazic sunt prezentate în fig. 10.69. Cele trei faze ale generatorului trifazic sunt conectate într-o buclă între bornele accesibile ale generatorului şi, similar, cele trei faze ale receptorului trifazic sunt conectate într-o buclă între bornele accesibile ale receptorului. Bornele  1' , 2' , 3'  ale generatorului şi  1 , 2 , 3  ale receptorului sunt conectate prin conductoarele de legătură numite liniile  1 , 2 , 3 ; evident, în această conexiune nu poate fi vorba de vreun fir neutru. Mărimile complexe asociate cu generatorul trifazic (ideal) sunt tensiunile electromotoare  
[image: image616.wmf]31

23

12

E

,

E

,

E

 

 

 

 

 , tensiunile de fază  
[image: image617.wmf]31

23

12

U

,

U

,

U

'

 

 

'

 

 

'

  şi curenţii de fază  
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 . Similar, mărimile complex asociate cu receptorul trifazic sunt impedanţele (complexe ale) fazelor  
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 . Mărimile complexe asociate cu liniile sunt impedanţele lor (complexe)  
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 , curenţii de linie  
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  şi tensiunile de linie  
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 , ultimele în general dependente de poziţia de-a lungul liniei. Conectarea fazelor şi liniilor în conexiunea în triunghi determină evident egalitatea 
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la conexiunea în triunghi, tensiunile de linie şi de fază corespondente (la generator, respectiv la receptor) sunt egale. 
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    Fig. 10.69. 


6.  Un circuit trifazic funcţionează în condiţii simetrice atunci când mărimile de fază sau de linie corespondente ale celor trei faze/linii au exact aceeaşi valoare efectivă şi sunt defazate exact cu  
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De exemplu, un sistem simetric de tensiuni de fază la bornele generatorului conectat în stea este (fig. 10.70) 
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Este uşor de văzut că, în acest caz, în acord cu teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni (fig. 10.71), lui îi corespunde un sistem de tensiuni de linie 
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        Fig. 10.70. 



 Fig. 10.71. 

Acest sistem de tensiuni de linie este de asemenea simetric, 
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Similar, un sistem simetric de curenţi de fază într-un receptor trifazic conectat în triunghi ar putea fi (fig. 10.72) 
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Şi în acest caz este simplu să se obţină sistemul corespunzător de curenţi de linie, recurgând la teorema lui Kirchhoff pentru curenţi în borne (fig. 10.73), 
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        Fig. 10.72. 



 Fig. 10.73. 
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Acest sistem de curenţi de linie este de asemenea simetric, 



[image: image638.wmf]3

2

j

3

3

2

j

2

1

I

I

,

I

I

,

I

I

p

p

+

-

=

=

=

e

e

l

l

l

      

      

      

      

   , 

unde 



[image: image639.wmf]6

j

3

I

p

-

=

e

I

f

l

   . 


Un receptor trifazic se zice echilibrat dacă fazele sale au aceeaşi impedanţă complexă, 
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pentru conexiunea în stea, sau 
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pentru conexiunea în triunghi. În asemenea situaţii, aplicarea teoremelor de echivalenţă stea–triunghi arată că unui receptor echilibrat cu conexiune în stea îi corespunde tot un receptor echilibrat cu conexiune în triunghi şi reciproc, relaţia dintre impedanţele complexe ale acestora fiind 
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Un circuit trifazic poate fi studiat, în principiu, ca oricare circuit de curent alternativ. Datorită simetriilor specifice pe care le prezintă în alcătuire şi funcţionare, sunt dezvoltate metode speciale de studiu al circuitelor trifazice care, însă, pentru scurtarea expunerii, nu vor fi prezentate aici. 


În particular, se poate arăta că studiul unui circuit trifazic echilibrat funcţionând sub un sistem simetric de tensiuni poate fi redus la studiul unei singure faze ale sale, mărimile corespondente referitoare la celelalte faze putând fi deduse prin simpla defazare cu  
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  a celor deduse pentru unica fază studiată. 


În aceeaşi situaţie particulară a unui receptor echilibrat (conectat în stea sau în triunghi) cu impedanţa de fază 
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funcţionând sub un sistem simetric de tensiuni de linie de valoare efectivă  Ul , curenţii de linie formează tot un sistem simetric de curenţi de valoare efectivă  Il . Mai mult, 

puterile activă şi reactivă primite de receptor sunt date de relaţiile 
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în care apar tensiunea şi curentul de linie împreună, însă, cu defazajul impedanţei de fază. 


10.10.  Circuite  lineare  în  regim  periodic 
Regimul periodic al unui circuit linear este regimul variabil în care toate mărimile electromagnetice din circuit (curenţi, tensiuni, sarcini electrice, fluxuri magnetice) sunt periodice, cu aceeaşi perioadă  T . Studiul acestui regim poate fi abordat, punând în valoare teorema superpoziţiei, valabilă pentru circuite lineare, prin considerarea mărimilor periodice cu o variaţie oarecare în timp ca  sume de funcţii de timp mai simple, cu care este mai uşor de operat, în particular funcţii variabile armonic în timp. 


1.  O funcţie de timp  f : R ( R , periodică de perioadă  T , adică astfel încât 


f(t) = f(t+nT)      ,    n ( Z   , 

poate fi studiată prin restricţia ei la o perioadă, sub forma  f : [t0 , t0+T) ( R , unde deobicei se ia  t0 = 0  (fig. 10.74) sau  t0 = – T/2 . În cele ce urmează se va considera că funcţiile periodice studiate sunt abordate prin restricţia lor la acelaşi interval de durata unei perioade, de exemplu  f : [0 , T) ( R . Se poate arăta că o funcţie de timp periodică, de pătrat integrabil pe o perioadă, 
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şi netedă pe porţiuni pe o perioadă, adică având un număr finit de discontinuităţi finite şi de intervale de monotonie într-o perioadă, poate fi exprimată printr-o combinaţie lineară adecvată a funcţiilor sistemului trigonometric 


{1 , sin(t , cos(t, sin2(t , cos2(t , … , sink(t , cosk(t , …}   , 
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     Fig. 10.74. 

în care  1  este considerat ca funcţia constantă  cos0(t = 1, iar  sin0(t = 0  nu a mai fost specificat şi unde frecvenţa (unghiulară) fundamentală, corespunzătoare perioadei  T , este 
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Mai precis, o funcţie periodică ce îndeplineşte condiţiile arătate poate fi exprimată prin dezvoltarea în serie Fourier (trigonometrică) 
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unde coeficienţii  a0 ,  ak , bk  ai dezvoltării sunt calculaţi conform relaţiilor 
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O variantă mult folosită în practica inginerească este dezvoltarea în serie Fourier armonică, obţinută din cea anterioară prin gruparea celor doi termeni corespunzători aceleiaşi frecvenţe (unghiulare)  k( , 
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În această dezvoltare în serie componenta continuă (medie),  f0(t) = F0 , este 
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iar armonica de ordinul  k , fk(t) , k ( 1 , are valoarea efectivă şi faza iniţială date de relaţiile 
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Analiza armonică a unei funcţii periodice  f(t)  date constă în determinarea coeficienţilor armonicelor acesteia, conform formulelor anterioare. Invers, sinteza unei funcţii periodice din armonicile sale de coeficienţi daţi este reprezentată de chiar dezvoltarea în serie Fourier armonică. Preferinţa acordată dezvoltării în serie Fourier trigonometrică (sau armonică), în raport cu dezvoltări în serie Fourier după alte sisteme complete de funcţii, este explicată prin aceea că pentru funcţiile armonice au fost dezvoltate metode de calcul simple, eficiente, comode, cum este calculul în complex. 
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      Fig. 10.75. 


Un studiu simplu arată că dezvoltarea în serie Fourier trigonometrică a unei funcţii periodice cu anumite proprietăţi de simetrie este caracterizată printr-o mulţime de coeficienţi care prezintă o simetrie corespunzătoare. Cele mai comune cazuri sunt: (1) dacă  f(t) = – f(t+T/2) , ca în fig. 10.75 a, atunci  F2k = 0 ; (2) dacă  f(t) = f(t+T/2) , ca în fig. 10.75 b, atunci  F2k+1 = 0 ; (3) dacă  f(t) = – f(T–t) , ca în fig. 10.75 c, atunci  ak = 0 ; (4) dacă  f(t) = f(T–t) , ca în fig. 10.75 d, atunci  bk = 0  – aceste relaţii pot fi obţiniute simplu, prin identificare. 


2.  Valoarea medie (pe o perioadă) a produsului a două armonici, 
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Valoarea efectivă a unei funcţii periodice este definită, evident, ca valoare medie pătratică a acesteia pe o perioadă, 
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Ţinând seama de rezultatele obţinute mai sus pentru valoarea medie a produsului a două armonici, valoarea efectivă a unei funcţii periodice poate fi simplu exprimată în termenii valorilor efective ale armonicilor sale, calculând 
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Se obţine, astfel, că 
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În particular, din calculul de mai sus rezultă şi că o funcţie periodică este identic nulă,  f ( 0 , dacă şi numai dacă toate armonicile sale sunt nule,  Fk = 0  ,  k = 0,1,2,… . 


3. Puterile în regim periodic sunt definite prin extinderea definiţiilor folosite pentru regimul armonic (în curent alternativ). 


Fie un dipol la bornele căruia este aplicată o tensiune periodică 
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şi prin care trece un curent periodic, de aceeaşi perioadă, 
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cu sensurile de referinţă asociate, de exemplu, după regula de la receptoare, şi cu defazajele 


(k = (k – (k 

între armonicile de acelaşi ordin ale tensiunii şi curentului. 


Puterea activă  primită pe la borne de dipol, este definită, ca în regim armonic, drept media pe o perioadă a puterii instantanee primite de dipol, 
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se obţine, astfel, că 



[image: image671.wmf](

)

(

)

å

ò

¥

=

+

=

=

1

0

0

0

cos

1

k

k

k

k

T

I

U

I

U

dt

t

i

t

u

T

P

j

      (W(   . 


Puterea reactivă poate fi definită în mai multe moduri; în analogie directă cu rezultatul obţinut pentru regimul armonic, dar fără o interpretare fizică directă, este cel mai adesea preferată definiţia 
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Puterea aparentă  este şi ea definită, prin analogie cu definiţia folosită pentru regimul armonic, drept 
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se poate arăta că ea are aceeaşi interpretare funcţională ca în cazul regimului armonic – maximul puterii active pe mulţimea tensiunilor şi curenţilor periodici de aceeaşi perioadă şi cu valori efective  U , respectiv I , date, 
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Este evident că, în cazul regimului periodic, spre deosebire de regimul armonic, 


P2 + Q2 ( S2   , 

diferenţa dintre cei doi membri ai inegalităţii fiind pusă tocmai pe seama deformării formelor tensiunii şi curentului, una în raport cu alta. Poate fi atunci definită  puterea deformantă  D  prin relaţia 
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O altă modalitate de studiu al puterilor în regim periodic foloseşte puterea activă, ca medie pe o perioadă a puterii instantanee primită de dipol, puterea aparentă, ca valoare maximă a precedentei, în condiţii unor valori efective date, constante, ale tensiunii şi curentului, şi  puterea complementară, 
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ca măsură a abaterii puterii active (efectiv utilizate) în raport cu maximul ei posibil. 


Un indicator al eficienţei transferului de putere în regim periodic este factorul de putere, definit drept
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Este evident că acum  k < 1  chiar când  Q = 0 , dacă  D ( 0 , adică dacă tensiunea şi curentul sunt distorsionate. Se poate arăta că factorul de putere este unitar, adică  P = S  dacă şi numai dacă tensiunea şi curentul sunt instantaneu proporţionale, adică dacă 


u(t) = R(i(t)      ,      t ( [0 , T)   , 

sau, echivalent, dacă armonicile tensiunii şi curentului sunt proporţionale şi în fază, adică dacă 


Uk = R(Ik   ,   (k = 0      ,      k = 0,1,2,…   . 


4.  Studiul regimului periodic în circuite lineare este esenţial bazat pe aplicarea teoremei superpoziţiei. Într-adevăr, dacă în teoremele lui Kirchhoff sunt puse în evidenţă dezvoltările în serie Fourier armonică (sau trigonometrică) ale funcţiunilor implicate, atunci se obţine, succesiv, 
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respectiv 
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unde indicele inferior specifică latura iar cel superior semnifică ordinul armonicii. În virtutea faptului că armonicile de ordine  n  diferite sunt linear independente, rezultă că fiecare teoremă a lui Kirchhoff este satisfăcută  pentru fiecare armonică în parte, 
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Deoarece armonicile propriu zise  (n ( 1)  sunt, fiecare, funcţii cu variaţie armonică în timp, pentru ele poate fi folosită forma complexă a teoremelor lui Kirchhoff, şi se ajunge la studiul separat al circuitului, pentru fiecare armonică  n = 0,1,2,… . 
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Teorema a doua a lui Kirchhoff este completată de teorema lui Joubert. Pentru armonicile propriu zise  (n ( 1),  forma complexă a teoremei este 
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unde impedanţele complexe pentru fiecare armonică propriu zisă sunt 
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   ,   n = 1,2,… . 
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      Fig. 10.76.

Pentru componenta continuă (medie) teorema lui Joubert este cea corespunzătoare regimului staţionar (de curent continuu), 
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cu  Rk  reprezentând chiar rezistenţa (eventuală) din latura  k  fără condensator, sau cu  Rk = (  pentru o latură cu condensator. 

În concluzie, studiul circuitelor lineare în regim periodic permanent este efectuat separat, pe componente (fig. 10.76): pentru cea continuă ca pentru circuite de curent continuu, şi în complex, pentru fiecare armonică  n ( 1  în parte, corespunzător frecvenţei unghiulare  n(  a armonicii considerate. 
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