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3.  CÂMPUL  ELECTRIC 

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


3.  CÂMPUL  ELECTRIC 


Situaţii particulare de desfăşurare a fenomenelor electrice pot fi studiate simplu, în regim static, pornind de la câteva formule inferate pe baze experimentale. Asemenea situaţii, asociate câmpului electrostatic – câmpul electric în regim static – pun în evidenţă necesitatea introducerii unei serii întregi de mărimi derivate şi, încă mai important, permit introducerea unor relaţii pornind de la care, prin generalizare bazată pe experimente, pot fi formulate câteva legi ale fenomenelor electromagnetice. 


3.1.  Formula  lui  Coulomb 


1.  Formula lui Coulomb, introdusă în secţiunea 2.7, se referă la forţa de interacţiune electrică dintre două sarcini punctiforme,  q  şi  
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  aflate în repaus într-un mediu linear isotrop omogen infinit extins, 
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Această formulă poate fi combinată cu relaţia pe baza căreia a fost introdusă intensitatea câmpului electric în vid, 
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pentru a deduce o formulă de calcul a intensităţii câmpului electric produs într-un mediu linear omogen infinit extins de o sarcină punctiformă. Într-adevăr, aplicând cea de a doua relaţie pentru forţa electrică exercitată asupra sarcinii punctiforme  
[image: image4.wmf]'
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  în câmpul electric generat de sarcina punctiformă  q  într-un mediu linear isotrop omogen infinit extins, 
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    Fig. 3.1. 
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o simplă identificare a expresiilor forţei electrice, 
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duce la formula căutată (fig. 3.1) , 
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2.  Formula lui Coulomb obţinută mai sus pentru calculul intensităţii câmpului electric poate fi imediat generalizată pentru a calcula intensitatea câmpului electric produs de o distribuţie oarecare de sarcină electrică într-un mediu linear isotrop omogen infinit extins. 


Mai întâi trebuie observat că mai multe câmpuri electrice se compun în conformitate cu regula adunării vectorilor intensităţilor corespunzătoare acestor câmpuri. Într-adevăr, dacă sarcina  q1  produce în punctul  M  câmpul electric de intensitate  
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 care acţionează cu forţa electrică  
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 asupra sarcinii punctiforme  q  plasate în acel punct, iar sarcina  q2  produce în acelaşi punctul  M  câmpul electric de intensitate  
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 care acţionează cu forţa electrică  
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 asupra aceleiaşi sarcini punctiforme  q  plasate în acelaşi punct, atunci, în prezenţa ambelor sarcini  q1  şi  q2  (fig. 3.2), asupra sarcinii  q  plasate în punctul  M  acţionează, conform principiului suprapunerii acţiunii forţelor, forţa rezultantă  
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 . Aceasta este chiar forţa electrică  
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  care acţionează asupra sarcinii punctiforme  q  în câmpul electric rezultant de intensitate  
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 , astfel încât identificarea celor două expresii ale forţei rezultante, 
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  duce la regula de compunere deja enunţată,
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      Fig. 3.2. 


Formula obţinută poate fi evident generalizată pentru însumarea intensităţilor câmpurilor electrice produse de oricâte sarcini punctiforme. Dacă fiecare sarcină punctiformă   qi  este plasată în câte un punct sursă  Si  şi determină în punctul de observaţie  M  un câmp electric de intensitate  
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 , atunci câmpul electric rezultant din acel punct are intensitatea 
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unde  
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 este vectorul de poziţie orientat de la punctul sursă  Si  către punctul de observaţie  M  (fig. 3.2). 


3. Sarcina electrică nu are doar distribuţie punctiformă – obiecte de diferite forme şi extensii pot fi electrizate. O distribuţie oarecare a sarcinii electrice poate fi caracterizată în termenii unor densităţi de sarcină electrică adecvate. 


Fie considerat un obiect electrizat de întindere oarecare (se mai spune şi încărcat cu sarcină electrică); el poate fi privit ca divizat (ideal) în foarte mici fragmente de volum elementar  (V , a căror sarcină elementară  SYMBOL 68 \f "Symbol"q  poate fi determinată în modul discutat anterior ca pentru foarte mici obiecte electrizate (fig. 3.3 a). Sarcina elementară  (q  măsurată depinde evident de extensia  SYMBOL 68 \f "Symbol"V  a elementului de volum, astfel încât o caracterizare locală a stării de electrizare a obiectului analizat este dată de mărimea derivată obţinută ca limita 
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numită  densitate de volum (volumică) a sarcinii electrice. 
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      Fig. 3.3. 


Dacă obiectul electrizat are una dintre dimensiuni neglijabilă în raport cu celelalte două, adică poate fi asimilat unei suprafeţe electrizate, atunci, procedând ca mai sus, se presupune că se măsoară sarcina elementară  SYMBOL 68 \f "Symbol"q  a unei foarte mici suprafeţe de arie elementară  SYMBOL 68 \f "Symbol"S  (fig. 3.3 b) şi se defineşte mărimea derivată 
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numită  densitate de suprafaţă (superficială) a sarcinii electrice. 


În fine, dacă obiectul electrizat are două din dimensiunile sale neglijabile în raport cu o a treia, adică este asimilabil unei linii (curbe) electrizate, atunci, procedând ca mai sus, se presupune că se măsoară sarcina elementară  SYMBOL 68 \f "Symbol"q  a unui foarte mic segment (arc) de lungime elementară  SYMBOL 68 \f "Symbol"r  (fig. 3.3 c) şi se defineşte mărimea derivată 



[image: image26.wmf]L

r

dr

dq

r

q

r

D

D

D

=

=

®

0

lim

      (C/m(   , 

numită  densitate de linie (lineică) a sarcinii electrice. 


4.  Este acum posibil să fie definită  sarcina electrică  dintr-un domeniu  D(  (bordat de suprafaţa închisă  ()  drept mărimea derivată care caracterizează starea de electrizare din interiorul său prin însumarea contribuţiilor tuturor tipurilor posibile de distribuţie de sarcină electrică în domeniu, 
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unde  VQ ,  SQ ,  CQ ,  {Mi}  sunt volumul (volumele), suprafaţa (suprafeţele), curba (curbele) şi punctele cu sarcină electrică din domeniul considerat (fig. 3.4). 
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      Fig. 3.4. 


Pe de altă parte este posibilă şi generalizarea formulei lui Coulomb pentru a trata o distribuţie oarecare a sarcinii electrice. Într-adevăr, diferitele tipuri de distribuţie a sarcinii electrice pot fi considerate drept suprapuneri ale unor sarcini punctiforme elementare de genul  (q ( dq = (VdV , sau  (q ( dq = (SdV , sau  (q ( dq = (LdV ; pe de altă parte, suma unor contribuţii infinitesimale ale unor asemenea surse elementare de câmp trece într-o integrală, 
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Ţinând seama de diferitele tipuri de distribuţie de sarcină care pot genera câmp electrostatic, formula generală a lui Coulomb pentru calculul intensităţii câmpului electric produs într-un mediu linear isotrop omogen infinit extins este 
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În această relaţie  
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  este vectorul de poziţie al punctului de observaţie, în raport cu punctul sursă (ca în fig. 3.5). În calculul câmpului rezultant punctul de observaţie  M , de vector de poziţie  
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 , este considerat fixat, iar punctul sursă  S , de vector de poziţie  
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 , parcurge domeniul unde sunt repartizate sursele pseudo–punctiforme – deaceea uneori, ca aici, elementele de integrare sunt notate  dV' , dS' , dr'. 
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     Fig. 3.5. 


5. Două exemple ilustrează modul de calcul al intensităţii câmpului electrostatic folosind formula coulombiană obţinută aici. 


Fie de calculat intensitatea câmpului electric produs de un plan infinit extins, electrizat uniform cu densitatea  (S  a sarcinii electrice, într-un punct  M  aflat la distanţa  a  de plan (fig. 3.6). Pentru efectuarea calculelor este introdus un sistem de referinţă cu originea  O  în piciorul perpendicularei din  M  pe plan, cu axa  Oz  de-a lungul segmentului  OM  şi cu axele  Ox  şi  Oy  arbitrar fixate în plan. Poziţia punctului de observaţie este indicată de vectorul de poziţie  
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  iar poziţia punctului sursă arbitrar  S  din plan este indicată de vectorul de poziţie  
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 , astfel încât în formula coulombiană  
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      Fig. 3.6. 


Calculul direct al unei integrale conţinând vectori este extrem de dificil – este preferabilă efectuarea acestuia pe componente, ceea ce necesită determinarea componentelor vectorului de poziţie relativ  
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 . Coordonatele punctului de observaţie  M  sunt evident  (0,0,a) , iar pentru caracterizarea poziţiei punctului sursă  S  sunt folosite coordonatele polare în planul  Oxy, anume  
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  şi  ( = unghiul dintre  
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  şi  axa  Ox . Coordonatele acestui din urmă punct rezultă a fi  
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 , astfel încât vectorul  
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  are componentele  
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 . În fine, pentru calculul integralei de suprafaţă este explicitat elementul de arie  dS , în acord cu coordonatele polare folosite, drept aria dreptunghiului elementar cuprins între laturile unui unghi elementar de deschidere  d(  şi între cercurile de raze  
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Proiectând  formula  coulombiană  pe  axele  de  coordonate  se  obţin  relaţiile de 

calcul ale componentelor intensităţii câmpului electric după aceste axe, 
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Calculul propriu zis al integralei foloseşte o schimbare de variabilă, pentru a exprima variabilele  
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  şi  R  în funcţie de lungimea dată  a  şi de unghiul variabil  (  dintre  
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domeniile de integrare fiind, evident,  ( ( [0,2(] , ( ( [0,(/2] . 


Se obţine, succesiv, 
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ceea ce înseamnă că intensitatea câmpului electric are doar o componentă normală la planul electrizat, adică poate fi exprimat ca 
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în termenii normalei  
[image: image61.wmf]n
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  la plan, orientată către punctul de observaţie. 


Fie acum de calculat intensitatea câmpului electric generat într-un mediu linear isotrop omogen infinit extins de un aşa numit dublu strat de sarcină electrică, adică de un sistem constând din două plane paralele încărcate uniform cu densităţi opuse, ((S , ale sarcinii electrice (fig. 3.7). 


Este evident aplicabilă relaţia de superpoziţie a câmpurilor electrice dedusă anterior, astfel încât, notând prin  
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 , intensităţile câmpurilor electrice  produse  separat  de planele încărcate cu densitatea de sarcină cu semnul corespunzător, 
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Fie  D1  domeniul aflat la stânga planului încărcat pozitiv, D2  domeniul dintre cele două plane şi  D3  domeniul aflat la dreapta planului încărcat negativ, şi fie  
[image: image65.wmf]n

r

  versorul  (vectorul unitar al)  normalei la plane, orientată  dinspre  planul  încărcat pozitiv 
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Fig. 3.7. 

către cel încărcat negativ. Intensităţile câmpurilor electrice produse separat de cele două plane sunt atunci 
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astfel încât intensitatea câmpului electric total rezultă a fi 
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S-a obţinut astfel un rezultat interesant: un dublu strat de sarcină electrică nu produce câmp electric decât între cele două plane (infinite) opus încărcate, 
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unde  
[image: image71.wmf]n
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  este versorul normalei orientate dinspre planul încărcat cu densitatea  (S  a sarcinii electrice către planul încărcat cu densitatea de sarcină opusă. 


3.2.  Polarizarea  electrică  şi  câmpul  electric  în  substanţă 

1.  În secţiunea 2.5 au fost descrise experimente care pun în evidenţă şi o altă stare electrică a substanţei – starea de polarizare electrică – ce este caracterizată, pentru un foarte mic obiect, prin momentul electric al acestuia. Când se operează cu obiecte de întindere oarecare este necesară o extindere a manierei de caracterizare a stării de polarizare electrică, pornind de la mărimea primitivă corespunzătoare deja introdusă. 


Fie un obiect polarizat electric considerat ca separabil în foarte mici fragmente de volum elementar  SYMBOL 68 \f "Symbol"V ; şi fie 
[image: image72.wmf]p
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  momentul electric al unui asemenea foarte mic obiect, care poate fi măsurat (fig. 3.8.a). Acest moment electric elementar depinde evident de extensia (mărimea) volumului  SYMBOL 68 \f "Symbol"V , astfel încât o caracterizare locală a stării de polarizare electrică a obiectului, independentă de  SYMBOL 68 \f "Symbol"V , poate fi obţinută ca limita 
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numită  polarizaţie (electrică). Modulul acestui vector este măsurat în S.I. în  C/m2 . 
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      Fig. 3.8. 


Este acum posibil să se definească momentul electric al unui obiect de extensie oarecare ca mărimea derivată ce caracterizează starea sa de polarizare electrică şi calculată ca 
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unde  V  este partea polarizată electric a obiectului considerat (fig. 3.8.b). 


Este util să se reamintească faptul că un obiect aflat în stare de polarizare electrică este supus unor acţiuni electrice atunci când este plasat în câmp electric exterior şi, în plus, influenţează câmpul electric. Mai precis, dacă starea de polarizare electrică a unui obiect izolant este indusă de un câmp exterior aplicat, atunci ea modifică acest câmp, iar dacă starea de polarizare a acestuia este spontană, atunci chiar obiectul polarizat produce un câmp electric. Orice substanţă, cu excepţia vidului, este polarizabilă; în particular, în cazul unor obiecte conductoare, manifestarea stării de conducţie în prezenţa unui câmp electric maschează efectele polarizării acestora. 


2.  Starea câmpului electric este caracterizată, în vid, prin mărimea primitivă intensitate a câmpului electric în vid, introdusă în secţiunea 2.2. Conform discuţiei anterioare, prezenţa unei substanţe – inerent polarizabile – afectează starea câmpului electric, care nu mai este cea din vid. Pentru caracterizarea câmpului electric în substanţă, fără a introduce noi mărimi primitive, trebuie atunci folosită referirea la situaţia cunoscută, a câmpului electric în vid. 


Fie, aşadar, de caracterizat câmpul electrostatic într-un punct  M  într-o substanţă oarecare . Pentru a folosi abordarea cunoscută, trebuie executată în substanţă o cavitate vidă în jurul punctului  M , pentru ca, în vidul astfel realizat, să se măsoare intensitatea câmpului electric în cavitate,  
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 , prin procedura descrisă în paragraful precedent. Ceea ce se urmăreşte, însă, este caracterizarea câmpului electric în substanţă, şi nu în structura cavă impusă de procedura de măsurare. Este atunci necesară reducerea cavităţii excavate în jurul punctului  M  către zero, luând în considerarea limita valorilor  
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  rezultate din măsurători efectuate în punctul  M  în vidul cavităţilor a căror extensie tinde către zero,   
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   (fig. 3.9). Se poate arăta că, din cauza eliminării unei 
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    Fig. 3.9. 

porţiuni de substanţă inerent polarizată, această limită depinde de forma cavităţilor folosite şi, mai mult, că prin excavarea cavităţii este afectat câmpul electric original din întreaga substanţă. 
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   Fig. 3.10. 


Aceste două dificultăţi apărute în procedura abordată pot fi în bună măsură depăşite dacă este folosit un şir de cavităţi de o anumită formă – aceea a unui disc foarte plat (o fantă, ca în fig. 3.10). În procesul de trecere la limită a dimensiunilor, fantele trebuie să îşi menţină forma de disc foarte plat, adică înălţimea  (h  a  lor  trebuie  să  rămână 

mereu neglijabilă în raport cu dimensiunile bazei de arie  (S  (formal,  
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Se poate arăta că practicarea unor asemenea cavităţi–fantă extrem de plate determină apariţia pe suprafaţa bazelor a unui dublu strat de sarcină care, în conformitate cu rezultatul calculului din secţiunea 3.1, nu afectează câmpul electric din exteriorul lor. Este atunci evident că, mai mult, forma cavităţilor succesive fiind fixată, limita valorilor măsurate depinde doar de orientarea cavităţii, indicată de vectorul unitar  
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  normal la feţele fantei (bazele discului),  
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 . Astfel, a caracteriza câmpul electric într-un punct  M  în substanţă revine la a cunoaşte mulţimea (infinită a) valorilor intensităţii câmpului electric determinat, la limită, în vidul cavităţilor în formă de fantă de orice orientare  
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 . 


Se mai poate arăta, însă, că pentru cunoaşterea intensităţii câmpului electric determinat, la limită, în vidul oricărei cavităţi în formă de fantă de orientare arbitrară  
[image: image86.wmf]n
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  este necesară şi suficientă cunoaşterea intensităţii câmpului electric în vidul a numai două cavităţi în formă de fantă, de orientări precizate. Aceasta înseamnă că sunt necesare şi suficiente două mărimi derivate pentru a caracteriza câmpul electric în substanţă. 


Pentru fiecare punct  M  din substanţă poate fi determinată o  direcţie  particulară, 
de vector unitar  
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 , astfel încât intensitatea câmpului electric limită în vidul cavităţilor în formă de fantă  
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  este aceeaşi în orice fantă cu  
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 . În particular, această direcţie particulară  
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  este chiar direcţia polarizaţiei  
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  în punctul considerat. O primă mărime derivată ce caracterizează câmpul electric în substanţă, numită intensitatea câmpului electric (în punctul considerat din substanţă) este definită drept intensitatea câmpului electric limită în vidul cavităţilor în formă de fantă cu orientarea  
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  (fig. 3.11 stânga),
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Modulul intensităţii câmpului electric este, evident, măsurat în S.I. în  V/m . 
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    Fig. 3.11. 


A doua mărime derivată care caracterizează câmpul electric în substanţă, numită inducţie electrică (în punctul considerat din substanţă) este definită ca proporţională cu intensitatea câmpului electric limită în vidul cavităţilor în formă de fantă cu orientarea  
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  (fig. 3.11 dreapta),
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unde coeficientul de proporţionalitate este permitivitatea absolută a vidului, 
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Modulul inducţiei electrice este măsurat în S.I. în  C/m2 . 


3.3.  Legea  şi  ecuaţia  constitutivă  electrică 

1.  Consideraţii teoretice asupra procedurii descrise mai sus, în secţiunea 3.2, pentru caracterizarea câmpului electrostatic într-un punct din substanţă, arată că cele două mărimi derivate introduse,  
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  şi  
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 , satisfac o relaţie în care apare şi polarizaţia locală  
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 . Mai mult, experimentele arată că definiţiile mărimilor derivate introduse, ca şi relaţia lor cu polarizaţia locală, sunt valabile nu numai în regim static ci şi în orice alt regim. Această relaţie generală se constituie, astfel, în  legea constitutivă electrică: în orice regim şi în orice mediu, intensitatea câmpului electric, inducţia electrică şi polarizaţia din acelaşi punct şi din acelaşi moment satisfac relaţia 
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unde 
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este, din nou, permitivitatea absolută a vidului. 


Utilitatea unei asemenea relaţii în simplificarea studiului câmpului electric este evidentă: în loc de a opera cu două mărimi vectoriale,  
[image: image104.wmf]E

r

  şi  
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 , pentru caracterizarea câmpului electric într-un punct din substanţă, legea constitutivă permite utilizarea doar a unuia dintre cei doi vectori, celălalt putând fi explicitat din relaţia amintită. Este însă evident că, pentru a obţine relaţia directă dintre  
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  şi  
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 , este necesară cunoaşterea polarizaţiei electrice  
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  din acelaşi punct. 


După cum s-a discutat mai sus, polarizaţia poate fi în general descompusă aditiv în două componente, 
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Polarizaţia permanentă (spontană)  
[image: image110.wmf]p

P

r

  este partea polarizaţiei care este independentă de câmpul electric. Ea poate depinde de alte mărimi neelectrice; de exemplu, anumite substanţe cristaline prezintă o polarizaţie permanentă determinată de tensiuni mecanice (piezoelectricitate) sau de neuniformitea termică (piroelectricitate). O polarizaţie permanentă mai poate fi obţinută dacă anumite substanţe (polarizabile) topite sunt lăsate să se solidifice într-un câmp electric intens, îngheţând astfel într-o stare de polarizare (electreţi – echivalentul electric al magneţilor permanenţi). Polarizatia  temporară (indusă)  
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  este partea polarizaţiei care depinde de câmpul electric; această dependenţă este deobicei exprimată ca dependenţă de intensitatea câmpului electric,  
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 . Deoarece polarizaţia permanentă, ca externă fenomenelor electromagnetice, trebuie considerată ca dată, rămâne de discutat numai polarizaţia temporară. 


Substituind expresia discutată a polarizaţiei în legea constitutivă electrică, se poate separa partea inducţiei electrice care este influenţată de câmpul electric de partea care este independentă de fenomenele electromagnetice, 
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De un interes particular rămâne atunci studiul relaţiei dintre intensitatea câmpului electric şi partea inducţiei electrice care este independentă de eventuala contribuţie a polarizaţiei permanente, 
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numită  ecuaţia constitutivă electrică. Acest studiu implică discutarea relaţiei dintre intensitatea câmpului electric şi polarizaţia temporară, exprimată prin legea polarizaţiei temporare 


2.  Legea polarizaţiei temporare este o afirmaţie generală legată de comentariul precedent: pentru orice substanţă există o parte a polarizaţiei, numită polarizaţie temporară, care depinde de intensitatea câmpului electric din acelaşi punct şi acelaşi moment în conformitate cu o funcţie specifică acelei substanţe, 
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Trebuie remarcat că enunţul anterior este general în aceea că afirmă existenţa unei asemenea dependenţe pentru orice substanţă; pe de altă parte, însă, deoarece relaţia funcţională precisă implicată este specifică fiecărei substanţe în parte, o asemenea lege este denumită  lege de material. 


Diferitele relaţii functionale posibile dintre polarizaţia temporară şi intensitatea câmpului electric pot fi clasificate în lineare, când  
[image: image116.wmf]t

P

r

  este proportională cu  
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,  sau nelineare, în cazul contrar. De asemenea, aceste relaţii functionale pot fi clasificate în isotrope, când  
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 , sau anisotrope, în cazul contrar. Deoarece primul termen din ecuaţia constitutivă electrică,  
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 , este proportional şi paralel cu  
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 , este evident că un anumit tip de relaţie  
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 determină acelaşi tip de relaţie în ecuaţia constitutivă electrică  
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3.  În cazul unor  substanţe lineare isotrope  relaţia  
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unde  ( e  este o constantă numerică, specifică substanţei considerate, numită suscepti-bilitate electrică. Cazuri particulare sunt substanţele diaelectrice, pentru care  (e  is independentă de temperatură, şi substanţele paraelectrice, pentru care  (e  depinde aproximativ invers proportional de temperatură,   (e SYMBOL 126 \f "Symbol" C / T . 


O consecinţă imediată este ecuaţia constitutivă electrică asociată cazului substanţelor lineare isotrope, 
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este chiar constanta numerică numită permitivitate relativă a substanţei considerate, iar
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este permitivitatea absolută a substanţei considerate.


4.  În cazul unor substanţe  nelineare isotrope  relaţia functională asociată legii polarizaţiei temporare, caracteristică fiecărei substanţe considerate, poate fi redusă la simpla relaţie dintre mărimile vectorilor paraleli implicaţi, 
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Relaţie nelineară este evident omogenă, în sensul că 
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şi, deoarece nu poate fi exprimată în termenii unor funcţii simple, este deobicei dată sub formă grafică  (fig. 3.12, unde este de asemenea ilustrată saturaţia polarizaţiei). 
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 Fig. 3.12. 


          Fig. 3.13. 


Ecuaţia constitutivă electrică este dedusă ca o consecinţă imediată: deoarece ambii termeni din ecuaţie sunt paraleli, suma lor este de asemenea paralelă cu ei, iar ecuaţia constitutivă electrică se reduce la o relaţie dintre mărimile vectorilor implicaţi (fig. 3.13), 
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Relaţia rezultată este scrisă, mai convenabil, într-o formă oarecum similară celei folosite în cazul substanţelor lineare isotrope, unde însă  (  nu mai este o constantă, 
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  Fig. 3.14. 


5.  Un caz particular de dependenţă nelineară a inducţiei electrice  
[image: image135.wmf]D

r

  de intensi-tatea câmpului electric  
[image: image136.wmf]E
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 , care nu mai este nici măcar biunivocă, este caracteristică unor aşa numite substanţe histeretice electric (sau feroelectrice). 


Fie considerată o bucată dintr-o asemenea substanţă histeretică isotropă, care nu s-a aflat niciodată într-un câmp electric, şi fie ea supusă unui câmp electric alternativ de direcţie constantă, a cărui proiecţie pe această direcţie variază între  –EM  şi  +EM , pornind de la o valoare iniţială nulă. Pe măsura creşterii mărimii intensităţii câmpului electric de la  0  la  +EM , valorile corespunzătoare ale inducţiei electrice  D  urmează o curbă nelineară monotonă (marcată cu linie întreruptă în fig. 3.14), zisă 

curbă de primă polarizare, până la o valoare maximă  DS . Dacă intensitatea maximă a câmpului electric aplicat este suficient de mare, atunci partea finală a curbei de primă polarizare este aproape orizontală: se spune că a fost atinsă o saturaţie. Când intensitatea câmpului electric este redusă de la  EM  la  0 , inducţia electrică corespunzătoare descreşte şi ea, dar urmând o curbă deasupra celei de primă polarizare, astfel încât la o valoare nulă a intensităţii câmpului electric rămâne încă prezentă o aşa numită inducţie electrică remanentă nenulă  DR . Direcţia câmpului electric este apoi inversată, iar mărimea intensităţii câmpului electric este din nou crescută de la  0  la  EM  (adică proiecţia sa pe diracţia iniţială descreşte de la  0  la  –EM): urmând o curbă nelineară este atins punctul  (–EM , –DS) , simetric punctului extrem atins anterior. Partea curbei din cadranele II şi III intersectează axa intensităţii câmpului electric (adică este atinsă o valoare nulă a inducţiei electrice,  D = 0) pentru o anumită valoare,  –EC , a intensităţii câmpului electric, numită intensitate a câmpului electric  coercitiv. Variaţia următoare a intensităţii câmpului electric de la  –EM  la  0  şi apoi la  EM  determină variaţia corespunzătoare a inducţiei electrice de la  –DS  la  –DR  şi apoi la  DS , intersectând nivelul de zero al inducţiei electrice în punctul  (EC , 0). Dacă câmpul electric alternativ îşi continuă variaţia, atunci punctul caracteristic  (E , D)  parcurge repetat conturul simetric descris (fig. 3.14), numit ciclu de histerezis (electric). Este acum evident că unei valori  E0  date a intensităţii câmpului electric îi corespund două valori diferite ale inducţiei electrice,  D1  and  D2  (D1 SYMBOL 60 \f "Symbol" D2) , fiecare fiind atinsă depinzând de variaţia anterioară a câmpului aplicat – prin creşterea ori prin descreşterea valorilor lui  E . 


Mai trebuie notat faptul că fiecare parcurgere (completă) a unui ciclu de histerezis (electric) într-un câmp electric alternativ este însoţită de un transfer ireversibil de energie de la câmpul electromagnetic (variabil) către substanţa histeretică. 


6.  În cazul substanţelor anisotrope, polarizaţia temporară 
[image: image137.wmf]t
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  şi inducţia electrică asociată  
[image: image138.wmf]D
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  nu mai sunt paralele cu intensitatea câmpului electric aplicat  
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 , atât în cazul linear cât şi în cazul nelinear. Aceasta înseamnă că, în ecuaţia constitutivă electrică, fiecare componentă a inducţiei electrice depinde de toate trei componentele intensităţii câmpului electric, 
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În cazul substanţelor lineare, aceste dependenţe sunt lineare, 



[image: image141.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

+

=

+

+

=

+

+

=

=

=

=

z

zz

y

zy

x

zx

z

z

yz

y

yy

x

yx

y

z

xz

y

xy

x

xx

x

E

E

E

D

E

E

E

D

E

E

E

D

p

p

p

e

e

e

e

e

e

e

e

e

0

0

0

P

P

P

r

r

r

   . 

Ele pot fi exprimate matricial sub forma 
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sau concis sub forma 



[image: image143.wmf]E

D

P

r

r

r

×

=

=

e

0

p

   , 

unde  
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  este tensorul permitivitate electrică al substanţei anisotrope, caracterizat de matricea din relaţia anterioară. Matricea acestui tensor are câteva proprietăţi interesante şi importante: (1() matricea este simetrică:  
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 ; (2() exită un sistem de referinţă  O((( , zis referenţial propriu, în raport cu care matricea se reduce la o matrice diagonală cu elemente respectiv  
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 ; (3() Elementele matricii sunt astfel încât, pentru orice câmp electric nenul,  
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În cazul substanţelor nelineare rămân în general valabile remarci ca cele formulate 

mai sus, dar analiza unor asemenea situaţii este mult prea complexă pentru a fi prezentată aici. 


3.4.  Tensiune  şi  potenţial  electric 

Câmpul electric este caracterizat local prin intensitatea câmpului electric  
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  şi inducţia electrică  
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 . În majoritatea situaţiilor curente în inginerie sunt însă necesare şi modalităţi de caracterizare globală a câmpului. Mărimea derivată ce caracterizează câmpul electric în raport cu o curbă este  tensiunea electrică; aceasta este introdusă pornind de la evaluarea lucrului mecanic al forţei electromagnetice exercitate asupra unei sarcini punctiforme. 


1.  Trebuie reamintit că lucrul mecanic elementar efectuat de o forţă  
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r

  atunci când punctul ei de aplicaţie efectuează o deplasare elementară  
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  este produsul dintre distanţa  dr  parcursă şi proiecţia  Ft  a forţei pe direcţia deplasării (fig. 3.15.a). Notând prin  (  unghiul dintre vectorii  
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  şi  
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 , lucrul mecanic elementar corespunzător poate fi exprimat concis drept produsul scalar dintre vectorii implicaţi, 
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   Fig. 3.15. 


Este evident că semnul lucrului mecanic se inversează dacă se inversează sensul deplasării elementare, deoarece atunci unghiul  (  se modifică la  ( – ( , iar cosinusul corespunzător îşi inversează semnul. Lucrul mecanic este astfel o mărime scalară, definită în raport cu un  sens de referinţă, indicat de sensul deplasării elementare  
[image: image156.wmf]r
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 . În cazul unei curbe  C  de extensie oarecare, parcursă de punctul de aplicare a forţei între extremităţile  A  şi  B , lucrul mecanic este calculat ca limita sumei unor contribuţii elementare ca cea discutată, de-a lungul segmentelor elementare în care poate fi descompusă curba (fig. 3.15.b), 
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Se ajunge astfel la exprimarea lucrului mecanic al unei forţe de-a lungul unei curbe prin integrala de linie a produsului scalar dintre forţă şi deplasarea elementară. 


2.  Lucrul mecanic efectuat de forţa electromagnetică ce acţionează asupra unei sarcini punctiforme  q , atunci când aceasta se deplasează de-a lungul curbei  C , între punctele  A  şi  B , poate fi acum calculat drept  lucrul  mecanic  efectuat de  suma forţelor 

electrică (Coulomb) şi magnetică (Lorentz), 
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Deoarece viteza  
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  este paralelă cu deplasarea elementară  
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 , urmează că 
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Rezultă, mai întâi, că lucrul mecanic efectuat de forţa magnetică este întotdeauna nul, fapt explicabil prin aceea că această forţă este mereu normală deplasării sarcinii asupra căreia acţionează. În consecinţă, lucrul mecanic efectuat de forţa electro-magnetică la deplasarea unei sarcini punctiforme, redus astfel la lucrul mecanic al forţei electrice, este proporţional cu sarcina punctiformă asupra căreia acţionează şi cu o mărime egală cu integrala de linie a intensităţii câmpului electric. 


Este astfel definită  tensiunea electrică  de-a lungul curbei  C , între punctele  A  şi  B  (în această ordine), drept (fig. 3.16.a) 
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    Fig. 3.16. 

În particular,  tensiunea (forţa) electromotoare  (t.e.m.)  de-a lungul unui contur  (  este definită drept integrala de linie de-a lungul acelei curbe închise (fig. 3.16.b), 



[image: image165.wmf]   

E

   

ò

×

=

G

G

r

r

r

d

e

   . 


Trebuie reţinut faptul că tensiunea electrică (la fel ca şi lucrul mecanic pornind de la care este definită) este o mărime scalară algebrică, definită în raport cu o curbă precizată şi în raport cu un sens de referinţă, indicat de sensul deplasării de-a lungul curbei, care trebuie de asemenea precizat. Unitatea de măsură S.I. a tensiunii electrice este  1 V  (volt). 


3.  Definiţiile anterioare ale tensiunii electrice sunt valabile în orice situaţie; în particular, însă, tensiunea electrostatică (tensiunea electrică în câmp electrostatic) prezintă o trăsătură remarcabilă, care este analizată mai jos. 


Tensiunea electrostatică în câmpul unei sarcini punctiforme  Q  aflată în repaus, într-un mediu linear isotrop omogen infinit extins, se poate calcula ţinând seama de expresia intensităţii câmpului electrostatic, 
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unde originea  O  a fost considerată în chiar punctul  S  în care este plasată sarcina, astfel încât  
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  (fig. 3.17). Conform definiţiei, 
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      Fig. 3.17. 
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deoarece, aşa cum se observă din figură,  
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 . De altfel, la acest rezultat se putea ajunge şi calculând, în două moduri, diferenţiala produsului scalar  
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 , respectiv  d(r2) = 2r dr  – se obţine imediat că  
[image: image175.wmf]r

d

r

d

×

=

×

r

r

r

r

 . Deoarece integrala la care s-a ajuns depinde numai de modulul  
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  al vectorului de poziţie şi de variaţia acestuia, de la  rA  la  rB , aceasta înseamnă că integrala obţinută nu depinde de traseul de integrare  C , ci numai de extremităţile acestui traseu,  A  şi  B , 
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Mai mult, de aici rezultă că tensiunea electrostatică de-a lungul oricărui contur (, pentru care punctul final  B  coincide cu punctul iniţial  A , este nulă. Mai jos, în secţiunea 6.1, este demonstrat că acest rezultatul are o valabilitate mai generală: în regim static, staţionar sau cuasistaţionar amagnetic (definit tot în secţiunea 6.2), tensiunea electrică de-a lungul oricărui contur  (  (tensiunea electromotoare) este egală cu zero, 
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Tensiunea   electrostatică    în   câmpul   unei   sarcini   punctiforme    fiind   astfel 

independentă de traseul de integrare, poate fi atunci definită o funcţie de punct (de poziţie), numită  potenţial electrostatic  al sarcinii punctiforme  Q , 
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unde  M0  (de vector de poziţie  
[image: image180.wmf]0

r

r

)  este un punct de referinţă, iar  M  (de vector de poziţie 
[image: image181.wmf]r

r

)  este un punct de observaţie (oarecare). 


Punctul de referinţă a potenţialului electric  M0  poate fi ales arbitrar dar, odată ales, el rămâne fixat – se spune ca el este fixat arbitrar. Acelaşi lucru este valabil şi pentru valoarea de referinţă  V(M0)  a potenţialului, care este fixată arbitrar. În fine, unitatea de măsură   S.I.  a potenţialului electric este evident aceeaşi ca cea a tensiunii electrice, 1 V . 


Ţinând seama de rezultatul calculului anterior, potenţialul electric al sarcinii punctiforme  Q  se obţine ca 
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Punctul de referinţă  M0  al potenţialului şi valoarea de referinţă  V(M0)  a potenţialului putând fi alese după cum este mai convenabil, în particular, atunci când sarcina electrică este repartizată într-un domeniu mărginit, este avantajos să se aleagă   
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  şi   V(M0) = 0 . Cu această fixare a referinţei potenţialului electrostatic, exprimată concis  V(() = 0 , se ajunge la formula potenţialului electrostatic al sarcinii punctiforme plasate în origine, 
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Considerând acum originea sistemului de referinţă oarecare, diferită de punctul sursă  S  unde este plasată o sarcină punctiformă  Q , dar aceeaşi alegere a punctului de referintă a potenţialului, vectorul de poziţie absolut  
[image: image185.wmf]r
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  trebuie înlocuit prin vectorul de poziţie relativ  
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  al punctului de observaţie  M  faţă de punctul sursă  S  (ca în fig. 3.18) – se ajunge astfel la formula 
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În fine, este de reţinut că potenţialul electric este o mărime derivată din tensiunea electrică într-un caz particular – atunci când tensiunea electrică între oricare două puncte este independentă de traseul de integrare. 


4.  Într-un mediu linear isotrop omogen infinit extins, în prezenţa mai multor surse de câmp electrostatic repartizate într-un domeniu mărginit, este aplicabilă teorema superpoziţiei potenţialelor electrostatice. Dacă sursa de câmp  S1  produce, singură, câmpul electrostatic de intensitate  
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 , iar sursa de câmp  S2  produce, singură, câmpul electrostatic de intensitate  
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  , atunci, în prezenţa ambelor surse de câmp electrostatic, intensitatea acestuia este  
[image: image192.wmf](

)

(

)

(

)

r

r

r

r

r

r

r

r

r

2

1

E

E

E

+

=

 , iar potenţialul corespunzător,  calculat 

în raport cu  o aceeaşi referinţă  V(() = 0 , este 
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Se conchide că potenţialul rezultant, produs de mai multe surse de câmp electrostatic de întindere mărginită, este superpoziţia (suma algebrică) a potenţialelor produse, separat, de fiecare sursă de câmp în parte (în raport cu aceeaşi referinţă nulă în punctul de la infinit). 
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  Fig. 3.18.


Fie acum o distribuţie oarecare de sarcină, ocupând un domeniu mărginit; o sarcină elementară  dq' , în punctul sursă  S , asimilabilă unei sarcini punctiforme, determină o contribuţie 
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la potenţialul electrostatic din punctul de observaţie  M  (ca în fig. 3.18). Corespunzător diferitelor distri-buţii posibile ale sarcinii electrice, în conformitate cu teorema precedentă, se obţine atunci  formula generală de calcul al potenţialului electrostatic  într-un mediu linear isotrop omogen infinit extins  (faţă de referinţa nulă în punctul de la infinit),
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5.  Câteva consecinţe importante pot fi obţinute în situaţia în care este definit un potenţial electric. 


Mai întâi, dacă este cunoscut potenţialul electric ca funcţie de punct (de poziţie), atunci tensiunea electrică între două puncte este egală cu diferenţa potenţialelor electrice ale acestor puncte. Într-adevăr, tensiunea electrică fiind independentă de traseul de integrare, acesta poate fi ales astfel încât să treacă prin punctul de referinţă  M0 . Ţinând seama de definiţia potenţialului electirc, tensiunea electrică între două puncte arbitrare  A  şi  B  este calculată ca 
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rezultând astfel 
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Un concept ilustrativ folositor în operarea cu potenţialul electric (atunci când acesta poate fi definit) este suprafaţa echipotenţială, care este, pur şi simplu, locul geometric al punctelor de acelaşi potenţial,  V = V0 = const. Suprafeţe echipotenţiale diferite sunt gradate după valoarea potenţialului şi este atunci evident că un punct se află pe o singură suprafaţă echipotenţială. 


O interesantă proprietate este aceea că liniile câmpului electric sunt normale la suprafeţele echipotenţiale (când este definibil un potenţial electric). Într-adevăr, fie  M  şi  N  două puncte extrem de apropiate (la o distanţă elementară  
[image: image200.wmf]r
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) pe o aceeaşi suprafaţă echipotenţială (fig. 3.19). Tensiunea electrică dintre aceste puncte (extrem de apropiate) poate fi calculată atât ca 
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unde  (  este unghiul dintre vectorii  
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  şi  
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  (adică între linia de câmp şi suprafaţa echipotenţială), cât şi ca 
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Identificarea celor două rezultate,  
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  , unde primii doi termeni sunt în mod necesar nenuli, duce la concluzia că 
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     Fig. 3.19. 




 Fig. 3.20. 


În fine, după cum cunoaşterea intensităţii câmpului electrostatic în fiecare punct permite calculul, printr-o integrală, a potenţialului electrostatic al fiecărui punct (în raport cu o referinţă precizată), invers, cunoaşterea potenialului electric în fiecare punct permite calculul intensităţii câmpului electric. 


Într-adevăr,  fie  M , de vector de poziţie  
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 , şi  N , de vector de poziţie   
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două puncte extrem de apropiate (fig. 3.20). Poziţiile celor două puncte pot fi exprimate, echivalent, drept  M(x,y,z)  şi  N(x+dx,y+dy,z+dz) . Tensiunea electrică dintre cele două puncte extrem de apropiate poate fi exprimată în două moduri: odată prin integrare, 
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unde  
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 , iar altă dată ca diferenţa potenţialelor, 
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unde a fost folosită dezvoltarea în serie Taylor a potenţialului punctului  N  în raport cu cel al punctului  M  şi au fost neglijaţi termenii de ordin superior ai acestei dezvoltări. Simpla identificare,  
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 , a celor două rezultate duce la relaţia importantă căutată, 
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3.5.  Flux  electric 

Câmpul electric este caracterizat în raport cu o suprafaţă printr-o nouă mărime derivată, fluxul electric, a cărui definiţie este introdusă în cele ce urmează. 
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    Fig. 3.21. 


1.  Fie considerată o suprafaţa elementară de arie  dSn , plasată într-un câmp electric uniform de inducţie  
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  normal la surprafaţă (fig. 3.21.a). O modalitate de a evalua cât de intens este câmpul electric în total, în toate punctele suprafeţei elementare considerate, este, evident, produsul   d( = D dSn . Aceasta nu este însă, suficient; într-adevăr, dacă aceeaşi suprafaţă elementară este plasată într-un acelaşi câmp electric uniform, dar cu inducţia electrică  
[image: image221.wmf]D

r

  în sens opus (fig. 3.21.b), atunci, prin comparaţie cu situaţia precedentă, este natural să se evalueze cât de intens este câmpul electric în total în punctele suprafeţei considerate prin valoarea opusă celei precedente,  d( = – D dSn . Apare atunci ca necesară considerarea unui sens de referinţă pentru calculul fluxului electric, astfel încât să poată fi diferenţiate situaţiile anterioare. Fie atunci considerat versorul (vectorul unitar)  
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r

  normal la suprafaţa elementară în direcţia câmpului electric în prima configuraţie; atunci fluxul electric elementar prin suprafaţa elementară normală la câmp este exprimat simplu drept  
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 , în raport cu sensul de referinţă indicat de versorul normal  
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Unitatea  S.I.  de flux electric este  1 C (coulomb), aceeaşi cu unitatea de sarcină electrică. 


Fie acum considerată suprafaţa elementară de arie  dS , plasată în acelaşi câmp electric uniform de inducţie electrică  
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r

 , versorul  
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  normal la suprafaţă făcând unghiul  (  cu inducţia electrică (fig. 3.21.c), şi fie  dSn  proiecţia suprafeţei elementare considerate pe planul normal la câmp. Este evident că exact aceleaşi linii de câmp intersectează ambele suprafeţe  dS  şi  dSn , astfel încât este natural să se considere că acelaşi flux electric elementar trece prin cele două suprafeţe considerate. Deoarece unghiul dintre suprafeţele elementare este egal cu cel dintre normalele la acestea,  dS = dSn cos ( , fluxul electric elementar prin suprafaţa elementară  dS  poate fi scris 
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În cazul unei suprafeţe de extensie arbitrară fluxul electric este calculat ca sumă a unor contribuţii elementare ca cele de mai sus, corespunzând unei divizări a suprafeţei în 

părţi elementare ale sale (fig. 3.22),
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Este astfel definită mărimea derivată  flux electric  printr-o suprfaţă  S  drept integrala de suprfaţă  a componentei normale a inducţiei electrice. 
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       Fig. 3.22. 
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    Fig. 3.23. 


Trebuie subliniat faptul că fluxul electric este o mărime scalară, definită în raport cu un sens de referinţă, indicat de versorul  
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 normal la suprafaţă. Atunci când este vorba despre o suprafaţă deschisă  S( , bordată de un contur  ( , este subînţeles că se aplică regula mâinii drepte pentru asocierea sensurilor de referinţă  
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  de-a lungul conturului  şi   
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   pe suprafaţă: un burghiu (şurub) drept  rotit în direcţia indicată de  
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indică  direcţia  
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  asociată,  iar  atunci când este vorba  despre o  suprafaţă  închisă  ( , 
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 Fig. 3.24. 

versorul  
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  al normalei exterioare este subînţeles (fig. 3.23). 


2.  Un exemplu de calcul al fluxului electric într-un caz simplu este ilustrativ şi folositor pentru argumentarea unor relaţii mai generale. 


Fie considerată o sarcină punctiformă  q  drept unică sursă de câmp electric, într-un mediu linear isotrop omogen infinit extins, şi fie de calculat fluxul electric printr-o sferă  (  centrată pe această sarcină (fig. 3.24). Deoarece în acest caz  
[image: image239.wmf]E

D

r

r

e

=

 , fluxul electric este 



[image: image240.wmf]ò

ò

ò

×

=

×

=

×

=

S

S

S

S

e

e

Y

dS

dS

dS

n

n

n

r

r

r

r

r

r

E

E

D

   . 

unde, în conformitate cu formula lui Coulomb, 
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Deoarece versorul normalei exterioare la suprafaţa  (  într-un punct  M  este evident  
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 , iar  R = const. pentru orice punct al sferei, se calculează imediat 
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S-a obţinut astfel un rezultat foarte simplu: fluxul electric prin sfera centrată pe sarcina punctiformă ce produce câmpul electric este egal cu sarcina interioară suprafeţei închise. 


3.  Se poate arăta că rezultatul obţinut este valabil pentru orice distribuţie a sarcinii electrice în regim electrostatic. Mai mult, încă, experienţa arată că rezultatul obţinut este valabil în general, în orice situaţie, constituindu-se în legea fluxului electric (legea lui Gauss): în orice substanţă şi în orice regim, fluxul electric prin orice suprafaţă închisă este egal cu sarcina electrică din domeniul bordat de acea suprafaţă (fig. 3.25), 



[image: image245.wmf]  

D

        

        

  

S

S

S

S

Y

D

D

q

dS

q

=

×

=

ò

n

v

r

;

   . 

Trebuie reamintit faptul că fluxul electric la care se referă legea lui Gauss este considerat în raport cu  sensul de referinţă  indicat de versorul normalei exterioare  
[image: image246.wmf]n
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 . 


O consecinţă imediată a legii lui Gauss este următoarea: în regim static, staţionar sau cuasistaţionar amagnetic (definit mai jos, în secţiunea 6.2), linile câmpului electric sunt linii deschise, pornind de la sarcini pozitive şi terminându-se la sarcini negative opuse. 
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  Fig. 3.25. 



   Fig. 3.26. 


Se va argumenta ceva mai departe faptul că în regimurile indicate nu există linii de câmp închise ale câmpului electric – aceasta înseamnă că sunt de considerat numai linii de câmp electric deschise, între două puncte extreme. Fie considerată o sarcină punctiformă pozitivă; ea poate fi inclusă într-o suprafaţă închisă – de exemplu, o sferă – extrem de apropiată de sarcina punctiformă (fig. 3.26). Sarcina din interiorul suprafeţei fiind pozitivă, conform legii lui Gauss tot pozitiv este şi fluxul electric prin suprafaţa închisă,  
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 . Ţinând seama de simetria configuraţiei, aceasta implică pozitivitatea fluxurilor electrice elementare,  
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 , de unde rezultă  
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 , astfel încât unghiul dintre câmpul electric şi normala exterioară  
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  este ascuţit,  
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 . Or aceasta înseamnă că liniile câmpului electric îşi au originea în sarcini pozitive, iar un argument similar arată că liniile câmpului electric îşi au terminaţia în sarcini negative. 
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