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     14.  ENERGIE ELECTROMAGNETICĂ ŞI ACŢIUNI ELECTROMAGNETICE

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


14.  ENERGIE ELECTROMAGNETICĂ ŞI ACŢIUNI ELECTROMAGNETICE 

Câmpul electromagnetic este un sistem fizic a cărui adecvare la descrierea fenomenelor electromagnetice este susţinută, pe lângă alte considerente, şi de faptul că acestui câmp îi corespunde o energie şi un impuls, ca şi de faptul că acest câmp exercită acţiuni mecanice (în particular – forţe) asupra corpurilor aflate în stări electromagnetice.  


14.1.  Teorema lui Poynting (teorema energiei electromagnetice) 


Studiul energiei electromagnetice este bazat pe principiul conservării energiei – primul principiu al termodinamicii – completat în mod adecvat. 


În conformitate cu abordarea termodinamică, energia internă a unui sistem fizic este o funcţie de stare ale cărei valori sunt determinate de valorile parametrilor de stare – mărimile ce identifică în mod univoc sistemul fizic, inclusiv starea sa electromagnetică. Conform termodinamicii, dacă în decursul unei transformări suferite de un sistem numai o parte din mărimile de stare sunt modificate, atunci energia, ca funcţie de stare, este decompozabilă în doi termeni aditivi – unul, constant, dependent de parametrii de stare rămaşi nemodificaţi, altul, variabil, dependent de mărimile de stare modificate. În consecinţă, energia electromagnetică este acea parte a energiei interne a unui sistem fizic care depinde (exclusiv) de mărimile de stare electromagnetice. 


Printre parametrii de stare, alături de mărimi mecanice sau termice, trebuie astfel luate în considerare şi mărimi care să caracterizeze starea electromagnetică a sistemului – mărimile de stare ale câmpului electromagnetic,  E , D , B , H , în fiecare punct  r ( D(  al domeniului ocupat de sistem şi în fiecare moment  t ( [ 0 , T ]  al intervalului temporal de studiu. Într-adevăr, cunoaşterea acestor mărimi este suficientă şi pentru caracterizarea stărilor electromagnetice ale substanţei (corpurilor) din sistem: polarizaţia şi magnetizaţia sunt determinate din legile constitutive electrică  D = (0E + P , respectiv magnetică,  B = (0(H + M) , iar sarcina electrică şi curentul electric de conducţie sunt determinate din legea fluxului electric  
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 , respectiv  legea circuitului magnetic,  
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 . Astfel, energia electromagnetică este termenul aditiv din expresia generală a energiei interne a unui sistem fizic ce depinde de mărimile de stare ale câmpului electromagnetic,  W(E,D,H,B) . 


Relaţiile care permit calculul energiei electromagnetice a unui sistem sunt deduse considerând transformări ale acestuia în care variază numai energia electromagnetică. În conformitate cu primul principiu al termodinamicii, creşterea energiei interne a unui sistem fizic este suma dintre căldura primită de sistem şi echivalentul în lucru mecanic al acţiunilor efectuate asupra sistemului, decompozabil în lucrul mecanic primit de sistem şi energia primită de sistem asociată acţiunilor mediate de câmpul electromagnetic, 
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În relaţia precedentă notaţia ţine seama de faptul că variaţia energiei interne – funcţie de stare – este o diferenţială totală exactă, în timp ce, în principiu, celelalte aporturi energetice infinitesimale – dependente de proces, de transformare – nu sunt diferenţiale exacte. Echivalent, descreşterea energiei interne a unui sistem fizic este suma dintre căldura cedată de sistem, lucrul mecanic cedat de sistem şi energia cedată de sistem asociată acţiunilor mediate de câmpul electromagnetic, 
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Expresia precedentă a primului principiu al termodinamicii va fi folosită mai jos, în condiţiile unor precizări suplimentare asupra domeniului ocupat de sistem. Unele argumente vor face referire la extinderea către infinit a suprafeţei  (  ce delimitează domeniul ocupat de sistem; această extindere este înţeleasă, însă, numai în sensul că suprafaţa  (  este îndepărtată suficient de sursele de câmp interioare sistemului astfel încât câmpul electromagnetic determinat de sistem intervine neglijabil în interacţiunea sistemului cu exteriorul. Pe de altă parte, sistemul considerat este constituit din câmp şi substanţă (corpuri), între care au loc şi transferuri energetice asociate fenomenelor electromagnetice. Fie atunci considerate, în cele ce urmează, transformări adiabatice elementare, fără alte transferuri de lucru mecanic în afara efectuării (cedării) de echivalent în lucru mecanic de către sistem, prin interacţiuni electromagnetice, 

( Qc = 0   ,   (Lc = 0   . 

Scăderea energiei interne a sistemului considerat se reduce atunci la scăderea energiei electromagnetice, care are loc pe seama efectuării (cedării) de lucru mecanic asociat acţiunilor electromagnetice din sistem, transferului de energie electromagnetică spre conductoarele din sistem, transferului de energie electromagnetică asociată fenomenelor de histerezis din sistem şi transferului de energie electromagnetică spre exterior, prin suprafaţa  închisă  (  ce delimitează sistemul, 
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Ecuaţia generală de bilanţ energetic în câmp electromagnetic de mai sus este rescrisă prin raportare la intervalul de timp elementar  dt  în care au loc variaţiile şi transferurile de energie considerate, punând astfel în evidenţă ritmul de scădere în timp a energiei electromagnetice a sistemului considerat, 
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Dintre termenii ce apar în relaţia precedntă este cunoscut numai termenul 
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furnizat de legea lui Joule (a transferului de putere asociat conducţiei electrice). Ţinând seama de observaţiile precedente, în spiritul dependenţei de stare a energiei electromagnetice şi a decompozabilităţii variaţiilor acesteia în termeni aditivi adecvaţi transformărilor, sunt abordate, succesiv, transformări particulare astfel încât să poată fi identificate expresii ale fiecărui termen din relaţia de bilanţ energetic. 


Teorema lui Poynting (teorema energiei electromagnetice) va fi demonstrată pentru cazul unor medii imobile fără histerezis, pentru care 


Pmec = 0   ,   Phist = 0   ; 

în această situaţie relaţia generală de bilanţ energetic se reduce la 
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Apelând, succesiv, la forma locală a legii circuitului magnetic,  
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 , la identitatea  
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, la forma locală a legii inducţiei electromagnetice, 
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 , şi la formula lui Gauss şi presupunând îndeplinite peste tot în  D(  condiţiile de derivabilitate şi integrabilitate necesare, membrul stâng al relaţiei restrânse de bilanţ energetic devine 


[image: image12.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

×

-

×

=

×

=

ò

ò

S

S

D

D

cond

dV

t

dV

P

D

E

H

E

J

E

rot

 


[image: image13.wmf](

)

=

ú

û

ù

ê

ë

é

´

-

×

+

¶

¶

×

-

=

ò

S

D

dV

t

H

E

E

H

D

E

div

rot

 


[image: image14.wmf](

)

ò

ò

×

´

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

×

-

¶

¶

×

-

=

S

S

dS

dV

t

t

D

n

H

E

B

H

D

E

   . 

Introducând această consecinţă pătratică a ecuaţiilor lui Maxwell în bilanţul de puteri restrâns, se ajunge la identitatea ce exprimă teorema lui Poynting (teorema energiei electromagnetice),  
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Identificarea termenilor din relaţia obţinută poate fi făcută ţinând seama de faptul că energia electromagnetică este acumulată în domeniul  D(  ocupat de sistem, în timp ce transferul de energie electromagnetică spre exterior are loc prin suprafaţa  ( . Mai detaliat, termenii identităţii de mai sus pot fi interpretaţi în spiritul observaţiilor anterioare referitoare la domeniul ocupat de sistem: presupunând că suprafaţa  (  este extinsă către infinit, astfel încât interacţiunile, mediate de câmpul electromagnetic, dintre sistem şi exterior tind către zero,  termenul  P(  din membrul stâng tinde către zero. Dacă în aceste condiţii şi intensităţile câmpului electric, respectiv magnetic, tind către zero cel puţin astfel încât  
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 , unde  k > 0 , atunci şi integrala de suprafaţă din membrul drept tinde către zero; se ajunge astfel la identificarea 
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Energia electromagnetică din domeniul  D(  considerat, funcţie de mărimi de stare locale ale câmpului electromagnetic, poate fi şi ea considerată ca distribuită local cu o densitate de volum  w , astfel încât  
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unde s-a ţinut seama şi de imobilitatea mediilor considerate şi a sistemului ca un tot. Egalitatea dintre exprimările obţinute pentru ritmul de variaţie în timp a energiei electromagnetice, valabilă pentru orice domeniu  D( , duce la concluzia că 
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Multiplicarea relaţiei anterioare prin  dt  – durata infinitesimală a proceselor de transfer energetic considerate – dă formula pentru variaţia densitatăţii energiei electromagnetice, 



[image: image20.wmf]B

H

D

E

d

d

dw

dw

dw

m

e

×

+

×

=

+

=

   , 

decompozabilă aditiv în termenii densităţii energiei electrice şi densităţii energiei magnetice. 


Revenind la identitatea exprimată de teorema lui Poynting, identificarea termenilor secunzi din ambii membri arată că puterea transmisă (cedată) prin câmp electromagnetic prin suprafaţa (închisă)  (  către exterior este 
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O primă observaţie necesară este aceea că energia fiind funcţie de stare, expresiile obţinute sunt generale, independente de artificiile considerate în deducerea lor (situaţia particulară şi trecerea la limită). 


In medii liniare isotrope, fără polarizaţie sau magnetizaţie permanentă  ( Pp = 0 , Mp = 0 ) , ecuaţiile constitutive electrică şi magnetică se reduc la 
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iar pentru variaţia elementară a densităţii energiei electromagnetice rezultă 
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Ca în orice relaţie termodinamică, ceea ce poate fi determinat este doar variaţia energiei (sau, aici, a densităţii acesteia); nivelul absolut al energiei este o chestiune de convenţie. Este normal să fie folosită convenţia naturală, conform căreia energia electromagnetică este nulă în absenţa câmpului electromagnetic, adică  
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respectiv 
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O observaţie imediată este aceea că formula anterioară a densităţii energiei electromagnetice poate fi extinsă, adecvat, şi pentru medii liniare anisotrope, prin înlocuirea parametrilor constitutivi scalari prin cei tensoriali, 
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În medii neliniare, fără polarizaţie sau magnetizaţie permanentă  (Pp = 0 , Mp = 0)  şi fără histerezis, densităţile de volum ale energiei electrice, respectiv magnetice, sunt determinate univoc de starea  {E,D} , respectiv  {H,B} , a câmpului electric sau magnetic. Folosind aceeaşi convenţie naturală pentru nivelul de referinţă al energiei electromagnetice,  se obţine 
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densităţile de energie electrică sau magnetică sunt respectiv numeric egale cu aria cuprinsă  între  curba (neliniară) de  polarizare,  respectiv  magnetizare,  şi  axa  inducţiei 
electrice, respectiv magnetice (fig.14.1). 
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      Fig.14.1. 


Integranzii din integralele precedente nu sunt diferenţiale totale exacte; cu ajutorul lor însă pot fi definite şi alte mărimi energetice conjugate – densitatea de coenergie (energie complementară) electrică sau magnetică: 
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În consecinţă, densităţile de coenergie electrică sau magnetică sunt determinate univoc de starea  {E,D} , respectiv  {H,B} , a câmpului electric sau magnetic. Folosind aceeaşi convenţie naturală pentru nivelul de referinţă al coenergiei electromagnetice,  se obţine 
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      Fig.14.2. 

densităţile de coenergie electrică sau magnetică sunt respectiv numeric egale cu aria cuprinsă între curba neliniară de polarizare, respectiv magnetizare, şi axa intensităţii câmpului electric, respectiv magnetic (fig.14.2). În fine, densităţii de coenergie electro- magnetică îi corespunde evident, la nivel global, pentru ansamblul sistemului, coenergia electromagnetică, 
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decompozabilă aditiv în coenergie electrică şi coenergie magnetică. 


În cazul unor medii liniare, pentru care curba de polarizare, respectiv magnetizare, este liniară trecând prin origine, este evidentă egalitatea dintre densitătile de energie şi coenergie, respectiv între energie şi coenergie, 
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Transferul de energie electromagnetică din domeniul  D(  considerat către exterior, prin suprafaţa închisă  (  ce îl delimitează, este, ca şi energia electromagnetică, funcţie de mărimi de stare locale ale câmpului electromagnetic. Şi acesta este evident distribuit local cu o densitate a fluxului de energie transferată prin suprafaţă, 
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numită vectorul lui Poynting. 


O observaţie importantă este aceea că, în conformitate cu raţionamentul ce a dus la formulele discutate mai sus, are sens calculul puterii transmise prin câmp electro-magnetic numai printr-o suprafaţă închisă şi nu printr-o suprafaţă deschisă. În acest fel, în general, vectorul lui Poynting rezultă a fi determinat doar cu aproximaţia aditivă a rotorului unui vector arbitrar, 
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deoarece aceasta nu modifică integrala sa pe o suprafaţă închisă. 

14.2. Teorema lui Warburg 

         (teorema transferului de energie asociat histerezisului) . 
Pentru analiza transferului de energie asociat fenomenului de histerezis sunt acum  considerate procese electromagnetice în medii imobile care prezintă histerezis electric şi magnetic. In această situaţie 


Pmec = 0  

şi, corespunzător, relaţia generală de bilanţ energetic devine 
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În conformitate cu manifestarea locală (în termenii mărimilor locale de câmp electro-magnetic) a fenomenelor de histerezis, puterea electromagnetică transferată substanţei din domeniul  D(  studiat, asociată proceselor de histerezis, poate fi exprimată în termenii unei densităţi de volum a puterii corespunzătoare, 
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Ţinând apoi seama şi de rezultatele obţinute în secţiunea anterioară pentru exprimarea energiei electromagnetice în domeniul  D(  şi a puterii electromagnetice transmise prin suprafaţa  (  ce îl delimitează, relaţia de bilanţ energetic poate fi explicitată ca 
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sau, apelând şi la formula lui Gauss, 
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Întrucât ultima relaţie este valabilă pentru orice domeniu  D( , rezultă relaţia locală de bilanţ energetic 



[image: image42.wmf](

)

H

E

J

E

´

-

×

-

¶

¶

-

=

div

t

w

p

h

   . 


Membrul drept al relaţiei de bilanţ energetic local poate fi prelucrat urmând o procedură oarecum opusă celei din secţiunea precedentă, 
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şi se obţine o relaţie explicită de bilanţ energetic local în prezenţa histerezisului, 
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Parcurgerea uniui ciclu de histerezis complet presupune o variaţie alternativă a câmpului electromagnetic, cu revenire în starea iniţială  { E , D ; H , B }  a acestuia, deci cu revenire şi la valoarea iniţială a energiei electromagnetice. Integrarea în timp a relaţiei explicite de bilanţ energetic local, pe durata  T  a parcurgerii unui ciclu de histerezis, duce la 
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Integrala în timp a puterii reprezintă energia transferată în decursul duratei considerate; în consecinţă, densitatea energiei transferate de la câmpul electromagnetic către substanţă la parcurgerea unui ciclu de histerezis este 
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Integralele de forma 
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  sunt simplu de inter-pretat. Pentru prima, de exemplu, fie   M = { E = EC , D = 0 }  drept  punct iniţial (şi final) al parcurgerii ciclului de histerezis electric (fig.14.3), şi fie considerate punctele   N = { E = EM , D = DS } , P = { E = 0 , D = DR } , Q = { E = –EC , D = 0 } . Integrala pe porţiunea  MNP  a ciclului de histerezis electric este numeric egală cu diferenţa dintre aria cuprinsă între arcul  MN  al curbei şi axa inducţiei electrice şi aria cuprinsă între arcul  NP  al curbei şi axa inducţiei electrice (deoarece pentru prima contribuţie   E > 0 , dD > 0  , în timp 
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 Fig.14.3. 

ce pentru a doua contribuţie  E > 0 , dD < 0), deci cu aria delimitată de arcul de curbă  MNP  şi axele intensităţii câmpului electric şi inducţiei electrice. Similar, integrala pe porţiunea  PQ  a ciclului de histerezis electric este numeric egală cu aria cuprinsă între arcul  PQ al curbei şi axele intensităţii câmpului electric şi inducţiei electrice (deoarece  E < 0 , dD < 0 ) . Continuând acest raţionament pentru jumătatea inferioară  ( D < 0 )  a ciclului de histerezis, se ajunge la concluzia că integralele analizate sunt numeric egale cu aria delimitată de ciclul de histerezis corespunzător (electric sau magnetic). 

Se conchide astfel că densitatea energiei transferate de la câmpul electromagnetic către substanţă la parcurgerea unui ciclu de histerezis este egală cu aria delimitată de ciclul de histerezis corespunzător (fig.14.4), 
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enunţ ce constituie chiar teorema lui Warburg. 
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      Fig.14.4. 


În cazul unor medii cu histerezis, supuse unui câmp electromagnetic variabil alternativ periodic în timp, de perioadă  T  şi frecvenţă  f = 1/T , densitatea de putere medie transmisă de la câmpul electromagnetic către substanţă la parcurgerea periodică a ciclurilor de histerezis este, evident, de  f  ori energia transferată într-un ciclu, 
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Corespunzător parcurgerii periodice a unor asemenea cicluri locale de histerezis, prin integrare se obţine că 
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reprezintă puterea medie transferată de la câmpul electromagnetic către substanţa din domeniul considerat, asociată histerezisului., în câmp electric, respectiv magnetic, variabil alternativ după o direcţie fixă.  


Este interesant de observat că nu există nici o relaţie unanim acceptată pentru exprimarea puterii sau energiei transferate de la câmpul electromagnetic către substanţă,  asociat unor procese de histerezis în câmp electromagnetic cu o variaţie oarecare. 


14.3.  Forţe generalizate în câmp electromagnetic 


Bilanţul   energetic   simplificat,  pe   baza  căruia  au  fost  abordate   schimburile 

energetice asociate proceselor electromagnetice, poate fi acum completat şi cu tratarea acţiunilor mecanice efectuate de câmpul electromagnetic asupra substanţei (corpurilor) aflate în stări electromagnetice. Pentru simplificarea raţionamentelor vor fi considerate medii liniare, în principiu neomogene, fără mărimi permanente  (Pp = 0 , Mp = 0)  sau imprimate  (Ei = 0 , Ji = 0)  şi fără histerezis. 


Fie considerat un sistem fizic în care asupra unor părţi macroscopice ale sale (subsisteme) se pot exercita acţiuni mecanice în câmp electromagnetic, capabile să determine deplasarea, mişcarea acestora. Pentru caracterizarea unei asemenea situaţii sunt introduşi parametri de stare macroscopici adecvaţi: o coordonată generalizată  xk  (un parametru de poziţie) este o mărime de natură geometrică ce caracterizează poziţia relativă a subsistemelor considerate; o forţă generalizată  Xk  (un parametru de forţă) este o mărime de natură mecanică ce caracterizează o acţiune electromagnetică aptă a modifica o coordonată generalizată asociată. Coordonatele şi forţele generalizate  (k = 1,2,…,n)  sunt cuplate în perechi astfel încât produsul dintre o forţă generalizată şi variaţia elementară a coordonatei generalizate asociate reprezintă lucrul mecanic elementar efectuat, 
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De exemplu, coordonatelor generalizate  vector de poziţie, unghi (orientat), arie (orientată a unei suprafaţe), sau volum (al unui domeniu), le corespund, respectiv, drept forţe generalizate asociate, vectorul forţă, vectorul cuplu, tensiunea (superficială), sau presiunea, conform cu 
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În operarea cu ecuaţiile câmpului electromagnetic trebuie ţinut seama acum de faptul că, deoarece sunt considerate medii în mişcare, elementele geometrice – curbe, suprafeţe, volume – sunt antrenate de substanţă în mişcarea acesteia; în consecinţă trebuie operat la nivel global cu derivatele substanţiale, iar la nivel local cu derivate de circulaţie, derivate de flux sau derivate de volum ale mărimilor implicate. Aceasta înseamnă că ecuaţiile lui Maxwell sunt reformulate ca 
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Pentru analiza acţiunilor mecanice exercitate în câmp electromagnetic este folosită relaţia de bilanţ energetic în câmp electromagnetic particularizată corespunzător ipotezei absenţei transferului de energie asociat fenomenelor de histerezis, 
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Urmând proceduri similare celor folosite în secţiunile anterioare, dar folosind derivate substanţiale în ecuaţiile lui Maxwell, se calculează 
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Exprimând acum şi puterea mecanică în termenii lucrului mecanic corespunzător acţiunii forţelor generalizate, se ajunge la o primă relaţie de bilanţ energetic, 
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O formulare echivalentă a relaţiei de bilanţ energetic poate fi dedusă folosind o identitate diferenţială pătratică referitoare la derivatele substanţiale, 
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Pentru demonstrarea acestei relaţii sunt, mai întâi, reformulate exprimările derivatelor de flux şi circulaţie, 
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respectiv 
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Folosind relaţiile precedente se calculează 
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şi, analog, 
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Rezultă, astfel, 
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Pe de altă parte, însă, derivata de volum a unui scalar poate fi rescrisă ca 
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unde, notând  ( = E(D + H(B , poate fi recunoscut chiar membrul drept al rezultatului anterior. S-a obţinut astfel 
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adică identitatea diferenţială pătratică dorită. 


Revenind la relaţia de bilanţ energetic valabilă în situaţia abordată, aceasta se scrie, succesiv, făcând apel la coenergia electromagnetică, 
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de unde rezultă o a doua relaţie de bilanţ energetic, 
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Admiţând, ca ipoteză matematică, de calcul, că fenomenele electromagnetice s-ar desfăşura în condiţiile menţinerii unor fluxuri constante, atunci aceasta este echivalent cu 
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În aceste condiţii, prima relaţie de bilanţ energetic devine 
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echivalentă cu 
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Din exprimarea diferenţialei totale a energiei – funcţie de stare – în termenii parametrilor de stare  Xk  şi  xk  rezultă imediat că fiecare forţă generalizată este derivata, cu semn schimbat, a energiei electromagnetice în raport cu coordonata generalizată cores-punzătoare, în condiţiile amintite, 
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În conformitate însă cu modul de separare a variaţiilor parametrilor termodinamici şi a efectelor acestora, acţiunile electrice sunt determinate de câmpul electric şi variaţiile acestuia, iar acţiunile magnetice sunt determinate de câmpul magnetic şi variaţiile acestuia. In fine, condiţia de flux electric constant prin orice suprafaţă – inclusiv prin orice suprafaţă închisă – este echivalentă condiţiei de sarcină electrică constantă în interiorul oricărui domeniu. Separând, deci, acţiunile electrice şi magnetice, se ajunge la  prima teoremă a forţelor generalizate, 
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În mod similar, admiţând ca ipoteză matematică, de calcul, că fenomenele electromagnetice s-ar desfăşura în condiţiile menţinerii unor tensiuni constante, atunci aceasta este echivalent cu 
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În aceste condiţii, a doua relaţie de bilanţ energetic devine 
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echivalentă cu 
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Din exprimarea diferenţialei totale a coenergiei – funcţie de stare – în termenii parametrilor de stare  Xk  şi  xk  rezultă imediat că fiecare forţă generalizată este derivata coenergiei electromagnetice în raport cu coordonata generalizată corespunzătoare, în condiţiile amintite, 
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La fel ca mai sus, în conformitate cu modul de separare a variaţiilor parametrilor termodinamici şi a efectelor acestora, acţiunile electrice sunt determinate de câmpul electric şi variaţiile acestuia, iar acţiunile magnetice sunt determinate de câmpul magnetic şi variaţiile acestuia. De asemenea, condiţia de tensiune magnetică constantă de-a lungul oricărei curbe – inclusiv de-a lungul oricărei curbe închise – este echivalentă condiţiei de curent electric (total) constant prin orice suprafaţă. Separând, deci, acţiunile electrice şi magnetice, se ajunge la  a doua teoremă a forţelor generalizate, 
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În particular, pentru calculul forţei generalizate în câmp magnetic în regim cuasistaţionar anelectric, condiţia de constanţă este impusă curentului electric de conducţie. 


Câteva observaţii sunt necesare în aplicarea teoremelor forţelor generalizate la calculul acţiunilor mecanice exercitate în câmp electromagnetic asupra unor sisteme macroscopice. 


Pentru aplicarea relaţiilor precedente energia, respectiv coenergia, electrică ori magnetică, trebuie exprimate exclusiv în termenii mărimilor presupuse constante la efectuarea operaţiei de derivare, pentru a avea controlul îndeplinirii condiţiilor matematice în limitele cărora au fost deduse formulele folosite. 


Faptul că au fost obţinute câte două formule pentru calculul forţelor generalizate electrice, respectiv magnetice, nu înseamnă că pot fi obţinute rezultate diferite în aplicarea lor; se poate arăta că relaţiile exprimate de prima şi de a doua teoremă a forţelor generalizate duc la acelaşi rezultat. 


În fine, ceea ce se poate calcula folosind teoremele forţelor generalizate este valoarea scalară a proiecţiei unei forţe generalizate (acţiuni mecanice) vectoriale pe direcţia componentei scalare corespunzătoare a coordonatei generalizate asociate. Sensul în care acţionează componenta forţei generalizate calculate este determinat de  semnul algebric  al  rezultatului  final,  în  raport  cu   sensul  de  referinţă   indicat  de  creşterea 
coordonatei generalizate asociate. 


14.4.  Densitatea de volum a forţelor electrice şi magnetice 


Exercitarea unor acţiuni mecanice în câmp electromagnetic poate fi precizată încă mai mult prin localizarea acţiunilor electromagnetice în sistemul fizic considerat. Acţiunile electromagnetice, localizate, sunt atunci caracterizate printr-o densitate de volum a forţei electromagnetice ce acţionează asupra elementului de volum din domeniul considerat, 
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Corespunzător, puterea mecanică efectuată de asemenea forţe electromagnetice localizate asupra domeniului considerat este de asemenea localizată, cu o densitate de volum exprimată în termenii densităţii de volum a forţei electromagnetice şi vitezei locale a punctelor domeniului considerat, 
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Fie considerat un sistem fizic în interiorul căruia sunt exercitate acţiuni electro-magnetice asupra substanţei (corpurilor), sistem care ocupă un domeniu  D(  delimitat de o suprafaţă închisă  (  suficient de cuprinzătoare astfel încât în punctele sale mediul să fie imobil,  
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 . Pentru simplificarea raţionamentelor vor fi considerate medii liniare isotrope, în principiu neomogene, fără mărimi permanente  (Pp = 0 , Mp = 0)  sau imprimate  (Ei = 0 , Ji = 0)  şi  fără histerezis. 

Mediul este considerat continuu pe porţiuni, astfel încât densitatea de masă, notată aici  ((r,t) , este funcţie continuă de timp şi (pe porţiuni) de poziţie, iar deformarea corpurilor (substanţei) are loc într-un câmp de viteze  v(r,t)  continuu (pe porţiuni). În fine, mai este luată în considerare posibila manifestare a electrostricţiunii sau magnetostricţiunii, caracterizată prin dependenţa de poziţie şi timp a parametrilor constitutivi electric şi magnetic exclusiv prin intermediul dependenţei de densitatea locală de masă, 
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În operarea cu ecuaţiile câmpului electromagnetic se ţine seama de faptul că mediile considerate se află, în principiu, în mişcare, iar elementele geometrice – curbe, suprafeţe, volume – sunt antrenate de substanţă în mişcarea acesteia; în consecinţă trebuie operat la nivel global cu derivatele substanţiale, iar la nivel local cu derivate de circulaţie, derivate de flux sau derivate de volum ale mărimilor implicate. Aceasta înseamnă că ecuaţiile lui Maxwell sunt reformulate ca 
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Pentru analiza acţiunilor mecanice exercitate în câmp electromagnetic se porneşte de la relaţia de bilanţ energetic în câmp electromagnetic, particularizată corespunzător ipotezei absenţei transferului de energie asociat fenomenelor de histerezis, 
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Urmând proceduri similare celor folosite în secţiunile anterioare, dar folosind derivate substanţiale în ecuaţiile lui Maxwell, se calculează 
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Se presupune acum, ca ipoteză matematică, de calcul, că, în condiţiile antrenării domeniilor, suprafeţelor şi curbelor de către substanţă în mişcarea aceteia, fluxurile electric şi magnetic sunt constante în timp, adică 
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În aceste condiţii relaţia de bilanţ energetic dedusă mai sus devine 
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unde s-a ţinut seama de liniaritatea mediului şi, în virtutea ipotezei de calcul considerate, se operează cu derivate locale în condiţiile unor fluxuri electrice şi magnetice constante. 


Derivatele locale ale inducţiei electrice şi magnetice sunt calculate luând în consi-derare constanţa fluxurilor corespunzătoare, deci anularea derivatelor de flux asociate. Astfel,  ţinând seama şi de legea fluxului electric, 
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iar,  ţinând seama şi de legea fluxului magnetic, 
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În calculul derivatelor locale ale parametrilor constitutivi trebuie ţinut seama de faptul că, în antrenarea de către substanţă a unei suprafeţe închise  (  oarecare, masa substanţei din domeniul  D(  este constantă, conform cu legea conservării masei, 
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La nivel local aceasta înseamnă anularea derivatei de volum a densităţii de masă, 
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de unde rezultă expresia derivatei substanţiale a acesteia (adică a derivatei totale, care ia în considerare variaţia în raport cu timpul incluzând şi dependenţa de timp a poziţiei), 
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În condiţiile antrenării domeniilor de către substanţa în mişcare, derivatele locale ale parametrilor constitutivi sunt obţinuţi în termenii derivatelor substanţiale: pornind de exemplu de la 
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se obţine  
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şi, similar, 
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În condiţiile de calcul admise, expresia puterii mecanice efectuate de acţiunile electromagnetice din sistem a fost obţinută ca  
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de unde, înlocuind derivatele în conformitate cu discuţia anterioară, se ajunge la 
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Termenii care includ expresia  (div v)  sunt prelucraţi aplicând identitatea 
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iar termenii care includ expresii de forma  rot (W(v)  sunt prelucraţi aplicând identitatea 
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Se calculează, astfel, 
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Conform ipotezelor,  
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 , iar integrala de suprafaţă este nulă deoarece suprafaţa  (  a fost presupusă suficient de încăpătoare pentru a fi considerată imobilă, adică  v = 0  în punctele acesteia. Egalitatea integralelor rămase, valabilă pentru orice domeniu  D( , determină egalitatea integranzilor; la rândul ei, egalitatea integranzilor fiind adevărată pentru orice viteză  v , rezultă expresia pentru densitatea de volum a forţelor electromagnetice,  
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În termenii densităţiilor de volum corespunzătoare, forţa electrică, respectiv magnetică, exercitată asupra unui substanţei (corpurilor) dintr-un domeniu  D( , este calculată ca 
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Câteva observaţii pot fi menţionate referitor la rezultatele obţinute. 

Ultimii termeni – exprimaţi prin gradienţi – din expresiile densităţilor de volum ale forţei electrice, respectiv magnetice, corespund forţelor de electrostricţiune, respectiv magnetostricţiune; ei sunt nuli în cazul în care tensionările mecanice care afectează densitatea de masă nu influenţează parametrii constitutivi. Termenii mediani, care includ gradientul parametrului constitutiv corespunzător, sunt nenuli numai în medii neomogene, unde parametrul constitutiv depinde de poziţie. 

În medii omogene, fără electrostricţiune sau magnetostricţiune, primii termeni rămaşi pot fi folosiţi pentru a obţine, prin integrare pe domeniul  D  al unui mic corp electrizat, respectiv al unui segment elementar de conductor filiform parcurs de curent electric de conducţie, 
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unde s-a folosit o teoremă de medie şi s-a considerat  
[image: image156.wmf]r
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  pentru conductorul filiform. Sunt obţinute astfel generalizările formulei lui Coulomb pentru forţa electrică asupra unui mic corp electrizat, respectiv formulei lui Laplace pentru forţa magnetică asupra unui segment elementar de conductor filiform parcurs de curent electric de conducţie, în orice mediu (nu numai în vid), 
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Desigur, raţionamentele prezentate mai sus se simplifică dacă, de la început, se face abstracţie de fenomenele de electrostricţiune şi magnetostricţiune. Aceasta afectează numai calculul derivatelor locale: substanţa aflată în mişcare antrenând domeniile, suprafeţele, curbele, în referenţialul local derivatele substanţiale ale parametrilor constitutivi sunt nule. Atunci, de exemplu, 
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implică 
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şi, similar,   
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iar calculele continuă ca mai sus, ajungându-se la expresii ale densităţii de volum a forţei electromagnetice fără termenii corespunzători electrostricţiunii sau magentostricţiunii.  


14.5.  Tensiuni maxwelliene în câmp electromagnetic 


O modalitate diferită de calcul al acţiunilor mecanice efectuate în câmp electro-magnetic asupra substanţei (corpurilor) dintr-un domeniu  D(  este bazată pe ideea că interacţiunea electromagnetică dintre exteriorul şi interiorul domeniului are loc prin suprafaţa închisă  (  ce delimitează domeniul considerat, şi, deci, ar putea fi exprimată printr-o integrală de suprafaţă pe  ( . În esenţă, atunci, integrala de volum a densităţii de volum a forţei electromagnetice ar trebui transformată într-o integrală de suprafaţă – printr-un analog al formulei lui Gauss, dar referitoare la un integrand vectorial. Acest lucru este posibil: integrala de volum a unui vector pe domeniul  D(  este egală cu integrala pe suprafaţa  (  a componentei normale a unui tensor adecvat. Este astfel introdus tensorul (de ordinul al doilea)  T  al tensiunilor maxwelliene, pentru care fluxul componentei sale normale printr-o suprafaţă închisă  (  reprezintă forţa electromagnetică exercitată asupra substanţei din interiorul domeniului  D( ,  
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Un tensor de ordinul al doilea – aici, tensorul tensiunilor maxwelliene – este o mărime fizică definită, în raport cu un sistem de referinţă dat, aici – cartesian, prin matricea componentelor sale, 
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În afara operaţiilor liniare cu tensori, definite ca pentru matricile pătrate 3 ( 3 , este definit şi un produs scalar la dreapta cu un vector  V  (matrice – coloană), 
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care este tot un vector, precum şi  un produs scalar la stânga cu un vector  V , care, exprimat acum transpus, ca matrice–linie notată  V T , este 
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adică tot un vector transpus, exprimat ca matrice–linie.


O modalitate de operare cu tensori este aceea de a concepe un tensor ca fiind compus dintr-un set de trei vectori, corespunzând liniilor matricii tensorului, 
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sau,  echivalent,  ca  fiind  compus  dintr-un set  de  trei  vectori, corespunzând coloanelor 
matricii tensorului, 
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Folosind asemenea vectori componenţi, tensorul poate fi conceput ca o formă diadică, adică drept un obiect matematic pentru care sunt definite operaţii unilaterale de proiecţie pe axele sistemului de coordonate, la dreapta sau la stânga, după cum indică factorii dinspre afara parantezelor, disponibili proiecţiei. Astfel, folosind vectorii de linie ai tensorului, o exprimare diadică a sa este 
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pentru care este definită operaţia de produs scalar la dreapta, sau, echivalent, folosind vectorii de coloană ai tensorului, o altă exprimare diadică a tensorului este 
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pentru care este definită operaţia de produs scalar la stânga. 


Produsul scalar la dreapta al tensorului  T  cu un versor  n , numit tensiunea (componenta tensorului) după direcţia  n , este un vector ale cărui componente sunt funcţii liniare şi omogene de componentele versorului  n , coeficienţii fiind chiar componentele tensorului  T , 
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Această operaţie este exprimată echivalent în termenii vectorilor–linie ai tensorului, 
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tensiunea rezultată având componentele 
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Oarecum similar, produsul scalar la stânga al tensorului  T  cu un versor  n , numit de asemenea tensiunea (componenta tensorului) după direcţia  n , este un vector ale cărui componente sunt funcţii liniare şi omogene de componentele versorului  n , coeficienţii fiind chiar componentele tensorului  T , dar exprimat ca matrice–linie, 

    
[image: image173.wmf][

]

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

+

+

+

+

+

+

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

×

=

×

zz

z

yz

y

xz

x

zy

z

yy

y

xy

x

zx

z

yx

y

xx

x

zz

zy

zx

yz

yy

yx

xz

xy

xx

z

y

x

T

T

n

T

n

T

n

T

n

T

n

T

n

T

n

T

n

T

n

T

T

T

T

T

T

T

T

T

n

n

n

T

n

 

   
[image: image174.wmf][

]

k

j

i

z

n

z

n

x

n

z

n

y

n

x

n

T

T

T

T

T

T

'

'

'

'

'

'

+

+

=

=

 . 

Această operaţie este exprimată echivalent în termenii vectorilor–coloană ai tensorului, 
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tensiunea rezultată având componentele 

          
[image: image176.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

×

=

+

+

×

=

×

+

×

+

×

=

×

=

×

=

+

+

×

=

×

+

×

+

×

=

×

=

×

=

+

+

×

=

×

+

×

+

×

=

×

=

 

'

T

'

T

'

'

T

'

T

'

  

'

T

'

T

'

z

zz

yz

xz

zz

yz

xz

z

n

y

zy

yy

xy

zy

yy

xy

y

n

x

zx

yx

xx

zz

yx

xx

x

n

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

T

n

k

j

i

n

k

n

j

n

i

n

k

n

k

j

i

n

k

n

j

n

i

n

j

n

k

j

i

n

k

n

j

n

i

n

i

n

n

n

 . 


Componentele forţei electromagnetice care acţionează asupra substanţei dintr-un domeniu  D(  pot fi exprimate sub forme echivalente, ca 
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şi alte două exprimări asemănătoare. Integranzii de acest tip pot fi asamblaţi în relaţia generală a densităţii de volum a forţei electromagnetice 
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care introduce operatorul divergenţă la dreapta a tensorului  T . În termenii acesteia, forţa electromagnetică exercitată asupra substanţei din domeniul  D(  este atunci 
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O tratare similară este posibilă, evident, în termenii vectorilor–coloană ai tensorului şi ai unei asociate divergenţe la stânga a tensorului.


Exprimarea forţei electrice asupra substanţei dintr-un domeniu  D( , interior suprafeţei închise  (  cu normală exterioară de versor  n , este obţinută în aceleaşi condiţii în care a fost dedusă densitatea de volum a forţei electrice. Deoarece, conform legii fluxului electric,  (V = div D , se poate scrie 
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Pentru al doilea termen din ultima relaţie se poate scrie, ţinând seama de liniaritatea şi isotropia mediului considerat,  ( E2 = E(D , iar pentru al treilea termen este folosită identitatea 
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Într-adevăr, identităţile simetrice 
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dau, prin adunare, 
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de unde 
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punând acum  A = B = E  este obţinută identitatea discutată. Mai mult, această identitate se simplifică dacă se ţine seama şi de faptul că, în condiţiile de calcul admise, la fluxuri constante,  
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În final se ajunge astfel la 


[image: image193.wmf](

)

(

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

×

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

=

t

e

t

e

2

2

div

2

E

e

grad

grad

grad

E

E

E

D

D

E

f

   . 

În raţionamentele care urmează sunt importante câteva consecinţe ale formulei lui Gauss, utile în calculul forţei electrice corespunzătoare densităţii exprimate de relaţia precedentă. Pentru calculul integralei de volum a unui gradient, fie  u  un versor constant oarecare pe care se proiectează integrala de suprafaţă a unui vector normal la suprafaţă. Folosind formula lui Gauss, se calculează 
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de unde, deoarece versorul constant  u  este oarecare, rezultă că 
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O procedură asemănătoare este folosită pentru a deduce o relaţie de calcul al integralei referitoare la ceilalţi doi termeni din expresia densităţii forţei electrice. Fie din nou  u  un versor constant oarecare; atunci se calculează 
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de unde, deoarece versorul constant  u  este oarecare, rezultă că 
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Aplicând relaţiile obţinute se ajunge imediat la 
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astfel încât, suprafaţa închisă  (  fiind oarecare, se deduce exprimarea în termeni de tensiune a acţiunii forţelor electrice, 
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Tensiunea electrică maxwelliană propriuzisă este reprezentată de primii doi termeni, 
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în timp ce ultimul termen reprezintă tensiunea de electrostricţiune, 
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Comparaţia expresiilor obţinute cu exprimarea 
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respectiv, în aceeaşi ordine, cu exprimarea 
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permite să se obţină imediat  tensorul tensiunilor maxwelliene electrice, cu matricea 
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şi  tensorul de electrostricţiune, cu matricea 
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Exprimarea în termeni de tensiuni a acţiunilor magnetice asupra substanţei dintr-un domeniu  D( , interior suprafeţei închise  (  cu normală exterioară de versor  n , este obţinută într-un mod asemănător celui folosit mai sus pentru acţiunile electrice. În aceleaşi condiţii în care a fost dedusă densitatea de volum a forţei magnetice, conform legii circuitului magnetic,  
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Pentru al doilea termen din ultima relaţie se poate scrie, ţinând seama de liniaritatea şi isotropia mediului considerat,  ( H2 = H(B , iar pentru al treilea termen este folosită identitatea 
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demonstrată mai sus cu alte notaţii. Se ajunge astfel la relaţia 
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unde termenii în  (rot H)  se compensează. Mai mult, deoarece conform legii fluxului magnetic,  div B = 0 , poate fi adăugat termenul nul  H(div B)  fără a schimba nimic, ajungându-se la o formulă echivalentă pentru densitatea de volum a forţei magnetice, 
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Şi în raţionamentele care urmează sunt folosite consecinţele formulei lui Gauss demonstrate mai sus, eventual cu alte notaţii, 
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Ţinând seama de ultimele trei relaţii se ajunge imediat la 
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astfel încât, suprafaţa închisă  (  fiind oarecare, se deduce exprimarea în termeni de tensiune a acţiunii forţelor electrice, 
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Tensiunea magnetică maxwelliană propriuzisă este reprezentată de primii doi termeni, 
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în timp ce ultimul termen reprezintă tensiunea de magnetostricţiune, 
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Comparând din nou expresiile obţinute cu exprimarea 
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respectiv, în aceeaşi ordine, cu exprimarea 
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este obţinut imediat  tensorul tensiunilor maxwelliene magnetice, cu matricea 
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şi  tensorul de magnetostricţiune, cu matricea 
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Din formulele precedente este evident că, în virtutea diagonalităţii matricilor tensorilor implicaţi, tensiunile de electrostricţiune  T e S n = T e S ( n  sau de magnetostric-ţiune  T m S n = T m S ( n  sunt întotdeauna normale la suprafaţa  (  considerată. 

Se observă uşor că tensiunea maxwelliană electrică  T e M n  este un vector cuprins în planul determinat de normala  n  la suprafaţa  (  şi intensitatea câmpului electric  E ; similar, tensiunea maxwelliană magnetică  T m M n  este un vector cuprins în planul deter-minat de normala  n  la suprafaţa  (  şi intensitatea câmpului magnetic  H . 


Notând cu indicele  n , respectiv  t , componenta normală, respectiv tangenţială, a unui vector, componenta normală a tensiunii maxwelliene electrice este 
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iar dacă  t  este versorul tangent la suprafaţa  (  în planul  (n , Tn) , atunci componenta tangenţială a tensiunii maxwelliene electrice este 
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Similar, componentele normală şi tangenţială ale tensiunii maxwelliene magnetice sunt 
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Fie  (e  unghiul dintre intensitatea câmpului electric  E  şi normala  n  la suprafaţa domeniului asupra căreia acţionează tensiunea maxwelliană  şi fie  (e  unghiul dintre tensiunea electrică normală  T e M n  şi normala  n , date de 
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se calculează uşor 
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ceea ce arată că, în planul determinat de normala  n  la suprafaţa  (  şi intensitatea câmpului electric  E , vectorul  E  este orientat de-a lungul bisectoarei unghiului format de tensiunea maxwelliană electrică  T e M n  şi normala  n  (fig.14.5). Analog, în termenii unor definiţii similare, se calculează că 
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ceea ce arată că, în planul determinat de normala  n  la suprafaţa  (  şi inducţia magnetică  B , vectorul  B  este orientat de-a lungul bisectoarei unghiului format de tensiunea maxwelliană magnetică  T m M n  şi normala  n . 
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 Fig.14.5. 



        Fig.14.6. 


Două cazuri particulare sunt interesante. Acolo unde suprafaţa  (  se confundă cu o suprafaţă de câmp (inducţia electrică  D  sau inducţia magnetică  B  este paralelă la suprafaţă), deoarece  D(n = 0  sau  B(n = 0 , rezultă că  T e E n ( t = 0 , respectiv  T m M n ( t = 0 , iar  T e E n ( n = – EtDt / 2 < 0 , respectiv  T m M n ( n = – HtBt / 2 < 0 . Aceasta înseamnă că tensiunea maxwelliană electrică, respectiv magnetică, acţionează normal la partea  Sl  a suprafeţei  (  care este suprafaţă de câmp, către interior, comprimând local substanţa din domeniul  D( . Invers, acolo unde suprafaţa  (  este normală liniilor intensităţii câmpului electric  E  sau intensităţii câmpului magnetic  H , deoarece  E(t = 0  sau  H(t = 0 , rezultă că  T e E n ( t = 0 , respectiv  T m M n ( t = 0 , iar  T e E n ( n = EnDn / 2 > 0 , respectiv  T m M n ( n = HnBn / 2 > 0 . Aceasta înseamnă că tensiunea maxwelliană electrică, respectiv magnetică, acţionează normal la partea  S(  a suprafeţei  (  care este normală liniilor de câmp, către exterior, întinzând local substanţa din domeniul  D(  (fig.14.6).    

În fine, modulul tensiunii maxwelliene electrice este 
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egal cu densitatea de volum a energiei electrice, independent de direcţia normalei sau a câmpului electric; similar, modulul tensiunii maxwelliene magnetice este 
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egal cu densitatea de volum a energiei magnetice, independent de direcţia normalei sau a câmpului magnetic. 


14.6.  Impulsul electromagnetic 


În secţiuni anterioare au fost studiate acţiuni mecanice ale câmpului electro-magnetic într-un domeniu  D( , în situaţia în care suprafaţa  (  înconjurătoare este suficient de cuprinzătoare astfel încât în punctele acesteia  v = 0 , chiar dacă în interior acţiunile electromagnetice pot determina mişcarea mediului. A fost astfel obţinută o exprimare a acţiunilor electromagnetice în termenii tensiunilor electromagnetice, 
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în condiţiile în care impulsul mecanic al sistemului era nenul, 
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Studiul transferurilor energetice – inclusiv al celor asociate prezenţei unor acţiuni mecanice – a fost abordat, de la început, în ipoteza că asupra sistemului considerat din domeniul  D(  se exercită numai acţiuni prin intermediul câmpului electromagnetic prin suprafaţa  ( . Conform principiului fundamental al dinamicii, ar trebui ca 
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deoarece, prin ipoteză, neexistând interacţiuni corp–corp (sau, echivalent, prin câmpuri de altă natură) prin suprafaţa  ( ,  T non em = 0  pe suprafaţa  ( . Dacă acum se presupune că în interiorul domeniului  D(  corpurile (mediile) sunt imobile, atunci 
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în această situatie s-ar impune, deci, să fie verificată relaţia 
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Pe de altă pare, însă, aşa cum se demonstrează mai jos, în prezenţa câmpului electromagnetic, 
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ceea ce implică existenţa unui impuls electromagnetic, 
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astfel încât 
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Ţinând seama de exprimarea echivalentă a tensiunilor electromagnetice, se calculează  
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Se ţine seama de dezvoltările 
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respectiv, similar, 
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Înlocuirea acestor expresii în integralele precedente duce la 
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iar apoi, luând în considerare şi ecuaţiile lui Maxwell, în condiţiile unor medii în repaus în domeniul  D( ,  
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Ţinând acum seama de localizarea acţiunilor electromagnetice, în condiţiile unei suprafeţe  (  fixe, aceasta este echivalent cu 
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adică 
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În final, deci, admiţând convenţia de etalonare naturală, conform căreia unui câmp electromagnetic nul  ( D = 0 , B = 0 )  îi corespunde o densitate nulă a impulsului electromagnetic  ( gem = 0 ) , rezultă că densitatea impulsului electromagnetic are expresia 



[image: image265.wmf]B

D

g

´

=

em

   . 


14.7.  Elementul electromagnetic de circuit ; 


          teorema transferului de putere pe la bornele unui multipol  


Studiul fenomenelor electromagnetice în mediile liniare dintr-un domeniu  D( , mărginit de o suprafaţă închisă  ( , este o chestiune complicată prin chiar formularea sa: se urmăreşte determinarea stării câmpului electromagnetic în fiecare punct al domeniului,  { E , D ; H , B ( M ( D( } , în condiţiile – printre altele – unor valori date pe frontiera  (  ale componentelor tangenţiale ale intensităţilor câmpurilor electric şi magnetic, 
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Tratarea unei asemenea probleme poate fi simplificată – măcar în ceea ce priveşte condiţiile de unicitate referitoare la frontiera  (  – dacă interacţiunea electromagnetică a sistemului cu exteriorul poate fi abordată în termenii teoriei circuitelor electrice, adică în termenii unor mărimi la borne. În acest scop este necesară definirea riguroasă a noţiunii de bornă şi reformularea schimbului de putere electromagnetică prin suprafaţa  (  (cu versorul normalei exterioare  n ) , 
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definit în termenii condiţiilor de frontieră, printr-un schimb de putere pe la borne. 


Fie considerat un sistem electromagnetic ce ocupă domeniul  D(  cu medii liniare (fig.14.7), funcţionând în regim cuasistaţionar, înconjurat de un mediu (perfect) izolant cu excepţia a  n  conductoare de legătură cu exteriorul, care intersectează suprafaţa închisă fixă (imobilă)  (  ce delimitează sistemul după suprafeţele  Sk  ( k = 1,2,…,n ) . 


Suprafaţa  (  se numeşte suprafaţă de separaţie sau suprafaţă la borne, iar suprafeţele  Sk  se numesc borne, dacă sunt satisfăcute în orice moment  t ( [ 0 , T ] , condiţiile 
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unde  SD  desemnează partea suprafeţei  (  trasată prin izolant. 


Dacă pentru un  sistem electromagnetic există o asemenea suprafaţă de separaţie (la  borne), atunci  sistemul  electromagnetic  constituie  un  element  electromagnetic  de 
circuit multipolar  (aici  n–polar)  sau,  pe  scurt,  un  multipol. 
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      Fig.14.7. 


Condiţiile admise pentru definirea unei suprafeţe la borne şi, deci, a unui element electromagnetic de circuit, sunt mai puţin restrictive decât condiţiile uzuale întâlnite în teoria circuitelor; totuşi, ele nu pot fi satisfăcute decât aproximativ. Prima condiţie presupune că, în punctele suprafeţei  ( , sunt neglijabile efectele asociate proceselor de inducţie electromagnetică prin suprafaţa  ( . Aceasta presupune plasarea suprafeţei  ( departe de sursele de câmp magnetic din interiorul ei şi, astfel, neglijarea cuplajelor magnetice (inductive) dintre sistemul considerat şi exterior. A doua condiţie presupune că, în punctele părţii izolante  SD  a suprafeţei  ( , sunt neglijabile efectele asociate curenţilor electrici de deplasare prin această suprafaţă. Aceasta presupune plasarea suprafeţei  ( departe de sursele de câmp electric din interiorul ei şi, astfel, neglijarea cuplajelor electrice (capacitive) dintre sistemul considerat şi exterior. În fine, a treia condiţie presupune că între sistemul considerat şi exterior există exclusiv cuplaje conductive prin suprafeţele bornelor, astfel încât în punctele acestora liniile intensităţii câmpului electric  E  sunt invariabil orientate normal la suprafaţele  Sk  ale bornelor.  


În condiţiile definirii unei suprafeţe la borne şi a unui element electromagnetic de circuit pot fi deduse o serie de consecinţe. 


Conform primei condiţii, folosind şi legea inducţiei electromagnetice, rezultă că pe suprafaţa  (  este satisfăcută relaţia 
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Aceasta înseamnă că tensiunea electromotoare indusă de-a lungul oricărui contur  (  trasat pe suprafaţa  (  este nulă, 
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adică este valabilă teorema potenţialului electric în punctele suprafeţei de separaţie. Tensiunea electrică între oricare două puncte de pe suprafaţa  (  este atunci independentă de curba de integrare şi pe suprafaţa  (  poate fi definită o funcţie potenţial  v(M,t) – în principiu, dependentă de timp – din care derivă componenta tangenţială a intensităţii câmpului electric, 
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Din a treia condiţie rezultă că, în punctele suprafeţelor bornelor  Sk , 
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ceea ce implică faptul că fiecare suprafaţă  Sk  este echipotenţială, 
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Sunt astfel definite potenţialele bornelor,  vk(t) , şi, evident, tensiuni între borne expri-mate în termenii acestor potenţiale, 
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În fine, fie considerat conturul  (k  al suprafeţei  Sk  a bornei k , cu sensul de referinţă pe contur asociat după regula mâinii drepte (regula burghiului drept) sensului normalei interioare  (– n) ; pentru acesta se calculează  
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unde s-a ţinut seama de ipoteza funcţionării sistemului în regim cuasistaţionar (aici – anelectric), 



[image: image281.wmf]t

¶

¶

>

>

D

J

   . 

Sunt astfel definiţi şi curenţii electrici care intră prin fiecare bornă a elementului electro-magnetic de circuit considerat. 


În aceleaşi condiţii de definire a unei suprafeţe la borne şi a unui element electro-magnetic de circuit pot fi deduse şi două teoreme importante. 


Folosind ipoteza funcţionării sistemului în regim cuasistaţionar, caracterul de izolant perfect al punctelor suprafeţei  SD , ca şi cea de a doua condiţie de definire a suprafeţei la borne, se calculează 
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Pe de altă parte, însă, 


[image: image284.wmf](

)

(

)

[

]

0

div

=

×

=

×

ò

ò

S

S

D

dS

dS

n

rot

n

rot

H

H

   ; 

se deduce astfel teorema de completitudine a curenţilor prin bornele unui multipol, 
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suma algebrică a curenţilor prin bornele unui element electromagnetic de circuit multi-polar este nulă (sensul de referinţă fiind cel de intrare în sistem). 


Urmând o procedură asemănătoare se calculează puterea electromagnetică primită de sistem prin suprafaţa închisă  ( , 
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Folosind identitatea 



[image: image288.wmf](

)

(

)

(

)

H

H

H

rot

grad

rot

v

v

v

+

´

=

   , 

şi folosind din nou ipoteza funcţionării în regim cuasistaţionar, caracterul de izolant perfect al punctelor suprafeţei  SD , ca şi cea de a doua condiţie de definire a suprafeţei la borne, se calculează 
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unde  
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   este chiar intensitatea curentului electric de conducţie care intră în sistem prin borna  k . S-a obţinut astfel teorema transferului de putere pe la bornele unui multipol, 
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puterea electromagnetică primită de un element de circuit prin suprafaţa sa la borne este o putere electromagnetică primită pe la borne, egală cu suma algebrică produselor potenţialului fiecărei borne prin intensitatea curentului ce intră în sistem prin acea bornă (sensul de referinţă al curenţilor fiind, adică, cel de intrare în sistem). 


Două observaţii importante trebuie menţionate în legătură cu ultima teoremă. 


S-ar părea că, deoarece potenţialul electric este definit cu aproximaţia unei constante aditive arbitrare, valoarea putereii electromagnetice primite pe la borne de elementul electromagnetic de circuit este în bună măsură nedeterminată. Se poate însă argumenta simplu că expresia obţinută pentru puterea electromagnetică primită pe la bornele unui multipol este independentă de alegerea originii potenţialului pe suprafaţa la borne  ( . Într-adevăr, modificarea potenţialului  v  pe suprafaţa  (  la potenţialul  v' = v + V0  corespunde unei puteri electromagnetice primite pe la borne nemodificată, 
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unde s-a ţinut seama şi de teorema de completitudine a curenţilor prin bornele unui multipol. Deaceea are sens numai evaluarea puterii totale primite de sistem (multipol) pe la borne, în timp ce nici un termen individual  vk ik  ori vreo sumă parţială de asemenea termeni nu au sens. 

În enunţarea teoremei de unicitate a soluţiei ecuaţiilor câmpului electromagnetic poate fi simplificată formularea condiţiilor de frontieră în cazul în care sistemul considerat este un element electromagnetic de circuit. Într-adevăr, în ceea ce era denumită a doua consecinţă integrală pătratică a ecuaţiilor lui Maxwell în secţiunea 13.15, folosită pentru demonstrarea lemei repausului electromagnetic, expresia integralei de suprafaţă, în care apar condiţiile de frontieră  
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 , poate fi acum înlocuită prin valoarea căpătată de ea în cazul în care suprafaţa închisă  (  este o suprafaţă la borne, 
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Repausul electromagnetic era atins în condiţiile anulării unor termeni, printre care se afla şi integrala de mai sus, ori, echivalent, suma precedentă, ceea ce are loc atunci când, pentru fiecare bornă, fie  vk , fie  ik , este egal cu zero. Ori condiţiile de frontieră ce asigură unicitatea soluţiei constau chiar în precizarea valorilor mărimilor care, dacă ar fi nule, ar impune repausul electromagnetic. Se conchide, astfel, că în cazul unui element electromagnetic de circuit, condiţiile de unicitate referitoare la frontiera  (  pot fi acum înlocuite prin condiţiile la borne ce constau în a preciza potenţialele electrice  vk  ale bornelor de ataşare şi intensităţile curenţilor electrici  ik  prin bornele de injecţie. 
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