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13.  LEGILE  ELECTROTHNICII

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________


13.  LEGILE  ELECTROTEHNICII

În capitolul introductiv consacrat teoriei câmpului electromagnetic au fost definite ca legi (principii, axiome) acele relaţii de maximă generalitate care sunt obţinute prin inducţie logică (generalizare), pe baza unui mare număr de fapte experimentale şi consideraţii teoretice, relaţii ce exprimă aspecte esenţiale ale clasei de fenomene studiate. 


În acest capitol sunt discutate legile electotehnicii – legile teoriei macroscopice a câmpului electromagnetic – urmărindu-se, în general, o manieră uniformă de prezentare. După o scurtă discuţie a bazelor experimentale şi teoretice ale fiecărei legi, aceasta este enunţată în forma ei primară, care poate fi o formă locală şi instantanee sau o formă globală, integrală. Sunt apoi discutate forme derivate echivalente ale legii, precum şi unele teoreme – consecinţe – importante, însoţite de comentarii corespunzătoare. 

Capitolul se încheie cu o discuţie a sistemului de legi ale electrotehnicii şi cu prezentarea sistemului de unităţi folosit pentru măsurarea mărimilor electromagnetice.


13.1.  Derivate  substanţiale 


În exprimarea unora din legile electrotehnicii – legile teoriei macroscopice a câmpului electromagnetic – este necesară evaluarea ritmului, vitezei, de variaţie în timp a unor mărimi integrale: integrala de volum a unui câmp scalar  ((r,t)  într-un domeniu  D(  mărginit de o suprafaţă închisă  ( , 
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sau fluxul (integrala de suprafaţă a) unui câmp vectorial  W(r,t)  printr-o suprafaţă deschisă  S( , 
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ori tensiunea (integrala de linie a) unui câmp vectorial  W(r,t)  de-a lungul unei curbe deschise  C , între două puncte  A  şi  B  ale sale, 
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Conform unui raţionament evident, confirmat prin constatări experimentale şi formulat drept interpretarea lui Hertz, variaţia în timp a unei asemenea mărimi integrale trebuie să ţină seama atât de variaţia în timp a mărimii locale care apare în integrand cât şi de modificarea în timp, adică deplasarea, elementului geometric suport al integralei, antrenat de mediu (substanţă) în mişcarea sa. 


Asemenea derivate în raport cu timpul sunt numite generic derivate substanţiale. Ele vor fi evaluate în cele ce urmează în ipoteza că mediul (substaţa) în mişcare este continuu, fiecare punct al său deplasându-se cu o viteză specifică  v , câmpul acestor viteze fiind, de asemenea, continuu, astfel încât deformările prin mişcare ale elementelor geometrice (volume, suprafeţe, curbe) sunt continue. 


Pentru a calcula derivata substanţială a unei integrale de volum, fie  ( , respectiv (' , suprafeţele închise ce delimitează domeniile  D( , respectiv  D(' , în starea iniţială, la momentul  t , respectiv finală, în momentul imediat ulterior, infinit apropiat,  t' = t + (t  (fig.13.1). Punctul oarecare  P(r)  de pe  (  sau din  D(  se deplasează în poziţia  P'(r')  de pe  ('  sau din  D(' , cu  r' = r + v (t , iar valoarea scalarului de integrat se modifică de la  ((r,t)  la  ((r', t+(t) , astfel încât variaţia integralei este 
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Scalarul de integrat poate fi dezvoltat în serie în raport cu timpul, neglijând termenii de ordin superior, 
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rezultă astfel 
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unde elementul de volum de formă cilindroidă,  
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 , descris prin deplasarea elementului de suprafaţă între momentele  t  şi  t' = t+(t , poate fi exprimat drept  
[image: image8.wmf]t

dS

dV

D

v

×

±

=

n
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 Fig.13.1. 




      Fig.13.2. 

Fie notată  
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  mulţimea punctelor din  D('  care nu aparţin lui  D(  (complementul lui  D(  în raport cu  D(')  şi analog fie notată   
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  mulţimea punctelor din  D(  care nu aparţin lui  D('  (complementul lui  D('  în raport cu  D( ) . Diferenţa dintre termenii extremi de mai sus, în acelaşi moment  t , este atunci 
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deoarece integralele se compensează pe domeniul  D(' ( D(  (lăsat alb în fig.13.2). La rândul ei, diferenţa rămasă poate fi calculată ca diferenţă între integrala pe domeniul delimitat de părţile suprafeţelor  (  şi  ('  în care normala  n  şi viteza  v  fac un unghi ascuţit şi integrala pe domeniul delimitat de părţile suprafeţelor  (  şi  ('  în care normala  n  şi viteza  v  fac un unghi obtuz. Primul domeniu este marcat prin puncte rare în dreapta sus, iar al doilea este marcat prin puncte rare în stânga jos în fig.13.2, cu excepţia domeniilor unde integralele se compensează, marcate prin puncte dese în aceeaşi  figură. Aceasta corespunde semnului algebric al exprimării elementului de volum ca  
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Folosind şi formula lui Gauss, variaţia integralei de volum este obţinută, în final, ca 
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Împărţind acum cu  (t  şi trecând la limită când  (t ( 0 , astfel încât  (' ( ( , ((r',t) ( ((r,t) , r' ( r , pentru derivata substanţială a integralei de volum se obţine 



[image: image17.wmf](

)

ò

ò

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

¶

¶

=

=

®

S

S

S

S

r

r

r

D

D

D

D

V

D

D

t

D

dV

dt

d

dV

t

t

Q

dt

dQ

v

div

lim

0

   , 

unde integrandul rezultat se mai numeşte derivata de volum a scalarului  (  considerat, 
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Rezultatul obţinut evidenţiază cu claritate contribuţia la variaţia totală în timp a variabilei provenind atât de la dependenţa de timp a variabilei însăşi cât şi de la deplasarea prin antrenarea de către mediul în mişcare cu viteza  v . 


Este interesant şi util să se considere – pentru comparaţie – şi derivata substanţială (derivata totală) a aceluiaşi scalar  ((r,t) , care, de asemenea, ţine seama de dependenţa de timp a variabilei precum şi de deplasare, 
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Deosebirea dintre derivata de volum şi derivata substannţială a aceluiaşi scalar este legată de faptul că, în timp ce ultima se referă la scalarul însuşi, prima se referă la contribuţia scalarului la o integrală de volum. 

Se observă că între cele două derivate ale unui scalar – cea substanţială şi cea de volum – există relaţii simple, 


[image: image20.wmf](

)

v

v

v

v

div

div

div

r

r

r

r

r

r

r

r

+

=

+

×

+

¶

¶

=

+

¶

¶

=

dt

d

t

t

dt

d

S

V

grad

   , 

respectiv 
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Pentru a calcula derivata substanţială a unei integrale de suprafaţă, fie  ( , respectiv  (' , contururile ce delimitează suprafeţele  S( , respectiv  S(' , în starea iniţială, la momentul  t , respectiv finală, în momentul imediat ulterior, infinit apropiat,  t' = t + (t  (fig.13.3). Sensurile de referinţă ale normalelor  n , respectiv  n'  pe suprafeţele  S( , respectiv  S('  sunt asociate după regula mâinii drepte (regula burghiului drept) sensului de parcurgere  dr , respectiv  dr'  de-a lungul contururilor corespunzătoare,  ( , respectiv  (' . Punctul oarecare  P(r)  de pe  (  sau din  S(  se deplasează în poziţia  P'(r')  de pe  ('  sau din  S(' , cu  r' = r + v (t , iar valoarea vectorului de integrat se modifică de la  W(r,t)  la  W(r' , t+(t) , astfel încât variaţia fluxului este 
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Vectorul de integrat poate fi dezvoltat în serie în raport cu timpul, neglijând termenii de ordin superior, 
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rezultând astfel 
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Se mai observă şi că prin deplasarea elementului de suprafaţă, de la  dS  la  dS'  între momentele  t  şi  t' = t+(t , este descris un element de volum de formă cilindroidă, exprimat din nou drept  
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      Fig.13.3. 

Diferenţa dintre termenii extremi de mai sus, în acelaşi moment  t , este exprimată prin raportare la fluxul câmpului vectorial  W  prin suprafaţa închisă  ( = S( ( S(' ( Sl  în raport cu normala exterioară  ne  (fig.13.3), 
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Folosind, pentru membrul stâng, formula lui Gauss precum şi elementul de volum scris  
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 , iar pentru ultima integrală din membrul drept elementul de suprafaţă orientată  
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 , împreună cu modificarea corespunzătoare a domeniilor de integrare, diferenţa fluxurilor pe  S(  şi  S('  în momentul  t  devine 
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unde a fost folosită şi formula lui Stokes pentru ultimul termen. Variaţia fluxului câmpului vectorial analizat este astfel obţinută ca 


[image: image34.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

ò

ò

ò

×

´

+

×

+

×

¶

¶

=

G

G

G

G

D

D

D

D

S

S

S

S

dS

t

t

dS

t

t

dS

t

t

t

F

n

r

rot

n

r

n

r

v

W

W

v

'

'

'

W

,

,

div

,

'

 . 

Împărţind acum cu  (t  şi trecând la limită când  (t ( 0 , astfel încât  S(' ( S( , W(r',t) ( W(r,t) , r' ( r , n' ( n , pentru derivata substanţială a fluxului se obţine 
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unde integrandul rezultat se mai numeşte derivata de flux a vectorului  W  considerat, 
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Şi acest rezultat evidenţiază clar contribuţia la variaţia totală în timp a variabilei provenind atât de la dependenţa de timp a variabilei însăşi cât şi de la deplasarea prin antrenarea de către mediul în mişcare cu viteza  v . 


În fine, pentru a calcula derivata substanţială a unei integrale de linie, fie  C  între  A  şi  B , cu elementul de arc  dr , respectiv  C'  între  A'  şi  B' , cu elementul de arc  dr' , curbele de-a lungul cărora se efectuează integrala de linie, în starea iniţială, la momentul  t , respectiv finală, în momentul imediat ulterior, infinit apropiat,  t' = t + (t  (fig.13.4). Punctul oarecare  P(r)  de pe  C  se deplasează în poziţia  P'(r')  de pe  C' , cu  r' = r + v (t , iar valoarea vectorului de integrat se modifică de la  W(r,t)  la  W(r', t+(t) , astfel încât variaţia integralei de linie este 
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Vectorul de integrat este din nou dezvoltat în serie în raport cu timpul, neglijând termenii de ordin superior, 
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rezultă astfel 
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Se mai observă că prin deplasarea curbei  C  în noua poziţie  C' , între momentele  t  şi  t' = t+(t , este descrisă o suprafaţă delimitată de conturul  ABB'A'A , cu sensul de referinţă indicat de elementele de arc  dr , dl (( vB(t , – dr' , dl (( – vA(t , elementul de suprafaţă orientat, asociat după regula mâinii drepte (regula burghiului drept) sensului de-a lungul conturului, fiind exprimat drept  
[image: image40.wmf]t

d

dS

D

v

´

=

r

n

 . 

Diferenţa dintre termenii extremi de mai sus, în acelaşi moment  t , este exprimată prin raportare la circulaţia câmpului vectorial  W  de-a lungul conturului  ( = ABB'A'A = C ( BB' ( C' ( A'A , în raport cu sensul de referinţă discutat (fig.13.4), 
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corespunzător, se obţine 
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      Fig.13.4. 

Integranzii integralelor pe segmentele  AA'  şi  BB'  pot fi exprimaţi prin dezvoltare în serie în jurul punctului corespunzător de pe curba  C , la momentul  t , cu neglijarea termenilor de ordin superior, 
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Înlocuind aceşti integranzi în evaluarea anterioară se observă că de fapt termenii în  dr  sunt neglijabili deoarece  
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  odată cu  (t  (  0 . Aplicând apoi integralei de contur formula lui Stokes împreună cu exprimarea elementului de suprafaţă orientat  
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  a elementului de arc, împreună cu modificarea corespunzătoare a domeniilor de integrare, diferenţa integralelor de linie pe  C'  şi  C  în momentul  t  devine 
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unde pentru prima integrală a fost folosită şi exprimarea variaţiei unei funcţii în termenii 
gradientului. Variaţia circulaţiei câmpului vectorial analizat este astfel obţinută ca 
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Împărţind acum cu  (t  şi trecând la limită când  (t ( 0 , astfel încât  C' ( C , W(r',t) ( W(r,t) , r' ( r , dr' ( dr , pentru derivata substanţială a integralei de linie se obţine 
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unde integrandul rezultat se mai numeşte derivata de circulaţie a vectorului  W  considerat, 
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Este de asemenea clar că şi acest rezultat evidenţiază contribuţia la variaţia totală în timp a variabilei atât din partea dependenţei de timp a variabilei însăşi cât şi din partea deplasării, prin antrenarea de către mediul în mişcare cu viteza  v . 


13.2.  Legea constitutivă electrică 


Legea constitutivă electică este relaţia de legătură dintre mărimile vectoriale ce caracterizează câmpul electric, intensitatea câmpului electric  E  şi  inducţia electrică  D , pe de o parte şi polarizaţia electrică  P , pe de altă parte. 

În secţiunea 11.6 a fost obţinută, ca urmare a unor consideraţii teoretice pornind de la generalizarea experienţelor care fundamentează formula lui Coulomb, teorema polarizaţiei în câmp electrostatic, 
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Alte rezultate experimentale şi consideraţiile teoretice bazate pe ele au arătat că definiţiile mărimilor de câmp electric, ca şi  relaţia aceasta, rămân valabile în orice alt regim, constituind o legătură valabilă în general între cele trei mărimi vectoriale. Această concluzie se constituie în legea constitutivă electrică: între inducţia electrică, intensitatea câmpului electric şi polarizaţia (electrică) din acelaşi punct şi din acelaşi moment are loc relaţia liniară 
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unde 
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este o constantă universală, numită permitivitate absolută a vidului. 


În particular, se observă că, deoarece vidul nu se polarizează, este regăsită relaţia dintre inducţia electrică în vid şi intensitatea câmpului electric în vid, 
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Relaţia  dintre  mărimile  de  câmp  electric   E  şi  D   stabilită  prin  această  lege 
constitutivă ar permite explicitarea uneia din mărimi în funcţie de cealaltă, ceea ce ar însemna o simplificare a operării cu câmpul electric: în loc de a avea nevoie de două mărimi,  E  şi  D , pentru caracterizarea acestui câmp, una singură ar fi suficientă, cealaltă fiind dedusă în principiu din legea constitutivă. Această remarcă este corectă însă numai dacă este cunoscută polarizaţia (electrică). Este necesară, deaceea, discutarea contribuţiei polarizaţiei (electrice) la relaţia dintre mărimile de câmp electric. 


Conform celor discutate anterior, în secţiunea 11.5, starea de polarizare a unui corp poate fi determinată de un câmp electric exterior ori se poate manifesta şi în absenţa unui câmp electric exterior. Corespunzător unei asemenea manifestări – numită temporară, respectiv permanentă – a polarizaţiei electrice, aceasta poate fi descompusă aditiv într-un termen independent de câmpul electric exterior, numit polarizaţie permanentă (sau spontană), şi un termen dependent de câmpul electric, numit polarizaţie temporară (sau indusă), 


P = Pp + Pt   . 

Deoarece legea constitutivă electrică stabileşte o relaţie între mărimile de câmp electric, dependenţa de aceste mărimi a polarizaţie temporare (induse) este deobicei exprimată numai în termenii dependenţei de intensitatea câmpului electric  E ,  


P = Pp + Pt(E)  . 


În consecinţă, legea constitutivă electrică poate fi rescrisă sub forma 
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unde pot fi distinse două contribuţii la inducţia electrică: una a polarizaţiei permanente (spontane), independentă de câmpul electric, şi alta dependentă de intensitatea câmpului electric. 

Polarizaţia permanentă (spontană) este contribuţia determinată de cauze exterioare câmpului electric, care este impusă de condiţiile fizice neelectrice în care se află substanţa. Câteva exemple de asemenea situaţii sunt: (1) substanţele piezoelectrice sunt substanţe cu anumite simetrii cristaline în care eforturi mecanice (întindere, comprimare, torsiune, forfecare) determină apariţia unei polarizaţii permanente; (2) substanţele piroelectrice sunt substanţe cu anumite simetrii cristaline în care gradienţi termici (neuniformităţi ale temperaturii) determină apariţia unei polarizaţii permanente; (3) substanţele electrostrictive sunt substanţe în care eforturi mecanice determină apariţia unei polarizaţii permanente asociate modificărilor locale ale densităţii; (4) electreţii – analogul electric al magneţilor – sunt substanţe în care se manifestă o polarizaţie permanentă ca urmare a solidificării în câmp electric intens a unor substanţe iniţial topite. 


Cealaltă contribuţie la inducţia electrică, dependentă de întensitatea câmpului electric, 
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este esenţial influenţată de modul în care polarizaţia temporară depinde de intensitatea câmpului electric. Relaţia de mai sus, numită ecuaţie constitutivă electrică, este aceea care descrie legătura dintre mărimile  D  şi  E , ce caracterizează câmpul electric, chiar în absenţa unei polarizaţii permanente. Această relaţie, independentă de contribuţii de origină neelectrică, care exprimă deci o legătură internă între mărimile de câmp electric, desigur  dependentă  de – şi astfel caracteristică pentru – fiecare  substanţă  în  parte, este 
discutată în secţiunea următoare. 


13.3  Legea polarizaţiei temporare; ecuaţia constitutivă electrică 


Legătura dintre partea polarizaţiei determinată de câmpul electric şi câmpul care a produs-o (caracterizat în termenii intensităţii câmpului electric) este descrisă de legea polarizaţiei temporare: pentru fiecare substanţă (material) există o relaţie 
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specifică acelei substanţe (acelui material). 


Legea polarizaţiei temporare este o lege de tip special: aspectul general descris este existenţa unei dependenţe  Pt(E) ; forma acestei dependenţe, însă, este ceva carecteristic fiecărei substanţe în parte. 

Din cauza enormei varietăţi posibile a relaţiei  Pt(E) , pentru un studiu structurat al polarizaţiei temporare este preferabilă clasificarea substanţelor în câteva mari categorii. Sunt numite (electric) liniare substanţele pentru care relaţia  Pt(E)  este o relaţie de proporţionalitate,  Pt  ~  E , şi sunt numite neliniare substanţele pentru care această relaţie este neliniară. Sunt numite (electric) isotrope substanţele pentru care în relaţia  Pt(E)  cei doi vectori sunt paraleli,  Pt (( E , şi sunt numite anisotrope substanţele pentru care cei doi vectori nu sunt paraleli.


Mai mult, deoarece în ecuaţia constitutivă electrică apare exact relaţia  Pt(E) , forma în care se manifestă legea polarizaţiei temporare influenţează direct ecuaţia constitutivă. Mai precis, ecuaţia constitutivă electrică prezintă acelaşi tip de dependenţă funcţională ca şi legea polarizaţiei temporare. 


În cazul  unei substanţe liniare fie intensitatea câmpului electric crescută de la valoarea  E0  la valoarea  E1 = k E0 ; corespunzător, polarizaţia temporară creşte propor-ţional, de la valoarea  Pt0  la valoarea  Pt1 = Pt(E1) = Pt(k E0) = k Pt(E0) = k Pt0 . În ecuaţia constituivă electrică se obţine atunci o creştere în aceeaşi proporţie, 
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adică tot o dependenţă liniară. Este evident că această comportare nu mai poate fi regăsită în cazul unei legi neliniare a polarizaţiei temporare, când şi ecuaţia constitutivă electrică este neliniară. 


În cazul  unei substanţe isotrope, când  polarizaţia temporară este paralelă cu intensitatea câmpului electric,  Pt (( E , deoarece şi primul termen  (0E  din ecuaţia constitutivă electrică este evident paralel cu  E , în aceasta ecuaţie se obţine atunci paralelism între inducţia electrică (în absenţa polarizaţiei permenente) şi intensitatea câmpului electric,
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adică tot o relaţie isotropă. Este evident că această comportare nu mai poate fi regăsită în cazul unei legi a polarizaţiei temporare anisotrope, când, prin însumarea a doi vectori neparaleli, vectorul sumă nu mai este paralel cu niciunul din termeni – ecuaţia constitutivă electrică este atunci anisotropă. 


În conformitate cu aceste concluzii sunt de discutat patru mari clase de comportări ale polarizaţiei temporare: isotropă liniară, isotropă neliniară, anisotropă liniară şi anizotropă neliniară. Corespunzător, sunt de analizat şi consecinţele acestor comportări asupra formei ecuaţiei constitutive electrice. 


Pentru o substanţă isotropă liniară legea polarizaţiei temporare este exprimată sub forma 
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unde  (0  este permitivitatea absolută a vidului, iar  (e  este o constantă numerică (adimensională), numită susceptivitate electrică, ce caracterizează proprietăţile de polarizare (electrică) ale substanţei respective. În funcţie de mecanismele fizice care determină o asemenea comportare, substanţele isotrope liniare se subclasifică în substanţe diaelectrice, pentru care susceptivitatea electrică are valori foarte mici  (0 < (e << 1)  şi este independentă de temperatură, şi substanţe paraelectrice, pentru care susceptivitatea electrică are valori mai mari  (0 < (e ~ 1)  şi variază aproximativ invers proporţional cu temperatura absolută,  (e ~ 1/T . 


Ecuaţia constitutivă electrică are, corespunzător, expresia 
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unde s-a introdus permitivitatea relativă a substanţei,  (r = 1 + (e . Introducând, apoi, şi permitivitatea absolută a substanţei,  ( = (0 (r , ecuaţia constitutivă electrică devine 
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unde  ( = const., independentă de câmpul electric. 


Pentru o substanţă liniară anisotropă, fiecare componentă după o axă a intensităţii câmpului electric determină componente ale polarizaţiei temporare după toate cele trei axe şi reciproc, fiecare componentă după o axă a polarizaţiei temporare depinde de componentele după toate cele trei axe ale intensităţii câmpului electric, toate aceste dependenţe individuale fiind liniare. Astfel, în raport cu un sistem de axe cartesiene arbitrar, legea polarizaţiei temporare este exprimată prin setul de relaţii 
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sau prin relaţia matricială echivalentă 
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În această relaţie prin  (e  este notat tensorul susceptivitate electrică, care caracterizează substanţa anisotropă, şi a cărui matrice în raport cu sistemul de axe considerat (notată tot  (e ) este, evident, 
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în fiecare punct al substanţei, legătura dintre intensitatea câmpului electric şi polarizaţia temporară este caracterizată în termenii a nouă valori ale parametrului constitutiv.   


Ecuaţia constitutivă electrică este obţinută, pe componente, ca 
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Acesteia îi corespunde, în notaţie matricială, relaţia 
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unde prin  1  a fost notată matricea unitate şi s-a introdus tensorul permitivitate relativă al substanţei, 
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Introducând apoi şi tensorul permitivitate absolută al substanţei, 
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ecuaţia constitutivă electrică devine 
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unde  ( = const.  este acum un tensor independent de câmpul electric. 


Permitivitatea absolută – parametrul constitutiv al unei substanţe isotrope liniare – are câteva proprietăţi remarcabile:  (1) Tensorul permitivitate absolută  – şi matricea sa – este simetric, 



[image: image81.wmf]xz

zx

zy

yz

yx

xy

e

e

e

e

e

e

=

=

=

    

    

    

    

,

,

   ; 

(2) Există un sistem de referinţă (de coordonate)  O(((  – numit referenţial propriu – în raport cu care matricea tensorului permitivitate absolută este diagonală, 
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valorile  ((( , ((( , (((  reprezentând aşa numitele valori proprii ale tensorului considerat;  (3) Matricea tensorului permitivitate absolută generează o formă pătratică pozitiv definită, 

astfel încât 
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Pentru o  substanţă  isotropă neliniară  legea polarizaţiei temporare este suficient 
să fie exprimată în termenii legăturii între modulele vectorilor implicaţi, 
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deoarece vectorii sunt oricum paraleli. Deoarece, în general, o asemenea dependenţă funcţională nu admite o exprimare analitică explicită, pentru fiecare substanţă cu o asemenea comportare este folosită reprezentarea grafică a dependenţei, ca în fig.13.5. Alura generală a acestor curbe, care satisfac condiţia  Pt(0) = 0 , prezintă o saturaţie, în sensul că, pentru valori suficient de mari ale intensităţii câmpului electric  E , polarizaţia temporară creşte tot mai lent la creşterea câmpului electric, tinzând să se limiteze la o valoare de saturaţie,  Pt SAT . 
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          Fig.13.5. 



     Fig.13.6. 


Având în vedere isotropia, ecuaţia constitutivă electrică este de asemenea suficient să fie exprimată în termenii legăturii între modulele vectorilor implicaţi, 
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care sunt cu toţii paraleli. Corespunzător relaţiei neliniare  Pt(E) , ecuaţia constitutivă electrică este tot neliniară, obţinută, ca în fig.13.6, prin adunarea contribuţiilor  (0E  şi  Pt(E)  pentru fiecare valoare  E  a intensităţii câmpului electric. Pentru o substanţă caracterizată de o ecuaţie constitutivă neliniară perechea  
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  corespunde unui punct  M  – numit punct static de funcţionare – de pe curba corespunzătoare – numită şi caracteristică statică (fig.13.7). Poate fi acum definită permitivitatea statică, sau, simplu, permitivitatea absolută a substanţei,  
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precum şi permitivitatea dinamică, 
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ambele dependente de intensitatea câmpului electric (de punctul static de funcţionare). 

În termenii permitivităţii absolute definite, ecuaţia constitutivă electrică a unei substanţe isotrope neliniare poate fi exprimată printr-o relatie formal similară celor anterioare, 
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unde, însă, permitivitatea substanţei nu mai este constantă, ci depinde de intensitatea câmpului electric. 
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   Fig.13.7. 




      Fig.13.8. 


În fine, în regim variabil, mai ales la frecvenţe înalte de variaţie a mărimilor de câmp, se manifestă fenomenul de vâscozitate electrică sau trenaj electric (fig.13.8): polarizaţia temporară dintr-un un moment dat  t  depinde de intensitatea câmpului electric dintr-un moment anterior,  t – ( , 
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O substanţă anisotropă neliniară este, evident, caracterizată printr-o lege a polarizaţiei temporare foarte complicată, care implică atât relaţii între fiecare compo-nentă a polarizaţiei temporare şi fiecare componentă a intensităţii câmpului electric, cât şi dependenţe neliniare în aceste relaţii. Mai mult, sunt posibile diferite variante ale acestor dependenţe neliniare, ceea ce complică în plus studiul acestor substanţe. Corespunzător, ecuaţia constitutivă electrică, anisotropă şi neliniară, prezintă acelaşi tip de complicaţii – din cauza complexităţii sale, studiul acestui caz nu este dezvoltat aici. 


Există o clasă de substanţe – numite substanţe feroelectrice – pentru care relaţia  P(E)  dintre polarizaţie şi intensitatea câmpului electric este nu numai neliniară ci şi neunivocă. Ca urmare nu mai are sens separarea polarizaţie permanentă – polarizaţie temporară şi, atunci, ecuaţia constitutivă electrică este simplu 
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reprezentată printr-o relaţie neliniară şi neunivocă. 

În general, o asemenea dependenţă este foarte complexă; pentru ilustrare va fi prezentat – pe scurt – cazul unei substanţe feroelectrice presupuse isotrope, căreia îi este aplicat un câmp electric de direcţie fixă, variabil alternativ între valorile  EM  şi  – EM . Este atunci suficient studiul dependenţei  D(E)  dintre proiecţiile intensităţii câmpului electric şi inducţiei electrice pe direcţia lor comună. Presupunând că, anterior aplicării acestui câmp electric alternativ, mostra de substanţă feroelectrică analizată nu se aflase niciodată în câmp electric, atunci când intensitatea câmpului electric  E  creşte, pentru prima oară, de la valoarea nulă  0  la cea maximă  EM , inducţia electrică  D  creşte şi ea după o curbă neliniară, numită curbă de primă polarizare (fig.13.9), către o inducţie electrică de saturaţie  DS  (dacă  EM  este suficient de mare). Corespunzător scăderii ulterioare către zero a intensităţii câmpului electric  E , inducţia electrică  D  scade de asemenea, dar după altă curbă decât cea de primă polarizare, ajungând la inducţia electrică  remanentă   DR  ( 0   pentru   E = 0 .  La  modificarea  ulterioară  a  intensităţii 

câmpului electric  E , astfel încât pro-iecţia sa pe direcţia de referinţă scade către valoarea minimă  – EM , proiecţia inducţiei electrice scade de asemenea, trecând mai întâi prin valoarea nulă  D = 0  pentru o valoare specifică,  – EC , numită intensitatea câmpului electric coercitiv, şi ajungând la valoarea minimă  – DS . Urmând variaţia alternativă a intensităţii câmpului electric  E , când proiecţia acestuia pe axa de referinţă creşte de la valoarea minimă  – EM  la valoarea maximă  EM , proiecţia induc-ţiei electrice  D  revine la valoarea  DS , trecând succesiv prin valoarea remanentă  – DR   pentru  E = 0  şi  prin 
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    Fig.13.9. 

valoarea nulă  D = 0  pentru câmpul coercitiv  E = EC . Continuarea variaţiei alternative a intensităţii câmpului electric aplicat determină variaţia corespunzătoare a inducţiei electrice astfel încât  punctul de funcţionare  { E , D }  urmăreşte curba închisă, numită ciclu de histerezis electric, cu două ramuri (simetrice în raport cu originea) între punctele limită  { EM , DS }  şi  { – EM ,  – DS } . 


Parcurgerea fiecărui ciclu de histerezis electric într-un câmp electric cu variaţie alternativă este acompaniată de un transfer ireversibil de energie de la câmpul electro-magnetic către substanţa feroelectrică – aceste procese de transfer energetic vor fi însă studiate într-un alt capitol. 


13.4.  Legea lui Gauss (legea fluxului electric) 


Legea fluxului electric tratează o proprietate structurală a câmpului electric, exprimând reaţia dintre sarcina electrică şi câmpul electric. În regim static o asemenea legătură este reprezentată de teorema fluxului electrostatic, demonstrată în secţiunea 11.7, pornind de la rezultate experimentale. 


Pe baza unor rezultate experimentale şi a unor consideraţii teoretice confirmate experimental, legea fluxului electric generalizează această relaţie în cazul unui regim oarecare: în orice regim şi în orice mediu, fluxul electric (fluxul inducţiei electrice) prin orice suprafaţă închisă  (  este egal cu sarcina electrică (adevărată) din domeniul  D(  bordat de această suprafaţă: 
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Trebuie remarcat că, la fel ca pentru orice suprafaţă închisă, sensul de referinţă în raport cu care este calculat fluxul electric este cel indicat de normala exterioară  n  (fig.13.10), în forma integrală explicită a legii, 
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Legătura  flux electric – sarcină electrică, stabilită prin forma integrală de mai sus, 
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Fig.13.10. 

implică legături corespunzătoare, la nivel local (punctual), între inducţia electrică şi densităţile sarcinii electrice – acestea sunt formele locale ale legii. 


Forma locală a legii fluxului electric pentru domenii de regularitate (de netezime – adică de derivabilitate şi integrabilitate suficiente) a mărimilor este obţinută presupu-nând, în acord cu ipoteza regularităţii, o repartiţie volumică a sarcinii electrice, astfel încât 
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Ţinând seama în membrul stâng de formula lui Gauss, se ajunge la relaţia 
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valabilă pentru orice domeniu  D( . Se conchide, astfel, că integranzii sunt egali, 
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ceea ce constituie chiar forma locală a legii, în cazul analizat. 
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 Fig.13.11. 


Abaterea de la regularitatea funcţiilor implicate în legea fluxului electric apare mai ales sub forma discontinuităţilor; mai mult, punctele de discontinuitate sunt dispuse pe suprafeţe de discontinuitate – deobicei frontiera dintre medii diferite. Forma locală a legii fluxului electric la interfaţa dintre domenii de regularitate – presupusă imobilă – este dedusă pornind de la forma globală, integrală, 
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Astfel, fie  S12  suprafaţa de sepa-raţie dintre domeniile  D1  şi  D2  de regula- 

ritate a inducţiei electrice, cu un eventual salt al inducţiei electrice de la valoarea  D1  pe o faţă la valoarea  D2  pe cealaltă faţă a suprafeţei de separaţie (fig.13.11). Fie  n12  normala la suprafaţa  S12 , orientată dinspre domeniul  D1 către domeniul D2 , şi fie considerată o suprafaţă închisă  ( , prin ambele domenii, care delimitează pe  S12  o suprafaţă  S = S12 ( D( . Suprafaţa închisă  (  este evident constituită din părţile  S1 , cu normala exterioară notată  n1 , şi  S2 , cu normala exterioară notată  n2 , astfel încât fluxul electric prin suprafaţa închisă este 
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Pe de altă parte, pentru suprafeţe închise  (  suficient de apropiate de suprafaţa de separaţie  S12 , sarcina electrică (adevărată) din interiorul  domeniului  D( = D1 ( D2  este 
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Fie acum presupus că suprafaţa închisă  ( , împreună cu părţile ei componente  S1 şi  S2 , ca şi cu domeniul interior  D( , se restrânge (se turteşte) către suprafaţa  S ; în acest proces este evident că  n1 ( – n12  iar  n2 ( n12 . Corespunzător, fluxul electric prin suprafaţa închisă tinde către  
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iar sarcina electrică (adevărată) din interiorul suprafeţei  (  se reduce la 
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deoarece volumul interior suprafeţei este redus la zero. Egalitatea acestor valori limită, valabilă pentru orice porţiune  S  a suprafaţei de separaţie, impune egalitatea integranzilor,  
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aceasta este chiar forma locală căutată. 


O consecinţă interesantă a legii fluxului electric este aceea că, în regim static şi staţionar (ca şi în regim cuasistaţionar amagnetic), liniile inducţiei electrice sunt linii deschise: ele pornesc de la sarcini pozitive şi se termină la sarcini negative, opuse. 

Pentru justificarea afirmaţiei, fie considerată o sarcină punctiformă, de exemplu  q > 0 , şi fie considerată suprafaţa închisă  (  foarte apropiată de această sarcină (fig.13.12). Conform legii fluxului electric, 
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Cum această inegalitate este valabilă pentru orice formă sau dimensiune (oricât de mică) a suprafeţei ( , înseamnă că  integrandul  este  pozitiv,  D(n > 0 .  Or 
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  Fig.13.12. 

aceasta arată că inducţia electrică  D  face un unghi ascuţit cu normala exterioară  n  la suprafaţa închisă, adică liniile inducţiei electrice pornesc de la sarcina pozitivă. Un argument similar arată că liniile inducţiei electrice se termină la sarcina negativă. 


13.5.  Legea lui Faraday (legea inducţiei electromagnetice) 


Legea inducţiei electromagnetice este o lege de evoluţie a câmpului electro-magnetic, inferată prin generalizarea unui mare număr de fapte experimentale şi confirmată prin verificarea experimentală a consecinţelor sale teoretice. Ea descrie fenomenul de inducţie electromagnetică, ce se manifestă, la nivel local, prin producerea unui câmp electric (indus) datorită variaţiei în timp a unui câmp magnetic (inductor) sau, la nivel global, prin producerea unei tensiuni electrice (induse) de-a lungul unui contur (numită şi tensiune electromotoare) datorită variaţiei în timp a fluxului magnetic (inductor) prin suprafaţa delimitată de contur. 


Multitudinea de fapte experimentale asociate fenomenului de inducţie electro-magnetică  permite  formularea  câtorva  concluzii:  (1)  Nu  simpla  prezenţă  a câmpului magnetic, ci variaţia în timp a acestuia (sau a fluxului magnetic asociat) determină manifestarea fenomenului de inducţie electromagnetică; (2) Manifestarea fenomenului de inducţie electromagnetică este independentă de originea (sursa) câmpului magnetic – corpuri magnetizate ori conductoare parcurse de curent; (3) Ceea ce se induce în general este o tensiune de-a lungul unui contur, şi nu un curent; doar în cazul particular în care conturul este închis prin conductoare tensiunea indusă determină un curent; (4) La nivel global variaţia fluxului se poate datora atât variaţiei în timp a inducţiei magnetice prin suprafaţa considerată, cât şi deplasării în câmp magnetic a suprafeţei şi a conturului acesteia; (5) Sensul tensiunii (electromotoare) induse este astfel încât efectele fenomenului de inducţie electromagnetică – în particular, fluxul magnetic asociat eventualului curent produs de tensiunea indusă – se opun variaţiei în timp a fluxului magnetic inductor; (6) Mărimea tensiunii (electromotoare) induse este proporţională cu ritmul (viteza) de variaţie în timp a fluxului magnetic inductor, fiind independentă de valoarea acestui flux sau a derivatelor de ordin superior în raport cu timpul ale fluxului magnetic. 


Asemenea concluzii experimentale sunt reunite în forma integrală generală a legii inducţiei electromagnetice: în orice regim şi în orice mediu, tensiunea (electromotoare) indusă de-a lungul unui contur  (  este egală cu ritmul (viteza) de scădere în timp a fluxului magnetic (inductor) prin orice suprafaţă  S(  bordată de acest contur, 
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Forma integrală explicită corespunzătoare este, evident, 
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şi pune în evidenţă sensurile de referinţă,  dr  de-a lungul conturului şi  n  pe suprafaţă, asociate conform regulii mâinii drepte (regulii burghiului drept), ca în fig.13.13. 
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         Fig.13.13. 


O observaţie importantă, cunoscută drept interpretarea lui Hertz, este necesară în toate situaţiile în care apare o referire la variaţia în timp a unei mărimi integrale: în acord cu observaţia experimentală (4) de mai sus, variaţia în timp a fluxului magnetic prin suprafaţa  S(  trebuie să considere această suprafaţă, ca şi conturul ei  ( , drept elemente geometrice mobile, antrenate de substanţă în mişcarea acesteia. În consecinţă derivata fluxului magnetic în raport cu timpul trebuie tratată ca o derivată substanţială, ca cele analizate în secţiunea anterioară 13.1. 


În acord cu relaţiile deduse în acea secţiune, în membrul drept al formei integrale explicite a legii inducţiei electromagnetice apare o derivată de flux, astfel încât relaţia poate fi scrisă 
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Ţinând seama de faptul că, aşa cum se va vedea într-o secţiune următoare, în conformitate cu legea fluxului magnetic,  
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 , şi aplicând formula lui Stokes pentru ultimul termen din integrală, se obţine forma integrală dezvoltată a legii inducţiei 

electromagnetice, 



[image: image116.wmf](

)

ò

ò

ò

×

´

+

×

¶

¶

-

=

×

G

G

G

r

n

r

d

dS

t

d

S

B

v

B

E

   . 

Aceasta pune în evidenţă aşa numita tensiune electromotoare indusă de transformare (primul termen din membrul drept), care explică funcţionarea bobinelor şi transfor-matoarelor, şi asa numita tensiune electromotoare de mişcare (al doilea termen din membrul drept), care explică funcţionarea generatoarelor de energie electrică rotative. 


Legăturii globale dintre variaţia în timp a fluxului magnetic inductor şi tensiunea electromotoare indusă, stabilită prin forma integrală de mai sus, îi corespund, la nivel local –  punctual şi instantaneu – formele locale ale legii. 


Forma locală a legii inducţiei electromagnetice pentru domenii de regularitate (de netezime – adică de derivabilitate şi integrabilitate suficiente) a mărimilor este obţinută pornind tot de la exprimarea explicită a derivatei de flux ce apare în membrul drept al relaţiei integrale generale, 
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Ţinând seama în membrul stâng de formula lui Stokes, se ajunge la relaţia 
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valabilă pentru orice suprafaţă  S( . Luând în considerare şi faptul că, în conformitate cu legea fluxului magnetic ce va fi discutată ulterior,  
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 , se conchide, astfel, că integranzii sunt egali, 
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ceea ce constituie chiar forma locală a legii, în cazul analizat. 


În particular, în medii în repaus, legea inducţiei electromagnetice are forma locală pentru domenii de regularitate 
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care este una din aşa numitele ecuaţii ale lui Maxwell. 


Abaterea de la regularitate a funcţiilor implicate în legea inducţiei electro-magnetice, asociată discontinuităţilor dispuse pe suprafeţe de discontinuitate – deobicei frontiera dintre medii diferite – impune considerarea formei locale a legii inducţiei electromagnetice la interfaţa – presupusă imobilă – dintre domenii de regularitate. Se porneşte tot de la forma globală, integrală, 
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aplicată în jurul suprafaţei de separaţie  S12  dintre domeniile  D1  şi  D2  de regularitate a intensităţii câmpului electric, cu un eventual salt al acesteia de la valoarea  E1  pe o faţă la valoarea  E2  pe cealaltă faţă a suprafeţei de separaţie (fig.13.14). Fie  n12  normala la suprafaţa  S12 , orientată dinspre domeniul  D1 către domeniul D2 , şi fie considerat un contur (o curbă închisă)  ( , prin ambele domenii, cu elementul de arc asociat conform regulii mâinii drepte (regulii burghiului drept) normalei  n  la suprafaţa  S(  bordată de contur. Suprafaţa  S(  delimitează pe  S12  o curbă  C = S12 ( S( , cu elementul de arc  dr  considerat, de exemplu, în sensul indicat de produsul vectorial  n ( n12 . Conturul  (  este evident constituit din părţile  C1 , unde elementul de arc este notat  dr1 , şi  C2 , unde elementul de arc este notat  dr2 , astfel încât tensiunea (electromotoare) de-a lungul conturului este 
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Fie acum presupus că suprafaţa  S( , ca şi conturul  (  împreună cu părţile sale componente  C1  şi  C2 , se restrânge (se turteşte) către curba  C ; în acest proces este evident că  dr1 ( – dr  iar  dr2 ( dr . Corespunzător, tensiunea (electromotoare) de-a lungul conturului  (  tinde către 
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iar fluxul magnetic prin suprafaţa  S(  se reduce la zero, 
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 Fig.13.14. 
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deoarece suprafaţa interioară conturului este redusă la zero. Egalitatea acestor valori limită, valabilă pentru orice curbă  C  pe suprafaţa de separaţie, impune egalitatea 
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pentru orice deplasare elementară  dr  tangentă suprafeţei de separaţie, ceea ce înseamnă că 
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componentele  tangenţiale  ale  intensităţii 

câmpului electric se conservă la interfaţă. Aceeaşi egalitate poate fi însă reformulată exprimând elementul de arc  dr  în termenii direcţiei şi mărimii sale, 
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Se obţine, succesiv, 
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pentru orice deplasare elementară  dr  şi orice orientare a normalei  n  la suprafaţa bordată de contur, ceea ce înseamnă că 
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aceasta este chiar forma locală căutată. 


O foarte importantă consecinţă a legii inducţiei electromagnetice este teorema potenţialului electric: în regim static şi staţionar (ca şi în regim cuasistaţionar amagnetic) ori în regiuni fără câmp magnetic variabil în timp, sunt adevărate următoarele enunţuri echivalente: (1) tensiunea (electromotoare) de-a lungul oricărui contur este nulă; (2) tensiunea electrică dintre oricare două puncte este independentă de traseul dintre acestea şi depinde numai de punctele terminale; (3) există o funcţie scalară de punct (de poziţie) – numită  potenţial electric  – astfel încât tensiunea dintre două puncte este diferenţa dintre potenţialele acestora. 


Demonstraţia   este  simplă.  Mai  întâi,  conform  ipotezei,  în   regim   static  sau 

staţionar toate mărimile sunt prin definiţie invariante în timp, astfel încât 
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ceea ce este valabil şi în regiuni fără câmp magnetic variabil în timp; în regim cuasistaţionar amagnetic, aşa cum se va arăta ulterior, ritmul variaţiei în timp a fluxului magnetic prin orice suprafaţă – deci şi tensiunea indusă corespunzătoare – este prin definiţie neglijabil în raport cu orice altă tensiune statică sau staţionară, 



[image: image133.wmf]stationar

/

static

u

t

d

d

S

<

<

G

F

   . 

Aceasta înseamnă că membrul drept al relaţiei ce exprimă legea inducţiei electro-magnetice este nul (sau neglijabil), adică este valabilă prima afirmaţie a teoremei, 
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Presupunând acum că tensiunea (electromotoare) de-a lungul oricărui contur este nulă, fie două puncte oarecare  A  şi  B , şi fie două curbe oarecare diferite  AMB  şi  ANB  între acestea; reuniunea acestor curbe,  AMBNA  este un contur  (  pentru care se poate scrie 
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Ţinând seama de prima afirmaţie a teoremei, rezultă, succesiv, 
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independent de traseul dintre punctele terminale  A  şi  B , adică este adevărată şi a doua afirmaţie a teoremei. 


În condiţiile în care tensiunea electrică dintre oricare două puncte nu depinde de traseul dintre acestea, fie acum punctul terminal notat  M0  fixat, considerat punct de referinţă, şi fie punctul iniţial un punct arbitrar  M . Atunci tensiunea electrică dintre cele două puncte este 
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o funcţie bine definită, dependentă exclusiv de punctul  M , deoarece punctul  M0  este fixat. Exprimând această funcţie, pentru simetrie, sub forma   f(M) = V(M) – V(M0) , se obţine succesiv 
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adică formula de calcul al potenţialului electric al unui punct, 
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În termenii potenţialului electric astfel definit, tensiunea electrică între două puncte oarecare  A  şi  B  poate fi calculată trecând prin punctul de referinţă  M0 (întrucât ea nu depinde de traseul dintre punctele terminale); se obţine astfel  
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adică este adevărată şi a treia afirmaţie a teoremei. 


În fine, pentru încheierea demonstrării echivalenţei dintre cele trei afirmaţii, fie acum presupus că există funcţia scalară potenţial electric, astfel incât tensiunea electrică dintre oricare două puncte este diferenţa potenţialelor acestora. Atunci tensiunea (electromotoare) de-a lungul unui contur este 
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adică rezultă prima afirmaţie a teoremei. 


Trei observaţii referitoare la teorema potenţialului electric sunt foarte importante.


Mai întâi, trebuie observat că tensiunea electrică şi nu potenţialul electric este mărimea generală asociată repartiţiei câmpului electric. Într-adevăr, potenţialul electric poate fi definit numai în limitele anumitor condiţii: regim static, ori staţionar, ori cuasistaţionar amagnetic. Se poate vorbi atunci despre diferenţa de potenţial numai dacă acesta este definit, în timp ce tensiunea electrică, ce poate fi definită în orice condiţii, este mărimea originală din acest punct de vedere. 


Apoi, potenţialul electric se zice că este definit cu aproximaţia unei constante aditive arbitrare. Într-adevăr, atât punctul de referinţă  M0  cât şi valoarea de referinţă  V(M0)  sunt arbitrare: ele pot fi alese în modul cel mai convenabil aplicaţiei particulare în care este folosit potenţialul electric. De cele mai multe ori valoarea de referinţă este luată egală cu zero, astfel încât punctul de referinţă  M0  devine punctul de origine a potenţialului. 


În fine, operarea cu potenţialul electric simplifică tratarea câmpului electric – atunci când potenţialul poate fi definit – deoarece reduce cunoaşterea intensităţii câmpului electric, cu trei componente scalare în fiecare punct, la cunoaşterea potenţialului electric scalar în fiecare punct. Într-adevăr, considerând două puncte infinit apropiate,  M  şi  N , de vectori de poziţie  r  şi  r + dr , tensiunea electrică dintre acestea poate fi exprimată, echivalent, prin 
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Egalând cele două exprimări ale tensiunii şi observând că deplasarea elementară  dr  este arbitrară, se deduce 
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relaţie care permite determinarea intensităţii câmpului electric din potenţialul electric scalar. 


În particular, teorema potenţialului electric admite o formă locală: în regim static sau staţionar (ori în regim cuasistaţionar amagnetic), intensitatea câmpului electric este un vector irotaţional. Într-adevăr, presupunând regularitatea distribuţiei câmpului electric şi folosind formula lui Stokes, se obţine că 
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Cum relaţia este valabilă pentru orice suprafaţă  S( , aceasta înseamnă anularea integrandului, 
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adică tocmai forma locală a teoremei. 


O altă consecinţă a legii inducţiei electromagnetice priveşte o interpretare intuitivă a repartiţiei câmpului electric: liniile (intensităţii) câmpului electric pot fi închise numai în regim nestaţionar. Intr-adevăr, deoarece  
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  de-a lungul unui contur urmărind o asemenea linie de câmp închisă, rezultă că 
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ceea ce este posibil numai atunci când  
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 , adică numai în regim nestaţionar. Invers, în regim static, staţionar sau cuasistaţionar amagnetic, când  
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 , nu pot exista linii închise ale câmpului electric: în aceste situaţii liniile câmpului electric sunt numai deschise, ceea ce concordă cu o consecinţă, discutată anterior, a legii fluxului electric. 


13.6.  Legea conservării sarcinii electrice 


Legea conservării sarcinii electrice este o lege de evoluţie a câmpului electro-magnetic, ce face legătura între fenomenul de conducţie electrică şi repartiţia sarcinii electrice. Ca şi celelalte legi, ea este inferată prin generalizarea rezultatelor unei serii de experimente şi consideraţii teoretice asociate; mai jos este descrisă o experienţă simplă a cărei analiză permite formularea unor concluzii cu valabilitate generală. 


Fie o pereche de conductoare încărcate cu sarcini opuse, q1 = q , q2 = – q , înzestrate cu electrometre care măsoară aceste sarcini: unghiul de deviaţie dintre două foiţe metalice conectate la fiecare conductor şi suspendate în punctul de conexiune este o măsură a sarcinii conductorului (fig.13.15). Între cele două conductoare încărcate electric poate fi stabilită o legătură conductoare prin intermediul unui fir conductor în care este intercalat un întrerupător  K  şi un ampermetru  A – un instrument care poate măsura intensitatea curentului electric de conducţie, dar a cărui alcătuire nu este esenţială aici. 


O primă constatare experimentală este aceea că, atât timp cât întrerupătorul  K  este deschis, deci nu este stabilită nici o legătură conductoare între conductoarele încărcate, sarcinile acestora rămân constante, iar prin firul conductor de legătură nu trece nici un curent electric de conducţie. Dacă însă este închis întrerupătorul  K , adică este stabilită o legătură conductoare între cele două conductoare încărcate, atunci se constată că sarcinile acestora tind către zero, iar prin firul conductor de legătură circulă un curent electric de conducţie, având sensul de la conductorul încărcat pozitiv către cel încărcat negativ. Mai mult, evaluări cantitative arată că modulul ritmului de variaţie în timp al sarcinilor celor două conductoare este acelaşi, iar intensitatea curentului electric prin firul conductor de legătură este proporţională cu acest ritm, 
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O completare la aceste observaţii experimentale este aceea că variaţia sarcinii conduc-toarelor iniţial încărcate electric poate fi realizată şi prin transportul de sarcină, folosind un alt conductor, care să atingă succesiv conductorul  1 apoi conductorul  2 . O exprimare cantitativă concisă a concluziilor experimentale este obţinută dacă se consideră o suprafaţă închisă  (  care include în interior unul din conductoare – de exemplu primul – şi se observă că atât conductorul străbătut de curentul de conducţie asociat variaţiei în timp a sarcinilor, cât şi eventualul transport macroscopic de sarcină electrică se efectuează traversând această suprafaţă. Mai mult, o alegere convenabilă a unităţilor de măsură poate reduce relaţia de proporţionalitate observată experimental la o relaţie de egalitate.  
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      Fig.13.15. 




    Fig.13.16.  


Constatări experimentale de genul celor discutate mai sus sunt exprimate în forma integrală generală a legii conservării sarcinii electrice: în orice regim şi în orice mediu, intensitatea curentului electric de conducţie care iese dintr-o suprafaţă închisă  (  este egală cu ritmul (viteza) de scădere în timp a sarcinii electrice din domeniul  D(  bordat de suprafaţă,  
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O primă observaţie este aceea că, aşa cum este de altfel specificat în enunţ, sensul de referinţă al curentului ce străbate suprafaţa  (  este considerat cel de ieşire din suprafaţă, indicat de normala exterioară  n  la suprafaţa închisă (fig.13.16). 


O a doua observaţie priveşte faptul că, în enunţul legii fiind implicată o derivată în raport cu timpul a unei mărimi globale, integrale, trebuie procedat în sensul interpretării lui Hertz: variaţia în timp a sarcinii electrice din domeniul  D(  trebuie să considere acest domeniu, ca şi suprafaţa  (  care îl delimitează, drept elemente geometrice mobile, antrenate de substanţă în mişcarea acesteia. În consecinţă, derivata în raport cu timpul a sarcinii electrice trebuie tratată ca o derivată substanţială, de tipul celor analizate în secţiunea 13.1. 


În ipoteza unor repartiţii regulate ale curentului electric prin suprafaţa  (  şi a sarcinii electrice în domeniul  D( , legea conservării sarcinii electrice poate fi poate rescrisă în forma integrală explicită 



[image: image157.wmf]ò

ò

-

=

×

S

r

S

D

V

dV

t

d

d

dS

n

J

   , 

şi apoi prelucrată în conformitate cu a doua observaţie de mai sus. 


Aplicând formula generală de calcul a unei derivate de volum şi ţinând apoi seama şi de formula lui Gauss în membrul drept, forma integrală explicită duce la 
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sau, echivalent, la relaţia 
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care constituie forma integrală dezvoltată a legii conservării sarcinii electrice. 


În ultima relaţie pot fi identificate, cu roluri similare, intensitatea curentului electric de conducţie  
[image: image160.wmf]ò

×

=

S

S

dS

i

n

J

  şi o altă mărime derivată, de aceeaşi natură, intensitatea curentului electric de convecţie (prin suprafaţa  ( ) , 
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care caracterizează, după cum se vede, ritmul transportului macroscopic al sarcinii electrice prin suprafaţă. Acest curent este exprimată drept fluxul unei alte mărimi derivate, densitatea curentului electric de convecţie, 
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prin suprafaţa considerată. În termenii noilor mărimi introduse, forma integrală dezvoltată a legii conservării sarcinii electrice admite expresia concisă 
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în care derivata parţială indică faptul că este luată în considerare exclusiv variaţia în raport cu timpul a sarcinii electrice din interiorul suprafeţei închise  ( , ca şi cum aceasta ar fi imobilă. 

Legăturii globale dintre variaţia în timp a sarcinii electrice din interiorul unei suprafeţe închise şi intensitatea curentului electric ce părăseşte această suprafaţă, stabilită prin forma integrală de mai sus, îi corespund, la nivel local –  punctual şi instantaneu –  formele locale ale legii. 


Forma locală a legii conservării sarcinii electrice pentru domenii de regularitate (de netezime – adică de derivabilitate şi integrabilitate suficiente) a mărimilor este obţinută pornind tot de la exprimarea explicită a derivatei de volum ce apare în membrul drept al relaţiei integrale generale, dar folosind formula lui Gauss în membrul stâng, 
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Cum această egalitate este valabilă pentru orice domeniu  D( , se conchide că integranzii sunt egali, 
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sau 
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ceea ce constituie chiar forma locală a legii, în cazul analizat. 


În particular,  în  medii  în  repaus,  legea  conservării  sarcinii  electrice are forma 
locală pentru domenii de regularitate 



[image: image167.wmf]t

V

¶

¶

-

=

r

J

div

   . 


Abaterea de la regularitate a funcţiilor implicate în legea conservării sarcinii electrice, asociată discontinuităţilor dispuse pe suprafeţe de discontinuitate – deobicei frontiera dintre medii diferite – impune considerarea formei locale a legii conservării sarcinii electrice la interfaţa – presupusă imobilă – dintre domenii de regularitate. Se porneşte tot de la forma globală, integrală, 
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aplicată în jurul suprafaţei de separaţie  S12  dintre domeniile  D1  şi  D2  de regularitate a densităţii curentului electric de conducţie, cu un eventual salt al acesteia de la valoarea  J1  pe o faţă la valoarea  J2  pe cealaltă faţă a suprafeţei de separaţie (fig.13.17.a). Fie  n12  normala la suprafaţa  S12 , orientată dinspre domeniul  D1 către domeniul D2 , şi fie considerată o suprafaţă închisă  ( , prin ambele domenii, care delimitează pe  S12  o suprafaţă  S( = S12 ( D( . Suprafaţa închisă  (  este evident constituită din părţile  S1 , cu normala exterioară notată  n1 , şi  S2 , cu normala exterioară notată  n2 , astfel încât intensitatea curentului electric de conducţie prin suprafaţa închisă este 
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unde  C  reprezintă curbe după care eventuale pânze de curent de densitate  JS , cu normala  nS , intersectează suprafaţa închisă  ( . Pentru o suprafaţă închisă  (  suficient de apropiată de suprafaţa de separaţie  S12 , curentul electric de conducţie total care părăseşte suprafaţa  (  se reduce la 
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deoarece numai suprafaţa de separaţie  S12 , de versor normal  n12 , mai poate fi luată în consideraţie ca suport al unei pânze de curent care ar intersecta suprafaţa  (  după conturul  ( , al cărui sens de referinţă este asociat sensului normalei  n12  la suprafaţa  S(  după regula mâinii drepte (regula burghiului drept – fig.13.17.a). Semnul eventualei contribuţii a unei asemenea pânze de curent la curentul total care iese din suprafaţa închisă  (  ţine seama de faptul că sensul de referinţă al curentului purtat de o pânză de curent este  nS ( dr = n12 ( dr , iar acesta este orientat către interiorul – şi nu exteriorul – conturului  ( . Pe de altă parte, tot pentru suprafeţe închise  (  suficient de apropiate de suprafaţa de separaţie  S12 , sarcina electrică din interiorul domeniului  D( = D1 ( D2  este 
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Fie acum presupus că suprafaţa închisă  ( , împreună cu părţile ei componente  S1 şi  S2 , ca şi cu domeniul interior  D( , se restrânge (se turteşte) către suprafaţa  S( ; în acest proces este evident că  n1 ( – n12  iar  n2 ( n12 . Corespunzător, curentul electric de conducţie prin suprafaţa închisă tinde către  
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– unde s-a ţinut seama şi de formula lui Stokes – iar ritmul de scădere în timp a sarcinii electrice din interiorul suprafeţei  (  imobile se reduce la 
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      Fig.13.17. 

deoarece volumul interior suprafeţei este redus la zero. Pentru o evaluare simplă a contribuţiei eventualei pânze de curent de pe suprafaţa de separaţie la curentul  i( , fie suprafaţa închisă  (  şi suprafaţa  S(  suficient de restrânse astfel încât aceasta din urmă să se confunde cu planul tangent la suprafaţa de separaţie  S12 . Fie ales un sistem de referinţă cu axa  Oz  orientată de-a lungul versorului normal  n12 , astfel încât densitatea pânzei de curent  JS  (  n12  rămâne dependentă exclusiv de variabilele  x  şi  y  din planul tangent  Oxy ( S12  (fig.13.17.b). Se calculează, succesiv, 
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astfel încât, în final, rezultatul trecerii la limită în forma integrală a legii conservării sarcinii electrice, atunci când suprafaţa închisă  (  se restrânge către interfaţa  S12 , este 
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Egalitatea acestor valori limită, valabilă pentru orice porţiune netedă  S(  a suprafaţei de separaţie, impune egalitatea integranzilor,  
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aceasta este chiar forma locală căutată, unde divergenţa bidimensională trebuie înţeleasă ca operator diferenţial în termenii coordonatelor locale pe suprafaţa de separaţie  S12 . 


O primă consecinţă a legii discutate aici este conservarea sarcinii electrice a unui domeniu înconjurat de un mediu izolant perfect. Într-adevăr, incluzând domeniul încărcat electric într-o suprafaţă închisă trasată prin mediul izolant, intensitatea curentului electric de conducţie prin această suprafaţă este identic nulă, ceea ce anulează şi membrul drept din expresia legii conservării sarcinii electrice. Or anularea derivatei în raport cu timpul a sarcinii electrice din domeniu , 
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 , arată că aceasta este constantă, 
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O importantă consecinţă imediată a legii conservării sarcinii electrice este teorema continuităţii curentului electric: în medii imobile, în regim staţionar, ca şi în regim cuasistaţionar anelectric, intensitatea curentului electric de conducţie total prin orice suprafaţă închisă este nulă, 
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Într-adevăr, în regim staţionar, când orice mărime este invariantă în  timp,  
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 = 0 , iar în regim cuasistaţionar anelectric, aşa cum se va arăta într-o secţiune următoare, 
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 . Aceasta înseamnă anularea membrului drept al expresiei legii conservării sarcinii electrice, de unde rezultă afirmaţia teoremei. În particular, pentru o suprafaţă închisă considerată imobilă, teorema rămâne valabilă şi pentru intensitatea curentului electric total – de conducţie şi de convecţie. 


Teorema continuităţii curentului electric admite şi o formă locală: în medii imobile, în regim staţionar (sau în regim cuasistaţionar anelectric), densitatea curentului electric de conducţie este un vector solenoidal. Într-adevăr, presupunând regularitatea distribuţiei curentului electric de conducţie şi folosind formula lui Gauss, se obţine că 
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Cum relaţia este valabilă pentru orice domeniu  D( , aceasta înseamnă anularea integrandului, 
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adică tocmai forma locală a teoremei. 


Aceeaşi teoremă a continuităţii curentului electric are, la rândul ei, consecinţe interesante. 


În medii imobile, în regim staţionar (sau cuasistaţionar anelectric) liniile curentului electric de conducţie (liniile de câmp ale densităţii acestuia) sunt linii închise. Demonstraţia se face prin reducere la absurd: fie presupus că ar exista măcar un punct sursă  S , din care pleacă linii de curent; atunci fluxul densităţii de curent printr-o suprafaţă închisă  (  care ar înconjura strâns punctul sursă ar fi  
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 , deoarece liniile de curent ar face un unghi ascuţit cu normala exterioară  n  la suprafaţă. Or aceasta contrazice afirmaţia teoremei continuităţii curentului electric  
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 ; contradicţia la care s-a ajuns arată că ipoteza este falsă şi, deci, în condiţiile enunţate, liniile curentului electric nu pot fi deschise. 


În regim staţionar (sau cuasistaţionar anelectric) intensitatea curentului electric de conducţie este conservativă de-a lungul unui tub de curent. Un tub de curent este o suprafaţă cilindroidă trasată de-a lungul linilor de curent (ale densităţii de curent), astfel încât ultima afirmaţie exprimă faptul că, în condiţiile menţionate, intensitatea curentului electric are aceeaşi valoare prin două secţiuni transversale ale tubului de curent (de exemplu, în raport cu sensul de referinţă chiar al liniilor de curent, ca în fig.13.18), 
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      Fig.13.18. 

Pentru demonstraţie se observă că reuniunea suprafeţelor transversale cu cea laterală constituie o suprafaţă închisă,  S1 ( S2 ( Sl = ( , prin care, în condiţiile enunţului, curentul total este nul, 

i( = 0   . 

Pe de altă parte, însă, curentul total prin suprafaţa tronsonului de tub de flux considerat este 
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deoarece normala exterioară la suprafaţa  (  este, respectiv,  n = – n1  pe  S1 , n = n2  pe  S2  şi  n = nl ( J  pe  Sl . Egalând acum ultimele relaţii se oţine afirmaţia teoremei. 

În particular, teorema este adevărată pentru tubul de curent constituit de un conductor parcurs de curent şi înconjurat de un izolant perfect. Într-adevăr, satisfacerea formei locale a legii conservării sarcinii electrice la interfaţa conductor – izolant impune acolo anularea componentei normale a densităţii de curent, astfel încât densitatea de curent este tangenţială la această suprafaţă, iar conductorul parcurs de curent constituie un tub de curent. 


Câteva observaţii importante privesc interpretările sugerate de diferitele forme integrale sau locale ale legii conservării sarcinii electrice. 


Faptul că intensitatea curentului electric de conducţie ce părăseşte o suprafaţă închisă este egală cu ritmul de scădere în timp a sarcinii din interiorul acesteia justifică interpretarea curentă a curentului de conducţie printr-o suprafaţă drept rată de transport a sarcinii electrice prin suprafaţă, 
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unde  (q  este sarcina elementară ce străbate suprafaţa  S  în intervalul de timp elementar  (t , în sensul specificat. 

Pe  de  altă parte,  apariţia  curentului  electric  de  conducţie  alături de  curentul 

electric de convecţie în forma dezvoltată a legii conservării sarcinii electrice sugerează, totodată, interpretarea curentului electric de conducţie drept un curent electric de convecţie corespunzător deplasării relativ la conductor a unor sarcini microscopice mobile, cu densitatea 
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Fie considerat cazul în care în conductor există diferite tipuri de particule libere încărcate electric, particulele fiecărui tip  (  având sarcina  q( , concentraţia 



[image: image194.wmf]dV

dN

V

N

n

V

a

a

D

a

D

D

=

=

®

0

lim

 

şi deplasându-se fiecare cu viteza medie  w(  în raport cu conductorul. Densitatea volumică a sarcinii electrice corespunzătoare tipului  (  de particule este 
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iar contribuţia la densitatea curentului de conducţie – interpretat drept curent micro-scopic de convecţie relativ la conductor – datorată acestui tip de particule este 
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Se conchide astfel că însumarea unor asemenea contribuţii, 
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reprezintă intensitatea curentului electric de conducţie printr-un conductor, în termenii acestei interpretări microscopice. 


13.7.  Legea lui Ohm (legea constitutivă a conducţiei electrice) 


Legea constitutivă a conducţiei electrice este o relaţie care descrie legătura dintre mărimile ce caracterizează starea de conducţie electrică (densitatea sau intensitatea curentului electric de conducţie) de mărimile – electrice sau neelectrice – care o influenţează. În sine, legea afirmă existenţa unei asemenea dependenţe pentru orice substanţă; forma particulară a dependenţei, însă, este specifică fiecărei substanţe în parte – se spune că este vorba despre o aşa numită lege de material. 


O primă formă locală a legii constitutive a conducţiei electrice porneşte de la constatarea experimentală că, în anumite condiţii, în absenţa curentului electric  ( J = 0 ) , în conductoare se poate manifesta un câmp electric determinat de cauze neelectrice, de intensitate 
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numită intensitate a câmpului electric imprimat. 


Din punct de vedere microscopic intensitatea câmpului electric imprimat este o măsură, în termeni de câmp electric, a exercitării unor forţe de natură neelectrică asupra unor particule microscopioce libere încărcate electric, care determină, astfel, efecte conductive. În cazul unui singur tip de particule microscopice libere încărcate electric, aceasta ar fi 
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Semnul minus din prima relaţie arată că, în condiţiile precizate  ( J = 0 ) , efectele câmpului electric şi ale câmpului electric imprimat se compensează exact, astfel încât nu are loc conducţie electrică. 


În prezenţa unui curent electric de conducţie se constată experimental că excesul de  intensitate  a  câmpului  electric,  în  raport  cu  situaţia  absenţei  conducţiei electrice, 
depinde de (este funcţie vectorială de) densitatea curentului electric de conducţie, 
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aceasta este prima formă locală a legii constitutive a conducţiei electrice.


O a doua formă locală a legii constitutive a conducţiei electrice porneşte de la constatarea experimentală că, în anumite condiţii, chiar în absenţa câmpului electric  ( E = 0 ) , în conductoare se poate manifesta un curent electric de conducţie determinat de cauze neelectrice, de densitate 
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numită densitate a curentului electric imprimat. 


Din punct de vedere microscopic densitatea curentului electric imprimat este o măsură, în termeni de curent electric, a efectului unor acţiuni de natură neelectrică asupra unor particule microscopioce libere încărcate electric, care determină, astfel, efecte conductive. Folosind expresia dedusă în secţiunea anterioară pentru interpretarea microscopică a densităţii curentului electric de conducţie, densitatea curentului electric imprimat ar fi exprimată ca 
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Specificarea  neel  pentru viteza relativă de deplasare în raport cu conductorul a particulelor microscopice încărcate electric, în condiţiile absenţei câmpului electric, exprimă chiar originea neelectrică a unui asemenea curent. 


În prezenţa unui câmp electric se constată experimental că excesul de densitate a curentului electric de conducţie, în raport cu situaţia absenţei câmpului electric, depinde de (este funcţie vectorială de) intensitatea câmpului electric, 
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aceasta este a doua formă locală (echivalentă) a legii constitutive a conducţiei electrice.

Din cauza enormei varietăţi posibile a relaţiilor  E + Ei = f(J)  sau  J – Ji = g(E) , pentru un studiu structurat al relaţiilor constitutive ale conducţiei electrice este preferabilă clasificarea substanţelor în câteva mari categorii. Sunt numite (conductiv) liniare substanţele pentru care relaţia  f(J)  sau  g(E)  este o relaţie de proporţionalitate, E + Ei  ~  J  sau  J – Ji  ~  E , şi sunt numite neliniare substanţele pentru care această relaţie este neliniară. Sunt numite (conductiv) isotrope substanţele pentru care, în relaţiile discutate,  E + Ei  ((  J   sau   J – Ji  ((  E  , şi sunt numite anisotrope substanţele pentru care între precedentele perechi de vectori nu există paralelism.


În conformitate cu aceste clasificări sunt de discutat patru mari clase de comportări: isotropă liniară, isotropă neliniară, anisotropă liniară şi anizotropă neliniară. 


Pentru o substanţă isotropă liniară, legea constitutivă a conducţiei electrice este exprimată sub formele locale echivalente 
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unde scalarul  ( , independent de densitatea curentului electric de conducţie, se numeşte rezistivitate, iar scalarul  ( , independent de intensitatea câmpului electric, se numeşte conductivitate. În particular, în absenţa oricăror acţiuni de natură neelectrică cu efect conductiv  ( Ei = 0 , Ji = 0 ) , sunt obţinute formele locale simplificate 



[image: image205.wmf]E

      J

      

J

E

s

r

=

Û

=


care arată că cei doi parametri constitutivi sunt reciproci unul altuia, 
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Pentru o substanţă isotropă neliniară, legea constitutivă a conducţiei electrice este exprimată sub o formă asemănătoare celei din cazul precedent,  
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cu deosebirea – marcată în relaţiile precedente – că rezistivitatea şi conductivitatea depind acum de variabilele independente (densitatea curentului electric de conducţie, respectiv intensitatea câmpului electric). Evident, şi în acest caz, cei doi parametri constitutivi sunt reciproci unul altuia. 


Pentru o substanţă liniară anisotropă, în legea constitutivă a conducţiei electrice, fiecare componentă după o axă a variabilei din membrul drept determină componente ale după toate cele trei axe ale variabilei din membrul stâng şi reciproc, fiecare componentă după o axă a variabilei din membrul stâng depinde de componentele după toate cele trei axe ale variabilei din membrul drept; în plus, toate aceste dependenţe individuale sunt liniare. Astfel, în raport cu un sistem de axe cartesiene arbitrar, legea constitutivă a conducţiei electrice este exprimată prin seturile de relaţii echivalente 
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sau prin relaţiile matriciale echivalente 
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În aceaste relaţii prin  ( , respectiv  ( , este notat tensorul rezistivitate, respectiv tensorul conductivitate, care caracterizează substanţa anisotropă, şi ale căror matrici în raport cu sistemul de axe considerat (notate tot  ( , respectiv  ( )  sunt, evident, 
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în fiecare punct al substanţei, legea constitutivă a conducţiei electrice este exprimată în termenii a nouă valori ale parametrului constitutiv corespunzător. În particular, în absenţa oricăror acţiuni de natură neelectrică cu efect conductiv  ( Ei = 0 , Ji = 0 ) , sunt obţinute formele locale simplificate 
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care arată că matricile parametrilor constitutivi tensoriali sunt inverse una altuia, 



[image: image213.wmf]1

-

=

r

s

   . 


Tensorii rezistivitate, respectiv conductivitate, au câteva proprietăţi remarcabile:  
(1) Tensorii rezistivitate, respectiv conductivitate  – şi matricile lor – sunt simetrici, 
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(2) Există un sistem de referinţă (de coordonate)  O(((  – numit referenţial propriu – în raport cu care matricile tensorilor rezistivitate, respectiv conductivitate, sunt diagonale, 
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valorile  ((( , ((( , ((( , respectiv  ((( , ((( , ((( , reprezintă aşa numitele valori proprii ale tensorilor consideraţi;  (3) Matricile tensorilor rezistivitate, respectiv conductivitate, generează forme pătratice pozitiv definite, astfel încât, în absenţa mărimilor imprimate  (Ei = 0 , Ji = 0) ,  
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O substanţă anisotropă neliniară este, evident, caracterizată printr-o lege constitutivă a conducţiei electrice foarte complicată, care implică atât relaţii între fiecare componentă a membrului stâng şi fiecare componentă a variabilei din membrul drept, cât şi dependenţe neliniare în aceste relaţii. Mai mult, sunt posibile diferite variante ale acestor dependenţe neliniare, ceea ce complică în plus studiul acestor substanţe – din cauza complexităţii sale, studiul acestui caz nu este dezvoltat aici. 


Substanţele prezintă o mare varietate din punctul de vedere al conducţiei electrice: Conductoarele perfecte (supraconductoarele) sunt acele substanţe care, sub o anumită temperatură specifică (numită temperatură critică) şi în câmpuri magnetice nu prea intense (sub o inducţie magnetică critică),  prezintă o rezistivitate nulă, deci o conductivitate infinită – curentul electric este condus fără o cădere de tensiune de-a lungul conductorului şi fără pierderi de putere prin efect electrocaloric (Joule). Izolanţii perfecţi sunt substanţele cu conductivitate nulă, deci rezistivitate infinită – ele nu permit trecerea nici unui curent electric, indiferent de tensiune, astfel încât, de asemenea, nu există nici pierderi de putere prin efect electrocaloric (Joule). În general, substanţele reale, comune, au o comportare intermediară între cele două cazuri ideale menţionate, parametrii constitutivi conductivi (rezistivitate şi conductivitate) depinzând de natura substanţei, dar şi de starea acesteia (temperatură, tensionare mecanică, uneori iluminare, câmp magnetic exterior, câmp de acceleraţie, etc.).   


Mai ales în electronică este util să se detalieze modelul microscopic al conducţiei electrice introdus în secţiunea anterioară, completat corespunzător discuţiei precedente. 


Modelul uzual al conducţiei electrice consideră că, în majoritatea timpului, mişcarea în raport cu conductorul a particulelor libere încărcate electric are loc sub acţiunea unei forţe de frecare vâscoasă, proporţională cu viteza şi, evident, opusă acesteia, 
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În asemenea condiţii, sub acţiunea unei forţe motoare exterioare  F , se ajunge foarte repede la o deplasare uniformă, cu viteză (zisă de transport)  w constantă, corespunzătoare condiţiei de echilibru al forţelor, 
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În cazul particular al unor particule încărcate electric cu sarcina  q , relaţia de propor-ţionalitate viteză (relativă) – forţă (motoare) este exprimată sub forma 
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care pune în evidenţă parametrul (pozitiv)  ( , numit mobilitate, caracteristic speciei de particule considerate. 


Fie considerată, aşadar, o substanţă conductoare în care există mai multe specii  (  de particule libere încărcate electric, particulele fiecărei specii fiind caracterizate prin concentraţia  n( , sarcina  q( , mobilitatea  (( , viteza relativă  w(  în raport cu conductorul, şi  aflându-se sub acţiunea forţei neelectrice  F( neel . Viteza relativă de transport (uniformă) este impusă asupra fiecărei particule libere de forţa motoare totală, rezultanta celei neelectrice menţionate şi a celei electrice,  F( el = q( E , astfel încât 
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Folosind această formulă în exprimarea curentului de conducţie drept curent de convenţie microscopic în raport cu conductorul, 
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se obţine, succesiv, 
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sau, împărţind cu coeficientul lui  E  şi rearanjând termenii, 
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Relaţiile obţinute pot fi identificate cu cele două forme locale ale legii constitutive a conducţiei electrice,  J = ( E + Ji , respectiv  E + Ei = ( J ; se obţin astfel interpretările microscopice ale termenilor corespunzători,  
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Forţele de natură neelectrică ce pot acţiona asupra particulelor microscopice încărcate electric producând efecte conductive sunt, în general, forţe de difuzie sau forţe de inerţie. Primele determină câmpuri electrice imprimate sau curenţi imprimaţi de volum (cum sunt cele asociate unor gradienţi de concentraţie, cele termoelectrice Thomson ori electrochimice) ori de suprafaţă (cum sunt cele voltaice, termoelectrice Seebeck, galvanice sau fotovoltaice); ultimele determină câmpuri electrice imprimate sau curenţi imprimaţi de acceleraţie. Marea lor varietate este determinată de marea varietate a structurilor conductoare şi a condiţiilor în care acestea se pot afla. 


Un caz particular, care pune în evidenţă influenţa câmpului magnetic asupra conducţiei electrice este următorul: Fie considerat un conductor rectiliniu parcurs de curent electreic de conducţie, plasat într-un câmp magnetic exterior normal la conductor; atunci de-a lungul direcţiei normale atât curentului cât şi câmpului magnetic se manifestă un câmp electric imprimat, care determină o tensiune proporţională cu intensitatea curentului electric de conducţie prin conductor şi cu inducţia magnetică exterioară – acesta este efectul Hall.  


Pentru analiza simplificată a efectului Hall, fie presupus un conductor de secţiune transversală dreptunghiulară de lăţime  l  şi înălţime  g , parcurs de curentul continuu de intensitate  i  uniform repartizat în secţiune, plasat într-un câmp magnetic exterior uniform, de inducţie magnetică  B  normală lăţimii secţiunii transversale (fig.13.19.a). Se mai presupune că în conductor participă la conducţie un singur tip de particule microscopice libere, încărcate electric cu sarcina  
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 < 0 , având concentraţia  n , mobilitatea  (  şi viteza de transport  w  în raport cu conductorul, astfel încât densitatea curentului electric de conducţie este  J = n q w . Forţa neelectrică ce acţionează asupra particulelor microscopice libere încărcate electric aflate în deplasare în câmp magnetic exterior este forţa Lorentz  f = q ( w ( B ) , ca în fig.13.19.b. Intensitatea câmpului electric imprimat corespunzător forţei neelectrice prezente este, conform definiţiei simple, 
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      Fig.13.19. 
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Viteza de transport poate fi explicitată în termenii densităţii curentului electric de conducţie,  
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 . Se obţine astfel, în final, expresia intensităţii câmpului electric imprimat Hall, 
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şi forma legii constitutive a conducţiei electrice în prezenţa efectului Hall, 
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Conductorul considerat fiind plasat în mediu izolant, în regim staţionar densitatea curentului electric de conducţie are doar componenta în lungul conductorului, astfel încât integrala ultimei relaţii de-a lungul curbei  1(2  transversale densităţii de curent şi inducţiei magnetice exterioare (fig.13.19.a) este 
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unde se consideră, ca mai înainte, o distribuţie uniformă pentru toate mărimile implicate. Prima integrală de mai sus este chiar tensiunea transversală  u12 , corespunzătoare unei intensităţi  Etransv  a câmpului electric, iar în a doua integrală vectorii implicaţi sunt ortogonali doi câte doi şi  
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expresie care concordă cu rezultatele experimentale. 


În majoritatea aplicaţiilor sunt necesare forme globale, integrale, ale legii constitutive a conducţiei electrice, adaptate conductoarelor cu care se operează. Pentru simplificarea tratării vor fi considerate numai conductoare liniare isotrope şi regim staţionar sau cuasistaţionar (anelectric).  


Prima formă locală – în termeni de câmp electric – a legii constitutive a conducţiei electrice poate fi integrată de-a lungul curbei reprezentate de un conductor filiform parcurs de curentul de conducţie de intensitate  i , între două puncte  1  şi  2 ale acestuia (fig.13.20). Caracterul filiform al conductorului implică paralelismul dintre densitatea curentului electric de conducţie  J , elementul de arc  dr  pe curba  C  care reprezintă macroscopic conductorul filiform şi versorul normal  n  la secţiunea transversală de arie  S  în conductor,  
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. În particular, intensitatea curentului electric de conducţie prin conductor, constantă de-a lungul acestuia, este calculată direct, 
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Integrarea formei locale   E + Ei = ( J   duce simplu la 
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    Fig.13.20. 

unde integralele din membrul stâng sunt, respectiv, tensiunea electrică din conductor  uC  şi  tensiunea electrică imprimată  e , numită – impropriu – tensiune electromotoare,  
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Integrala din membrul drept se scrie, succesiv, 
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unde a fost introdusă mărimea derivată numită rezistenţă electrică a segmentului de conductor filiform considerat, 
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Este astfel  obţinută  prima  formă  integrală  a  legii  constitutive  a  conducţiei  electrice 
(pentru un segment de conductor filiform), 
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unde toate mărimile sunt considerate în raport cu acelaşi sens de referinţă – cel al curentului prin conductor. 


A doua formă locală – în termeni de densitate de curent – a legii constitutive a conducţiei electrice poate fi integrată pe o suprafaţă transversală într-un conductor masiv (fig.13.21). Fie un tronson suficient de scurt dintr-un conductor masiv, delimitat de suprafeţele transversale  S  şi  S' , trasate astfel încăt fiecărui punct  M ( S  să îi corespundă un punct  M' ( S'  printr-o deplasare elementară  dr = l  în direcţia versorului normal la suprafaţă  n , cu o aceeaşi tensiune  uC  între punctele unor asemenea perechi. În particular, în regim staţionar sau cuasistaţionar (amagnetic), suprafeţele transversale  S  şi  S'  ar putea fi suprafeţe echipotenţiale suficient de apropiate. Tensiunea electrică dintre punctele – perechi ale celor două suprafeţe transversale este calculată simplu drept 
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Integrarea formei locale  J = ( E + Ji  duce simplu la 
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unde integralele extreme sunt, respectiv, intensitatea curentului electric de conducţie prin conductor  i  şi  intensitatea curentului electric imprimat  a  din conductor, 
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         Fig.13.21. 

Prima integrală din membrul drept se scrie, succesiv, 
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unde a fost introdusă mărimea derivată numită conductannţă electrică a tronsonului de conductor masiv considerat, 
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Este astfel obţinută a doua formă integrală a legii constitutive a conducţiei electrice (pentru un tronson de conductor masiv), 
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unde toate mărimile sunt considerate în raport cu acelaşi sens de referinţă – cel al curentului prin conductor. 


Din formele integrale obţinute mai sus pot fi deduse câteva consecinţe imediate, valabile în condiţiile regimului staţionar sau cuasistaţionar amagnetic. Raţiunea considerării acestor consecinţe constă în aceea că este preferabil să se opereze cu tensiunea la borne  u , între secţiunile transversale ale tronsoanelor de conductor considerate anterior, care este o mărime direct măsurabilă, în locul tensiunii prin conductor  uC . 


Dacă sensul tensiunii la borne  u  este asociat sensului curentului  i  după  regula de  la  receptoare  (tensiunea la   borne  şi  curentul  în  acelaşi  sens – figurile. 13.22.a  şi 
13.23.a), atunci, conform unei forme a teoremei potenţialului electric, 


u = uC   ; 

dacă, în schimb, sensul tensiunii la borne  u  este asociat sensului curentului  i  după regula de la generatoare (tensiunea la borne şi curentul în sensuri opuse – fig.13.22.b  şi fig.13.23.b), atunci, conform altei forme a teoremei potenţialului electric,  u + uC = 0  şi 


u = – uC   . 
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      Fig.13.22. 
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      Fig.13.23. 

Pentru segmentul de conductor filiform, forma integrală   uC + e = R i   a legii constitutive a conducţiei electrice conduce imediat la consecinţele 


u = R i – e      (regula de la receptoare – fig.13.22.a)   , 


u = e – R i      (regula de la generatoare – fig.13.22.b)   . 

Similar, pentru tronsonul de conductor masiv, forma integrală   i = a + G uC   a legii constitutive a conducţiei electrice conduce imediat la consecinţele 


i = a + G u      (regula de la receptoare – fig.13.23.a)   , 


i = a – G u      (regula de la generatoare – fig.13.23.b)   . 


De aici, pentru o porţiune de conductor pur pasivă (în care nu se manifestă nici o acţiune neelectrică cu efecte conductive), folosind regula de la receptoare, se obţine teorema lui Ohm, 


u = R i      (      i = G u   , 

de unde se mai conchide şi că rezistenţa şi conductanţa sunt una reciproca alteia, 
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relaţie ce caracterizează un resistor ideal. 


Similar, pentru o porţiune de conductor zisă pur activă (în care  
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 , respectiv  
[image: image260.wmf]a

Gu

<

<

), folosind regula de la generatoare, se obţine că 


u = e    ( i   

pentru segmentul de conductor cu tensiune electrică imprimată, corespunzând astfel unui generator ideal de tensiune, respectiv 

i = a    ( u    

pentru tronsonul de conductor cu curent electric imprimat, corespunzând astfel unui generator ideal de curent. 

          13.8. Legea lui Joule (legea transferului de putere asociat conducţiei electrice) 

Legea transferului de putere asociat conducţiei electrice este o relaţie care permite abordarea unor fenomene electromagnetice dintr-un punct de vedere mai larg, ca procese termodinamice. În speţă, această lege descrie efectul Joule (efectul electro-caloric), care constă în generarea de căldură loc într-un conductor aflat în stare de conducţie electrică. 


 Un raţionament simplu, bazat pe modelul microscopic anterior discutat al conducţiei electrice, sugerează o relaţie privind caracterizarea cantitativă a efectului electrocaloric. Conform modelului adoptat, deplasarea relativă la conductor a particulelor microscopice încărcate electric, ce constituie curentul electric de conducţie, este acompaniată de efectuarea unui lucru mecanic de către forţele electrice (eventual în conjuncţie cu alte forţe, neelectrice) împotriva forţelor de frecare vâscoasă. Aceasta corespunde, astfel, unui transfer de energie (sau de putere) de la câmpul electromagnetic către conductorul unde are loc procesul de conducţie electrică.  


Fie considerat, într-un moment iniţial  t , un element de volum  dV  în care sunt conţinute particule microscopice libere de diferite tipuri  ( , încărcate electric, a căror participare la fenomenul de conducţie electrică este urmărită pe o durată  dt  (fig.13.24). Forţa electrică asupra fiecărei particule microscopice încărcate electric este  q( E , iar deplasarea ei relativă la conductor este  w( dt . Lucrul mecanic elementar efectuat în câmp electromagnetic la  deplasarea  elementară  a  sarcinilor  microscopice 
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         Fig.13.24.  

este atunci calculat, succesiv, drept 
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Rezultă astfel o expresie simplă pentru densitatea de volum  p  a puterii transmise de câmpul electromagnetic conductorului, asociată procesului elementar de conducţie electrică analizat, 



[image: image264.wmf]J

E

×

=

=

=

dt

dL

dV

dV

dP

p

1

   . 

Rezultate experimentale şi alte consideraţii teoretice asemănătoare au arătat că această relaţie este valabilă în general, constituindu-se în forma locală, generală, a  legii transferului de putere asociat conducţiei electrice: în orice regim şi în orice mediu, densitatea de volum a puterii transferate de câmpul electromagnetic substanţei, asociat procesului  de  conducţie  electrică,  este  egală  cu  produsul  scalar  dintre  intensitatea 
câmpului electric şi densitatea curentului electric de conducţie, 
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Forme locale dezvoltate pot fi deduse asociind formei locale generale a legii transferului de putere  asociat  conducţiei  electrice  formele locale ale legii constitutive a conducţiei electrice. 


Substituind (din prima formă locală a legii lui Ohm)  E = ( J – Ei  în forma locală a legii lui Joule, se obţine 
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Densitatea de volum a puterii electromagnetice transmise conductorului include un prim termen strict pozitiv, numit densitate de putere disipată, 
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care reprezintă, astfel, o densitate de putere ireversibil transmisă de câmpul electro-magnetic substanţei în procesul conducţiei electrice – aceasta este exact densitatea de volum a căldurii generate în conductor (efectul Joule). Termenul al doilea, cu semnul schimbat (cu semnul minus înlăturat), reprezintă atunci, invers, o densitate de putere primită de câmpul electromagnetic de la substanţă, numită densitate de putere generată,   
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care poate fi pozitivă sau negativă, după orientarea vectorilor implicaţi. Aceasta apare tocmai ca urmare a prezenţei în conductor a unor acţiuni neelectrice asupra particulelor libere încărcate electric din conductor şi a puterii mecanice efectuate de aceste acţiuni, transformată în putere electromagnetică. 


Similar, substituind (din a doua formă locală a legii lui Ohm)  J = ( E + Ji  în forma locală a legii lui Joule, se obţine 
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Densitatea de volum a puterii electromagnetice transmise conductorului include iar un prim termen strict pozitiv, numit tot densitate de putere disipată, 
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care reprezintă, la fel, o densitate de putere ireversibil transmisă de câmpul electro-magnetic substanţei în procesul conducţiei electrice – aceasta este exact densitatea de volum a căldurii generate în conductor (efectul Joule). Termenul al doilea, cu semnul schimbat, ar reprezenta atunci, invers, o densitate de putere primită de câmpul electromagnetic de la substanţă, numită densitate de putere generată,   
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care poate fi pozitivă sau negativă, după orientarea vectorilor implicaţi. Şi aceasta apare ca urmare a prezenţei în conductor a unor acţiuni neelectrice asupra particulelor libere încărcate electric din conductor şi a puterii mecanice efectuate de aceste acţiuni, trans-formată în putere electromagnetică. 


Deosebirea de semn dintre expresiile obţinute pentru densitatea puterii generate în conductor în procesul conducţiei electrice este explicabilă în termenii modelului microscopic folosit anterior. În primul caz, forţe neelectrice, reprezentate prin intensitatea câmpului electric imprimat  Ei , acţionează asupra particulelor microscopice, efectuând lucru mecanic corespunzător deplasării acestora cu viteza  w  în raport cu conductorul, deci corespunzător densităţii de curent electric de conducţie  J  (fig.13.25.a) – pentru situaţia ilustrată  ( q > 0  şi   Ei(J > 0 ) , acest lucru mecanic este pozitiv, iar  pG > 0 . În al doilea caz, injecţia unui curent imprimat de densitate  Ji , adică imprimarea prin acţiuni neelectrice a unei componente de natură neelectrică  wneel  a vitezei în raport cu conductorul a particulelor microscopice încărcate electric, corespunde efectuării unui lucru mecanic pozitiv la deplasarea împotriva forţelor electrice, corespunzătoare intensităţii câmpului electric  E  (fig.13.25.b) – pentru situaţia ilustrată  ( q > 0  şi  E(Ji < 0 ) , acest lucru mecanic este pozitiv, iar  pG > 0 . 
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     Fig.13.25. 


În aplicaţii uzuale este utilă şi forma integrală corespunzătoare. Pentru simplificarea raţionamentelor, aceasta va fi dedusă pentru un segement de conductor filiform, dar poate fi dedusă, cu acelaşi rezultat, şi pentru un tronson de conductor masiv. 


Fie considerat, aşadar,  un segment de conductor filiform, parcurs de curentul de conducţie de intensitate  i , între două puncte  1  şi  2 ale acestuia între care este dezvoltată tensiunea în conductor  uC  (fig.13.26). Ca în secţiunea precedentă, caracterul filiform al conductorului implică paralelismul dintre densitatea curentului electric de conducţie  J , elementul de arc  dr  pe curba  C  care reprezintă macroscopic conductorul filiform şi versorul normal  n  la secţiunea transversală de arie  S  în conductor. În particular,  intensitatea  curentului  electric de  conducţie  prin conductor,  constantă de-a 

lungul acestuia, este calculată ca
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iar tensiunea prin conductor este calculată ca 
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   Fig.13.26. 

Puterea totală transmisă de câmpul electromagnetic conductorului în procesul de conducţie electrică este integrala densităţii de volum a acesteia, 
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adică, în raport cu acelaşi sens de referinţă al curentului şi tensiunii, 
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Două consecinţe imediate ale acestei forme integrale a legii lui Joule permit exprimarea puterii totale transmise de câmpul electromagnetic conductorului în procesul de conducţie direct în termenii mărimilor la borne – intensitatea curentului electric  i  şi tensiunea la borne  u  (în locul celei din conductor,  uC ) . Într-adevăr, folosind regula de la receptoare, pentru care  u = uC , se obţine pentru puterea transmisă de câmpul electro-magnetic conductorului, sau, altfel spus, pentru puterea electromagnetică primită de conductor de la câmpul electromagnetic, expresia 
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Invers, folosind  regula de la  generatoare, pentru care  u = – uC , se obţine pentru puterea 
transmisă de câmpul electromagnetic conductorului expresia
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schimbând semnul, deci inversând sensul transferului de putere, se obţine pentru puterea electromagnetică cedată de conductor câmpului electromagnetic, expresia 
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Forme integrale dezvoltate pot fi deduse asociind formei integrale generale a legii transferului de putere asociat conducţiei electrice formele integrale ale legii constitutive a conducţiei electrice. 


Substituind (din prima formă integrală a legii lui Ohm)  uC = R i – e  în forma integrală a legii lui Joule, se obţine 
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Puterea electromagnetică transmisă conductorului include un prim termen strict pozitiv, numit putere disipată, 
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care reprezintă, astfel, o putere ireversibil transmisă de câmpul electromagnetic substanţei în procesul conducţiei electrice – aceasta este exact căldura generată în conductor (efectul Joule). Termenul al doilea, cu semnul schimbat (cu semnul minus înlăturat), reprezintă atunci, invers, o putere primită de câmpul electromagnetic de la substanţă, numită putere generată, 
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care poate fi pozitivă sau negativă, după valorile algebrice ale mărimilor implicate. Aceasta apare tocmai ca urmare a prezenţei în conductor a unor acţiuni neelectrice asupra particulelor libere încărcate electric din conductor şi a puterii mecanice efectuate de aceste acţiuni, transformată în putere electromagnetică. 


Similar, substituind (din a doua formă integrală a legii lui Ohm)  i = a + G uC  în forma integrală a legii lui Joule, se obţine 
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Dacă, pentru facilitarea discuţiei, se foloseşte în locul tensiunii în conductor  uC  tensiunea la borne asociată curentului după regula de la generatoare,  u = – uC , atunci expresia puterii transmise de câmpul electromagnetic conductorului în procesul conducţiei electrice devine 
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Puterea electromagnetică transmisă conductorului include şi aici un prim termen strict pozitiv, numit putere disipată, 
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care reprezintă, astfel, o putere ireversibil transmisă de câmpul electromagnetic substanţei în procesul conducţiei electrice – aceasta este exact căldura generată în conductor (efectul Joule). Termenul al doilea, cu semnul schimbat (cu semnul minus înlăturat), reprezintă atunci, invers, o putere primită de câmpul electromagnetic de la substanţă, numită putere generată,   
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care poate fi pozitivă sau negativă, după valorile algebrice ale mărimilor implicate. Aceasta apare tocmai ca urmare a prezenţei în conductor a unor acţiuni neelectrice asupra particulelor libere încărcate electric din conductor şi a puterii mecanice efectuate de aceste acţiuni, transformată în putere electromagnetică. 


Interpretarea expresiilor puterii generate obţinute mai sus este imediată. În primul caz, puterea electromagnetică generată este pozitivă atunci când curentul electric parcurge conductorul în sensul tensiunii electrice imprimate, astfel încât forţele neelectrice contribuie cu un lucru mecanic pozitiv la deplasarea sarcinilor microscopice (opus forţelor electrice). Invers, puterea generată este negativă atunci când curentul electric trece prin conductor in sens opus tensiunii electrice imprimate: forţele electrice sunt cele care impun deplasarea sarcinilor microscopice (deci curentul prin conductor) în sens opus forţelor neelectrice, iar lucrul mecanic – acum negativ – efectuat de forţele neelectrice corespunde unui transfer de putere de la câmpul electromagnetic la substanţă. În al doilea caz, într-un conductor cu curent imprimat, puterea generată este pozitivă atunci când tensiunea la borne este determinată, în afara tronsonului de conductor considerat, de deplasarea determinată de cauze neelectrice a particulelor microscopice încărcate electric, iar în tronsonul de conductor considerat procesele neelectrice execută lucru mecanic injectând curent, adică deplasând sarcini libere, în sens opus forţelor electrice. Invers, puterea generată este negativă atunci când în tronsonul de curent considerat forţele electrice îşi aduc contribuţia la deplasarea sarinilor libere ce constituie curentul electric, în sens opus celui al acţiunilor neelectrice, consumându-se astfel energie electromagnetică în procesul conducţiei electrice. 


13.9.  Legea lui Faraday a electrolizei 

Legea electrolizei este o a doua relaţie care permite abordarea unor fenomene electromagnetice din punctul de vedere mai larg al termodinamicii. În speţă, această lege descrie, în mod indirect, un transport de substanţă asociat conducţiei electrice prin anumite conductoare – conductoare zise de speţa a doua, sau electroliţi. 

Anumite substanţe, cum ar fi acizi, baze sau săruri, în soluţie sau în stare topită, au moleculele (electric neutre) separate, disociate, în câte două fragmente încărcate cu sarcini opuse – cationi pozitivi şi anioni negativi – care sunt libere să se deplaseze. Sub acţiunea forţelor electrice determinate de un eventual câmp electric aplicat într-un asemenea electrolit, sau sub acţiunea unor forţe neelectrice, în volumul electrolitului sau la interfaţa acestuia cu alte substanţe, poate fi declanşată o deplasare orientată a ionilor liberi ai substanţei, adică un proces de conducţie electrică. În particular, dacă între două plăci metalice scufundate într-un electrolit este aplicată din exterior o tensiune electrică, atunci forţele electrice asociate câmpului electric astfel generat determină prin electrolit un curent electric de conducţie purtat de ionii prezenţi. Cationii pozitivi sunt împinşi de forţele electrice către electrodul negativ, numit deaceea catod, iar anionii negativi sunt împinşi de forţele electrice către electrodul pozitiv, numit deaceea anod. Sarcinile ionilor care sosesc la electrozi sunt compensate de sarcina opusă a acestora, iar fragmentele ionice corespunzătoare se depun pe electrod – acest proces se numeşte electroliză.  


Raţionamente teoretice simple, ca şi măsurătorile experimentale, evidenţiază legătura dintre ritmul transportului de sarcină – deci şi cel asociat, de substanţă – şi ritmul de depunere de substanţă la electrozi. Legea electrolizei a lui Faraday exprimă cantitativ această relaţie: ritmul (viteza) de depunere la electrod a masei de substanţă este proporţională cu intensitatea curentului electric de conducţie prin electrolit, 
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În această relaţie, echivalentul electrochimic  k  este un parametru caracteristic fiecărei specii ionice depuse la electrod; el este proporţional cu echivalentul chimic  A / n  al speciei ionice depuse  (raportul kilomol per valenţă), 
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unde constanta universală 
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este numită numărul lui Faraday. 


Presupunând, pentru simplitate,  i > 0 , şi folosind interpretarea curentului electric de conducţie ca ritm de transport al sarcinii electrice,  
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 . De aici rezultă simplu o consecinţă integrală a legii electrolizei, 
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unde  q  este sarcina electrică transportată prin electrolit de curentul electric de conducţie pe durata  t  a procesului de electroliză. 


Pentru a deduce forma locală a legii electrolizei se ţine seama de faptul că depunerea de substanţă la electrozi este un proces superficial; este definită densitatea superficială a masei de substanţă depusă la electrod, 
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       Fig.13.27. 
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Fie atunci considerat un element de suprafaţă, presupus plan, al unui electrod (fig.13.27), de arie  dS  şi versor normal  n , la care ajunge un flux de ioni corespunzător curentului electric elementar  di  asociat densităţii locale de curent  J ,  
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 . Neutralizarea la electrod a sarcinii fluxului de ioni sosiţi determină, într-un interval de timp elementar  dt, depunerea unei mase elementare de substanţă  
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 . Întroducerea acestor expresii în legea electrolizei duce, succesiv, la 
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de unde se ajunge la relaţia căutată, 
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ritmul (viteza) de depunere la electrod a densităţii superficiale de masă este proporţio-nală cu componenta normală a densităţii curentului electric de conducţie prin electrolit. 


În aplicaţiile fenomenului de electroliză se manifestă procese suplimentare: deîndată ce electroliza este declanşată, sistemul electrochimic iniţial, anod–electrolit– catod, este modificat la sistemul  anod–depunere anodică–electrolit–depunere catodică– catod,  în care unele depuneri reprezintă chiar rezultatul unor reacţii chimice secundare la electrod. În volumul electrolitului şi, mai ales, la interfaţa dintre diferitele faze ale sistemului electrochimic, apar imediat câmpuri electrice  imprimate şi tensiuni electrice imprimate, orientate cel mai adesea în sens opus sensului curentului electric prin electrolit (fig.13.28). Tensiunile electrice imprimate – numite tensiuni de polarizare (electro-chimică) – se manifestă astfel ca nişte tensiuni contra–electromotoare, eventual separate într-o componentă anodică şi alta catodică,  ec = eA + eK . Corespunzător, expresia integrală a legii constitutive a conducţiei electrice pentru electrolit devine 
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sau, asociind tensiunea la borne  u  curentului  i  conform regulii de la receptoare, 
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Înseamnă că procesul de electroliză poate avea loc – în sensul dorit – numai dacă tensiunea aplicată între electrozi depăşeşte tensiunea contra–electromotoare (de polarizare),
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             Fig.13.28. 


În fine, multiplicând prin intensitatea curentului  i  relaţia exprimănd legea constitutivă a conducţiei electrice în cazul analizat, relaţia  
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  permite o reformulare cu interpretare de bilanţ energetic, 
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puterea electrică primită pe la borne este egală cu suma dintre puterea de descompunere electrochimică şi puterea disipată în electrolit prin efect Joule (electrocaloric). 


13.10.  Legea constitutivă magnetică 


Legea constitutivă magnetică este relaţia de legătură dintre mărimile vectoriale ce caracterizează câmpul magnetic – intensitatea câmpului magnetic  H  şi  inducţia magnetică  B  – pe de o parte, şi magnetizaţia  M , pe de altă parte. 

În secţiunea 12.6 a fost obţinută, ca urmare a unor consideraţii teoretice pornind de la generalizarea experienţelor care fundamentează formula lui Biot–Savart–Laplace, teorema magnetizaţiei în câmp magnetic staţionar, 
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Alte rezultate experimentale şi consideraţiile teoretice bazate pe ele au arătat că: (1) modalitatea de definire a mărimilor vectoriale ce caracterizează câmpul magnetic rămâne valabilă în orice regim şi (2) relaţia anterioară este verificată în orice alt regim, constituind o legătură valabilă în general între cele trei mărimi vectoriale. Această concluzie se constituie în legea constitutivă magnetică: între inducţia magnetică, intensitatea câmpului magnetic şi magnetizaţia din acelaşi punct şi din acelaşi moment are loc relaţia liniară 
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unde 
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este o constantă universală, numită permeabilitate absolută a vidului. 


În particular, se observă că, deoarece vidul nu se magnetizează, este regăsită relaţia dintre inducţia magnetică în vid şi intensitatea câmpului magnetic în vid, 
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Relaţia dintre mărimile de câmp magnetic  B  şi  H  stabilită prin această lege constitutivă ar permite explicitarea uneia din mărimi în funcţie de cealaltă, ceea ce ar însemna o simplificare a operării cu câmpul magnetic: în loc de a avea nevoie de două mărimi,  H  şi  B , pentru caracterizarea acestui câmp, una singură ar fi suficientă, cealaltă fiind dedusă în principiu din legea constitutivă. Această remarcă este corectă însă numai dacă este cunoscută magnetizaţia  M . Este necesară, deaceea, discutarea contribuţiei magnetizaţiei la relaţia dintre mărimile de câmp magnetic. 


Conform celor discutate anterior, în secţiunea 12.5, starea de magnetizare a unui corp poate fi determinată de un câmp magnetic exterior ori se poate manifesta şi în absenţa unui câmp magnetic exterior. Corespunzător unei asemenea manifestări – numită temporară, respectiv permanentă – a magnetizaţiei, aceasta poate fi descompusă aditiv într-un termen independent de câmpul magnetic exterior, numit magnetizaţie permanentă (sau spontană), şi un termen dependent de câmpul magnetic exterior, numit magnetizaţie temporară (sau indusă), 


M = Mp + Mt   . 

Deoarece legea constitutivă magnetică stabileşte o relaţie între mărimile de câmp magnetic, dependenţa de aceste mărimi a magnetizaţiei temporare (induse) este deobicei exprimată numai în termenii dependenţei de intensitatea câmpului magnetic  H ,  


M = Mp + Mt(H)  . 


În consecinţă, legea constitutivă magnetică poate fi rescrisă sub forma 
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unde pot fi distinse două contribuţii la inducţia magnetică: una a magnetizaţiei permanente (spontane), independentă de câmpul magnetic, şi alta dependentă de intensitatea câmpului magnetic. 

Magnetizaţia permanentă (spontană) este contribuţia determinată de cauze exterioare câmpului magnetic, care este impusă de condiţiile fizice (nemagnetice) în care se află substanţa. Câteva exemple de asemenea situaţii sunt: (1) substanţele magnetostrictive sunt substanţe în care eforturi mecanice determină apariţia unei magnetizaţii permanente asociate modificărilor locale ale densităţii; (2) magneţii – zişi permanenţi – sunt substanţe în care se manifestă o magnetizaţie permanentă ca urmare a compoziţiei şi a unei structuri microscopice specifice. 


Cealaltă contribuţie la inducţia magnetică, dependentă de întensitatea câmpului magnetic, 
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este esenţial influenţată de modul în care magnetizaţia temporară depinde de intensitatea câmpului magnetic. Relaţia de mai sus, numită ecuaţia constitutivă magnetică, este aceea care descrie legătura dintre mărimile  B  şi  H , ce caracterizează câmpul magnetic, chiar în absenţa unei magnetizaţii permanente. Această relaţie, independentă de contribuţii de origină nemagnetică, care exprimă deci o legătură internă între mărimile de câmp magnetic, desigur dependentă de – şi astfel caracteristică pentru – fiecare substanţă în parte, este discutată în secţiunea următoare.


13.11.  Legea magnetizaţiei temporare; ecuaţia constitutivă magnetică 


Legătura dintre partea magnetizaţiei determinată de câmpul magnetic şi câmpul care a produs-o (caracterizat în termenii intensităţii câmpului magnetic) este descrisă de legea magnetizaţiei temporare: pentru fiecare substanţă (material) există o relaţie 
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specifică acelei substanţe (acelui material). 


Legea magnetizaţiei temporare este o lege de tip special: aspectul general afirmat este existenţa unei dependenţe  Mt(H) ; forma acestei dependenţe, însă, este ceva caracteristic fiecărei substanţe în parte. 

Din cauza enormei varietăţi posibile a relaţiei  Mt(H) , pentru un studiu structurat al magnetizaţiei temporare este preferabilă clasificarea substanţelor în câteva mari categorii. Sunt numite (magnetic) liniare substanţele pentru care relaţia  Mt(H)  este o relaţie de proporţionalitate,  Mt  ~  H , şi sunt numite neliniare substanţele pentru care această relaţie este neliniară. Sunt numite (magnetic) isotrope substanţele pentru care în relaţia  Mt(H)  cei doi vectori sunt paraleli,  Mt (( H , şi sunt numite anisotrope substanţele pentru care cei doi vectori nu sunt paraleli.


Mai mult, deoarece în ecuaţia constitutivă magnetică apare exact relaţia  Mt(H) , forma în care se manifestă legea magnetizaţiei temporare influenţează direct ecuaţia constitutivă. Mai precis, ecuaţia constitutivă magnetică prezintă acelaşi tip de dependenţă funcţională ca şi legea magnetizaţiei temporare. 


În cazul  unei substanţe liniare fie intensitatea câmpului magnetic crescută de la valoarea  H0  la valoarea  H1 = k H0 ; corespunzător, magnetizaţia temporară creşte proporţional, de la valoarea  Mt0  la valoarea  Mt1 = Mt(H1) = Mt(k H0) = k Mt(H0) = k Mt0 . În ecuaţia constituivă magnetică se obţine atunci o creştere în aceeaşi proporţie, 
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adică tot o dependenţă liniară. Este evident că această comportare nu mai poate fi regăsită în cazul unei legi a magnetizaţiei temporare neliniare, când şi ecuaţia constitutivă magnetică este neliniară. 


În cazul  unei substanţe isotrope, când  magnetizaţia temporară este paralelă cu intensitatea câmpului magnetic,  Mt (( H , deoarece şi primul termen  (0H  din ecuaţia constitutivă magnetică este evident paralel cu  H , în aceasta ecuaţie se obţine atunci paralelism între inducţia magnetică (în absenţa magnetizaţiei permenente) şi intensitatea câmpului magnetic,
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adică tot o relaţie isotropă. Este evident că această comportare nu mai poate fi regăsită în cazul unei legi a magnetizaţiei temporare anisotrope, când, prin însumarea a doi vectori neparaleli, vectorul sumă nu mai este paralel cu niciunul din termeni – ecuaţia constitutivă magnetică rezultă atunci anisotropă. 


În   conformitate   cu  aceste  concluzii   sunt   de  discutat   patru   mari  clase   de 
comportări: isotropă liniară, isotropă neliniară, anisotropă liniară şi anizotropă neliniară. Corespunzător, sunt de analizat şi consecinţele acestor comportări asupra formei ecuaţiei constitutive magnetice. 


Pentru o substanţă isotropă liniară legea magnetizaţiei temporare este exprimată sub forma 
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unde  (m  este o constantă numerică (adimensională), numită susceptivitate magnetică, ce caracterizează proprietăţile de magnetizare ale substanţei respective. În funcţie de mecanismele fizice care determină o asemenea comportare, substanţele isotrope liniare se subclasifică în substanţe diamagnetice, pentru care susceptivitatea magnetică are valori negative, foarte mici  ( (m < 0 , ((m( << 1)  şi este independentă de temperatură, şi substanţe paramagnetice, pentru care susceptivitatea magnetică are valori pozitive, mai mari  (0 < (m ~ 1)  şi depinde aproximativ invers proporţional de temperatura absolută,  (m ~ 1/T . 


Ecuaţia constitutivă magnetică are, corespunzător, expresia 
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unde s-a introdus permeabilitatea relativă a substanţei,  (r = 1 + (m . Introducând, apoi, şi permeabilitatea absolută a substanţei,  ( = (0 (r , ecuaţia constitutivă magnetică devine 
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unde  ( = const., independentă de câmpul magnetic. 


Pentru o substanţă liniară anisotropă, fiecare componentă după o axă a intensităţii câmpului magnetic determină componente ale magnetizaţiei temporare după toate cele trei axe şi reciproc, fiecare componentă după o axă a magnetizaţiei temporare depinde de componentele după toate cele trei axe ale intensităţii câmpului magnetic, toate aceste dependenţe individuale fiind liniare. Astfel, în raport cu un sistem de axe cartesiene arbitrar, legea magnetizaţiei temporare este exprimată prin setul de relaţii 
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sau prin relaţia matricială echivalentă 
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În această relaţie prin  (m  este notat tensorul susceptivitate magnetică, care caracterizează substanţa anisotropă, şi a cărui matrice în raport cu sistemul de axe considerat (notată tot  (m ) este, evident, 
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în   fiecare   punct   al   substanţei,  legătura  dintre   intensitatea   câmpului   magnetic   şi 
magnetizaţia  temporară  este  caracterizată  în  termenii  a  nouă  valori  ale  parametrului constitutiv. 

Ecuaţia constitutivă magnetică este obţinută, pe componente, ca 
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Acesteia îi corespunde, în notaţie matricială, relaţia 
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unde prin  1  a fost notată matricea unitate şi s-a introdus tensorul permeabilitate relativă al substanţei, 
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Introducând apoi şi tensorul permeabilitate absolută al substanţei, 
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ecuaţia constitutivă magnetică devine 
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unde  ( = const., este acum un tensor independent de câmpul magnetic. 


Permeabilitatea absolută – parametrul constitutiv al unei substanţe isotrope liniare – are câteva proprietăţi remarcabile:  (1) Tensorul permeabilitate absolută  – şi matricea sa – este simetric, 
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(2) Există un sistem de referinţă (de coordonate)  O(((  – numit referenţial propriu – în raport cu care matricea tensorului permeabilitate absolută este diagonală, 
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valorile  ((( , ((( , (((  reprezentând aşa numitele valori proprii ale tensorului considerat;  (3) Matricea tensorului permeabilitate absolută generează o formă pătratică pozitiv definită, astfel încât 
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Pentru o substanţă isotropă neliniară legea magnetizaţiei temporare este suficient să fie exprimată în termenii legăturii între modulele vectorilor implicaţi, 
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deoarece vectorii sunt oricum paraleli. Deoarece, în general, o asemenea dependenţă funcţională nu admite o exprimare analitică explicită, pentru fiecare substanţă cu o asemenea comportare este folosită reprezentarea grafică a dependenţei, ca în fig.13.29. Alura generală a acestor curbe, care satisfac condiţia  Mt (0) = 0 , prezintă o saturaţie, în sensul că, pentru valori suficient de mari ale intensităţii câmpului magnetic  H , magnetizaţia temporară creşte tot mai lent la creşterea câmpului magnetic, tinzând să se limiteze la o valoare de saturaţie,  Mt SAT . 
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           Fig.13.29. 



       Fig.13.30. 


Având în vedere isotropia, ecuaţia constitutivă magnetică este de asemenea suficient să fie exprimată în termenii legăturii între modulele vectorilor implicaţi, 
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care sunt cu toţii paraleli. Corespunzător relaţiei neliniare  Mt(H) , ecuaţia constitutivă magnetică este tot neliniară, obţinută, ca în fig.13.30, prin adunarea contribuţiilor  (0H  şi  (0Mt(H)  pentru fiecare valoare  H  a intensităţii câmpului magnetic. Pentru o substanţă caracterizată de o ecuaţie constitutivă neliniară perechea  
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  corespunde unui punct  P  – numit punct static de funcţionare – de pe curba corespunzătoare – numită şi caracteristică statică (fig.13.31). Poate fi acum definită permeabilitatea statică, sau, simplu, permeabilitatea absolută a substanţei,  
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precum şi permeabilitatea dinamică, 
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ambele dependente de intensitatea câmpului magnetic (de punctul static de funcţionare). 
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      Fig.13.31. 




        Fig.13.32. 

În termenii permeabilităţii absolute definite, ecuaţia constitutivă magnetică a unei substanţe isotrope neliniare poate fi exprimată printr-o relatie formal similară celor anterioare, 
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unde, însă, permeabilitatea substanţei nu mai este constantă, ci depinde de intensitatea câmpului magnetic. 


În fine, în regim variabil, mai ales la frecvenţe înalte de variaţie a mărimilor de câmp, se manifestă fenomenul de vâscozitate magnetică sau trenaj magnetic (fig.13.32): magnetizaţia temporară dintr-un un moment dat  t  depinde de intensitatea câmpului magnetic dintr-un moment anterior,  t – ( , 
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O substanţă anisotropă neliniară este, evident, caracterizată printr-o lege a magnetizaţiei temporare foarte complicată, care implică atât relaţii între fiecare compo-nentă a magnetizaţiei temporare şi fiecare componentă a intensităţii câmpului magnetic, cât şi dependenţe neliniare în aceste relaţii. Mai mult, sunt posibile diferite variante ale acestor dependenţe neliniare, ceea ce complică în plus studiul acestor substanţe. Corespunzător, ecuaţia constitutivă magnetică, anisotropă şi neliniară, prezintă acelaşi tip de complicaţii – din cauza complexităţii sale, studiul acestui caz nu este dezvoltat aici. 


Există mai multe clase de substanţe pentru care relaţia  M(H)  dintre magnetizaţie şi intensitatea câmpului magnetic este nu numai neliniară ci şi neunivocă –   dintre acestea, cele mai comune sunt acelea numite substanţe feromagnetice. Ca urmare nu mai are sens separarea magnetizaţie permanentă – magnetizaţie temporară şi, atunci, ecuaţia constitutivă magnetică este simplu 
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reprezentată printr-o relaţie neliniară şi neunivocă. 


În general, o asemenea dependenţă este foarte complexă; pentru ilustrare va fi prezentat – pe scurt – cazul unei substanţe feromagnetice presupuse isotrope, căreia îi este aplicat un câmp magnetic cu direcţie fixă, variabil alternativ între valorile  HM  şi  – HM . Este atunci suficient studiul dependenţei  B(H)  dintre proiecţiile intensităţii câmpului magnetic şi inducţiei magnetice pe direcţia lor comună. Presupunând că, anterior aplicării acestui câmp magnetic alternativ, mostra de substanţă feromagnetică analizată nu se aflase niciodată în câmp magnetic, atunci când intensitatea câmpului magnetic  H  creşte, pentru prima oară, de la valoarea nulă  0  la cea maximă  HM , inducţia magnetică  B  creşte şi ea după o curbă neliniară numită curbă de primă magnetizare  (fig.13.33),  către  o  inducţie  magnetică  de  saturaţie   BS  (dacă  HM  este 
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 Fig.13.33. 

suficient de mare). Corespunzător scăderii ulterioare către zero a intensităţii câmpului magnetic  H , inducţia magnetică  B  scade de asemenea, dar după altă curbă decât cea de primă magnetizare, ajungând la inducţia magnetică remanentă  BR ( 0  pentru  H = 0 . La modificarea ulterioară a intensităţii câmpului magnetic  H , astfel încât proiecţia sa pe direcţia de referinţă scade către valoarea minimă  – HM , proiecţia inducţiei magnetice scade de asemenea, trecând mai întâi prin valoarea nulă  B = 0  pentru o valoare specifică,  – HC , numită intensitatea câmpului magnetic coercitiv, şi ajungând la valoarea  

minimă  – BS . Urmând variaţia alternativă a intensităţii câmpului magnetic  H , când proiecţia acesteia pe axa de referinţă creşte de la valoarea minimă  – HM  la valoarea maximă  HM , proiecţia inducţiei magnetice  B  revine la valoarea  BS , trecând succesiv prin valoarea remanentă  – BR  pentru  H = 0  şi  prin valoarea nulă  B = 0  pentru câmpul coercitiv  H = HC . Continuarea variaţiei alternative a intensităţii câmpului magnetic aplicat determină variaţia corespunzătoare a inducţiei magnetice astfel încât  punctul de funcţionare  { H , B }  urmăreşte curba închisă, numită ciclu de histerezis magnetic, cu două ramuri (simetrice în raport cu originea) între punctele limită  { HM , BS }  şi  { – HM ,  – BS } . 


Relativ la ciclul de histerezis, materialele feromagnetice sunt clasificate în materiale feromagnetice moi, cu ciclu de histerezis îngust, restrâns foarte aproape de curba de primă magnetizare şi de simetrica acesteia (în raport cu originea), respectiv materiale feromagnetice dure, cu ciclu de histerezis larg, cu inducţie magnetică remanentă şi intensitate a câmpului magnetic coercitiv relativ importante. 

Histerezis magnetic, deşi corespunzător unor magnetizaţii mai mici, manifestă şi alte substanţe. Materialele ferimagnetice (feritele) au avantajul unor rezistivităţi mari în comparatie cu cea a materialelor feromagnetice obişnuite, ceea ce permite utilizarea lor chiar la frecvenţe ridicate. Tot o comportare cu histerezis magnetic prezintă şi substanţele numite antiferomagnetice, ori cele antiferimagnetice, la care alte mecanisme fizice determină o legătură neliniară şi neunivocă între magnetizaţie şi intensitatea câmpului magnetic; acestea îşi pierd însă comportarea histeretică peste o anumită temperatură, devenind paramagnetice. 


Pentru o substanţă cu histerezis magnetic, dacă pornind dintr-un punct P ( H , B )  de pe caracteristica de histerezis, înainte de atingerea saturaţiei, este efectuată o mică variaţie reversibilă  ( ( H  a intensităţii câmpului magnetic, cu revenire la valoarea acesteia din punctul  P , atunci este parcurs un alt ciclu de histerzis minor, foarte turtit, 
practic reversibil, cu o variaţie corespunzătoare  ( ( B  a inducţiei magnetice (fig.13.34). Asociat unei asemenea comportări este definită o aşa numită permeabilitate magnetică reversibilă, 
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Parcurgerea fiecărui ciclu de histerezis magnetic într-un câmp magnetic cu variaţie alternativă este acompaniată de un transfer ireversibil de energie de la câmpul electromagnetic către substanţa feromagnetică – aceste procese de transfer energetic vor  fi însă studiate într-un alt capitol. 
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 Fig.13.34. 


13.12.  Legea lui Dirac (legea fluxului magnetic) 


Legea fluxului magnetic tratează o proprietate structurală, intrinsecă, a câmpului magnetic. În regim staţionar o asemenea legătură este reprezentată de teorema fluxului magnetic staţionar, demonstrată în secţiunea 12.7, pornind de la rezultate experimentale. 


Pe baza unor rezultate experimentale şi a unor consideraţii teoretice confirmate experimental, legea fluxului magnetic generalizează această relaţie în cazul unui regim oarecare: în orice regim şi în orice mediu fluxul magnetic (fluxul inducţiei magnetice) prin orice suprafaţă închisă  (  este egal cu zero: 



[image: image347.wmf]0

=

S

F

   . 

Trebuie remarcat că, la fel ca pentru orice suprafaţă închisă, sensul de referinţă în raport cu care este calculat fluxul magnetic este cel indicat de normala exterioară  n  (fig.13.35), în forma integrală explicită a legii, 
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Forma locală a legii fluxului magnetic pentru domenii de regularitate (de netezime – adică de derivabilitate şi integrabilitate suficiente) a mărimilor este obţinută ţinând seama în membrul stâng de formula lui Gauss, astfel încât se ajunge la relaţia 
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valabilă pentru orice domeniu  D( . Se conchide, astfel, că integrandul este nul, 
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ceea ce constituie chiar forma locală a legii, în cazul analizat. 


Forma locală obţinută arată că inducţia magnetică este un vector solenoidal.


Abaterea de la regularitatea funcţiilor implicate în legea fluxului magnetic apare mai ales sub forma discontinuităţilor; mai mult, punctele de discontinuitate sunt dispuse pe suprafeţe de discontinuitate – deobicei frontiera dintre medii diferite. Forma locală a legii fluxului magnetic la interfaţa – presupusă imobilă – dintre domenii de regularitate este dedusă pornind de la forma globală, integrală, 
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  Fig.13.35. 




      Fig.13.36. 

Astfel, fie  S12  suprafaţa de separaţie dintre domeniile  D1  şi  D2  de regularitate a inducţiei magnetice, cu un eventual salt al inducţiei magnetice de la valoarea  B1  pe o faţă la valoarea  B2  pe cealaltă faţă a suprafeţei de separaţie (fig.13.36). Fie  n12  normala la suprafaţa  S12 , orientată dinspre domeniul  D1 către domeniul D2 , şi fie considerată o suprafaţă închisă  ( , prin ambele domenii, care delimitează pe  S12  o suprafaţă  S = S12 ( D( . Suprafaţa închisă  (  este evident constituită din părţile  S1 , cu normala exterioară notată  n1 , şi  S2 , cu normala exterioară notată  n2 , astfel încât fluxul magnetic prin suprafaţa închisă este 
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Fie acum presupus că suprafaţa închisă  ( , împreună cu părţile ei componente  S1 şi  S2 , ca şi cu domeniul interior  D( , se restrânge (se turteşte) către suprafaţa  S ; în acest proces este evident că  n1 ( – n12  iar  n2 ( n12 . Corespunzător, fluxul magnetic prin suprafaţa închisă tinde către  
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Anularea acestei valori limită, valabilă pentru orice porţiune  S  a suprafaţei de separaţie, impune anularea integrandului,  
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aceasta este chiar forma locală căutată. 


O consecinţă interesantă a legii fluxului magnetic este aceea că liniile inducţiei magnetice sunt întotdeauna linii închise (mai precis, ele nu sunt linii deschise). 

Pentru justificarea afirmaţiei, fie presupus contrariul, adică fie presupus că liniile de câmp ale inducţiei magnetice ar fi linii deschise, şi fie considerat un punct  S  sursă de 

linii de câmp. Pentru o suprafaţă închisă  (  foarte apropiată în jurul acestui punct (fig.13.37), deoarece liniile de câmp emergente şi versorul normalei exterioare  n  fac un unghi ascuţit, fluxul magnetic prin suprafaţa  (  ar rezulta pozitiv, 
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Cum inegalitatea obţinută contrazice legea fluxului magnetic,  
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 , această contradicţie invalidează presupunerea făcută iniţial – rezultă că liniile de câmp ale inducţiei magnetice nu sunt deschise. 


Consecinţa obţinută aici poate fi comparată cu un rezultat anterior de aceeaşi natură, dar referitor la aspectul deschis al liniilor de câmp ale inducţiei electrice  D , care pornesc de la sarcini electrice pozitive şi se termină la sarcini electrice opuse, negative. Această comparaţie arată că anularea fluxului magnetic prin orice suprafaţă închisă este echivalentă cu inexistenţa sarcinilor magnetice. De altfel, denumirea acestei legi ca lege a lui Dirac este legată tocmai de  faptul că   P. A. M.  Dirac   este  acela care a 
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    Fig.13.37. 

cercetat, în cadrul electrodinamicii cuantice, implicaţiile ipoteticei existenţe a unor aşa numiţi monopoli magnetici – în fapt, a sarcinilor magnetice. 


O altă consecinţă a legii fluxului magnetic, cu implicaţii importante, este că fluxul magnetic are aceeaşi valoare prin oricare suprafaţă deschisă bordată de un contur 

dat (fig.13.38). Fie suprafeţele deschise  S'  şi  S"  bordate de acelaşi contur  ( , cu versorii normali  n'  şi  n"  asociaţi conform aceleiaşi reguli (a mâinii drepte) sensului  dr  de parcurgere a conturului. Reuniunea celor două suprafeţe constituie o suprafaţă închisă,  ( = S' ( S" , pentru care versorul normalei exterioare coincide cu cel al primei suprafeţe,  n' = n , dar este opus celui al celei de a doua suprafeţe,  n" = – n . Legea fluxului magnetic referitoare la suprafaţa  (  se scrie, succesiv, 
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         Fig.13.38. 
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ceea ce demonstrează afirmaţia. 


O aplicaţie imediată a acestei consecinţe o constituie caracterul conservativ al fluxului magnetic printr-un tub de flux magnetic, adică printr-o suprafaţă cilindroidă (tubulară) trasată de-a lungul liniilor de câmp magnetic. 

Fie, aşadar, un tub de flux magnetic, mărginit de suprafaţa laterală  Sl , şi un tronson al acestuia, delimitat de suprafeţele transversale  S1  şi  S2  (fig.13.39), cu  n1 , respectiv  n2 , versorii normali suprafeţelor transversale în sensul liniilor de câmp. Conturul  (  al primei suprafeţe transversale bordează suprafaţele deschise  S' ( S1  şi  S" ( Sl ( S2 , pentru care fluxurile magnetice sunt 
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respectiv, deoarece prin definiţie  B ( n  pe suprafaţa laterală  Sl  (suprafaţa tubului de flux), 
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      Fig.13.39. 

Dar, în conformitate cu relaţia demonstrată anterior,  (' = (" , ceea ce înseamnă că  
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şi afirmatia este demonstrată. 

O consecinţă foarte importantă oţinută pornind de la forma locală a legii fluxului magnetic este teorema potenţialului magnetic vector: există o funcţie vectorială de poziţie, aproape peste tot continuă – numită potenţial magnetic vector,  A(r)  – astfel încât 
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iar fluxul magnetic printr-o suprafaţă deschisă este egal cu circulaţia potenţialului vector de-a lungul bordului acesteia, 



[image: image368.wmf]ò

×

=

G

G

F

r

d

S

A

   . 

Într-adevăr, exprimarea inducţiei magnetice în termenii potenţialului magnetic vector satisface identic solenoidalitatea acesteia, 



[image: image369.wmf](

)

0

div

div

º

=

A

B

rot

   . 

Pe de altă parte, folosind formula lui Stokes în ipoteza regularităţii funcţiilor implicate, 
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unde sensul de referinţă  dr  de-a lungul conturului este asociat sensului normalei  n  la suprafaţa bordată de acesta după regula măinii drepte (regula burghiului drept). 


Potenţialul vector este o funcţie definită cu un însemnat grad de nedeterminare; el poate fi precizat impunând condiţii suplimentare – arbitrare – numite în ansamblu convenţie de etalonare. Mai întâi, deoarece relaţia de definiţie 



[image: image371.wmf]B

A

=

rot

 

furnizează date numai asupra rotorului său,  divergenţa  câmpului vectorial  A(r)  poate fi 
fixată arbitrar, 
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Pe de altă parte, inducţia magnetică  B  este invariantă la o transformare de etalonare a potenţialului magnetic vector de forma 
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deoarece, în acest caz, 
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O asemenea transformare de etalonare ar putea modifica, însă, convenţia de etalonare, 
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cu excepţia  situaţiei în care   ( f = 0 , adică a cazului în care funcţia  f(r)  este funcţie armonică. Se spune deaceea că, în limitele unei convenţii de etalonare fixate, potenţialul magnetic vector este determinat cu aproximaţia gradientului unei funcţii armonice arbitrare. 


13.13.  Legea lui Ampère (legea circuitului magnetic) 


Legea circuitului magnetic este o lege de evoluţie a câmpului electromagnetic, inferată de Maxwell pe baza unor raţionamente teoretice şi confirmată experimental de către Hertz şi de alţi cercetători. 


Punctul de plecare al consideraţiilor teoretice ale lui Maxwell l-a constituit teorema lui Ampère, 
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demonstrată mai sus, în secţiunea 12.7, în cazul câmpului magnetic staţionar, pornind de la datele experimentale furnizate de formula lui Biot–Savart–Laplace. Consideraţii teoretice foarte simple arată că această relaţia nu poate fi valabilă în general, în regim nestaţionar. Într-adevăr, în configuraţia experimentală folosită pentru ilustrarea legii conservării sarcinii electrice (fig.13.40), fie considerat un contur  (   care înconjoară firul 

conductor de legătură între conductoarele iniţial încărcate cu sarcinile  q1 = q  şi  q2 = – q .   Fie încă  S'  şi  S"  două suprafeţe deschise mărginite de acelaşi contur  ( , prima intersectând conductorul parcurs de curentul de conducţie  i  (variabil în timp din cauza neutralizării în timp a sarcinilor  q1  şi  q2 , iniţial opuse), iar a doua fiind trasată prin izolantul ce desparte conductoarele iniţial încărcate electric. Aplicarea directă a teoremei lui Ampère dă, pe de o parte, 
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iar pe de altă parte 
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   Fig.13.40. 

Contradicţia la care s-a ajuns sugerează că membrul drept al teoremei lui Ampère trebuie completat cu  un termen care să fie nenul doar în regim nestaţionar, adică un termen care 
să conţină derivate în raport cu timpul ale unor mărimi convenabil alese. Acest termen suplimentar ar trebui, pe de altă parte, să fie de natura curentului electric de conducţie, iar un prim candidat ar fi sugerat de legea conservării sarcinii electrice drept ritmul de variaţie în timp a sarcinii electrice,  
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 . Sarcina electrică însă nu poate fi pusă în legătură directă cu suprafaţa deschisă implicată în raţionament, aşa cum este  S" ; se poate apela însă la legătura, sugerată de legea fluxului electric, între fluxul electric (este drept, printr-o suprafaţă închisă) şi sarcina electrică (din interiorul suprafeţei închise),  
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 . Or cum fluxul electric poate fi definit şi pentru suprafeţe deschise, intuiţia lui Maxwell a fost să postuleze completarea membrului drept al teoremei lui Ampère chiar cu derivata în raport cu timpul a fluxului electric prin suprafaţa la care s-ar raporta şi curentul electric de conducţie. 


În consecinţă, legea circuitului magnetic a fost astfel exprimată în formă integrală (globală): în orice regim şi în orice mediu, tensiunea magnetomotoare de-a lungul unui contur  (  este egală cu suma dintre intensitatea curentului electric de conducţie prin orice suprafaţă  S(  bordată de acest contur şi ritmul (viteza) de creştere în timp a fluxului electric prin aceeaşi suprafaţă, 
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           Fig.13.41. 
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Forma integrală explicită corespunzătoare este, evident, 
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şi pune în evidenţă sensurile de referinţă,  dr  de-a lungul conturului  (  şi  n  pe suprafaţa  S( , asociate conform regulii mâinii drepte (regulii burghiului drept), ca în fig.13.41. 


O observaţie importantă, cunoscută drept interpretarea lui Hertz, este necesară, ca în toate situaţiile în care apare o referire la variaţia în timp a unei mărimi integrale: variaţia în timp a fluxului electric prin suprafaţa  S(  trebuie să considere această suprafaţă, ca şi conturul ei  ( , drept elemente geometrice variabile, mobile, antrenate de substanţă în mişcarea acesteia. În consecinţă, al doilea termen din membrul drept, numit generic intensitatea curentului de deplasare (în sens larg), adică derivata fluxului electric în raport cu timpul, trebuie tratat ca o derivată substanţială, de genul celor analizate anterior, în secţiunea 13.1. 


În conformitate cu formula dedusă anterior pentru derivata de flux ce apare în membrul drept al formei integrale explicite a legii circuitului magnetic, relaţia poate fi scrisă 
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Ţinând seama de faptul că, aşa cum s-a demonstrat într-o secţiune precedentă, în conformitate cu legea fluxului electric,  
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 , se obţine forma integrală dezvoltată a legii circuitului magnetic, 
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Pot fi definite acum, succesiv, intensitatea curentului de deplasare (în sens restrâns), intensitatea curentului electric de convecţie şi intensitatea curentului Roentgen, 
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exprimate, respectiv, în termenii densităţii curentului de deplasare, densităţii curentului electric de convecţie şi densităţii curentului Roentgen, 
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Ca urmare, exprimarea concisă a formei integrale dezvoltate a legii circuitului magnetic afirmă egalitatea dintre tensiunea magnetomotoare de-a lungul unui contur  (  şi intensitatea curentului electric total printr-o suprafaţă  S(  bordată de acest contur, 
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Legăturii globale dintre curentul electric total şi tensiunea magnetomotoare, stabilită prin forma integrală de mai sus, îi corespund, la nivel local –  punctual şi instantaneu, formele locale ale legii. 


Forma locală a legii circuitului magnetic pentru domenii de regularitate (de netezime – adică de derivabilitate şi integrabilitate suficiente) a mărimilor este obţinută folosind tot exprimarea explicită a derivatei de flux ce apare în membrul drept al relaţiei integrale generale, 
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Ţinând seama în membrul stâng de formula lui Stokes iar în membrul drept de forma locală a legii fluxului electric pentru domenii de netezime, se ajunge la relaţia 
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valabilă pentru orice suprafaţă  S( . Se conchide, astfel, că integranzii sunt egali, 
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ceea ce constituie chiar forma locală a legii, în cazul analizat. 


În particular, în medii în repaus, legea circuitului magnetic are pentru domenii de regularitate forma locală 
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care este una din aşa numitele ecuaţii ale lui Maxwell. 


Abaterea de la regularitate a funcţiilor implicate în legea circuitului magnetic, asociată discontinuităţilor dispuse pe suprafeţe de discontinuitate – deobicei frontiera dintre medii diferite – impune considerarea formei locale a legii circuitului magnetic la interfaţa – presupusă imobilă – dintre domenii de regularitate. Se porneşte tot de la forma globală, integrală, 
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aplicată în jurul suprafaţei de separaţie  S12  dintre domeniile  D1  şi  D2  de  regularitate a 

intensităţii câmpului magnetic, cu un eventual salt al acesteia de la valoarea  H1  pe o faţă la valoarea  H2  pe cealaltă faţă a suprafeţei de separaţie (fig.13.42). Fie  n12  normala la suprafaţa  S12 , orientată dinspre domeniul  D1 către domeniul D2 , şi fie considerat un contur (o curbă închisă)  ( , prin ambele domenii, cu elementul de arc asociat conform regulii mâinii drepte (regulii burghiului drept) normalei  n  la suprafaţa  S(  bordată de contur. Suprafaţa  S(  delimitează pe  S12  o curbă  C = S12 ( S( , cu elementul de arc  dr  considerat, de exemplu, în sensul indicat de produsul vectorial  n ( n12 . Conturul  (  este evident constituit din părţile  C1 , unde elementul de arc este notat  dr1 , şi  C2 , unde elementul de arc este notat  dr2 , astfel încât tensiunea magnetomotoare de-a lungul conturului este 
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Pe de altă parte, pentru curbe închise  (  suficient de apropiate de suprafaţa de separaţie  S12 , intensitatea curentului electric de conducţie prin suprafaţa  S( , în raport cu sensul  de referinţă indicat de normala  n , este 
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deoarece sensul de referinţă al contribuţiei unei eventuale pânze de curent la interfaţă este  n12 ( dr , acelaşi cu cel al lui  n . 

Fie acum presupus că suprafaţa  S(  – ca şi conturul  (  împreună cu părţile sale componente  C1  şi  C2  – se restrânge (se turteşte) către curba  C ; în acest proces este evident că  dr1 ( – dr  iar  dr2 ( dr . Corespunzător, tensiunea magnetomotoare de-a lungul conturului  (  tinde către 
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fluxul electric prin suprafaţa  S(  se reduce la zero, 
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   Fig.13.42. 
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deoarece suprafaţa interioară conturului este redusă la zero, iar intensitatea curentului electric de conducţie prin suprafaţa  S(  din membrul drept se reduce la contribuţia eventualei pânze de curent de-a lungul interfeţei,
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Egalitatea valorilor limită rămase, 
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valabilă pentru orice curbă  C  pe suprafaţa de separaţie, impune egalitatea 
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pentru orice deplasare elementară  dr  tangentă suprafeţei de separaţie, deci şi pentru orice orientare  n  a normalei la suprafaţa originală  S( .  În conformitate cu alegerea sensurilor de referinţă,  dr = n ( n12 dr , şi se deduce succesiv că 
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sau, deoarece  JS ( n12  , 
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aceasta este chiar forma locală căutată. 


O importantă consecinţă a legii circuitului magnetic este teorema lui Ampère: în regim staţionar sau cuasistaţionar (anelectric) tensiunea magnetomotoare de-a lungul unui contur este egală cu intensitatea curentului electric de conducţie prin orice suprafaţă bordată de contur, sensurile de referinţa ale conturului şi suprafeţei fiind asociate conform regulii mâinii drepte (regulii burghiului drept), 
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Demonstraţia teoremei este banală pentru cazul regimului staţionar: în acest regim toate mărimile sunt invariante în timp, astfel încât  
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  şi, în lipsa curentului de deplasare, legea circuitului magnetic se reduce la teorema lui Ampère. 


Pentru a demonstra valabilitatea teoremei lui Ampère în cazul regimului cuasi-staţionar este necesară o caracterizare cantitativă a acestuia. Trebuie reamintit că regimul cuasistaţionar a fost definit drept regimul în care ritmul (viteza) de variaţie în timp a mărimilor este suficient de lentă, astfel încât să nu fie posibilă prezenţa undelor electro-magnetice. Deasemeni, trebuie reamintit că unda electromagnetică a fost definită ca un câmp electromagnetic, variabil în timp şi în spaţiu, care se autoîntreţine chiar în absenţa altor surse de câmp. O caracterizare cantitativă a regimului cuasistaţionar poate fi obţinută într-o manieră indirectă: studiind mecanismul de autoîntreţinere a undelor electromagnetice pot fi decelate condiţiile care împiedică funcţionarea acestuia, adică exact condiţiile de definire a regimului cuasistaţionar. 


Pentru analiza mecanismului de autoîntreţinere a undelor electromagnetice, fie presupus că, într-o regiune oarecare din spaţiu şi într-un interval de timp oarecare, există o distribuţie a inducţiei magnetice  B(r,t)  dependentă de poziţie şi timp. Atunci, în conformitate cu legea inducţiei electromagnetice, deoarece  
[image: image411.wmf](

)

0

,

¹

×

-

ò

G

dS

t

dt

d

n

r

B

 , rezultă că  
[image: image412.wmf]0

¹

×

ò

G

r

d

E

 , adică este generat, prin inducţie electromagnetică, un câmp electric indus de intensitate  E(r,t) , în general de asemenea dependent de poziţie şi timp. Presupunând un mediu liniar isotrop, chiar în absenţa surselor de câmp reprezentate de corpurile cu polarizaţie permenentă,  Pp = 0 , în conformitate cu ecuaţia constitutivă electrică, câmpului electric indus îi corespunde o inducţie electrică  D(r,t) = ( E(r,t) , în general de asemenea dependentă de poziţie şi timp. Mai departe, în conformitate cu legea circuitului magnetic, deoarece  
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  chiar şi în absenţa sursei de câmp reprezentate de curentul electric de conducţie,  
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 : este generat, adică, printr-un analog al fenomenului de inducţie electromagnetică, un câmp magnetic de intensitate  H(r,t) , în general de asemenea dependent de poziţie şi timp. În fine, în aceeaşi ipoteză a unui mediu liniar isotrop, chiar în absenţa surselor de câmp reprezentate de corpurile cu magnetizaţie permenentă,  Mp = 0 , în conformitate cu ecuaţia constitutivă magnetică, câmpului magnetic indus îi corespunde o inducţie magnetică  B'(r,t) = ( H(r,t) , în general de asemenea dependentă de poziţie şi timp. Câmpul magnetic corespunzător inducţiei magnetice  B'(r,t) , produs ca efect al lanţului de procese descrise şi rezumate în fig.13.43 de mai jos, se suprapune peste cel iniţial, corespunzător inducţiei magnetice  B(r,t) , permiţând autoîntreţinerea acestuia. Este evident, de altfel, că lanţul descris de procese care permit autoîntreţinerea câmpului electromagnetic variabil în timp şi în spaţiu, chiar în absenţa altor surse de câmp electromagnetic, poate fi declanşat pornind de la oricare din componentele acestui câmp. 
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      Fig.13.43. 


Regimul cuasistaţionar este acela în care undele electromagnetice nu sunt prezente, astfel încât mecanismul de autoîntreţinere a câmpului electromagnetic descris anterior nu funcţionează. Este evident că lanţul de procese descris nu poate fi rupt în legăturile reprezentate de ecuaţiile constitutive electrică sau magnetică; regimul cuasi-staţionar este atunci legat de ruperea lanţului figurat în una din celelalte două laturi ale sale. 

Poate fi atunci definit un regim cuasistaţionar amagnetic, drept regimul în care ritmul (viteza) de variaţie în timp a câmpului magnetic este suficient de redus pentru a nu induce un câmp electric semnificativ. Cantitativ, această condiţie poate fi exprimată ca 
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tensiunile electrice induse să fie neglijabile în raport cu alte tensiuni electrice – statice sau staţionare. 

Mai poate fi definit şi un regim cuasistaţionar anelectric, drept regimul în care ritmul (viteza) de variaţie în timp a câmpului electric este suficient de redus pentru a nu induce un câmp magnetic semnificativ. Cantitativ, această condiţie poate fi exprimată ca 
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intensitatea curentului de deplasare să fie neglijabilă în raport cu intensitatea curentului electric de conducţie. 


Desigur, ar mai putea fi definit un regim cuasistaţionar conductiv, drept regimul în care ambele condiţii considerate mai sus sunt îndeplinite, astfel încât nici ritmul (viteza) de variaţie în timp a câmpului magnetic nu este suficient de mare pentru a induce un câmp electric semnificativ şi nici ritmul (viteza) de variaţie în timp a câmpului electric nu este suficient de mare pentru a induce un câmp magnetic semnificativ. Într-un asemenea regim variabil în timp influenţa dintre câmpul electric şi cel magnetic s-ar realiza numai prin intermediul proceselor de conducţie electrică. 


Revenind la demonstraţia teoremei lui Ampère, condiţia de regim cuasistaţionar anelectric, 
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 , arată că în membrul drept al formei integrale a legii circuitului magnetic al doilea termen este neglijabil în comparaţie cu primul, astfel încât, din nou, legea circuitului magnetic se reduce la teorema lui Ampère. 


O altă consecinţă a legii circuitului magnetic este teorema potenţialului magnetic scalar: în regim staţionar sau cuasistaţionar (anelectric), în domenii fără curent electric de conducţie, sunt adevărate următoarele enunţuri echivalente: (1) tensiunea magnetomotoare de-a lungul oricărui contur este nulă; (2) tensiunea magnetică dintre oricare două puncte este independentă de traseul dintre acestea şi depinde numai de punctele terminale; (3) există o funcţie scalară de punct (de poziţie) – numită potenţial magnetic scalar – astfel încât tensiunea magnetică dintre două puncte este diferenţa potenţialelor magnetice ale acestora. 


Demonstraţia este analoagă celei utilizate în demonstrarea teoremei – similare – a potenţialului electric. Mai întâi, conform ipotezei, în regim staţionar sau cuasistaţionar (anelectric) fluxul electric este invariant în timp, astfel încât  
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  ; dacă, în plus, în domeniul considerat nu există distribuţie de curent electric de conducţie, atunci şi intensitatea curentului electric de conducţie prin orice suprafaţă  S(  este nulă,  
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 . Aceasta înseamnă că membrul drept al relaţiei ce exprimă legea circuitului magnetic este nul, adică este valabilă prima afirmaţie a teoremei, 
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Presupunând acum că tensiunea magnetomotoare de-a lungul oricărui contur este nulă, fie două puncte oarecare  A  şi  B , şi fie două curbe oarecare diferite  AMB  şi  ANB  între acestea; reuniunea acestor curbe,  AMBNA  este un contur  (  pentru care se poate scrie 
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Ţinând seama de prima afirmaţie a teoremei, rezultă, succesiv, 
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independent de traseul dintre punctele terminale  A  şi  B , adică este adevărată şi a doua afirmaţie a teoremei. 


În condiţiile în care tensiunea magnetică dintre oricare două puncte nu depinde de traseul dintre acestea, fie acum punctul terminal notat  M0  fixat, considerat punct de referinţă, şi fie punctul iniţial un punct arbitrar  M . Atunci tensiunea magnetică dintre cele două puncte este 
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o funcţie bine definită, dependentă exclusiv de punctul  M , deoarece punctul  M0  este fixat.  Exprimând această funcţie,  pentru simetrie,  sub forma   f(M) = ( (M) – ( (M0) ,  se 

obţine succesiv 
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adică formula de calcul al potenţialului magnetic scalar al unui punct, 
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În termenii potenţialului magnetic astfel definit, tensiunea magnetică între două puncte oarecare  A  şi  B  poate fi calculată (întrucât nu depinde de traseul dintre punctele terminale) trecând prin punctul de referinţă  M0 ; se obţine astfel  
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adică este adevărată şi a treia afirmaţie a teoremei. 


În fine, pentru încheierea demonstrării echivalenţei dintre cele trei afirmaţii, fie acum presupus că există funcţia scalară potenţial magnetic, astfel incât tensiunea magnetică dintre oricare două puncte este diferenţa potenţialelor acestora. Atunci tensiunea magnetomotoare de-a lungul unui contur este 
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adică rezultă prima afirmaţie a teoremei. 


Câteva observaţii referitoare la teorema potenţialului magnetic merită a fi menţionate.


Mai întâi, trebuie observat că potenţialul magnetic poate fi definit numai în limitele anumitor condiţii: regim staţionar, ori cuasistaţionar (anelectric), şi numai în domenii fără curent electric de conducţie. Se poate vorbi atunci despre potenţialul magnetic numai dacă acesta este definit, în timp ce tensiunea magnetică poate fi definită şi calculată în orice condiţii. 


Apoi, potenţialul magnetic se zice că este definit cu aproximaţia unei constante aditive arbitrare. Într-adevăr, atât punctul de referinţă  M0  cât şi valoarea de referinţă  ((M0)  sunt arbitrare: ele pot fi alese în modul cel mai convenabil aplicaţiei particulare în care este folosit potenţialul magnetic. De cele mai multe ori valoarea de referinţă este luată egală cu zero, astfel încât punctul de referinţă  M0  devine punctul de origine a potenţialului magnetic scalar. 


În fine, operarea cu potenţialul magnetic simplifică tratarea câmpului magnetic – atunci când potenţialul poate fi definit – deoarece reduce cunoaşterea intensităţii câmpului magnetic, cu trei componente scalare în fiecare punct, la cunoaşterea potenţialului magnetic scalar în fiecare punct. Într-adevăr, considerând două puncte infinit apropiate,  M  şi  N , de vectori de poziţie  r  şi  r + dr , tensiunea magnetică dintre acestea poate fi exprimată, echivalent, prin 
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Egalând  cele două exprimări ale tensiunii şi observând că deplasarea elementară  dr  este 
arbitrară, se deduce 
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relaţie care permite determinarea intensităţii câmpului magnetic din potenţialul magnetic scalar. 


În particular, teorema potenţialului magnetic admite o formă locală: în regim staţionar sau cuasistaţionar (anelectric) în regiuni fără curent electric de conducţie, intensitatea câmpului magnetic este un vector irotaţional. Într-adevăr, presupunând regularitatea distribuţiei câmpului magnetic şi folosind formula lui Stokes, se obţine că 
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Cum relaţia este valabilă pentru orice suprafaţă  S( , aceasta înseamnă anularea integrandului, 
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adică tocmai forma locală a teoremei. 


O altă consecinţă a teoremei potenialului magnetic este aceea că, în regim staţionar sau cuasistaţionar (anelectric), în regiuni fără curent electric de conducţie, liniile de câmp ale intensităţii câmpului magnetic  H  sunt linii deschise (mai precis, nu pot fi linii închise). Într-adevăr, presupunând că ar putea exista linii de câmp închise ale intensităţii câmpului magnetic, atunci, pentru o asemenea linie închisă de-a lungul unui contur  ( , în sensul câmpului magnetic,  H ( dr = H dr cos 0 > 0  şi ar rezulta că  
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 , în contradicţie cu faptul că, în condiţiile precizate,  
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 . Contradicţia la care s-a ajuns arată că presupunerea făcută este inacceptabilă, deci că liniile câmpului magnetic trebuie să fie deschise în aceste condiţii. 


O ultimă observaţie importantă de menţionat referitor la teorema potenţialului magnetic scalar este aceea că, pentru a extinde avantajele folosirii unui potenţial scalar în regim staţionar sau cuasistaţionar (anelectric) chiar şi în regiuni cu distribuţie a curentului electric de conducţie, trebuie respectate unele condiţii suplimentare.       


Fie considerată, pentru simplificarea raţionamentului, o regiune în care există un contur filiform  ('  parcurs de curentul electric de conducţie  i  (fig.13.44), în regim staţionar sau cuasistaţionar (anelectric). Este evident că într-o asemenea situaţie teorema potenţialului magnetic scalar nu mai este valabilă: tensiuna magnetică între aceleaşi două puncte  A  şi  B  are valori diferite pe traseele diferite cum sunt  AMB  şi  ANB  deoarece, pentru conturul  AMBNA = ( ,  
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Pentru a utiliza încă  potenţialul  magnetic  scalar  şi în această configuraţie, în domeniul 

cu distribuţie de curent este impusă o tăietură: în principiu, din domeniu este exclusă suprafaţa  S( ' , interzicând astfel traseele care o intersectează, deci situaţii ca cea analizată mai sus. Totuşi, pentru a admite chiar şi trasee de calcul al tensiunii magnetice care ar intersecta o asemenea tăietură, fiecărei tăieturi bordate de un contur filiform parcurs de curent electric de conducţie (în regim staţionar sau cuasistaţionar anelectric) îi este ataşată o discontinuitate a tensiunii magnetice – un salt de valoare 
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         Fig.13.44. 



        Fig.13.45. 

egală chiar cu intensitatea curentului electric de conducţie prin conductorul filiform ce bordează tăietura (fig.13.45), în sensul asociat celui al curentului după regula mâinii drepte (regula burghiului drept). 


13.14.  Sistemul legilor electrotehnicii 


În studiul – teoretic sau aplicativ – al fenomenelor electromagnetice sunt identi-ficabile trei aspecte principale: (i) acţiunile câmpului electromagnetic asupra corpurilor aflate în stări electromagnetice, (ii) influenţarea câmpului electromagnetic de către corpurile aflate în stări electromagnetice, (iii) structurarea proprie a câmpului electro-magnetic, prin influenţe reciproce între diferitele laturi ale sale. 


Primul aspect menţionat mai sus a fost analizat – măcar în ceea ce priveşte acţiuni la nivel elementar, asociate unor mici corpuri – în legătură cu introducerea mărimilor primitive. Au fost astfel puse în evidenţă mărimile primitive de stare electro-magnetică ale unor mici corpuri:  q  – sarcina electrică a unui mic corp electrizat,  i  – intensitatea curentului electric de conducţie printr-un element de conductor filiform,  p  – momentul electric al unui mic corp polarizat (electric),  m  – momentul magnetic al unui mic corp magnetizat; în plus, au fost introduse şi mărimile primitive de stare a câmpului electromagnetic în vid:  Ev – intensitatea câmpului electric în vid şi  Bv – inducţia magnetică în vid. În funcţie de aceste mărimi primitive au fost apoi introduse, prin relaţii de definiţie, mărimi electromagnetice derivate, mai comode pentru caracterizarea diferitelor aspecte particulare ale câmpului electromagnetic. 

Celelalte două aspecte mentionate – care nu mai pot fi net separate – sunt concentrate în ansamblul legilor electrotehnicii, inferate prin generalizarea unor rezultate experimentale şi confirmate, prin consecinţele lor, teoretic şi experimental. 

Sistemul legilor electrotehnicii – exprimate mai jos în formele lor primare – poate fi grupat în:  (1()  un prim grup de legi privind mărimile de câmp electric  E  şi  D : legea constitutivă electrică şi legea polarizaţiei temporare (care sunt asamblate în ecuaţia constitutivă electrică, exprimată aici pentru cazul general, anisotrop), legea fluxului electric şi legea inducţiei electromagnetice, 
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(2()  un al doilea grup de legi privind mărimile de câmp magnetic  H  şi  B : legea constitutivă magnetică şi legea magnetizaţiei temporare (care sunt asamblate în ecuaţia constitutivă magnetică, exprimată aici pentru cazul general, anisotrop), legea fluxului magnetic şi legea circuitului magnetic, 
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(3()  un ultim grup de legi privind mărimile asociate procesului de conducţie electrică , J  sau  i : legea conservării sarcinii electrice şi legea constitutivă a conducţiei electrice (exprimată aici pentru cazul general, anisotrop), împreună cu legile de evaluare din punct de vedere termodinamic a fenomenelor electromagnetice – legea transferului de putere asociat conducţiei electrice şi legea electrolizei, 
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Asupra ansamblului legilor electrotehnicii sunt de menţionat câteva observaţii. 


Exprimând circulaţia (rotorul) şi fluxul (divergenţa) vectorilor de câmp, împreună cu legătura dintre aceştia, relaţiile de mai sus furnizează – în grupuri separate – condiţiile determinării câmpului electric sau câmpului magnetic. Aceste relaţii pot fi atunci interpretate pentru a pune în evidenţă sursele de câmp – electric sau magnetic. 


Drept surse de câmp electric sunt evidenţiate: sarcina electrică (în conformitate cu legea fluxului electric) şi polarizaţia corpurilor (în conformitate cu legea constitutivă electrică); în plus, legea inducţiei electromagnetice pune în evidenţă variaţia în timp a câmpului magnetic sau deplasarea în raport cu câmpul magnetic drept surse suplimentare de câmp electric şi – totodată – drept influenţe ale câmpului magnetic asupra câmpului electric. 


Drept surse de câmp magnetic sunt evidenţiate: curentul electric de conducţie şi curentul electric de convecţie (în conformitate cu legea circuitului magnetic), ca şi magnetizaţia corpurilor (în conformitate cu legea constitutivă magnetică); în plus, legea circuitului magnetic pune în evidenţă variaţia în timp a câmpului electric sau deplasarea în raport cu câmpul electric drept surse suplimentare de câmp magnetic şi – totodată – drept influenţe ale câmpului electric asupra câmpului magnetic. 


De asemenea, câmpul electric, împreună cu mărimile electrice imprimate, sunt evidenţiate drept surse ale fenomenelor de conducţie electrică (în conformitate cu legea constitutivă a conducţiei electrice); în plus, ultimul grup de legi arată legătura dintre procesul de conducţie electrică (inclusiv convecţia electrică) şi variaţia în timp a sarcinii electrice, precum şi procesele mai generale – termodinamice – asociate conducţiei electrice: transferul de energie (putere) şi transferul de substanţă. 


Chiar această discutare sumară a sistemului legilor electrotehnicii pune în evidenţă relaţii structurale, de influenţe reciproce, între diferitele aspecte ale fenomenelor electromagnetice. Prin variaţia sa în timp, câmpul magnetic influenţează câmpul electric; la rândul sau, prin variaţia sa în timp, câmpul electric influenţează direct câmpul magnetic iar prin participarea sa la producerea conducţiei electrice, câmpul electric influenţează indirect câmpul magnetic. Această remarcă exprimă faptul că relaţiile enumerate mai sus se constituie într-un sistem de ecuaţii pentru determinarea câmpului electromagnetic ca întreg. 

Din acest punct de vedere trebuie subliniat faptul că mărimile de stare ale câmpului electromagnetic sunt mărimile vectoriale ce caracterizează laturile sale electrică şi magnetică:  E , D  şi  H , B . Într-adevăr, acestea sunt necesare şi suficiente pentru a determina toate celelalte mărimi ce caracterizează starea electromagnetică a corpurilor: starea de polarizare electrică ori starea de magnetizare (conform legilor constitutive electrică, respectiv magnetică), starea de conducţie electrică (în conformitate cu legea circuitului magnetic) şi starea de electrizare (conform legii fluxului electric). 

Sistemul de legi ale electrotehnicii prezintă câteva proprietăţi remarcabile: 


(1)  Sistemul de legi ale electrotehnicii este necontradictoriu: nici o consecinţă a uneia sau unora dintre legile sistemului nu contrazice o altă lege a acestui sistem. Demonstraţia formală a noncontradicţiei sistemului de legi ale electrotehnicii este o chestiune extrem de dificilă; o justificare indirectă ar fi dată de teoremele de existenţă a soluţiei ecuaţiilor sistemului – chestiune de asemenea foarte dificil de abordat. 


(2)  Sistemul de legi ale electrotehnicii este invariant la schimbarea sistemului de referinţă inerţial, adică atât la transformările Galilei cât şi la transformările Lorenz (în cadrul teoriei relativităţii restrânse) între sisteme de referinţa inerţiale. 


(3)  Sistemul de legi ale electrotehnicii este (aproape) complet: (aproape) nu există fenomene electromagnetice macroscopice care să nu poată fi decrise corect de ansamblul relaţiilor sistemului. De fapt, singura excepţie – singura neconcordanţă dintre teorie şi experiment – o constituie curentul Roentgen, pentru care experienţa arată că formulele teoretice trebuie modificate prin înlocuirea inducţiei electrice  D  cu polarizaţia (electrică)  P . Mărimea acestui curent este însă absolut neglijabilă în orice aplicaţie uzuală;  chiar la frecvenţe foarte înalte şi la viteze oricât de mari realizabile, ecuaţiile sistemului legilor electrotehnicii pot fi considerate aplicabile. De altfel, această neconcordanţă singulară între teorie şi experiment este înlăturată în formularea relativistă (restrânsă) a teoriei fenomenelor electromagnetice. 


(4)  Legile sistemului teoriei macroscopice ale fenomenelor electromagnetice sunt aproape independente logic: aproape nici o lege a sistemului nu poate fi dedusă drept consecinţă a alteia sau altor legi ale sale. De fapt, însă, aşa cum va fi analizat mai jos, unele legi admit formulări mai generale (legea fluxului magnetic, în relaţie cu legea inducţiei electromagnetice) iar altele sunt legate între ele (legile circuitului magnetic, fluxului electric şi conservării sarcinii electrice). 


Fie considerată forma locală, în domenii de regularitate în medii imobile, a legii inducţiei electromagnetice, 
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aplicând operatorul divergenţă acestei relaţii se deduce, succesiv, 
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Este atunci suficient să se enunţe forma locală a legii fluxului magnetic postulând doar caracterul solenoidal al inducţiei magnetice la un moment dat, 
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pentru ca, în conformitate cu legea inducţiei electromagnetice, această afirmaţie sa fie valabilă în orice moment, 
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Similar, fie considerată forma locală, în domenii de regularitate în medii imobile, a legii circuitului magnetic, 
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aplicând operatorul divergenţă acestei relaţii se deduce, succesiv, 
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De aici, admiţând valabilitatea legii fluxului electric (în forma locală pentru domenii de regularitate) 
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se obţine 
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relaţia de conservare a sarcinii electrice (în formă locală) se reduce la o teoremă de conservare a sarcinii electrice. Se poate proceda însă şi invers: admiţând valabilitatea legii conservării sarcinii electrice (în forma locală pentru domenii de regularitate), 
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din anularea divergenţei curentului electic total se obţine 
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admiţând – suplimentar – o valoare nulă a constantei de mai sus, la un moment dat, legea lui Gauss se deduce ca o teoremă a fluxului electric. 


Consideraţiile anterioare pot fi aplicate şi formelor integrale ale legilor implicate. Fie considerată forma integrală a legii inducţiei electromagnetice, 
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şi fie suprafaţa  S(  considerată o parte a unei suprafeţe închise  ( , cu normala exterioară  n ; trecând la limită în această relaţie atunci când conturul  ( ( (  se restrânge către un punct  M ( (  \ S(  , iar  S( ( (  (fig.13.46), se obţine 
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Este atunci suficient să se enunţe forma integrală a legii fluxului magnetic postulând doar anularea fluxului magnetic prin orice suprafaţă închisă la un moment dat, 
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pentru ca, în conformitate cu legea inducţiei electromagnetice, această afirmaţie sa fie valabilă în orice moment, 
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 Fig.13.46. 




  Fig.13.47. 


Similar, fie considerată forma integrală a legii circuitului magnetic, 
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şi fie suprafaţa  S(  considerată o parte a unei suprafeţe închise  ( , cu normala exterioară  n ; trecând la limită în această relaţie atunci când conturul  ( ( (  se restrânge către un punct  M ( (  \ S(  , iar  S( ( (  (fig.13.47), se obţine 
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De aici, admiţând valabilitatea legii fluxului electric, 
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se obţine 
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relaţia de conservare a sarcinii electrice (în formă integrală) se reduce la o teoremă de conservare a sarcinii electrice. Se poate proceda însă şi invers: admiţând valabilitatea legii conservării sarcinii electrice (în forma integrală), 


[image: image473.wmf]S

S

D

q

dt

d

i

-

=

   , 

din anularea curentului electric total prin suprafaţa închisă se obţine 
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admiţând – suplimentar – o valoare nulă a constantei de mai sus, la un moment dat, legea lui Gauss se deduce ca o teoremă a fluxului electric. 


Egala îndreptăţire a unuia sau altuia din raţionamentele anterioare este motivul pentru care s-a preferat ca în expunerea legilor electrotehnicii să fie prezentate, în rând cu celelalte, atât legea fluxului electric cât şi legea conservării sarcinii electrice. 

         13.15. Unicitatea şi superpoziţia soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic 

Consideraţiile generale prezentate mai sus asupra sistemului legilor electrotehnicii pot fi completate cu unele aspecte calitative privind soluţia ecuaţiilor teoriei macro-scopice a câmpului electromagnetic. 


Fie considerat cazul (suficient de general al) unui domeniu  D( , bordat de suprafaţa închisă  ( , ocupat de medii liniare isotrope imobile; structura şi evoluţia câmpului electromagnetic din acest domeniu sunt descrise de ecuaţiile lui Maxwell – formele locale pentru domenii de regularitate ale legilor electrotehnicii – şi de ecuaţiile constitutive asociate, 
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  este o partiţie a domeniului  D( . Folosind şi forma locală a legii transferului de putere asociat conducţiei electrice, 
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pot fi deduse consecinţe integrale pătratice ale ecuaţiilor macroscopice ale câmpului electromagnetic.  


Punctul de plecare este evaluarea integralei densităţii (volumice) de putere electromagnetică transmisă de câmp substanţei, asociat conducţiei electrice, 
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ţinând seama de relaţiile implicate de ecuaţiile lui Maxwell. Exprimând, succesiv, densitatea de curent din ecuaţia lui Ampère, observând că 
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apoi luând în considerare ecuaţia lui Faraday ca şi formula lui Gauss, iar în final ţinând seama şi de ecuaţiile constitutive electrică şi magnetică, se calculează 
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aceasta este o primă consecinţă integrală a ecuaţiilor lui Maxwell. 


Pe de altă parte, luând în considerare legea constitutivă a conducţiei electrice, se evaluează aceeaşi integrală, obţinând 
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Egalarea celor două evaluări şi reordonarea termenilor duce la o a doua consecinţă integrală pătratică a ecuaţiilor lui Maxwell, 
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care poate fi folosită pentru a demonstra lema repausului electromagnetic: Dacă, în intervalul temporal de studiu  [0,T]  al câmpului electromagnetic, mărimile permanente şi cele imprimate sunt nule în domeniul  D( , 


Pp = 0   ,   Mp = 0  în  D(    şi    Ei = 0  în  DE   ,   Ji = 0  în  DJ   ,   t ( [0,T]   , 

iar pe suprafaţa  (  este nulă fie componenta tangenţială a intensităţii câmpului electric, fie componenta tangenţială a intensităţii câmpului magnetic, 


Et = 0  pe  SE   ,   Ht = 0  pe  SH   ,   t ( [0,T]  , unde  SE ( SH = (  ,  SE ( SH = (  , 

şi dacă, în momentul iniţial  t = 0  al intervalului temporal de studiu al câmpului electro-magnetic, intensitatea câmpului electric şi intensitatea câmpului magnetic sunt nule în domeniul D( , 


E(r,0) = 0   ,   H(r,0) = 0     în  D(   , 

atunci câmpul electromagnetic este identic nul în domeniul  D(  şi în intervalul temporal de studiu  [0,T]  al câmpului electromagnetic, 

E(r,t) ( 0   ,   D(r,t) ( 0   ,   H(r,t) ( 0   ,   B(r,t) ( 0      ,      r ( D(   ,   t ( [0,T]   . 


Demonstraţia porneşte de la observaţia că, în conformitate cu prima ipoteză a enunţului, integralele de volum din membrului drept al relaţiei anterioare sunt nule, iar, deoarece
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în conformitate cu a doua ipoteză a enunţului, şi ultima integrală din membrul drept este nulă. Anularea în consecinţă şi a membrului stâng al relaţiei anterioare implică 
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deoarece integralele din membrul drept de aici sunt nenegative, 
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Rezultă că funcţia din membrul stâng al ultimei relaţii este necrescătoare, 
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şi mai mult, în virtutea celei de a treia ipoteze a enunţului, este nepozitivă,   
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Pe de altă parte, însă, ultima integrală este nenegativă, 
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ultimele două inegalităţi pot fi satisfăcute numai dacă 
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Acum, deoarece integranzii de mai sus sunt pozitiv definiţi, 
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rezultă că anularea integralelor are loc numai dacă integranzii sunt identic nuli. Aceasta înseamnă că, în condiţiile lemei, 
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Ţinând seama, în fine, de ecuaţiile constitutive electrică şi magnetică în condiţiile primei ipoteze a enunţului  (Pp = 0 , Mp = 0 ), rezultă că şi 
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ceea ce demonstrează lema. 


Teorema de unicitate a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic afirmă că soluţia ecuaţiilor câmpului electromagnetic într-un domeniu  D( , ocupat de medii liniare isotrope imobile, şi într-un interval temporal  t ( [0,T] , este unic determinată dacă sunt date: 

 condiţiile de surse  CS  :
Pp(r,t)  ,  Mp(r,t)   ,   r ( D(  ,  t ( [0,T]   , 





Ei(r,t)  ,  r ( DE   ,   Ji(r,t)  ,  r ( DJ  ,   t ( [0,T]   ; 

 condiţiile de frontieră  C(  :
Et(r,t)  ,  r ( SE   ,   Ht(r,t)  ,  r ( SH  ,   t ( [0,T]   ; 

 condiţiile iniţiale  C0  :
E(r,0)   ,   H(r,0)  ,  r ( D(  ,   t = 0   . 


Demonstraţia procedează prin reducere la absurd: fie presupus că, în aceleaşi condiţii de unicitate,  Pp = P , Mp = M , Ei = E , Ji = J ; Et = e , Ht = h ; E(r,0) = e , H(r,0) = h , sistemul de ecuaţii ale câmpului electromagnetic nu ar avea soluţie unică, ci ar avea măcar două soluţii diferite, 

{ E' , D' , H' , B' } ( { E" , D" , H" , B" }   . 

Aceste soluţii diferite ar satisface, separat, aceleaşi ecuaţii, în aceleaşi condiţii de unicitate, 
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În virtutea liniarităţii ecuaţiilor, prin scăderea ecuaţiilor de pe aceeaşi linie între cele două coloane, se obţine că soluţia diferenţă, 


{ Ed , Dd , Hd , Bd } = { E' – E" , D' – D" , H' – H" , B' – B" }   , 

satisface ecuaţiile 
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Condiţiile determinării soluţiei diferenţă, însă, satisfac exact condiţiile lemei repausului electromagnetic; în consecinţă soluţia diferentă este identic nulă, adică în fapt cele două soluţii presupuse diferite în aceleaşi condiţii de unicitate coincid, 

{ E' , D' , H' , B' } ( { E" , D" , H" , B" }   . 

S-a ajuns, astfel, la o contradicţie, care arată că presupunerea iniţială – aceea că aceleaşi condiţii de unicitate ar duce la soluţii diferite – este falsă. În concluzie, condiţiile enumerate în enunţ asigură unicitatea soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic, şi teorema este demonstrată. 

O observaţie importantă este aceea că teorema de unicitate demonstrată mai sus rămâne valabilă şi în cazul unor medii liniare imobile anisotrope. Într-adevăr, în aceste condiţii, integranzii nenegativi 
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trebuie înlocuiţi respectiv prin integranzii 
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care, prin definiţie, sunt tot nenegativi – raţionamentele anterioare rămân atunci întru totul valabile. De asemenea, deşi demonstraţia este mult mai dificilă, teorema de unicitate enunţată rămâne valabilă şi în cazul unor medii isotrope imobile monoton neliniare (pentru care ecuaţiile constititive electrică, magnetică şi conductivă sunt reprezentate prin funcţii monoton crescătoare). 

În medii liniare, în virtutea liniarităţii ecuaţiilor câmpului eletromagnetic, folosind un raţionament similar celui anterior, este evident că sumei a două seturi de condiţii de unicitate îî corespund ecuaţii ce au ca soluţie suma soluţiilor seturilor de ecuaţii separate, corespunzând fiecăreia din condiţiile de unicitate iniţiale. Folosind aceeaşi liniaritate a ecuaţiilor câmpului electromagnetic, este evident că multiplicând cu aceeaşi constantă reală condiţiile de unicitate, soluţia ecuaţiilor cu aceste noi date este multiplul prin aceeaşi constantă a soluţiei originale. Aceste constatări permit să se enunţe teorema de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor câmpului electromagnetic în medii liniare imobile: pentru o aceeaşi partiţie  { DE , DJ }  a domeniului  D(  şi aceaşi partiţie  { SE , SH }  a suprafeţei  ( , o combinaţie liniară de seturi de condiţii de unicitate determină univoc drept soluţie aceeaşi combinaţie liniară a soluţiilor corespunzătoare, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte,  
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Trebuie accentuat, încă odată, asupra faptului că o asemenea teoremă de superpoziţie ca cea enunţată este valabilă numai în medii liniare. 

13.16.   Unităţi de măsură în electrotehnică 

Măsurarea mărimilor electromagnetice poate fi efectuată în cadrul unor sisteme diverse de unităţi de măsură, cum ar fi:  CGS electrostatic, CGS magnetic, CGS Gauss, MKSA, fiecare din acestea în variantă raţionalizată ori neraţionalizată. Mai mult, în funcţie de aplicaţie, uneori mai sunt folosite sisteme de unităţi cu totul artificiale, cum ar fi, de exemplu, sistemul de unităţi în care viteza luminii în vid este considerată unitară adimensională. Sistemul de unităţi de măsură legal acceptat, care va fi prezentat mai jos în ceea ce priveşte mărimile electromagnetice, este sistemul internaţional (S.I.), derivat din sistemul MKSA raţionalizat. 


Ca şi celelalte sisteme de unităţi de măsură amintite, sistemul internaţional este un sistem coerent de unităţi de măsură, în sensul că unităţile de măsură ale diferitelor mărimi satisfac aceleaşi relaţii ca şi mărimile fizice pe care le măsoară. De exemplu, măsurând distanţa  (x  în metri iar durata  (t  în secunde, unitatea de măsură a vitezei, coerentă cu acestea, este definită, în termenii acestor două unităţi deja adoptate, prin aceeaşi relaţie ca cea care defineşte viteza în termenii distanţei parcurse şi a duratei parcursului, 



[image: image538.wmf]s

m

1

s

1

m

1

=

=

=

Þ

=

t

x

v

t

x

v

D

D

D

D

      

      

   . 

Desigur, pot fi folosite pentru viteză şi alte unităţi – cum ar fi  ( v ( = 1 Km / h – dar atunci trebuie ţinut seama de factori de transformare adecvaţi în operarea cu distanţe, durate şi viteze. Operarea în cadrul unui sistem coerent de unităţi permite efectuarea raţiona-mentelor teoretice sau a calculelor fără precauţiuni speciale asupra unităţilor de măsură, deoarece folosirea pentru date a unităţilor sistemului coerent asigură automat exprimarea rezultatelor în unităţile de măsură corespunzătoare ale aceluiaşi sistem coerent de unităţi de măsură. 


 În cadrul unui sistem coerent, unităţile de măsură pot fi definite prin relaţii matematice (aceleaşi ca cele satisfăcute de mărimile măsurate) în termenii unor unităţi de măsură definite în prealabil. Asemenea unităţi (şi mărimile măsurate de ele) se numesc secundare. Este evident că procedând astfel se ajunge la un punct în care anumite unităţi de măsură nu mai pot fi introduse prin relaţii de definiţie ci trebuie recurs la indicarea unui procedeu experimental care să permită realizarea unui etalon fizic reproductibil al acelor unităţi. Asemenea unităţi (şi mărimile măsurate de ele) se numesc fundamentale. 


Sistemul internaţional (S.I.) de unităţi de măsură este construit pe baza următoarelor unităţi (şi mărimi) fundamentale: metrul (lungime/distanţă), kilogram (masă), secundă (timp/durată), amper (intensitatea curentului electric de conducţie), grad Kelvin (temperatură), candelă (intensitate luminoasă).  


Unitatea de măsură fundamentală în electromagnetism este amperul – unitatea de măsură a intensităţii curentului electric de conducţie. Etalonul este definit prin procedura experimentală care îl pune în evidenţă, bazată pe formula lui Ampère, a forţei electro-dinamice dintre două conductoare filiforme rectilinii paralele infinit lungi (ca în fig.12.1). Această forţă (de atracţie când curenţii sunt în acelaşi sens şi de respingere când curenţii sunt în sensuri contrarii) între conductoarele infinite plasate la distanţa  d  este, desigur infinită; formula lui Ampère se referă la forţa ce acţionează asupra unei lungimi  l  finite a fiecărui conductor, 
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În conformitate cu această formulă, un amper este intensitatea curentului electric de conducţie care, dacă ar circula prin fiecare din două conductoare filiforme rectilinii paralele infinite, plasate în vid  ( ( = (0 ) , la distanţa  d = 1 m  unul de altul, ar determina exercitarea între ele a unei forţe electrodinamice egală cu 
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Folosind acum relaţiile exprimate de legi sau teoreme, ori chiar relaţii de definiţie, sunt definite unităţile de măsură ale celorlaltor mărimi electromagnetice, primitive sau derivate, introduse până aici. În particular se ţine seama de faptul că, dacă două mărimi apar aditiv într-o relaţie, atunci ele au aceeaşi unitate de măsură. 
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Alte unităţi de măsură, ale unor mărimi electromagnetice definite adiţional pentru descrierea unor situaţii particulare, pot fi introduse folosind o procedură asemănătoare. 
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