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9.  CIRCUITE  ÎN  REGIM  STAŢIONAR 
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9.  CIRCUITE  ÎN  REGIM  STAŢIONAR 


9.1.  Structură  şi  relaţii  fundamentale 


1.  Un circuit în regim staţionar este un set de elemente de circuit interconectate, care funcţionează în regim staţionar: toate mărimile sunt invariante în timp. Structura unui circuit în regim staţionar este dedusă în virtutea acestor condiţii. 


Condiţia invarianţei în timp a mărimilor implică anularea tensiunilor la bornele bobinelor şi a curenţilor prin condensatoare, 
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Deoarece pentru orice curent tensiunea electrică la bornele unei bobine ideale (fără putere disipată, deci cu conductor de rezistenta nulă) este nulă, în regim staţionar o bobină ideală este echivalentă unui scurtcircuit, iar prezenţa acesteia în circuit poate fi ignorată. Similar, deoarece pentru orice tensiune la borne curentul electric prin orice condensator ideal (cu izolant perfect între armături) este nul, în regim staţionar un condensator ideal este echivalent cu o întrerupere, iar prezenţa acestuia în circuit poate fi ignorată. 


În concluzie, un circuit în regim staţionar este redus la un ansamblu de rezistoare ideale şi de generatoare ideale de tensiune şi de curent interconectate, funcţionând în regim staţionar, adică parcurse de curenţi invarianţi în timp. Acesta este motivul pentru care asemenea circuite mai sunt numite  circuite  de  curent  continuu. 


Starea unui circuit de curent continuu este definită de setul de mărimi de stare ce caracterizează starea fiecărui element component. Deoarece tensiunile electromotoare  Em ale generatoarelor ideale de tensiune prezente sunt considerate date, pentru fiecare din acestea trebuie determinată intensitatea curentului electric  Im  ce îl parcurge. Similar, deoarece curenţii generaţi  An  ai generatoarelor ideale de curent prezente sunt considerate date, pentru fiecare dintre acestea trebuie determinată tensiunea electrică  Un  la borne. În fine, pentru fiecare rezistor ideal sunt de determinat intensitatea curentului electric prin şi tensiunea electrică între borne. Totuşi, deoarece ecuaţia de stare a unui rezistor leagă aceste două variabile, rămâne de determinat câte o singură mărime electrică – fie curentul  Ik , fie tensiunea  Uk  – pentru fiecare rezistor din circuit. Ecuaţiile care permit calcularea acestor mărimi de stare ale unui circuit de curent continuu sunt date de teoremele lui Kirchhoff pentru circuite de curent continuu. 


2.  Teorema lui Kirchhoff pentru curenţi se referă la un  nod  al circuitului, adică la un punct de ramificaţie a conductoarelor (presupuse filforme ale) circuitului. Un nod   a  al circuitului de curent continuu poate fi inclus într-o suprafaţă închisă  (  intersectată de conductoarele conectate la nod (fig. 9.1). 


Fie considerată legea conservării sarcinii electrice cu referire la această suprafaţă închisă  ( , 
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În membrul drept, derivata în raport cu timpul a sarcinii electrice interioară suprafeţei  (  este identic nulă, astfel încât rezultă imediat anularea intensităţii curentului electric total ce străbate suprafaţa, 
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Pe de altă parte, intensitatea curentului electric total ce străbate suprafaţa închisă  (  este suma (algebrică a) intensităţilor curenţilor electrici prin conductoarele conectate la nodul  a  considerat, 
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Compararea ultimelor două relaţii exprimă chiar teorema lui Kirchhoff pentru curenţi, 
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suma (algebrică a) intensităţilor curenţilor electrici ce concură într-un nod este nulă. Sensul de referinţă al curenţilor poate fi considerat, de pildă, cel de ieşire din nod, ca la legea conservării sarcinii electrice. 
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   Fig. 9.1. 




       Fig. 9.2. 


Teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni se referă la o buclă a (un ochi al) circuitului, adică la o succesiune închisă de laturi, care formează un contur. Fie considerată o buclă  p  într-un circuit de curent continuu, ca în fig. 9.2, şi fie conturul  (  asociat buclei trasat de-a lungul tensiunilor (succesive) la bornele laturilor buclei. Legea inducţiei electromagnetice aplicată acestui contur  ( , 
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duce, în condiţiei invarianţei în timp a mărimilor,  ( 
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Pe de altă parte, 
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este chiar suma algebrică a tensiunilor (constante) la bornele laturilor din bucla  p considerată. În final rezultă că această sumă a tensiunilor din bucla considerată este nulă, 
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suma (algebrică a) tensiunilor la bornele laturilor dintr-o buclă de circuit este nulă. De altfel, urmând o procedură similară, se obţine o afirmaţie similară pentru tensiunile la bornele elementelor dintr-o buclă a circuitului: 
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suma (algebrică a) tensiunilor la bornele elementelor dintr-o buclă de circuit este nulă. 


Setul de ecuaţii furnizate de teoremele lui Kirchhoff trebuie completat cu relaţii dintre variabilele  Ik  şi  Ubk  care apar în cele două tipuri de ecuaţii – aceste adevărate ecuaţii constitutive ale laturilor sunt date de  teorema lui Joubert pentru circuite de curent continuu. 
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   Fig. 9.3. 


Fie considerat cel mai general tip de latură a unui circuit de curent continuu, aceea care conţine un rezistor ideal, un generator ideal de tensiune şi un generator ideal de curent (fig. 9.3). Reuniunea liniilor tensiunilor la bornele acestor elemente împreună cu linia tensiunii la bornele laturii  k  reprezintă un contur  ( , pentru care se poate  face apel la  precedenta  teoremă a lui 

Kirchhoff pentru tensiuni. Notând prin  Uk  tensiunea la bornele eventualului generator ideal de curent din latura  k  şi considerând un acelaşi sens de referinţă pentru toate tensiunile care apar, se obţine relaţia 
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care, în final, duce la teorma lui Joubert pentru circuite cu condensatoare, 
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Substituţia în teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni a expresiei obţinute mai sus pentru tensiunea la bornele unei laturi, 
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urmată de simpla transferare a tensiunilor electromotoare înmembrul drept al relaţiei, duce la forma extinsă a teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni, 
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suma (algebrică a) tensiunilor la bornele elementelor dintr-o buclă de circuit este egală cu suma (algebrică a) tensiunilor electromotoare din aceeaşi buclă. 


În particular, punând în evidenţa ecuaţia constitutivă a rezistorului ideal din latura considerată, 
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forma extinsă a teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni se scrie în mod curent sub forma 
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O consecinţă importantă a teoremelor lui Kirchhoff este reprezentată de ansamblul condiţiilor structurale pentru un  circuit consistent construit. 


Într-un circuit consistent construit nu este admisă nici o buclă constituită numai din laturi conţinând exclusiv câte un generator ideal de tensiune. Într-adevăr, într-o asemenea situaţie teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni  
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 , ceea ce ar putea fi neadevărat la o alegere întâmplătoare a tensiunilor electromotoare implicate sau, chiar dacă ecuaţia ar fi verificată, ar fi lăsat nedeterminat curentul ce s-ar închide prin laturile buclei. În particular, este inadmisibilă conectarea în paralel a două generatoare ideale de tensiune ori scurtcircuitarea unui generator ideal de tensiune. 


Într-un circuit consistent construit nu este admis nici un nod în care să concure numai laturi conţinând exclusiv câte un generator ideal de curent. Într-adevăr, într-o asemenea situaţie teorema lui Kirchhoff pentru curenţi  
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 , ceea ce ar putea fi neadevărat la o alegere întâmplătoare a curenţilor generaţi implicaţi sau, chiar dacă ecuaţia ar fi verificată, ar fi lăsat nedeterminat potenţialul nodului în chestiune. În particular, este inadmisibilă conectarea în serie a două generatoare ideale de curent ori lăsarea în gol a unui generator ideal de curent. 


3. Funcţionarea unui circuit de curent continuu presupune interacţiunea electrică între elementele de circuit interconectate. Această interacţiune depinde de modul de interconectare al elementelor care este descris ca topologie a circuitului. Este aici utilă o scurtă tratare a elementelor topologice ale unui circuit electric (ale unei reţele electrice). 


Un  nod  este, cum s-a amintit deja, un punct de ramificaţie a conductoarelor (filiforme) din circuit. O  latură  este, evident, o succesiune de elemente de circuit interconectate succesiv într-o porţiune neramificată de circuit. În fine, o  buclă  (un  ochi) este o succesiune închisă de laturi care se constituie într-un contur, după cum este ilustrat în fig. 9.4. 
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    Fig. 9.4. 


Când  o latură  conţine  mai multe  elemente de circuit înseriate, pot fi considerate 
ca noduri şi punctele de conexiune între bornele unor elemente succesive ale laturii: numărul de noduri şi laturi dintr-un circuit este astfel – până la un punct – arbitrar. La fel, dacă aceeaşi succesiune închisă de laturi este parcursă de un număr diferit de ori, se obţin bucle diferite – numărul de bucle posibile dintr-un circuit este de asemenea arbitrar. Este util să se menţină la un minim necesar şi suficient numărul elementelor topologice care caracterizează un circuit (reţea) electric(ă). Abordarea uzuală consideră noduri doar în punctele de ramificaţie efectivă a conductoarelor circuitului, iar fiecare succesiune închisă de laturi este considerată o buclă pentru o singură parcurgere. În plus, însă, se poate constata că nu toate buclele identificabile într-un circuit sunt necesare pentru a-I caracteriza interconexiunile – este suficientă considerarea numaia aşa numitelor bucle fundamentale. Sistemul de bucle fundamentale este caracterizat prin aceea că ele sunt două câte două independente (adică diferă cel puţin printr-o latură) şi că acoperă întreg circuitul (adică orice latură a circuitului aparţine cel puţin unei bucle fundamentale). 


Fie  N  numărul de noduri iar  L  numărul de laturi dintr-un circuit (o reţea). Numărul  B  de bucle fundamentale este acelaşi indiferent de alegerea acestora şi este dat de teorema lui Euler: 
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Numărul de ecuaţii independente asociate teoremelor lui Kirchhoff este uşor de stabilit pentru un circuit de curent continuu izolat (un circuit care nu este conectat cu alte circuite). 


Teorema lui Kirchhoff pentru curenţi este echivalentă cu impunerea invarianţei în timp a sacinii pentru fiecare nod din circuit; deaceea, dacă această invarianţă este impusă pentru  N–1  noduri, ea rezultă automat pentru al  N–lea nod. Într-adevăr, sarcina electrică asociată celui de al N–lea nod ar putea varia numai modificând sarcini asociate altor noduri din circuit, ceea ce e presupus interzis de satisfacerea teoremei lui Kirchhoff pentru curenţi pentru acestea. Este deci de reţinut că, pentru un circuit de curent continuu izolat cu  N  noduri, numărul de ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru curenţi independente este  N–1. 


Similar, teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni este suficient să fie aplicată buclelor fundamentale, deoarece astfel tensiunea la bornele fiecărei laturi se regăseşte cel puţin într-o ecuaţie de acest tip. Este atunci de reţinut că, pentru un circuit de curent continuu izolat cu  B  bucle fundamentale, numărul de ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru tensiuni independente este   B = L–N–1.


Rezultă astfel, în total, un număr de 
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pentru un circuit de curent continuu izolat. 


Într-o formulare standard, un circuit de curent continuu este dat prin specificarea topologiei sale (a modului de interconectare a elementelor componente) şi a valorilor caracteristice fiecărui element: tensiunea electromotoare  Ek  a fiecărui generator ideal de tensiune, curentul generat  Ak  al fiecărui generator ideal de curent şi rezistenţa  Rk  a fiecărui rezistor ideal (sau relaţia  Uk–Ik  a fiecărui rezistor ideal nelinear). Numărul de mărimi de stare de determinat, câte una pentru fiecare element de circuit, este evident mai mare decât numărul de laturi, adică decât numărul de ecuaţii ale lui Kirchhoff independente ce pot fi formulate. Numărul de mărimi necunoscute ce trebuie determinate poate fi însă redus, deoarece intensitatea curentului electric este aceeaşi prin toate elementele de circuit conectate în serie într-o aceeaşi latură. În formularea standard expusă, mărimile necunoscute este atunci câte o necunoscută pentru fiecare latură: intensitatea curentului prin fiecare latură fără generator ideal de curent şi tensiunea la bornele fiecărui generator ideal de curent. Cum într-o latura ori există ori nu există un generator ideal de curent, astfel încât numărul de necunoscute standard este egal cu numărul de laturi ale circuitului, adică este egal cu numărul de ecuaţii independente, sistemul acestor ecuaţii poate fi un sistem determinat. 


4.  Trebuie luat în considerare şi cazul unui circuit de curent continuu care conţine mai multe părţi – numite subreţele – fără legătură conductivă între ele. Posibilitatea existenţei unor asemenea circuite neconexe este asigurată de faptul că în modelele generatoarelor controlate (secţiunea 7.2) nu există legătură conductivă între poarta (portul) de intrare şi poarta (portul) de ieşire. 


Fie considerat un circuit de curent continuu neconex cu  R  subreţele. Pentru fiecare subreţea  r  (r = 1,…,R)  pot fi scrise  Nr–1  ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru curenţi şi  Br = Lr–Nr+1  ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru tensiuni. Pentru întreg circuitul cu  N  noduri pot fi atunci formulate 
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ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru curenţi şi 



[image: image30.wmf](

)

R

N

L

R

L

L

N

L

R

r

r

R

r

r

R

r

r

r

+

-

=

+

-

=

+

-

å

å

å

=

=

=

1

1

1

1

 

acuaţii ale lui Kirchhoff pentru tensiuni, astfel încât numărul total de ecuaţii ce pot fi formulate pentru întreg circuitul este tot 
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Un caz important de considerat este cel al unui  circuit neizolat, care este conectat conductiv cu exteriorul prin  conductoare (filiforme) de acces  ce leagă câte un nod al circuitului cu exteriorul. Fiind alcătuit din mai multe elemente ideale de circuit interconectate, un circuit neizolat este el însuşi un element de circuit. La mărimile de stare interioare ale unui asemenea circuit neizolat trebuie adăugate mărimile care îi caracterizează interacţiunea, anume intensităţile curenţilor electrici prin cele  A  borne (noduri) de acces şi potenţialele electrice ale acestor borne, în total  2A  mărimi de stare. De fapt, însă, teorema de completitudine a curenţilor prin bornele unui element de circuit (secţiunea 7.1) asigură o relaţie între aceşti curenţi, 
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iar cele  A  potenţiale ale bornelor (nodurilor) de acces pot fi înlocuite cu  A–1  tensiuni ale bornelor în raport cu o a  N–a  considerată drept referinţă a potenţialului. În acest fel rămân de fapt a fi luate în consideraţie numai  2(A–1)  mărimi de stare asociate bornelor de acces. 


Într-o formulare standard, sunt presupuse date, precizate, câte o mărime de stare pentru fiecare bornă de acces: fie curentul injectat prin bornă, în care caz aceasta este denumită bornă de injecţie, fie potenţialul ataşat bornei, în care caz aceasta este denumită bornă de ataşare. În virtutea raţionamentului anterior, pentru un circuit de curent continuu neizolat sunt atunci de determinat  A  mărimi de stare suplimentare asociate bornelor de acces (sau  A–1  mărimi de stare suplimentare în varianta redusă). 


O abordare care evită aceste consideraţii este aceea bazată pe teorema de echivalenţă a condiţiilor la borne: un circuit neizolat este echivalent cu un circuit izolat în care fiecare bornă este conectată la un nod suplimentar de referinţă (de potenţial nul) printr-un generator ideal corespunzător condiţiei la borne date pentru acea bornă – un generator ideal de tensiune cu tensiune electromotoare egală potenţialului bornei de ataşare sau un generator ideal de curent cu curent generat egal cu curentul bornei de injecţie (fig. 9.5). Trebuie subliniat faptul că această teoremă este valabilă nu numai pentru circuitele funcţionând în regim staţionar, ci  în orice regim. 
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   Fig. 9.5. 


Demonstraţia teoremei este imediată. Într-o bornă de injecţie  (a)  teorema lui Kirchhoff pentru curenţi, care ar putea fi afectată de modificare, nu se schimbă deoarece curentul de injecţie  ia  este pur şi simplu înlocuit prin curentul generat al generatorului ideal de curent echivalent, egal celui injectat (fig. 9.6). Similar, în fapt nu se modifică nici teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni, care ar putea fi afectată pentru o bornă de ataşare  (b)  prin care trece o buclă  (q) : diferenţa potenţialelor bornei implicate şi celei de referinţă,  vb – v0 , este pur şi simplu înlocuită prin tensiunea electromotoare a genera-torului ideal de tensiune echivalent, egală cu această diferenţă (fig. 9.6). 
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   Fig. 9.6. 


Prin aplicarea teoremei de echivalenţă a condiţiilor la borne, un circuit neizolat cu  L  laturi şi  N  noduri, dintre care  A  noduri (borne) de acces, este înlocuit printr-un circuit izolat cu  L+A  laturi şi  N+1  noduri, în care numărul de mărimi de stare de determinat este  L (pentru circuitul iniţial) + A (pentru borne) . Pot fi formulate  N  ecuaţii (independente) ale lui Kirchhoff pentru curenţi şi  (L+A)–(N+1)+1 = L+A–N  ecuaţii (independente) ale lui Kirchhoff pentru tensiuni, adică un total de 



[image: image35.wmf](

)

A

L

N

A

L

N

E

+

=

-

+

+

=

   ecuaţii independente  , 

ceea ce asigură posibilitatea unui sistem de ecuaţii determinat. 


Este evident că raţionamentul de mai sus rămâne valabil şi în cazul unui circuit neizolat şi neconex – numărul de ecuaţii independente pentru fiecare subreţea în principiu neizolată este  Lr+Ar  iar totalul lor este cel de mai sus, egal cu numărul mărimilor de stare de determinat. 


5. O consecinţă pătratică foarte importantă a teoremelor lui Kirchhoff admite o interpretare energetică foarte utilă, ca  teorema conservării puterii  în circuite de curent continuu. 


Fie considerat un circuit de curent continuu neizolat, având drept mărimi la bornele (nodurile) de acces curenţii electrici de acces  Ia  (cu sensul de intrare în nod) şi potenţialele electrice ale bornelor de acces  Vb . Fie folosite notaţiile  Ik  pentru curenţii electrici prin laturile interioare ale circuitului şi  Ubk  pentru tensiunile electrice la bornele acestor laturi interioare. 


Teorema lui Kirchhoff pentru curenţi pentru cele  N  noduri ale circuitului este 



[image: image36.wmf](

)

0

=

+

-

å

Î

a

k

k

a

I

I

      ,      a = 1,...,N   . 

în raport cu sensul de referinţă de ieşire din nod, unde curentul de acces  Ia  este de fapt nenul numai în nodurile (bornele) de acces. Multiplicând fiecare din ecuaţiile lui Kirchhoff pentru curenţi cu potenţialul nodului la care se referă, şi adunând toate aceste produse, se obţine că 
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Suma dublă din membrul drept al ultimei relaţii poate fi rescrisă ca sumă simplă, pe laturile interioare  k = 1,..,L ,  dacă se observă că, deoarece fiecare latură interioară  k  este delimitată de două noduri, fiecare curent interior  Ik  apare numai de două ori: o dată cu semnul plus pentru nodul  p  din care iese (pleacă) curentul şi încă o dată cu semnul minus pentru nodul  s  în care intră (soseşte) acest curent (fig. 9.7), 
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Mai mult, încă, se observă că diferenţa potenţialelor nodului de plecare şi de sosire a curentului din latura  k  este exact tensiunea la bornele laturii considerate, asociată curentului după regula de la receptoare,  
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 , astfel încât se ajunge la o relaţie pătratică echivalentă cu aşa numita  teoremă a lui Tellegen,
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     Fig. 9.7. 




     Fig. 9.8. 


Fie acum reconsiderată teorema lui Joubert pentru latura cu cea mai generală constituenţă , în care sensurile tensiunilor la bornele generatoarelor ideale sunt asociate sensului curentului după  regula de la generatoare  (fig. 9.8), 
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Substituţia acestei expresii a tensiunii la bornele laturii în teorema lui Tellegen şi transferul termenilor referitori la generatoare în membrul stâng al egalităţii duce la 
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unde s-a ţinut seama de faptul că prezenţei unei tensiuni  Uk  la bornele unui eventual generator ideal de curent îi corespunde un curent egal chiar cu cel dgenerat de acest generator,  Ik = Ak . În fine, exprimând în modul uzual tensiunea la bornele rezistoarelor în termenii rezistenţelor acestora,  URk = RkIk , se obţine relaţia pătratică ce constituie  teorema conservării puterii în circuite de curent continuu, 
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Termenii din ultimele două sume sunt imediat interpretate drept puterea totală disipată de (consumată în) toate rezistoarele circuitului – în membrul drept – şi puterea totală generată de toate generatoarele din circuit – în membrul stâng. Prima sumă din membrul stâng, evident tot o putere, regăseşte suma asemănătoare care exprimă puterea electromagnetică (totală) primită pe la borne de un element de circuit – reprezentat aici de circuitul neizolat analizat (secţiunea 7.1). Se poate scrie, concis, 
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suma dintre puterea primită pe la borne şi puterea furnizată de generatoarele unui circuit de curent continuu este egală cu puterea disipată în rezistoarele aceluiaşi circuit. 


Trebuie remarcat că, în afara furnizării unor date referitoare la transferurile de putere asociate funcţionării unui circuit de curent continuu, teorema conservării puterii este utilă şi drept relaţie globală de verificare a corectitudinii soluţiei sistemului de ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru circuitul implicat. 


6. Mai jos este prezentat un exemplu simplu, care ilustrează procedura de rezolvare a unei probleme tipice asociată unui circuit de curent continuu (C.C.). Fie considerat circuitul din fig. 9.9, ale cărui elemente sunt caracterizate de următoarele date:  A1 = 6 A , E2 = 100 V , R2 = 5 ( , E3 = 30 V , R3 = 5 ( , R4 = 4 ( , R5 = 5 ( . Sunt de determinat mărimile necunoscute care caracterizează funcţionarea circuitului şi este cerută verificarea bilanţului puterilor asociate acestei funcţionări. 
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     Fig. 9.9. 




   Fig. 9.10. 


O primă etapă preliminară este cea de identificare, notare şi, cel mai important, fixare a sensurilor de referinţă ale mărimilor electrice din circuit. Sensurile de referinţă ale mărimilor necunoscute sunt alese arbitrar dar, odată alese, ele trebuie să rămână fixate, ca reprezentând ceea ce sunt – sensuri de referinţă. De asemenea, este utilă numărarea elementelor topologice ale circuitului (număr  N  de noduri şi  număr  L  de laturi) în funcţie de care se calculează numărul de ecuaţii independente necesare şi suficiente pentru rezolvarea circuitului:  N–1  ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru curenţi şi  L–N+1  ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru tensiuni. În particular, circuitul analizat pare să aibă  4  noduri şi  6  laturi. Totuşi, o examinare mai atentă a circuitului arată că aparenta latură verticală dintre cele două noduri din stânga (marcată cu linie groasă în figură), care nu include nici un generator şi nici un rezistor, este doar o modalitate convenabilă pentru o reprezentare grafică a circuitului ce utilizează numai linii verticale şi orizontale. De fapt, această latură aparentă este numai o reprezentare convenabilă a ceea ce ar putea fi numit un nod extins (fig. 9.10), şi trebuie tratată ca atare. Deoarece, astfel, circuitul conţine  3  noduri şi  5  laturi, se pot scrie  2 = 3–1  ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru curenţi şi  3 = 5–3+1  ecuaţii ale lui Kirchhoff pentru tensiuni. 
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       Fig. 9.11. 

Ecuaţiile lui Kirchhoff sunt (fig. 9.11):
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În situaţii ca cea discutată aici, este preferabil să se opereze direct cu valori numerice. Procedând astfel, explicitând curenţii necunoscuţi I2  and  I3  din primele două ecuaţii, şi înlocuindu-i în ecuaţiile rămase, se obţine 
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Rămâne astfel de rezolvate doar sistemul ultimelor două ecuaţii, care duce simplu la 
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de unde 
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Mărimile necunoscute rămase sunt uşor determinate drept 
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A treia etapă (nu întotdeauna cerută, dar demnă de consideraţie ca probă a corectitudinii rezultatelor) este verificarea bilanţului puterilor. Deoarece circuitul este izolat, puterea primită pe la borne este identic nulă, astfel încât ecuaţia conservării puterii este scrisă simplu ca 
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pentru sensurile de referinţă considerate. Calculul numeric ale celor doi membri duce la 
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Concluzia acestui calcul, 
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reprezintă verificarea bilanţului puterilor în circuit şi, de asemenea, dovada corectitudinii soluţiei obţinute. 


9.2.  Teoreme  asupra  circuitelor  de  curent  continuu 

1. O teoremă importantă referitoare la circuitele lineare este teorema superpoziţiei: starea  {Ik , Uk ; k = 1,...,L}  a unui circuit linear activ de curent continuu este superpoziţia (suma algebrică) a stărilor particulare 
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  ce corespund menţinerii, pe rând, a câte unui singur generator în circuit, în timp ce toate celelalte sunt pasivizate. Un generator pasivizat este un generator a cărui parte activă (tensiune electromotoare  E  sau curent generat  A)  este anulată, astfel încât rămâne a fi considerată doar rezistenţa (sau conductanţa) sa internă. Aceasta este echivalent cu a spune că a pasiviza un generator ideal înseamnă scurtcircuitarea unui generator ideal de tensiune sau înlocuirea printr-o întrerupere a unui generator ideal de curent (fig. 9.12). 

Într-o exprimare concisă, 


Fiecare  E(SYMBOL 97 \f "Symbol")  sau  A(SYMBOL 97 \f "Symbol")  SYMBOL 174 \f "Symbol"  
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SYMBOL 222 \f "Symbol"    toate  E(SYMBOL 97 \f "Symbol")  şi  A(SYMBOL 97 \f "Symbol")  SYMBOL 174 \f "Symbol"  
[image: image62.wmf](

)

(

)

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

=

=

å

å

a

a

a

a

k

k

k

k

U

U

I

I

 

 

,

   . 


 [image: image63.png]PASIVIZARE
E=0

PASIVIZARE
A=0

i3




 






  Fig. 9.12. 


Demostraţia este bazată pe folosirea regulii lui Cramer pentru rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice ale circuitului considerat: determinantul care apare la numărătorul soluţiei pentru fiecare  Ik  sau  Uk  este dezvoltat după coloana ce conţine sursele ca sumă de determinanţi în termenii fiecărei surse în parte. 


O formulare echivalentă a teoremei este exprimarea fiecărei mărimi electrice din circuit – curent sau tensiune în interiorul circuitului, curent injectat în sau potenţial ataşat la o bornă de acces – ca sumă de contribuţii provenind de la sursele din circuit – generatoare ideale de tensiune sau de curent interioare, curenţi injectaţi în sau potenţlale ataşate la borne de acces, 
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În relaţiile precedente  I  este mulţimea bornelor de injecţie iar  A  este mulţimea bornelor de ataşare. Coeficienţii ecuaţiilor sunt conductanţe/rezistenţe de transfer ca 
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ori factori de transfer în curent/tensiune cum ar fi 
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Un exemplu simplu este ilustrat în fig. 9.13, unde aplicarea teoremei superpoziţiei constă în a scrie că fiecare mărime electrică din circuitul complet este suma contribuţiilor determinate separat de fiecare sursă (ideală), când toate celelalte sunt pasivizate, 
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 Fig. 9.13. 


2.  Un grup de teoreme importante pentru studiul circuitelor de curent continuu îl  constituie teoremele de echivalenţă. Acestea sunt relaţii care care permit înlocuirea unei părţi de circuit cu alta mai simplă, în condiţii de compatibilitate adecvate, din care evidentă este condiţia ca părţile de circuit echivalente să aibă acelaşi număr de borne. 


Criteriul de echivalenţă (la borne) a două circuite de curent continuu este următorul: două circuite de curent continuu sunt echivalente dacă acelaşi set de tensiuni (potenţiale) electrice aplicate bornelor corespondente determină acelaşi set de curenţi electrici prin bornele corespondente şi reciproc (acelaşi set de curenţi electrici injectaţi în bornele corespondente determină acelaşi set de tensiuni electrice asociate bornelor corespondente), oricare ar fi un asemenea set de tensiuni sau curenţi electrici. 


Sunt considerate, mai întâi, teoreme de echivalenţă pentru circuite pasive, care includ numai rezistoare. 


Fie considerată o conexiune în serie a unui grup de  n  rezistoare (fig. 9.14); se urmăreşte determinarea valorii rezistenţei unui (unic) rezistor echivalent grupului de rezistoare înseriate. 


Acelaşi curent electric de intensitate  I  parcurge fiecare din rezistoarele conectate în serie, ca şi rezistorul echivalent; urmează astfel că 
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Teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni aplicată buclei formate din linia tensiunii totale  U  şi liniile succesive ale tensiunilor la bornele rezistoarelor conectate în serie duce la relaţia 


U1 +..+ Uk +..+ Un – U = 0      (       U = U1 +..+ Uk +..+ Un   . 

Se obţine astfel că, pentru a obţine aceeaşi intensitate a curentului electric prin circuitele echivalente la aceeaşi tensiune aplicată, este necesar ca 
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de unde se obţine o primă teoremă a resistanţei echivalente, 
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Trebuie observat că, deoarece suma din membrul drept conţine numai termeni pozitivi, rezistenţa echivalentă conectării în serie a mai multor rezistoare este mai mare decât fiecare rezistenţă din grup,  R SYMBOL 62 \f "Symbol" Rk . 
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 Fig. 9.14. 


Într-o conexiune serie de rezistoare, tensiunea electrică totală aplicată este distribuită – se spune divizată – pe rezistoarele conectate în serie. Raportul în care tensiunea totală aplicată grupului este divizată în tensiuni la bornele rezistoarelor individuale ale conexiunii în serie este dat de teorema divizorului (rezistiv) de tensiune. 


Din şirul de rapoarte egale de mai sus, ce exprimă curentul prin conexiune, şi din criteriul de echivalenţă rezultă imediat că 
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într-un divizor (rezistiv) de tensiune, tensiunea totală aplicată este distribuită pe fiecare rezistor înseriat direct proporţional cu rezistenţa acestuia. 


Fie acum considerată o conexiune în paralel a unui grup de  n  rezistoare (fig. 9.15), se urmăreşte determinarea valorii rezistenţei unui (unic) rezistor echivalent grupului de rezistoare conectate în paralel. 


Aceeaşi tensiune  U  este presupusă a fi aplicată atât grupului de  n  rezistoare conectate în paralel cât şi rezistorului echivalent; urmează că 
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Pe de altă parte, teorema lui Kirchhoff pentru curenţi aplicată uneia din bornele conexiunii în paralel, împreună cu condiţia de echivalenţă de impunere a unui acelaşi curent prin circuitele echivalente, duc la 


I1 +..+ Ik +..+ In – I = 0      (      I = I1 +..+ Ik +..+ In   .  

Se obţine astfel că, pentru a obţine aceeaşi tensiune electrică la bornele circuitelor echivalente la acelaşi curent electric injectat, este necesar ca 
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de unde rezultă o a doua teoremă a rezistenţei echivalente, 
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Trebuie observat că, deoarece suma din membrul drept conţine numai termeni pozitivi,  
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 , astfel încât rezistenţa echivalentă conectării în paralel a mai multor rezistoare este mai mică decât fiecare rezistenţă din grup,  R SYMBOL 60 \f "Symbol" Rk . 
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 Fig. 9.15. 


Într-o conexiune paralel de rezistoare, curentul electric total injectat este distribuit – se spune divizat – prin rezistoarele conectate în paralel. Raportul în care curentul total injectat în conexiune este divizat prin rezistoarelor individuale ale conexiunii în paralel este dat de teorema divizorului (rezistiv) de curent. 


Din şirul de egalităţi de mai sus, care exprimă tensiunea la bornele conexiunii, şi din criteriul de echivalenţă rezultă imediat că 
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într-un divizor (rezistiv) de curent, curentul total injectat este distribuit prin fiecare rezistor al conexiunii paralel invers proporţional cu rezistenţa acestuia. 


3.  În vederea simplificării studiului unui circuit pasiv oarecare este necesară (şi suficientă) considerarea, în plus, a conexiunilor a câte trei rezistoare cu trei borne accesibile – conexiunea în stea (Y) , în care fiecare rezistor este conectat între câte o bornă a conexiunii şi o bornă comună, inaccesibilă, şi conexiunea în triunghi (() , în care fiecare rezistor este conectat între câte două borne ale conexiunii (fig. 9.16).  Teorema de echivalenţă stea–triunghi  exprimă valorile rezistenţelor rezistoarelor  R12 , R23 , R31  din conexiunea în triunghi echivalentă unei conexiuni în stea a rezistoarelor de rezistenţe date  R1 , R2 , R3 , 
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invers,  teorema de echivalenţă triunghi–stea  exprimă valorile rezistenţelor rezistoarelor R1 , R2 , R3  din conexiunea în stea echivalentă conexiunii în triunghi a rezistoarelor de rezistenţe date  R12 , R23 , R31 , 
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     Fig. 9.16. 

Trebuie observat că, în fiecare din aceste teoreme, oricare din relaţiile de echivalenţă le poate genera pe celelalte prin permutarea ciclică a indicilor,  1 SYMBOL 174 \f "Symbol" 2 SYMBOL 174 \f "Symbol" 3 SYMBOL 174 \f "Symbol" 1 . Pentru demonstrarea acestor relaţii de echivalenţă trebuie folosite anumite seturi de tensiuni între borne sau de curenţi injectaţi în bornele corespondente ale celor două conexiuni, seturi care să permită reducerea situaţiei la cea a echivalenţei între circuite pasive cu numai două borne. 


Pentru început, fie aplicat celor două circuite setul de potenţiale  V3 = 0 , V1 = V2 = E  (fig. 9.17); acesta determină între borna 3 şi borna – acum comună – 12 a celor două circuite curenţii 
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     Fig. 9.17. 
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pentru conexiunea în stea (Y), respectiv 
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pentru conexiunea în triunghi ((). Criteriul de echivalenţă cere ca, în această situaţie, valorile acestor curenţi să fie egale, de unde rezultă relaţia 
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Având în vedere simetria topologiilor celor două conexiuni, prin permutări ciclice ale indicilor  (1 ( 2 ( 3 ( 1)  în aplicarea setului de potenţiale bornelor celor două circuite, sunt obţinute relaţii analoage, 



[image: image97.wmf]1

3

3

2

2

1

3

2

12

31

1

1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

+

+

+

=

+

      ,      
[image: image98.wmf]1

3

3

2

2

1

1

3

23

12

1

1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

+

+

+

=

+

   . 

Semisuma ecuaţiilor sistemului astfel obţinut este 
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din care, scăzând, pe rând, fiecare din ecuaţiile sistemului, se ajunge la relaţiile de echivalenţă căutate, 
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pentru echivalenţa stea ( triunghi. 


Fie acum injectat, în borne corespondente ale celor două circuite, setul de curenţi  I3 = 0  (deci borna  3  în gol, adică irelevantă), I1 = – I2 = A  (fig. 9.18); acesta determină între bornele 1 şi 2 – singurele active – tensiunile 


        [image: image103.png]e









     Fig. 9.18. 



[image: image104.wmf](

)

2

1

12

R

R

A

U

Y

+

×

=

   , 

pentru conexiunea stea (Y), respectiv 
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pentru  conexiunea  în  triunghi  (().  Criteriul de echivalenţă cere ca,  în această situaţie, 

valorile acestor tensiuni să fie egale, de unde rezultă relaţia 
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Având în vedere simetria topologiilor celor două conexiuni, prin permutări circulare ale indicilor  (1 ( 2 ( 3 ( 1)  în injectarea setului de curenţi prin bornele celor două circuite, sunt obţinute relaţii analoage, 
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Semisuma ecuaţiilor sistemului astfel obţinut este 
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din care, scăzând, pe rând, fiecare din ecuaţiile sistemului, se ajunge la relaţiile de echivalenţă căutate, 
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pentru echivalenţa triunghi ( stea.


Teoreme de echivalenţă încă mai generale – teoreme de echivalenţă stea–poligon – sunt   exprimate  mult   mai  complicat,  iar  utilitatea  lor  nu  este  atât  de   mare  încât 

să justifice tratarea acestora aici.


Pentru o conexiune în stea generală a unor rezistoare, cu un număr oarecare de braţe, este foarte util să fie considerată  teorema potenţialului punctului neutru (teorema lui Millman): potenţialul punctului neutru al unui grup de rezistoare conectate în stea este media ponderată a potenţialelor bornelor accesibile, ponderile fiind egale cu conduc-tanţele corespunzătoare acestor borne (fig. 9.19). Într-adevăr, fie setul de potenţiale  {V1 , V2 ,…, Vn }  aplicat setului de borne accesibile  {1,2,...,n} ; 
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         Fig. 9.19. 

curentul prin fiecare din braţele conexiunii în stea este  
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, unde a fost notat prin  V0  potenţialul punctului neutru, ce trebuie determinat. Aplicarea teoremei lui Kirchhoff pentru curenţi nodului reprezentat de punctul neutru,  I1 + I2 + … + In = 0  , şi înlocuirea expresiilor curenţilor, ca mai sus,  duce, succesiv, la relaţiile
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ultima exprimând chiar rezultatul dorit.


4.  Sunt apoi de considerat câteva teoreme de echivalenţă pentru circuite active, adică pentru circuite care includ şi generatoare pe lângă rezistoare. Echivalenţa este şi în acest caz considerată tot în raport cu bornele accesibile (în număr egal la circuitele echivalate), conform criteriului de echivalenţă enunţat anterior. 


Teoremele lui Vaschy afirmă invarianţa comportării unui circuit de curent continuu la includerea unor generatoare ideale într-o plasare adecvată. 
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           Fig. 9.20. 


O primă teoremă a lui Vaschy afirmă că regimul de curenţi şi de tensiuni dintr-un circuit de curent continuu rămâne nemodificat dacă în fiecare latură concurentă într-un nod se înseriază câte un generator ideal de tensiune cu aceeaşi tensiune electromotoare şi la fel orientată faţă de nod (fig. 9.20).  Într-adevăr,   ecuaţiile   lui  

Kirchhoff pentru curenţi rămân aceleaşi, iar dintre ecuaţiile lui Kirchhoff pentru tensiuni sunt modificate în membrul drept numai cele pentru buclele  (q)  care trec prin nodul în chestiune. Modificarea acestor ecuaţii este însă numai aparentă, deoarece în membrul drept apar suplimentar doi termeni,  +E  şi  –E , care se anulează. Ceea ce se schimbă este doar potenţialul nodului afectat de modificare – acesta creşte exact cu valoarea  E  a tensiunii electromotoare a generatorului ideal de tensiune inserat – fără însă a modifica în rest comportarea circuitului. 
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     Fig. 9.21. 


O a doua teoremă a lui Vaschy afirmă că regimul de curenţi şi de tensiuni dintr-un circuit de curent continuu rămâne nemodificat dacă în paralel cu fiecare latură a unei bucle se conectează câte un generator ideal de curent cu acelaşi curent generat şi la fel orientat faţă de buclă (fig. 9.21). Într-adevăr, ecuaţiile lui Kirchhoff pentru tensiuni rămân aceleaşi, iar dintre ecuaţiile lui Kirchhoff pentru curenţi sunt modificate numai cele pentru nodurile  (a)  prin care trece bucla în chestiune. Modificarea acestor ecuaţii este însă numai aparentă: în membrul stâng apar suplimentar doi termeni,  +A  şi  –A , care se anulează. Ceea ce se schimbă este doar apariţia unui lanţ închis de generatoare parcurse de un acelaşi curent generat, fără însă a modifica în rest comportarea circuitului. 


Teorema de echivalenţă a generatoarelor neideale  formulează condiţiile în care un generator neideal de tensiune poate fi substituit printr-un generator neideal de curent, sau invers, cu aceeaşi comportare la borne. 


Fie considerate un generator neideal de tensiune  
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, ca în fig. 9.22. Ecuaţiile de funcţionare ale acestor generatoare neideale 

sunt, pentru generatorul de tensiune, 
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şi, pentru generatorul de curent, 
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Identificarea exprimării polinomiale a tensiunii la bornele acestor generatoare în funcţie de curentul prin borne, 
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 Fig. 9.22. 

duce la condiţiile de echivalenţă de la generatorul de curent dat la generatorul de tensiune echivalent, 
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Similar, identificarea exprimării polinomiale a curentului prin bornele acestor generatoare în funcţie de tensiunea la borne, 
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duce la condiţiile de echivalenţă de la generatorul de tensiune dat la generatorul de curent echivalent, 
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5.  O situaţie des întâlnită în practică este aceea în care un circuit (activ) furnizează semnale electrice (sau putere electrică) spre exterior pe la numai două borne. În cazul în care un asemenea circuit activ, oricât de complex în interior, este linear, este posibilă echivalarea lui printr-un circuit (activ) mult mai simplu – un simplu generator neideal echivalent – în conformitate cu  teorema generatoarelor echivalente: un circuit linear activ cu două borne  A , B , este echivalent, în raport cu eceste borne, cu un generator neideal de tensiune sau cu un generator neideal de curent (fig. 9.23); tensiunea electromotoare a generatorului de tensiune echivalent este egală cu tensiunea în gol  UAB0  a circuitului în raport cu bornele  A , B , curentul generat al generatorului de curent echivalent este egal cu curentul de scurtcircuit  IABS  al circuitului în raport cu bornele A , B , iar rezistenţa (conductanţa) internă  
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  a generatoarelor echivalente este egală cu rezistenţa (conductanţa) echivalentă a circuitului pasivizat, în raport cu bornele  A , B  (fig. 9.24). Se reaminteşte că a pasiviza un circuit înseamnă a înlocui fiecare generator prin rezistenţa (conductanţa) sa internă, adică a înlocui fiecare generator ideal de tensiune printr-un scurtcircuit şi fiecare generator ideal de curent printr-o întrerupere. 
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  Fig. 9.23.
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  Fig. 9.24. 


Justificarea unei asemenea echivalări este fundamentată pe linearitatea circuitului, care asigură că între tensiunea la borne  U  şi  curentul prin borne  I  există o relaţie lineară, ca la un generator neideal. Demonstraţia teoremei continuă cu observaţia că, în definitiv, sunt de determinat cele patru mărimi care caracterizează generatoarele (neideale) echivalente,  E  şi  r  pentru generatorul de tensiune,  A  şi  g  pentru generatorul de curent. Teorema de echivalenţă a generatoarelor neideale furnizează însă două relaţii între aceste patru mărimi, astfel încât de fapt rămân de determinat numai două dintre ele. Pentru determinarea a două mărimi caracteristice generatoarelor echivalente,  E  şi  A , este folosit criteriul de echivalenţă enunţat anterior, aplicat unor situaţii convenabil alese. 
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    Fig. 9.25. 
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  Fig. 9.26. 


Fie mai întâi impusă, circuitului dat şi generatorului de tensiune echivalent, funcţionarea în gol (fig. 9.25), care înseamnă debitarea unui curent nul,  I = 0 , între bornele  A  şi  B  (sau, echivalent, conectarea unei rezistenţe infinite,  RAB = SYMBOL 165 \f "Symbol" , între bornele  A  şi  B) . În aceste condiţii circuitul dat prezintă între bornele  A  şi  B  o tensiune zisă de mers în gol, notată  UAB0  (care poate fi măsurată sau calculată), iar generatorul de tensiune echivalent prezintă între aceeaşi borne  A  şi  B , o tensiune de mers în gol egală chiar cu tensiunea sa electromotoare,  U0 = E . Impunerea criteriului de echivalenţă, ca la acelaşi curent (nul) prin borne să se obţină aceeaşi tensiune între borne, duce la concluzia că tensiunea electromotoare a generatorului de tensiune echivalent este egală cu tensiunea de mers în gol a circuitului dat,  E = UAB0 . 


Fie acum impusă circuitului dat şi generatorului de tensiune echivalent, funcţionarea în scurtcircuit (fig. 9.26), care înseamnă asigurarea unei tensiuni nule,  U = 0 , între bornele  A  şi  B  (sau, echivalent, conectarea unei rezistenţe nule,  RAB = 0 , între bornele  A  şi  B) . În aceste condiţii circuitul dat prezintă între bornele  A  şi  B  un curent zis de scurtcircuit, notat  IABS  (care poate fi în principiu măsurat sau calculat), iar generatorul de curent echivalent prezintă între aceeaşi borne  A  şi  B , un curent de scurt-circuit egal chiar cu curentul său generat,  IS = A . Impunerea criteriului de echivalenţă, ca la aceeaşi tensiune (nulă) între borne să se obţină acelaşi curent prin borne, duce la concluzia că intensitatea curentului generat al generatorului de curent echivalent este egală cu intensitatea curentului de scurtcircuit al circuitului dat,  A = IABS . 


În fine, conform teoremei de echivalenţă a generatoarelor neideale, rezistenţa şi conductanţa internă a generatoarelor echivalente sunt date de 
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Pe de altă parte, însă, se observă că rezistenţa sau conductanţa unui generator neideal poate fi sezisată direct la borne atunci când generatorul este pasivizat. Se poate arăta că o procedură analoagă este valabilă şi în cazul analizat aici al unui circuit linear activ: simpla pasivizare a generatoarelor din interiorul său face ca la borne sale să fie sezisată exact rezistenţa (sau onductanţa) dată de formula anterioară, adică rezistenţa  RAB0  (sau conductanţa  GAB0  a) generatorului neideal echivalent. 


6.  O aplicaţie simplă merită să fie analizată aici – un circuit electric ce constă din conectarea unui rezistor oarecare la bornele unui generator neideal de tensiune dat (fig. 9.27). Fie date tensiunea electromotoare  E  şi rezistenţa internă  r  ale generatorului, şi fie  R SYMBOL 206 \f "Symbol" [0,(]  rezistenţa arbitrară a rezistorului (sarcinii) conectate la bornele generatorului. Se doreşte a determina variaţia câtorva mărimi electrice care caracterizează funcţionarea circuitului – tensiunea la borne  U , curentul prin borne  I , puterea generată  PG , puterea  P  transferată de generator receptorului, puterea  Pi  pierdută (disipată) în interiorul generatorului şi randamentul  (  al transferului de putere electromagnetică pe la borne – în funcţie de rezistenţa  R  a receptorului. 

  [image: image134.png]


 


      Fig. 9.27. 


Deoarece circuitul constă dintr-o singură buclă, fără puncte de ramificaţie, teorema lui Kirchhoff pentru curenţi nu este necesară, iar teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni,   r I + R I = E  , duce la 
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Ecuaţiile constitutive ale rezistorului sau generatorului neideal de tensiune,   U = R I = E – r I  , dau 
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Puterea generată (disponibilă)   PG = E I   are expresia 
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iar puterea pierdută (disipată) în interiorul sursei,   Pi = r I2  , este apoi 
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Puterea utilă transferată de la generator la receptor,   
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şi, corespunzător, randamentul utilizării puterii electromagnetice de către receptor,   
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Examinarea acestor relaţii pune în evidenţă existenţa unor limite naturale impuse mărimilor ce caracterizează funcţionarea circuitului. Trebuie remarcat că, deşi teoretic admise, valorile limită ale rezistenţei receptorului – zero pentru funcţionarea în scurt-circuit şi infinit pentru funcţionarea în gol – semnifică, de fapt, absenţa unui receptor propriu zis. 


Intensitatea curentului  I  este o funcţie descrescătoare de  R , limitată superior de intensitatea  curentului de scurtcircuit  (fig. 9.28), astfel încât domeniul curenţilor utilizabili este 
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Tensiunea  U  este o funcţie crescătoare de  R , limitată superior de tensiunea de mers în gol (fig. 9.29); astfel încât domeniul tensiunilor utilizabile este 


0 < U SYMBOL 60 \f "Symbol" U0 = E   . 
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         Fig. 9.28. 



         Fig. 9.29. 

Tensiunea  U  este o funcţie crescătoare de  R , limitată superior de tensiunea de mers în gol (fig. 9.29); astfel încât domeniul tensiunilor utilizabile este 


0 < U SYMBOL 60 \f "Symbol" U0 = E   . 

Puterea generată (disponibilă)  PG  şi puterea pierdută  Pi  în interiorul sursei  sunt ambele funcţii descrescătoare de  R  şi ocupă acelaşi domeniu de valori, cea de a doua mărime prezentând o scădere mai rapidă la creşterea rezistenţei receptorului (fig. 9.30),
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        Fig. 9.30. 



       Fig. 9.31. 


Puterea utilă transferată de generator sarcinii,  P , care este o funcţie nenegativă cu valori nule la capetele intervalului de variaţie a argumentului  R  (R = 0  la funcţionare în scurtcircuit şi  R = SYMBOL 165 \f "Symbol"  la funcţionare în gol) trebuie să aibă cel puţin un maxim pe acest interval (fig. 9.30), poziţia maximului fiind dată de condiţia de anulare a derivatei funcţiei  P(R) , 
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Se ajunge astfel la un rezultat important, teorema transferului maxim de putere: un generator neideal dat furnizează putere maximă unui receptor având rezistenţa egală cu rezistenţa  interioară  a  generatorului,  puterea  utilă  maximă  fiind  un sfert  din  puterea 

generată la scurtcircuit, 
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În acest sens, se spune că receptorul este adaptat la generator (din punctul de vedere al puterii transferate) dacă rezistenţa sa verifică această condiţie de transfer maxim de putere. 


Randamentul  (  al folosirii puterii electromagnetice este o funcţie crescătoare de  R , cu o limită teoretică maximă de  100%  în condiţiile funcţionării în gol (fig. 9.31), ceea ce dă ca domeniu de valori admisibile ale randamentului intervalul 


0 SYMBOL 60 \f "Symbol" ( SYMBOL 60 \f "Symbol" 100%   . 

Merită notat faptul că în condiţiile transferuluimmaxim de putere randamentul utilizării acesteia este doar de  50% . Deaceea în condiţii normale de funcţionare trebuie asigurată o rezistenţă de sarcină mai mare decât rezistenţa internă a generatorului neideal care îi furnizează putere electromagnetică, astfel încât randamentul utilizării acesteia să fie mai mare de  50% . 


9.3.  Metode  de  rezolvare  a  circuitelor  de  curent  continuu 

Analiza precedentă a dus la concluzia că pentru a caracteriza starea unui circuit de curent continuu trebuie rezolvat sistemul de  L  ecuaţii cu  L  necunoscute (curenţi prin laturi fără generator de curent şi tensiuni la bornele generatoarelor de curent) furnizate de teoremele lui Kirchhoff pentru circuite de curent continuu. Pentru circuitele din ce mai complicate întâlnite în practică dimensiunea unui asemenea sistem de ecuaţii poate ajunge foarte mare, astfel încât prezintă interes formularea unor metode de rezolvare bazate pe rezolvarea unor sisteme de ecuaţii de dimensiuni mai mici, formulate în termenii unor necunoscute intermediare. Pe lângă reducerea numărului de ecuaţii (şi, implicit de necunoscute), asemenea metode trebuie să permită în plus calculul simplu al necunoscutelor propriuzise în funcţie de necunoscutele intermediare. În fine, metodele alternative de rezolvare a circuitelor de curent continuu mai trebuie să formuleze reguli simple pentru scrierea directă a ecuaţiilor pentru determinarea necunoscutelor intermediare. Astfel, o metodă alternativă de rezolvare a unui curent continuu presupune două seturi de ecuaţii: ecuaţiile pentru determinarea necunoscutelor intermediare şi ecuaţiile pentru explicitarea necunoscutelor propriu zise în funcţie de cele intermediare. 


În cele ce urmează se presupune că este analizat un circuit izolat, ceea ce, în virtutea teoremei de echivalenţă a condiţiilor la borne (care permite înlocuirea unui circuit neizolat prin unul izolat, echivalent), nu micşorează generalitatea abordăriii. 


1.  Metoda curenţilor ciclici (metoda curenţilor de buclă) foloseşte drept necunoscute intermediare aşa numiţii curenţi ciclici (curenţi de buclă), care sunt nişte curenţi fictivi ce se închid fiecare prin câte una din buclele fundamentale, independent de prezenţa altor curenţi ciclici prin laturile propriei bucle. Se poate demonstra că este valabilă  teorema curenţilor ciclici, care afirmă că intensitatea curentului electric  Ik  prin fiecare latură este suma (algebrică) a curenţilor ciclici  I'q  ce parcurg latura în chestiune, 


(*)      
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fiind consideraţi cu semnul plus curenţii ciclici cu acelaşi sens de referinţă ca al curentului laturii şi cu semnul minus curenţii ciclici cu sens de referinţă opus celui al curentului laturii (fig. 9.32). Este clar că numărul necunoscutelor intermediare, egal cu numărul  B = L–N+1  al buclelor fundamentale, este mai mic decât numărul  L  al necunoscutelor propriu zise. Este la fel evident că relaţiile  (*)  permit calculul simplu al necunoscutelor propriu zise – curenţii prin laturi – în termenii necunoscutelor intermediare – curenţii ciclici. 
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 Fig. 9.32. 



           Fig. 9.33. 


Pentru inferarea regulilor de scriere directă a ecuaţiilor ce permit calculul curenţilor ciclici se pleacă de la ecuaţiile lui Kirchhoff, în care sunt înlocuiţi curenţii din laturi în funcţie de necunoscutele intermediare. Deoarece fiecare curent ciclic urmează câte un traseu închis, teorema lui Kirchhoff pentru curenţi este satisfăcută identic: fiecare curent ciclic intră în şi iese din fiecare nod al buclei căreia îi este asociat, deci apare cu semne opuse în ecuaţiile lui Kirchhoff pentru curenţi. Ecuaţiile pentru determinarea curenţilor ciclici se obţin atunci din ecuaţiile lui Kirchhoff pentru tensiuni. Pentru bucla  p , cu sensul definit de cel al curentului ciclic propriu  I'p , această ecuaţie este 
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în care fiecare curent  Ik  trebuie substituit în termenii curenţilor ciclici  I'q , conform teoremei curenţilor ciclici  (*), 
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În membrul stâng al ecuaţiei precedente apar produse  RkI'q dintre rezistenţa fiecărei laturi  k  a buclei  p  şi fiecare curent ciclic  I'q  ce trece prin latura respectivă, semnul termenului fiind plus când sensul curentului ciclic  I'q  (sensul tensiunii determi-nate de el pe rezistenţa  Rk) este acelaşi cu sensul buclei  p  (adică acelaşi cu sensul curentului ciclic  I'p)  şi minus în caz contrar (fig. 9.33). Curentul ciclic  I'p , care dă şi sensul de referinţă al buclei proprii, apare cu semnul plus în produse cu fiecare rezistenţă  Rk  a buclei  p  pe care o parcurge; în suma de produse din membrul stâng mai apar efectiv numai curenţi ciclici  I'q  al căror traseu include măcar o latură cu rezistenţă  Rk  nenulă din bucla  p , semnul algebric al unui asemenea termen fiind dat de regula enunţată. Pe lângă suma unor asemenea produse, în membrul stâng mai apare suma (algebrică a) tensiunilor electrice la bornele generatoarelor de curent din laturile buclei  p  considerate (fig. 9.33), iar în membrul drept apare similar suma (algebrică a) tensiunilor electromotoare ale generatoarelor de tensiune din laturile aceleiaşi bucle (fig. 9.33). 


Ecuaţiile pot fi reordonate în termenii necunoscutelor intermediare – curenţii ciclici – obţinând  sistemul de ecuaţii pentru calculul curenţilor ciclici  sub forma 
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Interpretarea termenilor din acest sistem de ecuaţii rezultă imediat din modul în care a fost obţinut sistemul. 


În sistemul de ecuaţii  (**)  de mai sus un termen diagonal  
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  este numit cădere de tensiune proprie, produsă în bucla  p  de propriul curent ciclic  I'p . Aici  R'pp  este rezistenţa proprie a buclei  p , calculată evident ca suma aritmetică a rezistenţelor laturilor buclei  p , iar  U'p  este tensiunea (totală) la bornele generatoarelor de curent din bucla  p , calculată ca suma algebrică a tensiunilor la bornele generatoarelor de curent din buclă, atribuind semnul plus tensiunilor cu acelaşi sens de referinţă ca al buclei (al curentului ciclic I'p)  şi semnul minus tensiunilor cu sens de referinţă opus celui al buclei. 


Termenii de forma  
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  din ecuaţia  (p)  sunt numiţi căderi de tensiune mutuale, produse în bucla  p  de curentul ciclic  I'q . Aici  R'pq  este rezistenţa mutuală dintre buclele  p  şi  q , calculată ca suma algebrică a rezistenţelor laturilor comune între bucla  p  (în care este prezentă tensiunea corespunzătoare) şi bucla  q  (prin care circulă curentul ciclic ce o produce): sunt considerate cu semnul plus rezistenţele parcurse în acelaşi sens de curenţii ciclici  I'p  şi  I'q  şi cu semnul minus rezistenţele parcurse în sensuri contrare de curenţii ciclici  I'p  şi  I'q . Din chiar această regulă de calcul rezultă relaţia de simetrie (reciprocitate) a rezistenţelor mutuale dintre bucle, 
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fiecare din acestea conţin aceiaşi termeni, cu acelaşi semn algebric. 


Termenul de forma  E'p  din membrul drept al ecuaţiei  (p)  este tensiunea electromotoare (totală) din bucla  p , calculată ca suma algebrică a tensiunilor electromotoare ale generatoarelor de tensiune din buclă, atribuind semnul plus tensiunilor electromotoare cu acelaşi sens de referinţă ca al buclei (al curentului ciclic I'p)  şi semnul minus tensiunilor electromotoare cu sens de referinţă opus celui al buclei. 


O examinare atentă a sistemului de  B  ecuaţii  (**)  pentru calculul direct al curenţilor ciclici arată că în el apar mai mult de  B  necunoscute: sunt necunoscuţi cei  B  curenţi ciclici  I'q  dar şi tensiunile  Um  la bornele generatoarelor ideale de curent, asamblate în termenii  U'q . Rezolvarea acestei dificultăţi este simplă: un generator de curent de curent generat  Am  într-o latură  m  injectează în latură un curent de aceeaşi intensitate,   Im = Am  . Explicitând această egalitate evidentă în termenii curenţilor ciclici, 
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se obţin exact atâtea ecuaţii suplimentare câte necunoscute suplimentare – tensiuni  Um  la bornele generatoarelor ideale de curent – apar în sistemul de ecuaţii  (**) . În particular însă, dacă buclele fundamentale sunt alese astfel încât prin fiecare generator ideal de curent să treacă un singur curent ciclic (o singură buclă fundamentală), atunci asemenea ecuaţii pot fi simplificate la 
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intensitatea curentului ciclic  I'q  este egală chiar cu intensitatea curentului generat al generatorului de curent prin care acest curent ciclic circulă în exclusivitate. Cu o asemenea alegere a buclelor fundamentale, necunoscutele care apar în sistemul de ecuaţii  (**)  sunt tensiunile la bornele generatoarelor de curent şi intensităţile curenţilor ciclici prin bucle care nu trec prin laturi cu generatoare de curent, adică sistemul de  B  ecuaţii conţine exact  B  necunoscute. 


În concluzie,  metoda curenţilor ciclici  constă în următoarele  etape: 

(1)  Sunt alese buclele fundamentale şi sunt stabiliţi curenţii ciclici (inclusiv sensurile lor de referinţă); în particular este indicat să se aplice recomandarea de mai sus; 

(2) Sunt scrise (direct) ecuaţiile  (**) , (***)  ale sistemului de ecuaţii pentru determinarea curenţilor ciclici şi se determină necunoscutele intermediare – curenţii ciclici – precum şi tensiunile la bornele generatoarelor ideale de curent; 

(3) Este aplicată teorema curenţilor ciclici  (*)  pentru determinarea necunoscutelor propriu zise rămase – curenţii prin laturi fără generator ideal de curent. 


2.  Metoda potenţialelor nodurilor  foloseşte drept necunoscute intermediare potenţialele nodurilor. Metoda potenţialelor nodurilor porneşte de la o relaţie echivalentă teoremei lui Kirchhoff pentru tensiuni, care poate fi numită teorema potenţialelor nodurilor: tensiunea  Ubk  la bornele unei laturi este egală cu diferenţa potenţialelor  Vp , 

Vs , ale nodurilor care o delimitează, 
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unde  Vp  este potenţialul nodului de la care pleacă linia tensiunii la bornele laturii  k  iar  Vs  este potenţialul nodului la care soseşte linia tensiunii la borne (fig. 9.34). În orice 
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    Fig. 9.34. 

circuit nebanal  (cu  N > 1)  numărul de noduri este mai mic decât numărul de laturi, ceea ce înseamnă că numărul  N  de necunoscute intermediare este mai mic decât numărul  L  de necunoscute propriu zise. 


Pentru început fie considerat cazul mai simplu al unor circuite de curent continuu fără laturi de rezistenţă proprie nulă (laturi conţinând numai un generator ideal de tensiune), şi fie introduse conductanţele laturilor 
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unde s-a ţinut seama de faptul că un generator ideal de curent este prezent cu o rezistenţă internă infinită într-o latură, indiferent de prezenţa altor elemente de circuit în acea latură. Ţinând seama de teorema potenţialelor nodurilor şi de teorema lui Joubert, necunoscutele propriu zise sunt exprimate simplu în termenii necunoscutelor intermediare. Pentru o latură fără generator ideal de curent (fig. 9.35) se obţine, succesiv, 



[image: image164.wmf]î

í

ì

-

=

-

=

      

s

p

k

b

k

k

k

k

b

V

V

U

E

I

R

U

    (    
[image: image165.wmf](

)

   

   

k

s

p

k

k

k

s

p

k

E

V

V

G

R

E

V

V

I

+

-

=

+

-

=

      [*]   , 

      [image: image166.png]1
Vp Ly @K



         [image: image167.png]oty By By Ay

e,

he

=



 



   Fig. 9.35. 




   Fig. 9.36. 

unde s-a considerat acelaşi sens de referinţă pentru tensiunea la bornele laturii, curentul prin latură şi eventuala tensiune electromotoare din latură. Pentru o latură cu generator de curent (fig. 9.36), pentru care, în plus, sensul de referinţă al tensiunii la bornele generatorului de curent este acelaşi cu cel al tensiunii la bornele laturii, se obţine, similar, 
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În particular, în absenţa din latură a rezistorului şi generatorului ideal de tensiune, această relaţie se simplifică la simpla egalitate dintre tensiunea  Uk  la bornele generatorului şi tensiunea  Ubk = Vp–Vs   la bornele laturii. Este evident că relaţiile  [*] , [**] permit calculul simplu al necunoscutelor propriu zise – curenţii  Ik  şi  tensiunile  Uk – în termenii necunoscutelor intermediare – potenţialele nodurilor. 


Pentru inferarea regulilor de scriere directă a ecuaţiilor ce permit calculul potenţialelor nodurilor se pleacă de la ecuaţiile lui Kirchhoff, în care sunt înlocuite necunoscutele propriu zise în termenii necunoscutelor intermediare. Deoarece de-a lungul conturului fiecărei bucle tensiunile la bornele laturilor sunt diferenţe ale potenţialelor nodurilor succesive, teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni este satisfăcută identic: potenţialul fiecărui nod apare succesiv cu semne opuse în ecuaţiile lui Kirchhoff pentru tensiuni (forma concisă). Ecuaţiile pentru determinarea potenţialelor nodurilor se obţin atunci din ecuaţiile lui Kirchhoff pentru curenţi, 
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în care fiecare curent  Ik  este substituit în termenii potenţialelor nodurilor  Va , conform relaţiilor  [*]  pentru laturi fără generator ideal de curent şi, evident,  Ik  este substituit prin  Ak  pentru laturi cu generator ideal de curent, 
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În analiza relaţiilor obţinute trebuie ţinut seama de faptul că ele sunt scrise în raport cu sensul de referinţă de ieşire din nodul  a  considerat. În membrul stâng al ecuaţiilor precedente apar câturi  
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 )  dintre conductanţa fiecărei laturi concurente în nodul  a  şi, pe de o parte, potenţialul  Va  al nodului  a , pe de altă parte, potenţialele  Vb  ale nodurilor  b  conectate direct printr-o latură cu nodul  a  pentru care este scrisă ecuaţia. Semnul algebric al acestor termeni este uşor de analizat (fig. 9.37): pentru curenţi (prin laturi fără generator ideal de curent) care ies din nodul  a  considerat,   
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 , astfel  încât  termenii  conţinând  potenţialul   Va  

apar cu semnul plus, iar termenii conţinând potenţialele  Vs  ale nodurilor legate direct printr-o latură la nodul  a  apar cu semnul minus; pentru curenţi (prin laturi fără generator ideal de curent) care intră în nodul  a  considerat,  
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 , curentul apare în ecuaţie cu semnul minus, dar şi potenţialele implicate apar cu semn schimbat în expresia curentului, astfel încât concluzia de mai înainte rămâne valabilă. Pe lângă suma unor asemenea produse, în membrul stâng mai apar termeni 
[image: image176.wmf]k

k

R

E

 (pentru laturi cu genera- tor  ideal  de  tensiune)   sau  termeni    Al  
  [image: image177.png]


 



     Fig. 9.37. 

(pentru laturi cu generator ideal dfe curent), cu semnul plus când sensul de referinţă al tensiunii electromotoare  Ek  ori curentului generat  Al  iese din nodul  a  considerat şi cu semnul minus în caz contrar. Termenii de acest tip, în care nu apar necunoscutele intermediare, sunt transferaţi în membrul drept al ecuaţiei, cu semn inversat faţă de cel din discuţia anterioară. 


Ecuaţiile pot fi reordonate în termenii necunoscutelor intermediare – potenţialele nodurilor – obţinând  sistemul de ecuaţii pentru calculul potenţialelor nodurilor  sub forma 
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Interpretarea termenilor din acest sistem de ecuaţii rezultă imediat din modul în care a fost obţinut sistemul. 


În sistemul de ecuaţii  [***]  de mai sus un coeficient diagonal  Gaa  este numit  conductanţă proprie a nodului  a  şi, în virtutea analizei anterioare, este  suma aritmetică  a conductanţelor laturilor ce concură în nodul  a  pentru care este scrisă ecuaţia. Similar, un coeficient nediagonal  Gab  este numit  conductanţă mutuală dintre nodurile  a  şi  b  şi, în virtutea analizei anterioare, este suma aritmetică a conductanţelor laturilor ce conectează  direct  nodurile  a  şi  b , luată  cu semn schimbat.  Din chiar această regulă de calcul rezultă relaţia de simetrie (reciprocitate) a conductanţelor mutuale dintre noduri, 
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fiecare din acestea conţin aceiaşi termeni, cu acelaşi semn algebric. 
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     Fig. 9.38. 


Termenul notat  I'Sa  din membrul drept al ecuaţiei asociate nodului  a  asamblează termenii de forma  Ek/Rk  şi  Ak , numiţi  curenţi de scurtcircuit ai laturilor corespunzătoare, care sunt asociaţi generatoarelor prezente în laturile concurente în nodul  a  considerat. Într-adevăr, dacă o latură  k  care concură în nodul  a  analizat este scurtcircuitată, astfel încât tensiunea la bornele sale (diferenţa potenţialelor nodurilor între care este conectată) este nulă, atunci curentul prin ea – curentul său de scurtcircuit – are intensitatea   ISk = Ak   dacă este prezent un generator de curent în latură (fig. 9.38 a), sau   ISk = Ek/Rk   dacă nu este prezent un generator de curent ci doar un generator de tensiune (fig. 9.38 b), sau, în fine, este nul,   ISk = 0  , dacă în latură nu este prezent nici un generator (fig. 9.38 c). Sensul de referinţă al curentului de scurtcircuit al unei laturi este evident cel al generatorului care îl imprimă. Ţinând seama de analiza precedentă a termenilor de acest tip, se observă că  intensitatea curentului de scurtcircuit al nodului  a  I'Sa  este suma algebrică a intensităţilor curenţilor de scurtcircuit  ISk  ai laturilor care concură în acel nod, cu semnul plus fiind consideraţi curenţii de scurtcircuit care intră în nod şi cu semnul minus curenţii de scurtcircuit care ies din nod. 


Procedura precedentă trebuie acum extinsă la cazul în care în circuit există şi  laturi de rezistenţă nulă  – laturi conţinând  numai  un generator ideal de tensiune. În asemenea situaţii nici conductanţa unei asemenea laturi, nici curentul de scurtcircuit al ei, nu mai pot fi definite. 
  [image: image181.png]


 



    Fig. 9.39. 


În cazul mai simplu în care toate laturile de rezistenţa nulă concură într-un nod comun   a  (fig. 9.39), acest nod este ales ca referinţă astfel încât potenţialul său este nul,  Va = 0 . Ecuaţia de tipul [***] pentru determinarea potenţialului unui nod  b  conectat la nodul  a  printr-o latură  k  de rezistenţă nulă nu mai are sens; în schimb, se poate apela la teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni, 

scrisă pentru o buclă formată din latura în chestiune şi linia tensiunii la bornele ei, care dă, succesiv, 
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Dacă nu toate laturile de rezis-tenţă nulă din circuit sunt conectate la un singur nod, atunci pentru nici unul dintr-o pereche de noduri,  c  şi  d , care delimitează o oarecare latură  j  de acest fel (fig. 9.40 a), nu pot fi scrise ecuaţii de tipul curent [***] pentru determinarea potenţialelor nodurilor. Circuitul poate fi însă  reconfigurat  aplicând prima teoremă a lui Vaschy unuia dintre nodurile implicate (fig. 9.40 b), astfel încât potenţialul nodului  d , modificat la valoarea  Vd' = Vd –Ej , este acelaşi cu cel al nodului  c – latura  j  este modificată la un nod extins  (cd) , ca în fig. 9.40 c. În acest mod perechea de ecuaţii de tipul [***] care nu ar fi putut fi scrise pentru fiecare din nodurile  c şi  d  este înlocuită printr-o ecuaţie de tipul [***] pentru nodul extins  (cd) , completată cu o ecuaţie a lui Kirchhoff pentru tensiuni scrisă, în circuitul iniţial dat (fig. 9.40 a), pentru o buclă formată din latura în chestiune şi linia tensiunii la bornele ei, 
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     Fig. 9.40. 


În fine, dacă în circuit nu există laturi de rezistenţă nulă, atunci oricare nod poate fi ales drept nod de referinţă, cu potenţial nul, ceea ce reduce numărul de necunoscute şi, deci, de ecuaţii. În particular, într-un asemenea caz este recomandabil ca nodul de potenţial nul să fie ales cel în care concură cele mai multe laturi. Cu asemenea artificii, pentru orice circuit poate fi scris un sistem de  N–1  ecuaţii, în general de tipul [***], pentru determinarea necunoscutelor intermediare – potenţialele celor  N–1  noduri independente. 


În concluzie,  metoda potenţialelor nodurilor  constă în următoarele  etape: 

(0) Dacă în circuit există perechi de noduri conectate direct prin laturi de rezistenţă nulă (conţinând numai un generator ideal de tensiune) care nu au un nod comun, atunci se reconfigurează circuitul aplicând prima teoremă a lui Vaschy pentru câte un nod al fiecărei asemenea perechi, cu excepţia perechilor de acest fel care concură în număr cel mai mare într-un nod comun; 

(1) Sunt alese nodurile şi sunt denotate potenţialele lor, fixând la potenţial nul un  nod de referinţă  ales conform discuţiei anterioare; 

(2) Sunt scrise (direct) ecuaţiile  [***]  ale sistemului de ecuaţii pentru determinarea potenţialelor nodurilor şi se determină necunoscutele intermediare – potenţialele nodurilor; 

(3) Sunt aplicate relaţiile  [*] , [**]  pentru determinarea necunoscutelor propriu zise – curenţii prin laturi fără generator ideal de curent, respectiv tensiunile la bornele generatoarelor ideale de curent în circuitul eventual reconfigurat conform etapei preliminare (0). În particular, pentru laturile de rezistenţă nulă ale circuitului dat, intensitatea curentului este determinată folosind ecuaţia lui Kirchhoff pentru curenţi în unul dintre nodurile care o delimitează. 


9.4.  Circuite  de  curent  continuu  cu  generatoare  controlate 


        şi  circuite  de  curent  continuu  nelineare 

1.  Prezenţa generatoarelor controlate într-un circuit de curent continuu presupune câteva adăugiri la şi, în unele cazuri, câteva modificări ale studiul expus mai sus. 


Tensiunea electromotoare a unui generator de tensiune,  E(Ue)  sau  E(Ie) , prezentă în membrul drept al unei ecuaţii a lui Kirchhoff pentru tensiuni, ori curentul generat,  A(Ua)  sau  A(Ia) , prezent (după o reordonare) în membrul drept al unei ecuaţii a lui Kirchhoff pentru curenţi, nu sunt mărimi date, ci depind de mărimile de control, tensiune  Ue  sau  Ua , ori curent  Ie  sau  Ia , care, la rândul lor, depind de tensiunile şi curenţii de determinat în circuitul studiat. Dificultatea, doar aparentă, este imediat rezolvată prin explicitarea dependenţei mărimii de control în termenii mărimilor electrice din circuit – tensiuni şi curenţi – urmată de transferarea mărimii controlate – tensiune electro-motoare sau curent generat – acum necunoscute, în membrul stâng al ecuaţiilor circuitului. 


Aceeaşi procedură trebuie aplicată, pentru circuite lineare, şi în cazul folosirii metodei curenţilor ciclici ori a potenţialelor nodurilor, cu observaţia că acum explicitarea dependenţei mărimii de control se face în termenii necunoscutelor intermediare din circuit – curenţi ciclici ori potenţiale ale nodurilor – după care este transferată mărimea controlată – tensiune electromotoare sau curent generat – acum necunoscută, în membrul stâng al ecuaţiilor pentru determinarea necunoscutelor intermediare. 


În acest din urmă caz, al folosirii metodelor alternative de rezolvare a unui circuit de curent continuu linear, se poate observa că, prin explicitarea dependenţei mărimilor controlate în funcţie de necunoscutele intermediare şi reordonarea ecuaţiilor, relaţiile de simetrie (reciprocitate) între rezistenţele mutuale dintre bucle sau conductanţele mutuale dintre noduri nu mai sunt satisfăcute, 
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Un asemenea circuit, în care aceste relaţiile de reciprocitate (simetrie) nu sunt satisfăcute, se numeşte circuit nereciproc. Studiul unor asemenea circuite implică precauţiuni suplimentare, legate de faptul că este posibil ca sistemul de ecuaţii (Kirchhoff, ale curenţilor ciclici ori ale potenţialelor nodurilor) ale circuitului să fie incompatibil (să nu aibă soluţie) sau să fie nedeterminat (să aibă o infinitate de soluţii). 


O precauţiune suplimentară de care trebuie ţinut seama în studiul circuitelor de curent continuu lineare cu generatoare controlate priveşte pasivizarea unor asemenea generatoare. Regula ce trebuie aplicată este simplă: generatoarele controlate nu se pasivizează, pentru a nu modifica circuitul analizat. Într-adevăr, a pasiviza un generator ideal (linear) controlat în tensiune presupune anularea părţii sale active,  E = n(UE =0  sau  A = g(UA = 0 , ceea ce este echivalent cu a impune anularea mărimii de control  UE = 0  sau  UA = 0 , adică modificarea circuitului însuşi, prin modificarea porţii (portului) de intrare de la o configuraţie în gol la o configuraţie în scurtcircuit. Similar, a pasiviza un generator ideal (linear) controlat în curent presupune anularea părţii sale active,  E = r(IE =0  sau  A = m(IA = 0 , ceea ce este echivalent cu a impune anularea mărimii de control  IE = 0  sau  IA = 0 , adică modificarea circuitului însuşi, prin modificarea porţii (portului) de intrare de la o configuraţie în scurtcircuit la o configuraţie în gol. 


În particular, pentru aplicarea teoremei generatoarelor echivalente unui circuit de curent continuu linear, rezistenţa (conductanţa) circuitului pasivizat în raport cu două borne ale sale nu mai poate fi calculată ca rezistenţă (conductanţă) a unei conexiuni numai de rezistenţe, deoarece generatoarele controlate nu se pasivizează. Pentru a determina rezistenţa (conductanţa) circuitului pasivizat în raport cu două borne ale sale trebuie procedat altfel: între bornele  A  şi  B  ale circuitului în care sunt pasivizate numai generatoarele  independente  (necontrolate)  este  aplicată,  de  exemplu,  o  tensiune  UAB  

presupusă dată şi este calculat curentul  IAB  prin bornele circuitului (fig. 9.41), care depinde linear de tensiunea aplicată, astfel încât raportul acestora, 
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dă într-adevăr valoarea unei rezistenţe (conductanţe), independentă de mări-mile la borne. 
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   Fig. 9.41. 


2.  Un  circuit de curent continuu nelinear  este un circuit de curent continuu care conţine măcar un element de circuit nelinear – rezistor sau generator controlat – caracterizat printr-o ecuaţie constitutivă nelineară, 
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Un asemenea circuit este studiat folosind tot ecuaţiile lui Kirchhoff pentru tensiuni şi curenţi (dar nu ecuaţiile curenţilor ciclici ori ale potenţialelor nodurilor, care sunt valabile numai pentru circuite lineare), sub forma generală 
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unde  parantezele  unghiulare   
[image: image192.wmf]    semnifică  posibilitatea  de  a  alege  în  teorema  lui Kirchhoff pentru curenţi tipul de curent prin fiecare latură ce concură în nodul  (a)  considerat, respectiv 
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unde, la fel, parantezele unghiulare   
[image: image194.wmf]   semnifică posibilitatea de a alege în teorema lui Kirchhoff pentru tensiuni tipul de tensiune la bornele fiecărui element din laturile buclei  (p)  considerate. În aceste ecuaţii  IRk  sunt curenţi prin rezistoare ideale controlate în curent,  IEk  sunt curenţi prin generatoare ideale de tensiune (independente ori controlate),  AAk  sunt curenţi generaţi ai generatoarelor ideale de curent independente,  UGk  sunt tensiuni la bornele rezistoarelor ideale controlate în tensiune,  UAk  sunt tensiuni la bornele generatoarelor ideale de curent (independente ori controlate),  EEk  sunt tensiuni electromotoare ale generatoarelor ideale de tensiune independente. Similar,  IGk(UGk)  sunt curenţi prin rezistoare ideale controlate în tensiune,  AUk(UAk)  sunt curenţi generaţi ai generatoarelor ideale de curent controlate în tensiune,  AIk(IAk)  sunt curenţi generaţi ai generatoarelor ideale de curent controlate în curent,  URk(IRk)  sunt tensiuni la bornele rezistoarelor ideale controlate în curent,  EUk(UEk)  sunt tensiuni electro-motoare ale generatoarelor ideale de tensiune controlate în tensiune,  EIk(IEk)  sunt tensiuni electromotoare ale generatoarelor ideale de tensiune controlate în curent. 


Studiul unui circuit de curent continuu nelinear presupune, astfel, rezolvarea sistemului de ecuaţii ale lui Kirchhoff, doar formal lineare, dar în fapt nelineare datorită prezenţei unor dependenţe nelineare între mărimile electrice implicate. În esenţă, deoarece mărimile electrice de control ale generatoarelor controlate pot fi exprimate în termenii celorlalte mărimi electrice din circuit, mărimile necunoscute propriu zise sunt curenţii prin laturi fără generator ideal de curent şi fără rezistor ideal controlat în tensiune, respectiv tensiunile la bornele generatoarelor ideale de curent şi la bornele rezistoarelor ideale controlate în tensiune. 


Şi în cazul circuitelor de curent nelineare trebuie făcută observaţia că existenţa şi unicitatea soluţiei sistemului de ecuaţii ale circuitului nu sunt în general asigurate, şi trebuie studiată pentru fiecare circuit în parte, aşa cum este ilustrat mai jos în cazuri simple. 
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  Fig. 9.42. 




   Fig. 9.43. 


Un  caz particular  simplu, dar de larg interes, este acela al unui circuit de curent continuu conţinând  un singur rezistor nelinear; în acest caz partea dificilă a studiului se referă numai la determinarea mărimilor electrice care caracterizează funcţionarea elementului nelinear. Partea lineară a circuitului, conectată la bornele  A , B  ale rezistorului nelinear cu ecuaţia constitutivă   f(U,I) = 0 , poate fi înlocuită printr-un generator echivalent, fie acesta un generator neideal de tensiune, cu tensiunea electro-motoare  UAB0  şi rezistenţa internă  RAB0  (fig. 9.42). Funcţionarea circuitului astfel redus la o unică buclă este caracterizată de sistemul de ecuaţii nelineare 
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Rezolvarea acestuia poate fi abordată prin aşa numita metodă grafică, numită şi  metoda dreptei de sarcină: soluţia  (U,I)  a sistemului de ecuaţii este reprezentată de coordonatele punctului de intersecţie al graficelor ecuaţiilor în planul  Oui  (fig. 9.43), numit  punct static de funcţionare. 
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        Fig. 9.44. 



    Fig. 9.45. 
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  Fig. 9.46. 


Metoda dreptei de sarcină poate fi aplicată pentru a ilustra situaţii în care nu este asigurată existenţa sau unicitatea soluţiei unui circuit de curent continuu nelinear simplu. De exemplu, în circuite simple cu generatoare ideale şi diodă semiconductoare, fie în aproximarea ei curentă (fig. 9.44), sau în aproximaţia ca diodă Zener (fig. 9.45), este posibil să nu existe soluţie – în asemenea situaţii, existenţa soluţiei poate fi asigurată prin recurgerea la modele mai detailate ale generatorului şi/sau diodei semiconductoare. Similar, în circuite simple cu diodă tunel (fig. 9.46), este posibil ca soluţia să nu fie unică. Se poate arăta că numai unele dintre punctele statice de funcţionare sunt stabile, iar altele – cum este punctul  (U,I)  din figură – sunt instabile (adică nu se mai revine la ele după încetarea unor mici perturbaţii de tensiune sau curent aplicate). Şi aici folosirea unor modele mai detaliate ale circuitului cu diodă tunel, incluzând elemente reactive, precizează asemenea puncte de funcţionare stabile. 


3.  În electronică mai ales sunt curente situaţiile în care un circuit de prelucrarea semnalelor, incluzând elemente de circuit (rezistoare sau generatoare controlate) nelineare, funcţionează astfel încât  punctul de funcţionare, adică ansamblul perechilor curent – tensiune ce caracterizează fiecare element de circuit, are mici variaţii lente în jurul unui  punct static de funcţionare  ce corespunde absenţei semnalului de prelucrat. Într-o asemenea situaţie trebuie distins între două probleme: determinarea punctului static de funcţionare, adică a funcţionării circuitului în absenţa semnalului de prelucrat – aceasta este denumită problema de semnal mare – şi determinarea mărimilor de semnal mic lent variabil (în jurul punctului static de funcţionare) – aceasta este denumită problema de semnal mic. 


În absenţa semnalului de prelucrat, în regim staţionar, ecuaţiile de funcţionare ale circuitului sunt chiar cele indicate mai sus, 
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rezolvarea acestui sistem de ecuaţii (algebrice) nelineare dă soluţia problemei de semnal mare, adică valorile caracteristice punctului static de funcţionare. 


Notând cu litere mici mărimile electrice din circuit în prezenţa semnalului de prelucrat, în regim suficient de lent variabil pentru a putea fi aproximat ca succesiune extrem de lentă de regimuri staţionare, ecuaţiile de funcţionare ale circuitului sunt similare întru totul celor de mai sus, 
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Fie acum introduse acum mărimile de semnal mic lent variabil (notate cu literă mică şi cu indice literă mică), ca diferenţe între mărimi electrice totale şi valoarea lor în punctul static de funcţionare, de genul 
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unde 
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Efectuând diferenţa ecuaţiilor referitoare la fiecare nod sau buclă, în prezenţa semnalului şi în absenţa lui, pentru mărimile de semnal mic lent variabil se obţin ecuaţii similare celor de mai sus, 
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în care rămân de analizat dependenţele dintre mărimile de semnal mic lent variabil. 


Folosind teorema creşterilor finite (teorema lui Rolle), o mărime electrică totală din circuit (în prezenţa semnalului de prelucrat) poate fi aproximată în termenii valorii ei din punctul static de funcţionare (în absenţa semnalului de prelucrat) şi micii ei variaţii lente. De exemplu, pentru curentul printr-un rezistor nelinear controlat în tensiune, se obţine 
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unde  gGk  este panta ecuaţiei constitutive  iGk(uGk)  a elementului de circuit nelinear, calculată în punctul static de funcţionare, numită conductanţă dinamică. Astfel, între mărimile de semnal mic lent variabil asociate unei conductanţe nelineare rezultă o relaţie lineară, 
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O analiză similară arată că relaţii lineare sunt valabile între mărimile de semnal mic lent variabil ce caracterizează rezistorul nelinear comandat în curent, 
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unde  rRk  este rezistenţa dinamică, generatorul ideal de tensiune controlat în tensiune, 
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unde  nEk  este factorul dinamic de transfer în tensiune, generatorul ideal de tensiune controlat în curent, 
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unde  rEk  este rezistenţa dinamică de transfer, generatorul ideal de curent controlat în tensiune, 
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unde  gAk  este conductanţa dinamică de transfer, generatorul ideal de curent controlat în curent, 
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unde  mAk  este factorul dinamic de transfer în curent. 


În particular, elementele de circuit lineare – rezistoare sau generatoare controlate – rămân a fi caracterizate prin elementele lor reprezentative în regim staţionar: rezistenţă (sau conductanţă), ori coeficientul de transfer corespunzător. 


Analiza funcţionării generatoarelor independente în ceea ce priveşte componen-tele de semnal mic lent variabil este mai simplă. Pentru generatoare independente cu tensiune electromotoare sau curent generat cu mici componente lent variabile, 
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adică fiecare este reprezentat prin chiar componenta de semnal mic lent variabil a mărimii caracteristice. Pentru  generatoare independente constante, însă, 
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în ceea ce priveşte micile componentele de semnal mic lent variabil, un generator ideal de tensiune electromotoare constantă este echivalent cu un scurtcircuit, iar un generator ideal de curent constant este echivalent cu o întrerupere. 


Problema de semnal mic, adică analiza relaţiilor dintre componentele de semnal mic lent variabil, este asociată, atunci, unui aşa numit circuit echivalent de semnal mic, în care fiecare rezistor este înlocuit prin rezistenţa sau conductanţa sa dinamică, fiecare generator controlat este înlocuit prin coeficientul său de transfer dinamic, fiecare generator independent lent variabil este înlocuit prin componenta de semnal mic lent variabil a mărimii sale caracteristice, fiecare generator independent de tensiune electromotoare constantă este înlocuit printr-un scurtcircuit, iar fiecare generator independent de curent generat constant este înlocuit printr-o întrerupere. Circuitul echivalent de semnal mic este astfel un circuit linear, valorile caracteristice elementelor sale fiind asociate punctului static de funcţionare determinat ca soluţie a problemei (nelineare) de semnal mare. 
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