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8. CIRCUITE  CU  PARAMETRI  DISTRIBUIŢI


Un circuit cu parametri distribuiţi este un model al unui sistem electromagnetic în care diferitele procese de transfer energetic – disiparea energiei electromagnetice prin efect Joule, acumularea de energie electrică sau acumularea de energie magnetică – nu pot fi atribuite unor subsisteme precis delimitate. În asemenea cazuri, când procesele de transfer energetic amintite sunt distribuite în întregul sistem, singura tratare localizată se poate referi doar la porţiuni elementare, ceea ce face ca sistemul în ansamblu să poată fi tratat cel mult ca o interconectare a unui număr infinit de secţiuni elementare. 

8.1.  Linia electrică şi parametrii lineici 
Linia electrică este cel mai simplu exemplu de circuit cu parametri distribuiţi în cazul în care diferitele procese de transfer energetic sunt distribuite de-a lungul ei. O linie electrică este alcătuită din două conductoare, considerate rectilinii paralele, plasate într-un mediu dielectric izolant. În aplicaţiile în care transportul energiei este punctul de interes, ea este numită linie electrică lungă; în aplicaţiile în care transmiterea unor semnale reprezintă punctul de interes, ea este numită linie (electrică) de transmisiune. Pot fi, desigur, considerate linii electrice cu structuri mai complicate decât aceasta, zisă bifilară, de exemplu cu mai mult de două conductoare (linie multifilară). Pentru prezentarea aspectelor specifice liniilor electrice şi, mai general, circuitelor electrice cu parametri distribuiţi este însă suficient studiul liniei electrice bifilare. 

De-a lungul fiecărui conductor al liniei electrice intensitatea curentului electric de conducţie nu este constantă. Într-adevăr, prin izolantul imperfect pot exista curenţi de dispersie (de pierderi, de fugă, de scăpări) de la un conductor la celălalt; mai mult, pe suprafaţa conductoarelor se pot acumula sarcini opuse – ca pe plăcile unui condensator – astfel încât de-a lungul fiecărui conductor o parte a curentului este folosită  pentru aducerea sau evacuarea unor asemenea sarcini. Similar, tensiunea dintre conductoare nu este constantă de-a lungul liniei. Într-adevăr, există o cădere de tensiune asociată trecerii curentului printr-un conductor de rezistenţă nenulă şi, în plus, variaţiei câmpului magnetic determinat de curenţii prin conductoare în jurul acestora îi este asociată o tensiune electromotoare indusă care afectează local tensiunea dintre conductoarele liniei. 

Pentru simplificarea studiului va fi considerată o linie electrică bifilară omogenă, în care conductoarele şi mediul dintre acestea (presupus liniar) îşi păstrează aceleaşi caracteristici geometrice şi de material. Direcţia de-a lungul conductoarelor paralele va fi considerată direcţie  Ox  şi numită direcţie longitudinală; planele transversale sunt atunci, evident, plane normale acestei direcţii, paralele cu planul  Oyz . 

Studiul local al fenomenelor electromagnetice care au loc într-o linie electrică este efectuat într-un aşa numit tronson elementar al liniei, reprezentat de porţiunea infinitezimală a liniei cuprinsă între două plane transversale infinitezimal apropiate,  x  şi  x+dx  (fig.8.1). Prin conductorul superior curentul intră în tronson cu o valoare  i(x,t)  şi iese cu o valoare  i(x+dx,t)  diferită de precedenta, datorită proceselor amintite mai sus: prezenţa unui curent (infinitezimal) de pierderi prin dielectric  did (x,t)  şi a unei componente (infinitezimale) de curent care aduce suplimentul (infinitezimal) de sarcină  dq(x,t)  acumulată pe porţiunea conductorului superior din tronsonul considerat. Prin conductorul inferior curentul intră în tronson cu o valoare  i(x+dx,t)  şi iese cu o valoare  i(x,t) , în direcţie opusă curentului din conductorul superior; diferenţa dintre aceste valori este şi aici datorată proceselor amintite: prezenţa curentului (infinitezimal) de pierderi prin dielectric  did (x,t)  şi a componentei (infinitezimale) de curent care evacuează deficitul (infinitezimal) de sarcină  –dq(x,t)  din cea acumulată pe porţiunea conductorului inferior din tronsonul considerat. Între bornele (adică între conductoarele tronsonului) din planul transversal  x  tensiunea are valoarea  u(x , t) , care este diferită de valoarea  u(x+dx , t) pe care o prezintă între bornele din planul transversal  x+dx .  Aceasta se datorează, pe de o parte, căderii (infinitezimale) de tensiune  duc(x,t) = du'(x,t) + du"(x,t)  determinată de trecerea curentului prin fiecare din porţiunile infinitezimale ale conductoarelor tronsonului şi, pe de altă parte, tensiunii electromotoare  de(x,t)  induse în tronsonul considerat prin variaţia fluxului magnetic (infinitezimal)  d((x,t)  asociat trecerii curentului prin conductoarele tronsonului infinitezimal de linie. 
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      Fig.8.1.


Fenomenele descrise anterior pot fi caracterizate, local, în termenii unor aşa numiţi parametri lineici (caracteristici) ai liniei electrice. 


Curentul infinitezimal de pierderi (prin dielectricul – izolant imperfect)  did(x,t)  dintre conductoarele tronsonului (fig.8.2.) este proporţional cu tensiunea  u(x,t)  dintre acestea, ceea ce permite să fie definită o conductanţă lineică,
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astfel încât


did(x,t) = Gl(u(x,t)(dx   .


Sarcinile electrice infinitezimale opuse  (dq(x,t)  acumulate pe suprafaţele conductoarelor superior, respectiv inferior, ale tronsonului elementar (fig.8.2) este proporţională cu tensiunea  u(x,t)  prezentă între cele două conductoare, ceea ce permite să fie definită o capacitate lineică, 
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astfel încât 

dq (x,t) = Cl(u(x,t)(dx   .

    [image: image4.png]DT > ix+dxb)
dgx0)
ust) Bl |yt
—dg(x
=L —iGrdn

Atdy










      Fig.8.2.


Căderea infinitezimală de tensiune rezistivă  duc(x,t) = du'(x,t) + du"(x,t)  de-a lungul porţiunilor elementare ale conductoarelor tronsonului (fig.8.3) este proporţională cu curentul  i(x,t)  care a determinat-o, ceea ce permite să fie definită o rezistenţă lineică,
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astfel încât


duc(x,t) = Rl(i(x,t)(dx   .
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      Fig.8.3.


Fluxul magnetic infinitezimal  d((x,t)  prin suprafaţa  S(  delimitată de conductoarele tronsonului elementar şi de liniile tensiunilor la bornele acestuia duse prin planele  x  şi  x+dx  (fig.8.3) este proporţional cu curentul  i(x,t)  care l-a determinat, ceea ce permite să fie definită o inductanţă lineică, 
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astfel încât


d( (x,t) = Ll(i(x,t)(dx   . 


Valorile parametrilor lineici depind, evident, de configuraţia liniei ca şi de parametrii geometrici şi de material ai acesteia; ei pot fi calculaţi pe baza studiul câmpului electromagnetic al liniei electrice sau măsuraţi prin măsurători specifice.

8.2. Ecuaţiile liniilor electrice 

Ecuaţiile liniilor electrice descriu comportarea locală a câmpului electromagnetic al liniei prin intermediul mărimilor integrale  u(x,t)  şi  i(x,t) ; ele sunt obţinute prin aplicarea ecuaţiilor generale de interacţiune reprezentate prin legea inducţiei electromagnetice şi legea conservării sarcinii electrice. 
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      Fig.8.4.

Fie considerată, pentru început, legea inducţiei electromagnetice, 
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aplicată conturului  (  folosit pentru definirea inductanţei lineice, şi care include liniile tensiunilor infinitezimale rezistive pe conductoarele tronsonului infinitezimal de linie electrică (fig.8.4). Evaluând, separat, membrul stâng, care este chiar tensiunea electrică totală de-a lungul conturului considerat, şi membrul drept, în care apare chiar fluxul magnetic infinitezimal asociat tronsonului infinitezimal considerat, se obţine, succesiv,
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unde au fost neglijaţi termenii superiori ai dezvoltării tensiunii  u(x+dx , t)  în jurul punctului  x . Divizând cu  dx  şi efectuând câteva reordonări, este obţinută prima ecuaţie a lui Thomson (a telegrafiştilor), 
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Fie apoi considerată legea conservării sarcinii electrice, 
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      Fig.8.5.

aplicată unei suprafeţe cilindrice  (  care include în interior, de exemplu, conductorul superior al tronsonului infinitezimal de linie electrică considerat (fig.8.5). Evaluând, separat, membrul stâng, care este chiar curentul electric total care iese din suprafaţa considerată, şi membrul drept, în care apare chiar sarcina electrică infinitezimală acumulată pe conductorul superior al tronsonului infinitezimal considerat, se obţine, succesiv, 
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unde au fost neglijaţi termenii superiori ai dezvoltării curentului  i(x+dx , t)  în jurul punctului  x . Divizând cu  dx  şi efectuând câteva reordonări, este obţinută a doua ecuaţie a lui Thomson (a telegrafiştilor), 
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Cele două ecuaţii deduse mai sus constituie sistemul ecuaţiilor de ordinul întâi ale liniilor electrice. Acestor ecuaţii le corespunde un circuit (diport) echivalent elementar pentru tronsonul infinitezimal de linie electrică, conţinând în ramura serie rezistenţa infinitezimală  dR = Rl(dx  înseriată cu inductanţa infinitezimală  dL = Ll(dx , iar în ramura paralel conductanţa infinitezimală  dG = Gl(dx  conectată în paralel cu capacitatea infinitezimală  dC = Cl(dx  (fig.8.6).


Ecuaţiile de ordinul al doilea ale liniilor electrice sunt obţinute din sistemul ecuaţiilor de ordinul întâi prin eliminarea fie a curentului, fie a tensiunii. În primul caz, derivând ecuaţiile de ordinul întâi în raport cu  x , respectiv cu  t , se obţine 
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eliminând curentul (folosind şi expresia derivatei mixte din a doua în prima relaţie) şi efectuând câteva reordonări, este obţinută ecuaţia de ordinul al doilea a tensiunii pe linie,
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      Fig.8.6.

În al doilea caz, procedând similar, se obţine mai întâi
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iar apoi, eliminând tensiunea (folosind şi expresia derivatei mixte din a doua în prima relaţie) şi efectuând câteva reordonări, este obţinută ecuaţia de ordinul al doilea a curentului pe linie,
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Au fost, astfel, obţinute ecuaţii cu derivate parţiale similare pentru tensiunea şi pentru curentul pe linie; această similaritate sugerează că soluţiile obţinute pentru tensiunea  u(x,t)  şi curentul  i(x,t)  sunt asemănătoare. Trebuie însă făcută remarca importantă că soluţiile ecuaţiilor de ordinul al doilea ale liniilor electrice nu sunt independente: dacă una dintre mărimi a fost obţinută ca soluţie a ecuaţiei corespunzătoare de ordinul al doilea, atunci cealaltă mărime trebuie calculată folosind ecuaţiile de ordinul întâi.


Ca o consecinţă a ecuaţiilor liniei electrice poate fi demonstrată o teoremă de conservare a energiei pe linia electrică. 


Într-adevăr, un tronson infinitezimal al liniei, de lungime  dx , cuprins între planele  x  şi  x+dx , constituie un element (infinitezimal) de circuit (fig.8.7). Puterea electromagnetică primită de acesta pe la borne este 

p(x,t) – p(x+dx,t) = u(x,t)(i(x,t) – u(x+dx,t)(i(x+dx,t) = – dp(x,t)   ;

efectuând dezvoltările în serie ale tensiunii şi curentului în jurul punctului curent  x  şi neglijând termenii superiori se obţine 
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Înlocuirea derivatelor conform ecuaţiilor de ordinul întâi ale liniilor electrice, urmată de împărţirea la  dx  duce la relaţia de bilanţ infinitezimal al puterii,
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Aceasta se scrie concis 
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ritmul de scădere cu coordonata spaţială a puterii electromagnetice primite de tronsonul de linie electrică este egal cu suma dintre pierderile lineice disipative (prin efect Joule)  pJ,l  şi ritmul de creştere în timp a energiei electrice lineice  wl  acumulate în tronsonul infinitezimal. 
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      Fig.8.7.


Integrând relaţia de bilanţ infinitezimal al puterii de-a lungul liniei electrice, între bornele de intrare, la  x = 0 , şi bornele de ieşire, la  x = l , este obţinută teorema conservării energiei electromagnetice pe linia electrică, 
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sau, concentrat,
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În fine, notând cu indicii  1 , 1'  bornele de intrare  şi  2 , 2'  bornele de ieşire, bilanţul energetic pe linia electrică mai poate fi scris ca 
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Pe baza ultimei relaţii poate fi demonstrată acum teorema de unicitate a soluţiilor ecuaţiilor liniei electrice (fig.8.8.) : soluţiile ecuaţiilor liniei electrice sunt unic determinate, în fiecare punct  x ( [0 , l]  al liniei şi în orice moment  t ( [0 , () , dacă sunt date următoarele condiţii de unicitate: condiţiile iniţiale  C0 = {u(x , 0) , i(x , 0)} (care reprezintă distribuţia iniţială de tensiune şi curent pe linie)  şi condiţiile la limită CL = {u1(t) şi u2(t)}  sau  {u1(t) şi i2(t)}  sau  {i1(t) şi u2(t)}  sau  {i1(t) şi i2(t)} . 

    [image: image36.png]i)

), i%0)
), ifx,0
ufx,

i)

()

-

-

(1)

x
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Demonstraţia se face prin reducere la absurd: Fie presupus că, în condiţii de unicitate date, ca mai sus, ecuaţiile liniilor electrice lungi ar avea soluţii diferite {u'(x,t) , i'(x,t)} (  {u"(x,t) , i"(x,t)} ; diferenţa acestora, presupusă nenulă, {ud(x,t) , id(x,t)} =  {u'(x,t)–u"(x,t) , i'(x,t)–i"(x,t)} , verifică ecuaţiile liniare ale liniei electrice şi condiţiile de unicitate diferenţă, nule:  {ud(x , 0) = 0 , id(x , 0) = 0}  şi  una dintre  {u1d(t) = 0 , u2d(t) = 0}  sau   {u1d(t) = 0 , i2d(t) = 0}  sau   {i1d(t) = 0 , u2d(t) = 0}  sau   {i1d(t) = 0 , i2d(t) = 0} . Relaţia de bilanţ energetic pentru soluţia diferenţă se scrie atunci, succesiv, 
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Deoarece  
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  , adică  Wd(t)  este o funcţie descrescătoare,  Wd(t) ( Wd(0) , unde, conform condiţiilor iniţiale pentru soluţia diferenţă,  
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 . Înseamnă că Wd(t) ( 0 , care, împreună cu  
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 , duc la concluzia că  Wd(t) = Wd(0) ( 0 . Deoarece, aşa cum se vede mai sus,  Wd(x,t)  este integrala unui integrand pozitiv definit, rezultă că  {ud(x ,  t) ( 0 , id(x ,  t) ( 0} . Ori acest rezultat contrazice ipoteza iniţială – se conchide atunci că aceasta este falsă, ceea ce demonstrează teorema.


Urmând o procedură asemănătoare este demonstrată teorema de superpoziţie a soluţiilor ecuaţiilor ecuaţiilor liniei electrice: pentru o linie electrică în medii liniare, o combinaţie liniară a condiţiilor de unicitate determină univoc aceeaşi combinaţie liniară a soluţiilor corespunzătoare, separat, fiecărui set de condiţii de unicitate în parte, 

[image: image42.wmf]{

}

(

)

(

)

{

}

Þ

=

®

      

      

      

   

   

N

t

x

i

t

x

u

L

,...,

2

,

1

,

,

,

,

,

0

a

a

a

a

a

C

C



[image: image43.wmf](

)

(

)

þ

ý

ü

î

í

ì

®

þ

ý

ü

î

í

ì

Þ

å

å

å

å

=

=

=

=

N

N

N

L

N

t

x

i

c

t

x

u

c

c

c

1

1

1

1

0

,

,

,

,

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

   

   

      

C

C

   .

Trebuie însă făcută remarca necesară că teorema de superpoziţie presupune condiţii la limită (la borne) de acelaşi tip.

8.3.  Linia electrică în regim tranzitoriu 

Studiul regimului tranzitoriu (variabil) al liniei electrice va fi efectuat, pentru început, în cazul simplu referitor la linia fără pierderi,


Rl = 0      ,      Gl = 0   .

O asemenea linie modelează, de fapt, situaţia în care componentele disipative sunt negljabile faţă de cele reactive în ecuaţiile liniei,
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Ecuaţiile de ordinul întâi ale liniei devin, atunci, 
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iar ecuaţiile de al doilea se simplifică la



[image: image48.wmf]2

2

2

2

t

u

C

L

x

u

l

l

¶

¶

¶

¶

×

=

-

      ,      
[image: image49.wmf]2

2

2

2

t

i

C

L

x

i

l

l

¶

¶

¶

¶

×

=

-

   .

Deoarece soluţiile unor asemenea ecuaţii similare duc la soluţii similare, este suficient să fie analizată în detaliu numai una din aceste două ecuaţii.


Ecuaţia de ordinul al doilea a tensiunii pe linia electrică fără pierderi,



[image: image50.wmf]2

2

2

2

t

u

C

L

x

u

l

l

¶

¶

¶

¶

×

=

-

   ,

este o ecuaţie cu derivate parţiale de tip hiperbolic. Pentru a găsi soluţia acestei ecuaţii este folosită schimbarea de variabile
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corespunzător căreia se calculează, succesiv,
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Ecuaţia hiperbolică este atunci rescrisă, succesiv, sub formele 
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ultima fiind echivalentă cu două ecuaţii. Prima dă, succesiv,
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confirmând, astfel, forma cu semne alternate a schimbărilor de variabile folosite; a doua,
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reprezintă forma echivalentă a ecuaţiei hiperbolice a cărei soluţie este obţinută prin integrare succesivă, mai întâi după  (– , iar apoi după  (+ . Într-adevăr, integrările dau 
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Se confirmă astfel schimbarea de variabile folosită, ajungându-se la concluzia că funcţia căutată,  u , depinde de variabilele temporală şi spaţială,  t  şi  x , numai prin intermediul unei combinaţii liniare a acestora: fie variabila temporală retardată,
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fie, echivalent, variabila spaţială decalată,


(– = x – v(t      ,      (+ = x + v(t   .

Expresia generală a tensiunii pe linia electrică fără pierderi este, atunci, 


[image: image68.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

,

U

t

v

x

u

t

v

x

u

U

v

x

t

u

v

x

t

u

t

x

u

i

d

i

d

+

×

+

+

×

-

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

   . 

Curentul prin  linia  electrică  este apoi determinat  din  ecuaţiile  de  ordinal  întâi. 

Notând, ca mai sus,  (+  şi  (–  argumentele celor două componente variabile ale tensiunii pe linie, şi prin  u' , u" ,…, derivările în raport cu asemenea argumente, se calculează 
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Aceasta înseamnă că
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de unde, prin simplă integrare în raport cu variabila temporală, se obţine că
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Precizarea constantei de integrare  f(x)  se face înlocuind această expresie a curentului în cealaltă ecuaţie de ordinul întâi. Este calculat, separat, fiecare membru al ecuaţiei:
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respectiv
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Un calcul simplu arată că  
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 , astfel încât, prin egalarea celor doi membri calculaţi mai sus, rezultă că  f'(x) = 0 , deci  f(x) = const., notată  I0 .


Este definită acum impedanţa caracteristică a liniei electrice fără pierderi,
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care satisface, evident, relaţiile
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Cu ajutorul acesteia, şi ţinând cont de formula găsită mai sus pentru curentul  i , poate fi scrisă expresia generală a curentului prin linia electrică fără pierderi, 
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Semnificaţia fizică a acestor rezultate poate fi obţinută de exemplu, din analiza expresiei tensiunii pe linia electrică. Pentru prima componentă  ud  a tensiunii, numită undă directă de tensiune, este simplu verificată relaţia 

[image: image81.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

v

t

v

x

t

t

u

v

x

t

u

d

d

D

D

   ,

    [image: image82.png]9
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      Fig.8.9.

care arată că valoarea acestei componente, în fiecare moment  t  şi în fiecare punct  x , este aceeaşi cu cea pe care a avut-o în momentul anterior cu  (t  în punctul situat mai aproape de origine cu distanţa  (x = v((t  (fig.8.9). Repartiţia spaţială a undei directe  ud  se deplasează, deci, în direcţia pozitivă a axei  Ox  cu viteza  v , numită viteză de fază; această componentă mai este numită şi undă progresivă (de tensiune). În mod similar, pentru a doua componentă  ui  a tensiunii, numită undă inversă de tensiune, este verificată relaţia
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      Fig.8.10.

care arată că valoarea acestei componente, în fiecare moment  t  şi în fiecare punct  x , este aceeaşi cu cea pe care a avut-o în momentul anterior cu  (t  în punctul situat mai departe de origine cu distanţa  (x = v((t  (fig.8.10). Repartiţia spaţială a undei inverse  ui  se deplasează, deci, în direcţia negativă a axei  Ox  tot cu viteza  v  (viteză de fază); această componentă mai este numită şi undă regresivă (de tensiune). Este evident că interpretări analoage sunt valabile pentru unda directă, respectiv inversă, de curent,
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În fine, în conformitate cu condiţiile de unicitate, constantele  U0 , respectiv  I0 , numite componentele continue ale tensiunii, respectiv curentului, sunt determinate de condiţiile iniţiale pe linie, în timp ce undele directă şi inversă  ud , respectiv  ui , sunt determinate, în raport cu condiţile iniţiale, de condiţiile la limită (la borne). 

Linia electrică fără pierderi poate fi abordată şi folosind transformarea Laplace. Dacă, de exemplu, este cunoscută variaţia în timp a undei directe de tensiune într-un punct dat, considerat ca origine,  ud(0,t) = ud(t) , cu valoare iniţială nulă, şi se introduce transformate ei Laplace prin 

Ud(0,s) =Ud(s) = L{ud(t)} = L{ud(0,t)}   ,

atunci, conform teoremei retardării, 
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unda directă de tensiune este obţinută în orice alt punct prin simpla deplasare spaţială (în direcţie progresivă, cu viteza de fază  v) a desfăşurării ei temporale în origină. Un raţionament asemănător arată că unda inversă de tensiune este obţinută în orice punct prin deplasarea spaţială (în direcţie regresivă, cu viteza de fază  v) a desfăşurării ei temporale într-un alt punct de origine, unde aceasta din urmă este cunoscută. Asemenea procese de propagare sunt, evident, suprapuse peste componenta constantă eventual prezentă pe linia electrică. 


Propagarea undelor directe şi inversă pe linia fără pierderi are loc cu păstrarea formei de variaţie în timp a acestora, adică fără distorsiuni – o asemenea comportare este cea ideală în transmisiunea semnalelor pe liniile electrice. Totuşi, linia fără pierderi este doar un caz particular, idealizat; este important, deaceea, să fie analizat cazul mai general al liniei electrice cu pierderi dar fără distorsiuni. 


În acest scop, fie abordat regimul tranzitoriu pe o linie electrică în ipoteza unor condiţii iniţiale nule (sau, echivalent, studiind numai abaterile  u(x,t) – u(x,0) , respectiv  i(x,t) – i(x,0)  în raport cu condiţiile iniţiale). Fie considerat studiul tensiunii pe linia electrică folosind schimbarea de variabilă



[image: image87.wmf](

)

(

)

t

e

t

x

w

t

x

u

d

-

×

=

,

,

   ,

unde  w  este noua variabilă, iar  ( = const.  este coeficientul de atenuare ce urmează a fi precizat. Calcule simple arată că
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astfel încât substituirea derivatelor necesare în ecuaţia de ordinul al doilea a tensiunii,
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urmată de simplificarea termenului  
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 , duce la ecuaţia pentru noua variabilă  w 
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Valoarea coeficientului de atenuare  (  este astfel aleasă încât să anuleze coeficientul primei derivate temporale a noii funcţii  w , 
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Coeficientul noii funcţii  w  în ecuaţie devine, atunci, 
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unde a fost introdus factorul de distorsiune
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În termenii valorilor introduse pentru  (  şi  ( , ecuaţia cu derivate parţiale pentru noua funcţie  w  devine 
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Este evident că această ecuaţie se reduce la cea a tensiunii pe linia fără pierderi (care este şi fără distorsiuni) dacă este impusă o valoare nulă factorului de distorsiune,


( = 0   . 


În termenii parametrilor lineici ai liniei electrice, condiţia de absenţă a distorsiunilor este atunci 
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în aceste condiţii, coeficientul de atenuare are valoarea 
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În condiţiile absenţei distorsiunilor, ecuaţia cu derivate parţiale pentru noua funcţie  w  devine  
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identică cu cea pentru linia fără pierderi. Soluţia pentru noua funcţie  w  este atunci cea obţinută mai sus în acest caz şi, ţinând seama de relaţia de schimbare de variabilă, componenta variabilă (tranzitorie) a tensiunii pe linia fără distorsiuni devine 
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ceea ce înseamnă popagarea atenuată, dar fără distorsiuni, a semnalelor de tensiune pe linie. Un calcul similar celui efectuat pentru linia fără pierderi permite să se obţină o expresie şi o concluzie asemănătoare pentru componenta variabilă (tranzitorie) a curentului prin linia fără distorsiuni, 
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unde impedanţa caracteristică a liniei fără distorsiuni este tot
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Studiul regimului tranzitoriu al liniei electrice omogene poate fi abordat, în cazul general, folosind transformarea Laplace, în ipoteza unor condiţii iniţiale nule (sau, echivalent, cu referire numai la abaterile mărimilor electrice de pe linie faţă de valorile lor iniţiale). 


Fie, deci, considerate transformatele Laplace ale tensiunii şi curentului pe linie,


U = U(x,s) = L{u(x,t)}      ,      I = I(x,s) = L{i(x,t)}   .

În condiţii iniţiale nule pentru aceste mărimi, conform proprietăţilor transformatei Laplace, este uşor de verificat că, de exemplu, pentru tensiune,
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şi similar pentru curent.


Forma operaţională a ecuaţiilor de ordinul întâi ale liniei electrice este atunci 
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iar cea a ecuaţiilor de ordinul al doilea este 
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unde a fost introdusă constanta de propagare operaţională a liniei electrice
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Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale a tensiunii operaţionale este 
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iar din prima ecuaţie de ordinul întâi solutia generală corespunzătoare a curentului operaţional este
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unde a fost introdusă impedanţa caracteristică (operaţională) a liniei electrice, 
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Studiul operaţional (în termenii transformării Laplace) al linie electrice (chiar omogene) presupune, aşa cum se vede, operarea cu imagini Laplace conţinând radicali şi exponenţiale cu exponentul conţinând radicali din variabila complexă  s . Inversarea unor asemenea imagini Laplace, în scopul obţinerii evoluţiei tranzitorii a tensiunii şI curentului pe linia electrică este însă foarte dificilă; deaceea abordarea în oparaţional a liniei electrice nu prea este folosită. 

8.4.  Linia electrică în regim armonic permanent 
Se spune că o linie electrică funcţionează în regim armonic permanent dacă tensiunea şi curentul pe linie sunt, în fiecare punct, funcţii armonice (sinusoidale) de timp, cu aceeaşi frecvenţă,
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determinate ca regim permanent corespunzător unor excitaţii armonice (sinusoidale) de aceeaşi frecvenţă aplicate la capetele liniei.

Pentru studiul regimului armonic permanent al liniei electrice este folosită reprezentarea complexă (simplificată) a mărimilor instantanee local armonice în timp,
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astfel încât
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Un raţionament analog celui folosit mai sus, pentru studiul liniei electrice în termenii transformatei Laplace, arată că derivatelor spaţiale ale funcţiilor armonice le corespund derivatele spaţiale ale reprezentărilor complexe asociate, iar derivării temporale a funcţiilor armonice îi corespunde multiplicarea prin  j(  a reprezentărilor complexe asociate. De altfel, calculul direct arată că, de exemplu,
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respectiv
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Forma complexă a ecuaţiilor de ordinul întâi ale liniei electrice este atunci 
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iar iar cea a ecuaţiilor de ordinul al doilea este 


[image: image122.wmf]I

I

,

U

U

2

2

2

2

2

2

g

=

g

=

dx

d

dx

d

      

      

   ,

unde a fost introdusă constanta de propagare complexă a liniei electrice
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Constanta de propagare trebuie subînţeleasă ca reprezentând radicalul cu parte reală pozitivă; în acest caz se poate verifica şi pozitivitatea părţii imaginare: 


( = ( + j(      ,      ( > 0   ,   ( > 0   , 

unde  ( = ((() = Re{(}  este denumită constanta de atenuare a liniei electrice iar  ( = ((() = Im{(}  este denumită constanta de fază a liniei electrice. 

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale a tensiunii complexe este 
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iar din prima ecuaţie de ordinul întâi este calculat curentul complex,
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Este definită impedanţa caracteristică (complexă) a liniei electrice,
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astfel încât solutia generală corespunzătoare a curentului complex este
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Constantele de integrare (complexe)  A1  şi  A2 , care determină forma particulară a soluţiilor complexe ale ecuaţiilor liniei electrice sunt determinate în final din condiţiile la limită (la borne). 


Termenii care apar în expresiile generale ale tensiunii complexe şi curentului complex pe linia electrică sunt numiţi unde elementare. Pentru a obţine o interpretare fizică a acestora, fie considerată, de exemplu, unda elementară directă de tensiune
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care, deoarece pentru  x = 0 , 
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poate fi scrisă ca
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Expresia instantanee a undei directe de tensiune este astfel
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iar variaţia în timp şi în spaţiu a tensiunii corespunzătoare este reprezentată în fig.8.11.


O asemenea dependenţă de moment şi poziţie are faza periodică, atât în timp, cât şi în spaţiu. Într-adevăr, în virtutea periodicităţii funcţiei armonice,  sin((t – (x + (d0) = sin[((t + T) – (x + (d0] = sin((t + 2( – (x + (d0) ; de aici  (T = 2( , adică faza undei este periodică în timp cu perioada 

T = 2(/(   , 

sau cu frecvenţa 

( = 1/T = (/2(   . 

Similar,  sin((t – (x + (d0) = sin[(t – ((x + () + (d0] = sin((t – (x – 2( + (d0) ; de aici  (( = 2(  arată că faza undei este periodică şi în spaţiu cu perioada spaţială, numită lungime de undă, dată de relaţia 

( = 2(/(   . 

Mai  mult,  dependenţa  fazei   de   coordonatele  temporală   şi  spaţială  prin  intermediul 

variabilei temporale retardate  
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  arată că faza undei directe se propagă în sensul pozitiv al axei  Ox  (în sens progresiv) cu viteza de fază 
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      Fig.8.11. 
În fine, se mai observă că lungimea de undă, după care faza undei se modifică cu  2( , este parcursă de unda directă cu viteza  v  într-o perioadă  T , 
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O analiză asemănătoare arată că  
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  reprezintă o undă inversă de tensiune, 
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a cărei fază este de asemenea periodică în timp (cu perioada  T) şi în spaţiu (cu lungimea de undă  (), astfel încât faza acesteia se propagă tot cu viteza de fază  v , dar în sensul negativ (regresiv) al axei  Ox. 


Amplitudinile undelor directă şi inversă,  
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 , descresc exponenţial, cu aceeaşi constantă de atenuare  ( , în sensul propriu de propagare (la creşterea coordonatei  x , respectiv la micşorarea coordonatei  x). 


Dependenţa de frecvenţă a constantelor de atenuare şi de fază – deci şi a vitezei de fază – face ca amplitudinile componentelor de diferite frecvenţe ale semnalului să fie atenuate diferit iar fazele componentelor de diferite frecvenţe ale semnalului să se propage cu viteze diferite. Atunci forma semnalului aplicat la o pereche de borne (de intrare) ale liniei, reprezentat prin suprapunerea componentelor de frecvenţe diferite, cu amplitudini şi faze precizate, este modificată pe măsura propagării datorită modificării diferite a amplitudinilor şi fazelor componentelor: semnalul este tot mai distorsiopnat pe măsură ce se propagă. 


Linia electrică fără distorsiuni este linia electrică ale cărei caracteristici de propagare nu depind de frecvenţă. Impunând impedanţei caracteristice a liniei, 
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condiţia independenţei de frecvenţă (condiţia lui Heaviside), 
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se obţine imediat o valoare pur reală a acesteia,
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egală cu aceea corespunzătoare liniei fără pierderi. De asemenea, în condiţiile absenţei distorsiunilor, constanta de propagare complexă capătă valoarea 
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astfel încât rezultă
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Ca urmare, coeficientul de atenuare este independent de frecvenţă ca şi viteza de fază,
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ceea ce înseamnă că toate componentele semnalului aplicat, de orice frecvenţă ar fi, sunt atenuate în aceeaşi măsură şi se propagă la fel de-a lungul liniei, adică într-adevăr semnalul nu mai este distorsionat.


Soluţiile ecuaţiilor liniei electrice în regim armonic permanent pot fi precizate în funcţie de condiţiile la borne (la limită). 


Constantele de integrare  A1  şi  A2  pot fi exprimate în raport cu condiţiile la bornele de intrare  (x = 0)  conform relaţiilor 
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se obţine imediat 
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Corespunzător, expresiile tensiunii complexe şi curentului complex pe linie devin 
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astfel încât, în final,


[image: image153.wmf](

)

(

)

x

x

x

x

x

x

c

c

g

×

-

g

×

=

g

×

-

g

×

=

sh

Z

U

ch

I

I

,

sh

I

Z

ch

U

U

1

1

1

1

     

      

   ,


Precizarea constantelor de integrare A1  şi  A2  poate fi făcută şi în raport cu condiţiile la bornele de ieşire  (x = l)  conform relaţiilor 
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se obţine imediat 
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adică
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Corespunzător, expresiile tensiunii complexe şi curentului complex pe linie devin acum 
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Introducând o schimbare de coordonată, cu originea la bornele de ieşire şi cu sensul pozitiv opus celui al axei  Ox , 


x' = l – x   ,

se obţine, în final,
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Este acum foarte simplu să se scrie ecuaţiile cuadripolare (mai corect, ecuaţiile de diport) ale liniei electrice, adică relaţiile între mărimile electrice complexe de la capetele liniei (fig.8.12).

În ecuaţiile mărimilor complexe pe linie în funcţie de datela la capătul de intrare al liniei se pune  x = l  şi sunt atunci obţinute datele de la capătul de ieşire,  
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invers, în ecuaţiile mărimilor complexe pe linie în funcţie de datela la capătul de ieşire al liniei se pune  x' = l  şi sunt atunci obţinute datele de la capătul de intrare, 
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      Fig.8.12. 

Linia electrică scurtă reprezintă un caz particular cu importante semnificaţii. Fie o linie electrică de lungime suficient de mică, astfel încât  
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 . Pot fi atunci folosite dezvoltările în serie ale funcţiilor hiperbolice în jurul originii, în care sunt neglijaţi termenii de ordin superior unităţii,
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Ecuaţiile cuadripolare aproximative corespunzătoare sunt obţinute imediat ca
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Aceste ecuaţii descriu o schemă echivalentă cu parametrii concentraţi 


R = Rl(l   ,   L = Ll(l   ,   G = Gl(l   ,   C = Cl(l   , 

cu aceeaşi topologie cu cea a tronsonului infinitezimal (fig.8.13). 


Rezultatul obţinut permite stabilirea unui criteriu cantitativ pentru a aprecia dacă un circuit poate fi (sau nu poate fi) tratat în aproximaţia parametrilor concentraţi, adică în regim cuasistaţionar, în absenţa manifestării unor fenomene electromagnetice ondulatorii. Criteriul este chiar de forma celui care a permis reducerea, efectuată mai sus, a liniei electrice (lungi) la linia electrică scurtă, adică reducerea circuitului cu parametri distribuiţi la un circuit cu parametri concentraţi. Deoarece, pe de o parte, constanta de propagare  (  este complexă şi, pe de altă parte, constanta de fază  (  admite o interpretare simplă în termenii lungimii de undă, criteriul care permite reducerea în discuţie poate fi scris, echivalent, sub forma
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sau, deoarece  ( = 2(/( = 2(f/v , sub forma 
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      Fig.8.13.


Se conchide, astfel, că aproximaţia parametrilor concentraţi poate fi folosită atunci când 
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adică atunci când dimensiunea maximă a sistemului (circuitului) este mult mai mică decât lungimea de undă minimă, corespunzătoare frecvenţei maxime de variaţie a mărimilor electromagnetice din sistem.


Un parametru important în operarea cu liniile electrice este impedanţa de intrare a unui asemenea linii atunci când ea funcţionează cu o impedanţă de sarcină (între bornele de ieşire) dată,  Z2 = U2 / I2  (fig.8.14). Pornind de la al doilea set de ecuaţii cuadripolare ale liniei electrice se obţine, prin simplă împărţire, 
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Un caz particular interesant este linia fără pierderi (Rl = 0 , Gl = 0), pentru care 
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Folosind relaţiile cunoscute,


ch jx = cos x    ,    sh jx = j sin x    ,    th jx = j tg x    ,    cth jx = – j ctg x   , 

expresia impedanţei de intrare a liniei este pusă sub formele echivalente 
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      Fig.8.14.


Câteva cazuri particulare interesante pot fi obţinute pentru anumite lungimi ale liniei electrice (considerate fără pierderi). (1) Linia electrică zisă în multiplu (întreg) de semilungime de undă se comportă ca un scurtcircuit între bornele de intrare şi cele de ieşire: dacă  l = k((/2 , atunci 


[image: image185.wmf]2

2

0

0

2

0

tg

jZ

tg

j

Z

Z

Z

k

Z

k

Z

Z

i

=

×

+

×

+

×

=

p

p

   .

(2) Linia electrică zisă în multiplu impar de sfert de lungime de undă se comportă ca un transformator de impedanţă de la bornele de ieşire către cele de intrare: dacă  l = (2k+1)((/4 , atunci 
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De exemplu, o impedanţă capacitivă conectată la bornele de ieşire determină la bornele de intrare o impedanţă inductivă şi reciproc; când ieşirea liniei este în gol, bornele de intrare apar a fi în scurtcircuit şi reciproc. 


Soluţiile generale pentru tensiunea complexă şi curentul complex pe linia electrică includ, în general, doi termeni – unul, conţinând factorul  
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 , este unda directă, celălalt, conţinând factorul  
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 , este unda inversă. Presupunând că linia este excitată, la bornele de intrare, de un generator de tensiune sau de curent, şi furnizează semnal unui receptor de impedanţă dată,  Z2 , conectat între bornele de ieşire (fig.8.15), unda directă este interpretată ca datorându-se semnalului aplicat de generator, iar unda inversă este interpretată ca determinată de o reflexie a undei directe la capătul dinspre receptor al liniei. 


Folosind relaţiile obţinute anterior în deducerea formei soluţiilor ecuaţiilor liniei electrice în termenii condiţiilor de la bornele de ieşire, şi ţinând seama de modul în care au fost definite unda directă şi cea reflectată, se poate scrie 
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      Fig.8.15.

Se observă imediat că, în orice secţiune a liniei (la orice  x) , raportul dintre reprezentările complexe de acelaşi fel (directe, respectiv inverse) ale tensiunii sau curentului este constant, şi anume egal cu impedanţa caracteristică a liniei electrice afectată de semnul corespunzător sensului de propagare a componentei respective,
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Coeficientul de reflexie  kr  este definit ca raportul dintre reprezentările complexe ale tensiunii inverse (reflectate)  U2,i  şi tensiunii directe (incidente)  U2,d  la capătul liniei  (x = l),
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acelaşi coeficient de reflexie mai poate fi definit şi ca opusul raportului dintre reprezentările complexe ale curentului invers (reflectat)  I2,i  şi curentului direct (incident)  I2,d  la capătul liniei  (x = l) ,
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Se poate arăta că la capătul de intrare al liniei  (x = 0)  are loc reflexia undelor inverse de tensiune şi curent, cu coeficienţi de reflexie asemănători celor de mai sus, dar în care impedanţa de sarcină  Z2  este înlocuită prin impedanţa internă a generatorului,  Z1 . 


Câteva cazuri particulare sunt importante în aplicaţii: 

(i)  La o linie în scurtcircuit  (Z2 = 0) coeficientul de reflexie este  kr =  – 1 : înseamnă că la capătul liniei  (x = l)  tensiunea reflectată este opusă celei incidente şi, prin compunere, o anulează pe prima, iar curentul reflectat este egal cu cel incident şi, prin compunere, îl dublează pe primul. 

(ii)  La o linie în gol  (Z2 = () coeficientul de reflexie este  kr = 1 : înseamnă că la capătul liniei  (x = l)  teniunea reflectată este egală cu cea incidentă şi, prin compunere, o dublează pe prima, iar curentul reflectat este opus celui incident şi, prin compunere, îl anulează pe primul. 

(iii)  La o linie adaptată, definită prin condiţia de adaptare 


Z2 = Zc   , 

coeficientul de reflexie este nul,  kr = 0 , ceea ce înseamnă că pe linie nu se mai propagă unde inverse (reflectate) ci numai unde directe (incidente) de tensiune şi de curent, de la generator către receptor – în acest caz are loc o transmisie optimă a semnalului pe linie.
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