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7. CIRCUITE  NELINIARE ÎN  REGIM  VARIABIL

7.1.  Regimuri şi ecuaţii ale circuitelor neliniare 
Un circuit neliniar este un ansamblu de elemente ideale de circuit, cu caracteristici statice neliniare, interconectate, care modelează un sistem electromagnetic funcţionând în regim variabil cuasistaţionar (în absenţa undelor electromagnetice). 

Pentru simplificarea expunerii vor fi considerate multipolare numai sistemele de bobine cuplate magnetic şi generatoarele controlate; în rest vor fi considerate rezistoare, condensatoare şi generatoare independente dipolare. Tot în scopul uşurării expunerii, vor fi luate în considerare elemente neliniare pasive de următoarele tipuri: rezistoare ideale controlate în curent, cu caracteristica statică 


uRk = uRk(iRk) = Rk(iRk)(iRk   ,

şi rezistoare ideale controlate în tensiune, cu caracteristica statică 


iGk = iGk(uGk) = Gk(uGk)(uGk   ,

condensatoare ideale controlate în tensiune, cu caracteristica statică 


qk = qk(uCk) = Ck(uCk)(uCk 

ş cu ecuaţia de funcţionare
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bobine ideale controlate în curent, cu caracteristica statică 


(k = (k(iLk) = Lk(iLk)(iLk 

şi ecuaţia de funcţionare 
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considerate caz particular al unui sistem de bobine ideale controlate în curent, cu setul de caracteristici statice
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şi setul de ecuaţii de funcţionare
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Elementele pasive liniare pot fi reprezentate drept cazuri particulare ale tipurilor neliniare corespunzătoare, caracteristica lor statică fiind, însă, liniară. 

În afara generatoarelor independente, cu tensiuni electromotoare  ek  sau curenţi generaţi  ak , sunt considerate şi generatoare de tensiune controlate în tensiune sau în curent, cu caracteristici statice


eUk = ek(uEk)      ,      eIk = ek(iEk)   ,

şi generatoare de curent controlate în tensiune sau în curent, cu caracteristici statice


aUk = ak(uAk)      ,      aIk = ak(iAk)   ,

unde argumentele reprezintă mărimile de control corespunzătoare.


Comportarea unui circuit neliniar cu parametri concentraţi în regim variabil cuasistaţionar este descrisă de ecuaţiile obţinute cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff,
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împreună cu cele date de teorema lui Joubert,


ubk = uRk + uCk + uLk + uk – ek   ,

scrisă în raport cu acelaşi sens de referinţă pentru toate mărimile implicate. La aceste ecuaţii liniare trebuie adăugate ecuaţiile constitutive ale elementelor care, fiind în principiu neliniare, determină caracterul neliniar al circuitului. 


Înlocuind în teorema lui Joubert expresiile caracteristicilor statice referitoare la tensiuni, apoi explicitând în teorema a doua a lui Kirchhoff tensiunile la bornele laturilor în conformitate cu teorema lui Joubert şi trecând în membrul drept tensiunile electromotoare ale generatoarelor ideale de tensiune, este obţinută forma detaliată a teoremei a doua a lui Kirchhoff, în care parantezele obişnuite sunt înlocuite cu paranteze unghiulare care semnifică posibilitatea de alegere între diferitele tipuri de elemente neliniare prezente,
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În mod analog, teorema întâia a lui Kirchoff este rescrisă folosind tot paranteze unghiulare pentru a seminfica posibilitatea de a alege, pentru curentul fiecărei laturi, între diferitele tipuri de elemente neliniare prezente,
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În fine, înlocuind acum în aceste forme explicite ale teoremelor lui Kirchhoff ecuatiile de funcţionale ale elementelor pasive şi active neliniare, sunt obţinute ecuaţiile 
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unde  uk  este tensiunea la bornele unui generator de curent din latura  k  iar  ik  este curentul printr-o latură  k  cu generator de tensiune. Determinarea stării circuitului constă în determinarea mărimilor de control ale elementelor neliniare (inclusiv ale elementelor pasive liniare) – iRk , uGk , uCk , iLk , uEk , iEk , uAk , iAk – şi a mărimilor necunoscute asociate generatoarele independente – uk , ik – în orice moment pe intervalul de interes, de exemplu  t ( [0 , () . În particular, mărimile de control ale generatoarelor controlate sunt fie curenţi prin laturi care conţin unul din celelalte tipuri de elemente sau tensiuni dependente de tensiunile la bornele celorlalte tipuri de elemente, adică nu aduc necunoscute noi în plus. 


Starea circuitului apare acum ca fiind descrisă de soluţia sistemului de ecuaţii ale lui Kirchhoff de mai sus, un sistem de ecuaţii diferenţiale neliniare neomogene. Rezolvarea unui astfel de sistem (integrarea sa în condiţii iniţiale date) este o problemă foarte dificilă, şi, în afara unor cazuri cu totul particulare, nu există o soluţie analitică explicită. Din acest motiv soluţia ecuaţiilor unui circuit neliniar este căutată prin diferite metode aproximative de rezolvare.


O metodă formal simplă de obţinere a unei soluţii aproximative a sistemului de ecuaţii diferenţiale neliniare ale unui circuit neliniar este metoda aproximării continue liniare pe porţiuni a caracteristicilor statice ale elementelor ideale de circuit. 


Fiecare caracteristică statică a unui element dipolar neliniar sau a unui generator controlat, de forma  ( = ((() , unde  (  este mărimea de control – tensiune sau curent, este aproximată printr-o linie poligonală, reuniune de  J  segmente adiacente de ecuaţii


( = Mj(( + Nj      ,      ( ( [Bj–1 , Bj]      ,      j = 1,2,…,J   , 

care să fie cât mai aproape de caracteristica reală. Similar, fiecare caracteristică din setul de caracteristici statice ale unui element multipolar neliniar de forma  (k = (k(i1 , …, in)  este aproximată printr-un hiperpoliedru într-un spaţiu  (n+1)–dimensional, reuniune de hiperfeţe  n–dimensionale adiacente de ecuaţii 
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care să fie cât mai aproape de caracteristica reală. În limitele fiecărei porţiuni liniare de caracteristică dependenţele algebric–neliniare sunt reduse la dependenţe algebric–liniare (cum ar fi  uR = Mj(iR + Nj  pentru  iR ( [IR,j–1 , IR,j] , sau  e = Mj(u + Nj  pentru  u ( [Uj–1 , Uj] ) iar dependenţele diferenţial–neliniare sunt şi ele reduse la dependenţe diferenţial–liniare  (cum ar fi   
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 ) . Pentru fiecare domeniu al variabilelor este de rezolvat, astfel, câte un sistem de ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi neomogene, pentru care există algoritmi bine cunoscuţi. 

În ciuda acestor simplificări, metoda este totuşi dificil de aplicat, din cauza complicaţiilor asociate precizării domeniului de valabilitate a fiecărei soluţii în parte şi, mai ales, din cauza dificultăţilor încă şi mai mari legate de asigurarea coaserii variaţiei fiecărei mărimi la trecerea dintr-un domeniu de valabilitate a fiecărei soluţii în cel vecin. Acesta este motivul pentru care sunt preferate metode de rezolvare aproximativă adecvate fiecărui circuit, în funcţie de alcătuirea sa şi, bineînţeles, de posibilităţile de calcul.


O situaţie foarte des întâlnită, mai ales în cazul circuitelor electronice, este aceea în care, într-un circuit neliniar, mărimile electrice şi magnetice au mici variaţii în jurul unor valori medii. Mai precis, un asemenea circuit este destinat prelucrării unui semnal; în absenţa semnalului de prelucrat el funcţionează în regim staţionar, în anumite puncte staţionare ale caracteristicilor statice ale elementelor componente, iar în prezenţa semnalului de prelucrat fiecare din mărimile electrice sau magnetice prezintă mici variaţii în jurul punctului staţionar de funcţionare corespunzător. O asemenea comportare este obţinută alimentând circuitul de la două feluri de surse, sau, echivalent, aplicându-i două tipuri de condiţii la borne: surse independente constante în timp, care asigură o stare staţionară de funcţionare numită generic punct static de funcţionare, şi surse independente variabile în timp, cu mărimile caracteristice (tensiune electromotoare sau curent generat) în general de mică amplitudine, reprezentând semnalul de prelucrat. 


Analiza funcţionării unui circuit neliniar într-o asemenea situaţie este separată în două părţi: (1) analiza de semnal mare, care presupune rezolvarea ecuaţiilor algebrice neliniare de funcţionare a circuitului în regimul staţionar impus de sursele care asigură punctul static de funcţionare; (2) analiza de semnal mic, bazată pe studiul relaţiilor ce se stabilesc între micile componente variabile ale semnalului, impuse de sursele variabile în timp. 


O mărime oarecare  (  din circuit (curent, tensiune, sarcină electrică, flux magnetic) este reprezentată sub forma


((t) = A + a(t)      ,      (a(t) (<<  (A (   ,

unde  A  este componenta staţionară, corespunzătoare punctului static de funcţionare (deci absenţei surselor de semnal variabil) iar  a  este componenta variabilă de semnal mic, corespunzătoare diferenţei dintre valoarea totală, variabilă în timp, a mărimii şi componenta staţionară (deci exclusiv acţiunii surselor de semnal variabil). În cele ce urmează vor fi notate cu litere mici mărimile variabile în timp (cele totale şi micile componente variabile) şi cu litere mari valorile lor corespunzătoare punctului static de funcţionare. De asemenea, vor fi notate cu indici litere mari componentele totale sau cele de semnal mare şi cu indici litere mici componentele de semnal mic.


Ecuaţiile circuitului – teoremele lui Kirchhoff – reprezintă relaţiile ce leagă între ele mărimile electromagnetice (totale) din circuit, 
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Ecuaţiile circuitului în regim staţionar, impus de sursele independente constante în timp (surse de alimentare sau de polarizare) în absenţa surselor de semnal variabil, sunt în fapt aceleaşi ecuaţii, în care, însă, derivatele în raport cu timpul sunt identic nule,
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Acestea sunt ecuaţiile neliniare algebrice ale analizei de semnal mare, a căror soluţie constituie punctul static de funcţionare al circuitului. Din forma acestor ecuaţii rezultă că în regim staţionar orice bobină ideală este echivalată printr-un scurtcircuit şi orice condensator ideal este echivalat cu o întrerupere, deoarece
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În particular, totuşi, această soluţie stabileşte valoarea de regim staţionar a fluxului fiecărei bobine şi valoarea de regim staţionar a sarcinii fiecărui condensator,


(k = (k(IL1 ,…, ILn)      ,      Qk = qk(UCk)   .

Prin scăderea termen cu termen a ecuaţiilor de regim stationar din cele de regim variabil sunt obţinute ecuaţiile micilor componente variabile,
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Rămâne acum să fie analizate dependenţele între micile componente variabile, corespunzătoare ecuaţiilor constitutive ale elementelor de circuit neliniare. În acest scop este folosită dezvoltarea în serie Taylor a fiecărei asemenea funcţii neliniare în jurul valorii staţionare corespunzătoare punctului static de funcţionare, în care componenta variabilă de semnal mic este chiar variaţia mărimii în jurul acestei valori staţionare şi unde termenii de ordin superior sunt neglijaţi. 

Pentru un rezistor ideal controlat în curent, respectiv tensiune, se obţine
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pentru un condensator ideal se obţine
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iar pentru o bobină ideală se obţine
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Se poate observa că, în termenii micilor componente variabile, fiecare element pasiv neliniar este înlocuit prin corespondentul său liniar, caracterizat prin parametrii dinamici – rezistenţă sau conductanţă dinamică, capacitate dinamică şi inductanţe dinamice – şi ecuaţii de funcţionare (algebrice sau diferenţiale) liniare.


În mod similar, pentru un generator de tensiune controlat în tensiune, respectiv curent, se obţine
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iar pentru un generator de curent controlat în tensiune, respectiv curent, se obţine
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Şi aici se poate observa că, în termenii micilor componente variabile, fiecare generator controlat neliniar este înlocuit prin corespondentul său liniar, caracterizat prin parametrii dinamici – factor de transfer dinamic în tensiune sau curent, ori rezistenţă sau conductanţă dinamică – şi ecuaţii de funcţionare (algebrice) liniare.


În termenii micilor componente variabile generatoarele independente sunt caracterizate prin chiar mica lor componentă variabilă,


eek = eEk – EEk      ,      aak = aAk – AAk   .

În particular, pentru un generator independent de tensiune continuă sau curent continuu, pentru care  eEk = EEk , respectiv  aAk = AAk , rezultă că  eek = 0  şi  aak = 0 . Aceasta înseamnă că, în termenii micilor componente variabile, un generator independent de tensiune constantă este echivalent cu un scurtcircuit iar un generator independent de curent constant este echivalent cu o întrerupere. 


Se ajunge astfel la concluzia că regimul variabil care caracterizează circuitul în termenii micilor componente variabile este descris prin ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi neomogene, 


[image: image30.wmf](

)

(

)

å

å

å

Î

Î

=

+

+

=

+

+

+

+

q

k

k

e

k

D

k

e

k

D

k

e

q

k

k

a

n

s

k

L

k

d

k

c

k

g

k

r

k

d

i

r

u

k

e

u

t

d

i

d

l

u

u

i

r

1

   ,


[image: image31.wmf](

)

0

=

+

+

+

+

+

+

+

å

Î

a

k

k

e

k

a

k

D

k

a

k

D

k

a

k

l

k

C

k

d

k

g

k

d

k

r

i

i

K

u

g

a

i

t

d

u

d

c

u

g

i

   .

Analiza de semnal mic constă atunci în soluţionarea acestor ecuaţii, obţinute, cum s-a văzut, prin aşa numita liniarizare a ecuaţiilor circuitului neliniar în jurul punctului static de funcţionare. 

7.2. Aspecte calitative privind soluţiile ecuaţiilor circuitelor neliniare 

        în regim variabil cuasistaţionar

Soluţiile ecuaţiilor circuitelor liniare în regim variabil cuasistaţionar posedă câteva caracteristici generale importante:

1(.  În condiţii foarte largi (inexistenţa secţiunilor sau nodurilor de conductanţă nulă şi a buclelor de rezistenţa nulă) şi cu precizarea condiţiilor de unicitate, soluţia ecuaţiilor circuitelor liniare în regim variabil cuasistaţionar există şi este unică; 

2(.  Pentru circuitele liniare în regim variabil cuasistaţionar este valabilă superpozitia soluţiilor (regimurilor) impuse de condiţii de unicitate diferite;

3(.  Soluţia de regim forţat impusă de un ansamblu de surse de tip exponenţial (variaţie în timp exponenţială amortizată, armonică, polinomială) este de acelaşi tip exponenţial, iar soluţia de regim liber, impusă de condiţiile iniţiale în absenţa surselor, este de tip exponenţial amortizat în timp. 


În contrast cu cele de mai sus, pentru circuitele neliniare nu pot fi făcute asemenea afirmaţii generale, ci, mai curând, poate fi afirmat că în general enunţurile precedente nu mai sunt valabile.

1(.  Există circuite în care, formal (legat mai ales de domeniile de admisibilitate pentru mărimile de stare ale elementelor de circuit), nu există soluţie sau (de exemplu, pentru elemente de circuit cu caracteristică statică neunivocă) soluţia nu este unică. 

În legătură cu aceasta poate fi remarcat că modificarea unuia sau altuia din modelele elementelor neliniare din circuit, prin completarea caracteristicilor statice pentru a reprezenta o aplicaţie între domenii şi codomenii mai extinse, are în general ca efect existenţa soluţiei chiar şi în cazul circuitelor neliniare. În schimb, neunicitatea soluţiei rămâne manifestă în general în prezenţa elementelor de circuit cu caracteristici neunivoce, cu precizarea că prezenţa elementelor disipative şi reactive poate determina o singură soluţie stabilă (către care circuitul se îndreaptă dacă i se aplică o perturbaţie oricât de mică, şi în care rămâne ulterior atingerii ei). 

2(.  În circuitele neliniare nu este aplicabilă superpoziţia.

În particular, şi doar aproximativ, se poate vorbi de o superpoziţie sui generis, dar numai pentru componentele variabile de semnal (foarte) mic, evoluând în jurul unui punct static de funcţionare.


3(.  Într-un circuit neliniar, un ansamblu de surse de tip exponenţial impune, în general, o soluţie de regim forţat conţinând componente suplimentare, diferite de cele ale surselor. 

Această ultimă afirmaţie generală poate fi ilustrată printr-o multitudine de aplicaţii de mare interes mai ales în electronică: 

(a)  Multiplicarea frecvenţei înseamnă obţinerea unei soluţii conţinând multipli întregi ai frecvenţei unei excitaţii armonice aplicate circuitului.


Principiul de funcţionare al unui multiplicator de frecvenţă este bazat pe simplele relaţii trigonometrice de tipul
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aplicând atunci un semnal armonic (de exemplu o tensiune sinusoidală  u = A(sin(t)  unui rezistor cu caracteristică neliniară polinomială de forma  i = c0 + c1u + c2u2 + …+cnun , curentul rezultat va fi de forma

i = A0 + A1cos(t + B1sin(t + A2cos2(t + B2sin2(t +…+ Ancosn(t + Bnsinn(t   .

Un filtru trece–bandă (un circuit cere permite trecerea unor semnale cu frecvenţa cuprinsă într-un anumit interval) permite atunci selectarea frecvenţei dorite. 

În unele situaţii, de exemplu folosind elemente cu o anumită caracteristică neliniară, multiplicarea frecvenţei poate fi obţinută şi fără a folosi vreun filtru. Fie, astfel, un rezistor cu caracteristica statică (controlată în tensiune)  i = 3(u – 4(u3 , u ( [–1 , 1] , alimentat de la un generator de tensiune armonică  u = sin(t . Deoarece  sin3x = 3sinx – 4sin3x , rezultă că  i = 3sin(t – 4sin3(t = sin3(t ; semnalul de curent rezultat conţine numai armonica a treia a frecvenţei fundamentale aplicate. În acest sens, o problemă interesantă şi importantă este sinteza unor caracteristici cu neliniarităţi convenabile unor aplicaţii specifice. 


(b)  Combinarea frecvenţelor înseamnă obţinerea unor semnale având frecvenţa egală cu o combinaţie liniară cu coeficienţi întregi a frecvenţelor excitaţiilor aplicate.


Principiul de funcţionare este asemănător celui aplicat în multiplicatoarele de frecvenţă, anume folosirea unor elemente de circuit cu caracteristică polinomial neliniară. Se ţine aici seama de faptul că produsul de funcţii armonice este reprezentabil ca o combinaţie liniară de funcţii armonice de argumente rezultate prin combinarea aditivă a argumentelor funcţiilor înmulţite,  sinx ( siny = ½ ([cos(x–y) – cos(x+y)]  ,  cosx ( cosy =  ½ ([cos(x–y) + cos(x+y)]  ,  sinx ( cosy = ½ ([sin(x–y) + sin(x+y)] .


Ca exemplu, fie un rezistor cu neliniar cu caracteristica statică  i = u3 , alimentat de la două generatoare ideale de tensiuni armonice  e1 = A(sin(1t , e2 = B(sin(2t   înseriate. Curentul rezultat este atunci  i = (A(sin(1t + B(sin(2t)3 = A3(sin3(1t + 3(A2B(sin2(1t(sin(2t +  3(AB2(sin(1t(sin2(2t + B3(sin3(2t = A3(¼(3sin(1t – sin3(1t) + 3(A2B( ½ (1–cos2(1t)(sin(2t + 3(AB2( ½ sin(1t((1–cos2(2t) + B3(¼(3sin(2t – sin3(2t) = (3A3/4 + 3AB2/2)(sin(1t + A3/4(sin3(1t + 3A2B/4(sin(2(1t–(2t) – 3A2B/4(sin(2(1t+(2t) + 3AB2/4(sin(2(2t–(1t) – 3AB2/4(sin(2(2t+(1t) + (3B3/4 + 3A2B/2)(sin(2t + B3/4(sin3(2t . Se observă că semnalul de curent obţinut conţine, pe lângă componentele originale de frecvenţe (unghiulare)  (1  şi  (2 , şi componente de frecvenţele (unghiulare)  3(1  şi  3(2  conform multiplicării frecvenţelor, precum şi  componentele mixte, de frecvenţe (unghiulare) combinate  2(1((2  şi  2(2((1 .

(c)  Divizarea frecvenţei înseamnă obţinerea unui semnal având frecvenţa egală cu o fracţiune întreagă din frecvenţa semnalului aplicat circuitului neliniar.

Ca exemplu, fie considerat un condensator neliniar cu capacitatea dinamică (diferenţială)  
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 , u ( [–1 , 1] . Alimentând acest condensator de la un generator ideal de tensiune armonică  e = sin(t , semnalul de curent rezultat prin condensator este  
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. S-a obţinut, astfel, un semnal de curent având frecvenţa (unghiulară) egală cu jumătate din frecvenţa (unghiulară) a semnalului de tensiune aplicat.

(d)  Modificarea formei semnalelor, echivalentă cu introducerea unei infinităţi numărabile de armonice, este realizată prin operaţii de redresare, limitare, etc., în circuite care folosesc elemente de circuit cu caracteristici neliniare.

(e)  Amplificarea semnalelor, adică mărirea puterii semnalului (corespunzătoare deci armonicelor componente ale unui semnal), este efectuată prin transferarea puterii (energiei) primite de la surse de alimentare (de curent continuu – la amplificatoarele obişnuite, sau periodice de frecvenţă dată – la aşa numitele amplificatoare parametrice) către semnalele de prelucrat de alte frecvenţe, astfel încât un semnal de putere mică aplicat la bornele de intrare ale circuitului se regăseşte (eventual mai mult sau mai puţin distorsionat) ca semnal de putere mărită la bornele de ieşire ale circuitului amplificator. 

(f)  Generarea unor semnale periodice, fie armonice, fie de forme impuse (mai ales impulsuri dreptunghiulare sau triunghiulare, cu un conţinut mare de armonici) este, ca mai sus, efectuată prin transferarea puterii (energiei) de la surse de alimentare date către semnalul periodic permanent furnizat la bornele de ieşire ale circuitului, în absenţa vreunui semnal de intrare. 

(g)  Generarea unor semnale haotice, în care nu poate fi regăsită nici o periodicitate, este obţinută prin transferul puterii (energiei) de la surse de alimentare date către semnalul haotic prezentat la bornele de ieşire ale circuitului care include elemente cu neliniarităţi de anumite tipuri. 


Studiul unor circuite neliniare, ca cele descrise foarte succint mai sus, face obiectul unor discipline de specialitate – mai ales în electronică; aici a fost doar amintită pe scurt larga varietate de aplicaţii ale circuitelor neliniare, punând în evidenţă esenţiale deosebiri faţă de comportarea circuitelor liniare. 
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