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6. CIRCUITE LINIARE CU PARAMETRI CONCENTRAŢI ÎN REGIM VARIABIL

6.1. Regimul variabil cuastaţionar în circuite liniare 

        cu parametri concentraţi

Un circuit cu parametri concentraţi este un ansamblu de elemente ideale de circuit interconectate, care modelează un sistem electromagnetic funcţionând în regim variabil cuasistaţionar (în absenţa undelor electromagnetice).

Principalele aproximaţii care se fac în tratarea unui sistem electromagnetic în termenii unui circuit cu parametri concentraţi sunt, pe scurt, următoarele: 

(i) posibilitatea partiţionării sistemului în subsisteme astfel încât în fiecare din acestea să aibă loc un singur tip de transfer energetic;

(ii) existenţa unei suprafeţe închise de separaţie pentru fiecare asemenea subsistem, astfel încât interacţiunea electromagnetică dintre subsistem şi exterior să se facă numai pe la borne (acolo unde această suprafaţă este străpunsă de conductoarele de legătură cu exteriorul); 

(iii) caracterul de izolant perfect al dielectricului care înconjoară conductoarele sistemului;

(iv) caracterul filiform al conductoarelor sistemului.


Comportarea unui circuit liniar cu parametri concentraţi în regim variabil cuasistaţionar este descrisă de ecuaţiile obţinute cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff,
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unde  S  este numărul de subreţele conexe,  L  este numărul de laturi,  N  este numărul de secţiuni fundamentale (noduri),  B = L–N+S  este numărul de bucle fundamentale, şi unde a fost folosită direct forma detaliată a teoremei a doua a lui Kirchhoff. De asemenea, pentru simplificarea tratării, au fost considerate rezistoare şi condensatoare dipolare şi, eventual, sisteme de bobine cuplate magnetic. Comportarea unui asemenea circuit este deobicei studiată pe un interval temporal definit, deobicei  t ( [0 , () .


Câteva observaţii importante sunt de făcut asupra acestor ecuaţii:


1(.  Determinarea comportării circuitului este echivalentă cu determinarea comportării fiecărui element. Comportarea unui element ideal pasiv de circuit este pe deplin descrisă fie prin tensiunea la borne, ca în cazul condensatorului, fie prin curentul (curenţii) prin borne, ca în cazul rezistorului sau bobinei (sistemului de bobine cuplate magnetic). Într-adevăr, atunci pot fi determinate imediat celelalte variabile,
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Pentru elementele ideale active de circuit sunt presupuse date funcţiile de timp reprezentând caracteristica elementului, tensiunea electromotoare  ek(t) , respectiv curentul generat  ak(t) . În acest caz, pentru fiecare element ideal activ de circuit este de determinat câte o singură mărime, curentul  iEk  prin generatorul ideal de tensiune, respectiv  tensiunea  uAk  la bornele genaratorului ideal de curent. În principiu, atunci, pentru laturile fără condensator şi fără generator ideal de curent trebuie determinat curentul prin latură, în timp ce pentru laturile cu condensator sau cu generator ideal de curent trebuie determinată tensiunea la bornele unor asemenea elemente – in total sunt de determinat  L  necunoscute. 


2(.  Numărul de ecuaţii independente ce pot fi scrise aplicând teoremele lui Kirchhoff este  (N–S) + (L–N+S) = L  ecuaţii, astfel încât este de aşteptat ca, într-o formulare corectă a problemei, sistemul de ecuaţii să aibă soluţie unică.


3(.  Sistemul de ecuaţii obţinut este un sistem de ecuaţii diferenţiale liniare, cu coeficienţi constanţi, neomogene. Liniaritatea şi prezenţa unor coeficienţi constanţi este evidentă. Caracterul diferenţial şi neomogen este de asemenea evident pentru ecuaţiile scrise aplicând teorema a doua a lui Kirchhoff, dar este în general adevărat şi pentru ecuaţiile scrise aplicând teorema întâia a lui Kirchhoff. Într-adevăr, în noduri în care concură măcar o latură cu condensator, curentul acesteia este exprimat în termenii necunoscutei – tensiunea  uCk – printr-o derivată, de unde caracterul diferenţial al acestor ecuaţii. Mai mult, în noduri în care concură măcar o latură cu generator ideal de curent, curentul acesteia este dat şi, transferat în membrul drept, ilustrează caracterul neomogen al acestor ecuaţii.


4(.  În condiţii suficient de generale (legate, de exemplu, de inexistenţa buclelor de impedanţă nulă sau secţiunilor de admitanţă nulă, sau de inversabilitatea matricii inductanţelor) sistemul de ecuaţii scris folosind ecuaţiile lui Kirchhoff poate fi adus la aşa numita formă normală, astfel încât fiecare ecuaţie să conţină cel mult o singură derivată de ordinul întâi a unei funcţii necunoscute (tensiune sau curent). Presupunând că acesta este cazul, este de rezolvat un sistem de ecuaţii diferenţiale liniare, cu coeficienţi constanţi neomogene de forma



[image: image4.wmf](

)

n

k

t

g

f

a

dt

df

k

n

s

s

ks

k

,...,

2

,

1

,

1

=

=

+

å

=

      

      

   .

unde prin  fk  a fost notat un curent necunoscut sau o tensiune necunoscută. 


5(.  Ordinul  n  al sistemului de ecuaţii diferenţiale scrise sub formă normală este dat de numărul de derivate care apar în ecuaţii şi care, în general, este egal cu numărul de elemente reactive (condensatoare şi bobine) din circuit. Ordinul sistemului este micşorat cu câte o unitate când: (a) o latură cu condensator ideal conţine şi un generator ideal de curent; (b) o bobină ideală este conectată în paralel cu un generator ideal de tensiune; (c) există o secţiune de laturi (un nod în care concură laturi) conţinând numai condensatoare ideale; (d) există o buclă alcătuită din laturi conţinând numai bobine ideale (în ultimele două situaţii există o relaţie liniară între sarcinile condensatoarelor, respectiv între fluxurile bobinelor).


6(.  Rezolvarea sistemului de ecuaţii diferenţiale adus la forma normală presupune un număr de integrări – câte una pentru fiecare derivată ce apare în sistem – ceea ce introduce un număr de constante de integrare egal cu ordinul sistemului. Trebuie impuse, deci, condiţii suplimentare pentru a determina constantele de integrare şi a preciza, astfel, soluţia.


Ţinând seama de cele arătate, problema de rezolvat poate fi astfel formulată: să se determine soluţia sistemului de ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi neomogene, în formă normală, pe intervalul  t ( [t1 , t2]  de continuitate a coeficienţilor şi a funcţilor date din membrul drept. Studiul matematic al acestei probleme furnizează o serie de răspunsuri care ajută la rezolvarea problemei formulate.


Teorema de existenţă şi unicitate a soluţiei problemei formulate afirmă că sistemul de ecuaţii diferenţiale liniare neomogene are o soluţie unică  
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,  precizată de valorile iniţiale  
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  în întregul interval de continuitate a coeficienţilor  aks  şi funcţiilor date din membrul drept  gk , cu momentul iniţial  t0  în acest interval. 

Soluţia unui astfel de sistem are câteva proprietăţi:

(1) Soluţia sistemului,  
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 , este continuă şi derivabilă pe intervalul (deschis) de continuitate a coeficienţilor şi funcţiilor date din membrul drept.

(2) Soluţia sistemului liniar,  
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 , este decomposabilă aditiv într-o soluţie particulară a sistemului neomogen şi soluţia generală a sistemului omogen asociat (obţinut prin anularea funcţiilor din membrul drept),
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(3) Soluţia generală a sistemului omogen, obţinut corespunzător pasivizării surselor date, numită soluţie de regim liber, este, la rândul ei, combinaţia liniară a unor soluţii particulare liniar independente, 
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în termenii constantelor de integrare  cj  ce urmează a fi determinate; pentru fiecare indice  j = 1,2,…,n , aceste soluţii particulare formează un set de soluţii particulare liniar independente (sistem fundamental de soluţii).

(4) Soluţiile particulare ale unui sistem omogen cu coeficienţi constanţi au, în general, o variaţie exponenţială în timp,
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Pentru un indice  j  dat (pentru unul din sistemele fundamentale de soluţii), notând, pentru simplificare,  rj = r  (şi ignorând astfel indicele  j) , simpla substituţie a unei asemenea variaţii în timp duce succesiv (deoarece  exp(rt) ( 0) la sistemul omogen
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care are soluţia nebanală  
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  pentru coeficienţi dacă determinantul sistemului este nul. Astfel,  r = rj  este obţinut ca rădăcină a ecuaţiei caracteristice a sistemului,


[image: image14.wmf]0

...

...

...

...

...

...

...

2

1

2

22

21

1

12

11

=

+

+

+

nn

n

n

n

n

a

r

a

a

a

a

r

a

a

a

a

r

   .

Dacă, în plus, sistemul de ecuaţii diferenii difereţiale are coeficienţi reali, atunci eventualele rădăcini complexe apar în perechi complex conjugate,  rj,j+1 = ( ( j( , cu coeficienţii corespunzători de asemenea complex conjugaţi, ceea ce permite asamblarea soluţiilor particulare corespunzătoare în cupluri de forma 
fk,j + fk,j+1 = e(t(Mk,jcos(t + Nk,jsin(t)   .

Dacă  rj  este rădăcină reală multiplă, de ordin de multiplicitate  m , atunci se poate verifica uşor că soluţiile particulare corespunzătoare acestei rădăcini pot fi asamblate sub forma  

fk,j + … + fk,j+m–1 = 
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Asamblarea soluţiilor particulare în cazul unei perechi de rădăcini complex conjugate multiple este asemănătoare. Se spune că soluţia generală a sistemului omogen de ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi este reprezentată de funcţii de tip exponenţial, adică din combinaţii liniare de produse de variaţii polinomiale   t s , funcţii armonice  sin(t  sau  cos(t , şi funcţii exponenţiale  e(t .

(5) Pentru a determina soluţia particulară a sistemului neomogen (corespunzătoare prezenţei surselor în circuit), numită soluţie de regim forţat, nu există nici o metodă generală. Totuşi, dacă funcţiile date din membrul drept sunt, toate, funcţii de tip exponenţial de forma  

g(t) = e(t[Pm(t)(cos(t + Qn(t)(sin(t]   ,

cu  Pm  şi  Qn  polinoame de grad  m , respectiv n , atunci soluţia de regim forţat are o formă asemănătoare, adică  

f(t) = tq(e(t[Rp(t)(cos(t + Sp(t)(sin(t]   ,

cu  Rp  şi  Sp  polinoame de grad  p = max{m,n}  şi  cu  q  reprezentând ordinul de multiplicitate al eventualei rădăcini  (+j(  a ecuaţiei caracteristice (dacă există această coincidenţă). 


Soluţia obţinută, prin asamblarea soluţiilor de regim liber şi forţat, rămâne a fi precizată prin determinarea valorilor constantelor de integrare. Când sunt date aşa numite valori iniţiale  
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  în momentul  t0  pentru fiecare funcţie necunoscută, constantele de integrare pot fi determinate imediat din sistemul de ecuaţii
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Deobicei, însă, momentul iniţial este precizat ca margine inferioară a intervalului de continuitate a coeficienţilor şi funcţiilor date în membrul drept, iar marginea superioară este următorul moment de discontinuitate al unuia din coeficienţi sau al uneia din funcţiile date din membrul drept. Deobicei această margine superioară este considerată infinită şi soluţia completă are atunci asigurată continuitatea (şi derivabilitatea) pe un interval de forma  t ( (0 , () . Ori relaţiile fundamentale care caracterizează circuitele electrice impun continuitatea anumitor mărimi electromagnetice chiar pentru asemenea momente de eventuale discontinuităţi cum este momentul iniţial  t = 0 , în care ar fi posibilă efectuarea unor manevre care ar implica discontinuităţi ale funcţiilor din membrul drept sau ale coeficienţilor. 


Fie un nod de circuit  (a)  în care concură laturi cu şi fără condensatoare; ecuaţia scrisă aplicând prima teoremă a lui Kirchhoff poate fi rescrisă separând în membri diferiţi curenţii prin laturi fără condensator şi curenţii prin laturi cu condensator, 
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Definind curentul total necapacitiv din nodul  (a)  şi sarcina nodului  (a)  respectiv prin
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reformularea anterioară a primei ecuaţii a lui Kirchhoff poate fi scrisă acum ca
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Pentru a obţine o soluţie consistentă, cu mărimi bine definite în orice moment, inclusiv curentul total necapacitiv  i(a)  din nodul considerat, trebuie impusă continuitatea sarcinii nodului,  q(a) , în orice moment; cum aceasta este deja îndeplinită în intervalul  t ( (0 , () , ea trebuie impusă drept condiţie iniţială, 
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Ţinând seama de rezultatele anterioare, acest tip de condiţii iniţiale determină un set de ecuaţii de forma
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pentru determinarea constantelor de integrare  Ak  în funcţie de valorile iniţiale (în momentul  t = 0–)  ale tensiunilor la bornele condensatoarelor. 


Fie acum o buclă de circuit  (q)  conţinând laturi cu şi fără bobine; ecuaţia scrisă aplicând a doua teoremă a lui Kirchhoff poate fi rescrisă separând în membri diferiţi tensiunile la bornele elementelor neinductive şi tensiunile la bornele bobinelor, 
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Definind tensiunea totală neinductivă din bucla  (q)  şi fluxul buclei  (q)  respectiv prin
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reformularea anterioară a ecuaţiei a doua a lui Kirchhoff poate fi scrisă acum ca



[image: image27.wmf](

)

(

)

dt

d

u

q

q

f

-

=

   .

Pentru a obţine o soluţie consistentă, cu mărimi bine definite în orice moment, inclusiv tensiunea totală neinductivă  u(q)  din bucla considerată, trebuie impusă continuitatea fluxului buclei,  ((q) , în orice moment; cum aceasta este deja satisfăcută în intervalul  t ( (0 , () , ea trebuie impusă drept condiţie iniţială, 
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Ţinând seama de rezultatele anterioare, acest tip de condiţii iniţiale determină un set de ecuaţii de forma
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pentru determinarea constantelor de integrare  Ak  în funcţie de valorile iniţiale (în momentul  t = 0–)  ale curenţilor prin bobine. 


Diferitele componente ale soluţiei complete au denumiri şi semnificaţii importante în practica inginerească.

Soluţia de regim liber este, după cum s-a arătat, soluţia generală a sistemului omogen, care conţine constantele de integrare. Ea nu depinde de excitaţii exterioare, adică de sursele din circuit, ci, cum se poate înţelege din consideraţiile anterioare, este determinată numai de configuraţia circuitului şi de starea sa iniţială. În circuitele zise disipative care modelează corect sisteme reale, adică în care nu există noduri (secţiuni) de conductanţă nulă şi nici bucle de rezistenţa nulă, rădăcinile  rj  ale ecuaţiei caracteristice sunt fie reale negative, fie complexe cu partea reală negativă. Aceasta înseamnă că soluţia de regim liber a unui asemenea circuit tinde către zero când  t ( ( : se spune că circuitul are un regim liber amortizat. Când există, regimul liber amortizat este caracterizat prin constantele de timp definite ca
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Soluţia particulară a sistemului neomogen, soluţia de regim forţat, este însă complet determinată de forma variaţiei în timp a funcţiilor caracteristice surselor – tensiuni electromotoare  ek(t)  şi curenţi generaţi  ak(t) .


Din punctul de vedere al comportării circuitului, se poate vorbi despre o soluţie de regim permanent atunci când soluţia completă tinde, pentru  t ( ( , către o funcţie constantă sau cu variaţie periodică în timp. O asemenea situaţie are loc atunci când soluţia de regim liber este amortizată iar funcţiile din membrul drept, caracteristice surselor din circuit, sunt de tip exponenţial – soluţia de regim permanent este în acest caz chiar soluţia de regim forţat.

Soluţia de regim tranzitoriu este, în circuitele cu regim liber amortizat, diferenţa dintre soluţia totală şi cea de regim permanent, reprezentând variaţia mărimilor din circuit de la valorile lor iniţiale către cele de regim permanent. Teoretic de o durată infinită, regimul tranzitoriu al unui circuit poate fi considerat încheiat după un interval de timp 
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6.1.  Metoda transformatei Laplace (analiza în domeniul complex) 

         pentru studiul circuitelor liniare în regim variabil


Metoda transformatei Laplace, numită şi metoda operaţională, pentru studiul regimului variabil în circuitele linare urmăreşte o procedură asemănătoare celei folosite în studiul circuitelor de curent alternativ cu ajutorul reprezentării în complex. Circuitul este studiat nu prin rezolvarea directă a sistemului de ecuaţii diferenţiale ce descriu comportarea sa, ci într-un mod mai ocolit: Mărimilor variabile în timp din circuit le sunt asociate transformatele Laplace cărora le corespunde unn circuit operaţional echivalent, descris de forma operaţională a teoremelor lui Kirchhoff. Rezolvarea ecuaţiilor circuitului operaţional echivalent permite determinarea transformatelor Laplace ale mărimilor necunoscute în termenii transformatelor Laplace ale mărimilor date, după care, prin transformarea Laplace inversă, este determinată variaţia în timp a mărimilor necunoscute. Este atunci necesar să fie prezentate mai întâi, pe scurt, transformările Laplace directă şi inversă, care stau la baza aplicării unei asemenea proceduri, iar apoi să fie studiată transpunerea teoremelor lui Kirchhoff în forma corespunzătoare operării cu asemenea transformări. 


Se numeşte funcţie original o funcţie  f : R ( R  care îndeplineşte condiţiile: (1) este netedă pe porţiuni pe domeniul de definiţie, adică este mărginită, cu număr finit de discontinuităţi finite şi admite un număr finit de intervale de monotonie pe domeniul de definiţie; (2) are o creştere exponenţială, adică există constantele  M , (0 , t0 > 0  astfel încât  
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Pentru o funcţie original este definită transformarea Laplace (directă) prin 
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Integrala precedentă este convergentă şi defineşte o funcţie complexă de variabilă complexă  F(s) , numită transformata (imaginea) Laplace a funcţiei original  f(t) , analitică în semiplanul  ( = Re{s} > (L  al planului complex, unde  (L  (abscisa de convergenţă) este marginea inferioară a constantelor  (0  care asigură creşterea exponenţială a funcţiei original. În principiu această transformată poate fi prelungită analitic şi pentru  Re{s} < (L , în afara singularităţilor acestei funcţii. 


Pentru funcţia complexă de variabilă complexă  F(s) , analitică în semiplanul  Re{s} > (L  al planului complex, există transformata Laplace inversă, care este o funcţie original nulă pentru argument negativ,  f(t) = 0  pentru  t < 0 , dată de formula Mellin– Fourier,  
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unde integrarea în planul complex se face pe o dreaptă paralelă cu axa imaginară. 


Este astfel evident că dacă se operează exclusiv cu funcţii original nule pentru valori negative ale argumentului, adică cu restricţii ale funcţiilor de timp la intervalul de valori nenegative ale argumentului, 

f(t) ( f(t)(((t) = 0   pentru  t < 0   , 

atunci există o corespondenţă biunivocă între mulţimea unor asemenea funcţii original  {f(t)} şi mulţimea imaginilor lor Laplace  {F(s)} . Pentru asemenea clase de funcţii este dezvoltată procedura de studiu al regimului variabil al unui circuit liniar schiţată mai sus. În cele ce urmează va fi folosită notaţia cu litere drepte pentru funcţiile şi variabilele complexe (de exemplu,  F , s ( C)  şi cu litere înclinate (cursive) pentru funcţiile şi variabilele reale (de exemplu,   f , t ( R) .   


Transformata Laplace are o serie de proprietăţi, dintre care cele mai importante sunt prezentate mai jos, sub formă de teoreme.


Teorema liniarităţii afirmă că transformata Laplace este, în virtutea definiţiei, liniară,


L{a(f(t) + b(g(t)} = a(L{f(t)} + b(L{g(t)}   .

Teorema derivării afirmă că derivării funcţiei original în raport cu timpul îi corespunde o operaţie algebrică asupra imaginii sale Laplace, 
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Într-adevăr,  folosind  integrarea prin părţi  şi  ţinând  seama  de  creşterea  exponenţială a 

funcţiei original pentru limita la  (  a primului termen de mai jos, se calculează imediat  
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în particular,
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Teorema integrării afirmă că integrării funcţiei original în raport cu timpul îi corespunde o operaţie algebrică asupra imaginii sale Laplace, 
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Într-adevăr, notând  
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 , atunci  g(0) = 0  şi  f(t) = g'(t) . astfel încât, aplicând teorema derivării, se obţine


L{f(t)} = L{g'(t)} = s(L{g(t)}  

şi rezultată afirmaţia teoremei.


Teorema  retardării se referă la transformata Laplace a unei funcţii de argument retardat, nulă pentru valori negative ale argumentului:


L{f(t–()} = e–st(L{f(t)}   ,

aşa cum rezultă din calculul direct, 
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Teorema deplasării se referă la modificarea aditivă a argumentului (complex al) imaginii Laplace,
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şi este confirmată imediat prin calcul direct, 
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Teorema asemănării tratează transformata Laplace a unei funcţii original în care variabila temporală este scalată printr-un factor de scală real  a :
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aşa cum rezultă din calculul direct,
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Similar pot fi obţinute teoremele valorilor limită,
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precum şi teorema convoluţiei (Borel),
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foarte importantă în aplicaţiile privind studiul semnalelor şi sistemelor. 


Câteva exemple ilustrative importante de transformate Laplace sunt prezentate mai jos. Transformata Laplace a unei funcţii constante (de fapt, a unei funcţii–treaptă) este
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cu cazurile particulare
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Ţinând seama de proprietatea ei de filtrare, transformata Laplace a unei funcţii impuls unitate (Dirac) este
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Transformata Laplace a unei funcţii exponenţiale cu suport pe semiaxa pozitivă este
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de aici, fie prin calcul direct, fie aplicând proprietatea de liniaritate a transformării Laplace, se obţin transformatele Laplace ale funcţiilor armonice cu suport pe semiaxa pozitivă,
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O chestiune importantă în operarea cu transformate Laplace este revenirea de la imagini Laplace la funcţiile original ce le corespund – aceasta este rezolvată, în multe situaţii de interes ingineresc, prin aşa numitele formule de inversiune. 

Se poate arăta uşor că, în cazul circuitelor liniare cu parametri concentraţi, sub acţiunea unor surse cu variaţie în timp de tip exponenţial, imaginile Laplace ale funcţiunilor de timp de interes – curenţi sau tensiuni, sarcini electrice sau fluxuri magnetice – sunt fracţii raţionale, adică rapoarte de polinoame în variabila complexă  s . Într-o asemenea situaţie imaginea Laplace poate fi adusă la forma
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Aplicând în mod repetat funcţiei impuls unitate (Dirac) teorema derivării, transformatele Laplace inverse ale puterilor întregi pozitive ale variabilei complexe  s  rezultă a fi derivatele succesive ale funcţiei Dirac,
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astfel încât poate fi obţinută funcţia original  
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 . Presupunând acum dezvoltată în fracţii simple partea fracţionară a imaginii Laplace  F(s) , aplicarea repetată a teoremei integrării asupra funcţiei treaptă–unitate (Heaviside) dă
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iar exemplele anterioare furnizează formulele simple 
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Pe baza acestor rezultate, teoremele de inversiune ale lui Heaviside permit calculul orginalelor corespunzătoare unor imagini Laplace de forma unor fracţii raţionale în variabila complexă  s , având gradul numitorului mai mare decât al numărătorului, când primul are rădăcini simple (fracţia raţională are poli simpli). Dacă polii simpli sunt nenuli, atunci
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iar dacă există un pol nenul, atunci
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Există şi forme mai complete ale teoremelor de inversiune ale lui Heaviside, acoperind cazul unor poli multipli, dar formularea şi aplicarea acestora este mult mai greoaie.


Determinarea regimului variabil al circuitelor liniare cu parametri concentraţi folosind transformarea Laplace urmează procedura expusă la începutul prezentei secţiuni, asemănătoare calculului în complex al circuitelor de curent alternativ. Pentru definitivarea acestei proceduri mai rămâne de clarificat forma operaţională a teoremelor lui Kirchhoff, pentru scrierea directă în operaţional a relaţiilor care leagă imaginile Laplace ale datelor şi necunoscutelor problemei. 


Notând imaginile Laplace ale funcţiunilor de timp de interes prin

Ik = Ik(s) = L{ik(t)} = L{ik}      ,      Uk = Uk(s) = L{uk(t)} = L{uk}      ,

Ek = Ek(s) = L{ek(t)} = L{ek}      ,      Ak = Ak(s) = L{ak(t)} = L{ak}      ,      etc.   ,

aplicarea teoremei liniarităţii permite să se obţină imediat formele operaţionale ale celor două teoreme ale lui Kirchhoff 
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şi forma operaţională a teoremei lui Joubert,
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În ultima relaţie rămân de explicitat legăturile între imaginile Laplace ale tensiunilor la bornele elementelor pasive şi imaginile Laplace ale curenţilor prin acestea, ceea ce se obţine prin aplicarea teoremelor liniarităţii, derivării şi integrării,
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pentru rezistorul ideal, 
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pentru condensatorul ideal cu tensiunea iniţială  uCk(0) , şi 
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pentru bobina ideală (dintr-un sistem de bobine cuplate) cu fluxul iniţial  (Lk(0) . În rezultatele obţinute privind elementele reactive pot fi identificaţi termenii   uCk(0)/s  şi  (Lk(0)  – de forma unor tensiuni operaţionale – ce corespund condiţiilor iniţiale referitoare la elementul ideal considerat.


Înlocuirea tensiunii operaţionale la bornele elementelor ideale dintr-o latură în forma operaţională a teoremei lui Joubert duce la
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care poate fi rescrisă ca
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ceea ce pune în evidenţă manifestarea condiţiilor iniţiale referitoare la elementele reactive prin surse (tensiuni electromotoare) echivalente. Apoi, folosirea formei operaţionale a teoremei lui Joubert în forma operatională concisă a teoremei a doua a lui Kirchhoff dă 
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cea ce constituie forma operaţională explicită a teoremei a doua a lui Kirchhoff. Folosind notaţiile
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pentru impedanţele operaţionale proprii şi mutuale (de cuplaj) ale laturilor, forma operaţională a teoremei a doua a lui Kirchhoff poate fi rescrisă sub formele echivalente 
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Această scriere, împreună cu expresiile impedanţelor operaţionale date mai sus, permite să se observe, în membrul stâng, o analogie perfectă între impedanţele operaţionale şi impedanţele complexe corespunzătoare deduse pentru circuitele complexe de curent alternativ: simpla corespondenţă 


s   (   j( 

permite trecerea de la impedanţa operaţională la cea complexă sau invers. Pe de altă parte, însă, examinarea membrului drept arată şi o deosebire esenţială între ecuaţiile operaţionale şi cele complexe în aceea că, în cazul circuitului operaţional este strict necesar să se ia în considerare condiţiile iniţiale referitoare la elementele reactive. 


Se poate afirma atunci că, în general, toate teoremele şi rezultatele deduse pentru circuitele complexe de curent alternativ pot fi extinse şi la circuitele operaţionale, cu remarca necesităţii introducerii în circuitul operaţional a surselor (tensiunilor electromotoare) echivalente condiţiilor iniţiale referitoare la elementele reactive.


Metoda transformatei Laplace (a calculului operaţional, sau a analizei în domeniul complex) pentru rezolvarea circuitelor liniare în regim variabil presupune aplicarea următoarei proceduri (fig.6.1):

            marimi  instantanee      (      relatii  (integro-diferentiale)      (      marimi  instantanee

                          date                                       intre  marimile  instantanee                            necunoscute

                              (                                                                 (      (                                                                  (
              imagini  laplace           (                   relatii  algebrice                    (          imagini  laplace 

                  cunoscute                                   intre  imaginile  laplace                                necunoscute

      (imaginile  laplace  ale  

                                                                    ecuatiilor  integro-diferentiale)






      Fig.6.1.


1(.  Circuitului dat (în termeni de mărimi instantanee, variabile în timp) în condiţii de unicitate corect formulate, i se asociază circuitul operaţional echivalent, cu aceeaşi structură, obţinut conform următoarelor reguli de corespondenţă (fig.6.2.) :

(i) Fiecărui element pasiv i se asociază un element operaţional care include impedanţa sa operaţională, eventual înseriată cu generatorul ideal de tensiune operaţională echivalent condiţiei iniţiale (când aceasta este nenulă),


Rk  (  Rk      ,      Ck  (  
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 (ii) Fiecărui generator instantaneu (inclusiv celor echivalente condiţiilor la borne) i se asociază un generator operaţional cu mărimea caracteristică operaţională reprezentată de transformata Laplace a mărimii caracteristice instantanee,


Ek = Ek(s) = L{ek(t)} = L{ek}      ,      Ak = Ak(s) = L{ak(t)} = L{ak}    ,

şi fiecărei mărimi instantanee i se asociază imaginea sa Laplace,


Uk = Uk(s) = L{uk(t)} = L{uk}      ,      Ik = Ik(s) = L{ik(t)} = L{ik}    ;


2(.  Circuitul operaţional este studiat  direct în operaţional folosind foama operaţională a teoremelor lui Kirchhoff; ca rezultat este obţinută imaginea Laplace a funcţiunilor de timp necunoscute.


3(.  Variaţia în timp a mărimilor necunoscute este,în fine, obţinută prin aplicarea formulelor de inversiune imaginilor Laplace ale funcţiunilor necunoscute determinate anterior.
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      Fig.6.2.


O aplicaţie importantă a calculului operaţional este metoda răspunsului tranzitoriu repetat pentru regimul periodic permanent al circuitelor liniare, adică pentru studiul circuitelor liniare funcţionând periodic, sub acţiunea unor excitaţii (surse şi condiţii la borne) periodice, toate de aceeaşi perioadă  T . 


Ţinând seama de periodicitatea regimului de funcţionare, studiul unui asemenea regim poate fi restrâns la un interval de o perioadă,  t ( [0 , T] , sub acţiunea excitaţiilor restricţionate la acelaşi interval şi sub acţiunea unor pseudo–condiţii iniţiale, necunoscute la demararea calculului, care să ţină seama de desfăşurarea proceselor din circuit până în momentul  t = 0– . 


Este construit, deci circuitul operaţional echivalent, în care pentru toate elementele reactive sunt introduse generatoare ideale de tensiune operaţională echivalente pseudo–condiţiilor iniţiale,  uCk(0–)  şi  iLj(0–)  , iniţial necunoscute. Este apoi studiat circuitul operaţional, obţinând variaţia în timp a tuturor mărimilor de interes din circuit, inclusiv a tensiunilor la bornele condensatoarelor şi a curenţilor prin bobine – acestea din urmă având forma

uCk = uCk(t, uC1(0–),…, uCn(0–), iL1(0–),…, iLm(0–))   ,

iLj = iLj(t, uC1(0–),…, uCn(0–), iL1(0–),…, iLm(0–))   ,

dependentă şi de pseudo–condiţiile iniţiale.


În fine, pseudo–condiţiile iniţiale sunt determinate din chiar condiţia de periodicitate scrisă pentru fiecare element reactiv, adică din sistemul de ecuaţii

uCk(T–, uC1(0–),…, uCn(0–), iL1(0–),…, iLm(0–)) = uCk (0–)   ,   k = 1,2,…,n   ,

iLj(T–, uC1(0–),…, uCn(0–), iL1(0–),…, iLm(0–)) = iLj (0–)   ,   j – 1,2,…,m   .

Înlocuirea valorilor astfel determinate pentru pseudo–condiţiile iniţiale în expresiile determinate pentru funcţiile de timp de interes precizează pe deplin soluţia regimului variabil în intervalul  t ( [0 , T]  şi, prin periodicitate, pentru orice  t ( R . 

6.2.   Metoda răspunsului tranzitoriu (analiza în domeniul timp) 

         pentru studiul circuitelor liniare în regim variabil

Metoda răspunsului tranzitoriu, sau metoda analizei în domeniul timp, sau metoda integralei de convoluţie, este dezvoltată pentru a obţine soluţia de răspuns tranzitoriu a unui circuit liniar în condiţii iniţiale nule, sub acţiunea unor excitaţii aplicate la borne sau prin surse, începând dintr-un moment iniţial  t = 0  (deci nule pentru  t < 0) . Metoda este esenţial bazată pe liniaritatea ecuaţiilor circuitului şi pe invarianţa în timp a elementelor pasive ale acestuia, folosind direct, explicit, teorema superpoziţiei soluţiilor ecuaţiilor circuitelor liniare. Metoda foloseşte investigarea şi caracterizarea circuitului în termenii unor excitaţii standard, asociată descompunerii excitaţiilor arbitrare în termenii aceloraşi excitaţii standard.


Fie un circuit liniar pasiv, în condiţii iniţiale nule, căruia i se aplică, începând din momentul  t = 0 , într-un nod (o bornă) sau într-o latură, o singură excitaţie  x(t)  – curent sau tensiune – funcţie netedă pe porţiuni, şi pentru care este căutat un singur răspuns  y(t)  – curentul într-o latură sau tensiunea dintre două puncte ale circuitului. 


Un prim punct de plecare îl constituie studiul răspunsului circuitului liniar invariant în timp  y(t)  la o excitaţie  x(t)  standard de forma unei funcţii treaptă unitate (Heaviside), 
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        Fig.6.3. 

x(t) = ((t)    (    y(t) = g(t)   ; 

acest răspuns specific, notat  g(t) , este numit funcţie de răspuns tranzitoriu (la treaptă unitate) sau  funcţie indicială  şi caracterizează complet comportarea circuitului în raport cu punctele de excitaţie şi răspuns considerate (fig.6.3). În virtutea comportării liniare şi invariante în timp a circuitului, rezultă imediat că amplificarea sau retardarea excitaţiei determină aceeaşi amplificare sau retardare a răspunsului,

x(t) = A(((t)   (   y(t) = A(g(t)      ,      x(t) = ((t–()   (   y(t) = g(t–()   ,

astfel încât

x(t) = A(((t–()   (   y(t) = A(g(t–()   ,

aşa cum este ilustrat în fig.6.4.
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      Fig.6.4.


Un al doilea punct de plecare îl constituie reprezentarea unei excitaţii oarecare  x(t) , nulă pentru  t < 0  şi continuă pentru  t > 0 , ca superpoziţie a unor excitaţii elementare în formă de treaptă. Într-adevăr, variaţia în timp a funcţiei  x(t)  poate fi aproximată printr-o succesiune de trepte elementare, aplicate succesiv în momentele  t0 = 0 , t1 , t2 , … , şi având amplitudinile elementare respectiv  (x0 = x(0+) , (x1 , (x2 , … , ca în fig.6.5. Observând că amplitudinea elementară a unei trepte  (xk  este aproximată, conform teoremei creşterilor finite, prin  (xk ( (tk(x'(tk – (k) , unde  (tk = tk – tk–1  şi  (k ( (0 , (tk) , se poate scrie
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      Fig.6.5.

Pentru mărirea preciziei descrierii funcţiei  x(t)  intervalele  (tk  sunt micşorate către zero, mărind corespunzător numărul lor; în condiţii de regularitate suficient de largi pentru funcţia  x(t) , suma precedentă tinde către o integrală în care variabilele  tk  şi  tk – (k ( tk  trec în variabila de integrare  ( , iar creşterea elementară  (tk  trece în diferenţiala  d( . Este astfel obţinută o exprimare a unei excitaţii  x(t)  oarecare în termenii excitaţiei standard  ((t) , 
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Ţinând seama acum de cele două rezultate anterioare, deoarece o excitaţie  x(0+)(((t)  determină un răspuns x(0+)(g(t)  iar o excitaţie  x'(()(d((((t – ()  determină un răspuns  x'(()(d((g(t – () , apelând din nou la superpoziţie se obţine că răspunsul  y(t)  este obţinut prin însumarea (integrarea) răspunsurilor elementare de forma arătată, adică 
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Expresia obţinută pentru răspunsul  y(t)  al unui circuit liniar invariant în timp cu condiţii iniţiale nule la o excitaţie oarecare  x(t)  mai este numită integrala Duhamel; ea poate fi rescrisă, folosind integrarea prin părţi, sub forma
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sau, folosind o schimbare de variabilă în cele două exprimări anterioare, sub formele echivalente


[image: image90.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

-

+

×

+

=

t

d

g

t

x

t

g

x

t

y

0

0

t

t

t

'

   ,


[image: image91.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

-

+

×

+

=

t

d

x

t

g

t

x

g

t

y

0

0

t

t

t

'

   .


Metoda răspunsului tranzitoriu (a analizei în domeniul timp) pentru studiul unui circuit liniar invariant în timp cu condiţii iniţiale nule constă, astfel, în parcurgerea următoarelor etape: (i) calcularea sau măsurarea funcţiei indiciale a circuitului (în raport cu punctele de excitaţie şi răspuns dorite) ca răspuns la o excitaţie de tip treaptă unitate (Heaviside); (ii) folosirea integralei Duhamel pentru calculul răspunsului circuitului la o excitaţie oarecare  x(t) . Referitor la aceasta metodă sunt de făcut câteva observaţii importante:


1(.  Dacă excitaţia  x(t)  este numai netedă pe porţiuni, adică are un număr finit (sau numărabil) de discontinuităţi finite, în momente  t0 = 0 , tm > 0  (m = 1,2,…) , de amplitudini  (x0 = x(0+) , (xm = x(tm+) – x(tm–) , ca în fig.6.6, atunci corespunzător acestor salturi trebuie considerate răspunsurile adecvate ale sistemului în aceste momente în mod asemănător considerării saltului iniţial în momentul  t = 0 . Excitaţia este atunci reprezentată ca
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iar răspunsul corespunzător este dat de formula
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2(.  În cazul în care sunt aplicate concomitent mai multe excitaţii  xn(t) , n = 1,2,…,N ,  în puncte diferite ale circuitului, răspunsul  y(t)  rezultat în punctul de interes este obţinut tot pe baza teoremei superpoziţiei. Fie  gn(t)  funcţia indicială a circuitului caracterizând răspunsul acestuia (în punctul de interes) la aplicarea excitaţiei standard  xn(t) = ((t) ; răspunsul complet este suma (superpoziţia) unor asemenea răspunsuri individuale ca mai sus,
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        Fig.6.6.


3(.  Observaţia anterioară permite extinderea analizei în domeniul timp (a metodei răspunsului tranzitoriu) şi la circuite cu condiţii iniţiale nenule: pentru aceasta este suficient să se reprezinte condiţiile iniţiale nenule prin surse echivalente acestor condiţii iniţiale (de preferinţă acelea exprimate în termenii funcţiei Heaviside), deci ca excitaţii suplimentare corespunzătoare condiţiilor iniţiale.


O variantă a metodei expuse anterior foloseşte pentru investigarea comportării circuitului şi exprimarea excitaţiei o altă funcţie elementară standard. 


Primul punct de plecare îl constituie şi aici studiul răspunsului circuitului liniar invariant în timp  y(t)  la o excitaţie  x(t)  standard de forma unei funcţii impuls unitate (Dirac),


x(t) = ((t)    (    y(t) = h(t)   ;
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      Fig.6.7.

acest răspuns specific, notat  h(t) , este numit răspuns tranzitoriu la impuls unitate sau  funcţie pondere  şi caracterizează complet comprtarea circuitului în raport cu punctele de excitaţie şi răspuns considerate (fig.6.7). În virtutea comportării liniare şi invariante în timp a circuitului, rezultă la fel că amplificarea sau retardarea excitaţiei determină aceeaşi amplificare sau retardare a răspunsului,

x(t) = A(((t)   (   y(t) = A(h(t)      ,      x(t) = ((t–()   (   y(t) = h(t–()   ,

astfel încât

x(t) = A(((t–()   (   y(t) = A(h(t–()   ,

aşa cum este ilustrat în fig.6.8.
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      Fig.6.8.


De la început trebuie făcută remarca foarte importantă că există o legătură imediată între funcţia indicială (răspunsul circuitului la o excitaţie treaptă unitate) şi funcţia pondere (răspunsul circuitului la o excitaţie impuls unitate). Într-adevăr, funcţia impuls unitate (Dirac) este definită ca limită a unei funcţii impuls de arie unitate cu suport finit, atunci când extensia suportului tinde către zero,
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Ori răspunsul circuitului la funcţia impuls de arie unitate cu suport finit este, conform celor discutate anterior,
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astfel încât, trecând la limită,
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Se deduce, astfel, că funcţia pondere este derivata funcţiei indiciale,


h(t) = g'(t)   .


Apoi, al doilea punct de plecare îl constituie reprezentarea unei excitaţii oarecare  x(t) , nulă pentru  t < 0  şi netedă pe porţiuni pentru  t > 0 , ca superpoziţie a unor excitaţii elementare în formă de impuls. Într-adevăr, variaţia în timp a funcţiei  x(t)  poate fi aproximată ca o succesiune de trepte elementare de valoare constantă şi durată finită, aplicate succesiv între perechi de momente succesive,  t0 = 0  şi  t1 , t1 şi t2 , … , şi având amplitudinile respectiv  x(t0 + (0) , x(t1 + (1) , … , egale cu valoarea excitaţiei  x(t)  într-un punct  tk + (k ( [tk , tk+1] ,

x(t) ( x(tk + (k)([((t – tk) – ((t – tk+1)]      ,      t ( [tk , tk+1)   ,

aşa cum este ilustrat în fig.6.9. Având în vedere că funcţia   [((t – tk) – ((t – tk+1)]  are suportul  [tk , tk+1) , excitaţia poate fi aproximată, pentru orice moment  t > 0 , prin însumarea unor asemenea contribuţii cu suporturi disjuncte,
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Exprimarea finală este sugerată de modalitatea de definire a funcţiei impuls unitate (Dirac)  drept  limită  a unei  funcţii  impuls  de  arie  unitate  cu  suport  finit, atunci când 

extensia suportului tinde către zero,
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        Fig.6.9.

Pentru mărirea preciziei descrierii funcţiei  x(t)  intervalele  (tk = tk+1 – tk  sunt micşorate către zero, mărind corespunzător numărul lor; în condiţii de regularitate suficient de largi pentru funcţia  x(t)  suma precedentă tinde către o integrală în care variabilele  tk  şi  tk + (k ( tk  trec în variabila de integrare  (  iar creşterea elementară  (tk  trece în diferenţiala  d( . Ţinând seama şi de definirea, discutată mai sus, prin trecere la limităş, a funcţiei impuls unitate (Dirac), este astfel obţinută o exprimare a unei excitaţii  x(t)  oarecare în termenii excitaţiei standard  ((t) , 


[image: image106.wmf](

)

(

)

(

)

ò

-

=

t

d

t

x

t

x

0

t

t

d

t

   .


Ţinând seama acum de cele două rezultate preliminare, deoarece o excitaţie x(()(d((((t – ()  determină un răspuns  x(()(d((h(t – () , apelând din nou la superpoziţie se obţine că răspunsul  y(t)  este obţinut prin însumarea (integrarea) răspunsurilor elementare de forma arătată, adică 
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Expresia obţinută pentru răspunsul  y(t)  al unui circuit liniar invariant în timp cu condiţii iniţiale nule la o excitaţie oarecare  x(t)  mai este numită integrală (produs) de convoluţie; folosind o schimbare de variabilă, ea poate fi rescrisă şi sub forma
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sau, într-o notaţie curent folosită,


y(t) = x*( = (*x   .


Metoda răspunsului tranzitoriu (a analizei în domeniul timp) pentru studiul unui circuit liniar invariant în timp cu condiţii iniţiale nule constă, în această a doua variantă, în parcurgerea unor etape analoage: (i) calcularea sau măsurarea funcţiei pondere a circuitului (în raport cu punctele de excitaţie şi răspuns dorite) ca răspuns la o excitaţie de tip impuls unitate (Dirac); (ii) folosirea integralei de convoluţie pentru calculul răspunsului circuitului la o excitaţie oarecare  x(t) . Referitor la această variantă a metodei sunt de asemenea de făcut câteva observaţii importante:


1(.  Formula de calcul al răspunsului tranzitoriu al unui circuit liniar, invariant în timp, cu condiţii iniţiale nule, la o excitaţie oarecare  x(t)  prin integrala (produsul) de convoluţie poate fi extinsă imediat la intervalul  t ( R , 
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în condiţiile în care  x(t)  şi  h(t)  sunt de pătrat integrabil pe  R , observând că momentul iniţial poate fi ales oriunde pe  R .


2(.  În cazul în care sunt aplicate concomitent mai multe excitaţii  xn(t) , n = 1,2,…,N ,  în puncte diferite ale circuitului, răspunsul  y(t)  rezultat în punctul de interes este obţinut tot pe baza teoremei superpoziţiei. Fie  hn(t)  funcţia pondere a circuitului caracterizând răspunsul acestuia (în punctul de interes) la aplicarea excitaţiei standard  xn(t) = ((t) ; răspunsul complet este suma (superpoziţia) unor asemenea răspunsuri individuale ca mai sus,
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3(.  Observaţia anterioară permite extinderea analizei în domeniul timp (a metodei răspunsului tranzitoriu) şi la circuite cu condiţii iniţiale nenule: pentru aceasta este suficient să se reprezinte condiţiile iniţiale nenule prin sursele echivalente acestor condiţii iniţiale (de preferinţă acelea exprimate în termenii funcţiei Dirac), deci ca excitaţii suplimentare corespunzătoare condiţiilor iniţiale.

6.4.   Metoda transformatei Fourier (analiza în domeniul frecvenţă) 

        pentru studiul circuitelor liniare în regim variabil


Regimul variabil al circuitelor liniare în condiţii iniţiale nule, sub acţiunea unor excitaţii (determinate de surse sau condiţii la borne) în general nenule pentru  t < 0  poate fi abordat şi folosind transformarea Fourier – o extindere, pentru funcţii neperiodice, a dezvoltării în serie Fourier trigonometrice folosite în studiul regimului periodic permanent.


Pentru a introduce transformarea Fourier se pleacă de la dezvoltarea în serie Fourier trigonometrică a unei funcţii de timp periodice care este exprimată, mai întâi, într-o formă simetrică echivalentă, apoi în formă complexă. O funcţie periodică, de perioadă  T , netedă pe porţiuni pe acest interval, admite exprimarea ca dezvoltare în serie Fourier trigonometrică,
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unde coeficienţii sunt calculaţi conform relaţiilor
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Valoarea  k = 0  a indicelui coeficienţilor corespunde componentei medii (continue), de frecvenţă  nulă:  a0  pentru  termenul  în  cos(0(t) = 1  şi  valoarea  nulă  b0 = 0  pentru un 
termen virtual în  sin(0(t) = 0 .


Coeficienţii dezvoltării prezintă anumite proprietăţi de paritate în raport cu indicele  k  (deci în raport cu frecvenţa unghiulară  k() ,
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Dezvoltarea în serie Fourier trigonometrică originală poate fi atunci scrisă succesiv, separând-o în jumătăţi egale, apoi folosind proprietăţile de paritate ale coeficienţilor, şi în final renotând  –k  prin  k  şi însumând, astfel, nu între  1  şi  (  ci între  –(  şi  –1 , ca
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este astfel obţinută dezvoltarea funcţiei periodice  f(t)  în serie Fourier trigonometrică simetrică, 
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unde coeficienţii au exprimările cunoscute.

Folosind acum formulele lui Euler, dezvoltarea în serie obţinută mai sus este prelucrată în termenii unor exponenţiale de exponent complex; aplicând artificii similare celor folosite anterior, rezultă succesiv
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   . Se observă că cele două sume obţinute în final sunt de fapt aceleaşi, diferind numai prin

ordinea inversă de sumare, astfel încât este obţinută forma concentrată în termeni de exponenţiale de exponent complex
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În  fine,  introducerea   în   dezvoltarea   de   mai   sus   a   exprimării   explicite   a 
coeficienţilor dezvoltării, şi folosirea din nou a formulelor lui Euler dă
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care corespunde exprimării implicite a unei funcţii periodice  f(t)  de perioadă  T , netedă pe porţiuni pe această perioadă, sub forma
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Aceasta exprimare este echivalentă cu dezvoltarea în serie Fourier complexă a funcţiei periodice  f(t)  de perioadă  T , netedă pe porţiuni pe această perioadă,
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ai cărei coeficienţi complecşi sunt obţinuţi din relaţiile
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Se poate observa imediat o importantă proprietate de simetrie a coeficienţilor dezvoltării,



[image: image131.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=

=

=

ò

ò

-

-

-

-

-

2

2

j

2

2

j

1

1

j

C

T

T

t

k

T

T

t

k

k

dt

e

t

f

T

dt

e

t

f

T

w

w

w


   
[image: image132.wmf](

)

(

)

w

w

j

C

1

2

2

j

*

*

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ò

k

T

T

t

k

dt

e

t

f

T

   .


Pornind de la dezvoltarea în serie Fourier complexă a unei funcţii periodice, netedă pe porţiuni pe o perioadă, se obţine, printr-un raţionament mai mult calitativ, dar cu rezultat matematic corect, o generalizare referitoare la o funcţie neperiodică, definită deci pe intervalul  (–( , +() . O funcţie  f : R ( R , netedă pe porţiuni (cu un număr finit sau cel mult numărabil de discontinuităţi finite şi admiţând un număr finit sau cel mult numărabil de intervalel de monotonie pe intervalul de definiţie) şi de pătrat integrabil pe domeniul de definiţie, admite o transformată Fourier care va fi introdusă mai jos.


Pentru început este considerată (fig.6.10) restricţia  
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  a funcţiei  f  la un interval finit de forma  [–T/2 , T/2] , care este repetată prin periodicitate; dacă  fT  este aceasta nouă funcţie, atunci este evident că funcţia originală poate fi regăsită prin trecere la limită,
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Funcţia  fT  poate fi dezvoltată în serie Fourier complexă, de unde, introducând şi expresia coeficienţilor dezvoltării, se ajunge la relaţia
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Fig.6.10.

Deoarece interesează situaţia în care domeniul de definiţie este infinit, adică  T ( ( , în integrala de mai sus se poate pune  
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 ; corespunzător, deoarece  k  poate lua orice valoare până la ( , k(  se poate pune sub forma  k(( = (k . În suma astfel obţinută,
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se trece la limită, pentru  T ( ( : variaţia  ((  trece în diferenţiala  d( , variabila discretă  (k  devine simplu variabila continuă  ( , iar sumarea trece în integrala cu aceleaşi limite. Se obţine astfel o exprimare implicită a funcţiei  f(t) ,
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care permite introducerea transformatelor Fourier directă  şi inversă.


Unei funcţii  f : R ( R , netedă pe porţiuni şi de pătrat integrabil îi corespunde transformata Fourier (directă) 
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invers,  funcţiei complexe  de variabilă complexă  F(j()  cu modul de  pătrat integrabil pe  

R  (transformată Fourier obţinută printr-o operaţie ca cea de mai sus) îi corespunde transformata Fourier inversă, 
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care reface funcţia originală. 

Perechea de transformări Fourier, directă şi inversă, realizează, astfel, o corespondenţă biunivocă între mulţimea valorilor reale  f(t)  ale unei funcţii de timp şi mulţimea valorilor complexe  F(j() , numită densitate spectrală a funcţiei  f(t) . Această denumire este justificată prin aceea că integrandul din formula transformării Fourier inverse,  
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 , este analogul contribuţiei armonicii complexe de ordinul  k , 
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  la dezvoltarea în serie Fourier complexă; aceasta înseamnă că  F(j() , raportul coeficientului exponenţialei din acest integrand la intervalul elementar de frecvenţa  d( = d(/2( , poate fi interpretat ca densitate spectrală, adică drept contribuţie infinitezimală la funcţia  f(t)  din partea frecvenţelor cuprinse între  (  şi  (+d( . Modulul densităţii spectrale mai este uneori denumit şi spectrul de frecvenţă al funcţiei  f(t) . 

Câteva remarci sunt de făcut asupra transformării Fourier: (1) Transformate Fourier întru totul analoage celei definite aici sunt cele în care factorul  1/2(  este transferat de la transformata inversă la cea directă, sau este chiar împărţit simetric, câte  
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 , fiecăreia din ele. (2) Pot fi formulate unele condiţii necesare (nu şi suficiente) pentru ca o funcţie netedă pe porţiuni şi de pătrat integrabil pe  R  să admită transformată Fourier: funcţia  f  trebuie să nu fie periodică şi  
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 . (3) Este uşor de văzut că  transformata Fourier (directă) a unei funcţii reale satisface o proprietate de simetrie analoagă celei a coeficienţilor dezvoltării în serie Fourier complexă a unei funcţii periodice reale,

F(–j() = F*(j()    (    f(t) ( R   .

(4) În fine, se poate arăta că există o corespondenţă formală biunivocă între transformata Laplace şi transformata Fourier directă, obţinută prin corespondenţa

j(   (   s   .


Pe baza ultimei observaţii de mai sus, sau prin calcul direct, pot fi obţinute câteva proprietăţi importante ale transformatei Fourier, care sunt aici numai enumerate:


F{a(f(t) +b(g(t)} = a(F {f(t)} + b(F {g(t)}    ,    a , b ( R  .
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F(j() = F {f(t)}      (      F {f(t–()} = e –j(((F(j()   , 

F(j() = F {f(t)}      (      F[j((+()] = F {e –j(t(f(t)}   , 


F(j() = F {f(t)}      (      
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Ultima proprietate (teorema convoluţiei), foarte importantă în studiul răspunsului tranzitoriu al circuitelor liniare, poate fi demonstrată simplu. Deoarece, folosind şi teorema retardării,
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rezultă că, invers, 
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Pe baza transformării Fourier poate fi dezvoltată metoda analizei în domeniul frecvenţă (a integralei Fourier) a circuitelor liniare invariante în timp. Presupunând că atât excitaţia aplicată  x(t)  cât şi răspunsul  y(t)  al circuitului admit transformate Fourier, şi că, în plus, există şi transformata Fourier a funcţiei pondere  h(t)  a circuitului,
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numită  funcţie de transfer a circuitului (în raport cu punctele considerate de aplicare a excitaţiei şi determinare a răspunsului), poate fi aplicată teorema convoluţiei. Într-adevăr, răspunsul circuitului este dat, în general, de integrala (produsul) de convoluţie (în forma sa extinsă, aşa cum s-a remarcat în secţiunea precedentă),
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Atunci transformata Fourier a răspunsului poate fi calculată simplu ca
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rezultând totodată şi interpretarea directă a funcţiei de transfer drept raportul transformatelor Fourier ale răspunsului şi excitaţiei,
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Aceasta înseamnă că funcţia de transfer poate fi obţinută studiind comportarea circuitului la o frecvenţă  (  oarecare şi calculând, ca funcţie explicită de frecvenţă, raportul dintre răspuns şi excitaţie. 


Procedura de calcul al regimului variabil al unui circuit liniar invariant în timp prin metoda analizei în domeniul frecvenţă constă atunci în parcurgerea următoarelor etape: 

(i)  Folosind calculul în complex, este studiat circuitul liniar pentru a obţine funcţia de transfer 
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corespunzătoare punctelor de excitaţie şi răspuns; alternativ, funcţia de transfer poate fi obţinută şi ca transformată Fourier (directă) a funcţiei pondere a circuitului
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(ii)  Dându-se excitaţia  x(t) , este calculată transformata sa Fourier
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(iii)  Este calculată imediat transformata Fourier a răspunsului,


Y(j() = H(j()(X(j()   ,

de unde, prin transformarea Fourier inversă, este obţinut răspunsul tranzitoriu  y(t) ,
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Câteva observaţii sunt de formulat asupra metodei analizei în domeniul frecvenţă pentru studiul circuitelor liniare invariante în timp:


1(.  În cazul în care sunt aplicate concomitent mai multe excitaţii  xn(t) , n = 1,2,…,N ,  în puncte diferite ale circuitului, răspunsul  y(t)  rezultat în punctul de interes este obţinut pe baza teoremei superpoziţiei. Fie  Hn(j()  funcţia de transfer a circuitului asociată excitaţiei xn(t) ; răspunsul complet este suma (superpoziţia) unor asemenea răspunsuri individuale ca mai sus,
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unde
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2(.  Conform observaţiei precedente, analiza în domeniul frecvenţă poate fi extinsă şi la circuite cu condiţii iniţiale nenule, reprezintând condiţiile iniţiale nenule prin sursele echivalente acestor condiţii iniţiale. Deoarece, însă, funcţia treaptă unitate nu satisface condiţiile de integrabilitate necesare calculării transformatei Fourier, trebuie operat cu surse echivalente care să exprime condiţiile iniţiale în termenii funcţiei Dirac.
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