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Chapitre 1

Géométrie de |'électromagnétisme
et démentsfinis

1.1. Introduction

Souvent, dans I'histoire des sciences, une notion que I'on croyait dépassée
semble revenir en usage, mais sous un aspect renouvelé. La méthode des différences
finies, supplantée par celle des éléments finis (MEF) vers la fin des années soixante,
en est un exemple. Elle n'a jamais vraiment disparu, en fait: ce qu'on appelle
FDTD, pour "finite differences in time domain”, ou schéma de Yee [Y¢], qui est
encore de loin laméthode la plus populaire pour les problémes de propagation d'onde
[Tf], n'est autre que la méthode des différences finies sur deux réseaux en dualité,
décalés|'un par rapport al'autre. Mais dans les applications a basse fréquence, ou les
maillages réguliers et uniformes étaient trés tot apparus comme une contrainte
insupportable, I'introduction des éléments finis, sous I'impulsion de P.P. Silvester
notamment [SC, SF], fut comme une libération, et fit de la méthode de Galerkine,
ou approche variationnelle, le soubassement théorique de I'électromagnétisme
numeérique, un passage obligé pour qui avait ou aurait un jour a se servir d'un
ordinateur pour résoudre les équations de Maxwell ou I'une de leurs déclinaisons.

Beaucoup de ceux qui eurent & enseigner ces techniques souffrirent du décalage
entre le niveau mathématique — excessif — requis des éudiants pour assimiler ces
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bases théoriques, et laréalité du terrain — qu'il n'est pas nécessaire de décrire. Quele
calcul des champs, avec ses références intimidantes a l'analyse fonctionnelle (dérivée
de Fréchet, espaces de Sobolev, distributions, ...) puisse ainsi apparaitre comme
beaucoup plus difficile que le calcul des circuits, semblait une anomalie.

C'en était une. Une nouvelle approche des méthodes numériques "amaillage” se
précise aujourd hui, ou différences finies, démentsfinis, "volumesfinis', "intégration
finie" [We], etc., ne sopposent plus, mais constituent les diverses facettes de quelque
chose que I'on pourrait appeler’ "différences finies généralisées’: Les contraintes
d'uniformité du maillage y sont atténuées, et I'on peut suivre a loisir les surfaces
matérielles, réduire le grain du maillage dans les zones critiques telles que les
entrefers, tout comme danslaMEF. Maisle passage par une formulation variationnelle,
ou "formulation faible" préalable du probleme, n'y est plus une obligation. On peut
arriver aux équations "discretes’, celles que I'ordinateur est capable de prendre en
charge, par une démarche directe, fondée sur de smples considérations de conservation
des charges, flux, courants, démarche d'autant plus naturelle qu'elle fait apparaitre ces
équations comme des équations de circuits, et tire ainsi parti de la familiarité des
étudiants avec leslois de Kirchhoff et lanotion de circuit équivalent.

Les éléments finis seraient-ils donc devenus inutiles? Loin de la Maisils
sont, dans cette perspective, affaire de professionnels: ceux qui congoivent les
méthodes, analysent leur qualité en termes de précision, d'erreur par rapport ala
solution exacte des équations dites "continues’, de vitesse de convergence vers cette
solution lorsgu'on raffine le maillage. Rien de tout celan'est possible — amoins de
revenir aux maillages uniformes d'autrefois — sans éléments finis. Mais le
programmeur, |'utilisateur de code, peut sans les connditre, et en un minimum de
temps, étre instruit de lafagon dont les équations discrétes sont formées.

Cette formation, ou "assemblage”" des équations, en différences finies généralisées,
a peu a voir (et en cela non plus il n'y a pas simple retour en arriére) avec les
développements de Taylor locaux par lesquels on transformait autrefois une équation
aux dérivées partielles en équation aux différences. L'idée essentielle est que les
équations de Maxwell expriment la conservation, en temps et espace, de certaines
entités, déja évoquées, et donc que c'est sous forme intégrale qu'elles doivent étre
formulées. La discrétisation sobtient ensuite, de facon quasi automatique, en
restreignant ces exigences de conservation a certains volumes, certaines surfaces de
I'espace — ceux et celles définis par le maillage adopté. Intégration, plutét que
différentiation.

1. Letitre méme de [CW] (dont je ne connais pas le contenu) montre que I'idée est dans
I'air. Voir aussi [Ma], et [He].
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Ce point de vue, par conséquent, suppose une présentation appropriée des
équations de Maxwell, ou I'on met moins I'accent sur |'analyse vectorielle, les
opérateurs, grad, div, rot, etc., que sur les deux lois fondamentales, Faraday et
Ampére, exprimées sous forme intégrale. On insistera beaucoup sur le fait? que ces
lois peuvent se formuler sans aucune "métrique” de I'espace (ni produit scalaire, ni
notion de distance ou d'orthogonalité ne sont nécessaires), d'oul latonaité "géométrique’
de ce chapitre", et I'abondance des rappels nécessaires auxquels on va procéder
ci-dessous. L'effort de lecture que celaimplique devrait étre compense par larapidité
avec laguelle, une fois munis de ce bagage, on pourra construire les schémas
numériques.

Les éléments finis qui interviennent ensuite, dans I'analyse d'erreur de ces
méthodes, ne peuvent étre sans spécificités: |ls doivent, comme tous les éléments
finis, étre @ méme de reconstituer un champ a partir d'un nombre fini de degrés de
liberté, mais la nature des degrés de liberté (DdL), flux, circulations, etc., qui les
attribue a d'autres ééments géométriques du maillage que les ncauds, rend les éléments
nodaux classiques inadaptés, & moins que le champ ne soit scalaire.® Une tradition
bien établie classe |es éléments finis selon la nature des degrés de liberté. C'est ainsi
que l'on ades éléments

— de Lagrange, lorsque les DdL sont des valeurs ponctuelles de lafonction a
recongtituer,

— d'Hermite, lorsque les DAL peuvent aussi étre des valeurs de certaines
dérivées de lafonction areconstituer.

Les ééments dont nous allons parler ici reconstituent une forme différentielle (concept

gu'on va développer, et qui généralise la notion de fonction scalaire ou vectorielle) &
partir de DAL qui sont certaines intégrales de cette forme, sur les arétes, les facettes,

etc. Ains dimportance comparable a ceux de Lagrange et d'Hermite, ils ne sauraient

porter un nom moinsillustre, et leur inventeur [Wh] est effectivement un des grands
géomeétres du siécle passé, Hassler Whitney (11989). Ce chapitre sera donc consacré
aux ééments

— de Whitney, dont les DdL sont des intégrales de la forme différentielle a
reconstituer.

2. Tres important lorsqu'on aborde la question du calcul des forces, qui est au dela des
ambitions de ce chapitre.

3. En dimension 2, on peut toujours sarranger pour n‘avoir a calculer que des champs
scalaires, et beaucoup de modélisations peuvent se faire utilement en dimension 2.
L'importance des éléments finis nodaux, scalaires, traditionnels n'est donc en rien diminuée
par cette remarque.
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1.2. Cadre géométrique

La physique classique sexpose dans un cadre géométrique familier a tous,
I'espace-temps newtonien, c'est-a-dire, mathématiquement parlant, le produit de I'espace
euclidien a trois dimensions par la droite temporelle. Si familier que I'on en oublie
souvent qu'il sagit d'une construction, plus ou moins adéquate pour ce que I'on veut
en faire — énoncer les lois de la physique — et donc sujette al'examen critique. La
Relativité est venue nous le rappeler, et les liens étroits entre Relativité et
Electromagnétisme sont bien connus. Pourtant ce n'est pas a cette remise en
guestion des notions d'espace et de temps que I'on va se livrer ici, d'abord parce que ce
n'est pas lelieu, et ensuite parce qu'il ne serajamais question de corps en mouvement
dans ce Chapitre. |l est donc Iégitime de traiter séparément espace et temps, que
nous considérons comme des données de I'expérience. Ce que nous voulonsfaireici
est une critique de lafagon dont |'espace lui-méme est mathématiquement décrit, une
déconstruction de la structure mathématique "Espace euclidien a trois dimensions’,
symbole "E,", que chacun connait et tient peut-étre (mais atort) pour le cadre obligé
delaphysique classique.

Cette structure, en effet, est trop riche a certains égards. Comme on va
I'expliquer plus loin, E, se compose d'un espace affine a trois dimensions (on
revient |1&-dessus tout de suite), muni d'une métrique (notion de distance, d'angle, etc.)
et d'une orientation (distinction entre triédres droits et gauches). Sur ce dernier point,
il est clair que leslois physiques ne peuvent pas dépendre d'une convention, arbitraire,
celle par laquelle nous classons les tire-bouchons, ou les escargots, en deux catégories.
Or on sait bien que le produit vectoriel, et le rotationnel, qui jouent un role essentiel
en électromagnétisme, dépendent de cette orientation. |1 y a donc la un probléme, qui
suffirait & justifier ce qui suit. Mais on verra que méme la métrique n'est pas
nécessaire g, par exemple, I'expression de laloi de Faraday, 9,B + rot E = 0, malgré
les apparences. On ne voit pas bien, dailleurs, en quoi la longueur du barreau de
platine de Sévres pourrait affecter les électrons. La métrique n'intervient que dans
I'expression des lois de comportement (telles que B = uH, etc.), et reconnaitre ce fait
éclairera certains aspects de I'analyse d'erreurs, |le moment venu.

Quelgques mots sur les notations. En dehors de leur utilisation standard pour
souligner tel ou tel mot, I'emploi des italiques signale qu'une définition est en train
d'étre donnée, explicitement ou non. (Dans les|égendes de figures, composéesici en
italiques, la convention est inversée.) Unefonction f définie sur tout ou partie d'un
ensemble X et prenant ses valeurs dans un ensemble Y seradite "de type X —
Y". Son domaine, dom(f), est I'ensemble des x de X pour lesquels f(x) existe.
(On ne fera pas de distinction entre "application” et "fonction".) Le codomaine
cod(f) estl'imagede X par f. L'expression sup{x € X : f(x)} signifie "laborne



Géométrie de I'électromagnétisme et éléments finis 5

supérieure des valeurs de f(x) lorsque x parcourt I'ensemble X". (On pourraaussi
bien écrire sup{f(x) : x € X}, avec le méme sens.) On sera attentif a ne pas
confondre les applications linéaires (appel ées aussi opérateurs, pour la variété) avec
les matrices qui les représentent, une fois choisie une base. En régle générale, si
I'application est A, la matrice est A, en caractéres gras. Ce style servira aussi a
repérer les objets de dimension finie obtenus par discrétisation, tels que tableaux de
degrés de liberté, matrices dites "de rigidité", etc. Le produit vectoriel, en rupture
(justifiée, amon avis, cf. Note 33) avec latradition francaise, sera noté avec la croix
de Gibbs x, et non avec le signe A, réservé pour un autre emploi ("produit
extérieur").

1.2.1. Espace vectoriels, espace affines

Expliquer ce qu'est un espace vectoriel, de nos jours, est sans doute superflu.
On peine aimaginer comment le maniement de cette structure mathématique pouvait
passer pour une audace moderniste il y a’50 ans [Na]. Curieusement, la notion tres
voisine d'espace affine reste négligée. Au risque de paraitre ridicule dans 50 ans, on
vay consacrer |'espace nécessaire.

1.2.1.1. Espacesvectoriels

Un espace vectoriel réel est un ensemble d'objets appel és vecteurs, que I'on peut
gjouter les uns aux autres, et multiplier par un nombre réel. |ls forment un groupe
par rapport a I'opération d'addition: u + (v + w) = (u + v) + w, existence d'un
vecteur particulier, 0, tel que v + 0=, et pour tout v d'un vecteur —v tel que v
+ (= v) = 0. Ce groupe est commutatif (u + v = v + u). De plus, a tout couple
{v, p} formé d'un vecteur et d'un nombre réel correspond un vecteur pv, avec les
propriétés delinéarité, pv =v s p =1, p(u+vVv) = pu + pv, €tc., qu'on se passera
de détailler.

Un espace vectoriel est donc un ensemble d'objets plus un systeme d'opérations
sur eux, autrement dit un ensemble "structuré” par ces opérations. Comme toujours
en mathématiques dans ce cas, on porte une attention particuliére aux applications
qui préservent cette structure, c'est-a-dire en I'occurrence, aux applications L dun
espace vectoriel V dansun autre, W, tellesque L(v +Vv') =L(v) + L(V) et L(pv)
= pL(v), dites linéaires. Si L est biunivoque (dans ce cas, son inverse L™ est
lindairede W vers V), ondit que L est un isomorphisme’ d'espaces vectoriels.

4. Ce vocabulaire est universel. Les ensembles structurés selon un modéle commun,
tous les groupes par exemple, ou tous les espaces vectoriels, tous les espaces métriques,
etc., forment ce qu'on appelle une catégorie [Ge, ML, LH], et chacun d'eux est un objet de
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Dans tout ce qui précéde, on peut remplacer le corps desréels IR par un autre,
le corps I des complexes le plus souvent, obtenant alors un espace vectoriel
"complexe", ou "sur les complexes'. Il est plus intéressant en fait d'examiner
I'opération de complexification, qui associe a un espace vectoriel réel V un espace
complexe V°, dit son complexifié: Prendre e produit cartésien de V par lui-méme,
C'est-a-dire |I'ensemble des paires ordonnées de vecteurs {v, v}, définir I'addition
comme {vg v} + {Vv V} ={vg + Vi, v, + v}, et la multiplication par le
complexe o +if comme (a +iP}vg v} = {avg — Bv,, Pvg + av}. Difficilea
mémoriser, mais la convention suivante aide: écrire un élément v = {v., v;} du
complexifié sous laforme v = v, + iv,, et appliquer les régles de |'algebre, avec i°=
-1, a toutes les expressions rencontrées. Le conjugué de v est *v = v, —iv,.
Noter que V sidentifie a I'ensemble des "vecteurs réels’ de V°, c'est-a-dire des
couplesde V° delaforme {v, O}, oll v parcourt V, caractériséspar *v =v.

1.2.1.2. Bases, dimensions, compléments

Une partie A de V engendre un sous-espace vectoriel de V, formé de toutes
les combinaisons linéaires® pv, + ... + p,v, de vecteurs appartenant & A. |l est
facile de vérifier que I'ensemble de ces sommes, noté ‘A, est bien un espace
vectoriel, et pas forcément V tout entier, d'ou les termes employés. L'intersection
U N'W de deux sous-espaces U et W étant un sous-espace, le sous-espace
engendré par A est "le plus petit" sous-espace contenant A, c'est-a-dire I'intersection
de tous ceux-la. Une partie B de V constitue une base si elle engendre V et si
elle est minimale a cet égard, en ce sens qu'aucune partie de B autre que B
elleeméme n'engendre V. (Le vecteur 0, par conséquent, ne peut pas appartenir a B,
amoins que B ne seréduise a ce seul vecteur. Dansce cas, V aussi ne contient
gue le vecteur 0O, ce qu'on écrit V ={0}.) Lesvecteursdune partie A de V sont
linéairement indépendants si A forme une base du sous-espace vectoriel qu'elle
engendre. L'espace V est de dimension finie sl admet une base finie, B =
{w, w,, ..., w} disons. Il est facile de voir alors que toute autre base compte aussi
n vecteurs, et I'entier n Sappellela dimension de V. Noter que n=0 n'est pas
exclu: cestlecass V ={0}.

cette catégorie. Les applications f: X — Y, o0 X et Y sont des objets de la méme
catégorie, sappellent morphismes lorsqu'elle préservent la structure, comme dans I'exemple
ci-dessus des applications linéaires. S'il y a correspondance biunivoque, f est un
isomorphisme. C'est un automorphismesi X =Y. Par exemple, la multiplication par p
dans un espace vectoriel X en est un. Mais pas latranslation par t, c'est-a-dire |'opération
v — v+t 00 t estunvecteur fixe. (Voyez-vous pourquoi?)

5. Finies — forcément: nous n'avons rien a ce stade qui permette de parler de somme
d'une série (infinie) de termes.
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L'espace est de dimension infinie sil n'y a pas de base finie. De tels espaces
sont parfaitement banals: L'ensemble de toutes les suites de réels {x,, ..., X, ...}
aune structure (évidente) d'espace vectoridl, et il est de dimension infinie. L'ensemble
de tous les "champs scalaires' ou de tous les "champs vectoriels' dans une région
donnée sont d'autres exemples, plus proches de ce que I'on va effectivement rencontrer
plus loin.

Si dans un espace vectoriel V de dimension n on fait le choix d'une base
{w, w,, ..., w}, tout v de V sécrit v=v'w, + ... + v'w, et d'une seule fagon
possible, ce qui permet de mettre en correspondance biunivoque v et le vecteur v
de ses composantes, v ={V’, ..., v"}. Il sagit|ad'un éément de IR", le produit
cartésiende IR par lui-méme n fois, et puisque IR" est bien un espace vectoriel,
comme on le vérifie immédiatement, le mot "vecteur" pour v est tout a fait 1égal.
Mais on ne doit pas confondre v avec v, car lacorrespondance comp,,: V — IR"
définie par comp,(v) = v dépend du choix d'une base, et n'est donc pas, comme on
dit, "canonique". C'est toutefois un isomorphisme, ce qui montre que tous les
espaces vectoriels de méme dimension sont bétis sur le méme modele. Cela nous
autorise a parler de "l'espace vectoriel”, au singulier, "de dimension n," et & lui
réserver une notation (on I'appelleraici V,).°

Une base d'un espace V réel est aussi une base pour son complexifié V. En

: — : — k — k [P —

effet, S V=V tiv,ona vg= 2 Ve W, et v =3, viw, dou v =

2 (Vg +iv)w,. Bien sir, il y a d'autres bases, pouvant contenir des vecteurs
"complexes', c'est-a-dire non réels, au sens ci-dessus.

La dimension d'un sous-espace est bien sir le nombre minimal de vecteurs
pouvant I'engendrer, et 0 sl se réduit au vecteur 0. L'image dans W d'une
application linéaire L : V — W est un sous-espace de W, dont la dimension
sappellelerang de L. Cerang ne peut dépasser ladimensionde V ni cellede W,
et atteint I'une et l'autre si L est, respectivement, injective ou surjective.

RemarQUE.— Petite énigme: (1°) Un espace réel V et son complexifié V° ont
mémes dimensions. (2°) Ladimension d'un sous-espace strict (on dit plutét propre),
c'est-a-dire ne coincidant pas avec I'espace considéré, est strictement inférieure ala

6. Il importe de bien comprendre ce qui se passe ici: Tous les espaces vectoriels entre
lesquels existe un isomorphisme, c'est-a-dire tous ceux de méme dimension, sont considérés
comme équivalents et regroupés dans une classe d'équivalence, alaguelle on attribue I'étiquette
V,, ol n est ladimension. Dans cette classe, il y a un représentant particulier, a savoir
IR". Mais rien n'oblige a lui faire un sort en "travaillant en composantes', c'est-a-dire en
se ramenant a IR" chaque fois que des vecteurs de dimension n interviennent dans une
guestion de physique. (C'est rarement une bonne idée.)
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dimension de celui-ci. (3°) Lesvecteurs réels forment un sous-espace strict de V°©,
donc ladimension de V estinférieure (de moitié, pourrait-on croire) a celle de son
complexifié. Exercice 1. Ou est I'erreur? ¢

Deux sous-espaces U et W de V sont complémentaires si tout v de V
sécrit de fagon unique v=u+w, avec u dans U et w dans W. "Unique'
impligue U N W ={0}. On peut noter cela V = U + W, a condition d'ére bien
clair sur lesensde"+".” Lesapplications v —-u et v—->w de V sur U et W
sappellent projections. Le seul complémentaire possible pour {0} est V Iui-méme,
et vice-versa, mais en dehors de ces cas, U admet une infinité de complémentaires
(Fig. 1). (On les construit en "complétant” une base de U par autant de vecteurs
indépendants hors de U qu'il en faut pour faire une base de V.) Un exemple de
complémentarité en dimension infinie est 1a" décomposition de Helmholtz* v =rot a
+grad ¢ dun champ de vecteurs v.° La, W est |'espace des gradients, dans une
région donnée,® et U celui des champs "solénoidaux”, i.e., & divergence nulle. Le
fait qu'on puisse aussi écrire u=rota + ugrad¢', ou w est une fonction positive
non constante, montre que W peut étre différent, pour le méme U, dans ce type de
décomposition, tout comme en dimension finie.

Figure 1. Sous-espaces complémentaires: V =U + W, et V = U + W"
Remarquer que I'expression "projection sur U" n'a de sensquesi I'on précise W.
Une telle projection, p disons, est idempotente, i.e,, p(pv) = pv. (EXERCICE
2: Prouver laréciproque.)

7. L'emploi du symbole @, en général associé a I'orthogonalité, est vivement déconseillé
dans ce contexte: Encore une fois, nous n‘avons aucune structure ici permettant de parler
d'orthogonalité. U +V sappelle la sommede U et V. L'adjectif "supplémentaire” est
parfois préféré, en francais, a "complémentaire”.

9. Pourvu qu'elle soit de forme simple. Autrement, la décomposition de Helmholtz
souleve des questions difficiles de topologie, qu'on n'abordera pasici.
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1.2.1.3. Volumes

Qui sait ce qu'est un déterminant sait ce qu'est un volume:

Dernimon—  Un - p-volume, sur V, est une application {v,, ..., v} —
vol(v,, ..., v,) avaleursréelles, linéaire par rapport a chaque facteur, aternée, ence
sensque VOI(Vy, ..., Vi vy Vjy ey V) = = VOI(V,, ey VG Ve, V), L

non-dégénérée, i.e., a valeurs non nulles si les v, sont indépendants.

Exemple: Ayant dresse |e tableau rectangulaire des composantes des v, dans
une base donnée, et prenant le déterminant d'une sous-matrice carrée d'ordre p, on
obtient une application detype V x ... x V — IR qui est un p-volume. (Une
combinaison linéaire de telles applications, pour des sous-matrices différentes, est
encore un p-volume.) Mais on peut parler de volume sans qu'il y ait de base, de
méme qu'une application linéaire existe en soi, indépendamment de toute base ou €lle
se représenterait par une matrice. Un déterminant, par contre, en tant qu'application
detype V x ... x V — IR, est toujours relatif a une base.

RemMARQUE.— Plus loin, nous parlerons du déterminant det(L) d'une application
linéaire L de V danslui-méme. Ce n'est pas contradictoire, car dans ce cas, on se
sert de la méme base pour représenter les vecteurs v et leursimages Lv. La
matrice carrée L qui représente L aalors le méme déterminant quelle que soit la
base choisie. (Si L sereprésente par L dans une base, elle se représente par
S'L S dansuneautre,* et det(S™'L S) = det(S™) det(L ) det(S) = det(L).) ¢

Tout p-volume est identiquement nul pour p > n, ladimensionde V. Lecas
p=n estintéressant: Choisissons une base, ce qui définit un n-volume particulier,
a savoir le déterminant. Tout autre n-volume est alors multiple de celui-1a. Deux
n-volumes ne different donc que par un facteur multiplicatif. Le couple {V, vol},
ot vol est I'un des volumes possibles sur V, forme une structure que I'on appelle
parfois espace jaugé [Ba]. Lecas p=1 estimportant aussi: Un 1-volume est une
application linéairede V dans IR, c'est-&-dire un dément du dual de IR. On préfére
alors parler de covecteur.™

Exercice 3. L'espace des n-volumesde V est donc lui-méme un espace vectoriel,
dedimension 1. Quelle est ladimension de I'espace des p-volumes?

10. S est la matrice de passage, obtenue en mettant en colonnes les composantes des
nouveaux vecteurs de base.

11. On utilise aussi "p-covecteur”, comme synonyme de "p-volume".
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1.2.1.4. Orientation

Passons a quelque chose de moins bien connu, I'orientation. S'orienter, en langage
courant, c'est savoir ou est le Nord. Orienter une carte, c'est la poser de telle sorte
que le Nord du papier coincide avec le Nord géographique; les spins sorientent
parallélement dans un champ magnétique; les pigeons ont le sens de |'orientation.
Et ainsi de suite. Rien de tout cela ne se retrouve dans la notion mathématique
d'orientation, pour laguelle il importe de lire les définitions sans idées précongues.

Soient {w, : j=1,..,n} et {w,:i=1 .,n} deux basesdun méme
espace V, de d|menS|on n > 0. Chague w', s'ecrltdefagon unique w', = 2 g W,
dans la base des w, d'ou les coefficients aJ d'une matrice A, qui est regullere
(sinon les w', ne seraient pas indépendants), et a donc un déterminant non nul.
dit que les deux bases ont méme orientation si ce déterminant est positif. "Avoir
méme orientation” est une relation d'équivalence entre les différentes bases de V, qui
les partage en deux classes distinctes. Un espace vectoriel orienté est alors un couple
delaforme {V, Or}, ou Or désigne I'une de ces deux classes. |l y a deux choix
possibles, et donc deux espaces orientés associés a un méme espace V.

Orienter un espace vectorid, c'est lui adjoindre une classe d'orientation, produisant
ainsi un espace orienté.” Ce qu'on appelle "le sens direct” dans le plan, ou "larégle
destrois doigts"' en dimension 3, sont autant de conventions par lesquelles on se met
d'accord sur la classe de bases choisie. On peut orienter un espace vectoriel en lui
adjoignant une base, mais c'est plus qu'il n'en faut: la classe d'équivalence de cette
base suffit. Cette classe est alors considérée comme celle des bases "positivement
orientées"’, ou "directes' (par opposition a "rétrogrades’ ou "gauches'), et autres
vocables. (De méme, un espace jaugé se trouve du méme coup orienté, mais ce qui
compte alors est la classe des volumes de méme signe que la jauge, non la jauge
elleeméme: La structure d'espace orienté est donc moins riche que celle d'espace
jaugé, ou encore, on passe de celui-ci acelui-la en oubliant une partie de I'information.)

L e sens mathématique du mot orientation est donc assez différent de celui évoqué
au début, et c'est peut-étre la cause des difficultés que cette notion semble susciter.
Orienter, c'est pouvoir distinguer, en dimension 1, vecteurs positifs et négatifs,
savair ce que signifie "tourner vers la gauche" en dimension 2, savoir ce qu'est "un
trieédre de sens direct” en dimension 3. Le cas de |'espace vectoriel de dimension 0 est
spécial: Par convention, I'orienter consiste a lui attribuer un signe, + ou —.

12. Orientation en ce sens n'est qu'un aspect de |'orientation des objets géométriques en
général. Pour ceci, trés peu connu, voir [Ca].
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Figure 2. Quelques sous-espaces vectoriels du méme espace V;, chacun orienté
(sauf W, vair le texte), comme I'icone proche de son nom l'indique. (Le sous-
espace {0} porte I'orientation —) Noter I'orientation de V 5, opposée a celle
que I'on utilise le plus souvent. (Son icone est sans fleche. Est-ce une erreur?)

Tout espace vectoriel pouvant étre orienté, les divers sous-espaces d'un méme
espace vectoriel peuvent étre tous orientés, simultanément et indépendamment (Fig.
2). L'orientation éventuelle de W, par exemple, sur la Fig. 2, est indépendante de
cellede U. Toutefois, lefait davoir orienté U donne un "sens de contournement”
("autour") de W, tout autre chose que l'orientation au sens précédent, qui était un
"sens de parcours' ("lelong") de W. Cette nouvelle notion d'orientation™ sappelle
"externe", pour la distinguer de la précédente, que I'on qualifierad"interne", pour la
symétrie et la clarté. Sa définition mathématique est simple: Un sous-espace est
pourvu d'une orientation externe lorsgue I'un de ses complémentaires est (intérieurement)

orienté. (L'orientation externede V tout entier est donc un signe, + ou -.)

Ceci est sans ambiguité, car une fois (intérieurement) orienté un complémentaire
U de W, tout autre complément U’ aune orientation interne induite par celle de U
(ou si I'on préfere, compatible avec celle de U). Soit en effet {w,, ..., w} une
base quelconque de W et {w,,,, .., W} unebasede U prise dansla classe
positive concernant U. Si U' est un autre complémentaire, son orientation interne

compatible avec celle de U est donnée par toute base {w',,,, ..., w'} telle
que les deux bases complétes de V, soit {w,, .., Wy Wy, - WL et

{wy, o W, W ., W'}, aient méme orientation. Orienter extérieurement W,

prir

13. Elle semble due & Veblen et Whitehead [VW]. A quelques exceptions prés, notamment
[Bu], elle est peu enseignée, malgré son importance en électromagnétisme, fortement
soulignée par Tonti [Tn].
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donc, revient a orienter intérieurement tous ses compléments, d'un seul coup, de
facon compatible, au sens de la clause précédente. La symétrie ainsi obtenue™ est
tout afait satisfaisante: Orienter intérieurement U donne aussi, de la méme fagon,
une orientation externe a chacun de ses compléments, d'un seul coup.

L'orientation externe d'un plan'®, en dimension 3, est donc |'orientation interne
d'une droite qui le traverse, autrement dit c'est un "sens de traversée" ("atravers' ce
plan), aors que I'orientation interne consiste a donner un "sens gyratoire” ("dans’ le
plan). L'orientation externe du sous-espace {0} est une classe de bases de I'espace
tout entier.

Il est tout a fait possible d'orienter intérieurement et extérieurement le méme
sous-espace, et ces deux orientations n'ont rien a voir I'une avec l'autre. On peut
trouver cela difficile a admettre: L'orientation externe de U, Fig. 2, n'est-€lle pas
donnée par larégle "du bonhomme d'Ampere”, le sens de traversée de U allant des
pieds vers la téte d'un observateur perché en 0 qui verrait le sens gyratoire dans U
comme de sa droite a sa gauche? Certes, mais cela suppose une orientation de
I'espace "ambiant”, c'est-a-dire V,. Soit en effet une orientation de V., telle que
celle figurée par I'icone en colimagon de laFig. 2, et soit {w,, w,} une base de sens
direct dans U. Une orientation interne de W en résulte alors, celle donnée par un
vecteur w, de V, tel que {w,, w,, w.} soit une base positive de V. D'ol un sens
de traversée de U, c'est-a-dire une orientation externe, mais comme on le voit, elle
vade haut en bas dans ce cas defigure!

Orientations interne et externe d'un méme sous-espace, donc, ne se déduisent
I'une de I'autre que si |'espace ambiant est orienté.*® En revanche, orientation interne
d'un sous-espace et externe de (n'importe lequel de) ses compléments se correspondent
canoniquement, sans aucune référence al'orientation de I'espace ambiant.

14. Noter tout de méme qu'orientation externe suppose un "sur-espace” de référence, dont
I'orientation interne, ou "intrinseque”, n'a pas besoin. La symétrie n'est donc pas totale.
Mais c'est bien conforme au sens des mots.

15. Passant par l'origine, ainsi que la droite dont il est question aprés, puisque nous
parlons de sous-espaces vectoriels. On anticipe ici sur la suite, ou cette phrase sera
correcte a la lettre.

16. La"regle dAmpeére" savéere ainsi une fagon ingénieuse de préciser cette correspondance
canonique, une fois |'espace orienté par la régle des trois doigts de la main droite. C'est
donc une convention superposée a une autre convention. Comme le résultat (objectif)
d'une expérience physique ne saurait dépendre de nos conventions (arbitraires, bien
gu'historiquement établies et en pratique non révisables), I'importance que ces régles
d'orientation semblent avoir en éectromagnétisme devient suspecte, et nous aurons a tirer
celaau clair.
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1.2.1.5. Espacesaffines

Intuitivement, un espace affine est un espace vectoriel dont on a oublié ou était
son origine. Mathématiquement, il y faut un peu plus de fagons. Un espace affine
A est un ensemble, dont les éléments sappellent des points, sur lequel un espace
vectoriel V (dit "associé' a A) "agit", "transitivement” et "régulierement”. Il ne
reste plus qu'a donner le sens de ces mots techniques.

On a rappelé au début que tout espace vectoriel V était aussi un groupe
commuitatif (si I'on oublie les multiplications par des scalaires). Un groupe V agit
sur un ensemble A si atout élément v de V correspond une application T, de
A dans lui-méme, que I'on appelle dans ce cas une translation, avec T (T, X) =
T,,,X pourtous v et w de V et x de A. En particulier, T x =Xx. L'action
est transitive si, pour tout couple de points {x, y}, il existe” un v tel que T x =
y. Elle est réguliére si I'ensemble des v telsque T x =x seréduit &0 pour tous
les x. On voit qu'on peut alors écrire TX =X + v, ansique v=y—-Xx s y=
T,X, et appliquer en confiance les régles de I'algébre. Si on fixe un point o dans
A, et que l'on associe au point x le vecteur v(x) tel que v(x) = x — 0, on obtient
une correspondance biunivoque entre A et V, mais elle n'est pas canonique,
puisgu'elle dépend du choix de o. Inversement, si I'on considére les élémentsde V
comme des points, et si I'on définit I'action de V' sur lui-mémepar T v =v +u,*
onfat de V un espace affine.

En physique, beaucoup d'auteurs confondent points et vecteurs, allant jusqu'a
noter r le"point courant”, trandaté de o par le vecteur r. C'est fort bien lorsqu'il
y aun point privilégié qui constitue une origine naturelle, comme en Mécanique
Céleste, mais autrement, c'est aussi injustifié et maladroit que d'introduire des vecteurs
de base la ol le calcul se ménerait aussi bien sans eux. Or il n'y a pas, a priori, de
point privilégié, parce que les lois physiques sont, en régle générale, invariantes par
trandlation. C'est d'ailleurs pour cela que I'espace affine est un cadre naturel pour la
physique classique.”

17. L'ensemble des points y que I'on peut ainsi atteindre a partir de x, i.e., I'ensemble
de ses transformés, sappelle I'orbite de x sous I'action du groupe. "Transitivité" signifie
donc "une seule orbite". (On prendra garde que certains auteurs disent "libre" plutot que
"réguliere".)

18. Ouplusgénéralement T,v=v +Lu,ou L estunautomorphisme (cf. Note 5) de V.

19. A priori, la physique prend place dans un continu a trois dimensions, sans les
éléments de structure qui en font un espace affine. Mais on constate expérimentalement (a
un certain niveau de généralité, bien slr, par exemple a propos des propriétés de la lumiére
dans le vide), que "tous les points se valent”, en ce sens que la translation d'une expérience
d'un point a un autre donne lieu aux mémes résultats, "translatés" eux aussi comme il
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Multiplier un point par un réel n'a pas de sens. En revanche, prendre le
barycentre x, = (1 — 8)x, + 6x,, avec 0 réel, est une operation licite (et on usera
largement de cette notation). En effet, il suffit de prendre un point o arbitraire
comme origine, et de poser x, = 0 + (1 — 0)(x, — 0) + 8(x, —0), letrandaté de o
par un vecteur bien défini. On voit sans peine que le résultat est indépendant de o,
et on généralise immédiatement a plus de deux points. Les notions de sous-espace,
de base, etc., setransposent alors facilement: Une partie A engendre un sous-espace
affine, formé de tous les barycentres possibles de familles de points de A, une base
affine de ce sous-espace est un systéme de points minimal I'engendrant. Plus
précisément, un systéme de points {x,, X,, ..., X} dont aucun n'est barycentre des
autres engendre le sous-espace affine formeé detouslespoints x=3 ,_, 6, ou
Yi-0 ..p 0 =1 dont ladimension est p. Les 6 sappellent coordonnées
barycentriques de x danslabase des x,. Deux sous-espaces affines sont paralléles
s I'un d'eux se déduit par trandation d'un sous-espace contenu dans |'autre.

Les ensembles de vecteurs v telsque Lv =k, ou L est une application
linéaire, sappellent sous-espaces affines de V, I'associé, par un abus de langage trés
naturel, car c'est bien ce qu'ils sont lorsqu'on considére V' comme un espace affine.
Pour un méme L et différents Kk, ils sont paralleles. Celui correspondant & k =0,
le noyau Kker(L) de L, est un sous-espace vectoriel, dit sous-espace vectoriel
paralléle atous ces affines, ou parfois, leur sous-espace vectoriel directeur.

Les morphismes entre espaces affines sont les applications affines, c'est-a-dire
celles qui conservent les barycentres. (Elles conservent alors, par voie de conséquence,
bien d'autres choses: I'alignement, le parallélisme ..., mais pas les distances ou les
angles, notions qui de toute fagcon n'ont pas de sens dans un espace affine.) On se
convaincra (Exercice 4) que toute application affine est de laforme L(x —o) +k, ou
k est un point de I'espace d'arrivée, 0 une origine dans |'espace de départ, et L une
application linéaire. Ce sont aussi, si I'on se sert de bases affines, les applications
linéaires par rapport aux coordonnées barycentriques, sous une certaine restriction (a
trouver, Exercice 5).

Lasomme U + W de deux sous-espaces affines, cette fois, est I'ensemble des
barycentres de laforme 6u + (1 —6)w, avec u dans U et w dans W. Si
U N W se réduit a un seul point, soit o, on dit que U e W sont
complémentaires. Le rapport avec les mémes notions concernant les espaces vectoriels
est évident.

convient. On reconnait ainsi I'existence d'un groupe, celui des translations, agissant sur
ce continu tridimensionnel, que I'on peut donc modéliser par un espace affine. (On peut
aller plus loin et arguer que I'expérience nous donne acces au groupe des translations, d'ou
nous inférons la structure affine de I'espace ou nous vivons.)
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Lathéorie de I'orientation, de ce fait, est immédiate: Orienter un espace affine,
c'est orienter son espace vectoriel associé. Chaque sous-espace affine peut étre
orienté, indépendamment. |l sagit |a d'orientation interne. L'orientation externe
s'obtient en donnant une orientation interne a I'un des complémentaires (ce qui les
oriente tous, comme plus haut). On peut reprendreici laFig. 2 sansrien y changer
d'autre que le nom del'origine: o aulieude 0. (Fig. 3. Prendre 0 comme origine
est un choix arbitraire, et les sous-espaces affines autresque W et U n'ont pas de
raison de passer par 0.) En particulier, on peut se servir des mémesicones.

Figure 3. Sous-espaces affines du méme espace A;, y compris A; lui-méme,
chacun orienté (extérieurement, pour ce qui concerne W).

1.2.2. Variétés

Il ne sagit pas de faireici un cours de géométrie différentielle, et variété® sera
un nom générique pour les lignes ("variétés de dimension 1") et surfaces (dimension
2) plongées® dans A, On les supposera réguliérespar morceaux, ce qui implique
en particulier qu'elles présentent partout une tangente ou plan tangent qui dépend
continiment® du point courant, & I'exception éventuellement de points singuliers ou

20. Le mot "multiplicité" (comme en allemand mannigfaltigkeit ou en anglais manifold)
serait meilleur, mais n'est pas en usage. On n'en a retenu que l'initiale: notre variété
générique sappellera M.

21. "Plongement” est un mot technique, signifiant essentiellement que cette ligne ou
surface est sans points de rebroussement ni points doubles. "Immersion" veut dire que si
I'on se restreint a une boule de rayon assez petit, centrée en un point de la ligne ou surface,
on a alors un plongement. Cela n'exclut pas les points doubles. (Une courbe plane en
forme de 8 est une immersion du cercle dans le plan, mais pas un plongement.) Voir p. ex.
[KN] ou [RF]. (On constatera que ces auteurs ne saccordent pas totalement sur la notion de
plongement, ce qui aide a relativiser les choses.)
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lignes singuliéres (coins, arétes, etc.), en nombre fini. Occasionnellement, on
soccuperaaussi des points (dimension 0) et des régions connexes a frontiére réguliére
(dimension 3). Une définition plus précise va étre donnée plus loin, mais ce qui
précéede suffit pour le moment.

1.2.2.1. Vecteurstangents

Dans un espace affine, on appelle vecteur lié tout couple {x, v}, ou x estun
point et v un vecteur de I'associé. On visualise un tel "vecteur" comme ayant "sa
gueueen x etsatéteen x +v", ou plus platement, comme le couple de points {Xx,
X +v}. Ondiraque v est un "vecteur en x" ou"ancréa x", ou"liéa x". (Par
opposition, un vecteur ordinaire v sappelle alors un vecteur libre.) 11 faut
souligner avec force que les vecteurs liés ne sont pas des vecteurs, car ils ne forment
pas un espace vectoriel: Fairelasommede {x, v} et {y, w} n‘adéaguérede sens
(amoins qu'on ne veuilley voir {/,x + ',y, v +w} ...), mais multiplier {x, v}
par p n'en avraiment aucun, car on ne saurait, en I'absence d'un point origine,
multiplier x par p.” D'oll I'abondance de guillemets dans ce qui précéde.

En revanche, I'ensemble des "vecteurs en x", c'est-a-dire des vecteurs liés
d'origine x, forme bien un espace vectoriel, isomorphe a V . On |'appelle espace
tangent en X, noté T,. Cenom paraitrait bizarre si I'on ne pensait al'ensemble des
vecteurs en X tangents a une ligne ou une surface passant par x: ils forment un
sous-espace vectoriel de T, quiil est pleinement justifié d'appeler "espace tangent”.
Plus généralement, une varieté M dedimension p aun espace tangent, noté T M,
en chacun de ses points (hormis les points singuliers évoqués plus haut). On réalise
aorsque T, est un sous-espace de I'espace des vecteursen x tangents & une variéte
de dimension n, asavoir A lui-méme, ce qui justifie laterminologie. Noter que
X+ T,M est un sous-espace affine, tangenta M au point x** (Fig. 4).

On remarquera, méme si la distinction est un peu pédante, que c'est I'espace
affine tangent qui correspond a l'idée intuitive de tangente ou plan tangent aune ligne
ou une surface. (Nous pensons alors aux points de cette ligne ou de ce plan.)

22. Ceci ne suppose pas de métrique dans A,; Comme on va le voir plus loin, un espace
de dimension finie a une topologie naturelle, par rapport a laquelle cette notion de continuité
prend son sens.

23. Décider que p{x, v} ={x, pv} nerésout rien, car alors {x, 0} =0 pour tout X, et il
serait embarrassant d'avoir plus d'un élément O dans un espace vectoriel.

24. Lescouplesdelaforme {x, x + W}, oo W est un sous-espace de T,M sappellent
éléments de contact de M.
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L'espace tangent en X, lui, est quelque chose d'un peu plus abstrait. (Il faut penser
aux vecteurs liésissus de x, tangents alaligne ou alasurface.)

Nous noterons TA_ I'ensemble de tous les vecteurs liés, et TM celui des
vecteursliéstangentsa M. Laquestion, "si ce ne sont pas la des espaces vectoriels,
alors quoi ?' est Iégitime, car tout de méme, ils ont beaucoup en commun avec eux.
Ce sont des fibrés vectoriels, notion dont nous n‘aurons pas vraiment besoin,” si ce
n'est pour définir les champs de vecteurs:. Un tel champ est une fonction de type
A, — TA , autrement dit, en chague point x d'une certaine région de |'espace affine
(le domaine du champ), un vecteur lié {x, v}.

Figure 4. Variétés, espaces tangents, élément de contact (le couple
{X, x+Ws}). Les espaces vectoriels eux-mémes, soit T,c, T,S, W, ne sont pas
représentés.

RemARQUE.— Pourquoi tant de complications? Pourquoi ne pas dire qu'un champ de
vecteurs est une fonction detype A, — V_? Parce qu'on se priverait ainsi de parler
de champs de vecteurs "vivant sur" une surface, par exemple, et plus généralement
sur une variété M. Dans |'esprit de la définition précédente, de tels champs sont
simplement des fonctions de type M — TM, associant a x un vecteur lié {x, v}
tangent a M, c'est-a-dire des"sections' de TM (cf. Note 25). ¢

On peut définir des champs d'objets plus complexes, en particulier des champs
de covecteurs, et plus généralement, de p-volumes opérant sur chague espace tangent.

25. Un fibré vectoriel est une variété (ici, I'ensemble des vecteurs liés tangents & M)
munie d'une opération & appelée projection (ici, m({X, v}) = X) sur une variété appelée
base (ici, M), telle que chacune des fibres n(x) audessus de x soit isomorphe & un
méme espace vectoriel (ici, V,, s M est dedimension p). Une application f delabase
dans le fibré vérifiant, comme dans le cas des champs de vecteurs, n(f(x)) = x, Sappelle
une section.
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On retrouvera ce type de champs plus tard sous le nom de formes différentielles. 1l
sera toujours sous-entendu que ces champs sont réguliers, c'est-a-dire pourvus d'autant
de dérivées successives que l'exige la situation, ou tout au moins, réguliers par
morceaux, comme les variétés elles-mémes.

1.2.2.2. Orientation desvariétés

Orienter une variété, c'est donner une orientation a chacun de ses espaces
tangents, de fagon "cohérente”, comme on va l'expliquer. Supposons d'abord T,M
orienté, en un certain point x. Puisque M est réguliére, on peut munir chague
espace tangent en y, pour tous les y au voisinage de X, d'une base dépendant
continment de vy, et qui soit d'orientation positive lorsque y = x. (Le cas
exceptionnel des arétes, coins, etc., est laissé alaréflexion du lecteur.) On décide
alors que toutes ces bases sont d'orientation positive. On a ainsi orienté de fagon
cohérente (C'est par définition ce que cela signifi€) tout un voisinage de x. Reste a
couvrir tout M de cette fagon, de proche en proche. S on peut le faire, on a orienté
de fagon cohérente tous les espaces tangents. On dit alors que la variété est
orientable. (Toutes ne le sont pas, comme |'exemple du ruban de Mdbius le
montre.) Si M est connexe, i.e., en un seul morceau, il n'y a que deux orientations
possibles, celles de I'espace tangent au point X dont on est parti. Sinon, il y ena
2, ol k est le nombre de composantes connexes, puisqu'on a le choix entre deux
orientations pour chacune d'elles.

L'orientation d'une courbe est un sens de parcours (le long de) cetteligne. Celle
d'une surface est un sens gyratoire universel, continu de proche en proche (un peu
comme tous les pays d'un méme continent finissent par adopter |la méme convention
acet égard). Celle d'une région tridimensionnelle (connexe) est un sens de rotation
des hélices, coquillages, escaliers, etc. Celle d'un point est un signe, + ou —.

La notion d'orientation externe existe aussi. D'abord, dans un voisinage assez
petit de x, il est possible de trouver un complémentaire commun & tous les espaces
affines tangents (Fig. 5). EnI'orientant, on oriente extérieurement, de fagcon cohérente,
tous les espaces tangents du voisinage. Le reste est comme ci-dessus. L'orientation
externe d'une surface est un sens de traversée de celle-ci ("atravers'). Celle d'une
courbe est un sens de contournement (“autour de''). Celle d'une région tridimensionnelle
est un signe, et celle d'un point, une orientation interne de son voisinage, c'est-a-dire,
en termes d'icones, un tire-bouchon.
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Figure 5. Sous-espace affine orienté W, complémentaire de tous les espaces
tangents a la courbe ¢, dans un voisinage de x, et conférant a chacun d'eux une
orientation externe, de fagcon cohérente. Gauche: 2D. Droite: 3D.

On remarquera que la "démonstration" familiére du fait que le ruban de Mdbius
n'est pas orientable, basée sur I'impossibilité de trouver un systéme continu de
normales a la surface, démontre en fait I'impossibilité d'une orientation externe de
cette surface. (Ce qui compte ici, bien entendu, n'est pas I'orthogonalité de la
normale par rapport a la surface, mais le fait qu'elle pointe dans une direction bien
définie, c'est-&-dire'orientation interne de la droite qui la porte.) Mais le résultat est
le méme, car |'espace affine ambiant étant orientable, I'orientation interne d'une droite
traversant la surface confére une orientation interne au plan tangent au point de
traversée, par application de larégle destrois doigts (de la main que I'on voudra).

RemARQUE.— |l existe des variétés de dimension 3 non orientables, obtenues par
exemple en identifiant les faces opposées d'un cube de certaine fagon. Un ruban de
M dbius plongé dans une telle variété peut avoir une orientation externe, alors que sa
non-orientabilité interne (propriété intrinseque) subsiste. La démonstration
traditionnelle est donc déficiente. Pour démontrer a un(e) novice la non-orientabilité
du ruban de Mabius, faites-en un avec du papier transparent, dessinez une base de
deux vecteurs sur un autre morceau du méme papier, que vous ferez glisser lelong du

ruban jusqu'ale faire revenir "al'envers' au point de départ. (Transparent, le papier.

C'est une condition sine qua non du succes de I'expérience.”®) ()

De méme que sous-espaces vectoriels et affines d'un méme espace peuvent étre
orientés indépendamment, chague ligne, surface, etc., plongée dans A, peut avoir sa
propre orientation indépendamment des surfaces, volumes, etc., qui la contiennent.
En particulier, lafrontiére ou bord d'une variété peut étre orientée indépendamment de
celle-ci.

26. Merci aYves Wadier pour cette remarque.
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Figure 6. Orientations d'une surface S et de son bord 9S, "compatibles' a
gauche, mais pas a droite. Noter qu'une telle notion ne pourrait avoir de sens
pour une ligne intérieure a la surface (milieu).

L'intuition, pourtant, nous dit qu'il y a une différence entre les parties extrémes
delaFig. 6, de ce point de vue. Les orientations "saccordent” a gauche, mais pas a

droite. Qu'est-ceadire?

+

by

p=1

Figure 7. Les vecteurs désignés par v sont tous sortants par rapport a la
variété M, de dimension p. Danslescas p=1 et p=2, lebordde M est en

deux parties.

La réponse tient a ce qu'en un point du bord d'une variété M, on peut toujours
trouver un vecteur, parmi ceux de T,M, qui soit sortant par rapport a M, notion
gui a un sens en toutes dimensions (Fig. 7). Supposons M orientée, et cherchons
une fagon naturelle d'orienter son bord. Il sagit donc, étant donnée une base
{vy, .., v,_,} devecteurstangentsa dM en X, de savoir si cette base est directe ou

27. Les complémentairesde T,0M dans T,M sont de dimension 1. On prend |'un d'eux,
ou il doit exister un point y tel que le segment ouvert ]x, y[ ne soit pas dans M. Alors,

vy -—X
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non. Pour cela, plagons v en téte deliste, ce qui donne une base de T,M, dont on
sait si elle est directe ou non, car T M est orienté (par définition), s M I'est. On
décidedorsque {v,, ..., v,_,} estdirectes {v,v,, .., v,_,} estdirecte, d'ol une
orientation de oM, qu'on appelle I'orientation compatible avec, ou induite par, celle
de M.

RemarQUE.— |l y a une part de convention dans cette définition, car au lieu de v
sortant, on pourrait prendre v entrant. Mais ce n'est pas du méme ordre” que le
choix arbitraire entre deux orientations possibles dans le cas d'un espace vectoriel.

1.2.3. Espaces euclidiens

Nous allons maintenant "habiller" I'espace affine d'un nouvel élément structurel,
la métrique, qui avec l'orientation va en faire I'espace euclidien de la géométrie
scolaire et de la physique courante.

1.2.3.1. Produit scalaire

Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel V est une fonction de type
V x V — IR, pour laguelle on use en général d'une notation "infixe", telle que
vV - V. Sespropriétéssont v -Vv'=V' v, linéarité par rapport aux deux arguments,
e v-v>0s v=0. Lenombre |v|=(v-v)"? sappelle normeeuclidiennede V
induite par ce produit scalaire” Leréel 6 comprisentre 0 et n tel que cos 6=
(v - V)/V|Iv'| est I'angle entre v et v'. Remarquer (Exercice 6) que tout autre
produit scalaire est delaforme Lv - Lv', ou L estlinéaireinversible.

Il y a comme on sait d'autres normes,® c'est-adire d'autres fonctions || || de
type V. — IR verifiant [lov]| =|lpll VIl et [Iv + V| =< IVl + [IV']], avec [v]| >0 si
v = 0. Lanorme euclidienne est de toutes "la plus symétrique”, dans la mesure ou
elle ne privilégie aucune direction de |'espace (sur ce point, trop long a développer

28. Que v soit sortant ou entrant, par rapport a M, est une propriété, vérifiable, de v et
de M, qui sont les objets d'intérét. Le caractére direct ou rétrograde d'une base est bien lui
aussi une propriété, mais du couple <base, espace orienté>, alors que I'objet d'intérét est la
base, seule.

29. L'extension aux complexes est délicate, car ce qu'on obtient en faisant simplement
(Vg +iv) - (Vg +iV"), sOit Vg - Vig—V, - V', +i(Vg - V| +V, - V}g), n'est pas un nombre réel.
Leproduit scalaire hermitien de v et v', complexes, se définit comme v - #V', c'est-a-dire

(VR +iv)) - (V'g +iV'), et lanorme euclidiennede v par |v| = (Vv - #v)Y2

30. Par exemple, |lv||=3; V|, ol les V' sont les composantes de V.
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ici, voir [Bo], Appendice C). Si V est de dimension finie, toutes ces normes sont
équivalentes, en ce sens qu'il existe deux constantes positives ¢ et C tellesque ¢
[v] = |Iv]| = Cv|, pour tout v, ce dont on vatout de suite voir les implications.

Lanormede V, induit une distance sur A , celle de deux points x et y étant
par définition d(x, y) = |y — x|, ce qui fait du couple {A , d} un espace metrique,
avec des ouverts, voisinages, etc., en un mot une topologie, et donc la possibilité de
parler de fonctions continues de A, dans un autre espace metrique (et entre autres,
dans IR). Outre les propriétés de toute distance (symétrie, d(x, y) = 0 implique
X =y, inégalité du triangle), cette distance-la est invariante par trandation (d(x, y) =
d(x + v, y + V) pour tout v). L'éguivalence des hormes en dimension finie fait qu'il
n'y aqu'une topologie "raisonnable” sur A, ce dont on adgjatiré parti.

Tout vecteur lié ayant une norme, on peut maintenant définir la longueur d'un
arc de courbe c: C'est lalimite, selon des modalités qu'on n'aura pas besoin de
rappeler ici,* des "sommes de Riemann" 3, _, . Ix, —X,_,|, oU les x, sont des
points successifs de lacourbe, x, et X coincidant avec ses extrémités. Un passage
alalimite analogue, aprés découpage en triangles, permet d'assigner des aires aux
surfaces bornées, une fois définie I'aire du triangle que forment deux vecteursliés u
et v de méme origine: Celle-ci est, par définition, 1/2 [u]lv] sin 6, C'est-a-direla
moitié delaracine carrée de |ufjv[’ — (u - v)?. On reconnait | un déterminant, ce qui
indique comment généraliser: lamesure du simplexe construit sur p vecteurs v,,
..., V, deméme origine, sobtient en prenant laracine carrée du déterminant (positif,
forcément) forme des produits v; - v;, et en divisant par p!. D'ou en particulier, en
dimension 3, la notion de volume d'une région bornée de I'espace, toujours comme
limite d'une somme de Riemann. (Attention, la mesure n'est pas un p-volume au
sens vu plus haut. Mais il y a un rapport simple entre les deux, la mesure étant la
valeur absolue d'un p-volume.)

Un produit scalaire permet donc de mesurer les angles, longueurs, aires, volumes.
En bref, il confére une mérique al'espace. En particulier, il donne sens ala notion
dorthogonalité de deux vecteurs (v - v' = 0), de deux sous-espaces vectoriels (U L W
S et seulement si u-w =0 pourtout u de V ettout w de W), de deux
sous-espaces affines (orthogonaux si leurs directeurs le sont), et de deux variétés
(orthogonales en un point commun X si leurs espaces tangents respectifs le sont).
Une base {u,, ..., u} dusous-espace U est orthonormale si u, - u, = 9; (le
"symbole de Kronecker", égal als i =j, a0 sinon). On peut toujours en trouver
une en orthonormant une base par le procédé de Gram—Schmidt. On peut toujours

31. Rappelons que toutes nos variétés sont réguliéres par morceaux, donc bornées, ce qui
assure |'existence des limites en question.
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aussi, en dimension finie n, compléter une base orthonormale jusqu'a ce qu'elle
possede n ééments, ce qui revient a construire le complémentaire orthogonal W
de U,tel que U L W et V =U + W, tout en lui donnant une base. Dans ce cas,
UNW={0}, etlanotation V =U @ W résume |'ensemble de cesfaits.

L'adjoint d'un opérateur L de V dans lui-méme, par rapport & -, est
I'opérateur L® tel que Lv -w =v - L*W pour tout couple de vecteurs v, w. Les
opérateurs A et U sont respectivement auto-adjointsi A = A* et unitairesi Uv -
Uw=v-w VY v,w, cequirevient adireque U™ =U? Il faut étre attentif ala
facon dont ces propriétés passent aux matrices repésentatives, car c'est seulement
dans le cas d'une base orthonormale (au sens de - ) qu'elles Sexpriment simplement:
Onaadors A =A' (latransposéede A)et U™ =U".

Tout ceci sétend a des espaces de dimension infinie, mais pas sans travail.
C'est lathéorie des espaces de Hilbert et des séries de Fourier, dont on ne parlera pas
ici.

1.2.3.2. E,, I'espaceeuclidien standard

Le cadre familier de la physique classique est I'espace euclidien de dimension 3
orienté, designé ci-dessous par le symbole E;:

Dernimion—.  L'espace euclidien E, est la structure formée par un espace affine A,
plus un produit scalaire sur son associé V, plus une orientation.

Le plus souvent, tous ces éléments de structure sont fournis d'un seul coup,
sous la forme d'une base orthonormale {w,, w,, w,}. Le produit scalaire est alors
Y. -1,5 UV, etlaclasse dorientation des bases directes est celle qui contient
{w,, w,, w.}. On rajoute méme souvent une origine o, et on considére les vecteurs
de base comme liés a o, ce qui introduit des coordonnées. les coordonnées d'un
point x sont, par définition, les composantes du vecteur x — 0. |l est de loin
préférable de bien distinguer ces diverses "couches structurdlles’, car selon les questions
de physique en cause, certaines peuvent étre compléetement superflues, et leur
introduction ne fait alors qu'obscurcir les choses, comme on vale voir. Donc méme
lorsque nous nous plagons dans E, plutdt que A,, nous ne supposons a priori ni
base, ni origine, ni coordonnées.

D'ailleurs, lorsque de tel's éléments saverent utiles, ce ne sont pas forcément les
mémes partout. On peut par exemple, a propos de problémes de courants de
Foucault sur une coque mince, trouver commode d'introduire une base de vecteurs



24 Electromagnétisme et ééments finis, Vol. 1

tangents en chague point de la surface, sans aucune relation avec les vecteurs de base
de I'espace. Méme le produit scalaire peut devoir, al'occasion, étre local a chague
espace tangent, et varier d'un point de I'espace al'autre. 1l ne faut donc surtout pas se
lier les mains par une surspécification prématurée du probléme arésoudre — régle de
conduite dont tout programmeur expérimenté connait la valeur. Les éléments de
structure, espace affine (ou variété), produit scalaire, orientation, base, origine, etc.,
doivent étre considérés comme les é éments disponibles d'un décor, que I'on met en
place ou pas, selon les exigences de la piéce a jouer.

L'exemple du produit vectoriel est intéressant a cet égard. Cette opération est
une spéciaité®, pour ne pas dire une exclusivité, de la dimension 3. Le produit
vectorie® u x v est le vecteur (1°) orthogonal & u et v, (2°) de norme égale &
[u]lv] sin 6, (3°) tel que letriedre {u, v, ux v} soit direct. 1l dépend donc de la
meétrique, mais contrairement au produit scalaire, il dépend aussi de I'orientation:
changer celle-ci changerait lesignede u x v. En fait, x ne peut méme pas étre
défini sans une orientation. L'intervention du produit vectoriel dans certaines formules,
notamment laforce de Laplace J x B, fait donc probléme. Encore une fois, on ala
deux niveaux superposés de conventions arbitraires, une sur la mesure des longueurs
(le produit scalaire), une sur I'orientation, pour rendre compte de quelque chose
dobjectif (laforce). Ce n'est qu'en déposant soigneusement les couches de peinture
superflues que nousy verrons clair.

Celadit, pourquoi le singulier, "la" structure, dans la définition ci-dessus, selon
laguelle un espace euclidien est un triplet {A,, -, Or}? Méme en se restreignant ala
dimension 3, n'y a-t-il pas autant d'espaces euclidiens que de facons de choisir le
produit scalaire et I'orientation, c'est-a-dire que de couples { -, Or}? C'est bienle
cas, mais tous ces triplets sont équivalents en un sens assez fort, ce qui justifie le
singulier. Plus précisément, si nous prenons un autre couple® { - , Or}, il existe
une transformation linéaire L telleque u- v =Lu-Lv (revoir I'Exercice 6). Elle
n'est pas unique,® et on peut en particulier changer L en —L, de sorte que det(L)

32. Une opération binaire dotée des propriétés du produit vectoriel ne peut exister qu'en
dimensions 3 et 7 [Ec, SY].

33. L'emploi du symbole A aulieu dela"croix de Gibbs' x est fortement déconseillé.
C'est un gallicisme anachronique, et génant, dans la mesure ol A sert a désigner une
opération beaucoup plus importante et générale, le "produit extérieur”, défini plus loin,
qui est une notion purement affine.

34. Distingué par les caractéres silhouettés. La norme correspondante, soit |Lv|, sera
notée |v|, avec des barres dans ce méme style.

35. A toute transformation unitaire U correspond une transformation UL qui pourrait
ici se substituer a L. En particulier, la "symétrie centrale” U = x — —x est unitaire, et
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soit positif si Or = Or, négatif sinon. Dans ce cas, I'image par L d'une base
orthogonale directe au sensde { -, Or} est une base orthogonale directe au sens de
{ -, Or}. Toutesles structures euclidiennes se correspondent donc par transformation
linéaire (on dit qu'elles sont "linéairement équivalentes'), ce qu'on peut aussi exprimer
dans e langage des groupes, en disant que I'action du groupe GL, des transformations
linéaires inversibles sur ces structures est transitive (une seule orbite). C'est ce qui
permet de parler de "I'espace vectoriel euclidien de dimension n", au singulier,
confondant comme de coutume des objets identiques a un isomorphisme prés. Plus
loin, nous verrons comment les opérateurs grad, rot, div se comportent sous
I'action de GL,. En attendant,

Exercice 7. Vérifierque L(ux v) =Lu x Lv, o0 x estleproduit vectoriel qui
vaavec { - , Or}. Montrer que ux v =det(L) (L°L)™ (ux v). ¢

On sattend a ce qu'il soit maintenant question du "produit mixte", souvent
défini par

D vol(u, v, w) = (U x V) - w,

avec vol pour volume. Il sagit bien d'un 3-volume au sens vu plus haut (son
signe dépend de l'orientation du triedre {u, v, w}), et donc il ne dépend pas autant
gu'il en al'air de la métrique. 1l serait méme, sans elle, défini a une constante
multiplicative pres, et le choix de métrique ne fait que fixer cette constante. (ExEeRrcice
8: Trouver deux produits scalaires différents donnant le méme produit mixte) Ce
produit mixte est aussi, au signe prés, la mesure du parallé épipéde construit sur u,
v e w: Lesigneest +1 selon l'orientation du triedre. Plus généralement, en
dimension n, atout espace euclidien correspond un espace jaugé, obtenu en oubliant
de quelle métrique provient la mesure volumique, et en affectant cette mesure du
signe donné par I'orientation du systeme de n vecteurs considéré.

RemarQUE.— Ona vol(u, v, w) = det(u, v, w), relativement atoute base orthonormale
directe. ¢

Exercice 9. Montrer que vol(u, v, w) = det(L) vol(u, v, w), ou val estle
volumeassociéa { - , Or} parlaformule vol(u, v, w) =(us v) - w. ¢

Une derniére notion nous sera utile plus loin, celle daire vectorielle. Soit T
un triangle muni d'une orientation externe, c'est-a-dire un sens de traversee, que l'on

change l'orientation, en dimension 3. La "réflexion" par rapport au "miroir" M, =
{x: u-x=0}, ol u estun vecteur fixe non nul), soit x — x —2 (u - x/|u|?) u, alesmémes
propriétés.
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peut matérialiser par le vecteur normal n de longueur 1. L'aire vectorielle, notée
T , est levecteur aire(T) n. Lanotion sétend a toute surface a orientation externe:
On la coupe en petits triangles, on somme leurs aires vectorielles, et on passe a la
limite. Noter que le flux d'un champ uniforme J atravers une surface S daire
vectorielle S est J- S, cequi hous resservira.

Exercice 10. Montrer qu'une surface fermée aune aire vectorielle nulle.

Exercice 11. Quel rapport y at-il entre T et T , ce dernier symbole désignant
l'airevectoridllede T vis-avisde { - , Or} ?

1.2.3.3. Mesure, espaces L* et IL?

Le produit scalaire qui donnea E, sastructure euclidienne permet de définir une
mesure des parties de E, (de certaines parties seulement, en fait) qui sappellera
longueur, aire ou volume selon la dimension. Lamesure du parallé otope engendré
par p vecteurs {v,, .., v} ancrésen X, Cest-a-dire del'ensembe {x + 3, Ay
O=<A' =1, i=1,..,p} estpar définition laracine carrée du déterminant de Gram
des v;, dont les termes sont les produits scalaires v, - v. pour i et j dlantde 1 a
p. D'ou, par les méthodes de la théorie de la mesure [Ha], la longueur d'une ligne,
I'aire d'une surface, efc., et plus généralement la mesure d'une variété de dimension
p=1 Pour p=n,onaains lamesuredelebesgue sur E . Toutesles parties de
E, ne sont pas mesurables, mais les ouverts, les fermes, les intersections [resp.
réunions| dénombrables d'ouverts [resp. defermés], le sont, ainsi que lesintersections
et réunions dénombrables de telles parties, et ainsi de suite, ce qui fait que les parties
non mesurables, bien que trés nombreuses relativement, échappent a I'observation.
(On démontre qu'il en existe grace a l'axiome du choix, mais on ne peut en exhiber
aucune de fagon explicite, constructive.) La mesure est additive, en ce sens que
mes(U, A) = 3, mes(A)) pour toute famille dénombrable® de parties mesurables
digointes A.

Exercice 12. Quel rapport y a-t-il entre la mesure de Lebesgue et le 3-volume?

Exercice 13. Quel rapport y a-t-il entre les mesuresde Lebesgue m et m induites
par - etpar - ?

36. Le terme technique est "o-additive’, ou ¢ connote "dénombrable”. Il n'y a pas
additivité sans quelque restriction de cette nature. Sinon, puisque la mesure d'un point est
en général nulle, tout ensemble devrait étre de mesure nulle.
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Sur cette base peut se développer une théorie de I'intégration [BK], ou I'on a un
ensemble X équipé d'une mesure, et ou I'intégrale de lafonction qui vaut 1 sur une
partie A de X et O ailleursest par définition lamesure de A. L'intégrale d'une
fonction constante par morceaux en découle par additivité, et I'objet de lathéorie est
ensuite de passer a la limite pour intégrer des fonctions” aussi générales que
possible.

Les fonctions réelles intégrables sur X forment un espace vectoriel, noté
L£1(X). Deux fonctions égales presque partout, i.e., qui ne différent que sur un
ensemble de mesure nulle (deux fonctions qui ne différent qu'en un seul point, par
exemple) ayant laméme intégrale, par construction, on sintéresse plutdt aux classes
déquivalence, dans L£(X), de fonctions p.p. égales ("p.p." est I'abréviation consacrée
pour "presque partout"), de nouveau un espace vectoriel (le quotient de £(X) par
rapport a cette relation d'équivalence), que I'on note L'(X). L'intérét de cette
mancauvre est que L'(X) est alors un espace normé, lanorme d'une classe étant par
définition I'intégrale [, [f| de nimporte quelle fonction f prise dans cette classe.
(On abien, defagon évidente, [, [f + 9| < J, [f| + [, |g], ainsi que [, |Afl=[A] [, If],
et [, If|=0 seulements [f[=0 p.p., Cest-&direlorsque f appartient &la méme
classe que la fonction nulle)) De plus, au prix de trés peu d'hypothéses sur la
mesure, L'(X) est complet, autrement dit, toute suite de Cauchy (de classes de)
fonctions converge vers une certaine (classe de) fonction(s). La notion de fonction,
comme on le voit ici, Sen trouve quelque peu brouillée, mais ce n'est pas trop grave,
car on démontre que toute fonction continue, et afortiori réguliére, est seule dans sa
classe d'équivalence (autrement dit, deux fonctions continues p.p. égales sont égales).
De ce fait, on se permet souvent de dire "fonction" |a ou on devrait dire, en toute
rigueur, "classe de fonctions p.p. égales’.

On note L I'espace des fonctions f telles que [ff’, ol p = 1, soit dans L%,
muni de la norme [f, fF1"*. Lecas p=2 estimportant, car on peut définir un
produit scalaire sur I'espace L> des (classes de ...) fonctions de carré sommable:

37. L'intégrale se note fy f, simplement, et [, f si l'intégration est restreinte a une partie
A de X. Lamesuresur A, dans ce cas, est celle induite par la mesure existant sur X. Des
écritures telles que [y f dX, ou pire f f dV, etc., sont a déconseiller lorsque le domaine
d'intégration porte avec lui une mesure, de fagon naturelle, comme c'est presque toujours le
cas. Sinon, une écriture telle que [f(x) dm(x), oo m est la mesure, se justifie (a condition
que lavariable liée x apparaisse bien deux fois! "f, f(x) dm" serait incorrect). Dans ce qui
suit, la mesure est toujours (quelle que soit la dimension, sauf 0) celle induite par la
structure euclidienne. Lorsqu'on aura affaire aux deux structures euclidiennes - et - ala
fois, on usera d'un procédé graphique ad hoc, I'opposition entre [ et [, pour les distinguer.
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(f, 9) =/, fg, par définition. L® étant complet, c'est donc un espace de Hilbert, avec
tout le confort que cela procure, en particulier, I'existence du théoréme de représentation
de Riesz que I'on va utiliser tout de suite.

Associé al'espace euclidien E, on a donc un espace de Hilbert, noté LZ(En),
forme des fonctions de carré intégrable, et pour tout domaine D de E,, un espace
L*(D), obtenu par restriction & D. 1l est commode de noter [f|, lanorme [/, [f[1",
au prix d'un léger abus de notation. Le Th. de Riesz dit que toute application linéaire
| detype L%D)— REEL qui setrouve étre continue, c'est-a-dire qui satisfait 1(g)
= C |g|, pour une constante C indépendante® de g, peut se représenter sous la
forme I(g) =/, f, 9, ou f appartient a L*(D). Prendre garde ici que f,
contrairement & |, dépend de la structure euclidienne, par I'intermédiaire de la mesure.

Exercice 14. L*D) lui-méme dépend-il dela structure euclidienne?

Ceci est encore plus flagrant dans le cas de I'espace IL*(D) des champs de
vecteurs de carré sommable. A deux champs de vecteurs v et w correspond la
fonction x — v(x) - w(x), que nous noterons v - w, et u appartient a IL*(D), par
définition, lorsque |u| appartient & L*(D). Le produit scalaire (v, w) =f,v-w fat
de IL(D) un espace de Hilbert. Toute application linéaire continue se représente
aorspar I(v) =/, u -V, ou u appatienta IL*(D), et dépend du produit scalaire - .

1.2.4. Un peu dhomologie

1.2.4.1. Chaines

Il est souvent commode de décrire une variété M comme un assemblage de
plusieurs variétés, méme si M est en fait d'un seul tenant. La frontiére d'un
triangle, par exemple. En outreil arrive souvent que chacun de ces morceaux ait été,
pour une raison ou pour une autre, muni d'une orientation, qui peut ne pas coincider
avec celle que I'on veut attribuer a la variété composite. Le concept de chaine va
permettre de traiter ce genre de situations, et de préciser le concept de variété
"réguliére par morceaux" dont on sest contenté jusqu'ici.

Une p-chaine est une famille finie M ={M. : i =1, .., k} de p-variétés
orientées et connexes, que nous appellerons ci-dessous les composantes de la chaine,

38. Par convention, et pour alléger I'écriture, toutes les constantes numériques qui
interviennent dans une définition, une démonstration, etc., sont notées C (au lieu de C,,
C,, etc., dans I'ordre d'apparition). Le symbole C peut donc changer de signification d'un
endroit a l'autre.
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chacune lestée d'un poids u' pris dans un certain anneau de coefficients, tel que IR
ou Z (disons IR, bien que les coefficients soient des entiers relatifs, dans la plupart
des exemples avenir). 1l est commode de noter une telle chaine comme une "somme
formelle” 3 u' M, = ut M, + ..+ ukMk, ainsi nommée parce que les signes + ne
signifient pas "additionner" au sens courant. En revanche, les chaines elles-mémes
peuvent étre additionnées, lasommede 3, u' M, et de 3 v' N, sobtenant en
prenant pour ensemble des composantes la réunion des familles M et N, et en
attribuant a chague composante la somme des poids qu'elle avait dans chacune des
deux chaines. (On convientque uM + uy'M'=(u —u M= - uwM' si M et
M" sont la méme variété avec des orientations opposées.) Si tous les poids obtenus
ainsi sont nuls, on a la chaine nulle, notée O (quelles que soient ses composantes).
Tout ceci revient & manipuler les sommes formellestellesque 3, u' M, selon les
régles de I'algebre, ce qui est laraison d'étre de cette notation. Les chaines tordues
sont définies de la méme fagon, a ceci prés que leurs composantes ont une orientation
externe. (Chaines ordinaires et tordues ne se mélangent pas et ne sadditionnent pas.)

Remarque. Le concept de chaine répond & des besoins pratiques en Electricité.
Prenons par exemple le cas d'une boucle d'induction faite d'un fil enroulé k fois sur
lui-méme, mais d'épaisseur négligeable. |l sera commode de la représenter par une
courbe fermée unique, orientée dans le sens de parcours du courant (ou le contraire) et
portant le poids k (ou —k). A I'inducteur formé de plusieurs boucles analogues
correspondra alors une chaine, au sens précédent. En dépit de cet exemple, il ne faut
pas trop chercher d'interprétation concreéte de I'idée de chaine: Les chaines sont des
objets algébriques, dont I'utilité va se révéler peu apeu. ¢

On peut donc faire des chaines en réunissant des variétés, on peut aussi en faire
en disséquant des variétés. Par exemple, une ligne peut étre tronconnée en petits
segments, comme cela arrive en théorie de I'intégration. Une région de |'espace peut
devoir étre représentée par un pavage de tétraédres, comme dans la méthode des
élémentsfinis. Etc. De nouveau, I'orientation de chacune de ces composantes peut
lui étre donnée indépendamment. Chaque composante de chaine peut & son tour étre
assimilée a une chaine. On peut donc faire un sort particulier aux composantes de
chaines de plus bas niveau, les composantes "atomiques', que I'on n'aura pas besoin
de disséquer. Ce sont les cellules définies ci-dessous.
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Figure 8. Quelques cellules, en dimensions 0, 1, 2.

Introduisons d'abord des "cellules de référence” dans IR", comme illustré par la
Fig. 8. Ce sont des segments, triangles, polygones, polyédres, etc., plus généralement
des parallé otopes convexes de laforme

K'={EEIR": €=20VI=1.,p, 3., ,a/&=<1Vi=1 ..k,

ou les coefficients onij, tous = 0, forment une matrice rectangulaire a k ligneset p
colonnes, dont aucune ligne n'est combinaison linéaire des autres. Chaque cellule de
référence a une orientation interne naturelle, comme le suggére la Fig. 8, obtenue en
rangeant les vecteurs de base dans |'ordre habituel .

Ceci étant, une p-celluledans A, avec 0 = p = n, est par définition une
application ¢ d'un certain Kp“ dans A , injective (donc I'image c(Kp“) est sans
points doubles), avec pour chaque & € Kp‘x une dérivée Dc(E) de rang maximal,
c'est-adire p. (Il y adonc en tout point une tangente, si p = 1, un plan tangent, si
p = 2, etc. Ces propriétés qualifient ¢ comme un plongement, au sens de la Note
21.) On se servira du méme symbole c pour I'application et pour son image
géométrique c(K p“). Par définition, le bord oc d'unecellule ¢ est larestriction de
I'application ¢ alafrontiére (au sens topologique) de Kp“. On voit que dc est un
assemblage de (p — 1)-cellules, qui elles mémes sintersectent selon tout ou partie de
leur propre bord.
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Ainsi, une O-cellule est un point. Une 1-cellule est une courbe simple
paramétrée. La 2-cellule laplus simple est un plongement du triangle {€: &'= 0,
g2 0, €' + E% < 1}. Ladéfinition fait place aux images de polygones, et en trois
dimensions, de polyédres convexes. Remarquer que chaque cellule hérite de sa
référence une orientation: Par exemple, pour p = 2, les vecteurs 9 c(s, t), 9,c(s, t)
ancrés au point c(s, t), indépendants (puisque Dc est de rang maximal), forment,
pris dans cet ordre, une base qui oriente c.

Nous aurons plus loin besoin de la notion de cellule ouverte, c'est-a-dire privée
de son bord, définie comme larestriction de I'une des ¢ ci-dessus a l'intérieur de sa
cellule deréférence.

On peut maintenant revenir, pour la préciser, sur la notion de variééréguliére
par morceaux de dimension p: c'est une partie M de A telleque (1°) Il existe
une famille C={c :i=1, .., k} de p-cellulesdontl'unionest M, (2°) Lacellule
ouverte correspondant & ¢, ne rencontre aucune autre cellule, (3°) Lesintersections
¢ N c; sont ellesmémes des variétés réguliéres par morceaux, (4°) Lorsque

plusieurs cellules se rencontrent en un point, il existe dans M un voisinage de ce
point homéomorphe® & une boule de IR".

La definition est récursive, du fait de la clause 3. Maisles ¢, N ¢ étant de
dimension p—1 au plus, larécursion sarréte sans problémea p=0. Laclause 4
est plus rébarbative, mais il n'y a pas moyen de |'éviter: Une p-variété doit
"ressembler, localement, & IR™, ce qui exclut, par exemple, I'assemblage de deux
courbes ayant un point commun, a moins que ce point ne soit a l'extrémité de
chacune d'élles, ou encore I'assemblage de trois courbes issues d'un méme point, etc.

Les variétés régulieres par morceaux sont donc, dit de fagon informelle, des
collages de cellules (avec identification des points mis en coincidence). Supposons
maintenant une telle variété M orientable (ce qui n'est pas forcé) et orientée. Alors,
chaque cellule hérite de M une orientation interne qui peut ou non étre laméme que
celle héritée de la cellule de référence. D'ou une chaine, associée a M, dont les
composantes sont les cellules, avec poids + 1, et la définition précise du concept de
dissection évoqué plus haut. Elle n'est pas unique, ne serait-ce que par la possibilité
de changer I'orientation de chague composante, si I'on change en méme temps le
signe de son poids.

39. Rappelonsque X et Y sont homéomorphes sil existe une application bijective de
I'un sur 'autre qui soit continue ainsi que son inverse.
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1.2.4.2. Bord, cycleset bords

Considérons maintenant une variété® M orientée de dimension p + 1. Sa
frontiére oM est un assemblage de p-variétés, que I'on peut supposer chacune
orientée pour son propre compte. Assignons a chacune delles le poids + 1, selon
que l'orientation coincide ou non avec celle induite par M (selon le mécanisme
décrit plus haut, Fig. 7). On obtient ainsi une p-chaine, que I'on notera oM —
méme notation, mais sens nouveau: d est ici un opérateur, des (p + 1)-variétés
versles p-chaines, que I'on prolonge aux (p + 1)-chaines par linéarité: o(3, u'M,)
=Y, u oM, par définition. L'opérateur linéaire ainsi obtenu sappelle bord. Une
chaine dont le bord est la chaine nulle sappelle cycle (p-cycle, sil faut préciser la
dimension) et si une p-chaine est le bord d'une (p + 1)-chaine, on dit, avec un rare
a-propos, qu'elle est un bord (un p-bord, dans ce cas). Les bords sont des cycles, a
cause de la propriété fondamentale

2 900=0,

que I'on démontrerait aisément — mais mieux vaut éudier un exemple concret, tel
que celui de laFig. 9, et la démonstration formelle, laissée en exercice, n'apprend
rien de plus.

Bien que variété et chaine soient des objets de nature différente, on ne sinterdira
pas les abus de langage naturels, "bord" et lanotation oM sappliquant aussi bien a
lavariété frontiére qu'a toute chaine associée: unevariété M "est un cycle' si oM
=0, etc.

Un bord, donc, est un cycle. Quand un cycle est-il un bord? Celadépend de la
variété ambiante. Dans A , laréponse est "toujours': Une surface fermée enclot un
domaine tridimensionnel, dont elle est le bord. Une courbe fermée (méme si ellefait
un noaud, aussi compliqué soit-il) est toujours le bord d'une surface, que I'on peut de
plus, si étonnant que cela puisse paraitre, choisir sans points doubles, appel ée surface
de Saifert [ST] (cf. [Ar], p. 224). Mais dansle cas d'un tore solide, par exemple, les
cercles méridiens sont des bords, alors que les cercles paralléles sont des cycles qui ne
bordent pas: aucun des disques de A, bordés par un paralléle n'est en effet
entiérement contenu dans le tore.

Qu'un cycle soit ou non un bord a a voir avec la topologie de la variété
considérée. Que les chaines soient des objets algébriques prend alors tout son intérét,
car cela permet d'aborder des questions de topologie avec toute la puissance des
méthodes algébriques, ce qui est le principe méme de I'homologie [Hn], et de la
topologie algébrique en général .

40. Désormais, "réguliére par morceaux" est sous-entendu.
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Figure 9. SQurface S, orientée, formée de trois facettes sur quatre d'un tétraedre
courbe, et représentée par la chaine A —B —C. L'orientation de S est celle du
triangle marqué A, au premier plan. (Noter les signes —: Les orientations de B
et C nesaccordent pasavec cellede S.) Ona dJA=a+b+c, dB=e+a-d,
aC=b+d+f, o0 ab,cd e f sontlescourbes frontiéres, arbitrairement
orientées comme indiqué. Donc dS=d(A —B —C)=c—e—f: Observer la facon
dont les "coutures' a, b, ¢ recoivent automatiquement le poids O dans cette
1-chaine, car elles apparaissent chacune deux fois avec des poids opposés.
Ensuite, puisque dc=x—2z, de=—-y—2z et of =x +y, du fait des orientations
attribuées (arbitrairement) a w, X, y, z, ona 90S=d(c—e—f) =0, par le méme
processus d'annulation par paires. Le lecteur est invité a se construire un exemple
analogue concernant des chaines tordues.

1.2.4.3. Topologie de I'espace des chaines

Anticipons un peu: il va étre question plus loin de fonctions de type CHAINE
— REEL dont I'interprétation physique sera, sdlon ladimension, force éectromotrice,
flux, intensité, etc. Lorsgu'on "modifie un peu" une surface X, plongée dans une
région conductrice, on sattend a ce que l'intensité du courant qui latraverse "change
un peu" dans|'opération. Laseule facon de préciser cela est de munir I'ensemble des
surfaces possibles d'une topologie, et de définir "intensit€" comme une fonction |
sur cet espace topologique, a valeurs réelles. La propriété physique ci-dessus se
traduiraaors par "l est continue”, une affirmation mathématique maintenant (vraie
ou fausse). |l seracommode de topologiser non seulement I'ensemble des p-variétés
mais aussi celui des p-chaines.
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La construction de ces topologies est techniquement compliquée, et il suffira
pour la suite de savoir qu'elle est possible, d'une facon qui refléte bien la notion
physique qu'on entend modéliser. On peut donc se dispenser de lire ce qui suit, qui
donne I'idée pour les cellules d'abord, puis généralise aux chaines.

On aura une topologie si I'on réussit a définir une distance d(S, S) entre deux
surfaces. On diraalors que "lasuite (de surfaces) S, tend vers S' si la suite des
distances d(S,, S) tend vers 0. Ceci peut étre fait pour les cellules de base assez
aisément (attention dans ce qui suit & ne pas confondre I'application s et son image
sK,)). S s et s sontdeux p-cellules définies sur laméme cellule de référence
K," lefait de poser d(s, ) =sup{§ € K" : [s(§) —s(§)[} donne unedistance et la
notion de proximité associée a cette distance correspond bien a la notion physique
qu'on veut saisir.** Toutefois, avec cette distance, on pourrait avoir d(s, s) > 0
alors méme que les images s(Kp“) et s(K p“) coincident: satopologie est encore
trop fine.

On remarque alors que I'application s o s, réguliére, envoie s sur s, selon
une correspondance biunivoque qui respecte l'orientation. Ceci Sappelle un
"difféomorphisme préservant I'orientation” (DPO), qui serait I'unité danslecas s=¢
(mais pas dans le cas ou I'on a seulement s(K, “) = s(K, “), et le nombre d(s, )
mesure |'écart de ce DPO par rapport a l'unité. Mals pwsque sos' nestquel'un
des DPO possibles, prenons-les tous, et prenons pour distance la borne inférieure des
distances associées. Cette idée Sapplique aussi bien si I'on remplace lesimages de s
et s par deux variétés régulieres M et N de méme dimension, et se réalise
comme suit. Soit D >0 un réel arbitraire. Sil existeentre M et N un DPO ¢
(ce qui est une relation d'équivalence entre variétés), poser d (M, N) =sup{x € M :
X = o} Alors, fixer d(M, N) auminimumde d,(M, N) par rapport atous les
¢,Silyena oua D,silnyenapasousi D estdetoute fagon inférieur au
minimum. D'ou une distance entre variétés, qui correspond bien a ce qu'on souhaitait.

Exercice 16. Longueur, aire, volume, sont-ils continus par rapport a d ?

Lachose est plus difficile pour les chaines. L'idéeest que Iasune de chéines ¢,
=Y ,.1 (W, M,  doit converger verslachaine c=3% _, ,u' M, s chaque
suite {M, on E IN} converge vers M., au sens de la distance precedente es en
méme temps les suites de poids {w, ,: n € IN} convergent vers chacun des w.
Mais connaltre certaines suites convergentes ne fait pas une topologie. (Mémesi on
les connaissait toutes, on n'aurait pas une topologie unique pour autant, sauf a se

41. D'autres distances seraient possibles, comme par exemple, notant d, celle qu'on
vient de définir, dj(c, ¢) = do(c, €) + sup{€E EK,* : |DcE) — DC'(E)[}. Exercice 15:
Trouver une bonne raison de ne pas retenir celle-la
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restreindre aux topologies "métrisables’, c'est-a-dire dérivant d'une distance. Voir
[Sc], [Yo] ou, plus accessible, [Jd], pour ces notions. Un contre-exemple, ou deux
topologies distinctes ont les mémes suites convergentes, se trouve dans [GO],
p. 161.)

Par ailleurs, plus une topologie est fine, c'est-a-dire plus elle a d'ouverts, moins
elle a de suites convergentes. Souhaitant que les suites précédentes convergent, mais
sans plus, on prendra donc la topologie la plus fine qui (1°) soit compatible avec la
structure d'espace vectoriel, en particulier, soit telle que tout voisinage de 0 contienne
un voisinage convexe, (2°) rende convergentes les suites du type décrit ci-dessus.
Ceci définit bien une topologie (cf. [Sw], notion de "topologie initiale”), non
métrisable. On noterapar lasuite C, et C, lesespacesde p-chaines ordinaires et
tordues, respectivement, munis de cette topologie.

REmARQUE.— Bien que la distance euclidienne soit intervenue au passage, |es espaces
C, et C, sont des constructions purement affines. (Il est clair que leur topologie ne
dépend pas de la structure euclidienne particuliére qui aservi adéfinir d.) ¢

RemArQUE.— On peut se demander si I'application 9, linéaire de C,.q dans C, (ou
de C,,, dans C) est continue. C'est bienle cas. (Exercice 17: Montrer qu'elle
transforme les suites convergentes de p-chaines en suites convergentes de (p — 1)
-chalnes, en prouvant d'abord, dans le cas de deux variétés, que d(oM, dN) <
dM, N).) ¢

1.3. Analyse vectorielle

1.3.1. Champs, scalaires et vectoriels

Le mot "champ" a une double signification en physique. |l désigne d'une part
un phénomene, d'autre part sa représentation mathématique.

Par exemple, les aiguilles des boussoles sécartent plus ou moins du Nord
géographique selon le coin de France ou I'on se trouve: on rend compte de ce
phénomeéne en disant qu'il existe, a la surface du sol, un "champ magnétique”". Si
I'on en restait 1&, ce ne serait rien de plus qu'un mot. On va plus loin dés lors que
I'on modélise cette situation, c'est-a-dire que I'on choisit un objet mathématique pour
en rendre compte. Puisque, d'expérience, le champ (physique) se caractérise par une
direction et une intensité (mesurable par le couple plus ou moins grand exercé sur
I'aiguille), on est fondé a le représenter par un champ de vecteurs bidimensionnels,
dont on a déja dit (§ 1, p. 10) que c'était "une fonction de type A, — TA)",
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c'est-a-dire I'assignation d'un vecteur lié {x, v} achaque point x del'espace affine
A,. De plus, on suppose cette fonction continue, voire différentiable jusqu'a un
certain degré, bref un champ régulier, au moins "par morceaux", comme plus haut
pour les variétés.

Noter que le simple fait d'assimiler le territoire national & une certaine partie de
A, (le domaine de définition du champ de vecteurs) est d&ja une modeélisation, dont
on voit bien a lafois lajustification et les limites. Une fois ce premier choix fait,
d'autres se présentent: Par exemple, on pourrait modéliser le champ géomagnétique
par deux champs scalaires, c'est-a-dire deux fonctions réelles de la position, une pour
la déclinaison, une pour I'intensité, donc deux fonctionsdetype A, — IR, ou si I'on
préfere, une fonction de type A, — IR x IR. D'autres possibilités viendront a
I'esprit. Toutes ont en commun d'associer a chague point d'un certain espace
(mathématique; A, dans cet exemple, et plus généralement, une variété de dimension
finie) un objet géométrique (vecteur, couple de rédls, ...) dépendant de ce point de
facon réguliére. Ces fonctions de type VARIETE — OBJET GEOMETRIQUE
forment le type CHAMP.

Il'y a donc une distinction a faire, tout a fait essentielle, entre un champ
physique et I'objet de type CHAMP dont on se sert pour le représenter. Ce dernier
étant a notre discrétion, le choix gu'on en fait peut étre plus ou moins heureux.
Clest @ins que Maxwell, au début, sefforca de représenter le champ électromagnétique
par des CHAMPS de quaternions, selon la mode du temps [Cr, Wt]. Clest a
Heaviside que I'on doit leur remplacement™ par des champs, pardon, des CHAMPS

42. Au prix d'une longue lutte contre le mandarinat, alors mené par Tait (cf. [Dr], [ST]).
Maxwell mort en 1879, Heaviside procéda révisions ultérieures du Traité [Mx], qu'il enrichit
d'innovations essentielles (I'interprétation de 9,D, I'emploi de grad, rot, div, les courants
magnétiques [Br]), ainsi que d'autres plus anecdotiques (les vecteurs en gras), voire douteuses
(les quatre équations de Maxwell, prétendument), mais durables. En particulier [Dr], il fait
disparaitre les facteurs 4x, les potentiels et les quaternions, un casus belli du point de vue
de Tait, qui ouvre le feu aprés la 3° édition du traité (les détails qui suivent sont repris de
[St]), suscitant de Gibbs une réponse courtoise et ferme, teintée d’'un humour dont |'attaque
semble avoir été dépourvue. Heaviside réagit sans méacher ses mots ("Abstrusity of
Quaternions and Comparative Simplicity Gained by Ignoring Them", 1893). Knott prend
le parti de Tait, en récusant la considération de dimensions supérieures a 3, qu'il compare a
une tentative de "résoudre la question irlandaise par une discussion sur la vie sociale des
Martiens'. Gibbs réplique avec dignité et quelque agacement, affirmant par ailleurs que
"The first duty of the physical vector analyst (...) is to present the subject in such a form
as to most easily acquired, and most useful when acquired." La polémique sétale dans huit
lettres a Nature de 91 a 93. Kelvin porte le coup de gréace en 1901 en se passant totalement
des quaternions. "From Knott's point of view", écrit Stephenson [St], "anything which
could be done in vector analysis had already been done using quaternions, so that vector
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de vecteurs. Une analyse détaillée de la fagcon dont ceux-ci jouent leur réle va nous
amener a leur préférer d'autres objets mathématiques encore, a savoir les formes
différentielles.

1.3.2. Circulations, flux, etc.

Que sont les formes différentielles? Rien d'autre que les objets mathématiques
destinés a étreintégrés. Par exemple, dans une expression comme [, f(x) dx, ou
JIf(x, y) dx A dy, laforme différentielle est "ce quil y a sous le signe somme",
c'est-adire "f(x) dx" ou "f(x,y) dx A dy" (le sensdu symbole A seraexplicité
plusloin). Si I'on adopte ce point de vue, les deux intégral es ci-dessus apparaissent
comme des machines a fabriquer des nombresréels (lavaleur del'intégrale) apartir de
deux ingrédients. lavariété sur laguelle on intégre (le volume V oulasurface S) et
laforme différentielle que l'on intégre.

Or c'est précisément de telles "machines’, c'est-a-dire d'applications de type
VARIETE x FORME_DIFFERENTIELLE — REEL, que I'dectromagnétisme a
besoin, comme on vale voir. Nous procéderons ainsi: D'abord énumérer une série
d'intégrales, telles que circulation, flux, etc., utiles en physique, puis les interpréter
comme des applications de ce type, ou plutdt, généralisant par linéarité, de type
CHAINE x FORME_DIFFERENTIELLE — REEL. Ce faisant, la structure
euclidienne savérera inutile, aors qu'elle semblait nécessaire, a priori, pour parler
d'intégrale, puisque lamesure, comme on I'avu, provient du produit scalaire.

Plus précisément, on va décrire une série d'opérations d'intégration sur des
variétés de dimension p, ol I'intégrande est construit a partir soit d'une fonction soit
d'un champ de vecteurs. Ces intégrales seront définies sur des cellules d'abord, puis
étendues aux chaines, par linéarité, et donc en particulier aux variétés ("réguliéres par
morceaux”, rappelons-le, est sous-entendu).

D'abord, p=0. L"™intégrale" d'une fonction réguliére ¢ "sur" le point x est
par définition® @(x). Si le point est orienté, c'est-a-dire si on lui a attribué un
signe e(x) =+ 1, l'intégrale est &(X)p(x).

Ensuite, p = 1. Soit ¢ une cellule de dimension 1. Au point x = c(t),
posons T(x) = d,c(t)/|o,c(t)], d'ot un champ de vecteurs tangents unitaires, qui

analysis was an interloper”. Knott est oublié aujourd’hui, mais pas sans postérité.

43. C'est bien une intégrale au sens général, mais (lecas p = 0 est spécial a cet égard) a
condition de se référer ala mesure du dénombrement, pour laquelle la mesure d'une partie A
est égale au nombre de points distincts de A, si ce nombre est fini, & + o sinon. En
particulier, elle vaut 1 pour un ensemble réduit a un point.
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oriente ¢. Un champ de vecteurs u étant donné, le produit scalaire t - u définit
une fonction réelle sur I'image de ¢, que I'on peut intégrer, au sens classique, par
rapport ala mesure des longueurs. On appelle circulation de u, lelong de ¢ ainsi
orientée, l'intégrale [ t - u de cette fonction.

Figure 10. Segment générique s d'une subdivision, avec son point X, et son
vecteur s joignant les extrémités, orienté dans le méme sens que la courbe.

RemARQUE.— |l est intéressant d'obtenir cette intégrale comme limite de sommes de
Riemann (Fig. 10), comme en théorie élémentaire de l'intégration. Pour cela, ¢ est
coupeée en petits morceaux, et on associe a chacun de ces segments curvilignes s un
point X, et un vecteur s comme l'indique la figure. La somme de Riemann
correspondant & cette subdivision est lors Y _u(x) - s . L'intégrale [, t -u estla
limite de ces sommes lorsgu'on raffine la subdivision. (Attention, ceci n'est pas une
nouvelle définition de la circulation [ t - u, mais une conséquence de la définition

précédente, compte tenu des acquis de lathéorie de l'intégration des fonctions.) ¢

Exercice 18. Montrer que si u est un champ de vecteurs régulier, I'application
c— [T - u estbien continue. (Penser au Th. de Stokes.) ¢

Danslecas p = 2, soit = une cellule de dimension 2 pourvue d'un sens de
traversée. On peut choisir la paramétrisation {s, t} — 2(s,t) detelle sorte que les
vecteurs n(s, t) = 02(s, t) x 9,.2(s, t) pointent dans le sens de traversée, et poser
n(x) =n(s, t)/In(s, t)] au point x = (s, t), d'ot un champ de vecteurs normatix
unitaires, qui conférea X son orientation externe. Un champ de vecteurs u étant
donné, le produit scalaire n - u définit une fonction réelle sur I'image de X, quel'on
peut intégrer, cette fois par rapport & la mesure des aires. L'intégrale [, n - u de
cette fonction sappelleflux de u atravers X ainsi orientée.

RemARQUE— Les sommes de Riemann sont cette fois 3. T - u(x;), ol T est
I'aire vectorielle de chaque triangle d'une subdivision de la surface (Fig. 11). ¢

Exercice 19. Montrer que si u est un champ de vecteurs régulier, I'application
2 — [, n-u estbien continue. ¢
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Figure 11. Triangle générique T d'une subdivision, avec son point x; €t
son aire vectorielle T, de méme orientation externe que la surface. Rappelons
que T = naire(T). Vérifier que T = %, ux v, compte tenu de I'orientation
ambiante indiquée par I'icone.

Reste lecas p = 3, ou l'intégrale [, f d'unefonction f sur I'image V d'une
cellule de dimension 3 est I'intégrale au sens usuel, par rapport a la mesure des
volumes. Si V a une orientation externe, c'est-a-dire un signe (V) = £ 1,
l'intégrale est e(V) [, f. Noter que l'orientation interne de V' nejoue aucun réleici,
ce qui saccorde bien avec I'usage que I'on fait de ce type d'intégration: Physiquement,
J, T sinterpréte en général comme la quantité dans V d'une substance (masse,
charge, etc.) dont f est ladensité, et lamasse totale dans V, par exemple, ne dépend
en rien du sens des tire-bouchons dans cette région. En revanche, une orientation
externe de V peut étretrés utile lorsque [, f sinterpréte comme, par exemple, une
guantité de chaleur produite dans V, ou au contraire absorbée, par unité de temps, le
signe servant alors a codifier e sens des échanges (absorption ou production, "source"
ou "puits").

On passe des cellules aux chaines par linéarité. En dimension 0, ou une
0-chaine est une collection finie de points avec poids* {x,, w}, lintégralede ¢ sur
cette chaineest Y, w,(x) ¢,(x). Endimension 1, lacirculationde u lelongde c=
>owcoest Yo, f T -u. Leflux de u atraversla2-chainetordue (attention!) =
=y uZ est Y Mf n-u. L'intégrale de f surla3-chainetordue Y, u, V, est
oW, fv . L&evarletesayant €té définies comme chaines basées sur d&e cellules
orientées, avec des poids u' =+ 1 qui jouent le réle dindicateurs d'orientation
relative (u' = 1 s I'orientation propre ala cellule est celle induite par la variété, — 1

44. En toute rigueur, une O-chaine ordinaire est une collection finie de points orientés,
c'est-a-dire de couples {x;, ¢}, ou ¢ = * 1, chacun avec un poids w,. Mais c'est la méme
chaine que celle formée par les couples {x;, +} avec poids gu;. De méme, une 3-chaine
tordue est faite de couples {V;, &} avec poids w;, mais on laisse le poids absorber le
signe.
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S ces orientations sopposent), on a obtenu au passage la notion d'intégrale sur une
variété, aorientation internepour p=0 ou 1, externepour p=2 ou 3.

Ainsi les intégrales les plus fréquentes en physique concernent des variétés a
orientation interne de dimension < 1, ou externes de dimension = 2. Cette asymétrie
peut paraitre bizarre.® Mais puisque I'on travaille dans le cadre d'un espace euclidien
orienté, cette orientation ambiante permet de passer des chaines ordinaires aux chaines
tordues et vice-versa, ce qui rétablit la symétrie. Par exemple, ce qu'on appellera
plusloin le flux "embrassé par" une surface S, intérieurement orientée, sobtient en
attribuant un sensdetraverséea S gréce alarégle dAmpére, puis en prenant le flux
a travers S, comme précédemment. On a donc trouvé, au total, huit types
dintégrale, c'est-a-dire dapplications de type CHAINE — REEL. Comment étre sirr
gue c'est tout? Et n'y aurait-il pas une fagon plus simple d'y arriver?

1.3.3. Formes différentielles

Effectivement, ces applications appartiennent a une catégorie d'objets que |'on
peut définir plus directement sur un espace affine, sans recourir a une structure
euclidienne.

DerNiTioN.—  Une forme différentielle ordinaire [resp. tordue] dedegré p, est une
application ® sur I'espace vectoriel des p-chainesordinaires [resp. tordues], a
valeurs réelles, linéaire et continue (par rapport ala topologie introduite plus haut).

Il sagit donc d'un éément du dual topologique de C, [resp. de f,‘p] ce qui
incite & mobiliser les ressources de |'analyse fonctionnelle et & introduire une topol ogie®
auss sur ce dual, que I'on notera, ainsi équipé, F* [resp. F’]. Ainsi, les espaces
C, et P [resp. ﬁp et F" sont-ils mis endualité par I'application bilinéaire

45. La remarque n'est pas nouvelle, on la trouve déa en germe chez Darrieus [Da].
Firestone [Fi] a signalé I'opposition en physique entre deux types de champs ("across vs.
through" variables) correspondant a ce qu'on décrit ici: ceux dont on prend la circulation
le long d'une courbe (orientation interne), ceux dont on prend le flux a travers une surface
(orientation externe). Voir [KB] et Tonti [Tn] pour des approfondissements de cette idée.
En fait, la dichotomie "le long de"—"a travers" ne suffit pas a elle seule a classifier les
objets auxquels on est amené a recourir.

46. Pour mémoire (car nous n'aurons pas besoin de ces détails par la suite), il sagit de la
topologie dite "forte” [Yo] ou "=-forte" [Sc], celle de la convergence uniforme sur les
parties bornées de C, [resp. de ép]. Un ensemble B de p-chaines est borné, au sensde
C, Sil est absorbé par tout voisinage V de O, Cest-a-diresi AB CV pour un certain
A>0.
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bicontinue {c, o} — J w, de type p- CHAINE x p-FORME — REEL. La
notation habituelle pour de tels produits de dualité”’ étant <c ; w>, nous nous
servirons de cette construction comme variante de [, w, avec exactement la méme
sgnlﬂcatlon Un produit de dualité doit étre non dégénéré, en ce sens que
<c'; w>=0 pourtout ¢ impligue w =0, et <c; w'>=0 pour tout '
implique ¢ =0. Il en est bien ainsi, par définition de w dans |le premier cas, et
parce que si ¢ n'est pas nulle, on peut toujours construire un champ, scalaire ou
vectoriel, dintégrale non nulle sur ¢, d'ot uneforme  pour laguelle <c; w> ne
serait pas nul, dans le deuxiéme cas.

Les huit formes d'intégral es ci-dessus correspondent aux huit types possibles de
formes dlfferentlelles On les notera, par ordre d'apparition, °p (valeur de ),
(C|rculatlon de u), u (flux de u), ’p (intégralede o, au sensordinaire), et cp,
u, 2, ® . Cen'est qu'une notation provisoire, qui sera abandonnée plus loin. Il
faut interpréter le pré-exposant p, accompagné éventuellement du tilde, comme un
opérateur, par lequel on transforme les champs scalaires ou vectoriels en formes
différentielles. (Par exemple, le 1 et letildedans 'u signifient que <y ; ‘u>, ou
y est une courbe munie d'un sens de contournement (i.e., une orientation externe),
sobtient ainsi: Utiliser I'orientation ambiante Or pour définir un champ de
vecteurstangent T lelong de vy, selon larecette expliquée plus haut (Fig. 2), puis
poser <y ; 'u>= f T -U.) Cet opérateur dépend de la structure euclidienne, et I'on
jouera sur le style, b et ~ contre ? et ~, pour distinguer la structure { - , Or}
de { -, Or}.

Cela dit, il faut nous demander ce que l'introduction du concept de forme
différentielle fait gagner par rapport aux champs, scalaires, ou vectoriels. En bref, la
réponse est, du point de vue mathématique, pas grand chose, du moins en dimension
3, mais du point de vue de la modélisation, beaucoup.

D'abord, puisque la construction de formes associées a un champ de vecteur ne
fournit que des formes de degré p=1 ou n-—1, lesformes différentielles de degré
intermédiaire, en dimension n > 3, sont des objets réellement nouveaux. Mais pour
qui travaille en dimension 3, I'argument est de peu de poids.

47. A ne pas confondre avec un produit scalaire. Mais il y a un rapport: si l'on a un
produit scalaire, on peut s'en servir pour mettre I'espace vectoriel en dualité avec lui-méme.

48. L'avantage est I'égalité de statut entre formes et chaines. De méme que w Sidentifie
al'application ¢ — <c; w>, on peut identifier maintenant la chaine ¢ al'application
— <C; w>, C'est-a-dire a un élément du dual de FP. Ne pas en déduire que ce dernier,
Clest-a-dire le bidual de C,, serestreint a C,. 1l y a beaucoup plus de courants, comme on
appelle les éléments de ce dua [Rh], que de chaines. (Voir dans [Rm], p. 220, comment de
Rham justifie cette terminologie.)
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Ensuite, on pourrait penser a bien d'autres fonctionnelles linéaires sur |'espace
des chaines, pour p=1 ou 2, que celles associées a un champ de vecteurs. Par
exemple, si y est une courbe fixe, avec orientation externe, le nombre d'intersections
de y avec une surface S & orientation interne, comptées algébriquement (+ 1
selon que les orientations saccordent ou non), noté S A vy, fournit une application
gue I'on peut prolonger en une application linéaire sur |'espace des 2-chaines. Mais
elle n'est pas continue (Fig. 12).

Figure 12. Lesorientationsde y et S saccordent au point y, Sopposent en
x et z,douici SAy=—-1+1-1=-1. 9 l'ondéplace S detelle sorte que
I'intersection avec z, par exemple, disparaisse, Sa y passea 0. L'application
S— Sa y n'est donc pas continue sur C,.

Exercice 20. Donner un exemple de fonctionnelle linéaire non continue sur C,.

Serait-ce aors que toute forme différentielle de degré 1 ou 2, en dimension 3,
provient d'un champ de vecteurs (et d'une densité si le degré est 3) ? Effectivement.
(La démonstration est assez difficile, et sera omise.*) 1l existe un champ de
vecteurs Q, représentatif dela p-forme o, tel que o = 'Q, danslecas p=1, et
o =°Q danslecas p=2. Danslecas p =3, lechamp représentatif Q est
scalaire, et o =°Q, Cest-&dire <V ; 0>=[,Q pour tout volume V.

49. Elle sappuie sur le théoréme de représentation de Riesz. En gros: Soit w, par
exemple, une 1-forme, et v un champ de vecteurs. On construit a partir de v une
1-chaine, exactement de la méme fagon qu'on représente un champ, graphiquement, par un
nombre fini de fléches, c'est-a-dire de segments orientés s, dont chacune est une
représentation approchée de v dans une région de volume . A v correspond donc ainsi
lachaine c,=Y;u; §,00 y représente le "grain” de la représentation graphique. L'application
I(v) est prise égale alalimite de <c,; w> pour y =0, d'ol un champ de Riesz Q tel que
Jea @ - v =1(v), et on montre que lacirculation de Q lelong delacourbe ¢ n'est autre que
<c; w>. Lacontinuitt de o sur C, intervient de fagon cruciale dans cette preuve, en
particulier pour montrer que | est continue sur IL%(D) pour tout domaine D borné de Es.
Bien entendu, le champ Q dépend de la structure euclidienne.
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La nouveauté par rapport aux cas examinés ci-dessus est que ces champs
représentatifs peuvent étre moins réguliers: Pour que la circulation ¢ — [, t - u
[resp. leflux = — [, n-u] soit continue sur C, [resp. C], il suffit que la
composante tangentielle [resp. normale] de u soit continue au passage de toute
surface S. (Exercice 21. Le vérifier dansles conditions delaFig. 13.) C'est ainsi
gue les "conditions de transmission" concernant des champstelsque E ou J vont
simposer de fagon naturelle.

' A
[RLI

il N >

Figure 13. L'interface S sépare deux régions ou le champ de vecteurs u est
régulier, tout en pouvant étre discontinu au passage de S. Supposons que seule
la composante normale n - u est continue, autrement dit lesaut [n-u] au
passagede S (i.e., la différence entrelesvaleursde n-u danslarégionl etla
région 2) est nul. Dans ces conditions (invoquer le Th. de Sokes dans la région
balayéepar Z), leflux de u atravers X ne subit pas de changement brusque
lorsgu'on passe de =, danslarégion 1, a ', danslarégion 2, d'ou la continuité
du flux par rapport aux variations de X.

Exercice 22. Montrer que la continuité par morceaux du champ scalaire Q@ suffit a
lacontinuité de °Q .

En résumé, donc, la notion de forme différentielle, en dimension 3, étend et
délimite la portée des notions de circulation, flux, etc., et aide a préciser larégularité
des fonctions et champs de vecteurs en cause. |l sagit |a d'avantages marginaux, et
le véritable intérét de la notion se situe ailleurs: Les entités physiques auxquelles on
a affaire, étant indépendantes de la structure euclidienne, sont mieux modélisées, plus
directement, par des formes différentielles que par les champs représentatifs de celles-ci.
On va maintenant développer cet argument, al'aide de deux exemples.

Considérons une charge électrique Q (en coulombs), que I'on fait se mouvoir le
long d'une courbe c, orientée par son champ de vecteurs tangents t. |l sagit d'une
charge d'épreuve, avec Q assez petit pour ne rien changer au champ éectromagnétique
{E, B} ambiant, et d'un déplacement virtuel, ce qui nous permet de considérer le
champ comme figé a sa valeur al'instant t. Un certain travail (virtuel) est misen
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jeu dans ce déplacement, égal & Q fois une quantité que I'on appelle force
électromatrice (f.&m.) lelong de c, au temps t, exprimée en volts (c'est-a-dire en
joules par coulomb). Aucune unité de longueur, aucun éément de la structure
euclidienne, n'étant impliqués dans cette description, comment se fait-il que I'on
trouve de tels éléments dans |'expression mathématique de cette f.&.m., a savoir la
circulation [, t - E du champ éectrique, et dans 'unité de mesure de E (le volt par
metre) ?

Parce que le champ E n'est pas |'observable physique, mais une entité dérivée,
polluée en quelque sorte par |a structure métrique, le véritable objet d'intérét n'étant
pas E lui-méme mais sa circulation. Or si |'on change le produit scalaire,
substituant comme plus haut - a - (onrappelleque u- v =Lu - Lv), et changeant
du méme coup lamesure des longueurs et le sens du mot "unitaire”, la circulation de
ceméme E devient™ f v - E=[ v - L°L E, une autre valeur, sans signification
physique. Mais ce calcul montre aussi qu'il existeun champ E tel que [ © - E=
J. T -E asavoir E = (L’L)™ E. Conclusion: Le champ de vecteurs dont les
circulations sont les f.&.m., c'est-a-dire celui qui code les données physiques, dépend
dela mérique, aors que les données elles-mémes n'en dépendent pas. Ce champ ne
fait donc que représenter 1'objet mathématique pertinent, qui est |'application ¢ —
<f.em. lelong de c>, c'est-a-dire une forme différentielle de degré 1, que nous alons
désormaisnoter e. Aing, rassemblant en une formule toutes les notations équivalentes
utilisées jusgqu'ici, on a
€) e='E='E=c—<c;e, ol <c;e>=fe=[1-E=[ 7 - E
Cette 1-forme (ordinaire) est le bon objet mathématique avec lequel représenter le
champ électrique, car il contient toute I'information & son sujet, sans aucun élément

de structure superflu: Lesforces électromotrices le long des courbes spatiales sont en
effet tout ce que I'on peut mesurer® concernant le champ électrique. (Il est bien

50. Pour ce type de calcul, assez périlleux, le mieux est de travailler sur les sommes de
Riemann. Cellesde [t - E sontdelaforme I.v.: E(x), € on a pour chague terme,
omettant lesindices, v E=Lv-LE=v-L%LE, dou le résultat.

51. La vaeur du champ en un point n'est pas directement mesurable, mais n'en a pas
moins un sens si le champ est assez régulier: Si I'on prend pour courbe ¢ le segment ¢, =
[, x + Av], o0 v est un vecteur en x, lalimite, notons-la <e, ; v>, de <c, ; e>/\ lorsque
A tend vers O dépend linéairement de v. L'application v — <e, ; v>, notée e,, ou encore
€(x), est donc un élément du dual de I'espace des vecteurs tangents en x. On appelle celaun
covecteur (en x). Lal-forme e peut ainsi étre considérée comme un CHAMP de covecteurs,
a savoir I'application x — e,. En coordonnées, les covecteurs d définis par v — v', oul
v estla i® composante de v au point X, forment une base pour les covecteursen x. (Ce
d est ce quel'on voit souvent noté dx', maislanotation d' est meilleure, et recommandée.)
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connu gu'un voltmétre mesure la circulation de E le long du chemin conducteur
formé par sesfils de branchement [Ro].)

Au point que I'on peut se passer complétement de E, et introduire e directement,
en raisonnant ainsi: le champ éectrique (physique) est totalement décrit (quant a ses
effets observables) par I'application, de type 1-CHAINE — REEL que nous
appelons em.f., dont |'expérience montre qu'elle est linéaire continue. Mais cela
n'est autre que la définition d'une 1-forme. Cette forme e est ainsi la description
mathématique la plus économique du phénomeéne champ électrique.

RemARrQUE.— Ladualité chaine-forme prend ainsi un senstrés concret: les 1-chaines
modélisent les capteurs, plus ou moins complexes, grace auxquels on mesure le
champ. La 1-forme représente le champ lui-méme. Le produit de dualité, en volts,
est le résultat de lamesure. ¢

On aannonceé deux exemples. Le second pourrait étre le champ magnétique, qui
rend compte des effets non pris en compte par e, a savoir les forces exercées sur des
charges en mouvement. On verra plus loin comment le modéliser par une 2-forme
ordinaire. Mais dans I'immédiat, un exemple concernant une 2-forme tordue sera
plus instructif.

Considérons donc |a densité de courant, classiquement un champ de vecteurs J,
dont le role est dindiquer, pour toute surface X extérieurement orientée par un
champ normal unitaire n, la quantité de charge [, n-J qui latraverse par unité de
temps. (Remarquer a nouveau que cette intensité est en ampeéres, alors que la
dimension du vecteur représentatif J est A/m’.) Cette application, = — <intensité
atravers 3>, une 2-forme tordue (& savoir, °J), est tout ce que I'on peut connaitre
et éventuellement mesurer concernant le courant électrique, et la métrique ne joue
aucun rdle ici. Pourtant, que I'on change - en - , ce qui change la mesure des
aires, et leflux de J devient™ [, n - J=|det(L)|f, n - J. Le champ de vecteurs
doit donc aussi étre changé, en J = |det(L)[™J, pour obtenir la méme intensité,
c'est-&-dire pour avoir 2J = %J. A nouveau, des vecteurs représentatifs différents,
mais la méme 2-forme tordue, qui Savére ains étre l'invariant physiquement
significatif. On lanotera j.

Ce mode de notation sera systématique: e, h, d, b, j, a, etc., dénoteront les
formes différentielles que les vecteurs traditionnels E, H, D, B, J, A, €tc., représentent.

Remarquer que <d;, d>=39;, oliles 9; sont les vecteurs de base en x.

52. Considérer a nouveau les sommes de Riemann, qui sont ici 37 T . J(x7). D'apres
I'Exer.11, T -J=LT -LI=L3LT -J=|det(L)| T -J. D'ou fsn -J=|det(L)] fn - J.
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1.3.4. Le théoréeme de Stokes, grad, rot, div

Le statut du "théoréme" de Stokes, dans notre approche, se réduit a celui d'une
simple définition:

DErNITION— La dérivée extérieure dw dela (p — 1)-forme o estla p-forme
c—J, .

En langage ordinaire, donc: Pour intégrer dw sur la p-chaine c, intégrer o
sur son bord dc. (Ceci sapplique aux formes ordinaires ou tordues de la méme
fagon.) Noter que d est bien définie, dw étant continue gréce ala continuité de
de C,_, dans C, En symboles: [, o = [ dw, qui est laforme canonique du
théoreme, ou de fagon équivalente,

) <ic; 0>=<c;dw> VCEC, et w EF "

(avec destildessur C et F sil sagit de chaines et de formes tordues), qui révéle
mieux ce qui se passe: d est |'opérateur dual de 9 [Yo]. Comme corollaire & (2),
ona

(5) dod=0.

Uneforme o estditeferméesi dw = 0, et exacte sil existe une forme o telle que
w = doa. (On dit qu'on a affaire a un cocycle ou un cobord, synonymes plus
rébarbatifs en apparence, mais qui savérent en fait plusfacilesamémoriser.) L'intégrae
d'un cocycle sur un bord, ou d'un cobord sur un cycle, est nulle.

Remarque— Dans A, tout cocycle est un cobord, i.e., toute forme fermée est
exacte: c'est le Lemme de Poincaré (voir p. ex. [Sc], p. 140). Mais un cocycle peut
ne pas étre un cobord dans une variété plus générale; c'est I'aspect dual du "tout cycle
n'est pas un bord" vu plus haut. Etudier les formes différentielles est donc une autre
approche, duale par rapport a I'homologie, des questions de topologie globale. On
I'appelle conomologie [J&4, MT]. ¢

En dimension 3, le d est laversion affine des opérateurs différentiels classiques
grad, rot, div, qui eux dépendent de la structure euclidienne. Voyons cela.

D'abord, le gradient: Une fonction réguliére ¢ étant donnée, on définit grad ¢
comme le champ de vecteurs tel que, pour toute cellule ¢ de dimension 1 avec
champ tangent <,

(6) Jot-(grado) =/, o,
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le membre de droite étant bien sir ¢(c(1)) — @(c(0)). Par linéarité, ceci sétend aux
1-chaines, et ony reconnait (4). Larelation entre gradient et dérivée extérieure, par
conséquent, est donnée par (grad ¢) = d %p = dg, ce dernier terme étant ce qu'on
appellela différentiellede ¢. (Le pré-exposant O peut étre omis, car il n'y aqu'une
facon de transformer une fonction en O-forme, quelle que soit la métrique éventuelle)
Le champ de vecteurs grad ¢ représentela 1-forme de.

Ainsi défini,* grad ¢ dépend de la métrique. Si le produit scalaire - est
substitué a - , le champ de vecteurs grad ¢ dont lacirculation, au sensde -,
égale le second membre de (6) est autre, a savoir grad ¢ = (L°L)™ grad ¢, comme
on l'adégavu.

Montant en degré, on définit rot et div delaméme fagon, de sorte que
@) Ygradg) =d %, *(rotu)=d'u, *(divv)=d*.

Comme °p, 'u, v sontici desformes ordinaires, on pourrait penser que |'orientation
ambiante importe peu ici, maisil n'en est rien, car les représentants de ces formes se
transforment avec I'orientation, de fagon quelquefois surprenante, comme on vale
Voir.

Concernant rot, (7) dit que le rotationnel rot u d'un champ régulier u est le
champ de vecteurs tel que, pour toute surface S aorientation interne,

)] Jon-rotu=[gt - u

Ici, T correspond al'orientation induite sur 9S, et on doit faire appel al'orientation
ambiante pour obtenir n, eninvogquant larégle dAmpeére. Changer cette orientation
change le signe de rot u. Le rotationnel ressemble au produit vectoriel, a cet égard.
Si de plusle produit scalaire change, rot et rot se correspondent comme suit:

ProrosiTion 1. Avec u-v=Lu-Lv & Or=sign(det(L)) Or,on a
9) rotu= (det(L))™ rot(L°L u).

Démonstration. Du fait du caractére hybride de (8), ou l'intégration porte sur une
surface a orientation externe a gauche, et une ligne a orientation interne a droite, le
calcul est délicat, donc soyons prudents. D'une part (Note 50), [, © - u =

53. Attention, définir le gradient de ¢ comme le vecteur {d,@, ..., ¢} desdérivées
partielles ne donne la méme chose que si les vecteurs de base sont orthonormés.  Autrement,
il sagit des composantes du covecteur S, 9,¢ d, et donc d'un autre sens donné au mot
"gradient”, ce gradient-la n'étant autre que d%p.
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[,sT - LLu=/[sn-rot(L°Lu). Dautre part (Note 52), posant J = rot u, nous
savons que [, n - J =|det(L)]fg n - J, et par conséquent ... Oui mais, les deux
normales n et n étaient du méme c6té de la surface dans la Note 52, alors qu'ici
(revoir laFig. 2) elles pointent dans des directions opposées lorsque Or = Or. La
formule correcte est donc fon - rot u=det(L) fon - rot u = f,n - rot(L°L u),
dou (9). ¢

Quant aladivergence, (7) définit div v comme lafonction telle que, pour tout
volume V avec normale unitaire sortante n sur 9V,

(10) Jydivv=[n-v.

Pas de problémes dus a l'orientation cette fois, car les deux intégrales représentent des
formes de méme nature (tordues). De plus, div v = div v, car le méme facteur
|det(L)| apparait des deux cotésde [, divv =[,, n -v. (Le style silhouetté [
rappelle a quelle mesure on a affaire. Du c6té gauche, celle des volumes est ici
[vol|, et vol=det(L) daprésI'Exer. 11.)

RemArRQUE.— Compte tenu de l'interprétation physique de div, son invariance n'est
pas une surprise: Si I'on représente par v le champ des vitesses au sein d'un fluide,
div v est letaux de variation du volume occupé par une méme portion de fluide au
cours de son mouvement, et bien que les volumes dépendent de la métrique, les
rapports de volumes n'en dépendent pas (Exer. 11). ¢

Exercice 23. Montrer que lerotationnel du champ x — ax ox, ou 0 est un point
origine quelconque, et a un vecteur fixe, est égal & 2a. Montrer que la divergence
du champ x — ox est égaeas.

0 1 2 3
., Or o — gad-—>» . — rot-—>» o — div->
4 A 4 1
1 L°L det(L) det(L)
| | | |
.,Or o — grad—>»> o — rmt—> o — div> o

Figure 14. Relations entre les vecteurs ou scalaires représentatifs d'une méme
forme différentielle ordinaire, en dimension 3, pour deux structures euclidiennes
distinctes. Sil sagit de formes tordues, le méme diagramme convient, a condition
deremplacer det(L) par [det(L)].
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Pour référence, on arassemblé sur la Fig. 14 tous les résultats qui précedent. |1
sagit d'un "diagramme commutatif”, qui permet de lire des relations telles que L°L
grad = grad, etc., en enchalnant les opérateurs rencontrés lorsgu'on passe, par 1'un
des deux chemins possibles, d'un point au point diagonalement opposé dans I'un des
carrés. (Les fleches verticales figurent des isomorphismes et peuvent donc étre
suivies dans les deux sens.)

Comme exemple de ce que I'on peut faire avec de tels diagrammes, démontrons
quelque chose que le lecteur a probablement dga anticipé, a savoir l'invariance de la
loi de Faraday par rapport & un changement de métrique et d'orientation. Soient B
et E deux champs de vecteurs, dépendant du temps, tels que 9,B + rot E = 0, puis
posons B = B/det(L) et E = (L°L)"E, detellesorteque B et E représentent les
mémes formes différentielles b et e (et donc le méme champ physique) dans la
structure { - , Or} que B et E dans { -, Or}. On voit bien alorsque 9,8 + rot
E = 0. Nous nous tournons maintenant verslaloi physique unique exprimée par ces
deux écritures.

1.4. Champs et formes en électromagnétisme
1.4.1. L'induction magnétique, en tant que 2-forme

Laforme différentielle b = B = “B quereprésentent B et B rend compte de
I'effet du champ éectromagnétique sur des charges mobiles, comme suit. Considérons
une boucle de courant de | amperes, que I'on fait se mouvoir — virtuellement, la
aussi — de maniéere a balayer une surface S (Fig. 15). Le travail mis en jeu est
aors | [gn - B, comme |'explique lalégende (régle du "flux coupé"). L'expérience
établit la linéarité et la continuité du facteur [, n - B, dit flux magnétique, par
rapport a S. D'ou une 2-forme, a nouveau la description la plus économique du
champ magnétique (physique), que nous notons b, et appel ons induction magnétique.

En dépit de la présence de n dans I'expression du travail virtuel, b n'est pas
une forme tordue, mais bien une forme ordinaire — comme il se doit, puisque
I'orientation ambiante ne saurait influencer le signe du travail virtuel. Ce qui compte
est la direction du courant dans la boucle, donnant & ¢ son orientation interne, et
l'orientation interne de S est celle qui fait que 9S=c' —c¢ ("position finale moins
position initiale" dans le mouvement virtuel). L'intervention du champ normal n,
par conséquent, résulte du souhait de représenter b par le flux d'un champ de
vecteurs, le B tel que B = b. Pas étonnant dans ces conditions que B doive
changer de signe avec |'orientation ambiante. En fait, il ne pourrait jouer son role de
représentant de b sans cette orientation.
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Figure 15. Conventions graphiques pour I'analyse du travail virtuel di & B
sur une boucle de courant, dans un mouvement virtuel de la position ¢ ala
position c. Lanormale n est celle associée par laregle dAmpére a l'orientation
interne de la surface S balayée, cette orientation étant choisie telle que 9S =
c¢'—c. Letravail virtuel delaforcede Laplace J x B, avec J=1 1, est alors |
fois le flux fsn - B.

Si I'ontient aceque b soit représenté par un objet géométrique indépendant de
I'orientation ambiante, il faut que cet objet porte avec ui, en quelque sorte, une telle
orientation. On définit donc un champ de vecteurs axial comme un couple {v, Or},
constitué d'un champ de vecteurs et d'une orientation, ou plus exactement, puisque le
couple {-v, -Or} vareprésenter laméme 2-forme, comme la classe d'équivalence
{{v, Or}, {-v,—Or}}. (On définit les champs scalaires axiaux de la méme fagon. On
dit plus volontiers "pseudo-fonctions" dans ce cas.) Par souci de symétrie, on
qualifie alors de "polaires’ les champs de vecteurs tout court.™ Les vecteurs axiaux
permettent de représenter b sans orientation ambiante, mais ils supposent une
métrique, dont nous allons voir qu'elle est en fait tout aussi superflue, donc leur
utilité est trés limitée. 1l n'y a aucune objection de principe a leur emploi pour
autant, pourvu gqu'on les voie bien pour ce qu'ils sont, des outils mathématiques de
représentation, et non les objets physiques eux mémes. La table suivante (Fig. 16)
peut alors étre utile. (Voir [B2] pour les détails omisici.)

54. Ce qui est une source inépuisable de confusion, car on risque prendre "polaire" et
"axial" pour des adjectifs qualificatifs, alors que "vecteur axial" et "vecteur”, tout court,
sont en fait des objets de types différents. Le discours des physiciens a ce propos tend
souvent a attribuer les propriétés de "polarité ou "axialité" aux phénomenes naturels, ce
qui est consternant.
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Nature du champ représentatif

pour une forme différentielle ordindre ou - tordue dedegre
fonction polaire axide 0
champ polaire axial 1
champ axial polaire 2
fonction axide polaire 3

Figure 16. Nature des champs représentatifs en 3D avec produit scalaire mais
sans orientation.

Nous sommes maintenant en mesure d'apprécier ladifférenceentre j et b, entre
le flux du courant et le flux magnétique. La densité de courant j, une 2-forme
tordue, est destinée a étre intégrée sur des surfaces équipées d'une direction de
traversée: le champ représentatif J (Fig. 16) est indépendant de I'orientation
ambiante. L'induction magnétique b, une 2-forme ordinaire, est destinée a étre
intégrée sur des surfaces a orientation interne, dont le bord a donc un certain sens de
parcours. le champ représentatif B doit changer de signe si I'on change I'orientation
ambiante. Le courant, manifestement, traverse une surface, donc I'intensité est I'une
de ces "through variables' de la Note 45. Mais penser au flux magnétique comme
traversant la surface est incorrect. (11 faut plutdt penser au sens de la f.e.m. induite,
comme on va le voir immédiatement.) D'ou I'expression a I'emploi de laquelle on
sobligeici, flux embrassépar une surface.”

1.4.2. Faraday et Ampére

On peut maintenant aborder |'expérience de Faraday: les variations du flux
embrassé par une surface bordée par une boucle conductrice créent une f.6.m. dans
celle-ci. Une assertion mathématique destinée a rendre compte de cette expérience
avec le minimum de concepts établira donc une relation entre I'intégrale de b sur
unesurface S et cellede e sur son bord 9S. Cette relation est

55. On voit bien Ia que I'opposition "across vs. through", outre qu'elle serait difficile a
rendre en frangais, n'est qu'un mauvais substitut a I'opposition entre 1-formes et 2-formes
tordues. En fait, entre surfaces et lignes d'une part, et deux types d'orientation d'autre part,
c'est quatre entités vectorielles différentes que I'on rencontre en électromagnétisme, et le
vocabulaire courant n'est pas assez riche (sans doute, en aucune langue) pour rendre compte
de cette diversité. Une remarque analogue s'applique aux notions de variables "intensives'
et "extensives' en Thermodynamique. |l sagit en réalité de I'opposition entre O-formes et
3-formes tordues.
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(1) d,Jsb+[.e=0 VSEC,

c'est-a-dire pour toute 2-chaine (ordinaire) et donc en particulier toute surface orientée.
L es deux membres de (11) ont pour dimension physique le volt, et cellede [;b est
le weber (on rappelle que V = Whb/s). Que 9S ait une orientation interne (d'ou
cellede S) est tout afait conforme alaphysique enjeu: 1l y adeux fagons d'insérer
un galvanométre dans le circuit formé par 9S, donnant deux lectures de signes
contraires de la f.&m., et elles correspondent aux deux orientations. Appliquant le
théoréme de Stokes, ou plutét, de la fagon dont nous avons présenté les choses, la
définition méme de d, on trouve laversion locale, infinitésimale, de (11):

(12) ab +de=0,
version épurée — ni metrique, ni orientation — de 9,B + rot E = 0.

Quant au "théoreme d'/Ampére", son expression est analogue, a ceci pres que les
formes différentielles en jeu sont tordues:

(13) -9 Jyd+[.h=[] VEEC,

c'est-a-dire, pour toute 2-chaine tordue, et en particulier, toute surface = a
orientation externe. Saformeinfinitésimale est

(14) —a,d+dnh=],

de nouveau, la version purement affinede —9,D + rot H = J. Puisque j est une
forme tordue, d doit aussi en étre une, et h de méme, ce qui suggére que son
représentant H ne va pas se comporter comme E en cas de changement de la
structure euclidienne sous-jacente. Effectivement, ona H = |det(L)| (L*L)"H dans
la notation employée plus haut. Si I'on n'avait qu'un produit scalaire mais pas
d'orientation ambiante, le représentant H de h devrait étre un vecteur axial, de
méme nature donc que B. Lesreprésentants D et J seraient polaires, comme E.

A ce stade, nous pouvons annoncer la stratégie qui ménera a une forme discrétisée
de (11) et (13): Aulieudexiger lavalidité de ces relations pour toutes les chaines S
ou X, on se contentera de I'assurer pour une famille finie de 2-chaines, celles
engendrées par les 2-cellules d'un maillage approprié, d'ol un systéme d'équations
différentielles. Mais d'abord, il nous faut traiter des lois de comportement liant b et
dahete

56. Une force magnétomotrice (m.m.f.), par conséquent, est une valeur réelle (avec pour
unité I'ampére) attachée a une ligne vy, extérieurement orientée (et plus généralement, a une
1-chaine tordue), a savoir le nombre [, h.
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1.4.3. L'opérateur de Hodge

Car on ala, en apparence, un sérieux probleme: Puisque b et h,ou d et e
sont des objets de types distincts, de simples relations de proportionnalité entre eux,
comme b=uh ou d==¢te ou u et ¢ seraient desfacteurs scalaires, n‘auraient
aucun sens. Pour préserver cette fagon d'écrire, commeil est bien siir souhaitable, il
nous faut considérer u et € comme des opérateurs, de type 1-FORME —
2-FORME, I'une des deux formes étant ordinaire et |'autre tordue.

Essayons donc de décrire I'opérateur qui fait passer de e a d. Celarevient a
savoir évaluer [; d, pour toute surface X a orientation externe, lorsqu'on connait
I'intégrale [, e pour toute ligne c, ainsi que le facteur scalaire ¢ danslarelation D
=¢ E. (Noter quecet ¢ peut dépendre de la position. Nous le supposons régulier
par morceaux.) Comment faire?

La réponse est presque évidente lorsque 3 est un petit®’ morceau de plan.
Construire alors un segment ¢ orthogona a X, et rencontrant = en un point de
régularitede ¢. Associer a ¢ levecteur ¢ de méme longueur qui vadansle sens
detraverséede X, orienter ¢ danslesensde c , considérer 'aire vectorielle = de
3, et remarquer que X = [aire(X)/longueur(c)] ¢ . Prenant le produit scalaire du
membre de gauche avec D et de celui de droite avec €E, on trouve, en négligeant
des termes d'ordre supérieur,

(15) J, d=&(x) aire(Z)/longueur(c ) J, e,
ce qui répond alaquestion.

Reste a lever larestriction sur lataille de X, ce qui sefait a nouveau al'aide de
sommes de Riemann: Découper X en petits triangles T, et les munir chacun d'un
segment c., lerencontrant en X, avec ¢ . =T . Définir ensuite [; d commela
limite des sommes® 3. e(x;) J., & On peut aors définir I'opérateur ¢, avec
réemploi du symbole, comme I'application e — d que l'on vient de construire, de
F' dans T2 Une définition analogue donne u, de type F' — T2 et les

57. Pour pallier I'absence de rigueur que ce mot trahit, on devrait traiter ¢ et £ comme
des "p-vecteurs' (p =1 et 2 respectivement), qui sont les infinitésimaux correspondant
aux p-chaines. Voair [B4] pour cette approche.

58. Les points de singularité de ¢, ou &(x;) n'est pas défini, peuvent toujours étre évités
dans ce processus, a moins que = ne coincide avec une surface de singularité, telle qu'une
interface matérielle. Mais dans ce cas, on peut opérer sur une surface voisine de X, se
retrouvant ainsi dans le cas régulier, et étendre laforme d a = par continuité.
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opérateurs ¢ et u™" alant dans l'autre direction. (Plus tard, on substituera
PN -1

vau)

RemarQuE— On laisse de coté le cas du matériau anisotrope, avec un tenseur
(symétrique) ¢ '' alaplace du scalaire €. En bref: Parmi toutes les métriques
possibles, en choisir une qui raméne ¢ '’ al'unité, et appliquer ce qui précéde, en
comprenant "orthogonalité", "longueur" et "aire" au sens de la nouvelle métrique.
(Celle-ci peut aors dépendre de la position, ce qui déborde un peu du cadre euclidien

ol nous nous plagons. Voir [B5] pour les détails.) ¢

RemArRQUE— Danslecas ¢ = 1, ou u =1, ce que nous venons de définir sappelle
opérateur de Hodge en géométrie différentielle classique [Bu, Sc, et se note . I
change les p-formes, ordinaires ou tordues, en (n— p)-formes, tordues ou ordinaires,
avec *x =+ 1, lesigne dépendant de p et n. Il est facile (Exercice 24) de montrer
que la construction ci-dessus équivaut & poser 'u = 2u, d'otl la définition ad-hoc
suivante: % =°p, *'u="°u, *u="u, =g = %), conforme acelle qu'on trouve
dans les ouvrages cités lorsque n=3. Remarquer que ** = 1 danscecas. ()

On aura noté I'importance de la métrique dans la définition du Hodge: aire,
longueur, orthogonalité, y contribuent. (L'orientation ambiante, en revanche, n'y
joue aucun réle.) Nous pouvons donc maintenant distinguer, parmi les équations de
Maxwell, les deux principales, purement affines,

(16) db+de=0, (17) —od+dh=j,
et les deux lois de comportement
(18) b=uh, (19) d=¢e¢

ou & et u, desopérateurs comme on vient de le décrire, sont les seuls éléments
métriques de lathéorie. Mieux, on peut démontrer que la donnée d'un opérateur de
Hodge détermine, en dimension 3, un produit scalaire [B5], ce qui justifie le point de
vue plus radical que ¢ et u encodent I'information métrique [CT], et que les
propriétés électromagnétiques du vide nous rével ent la structure métrique de I'espace.

1.4.4. Les équations de Maxwell: Discussion

Avec des conditions initiales sur e et h autemps t = 0, et sous quelques
conditions concernant I'énergie totale du champ, sur lesquelles nous alons revenir, le
systéme ci-dessus constitue un "probléme bien posé€”, au sens mathématique du mot
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(existence d'une solution, unicité, continuité du résultat par rapport aux données).
Quelques points restent & préciser.

1.4.4.1. Loi d'Ohm, conditions aux limites, conditions de transmission

D'abord, rappelons que j est cense étre donné. Maisintroduire le loi d'Ohm a
ce stade ne pose aucun probléme: on remplace j dans (17) par °+ oe, ou j° est
une 2-forme tordue donnée (le courant source) et o un troisiéme opérateur de
Hodge, analoguea ¢ et p.

Deuxiéme point, les conditions aux limites, sil sen trouve. En dehors des
"conditions aux limites absorbantes" [MR], non traitées ici, il y en a de quatre
sortes, comme sulit.

D'abord, les"parois électriques’, c'est-a-dire les surfaces de conducteurs parfaits,
dans lesquels E = 0, d'ou la condition n x E =0 sur une telle paroi. Quant ala
forme e, celasignifieque [, e=0 pour toute courbe ¢ contenue dans la surface.
Ceci motive la définition suivante, donnéeici en dimension n pour lagénéralité S
étant une varieté de dimension n—1 (ou hypersurface), notons C,(S) I'espace des
p-chaines dont toutes |es composantes appartiennent a S. Alors,

Dernmion—  Latrace tw dela p-forme o estlaredrictionde o a (9,

Cest-a-direl'application ¢ — [, o restreinte aux p-chaines basées sur des p-variétés
contenues dans S. Cela suppose bien sir p < n. Lacondition au bord d'une paroi
électrique S° est donc tewm = 0, que nous écrirons plutdt, pour laclarté, "t e=0
sur S*. Symétriquement, la condition th =0 sur S" correspond & une "paroi
magnétique” S

Le Th. de Stokes montreque d et t commutent: dtw =tdw pour toute
forme o dedegré n—2 auplus. Donc te=0 implique tde=0, dou d,(th)=
0 d'aprés (16), cest-a-dire, tb =0 si I'on avait b=0 al'origine destemps. Pour
I'interprétation physique de cette relation, observer que th =0 sur S° signifie Jsb
=0 pour toute surface S contenue dans S°, on encore, en termes du champ B
représentatif, f;n - B =0, ce qui implique n-B =0 sur tout S, donc pasde flux &
travers S°. Nous venons de prouver & nouveau, dans le langage des formes, que les
parois électriques, i.e., parfaitement conductrices, sont aussi imperméables au champ
magnétique. On peut voir de la méme fagon qu'un mur magnétique est aussi une
"paroi isolante" (tj =0, cC'est-adire n-J=0, et td=0, Cest-&dire n-D =0). Si
j estdonnéavec tj =0 alafrontiére du domaine d'intérét (ce qui est le cas le plus
souvent), alors th=0 sur S" implique td=0 ("paroi diélectrique’). Dansles
problémes de courants de Foucault, ou d est négligé, mais j donné en partie
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seulement, th =0 sur S implique tj = 0, donc pas de courant a travers
I'interface.

Les conditions tb=0 ou td=0 étant plusfaiblesque te=0 ou th=0,
on peut vouloir lesimposer indépendamment. Beaucoup de combinai sons sont ainsi
possibles. En regle générale (maisil y a des exceptions en cas de topologie non
trivide, cf. [B3]), le probléme est bien posé dans un domaine D desurface S s S
sesubdiviseen S=SU S" U S avec te=0 sur S° (paroi éectrique), th=0
sur S' (paroi magnétique), et les deux conditions tde=0 et tdh=0 sur S™ ce
qui corresponda th =0 et t d=0 prisensemble (frontiére alafois magnétique et
diélectrique, ou dans |e cas des courants de Foucault, paroi isolante).

RemMARQUE.— On sera peut-étre surpris de ne pas retrouver ici I'opposition classique
entre conditions de Dirichlet et conditions de Neumann. En fait, une condition de
Neumann n'est que la composition d'une condition de Dirichlet avec |'opérateur de
Hodge et |'opérateur trace [B6]. Prenons par exemple lacondition n x u™ rot E = 0,
qui sapplique aux parois électriques pour un probléme formulé en termes du seul
champ E. Elle n'est autre, a une intégration en temps pres, que la traduction en
notation standard de t h = 0, c'est-a-dire la condition de Dirichlet nx H = 0. En
bref, les conditions de Neumann en e sont des conditions de Dirichlet en h, et
vice-versa. L'opposition Dirichlet/Neumann n'est donc pertinente que si I'on éimine
soit e soit h de maniére aformuler le probléme entierement en termes de |'autre
champ, rompant ce faisant la symétrie inhérente aux équations de Maxwell (ce que
nous ne ferons pas sans y étre forcés!) ¢

Troisieme point, quid des équations manquantes (ou ressenties comme telles par
qui prend un peu trop au sérieux le mythe des "quatre" équations de Maxwell), a
savoir divB =0 et divD =Q, ou Q estladensité de charge? Ce ne sont pas
réellement des équations, mais des conséquences des autres équations, ou tout au
plus, des contraintes que les conditions initiales doivent satisfaire, comme on vale
VOir.

Définissons d'abord q, la charge électrique, dont Q est le champ scalaire
représentatif. Puisque j rend compte de son flux, la conservation de la charge
implique d, [, g + f,, j =0 pour tout volume V, une loi intégrale dont la forme
infinitésimale est

(20) 9,q+dj=0.

Supposons g et j tous les deux nuls avant t = 0. Plus tard, donc, q(t) =
- fo‘ (dj)(s) ds. Noter que g, au méme titre que d j, est une forme tordue, commeil
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se doit pour quelque chose qui rend compte de la densité d'une substance. ("Densité"
est d'ailleurs un synonyme usité pour "forme tordue" [Bu].)

Maintenant, si I'on admet qu'il n'existe aucun champ éectromagnétique avant
gue ses sources (charge et courant électriques, i.e,, q et j) n'aient pris des valeurs
non nulles, tous les champs sont nuls jusqu'a t = 0, et donc en particulier, d'aprés
(21), d(t) = d(0) +f, [dh(s) —j(9)] ds, d'ou, grace &(5), d d(t) =—J; (dj)(s) ds= q(t),
atout instant, d'ou larelation dd =g comme conségquence de laloi d Ampére (17).
[Ce n'est pas le méme d. Regardez bien.] Pour b, le méme calcul montre que
db=0.

Les "conditions de transmission”, classiquement [n x E] =0, [n - B] =0, etc.,
aux interfaces matérielles, ne sont pas non plus des équations, au sens de contraintes
additionnelles que les inconnues e, b, etc., auraient a satisfaire. Elles sont satisfaites
apriori, du simple fait d'avoir requis la continuité de ces formes différentielles par
rapport aux chaines sur lesquelles elles agissent (cf. Fig. 13). Autrement dit, ce sont
dégades propriétés de tous les candidats au statut de solution. De telles propriétés ne
sont pas des équations, car on entend par |a les conditions que satisfont seuls, parmi
tous les candidats, le ou les é us.

1.4.4.2. Produit extérieur, énergie

Quatrieme point, la notion d'énergie. La signification physique des intégrales
dutype [ B - H, ou [J-E, est bien connueg, et il est facile de montrer, al'aide des
relations de laFig. 15, que ces deux quantités sont indépendantes de lamétrique. On
doit donc pouvoir les exprimer en termes purement affines. C'est ce que permet de
faire le produit extérieur, une opération qui crée une (p + g)-forme w A n apartir
d'une p-forme w et dune g-forme 1. Nous nele décrirons en détail que dansle
casd'une 2-forme b et dune 1-forme h, ordinaire et tordue respectivement. (Les
autres cas utiles sen déduisent aisément par analogie.)

Le résultat de I'opération, c'est-a-dire la 3-forme (tordue) b A h, est connu si
I'on connait lesintégrales [, b A h pour tous les volumes V. De méme que pour
I'opérateur de Hodge, la chose est facile lorsque V est un petit parallélépipéde,
comme sur laFig. 17, qui donne la recette a suivre. Observer quesi b="B et h=
’H, celle-ci donne bien J,bah=B - -Hvol(V),dol fbah=[B-H, sur tout
I'espace (gréce aux sommes de Riemann, comme d'habitude), ce qui montre bien la
relation entre le produit extérieur, ainsi défini, et I'énergie.
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y(w)
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Figure 17. Il y a trois fagons, comme on le voit ici, d'obtenir le volume V,
construit sur les trois vecteurs u, v, w, par extrusion d'une surface S selon un
segment y. Une définition naturelle de I'intégralede ba h est alors b A h=
Usw, vy B) Uy 1) + Usew, vy B) Uiy 1) + Usew, w ) () ). Noter que les orientations
de S et y doivent saccorder (si I'orientation de V est +, comme on le suppose
ici), mais sont & part cela arbitraires.

RemArQUE.— Partant del'égalité f[ba h'=/B - H', poser b= uh donne fuha h'
=fuH -H =fuH -H=/uh' A h, une propriété de symétrie de I'opérateur de
Hodge que I'on n'avait pas remarquée jusqu'a présent. Noter aussi que fuh A h=
JulHF >0, sauf s h=0. Desintégralestellesque fuha h,ou fvbab,
peuvent donc étre congues comme des produits scalaires sur les espaces de formes
différentiellles, ce qui fait de ceux-ci (aprés complétion, de maniére a ce que toute
suite de Cauchy ait une limite), des espaces de Hilbert. Les normes correspondantes,
Cest-a-direlesracinescarréesdef/ u h A h, ou [v b A b, et autres constructions
similairesen e et en d, seront notées |h|,, [o,, etc. ¢

D'autres produits extérieurs possibles sont %p A ® = (@), par définition (et
quel que soit ledegréde w), 'ua 'v=%(u x Vv) et “ua'v=">u-v), par définition
toujours. (Exercice 25: Compléter cette série de définitions pour tenir compte du
cas ol I'un des facteurs, ou les deux, sont des formes tordues.) Il est instructif aussi
de calculer les dérivées extérieures de ces produits, a l'aide du Th. de Stokes, et
d'écrire les équivalents des formules standards d'intégration par parties, telles que

JoH-TotE—E-rotH=[,n-(ExH),
JoD-gad¥W +W -divD=/ ¥ n-D.
Ce sont, respectivement,
(21) Jo(deah—eadn)=[_ enah,
(22) Jo(dyad+yadd)=f,yd
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Maintenant, considérons un champ "physiquement admissible", c'est-a-dire un
guatuor de formes b, h, d, e, qui peuvent ne pas satisfaire les équations de Maxwell
dans leur ensemble, mais doivent étre chacune du degré et type (ordinaire ou tordue)
qui conviendraient a cet égard.

DErNITION.—  Les quantités suivantes
(23) Yfurbab, Y fuhah Yfeeae Ufetdad,

sappellent, respectivement, énergie magnétique, coénergie magnétique, énergie
éectrique et coénergie dlectrique. L'intégrale [ A e est la puissance cédée par le
champ.

Cette derniére définition, mativée par I'expression méme de la force de Laplace
(le courant étant Qv , lapartie vx B de E + v x B netravaille pas dans le
mouvement réel des charges, la puissance mise en jeu est donc Qv - E, donc J- E),
est une assertion concernant les échanges d'énergie entre le champ et la matiére, a
partir de laquelle on pourrait justifier I'emploi du mot "énergie” dans la définition
ci-dessus [B1]. La définition implique les relations suivantes:

Y Sutbab+Yfuhah=fbah,

l/zfz~:’ld/\d+1/2fs ene=fdnre

avec égalité s et seulements b=uh et d=¢ e. On peut donc exprimer lesloisde
comportement al'aide de ces relations, en spécifiant qu'il doit y avoir égalité pour les
champs que I'on recherche.

Nous pouvons maintenant préciser dans quelles circonstances les éguations
(16)—(18), avec conditions initiales et aux limites, forment un probléme "bien posé":
lorsqu'on cherche des solutions d'énergie finie. En I'absence de cette restriction, il y
a des solutions non nulles dans le cas j = 0 (et donc, non-unicité), telles que par
exemple les ondes planes.

Les intégrales dans (23) portent sur I'espace entier, ou tout au moins, sur toute
la région ou le champ n'est pas nul. On pourrait souhaiter n'intégrer que sur un
certain domaine Q, et rendre compte des échanges d'énergie entre cette région et le
reste deI'espace. L'exercice est facile:

ProrosiTion 2 (Th. de Poynting): S lechamp {b, h, e, d} Vérifieleséquationsde
Maxwell (16)—19), ona
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dif,ubab+" [ e ene +[, eah==[, jare
pour tout domainefixe Q.

Démonstration. Prendre le produit extérieur de (16) et (17), adroite, par e et —h,
gjouter, invoquer (21) et Stokes. ¢

Comme on le voit, toutes les égalités et inégalités dont on pourrait avoir besoin
en vue d'une fomulation variationnelle de la théorie de Maxwell ont leur exacte
contrepartie dans le langage des formes différentielles. Nous ne poursuivrons pas
dans cette voie, toutefois, car ce qui suit n'est pas dans I'esprit des techniques
variationnelles. Fermons plutbt cette Section sur une revue rapide des formes
différentielles qui interviennent dans lathéorie, et des rapports qu'elles entretiennent.

1.4.4.3. La"maison de Maxwell"

Au quatuor déja évoqué et aux sources j et q, il convient d'gjouter le potentiel
dectrique ¢ et le potentiel vecteur magnétique a, O-forme et 1-forme ordinaires
respectivement, tellesque b=da et e =—9da+ dy, ains que le potentiel
magnétique ¢ (O-formetordue) et la 1-formetordue t telsque h= dg + t, forme
dont le vecteur représentatif est le T dela"méthode T-Q" de Carpenter [Cp].
Aucune de ces entités n'est aussi fondamentale que celles qui figurent dans (16)—(19),
mai s toutes peuvent jouer un réle auxiliaire utile danstel ou tel cas. On peut ajouter
alaliste le courant magnétique k et la chargemagnéique m (2- et 3-formes
ordinaires respectivement), par souci de symétrie, bien que, semble-t-il [GT], il ne
leur corresponde aucune réalité physique.

Pour référence, la Fig. 18 dispose toutes ces entités selon un diagramme unique,
chacune "logée" selon son degré et sa nature en tant que forme différentielle. Puisque
I'on est amené a considérer des dérivées et primitives en temps, on doit regrouper les
formes en quatre familles, que figurent les quatre piliers verticaux du diagramme.
Chaque pilier symbolise la structure constituée par les formes des quatre degrés
possibles et les opérateurs d d'un degré (autrement dit, étage) a l'autre, formes
ordinaires a gauche et formes tordues a droite. Différentiation ou intégration en
temps lient chague pilier avec son homologue en avant ou en arriere de lui, du méme
coté delafigure. Les poutres horizontales symbolisent les lois de comportement.

Comme on le voit, chaque objet a sa niche propre dans I'édifice: b, une
2-forme, au niveau 2 du cété "formes ordinaires’, la 1-forme a telleque b=da
juste au-dessus, etc. Les dissonances que |'on peut percevoir (nécessité d'intégrer t
en temps avant de le "loger", asymétrie de la loi d'Ohm ...) tiennent moins au
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diagramme lui-méme qu'a des faiblesses de la nomenclature courante ou (plus
préoccupant) & quelque irrégularité dans laloi d'Ohm.> Les relations mentionnées
jusgu'ici se lisent sur le diagramme, a quelques inversions de signe prés. L'équation
ob + de=—k, par exemple, sobtient en rassemblant dans la niche de k les
contributions de ses deux voisines, en suivant les fléches, et la sienne propre.
Remarquer comment les régles de la Fig. 16, concernant la nature "polaire" ou
"axiale" des champs représentatifs, sappliquent.

formes formes
ordinaires tordues
ot o | 0 3
P -
0 g dT B 2
3 A T B
2 8 a 2 2 ¢
R - TR
o] e - - =
ﬁ s e d A d?/’"@'
g—:::,, b u ¢ 8_
7 . Lo ——= ——n 1 3§
g 3 k t T & S
5 S 2 \ /= d °
: m
o , 0
3 0 v )

Figure 18. Sructures sous-jacentes au systeme des équations de Maxwell.
Pour mieux mettre en évidence leur symétrie, la loi de Faraday est ici écrite d9.b
+de=-k, avec k=0. (La 2-forme k représenterait le flux de charge
magnétique, si de telles charges existaient. On aurait alors db = m, oula
3-forme m représente cette charge, liée a son courant par la loi de conservation
dm+dk =0.)

Maisle plusimportant ici reste sans doute la nette séparation, dans ce diagramme,
entre les relations "verticales', purement affines, et les lois "horizontales', ou la
meétrique intervient. Si ce n'était filer la métaphore un peu loin, on dirait qu'un
changement de la métrique encodée dansles opérateurs ¢ et w (qui peut provenir
d'un simple changement des constantes physiques, sous l'effet de variations de
température, de I'état de contrainte, etc.) secouerait la maison horizontalement sans
en abattre les piliers.

59. Voir ladessus ICS Newsletter, 3, 2 (1996), p. 7, 3, 3 (1996), p. 14, et 4,1
(1997), pp. 17-8.
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Ceci suggére une régle a suivre quant a la discrétisation des équations de
Maxwell: Dans toute la mesure du possible, préserver les structures de la Fig. 18,
en particulier sassurer que la métrique n'intervient en rien dans la discrétisation des
lois verticales.

1.5. Discrétisation des équations de Maxwell

I est toujours bon de garder en mémoire un exemple caractéristique de lafamille
de problemes que I'on cherche a modéliser. Ici nous avons surtout en vue les
équations de Maxwell sous leur forme la plus générale, incluant les problémes de
propagation des ondes, mais les considérations heuristiques seront basées sur le cas
beaucoup plus simple des champs statiques. L'exemple suivant est susceptible
dillustrer I'un ou l'autre cas, selon que la source du champ varie ou non avec le
temps, et se préte de plus a d'autres variations utiles.

1.5.1. Un probléme modéle

Dans une cavité fermée a parois métalliques parfaitement conductrices (Fig. 19), ou
il n'y aeu aucune activité éectromagnétique antérieure, supposons que I'on entretienne
apartir del'instant t = 0, par des moyens qu'il n'y a pas lieu de préciser, un flux de
charge électrique porté par une antenne intérieure. Un champ électromagnétique se
crée, qui se propage alavitesse de lalumiére versles parois, lesquelles se comportent,
sit6t atteintes, comme des antennes réémettrices. Des corps diélectriques ou magnétiques
présents dans la cavité peuvent aussi jouer ce role, d'ou une évolution complexe, que
seule la simulation numérique est en mesure de prédire.
e

e

N

Figure 19. Stuation et notations (a imaginer en dimension 3). Le domaine de
calcul D est la partie droite de la cavité. Safrontiere S comporte une partie S° sur
le bord métallique ("paroi éectrique’, au sens vu plus haut) et une partie 3" dansle
plan de symétrie. La région A, partie gauche de I'antenne, est le support d'un
courant de densité J donnée (que I'on retrouve par symétrie de I'autre c6té), dont
quelque générateur, non représenté et non inclus dans la modélisation, est responsable.
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Pour plus de généralité, supposons un plan de symétrie vertical, et un courant
symétriquement distribué par rapport a ce méme plan, de maniére a avoir alafois
une "paroi électrique’ et une "paroi magnétique” dansle modéle. Lecalcul seraains
réduit a un domaine spatial D coincidant avec une moitié de la cavité, celle de
gauche, mettons. Notant S° et =", comme sur la Fig. 19, les deux parts de sa
surface, écrivons les éguations a résoudre dans D:

ab+de=0, —ad+dh=],
(24) d=c e b=uh,
te=0 sur S th=0 sur 3"

Les coefficients ¢ et u sont réels, indépendants du temps, mais pas forcément
égaux aleursvaleurs ¢, et p, danslevide, et peuvent donc dépendre de la position
X. (On peut méme avoir affaire a des tenseurs, comme on I'a vu plus haut.) La
densité de courant j est donnée, et on suppose j(t) =0 pour t < 0. Tousles
champs, de plus, sont censés étre nuls avant t = 0, d'ou les conditions initiales e(0)
=0 et h(0) =0. Remarquer qu'on ne suppose pas d j = 0: descharges éectriques
peuvent donc saccumuler en certains endroits de I'antenne, en accord avec laloi de
conservation delacharge, 9, +dj = 0.

Pas plus que précédemment nous ne cherchons a prouver que ce probléme est
bien posé.® (Il I'est, sous des hypothéses raisonnables concernant j, si e et h
sont supposés d'énergie finie a tout moment.)

Deux autres exemples seront utiles. Supposons que j a atteint une valeur
stationnaire depuis assez longtemps pour que tous les champs soient désormais
statiques. La partie magnétique du champ, c'est-a-dire le couple {b, h}, peut alors
sobtenir en résolvant, dans D,

db=0, dh=j,
(25) b=uwh,
th=0 sur S, th=0 sur ="

C'est aussi un probléme bien posé (celui de lamagnétostatique) a conditionque d j =

60. Sa pertinence en tant que modele a été mise en doute [SS], sous prétexte que I'hypothése
d'une densité de courant donnée dans I'antenne, tout a fait standard dans ce type de problémes,
revient a négliger la réaction de I'antenne au champ qu'elle crée. Ceci est bien sir vrai —
et bien d'autres simplifications pourraient aussi étre discutées — mais I'objection révele
un malentendu sur ce qu'est lamodélisation. (Voir dans[Um] laréponse a[SS].)
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0. Quant ala partie éectrique du champ, qui n'a pas de raison de Sannuler puisque la
densité asymptotique de charge q = g(~) = —J,” dj(t) dt ne sannule pas, sauf
exception, on latrouvera en résolvant

dd=q, de=0,
(26) d=ee,
te=0 sur S td=0 sur ="

(modéle de I'électrostatique). On peut reconnaitre dans (26), a peine caché par la
notation inhabituelle, I'exemple le plus standard qui soit de probléme aux limites
elliptique.™

Exercice 26. Justifier les conditions aux limites dans (25) et (26).

Donnons enfin un exemple de probléme de courants de Foucault en régime
harmonique, en supposant une conductivité ¢ =0 dans D e o =0 dans A.
Cette fois, tous les champs sont de la forme u(t, X) = Re[exp(i wt) u(x)], avec u
complexe (noté en PeTITES cAPITALES). Le courant donné dans A, maintenant noté J°
(s pour "source"), est solénoidal, les courants de déplacement sont négligés, et on
appligue laloi dOhm, 5 =5+ G E 0Ol o estinterprété comme un opérateur de
Hodge, mais semi-défini positif seulement (la conductivité peut sannuler dans une
partie de D). Le probléme est aors, avec les mémes conditions aux limites que
ci-dessus,

dH=0ce+3 H=vB, dH=-wB,
et I'on peut éliiner B et H, d'ou une équation du deuxieme ordreen E:
27 imcE+dvdE=—iw 3,
avec les conditions aux limites te=0 sur S° et tvde=0 sur ="

Rien n'empéche o et u d'étre complexes également. (On suppose toutefois
gu'ils ont la symétrie hermitienne, en tant qu'opérateurs.) Un u complexe peut
parfois servir a modéliser, méme si c'est de fagon assez grossiére, I'hystérésis
ferromagnétique. Et puisquelevra o peut éreremplacépar ¢ + iw €, on n'est pas

61. Il suffit de changer de symboles pour trouver I'éguation de la chaleur stationnaire,
celle du flux en régime établi d'un liquide dans un milieu poreux, etc. Remarquer en particulier
comment le modéle de I'électrocinétique, avec loi d'Ohm, peut sécrire dj =0, j= ce, de
= 0, plus des conditions aux limites (non homogenes, pour introduire les termes source).
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tenus de laisser tomber les courants de déplacement, aprés tout. Donc (27) peut étre
concu comme laformela plus générale des équations de Maxwell en régime harmonique,
alapulsation w, en présence éventuellement de matériaux dissipatifs. En particulier,
(28) peut servir de modéle pour le probléme du four micro-ondes. Noter que (28), du
point de vue mathématique, est une équation de Fredholm, comme on le voit en
supprimant le second membre et en remplacant ¢ par ime (ou o peut étre
complexe): |l reste alors un probléme aux valeurs propres, correspondant aux
fréquences de résonance de la cavité: trouver o tel que dvdE= w’e E ait une
solution e non nulle.

1.5.2. Maillage primal

Définissons ce qu'on va appeler "pavage cellulaire’. Ce n'est guére différent d'un
maillage pour éléments finis, mais un peu plus général, et on aura besoin de
définitions précises. On travaillera dans I'espace euclidien E_, mais bien entendu n
=3 estlecasutile. Lescelulesdont il vaétre question sont celles introduites plus
haut® (Fig. 8) avec cette importante précision qu'il sagit ici des cellules "ouvertes',
c'est-a-dire ne contenant pas leurs frontieres. (La seule exception est pour p=0, les
points, qui sont des cellules a la fois ouvertes et fermées.) La cellule fermée
correspondante sera notée avec une barre supérieure (comme lafermeture topol ogique).

Nous dirons que le pavage est fermési R est fermé. (On en a un exemple en
dimension 2 a gauche de la Fig. 20, ou R = D.) Un pavage n'est pas forcément
fermé, on peut au contraire vouloir omettre certaines cellules afin d'exprimer certaines
conditions aux limites. D'ou la notion de "fermeture relative": C étant une partie
ferméede R, ondiraqu'un pavagede R est fermérelativementa C sil peut étre
obtenu en retirant d'un pavage fermé toutes les cellules dont I'image se trouve dans
C. Lecasdont nous aurons atraiter, celui d'un pavagede R=D - S’ qui est fermé
modulo S°, est représenté a droite de la Fig. 20. L'idée est de "paver D d'abord,
puis retirer toutes les cellules de la paroi électrique”.

62. 1l sagit donc de cellules réguliéres, mais ceci n'est pas strictement nécessaire, et
"réguliéres par morceaux” suffit. On sen tiendra tacitement & cette condition moins stricte
par la suite.
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Figure 20. Gauche: Quelques p-cellules, contribuant a un pavage cellulaire
ferméde D (aimaginer en dimension 3). Droite: Un pavage réduit, cette fois
"fermé relativement &' S°, en vue de la modélisation qui va suivre, ou les
cellulesde S° porteraient des degrés de liberté nuls si on les gardait, de sorte
gu'on peut les éliminer d'emblée.

Chaque cellule asa propre orientation. Celles-ci sont arbitraires et indépendantes.
En dimension 3, nous noterons ‘N, 4, F, V les ensembles de p-cellules orientées et
N, A, F, V leurs cardinaux. (La notation générique, rarement necessaire, sera S,
pour I'ensemble des p-cellules et S, pour le nombre de celles-ci.)

A deux cellules o et c, de dimensions respectives p et p + 1, on attribue un
nombredincidence, égal @ £+ 1 s o estunefacede c,eta O sinon. Quant au
signe, rappelons que chague cellule oriente sa propre frontiére, de sorte que l'orientation
proprea o peut coincider ou non avec celle induite par ¢. Lesigneest + ou —
en conséquence. LaFig. 21 illustre ce point. (Revoir aussi laFig. 9.)

Rassemblant ces nombres en tableaux, on obtient des matrices rectangulaires
G, R, D, appelées matricesd'incidence du pavage. Par exemple (Fig. 21), le
nombre dincidence de I'aréte a sur la facette f est noté R/ et constitue un
élément delamatrice R, dont leslignes et colonnes sont indexées sur |es facettes et
les arétes respectivement. L'élément G." de G est —1 dans le cas représenté,
parce que n, positivement orienté, est au départ de l'aréte a (Fig. 7, gauche). Et
ainsi de suite. Les symboles G, R, D sont bien sir choisis de maniére a évoquer
grad, rot, div, bien que nous ayons encore du chemin a faire pour comprendre le




Géométrie de I'électromagnétisme et éléments finis 67

rapport entre les uns et les autres. Une chose toutefois devrait étre claire dés a
présent: contrairement & grad, rot, div, les matrices d'incidence sont indépendantes
dela métrique, donc I'analogie ne peut étre totale. Lesmatrices G, R, D sont plus
proches de ce point de vue de I'opérateur d, et le symbole générique d, indexé par la
dimension sil lefaut (d,=G, d, =R, d,=D) conviendrait mieux, mais lavaleur
mnémoniquede G, R, D justifie leur emploi.

Figure 21. Cotés: Cellules orientées isolées. Milieu: Les mémes, plus une
3-cellule, censées faire partie d'un pavage, avec indication des orientations
relatives. Cellesde v et f saccordent, maispascellesde f et a nide aet n,
doll G,"=-1, R®=—1,& D=1

Demémeque rotograd=0 et divorot=0,ona GR=0 e¢ DR=0. En
effet, pour une aréte a et un volume v, I'édément {v, a} de DR est
Sie » D/R Lestermes non nuls, dans cette sommation par rapport aux facettes,
apparaissent lorsque la facette contient a tout en étant une face de v, ce qui n'arrive
gues a appartient a V. Mais dans ce cas, il y aexactement deux facettes f et g
se rencontrant le long de I'aréte a (Fig. 22) et donc deux termes non nuls. Comme
laFig. 22 le montre, ils sont de signes opposés, quelles que soient les orientations
propres des cellules, d'ou lerésultat, DR = 0. Par un argument analogue, GR =0,
et plus généralement, d o d, =0.

RemarQuE.— La question naturelle est aors, "dans ces conditions, le noyau de R
est-il égal au codomainede G 7', et laréponse est "oui", danslamesureou D — S
est topologiquement simple, simplement connexe en |'occurrence. (Voir laRemarque
p. 1.18 au sujet de I'hnomologie. Cette fois, aller plus loin nous entrainerait dans la
cohomologie.) Sous la méme restriction, ker(D) = cod(R). Ceci sera important
plusloin. ¢
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Figure 22. Lareation DR =0, et son indépendance par rapport aux orientations
propres aux cellules. On voit que D,/ R + D.’Rg* = 0 dans les deux cas de
figure.

Cen'est pas par hasard que cette démonstration du fait que d od =0 ressemble
a celle faite plus haut a proposde 0 0 9 = 0 (légende de la Fig. 9). La méme
observation fondamentale, "le bord du bord est 0" [KW, TW], y est al'ocauvre. En
fait, les matrices d'incidence ci-dessus encodent la définition des bords de chaque
cellule, en tant que chaine. Par exemple, f étant concue comme la 2-chaine basée
sur lafacette f aveclepoids 1,ona of =3 __ R *a Doncs S estla 2-chaine
> w'f avec poids w' (ce que nous appellerons une chaine primale, ou "m-surface”,
usant de m comme mnémonique pour le maillage sous-jacent), son bord est la
1-chaine

{
S=3 calier RiWa

Plus généralement, si I'on note par @, en gras,® la transposée de la matrice d,_,
ci-dessus, le bord de la p-chaine c=3 .. w’ o estla (p— 1)-chaine dc =
Sse So_yt (apw)ss}, ou w estletableau pd&spoids w’. Ainsi, 4 esta d ce
gque d esta d. Deplus, ladualité entre d et 9 se retrouve entre leurs
homologues en dimension finie d et 4.

1.5.3. Maillage dual

Lemaillagedual de D est aussi un pavage cellulaire, mais pas exactement de la
méme région, et avec orientation externe de chaque cellule. Expliquons.

A chaque p-cellule ¢ du maillage primal, attribuons une (n — p)-cellule
unique, dite duale de c, notée c, rencontrant ¢ en un unique point x_. D'ou une
correspondance biunivogue entre cellules de dimensions complémentaires. Par exemple,

63. On se sert des caractéres gras pour tout ce qui est lié a la discrétisation, matrices
diincidence, tableaux de degrés de liberté, etc. Le tilde connote les objets duaux, comme
dans c, dualede c.
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lafacette f est percée par I'aréte duale f (uneligne), lenceud n est al'intérieur du
volumedua A, et ainsi de suite. Puisque les espacestangentsa ¢ et ¢ en x_sont
complémentaires, 'orientation interne de c fournit a ¢ une orientation externe
(Fig. 23). Des matrices dincidence G, R, D peuvent étre définies comme
précédemment, le signe de chague entrée étant + ou — selon que les orientations
externes des cellules en cause saccordent ou non.

Figure 23. Les orientations internes de I'aréte a et de la facette f,
respectivement, donnent & & un sensdetraverséeeta f un sens de contour nement.

_ Deplus, ondemande quesi c est unefacede c' laduae c' soit une face de
c, et vice-versa. Ceci adeux conseguences; D'abord, il n'est pas vraiment besoin de
nouveaux symbolestelsque G, R, D pour les matrices d'incidence. Considérons
en effet une aréte a et une facette f tellesque R,”=1, c'est-a-dire & orientations
accordées. Alors l'aréte duale T est une face de la facette duale & dont les
orlentatlon externes saccordent aussi, par conségquent. Donc ce qu'on aurait & écrire
R~ est en fait égal a R;°. Méme égalité si R® = —1, et méme raisonnement
pour |es autres types de cel I ula dont on conclut que les matrices d'incidence duales
G,R,D nesontautres que lestransposées D', R', G' des primales.

Deuxiéme conséquence, il n'y aaucun vide entre les cellules duales, qui forment
donc un pavage cellulaire d'une région connexe R, dont I'intérieur D coincide
presqueavec D (Fig. 24). Une part de safrontiere eﬂ pavée par des cellules duales:
Nous |'appelons S compte tenu de sa parenté avec S° (pas si évidente sur ce
dessin, mais qui saffirmerait si I'on reffinait le maillage). L'autre partie est notée

3" Cepavage cellulaire est donc fermé modulo =", alors que le primal I'était mod.
S
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Figure 24. Un pavage dual, superposé au primal précédent.

Lemaillage m éant donné, tous ses duaux concevables ont la méme structure
combinatoire (mémes matrices d'incidence), mais peuvent différer en ce qui concerne
leurs propriétés métriques, ce qui laisse beaucoup de latitude pour construire des
maillages duaux. Deux parmi ces possibilités sont particuliérement importantes,
['une menant au "dua barycentrique” et I'autre au "dual de VVoronoi-Delaunay". Nous
allons les présenter comme cas particuliers de deux procédures un peu plus générales,
dites "construction en étoile" et "construction orthogonale" de maillages en dualité.
Pour ce faire nous nous restreindrons a des maillages primaux polyedres (ceux
n'ayant que des polyédres pour 3-cellules), ce qui n'est pas trop contraignant en
pratique.

s s
%

Ly

L
®
Figure 25. Gauche: Dual orthogonal. (Mémes conventions graphiques que
pour la Fig. 24, légéerement simplifiées.) Droite: Construction en étoile d'un
maillage dual (assez proche ici d'un maillage barycentrique, mais pas identique).

Remarquer |'aréte duale isolée, et le tracé arbitraire des cellules duales
au-delade =",
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La construction orthogonale consiste a faire en sorte que chague cellule duale
rencontre orthogonal ement son homologue dans le primal (parties gauches des Figs 7
et 9). Un cas particulier est le maillage de Voronoi—Delaunay, a la condition que les
sommets duaux soient bien a l'intérieur des volumes primaux. Malheureusement,
comme la Fig. 26 l'illustre, I'orthogonalité peut étre impossible a assurer, si le
maillage primal est imposé. Si I'on part d'un maillage primal simplicial (i.e., a
volumes tétraedres) tel que toutes les sphéres circonscrites aient leurs centres a
I'intérieur des tétragdres, tout vabien. (On prend ces centres commes noauds duaux.)
Mais cette propriété, souhaitable a beaucoup d'égards, n'est pas garantie par les
générateurs de maillage courants.

N 7

= = \
AN

Figure 26. Gauche: Méme un maillage primal trés régulier peut ne pas avoir
de dual orthogonal décent. Droite: Probablement le cas le plus simple de
maillage n‘admettant aucun dual orthogonal.

D'ou I'intérét de la construction en étoile, plus générale, car elle sapplique a
tout maillage primal acellules étoilées. Une partie A de A, est dite étoilée s elle
contient un point a, que nous appelerons un centre, tel que tout le segment [a, X]
appartiennea A s x appartient & A. Choisissons un tel centre dans chague
cellule primale (le centre d'un sommet est lui-méme), et joignons-le aux centres de
toutes lesfaces de lacellule. On obtient de cette fagon des sous-cellules simpliciales,
gue |'on réarrange ainsi pour construire le dual: Pour chaque cellule primale c,
assembler toutes les sous-cellules de dimension k < n—p qui ont un de leurs
sommets au centre de c, et chaque autre sommet au centre d'une cellule dont ¢ est
une face. Les Figs 7 et 9, a droite, donnent I'idée. Lorsque toutes les cellules
primales sont des simplexes, prendre leurs barycentres comme centres donne naissance
par ce procedé au dual barycentrique déa évoqué.

RemMARQUE.— La recette ne dit rien sur les duales des cellulesde =", dont les formes
en dehorsde D peuvent étre définies aloisir (sous les conditions de dualité). Rien
la de préoccupant: Ces choix sont aussi arbitraires, ni plus ni moins, que ceux des
centres des cellules, et contribuent de la méme fagon al'erreur d'approximation, que
I'on peut réduire avolonté par raffinement.* ()

64. Un raffinement d'un maillage est un autre maillage de la méme région, dont la
restriction a toute cellule originale constitue un pavage cellulaire de celle-ci.
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Figure 27. Gauche: Unefacette f et son aréte duale T en construction
orthogonale (V et V' sont les sommets duaux intérieurs aux volumes v et V'
séparéspar f). De Vv, toutes les facettes bordant v peuvent ére vues a angle
droit, maisrien d'autre n'est requis: vV n'est nile barycentre de v ni le centrede
sa sphére circonscrite, lorsque celle-ci existe. Droite: Une facette duale et une
arétre duale, dans le cas d'un primal simplicial et de son dual barycentrique.
Observer le jeu des orientations, qu'une seule icone suffit a représenter pour
chaque paire de cellules associées.

REMARQUE.— Si, comme suggéré plus haut ("paver D d'abord ..."), le maillage
primal provient d'un pavage fermé par éimination de certaines cellules, les sous-cellules
de ce dernier forment un raffinement commun au primal et au dual. L'existence de ce
"complexe simplicial" sous-jacent commun sera un avantage plus tard, lorsgu'on
voudra construire des éléments finis sur un pavage polyédre quelconque. ¢)

1.5.4. Une panoplie de discrétiseur

Nous appliquons maintenant la stratégie évoquée plus haut: Satisfaire les
équations d'équilibre (11) et (13) pour une certaine famille finie de surfaces.

Donnons-nous d'abord une représentation finie des champs. Soit par exemple
b. Entant que 2-forme, savocation est d'ére intégrée sur les surfaces a orientation
interne. On peut donc considérer les intégrales b, = [; b, pour toutes les facettes
primales f, comme un échantillonnage de b, et prendre letableau b ={b, : f € F}
de ces"degrés de liberté€" (DdL ), indexé sur les facettes primal es, comme représentation
finie approchée de b. Ceci ne nous dit rien sur les valeurs, méme approchées, de b
en un point, mais |'objectif n'est pas 1a, car on ne mesure pas de telles valeurs. Ce
gu'on mesure de b, ce sont les flux, et ce mode de représentation nous donne
effectivement les flux embrassés par toutes les m-surfaces. Chague facette joue
ainsi le réle d'un capteur, donnant une information sur b. Plus les facettes sont
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petites et nombreuses, et mieux le champ est connu. (On peut souhaiter connaltre
une valeur approchée du flux pour d'autres surfaces que les m-surfaces, connaissant
b, et c'est ce aquoi les éémentsfinis serviront.)

On serait donc satisfait d'une méthode qui donnerait les quatre tableaux de DdL
significatifs, a savoir

—lesf.em. lelong des arétes, e ={e,: a€E€ 4},

—lesflux embrassés par les facettes, b ={b, : f € F},

—lesf.m.m. "autour" des arétesduales, h ={h : f € F},

—les courants de déplacement atravers les facettes duales, d ={d, : a€ 4},

apartir deladonnée descourants j ={j,: a€ A} imposésatravers les facettes
duales, que l'on calcule par intégration de j.

A cet égard, travailler sur les formes intégrales (11) et (13) des équations va
Savérer beaucoup plus simple que de passer par les"formesfaibles' de leurs versions
infinitésimales (12) et (14). En fait, ce simple changement de point de vue (qui est
I'essence de la"méthode FIT" de Weiland [Wi] ou de la"méthode cellulaire” de Tonti
[To, Mt]) va en quelque sorte nous imposer la discrétisation correcte, comme suit.

1.5.4.1. Equations de réseau, Hodge discret

Supposons la chaine S dans (11) auusi simple que possible dans e contexte
actuel, c'est-a-dire réduite a une seule facette primale f. L'intégrale de e sur la
chaine of est alorslasomme desintégraleslelong des arétesformant of avec pour
poids les signesindiquant s I'orientation de chague aréte est ou non conforme a celle
induite par f sur son bord, et ces poids sont précisément les nombres d'incidence.
L'équation (11) appliquée a f donne donc

atbf + Eaeﬂ Rfa1 ea = 0

I'y aune équation de cette sorte pour chagque facette du maillage primal et donc —
puisgue nous avons écarté les facettes de S°, sachant a I'avance que le flux y serait
nul — une pour chague flux inconnu. Prises ensemble, sous forme matricielle, ces
équations différentielles sécrivent

(29) ab +Re=0,
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et forment le premier groupe des équationsderéseau que |I'on est en train de
construire.

L'autre sobtient par un raisonnement analogue sur chaque facette duale a (la
plus simple des surfaces a orientation externe possibles dans (13), si I'on se restreint
aux surfaces constructibles a partir du couple de maillages). On a

—0d,+ 3 RN =],
pour tout a dans 4, et donc, sous forme matricielle,
(30) -94d+Rh=j,
le second groupe des équations de réseau.

Il reste atrouver des anal ogues discrets aux lois de comportement b=uh et d
=¢ e, C'est-a-dire deslois de comportement de réseau, sous la forme

(31) b=ph, (32) d=ee,

ou € et p sont des matrices carrées symétriques appropriées. Comprendre
comment construire de telles matrices est notre prochain souci. |l est bien clair
gu'aucune construction canonique ne peut exister, en tout cas rien de comparable au
passage de (11) et (13) a(29) et (30) tel qu'on vient de I'accomplir, car les propriétés
métriques des deux réseaux doivent intervenir (I'équation (15) donne un indice a cet
égard). Defait, si I'équivalent exact de (29) et (30) peut étre retrouvé, ala notation
prés, dans la plupart des algorithmes proposés (y compris ceux basés sur la méthode
de Galerking, cf. p. ex. [LS]), une grande variété de propositions ont été avancées en
cequi concerne ¢ et w. Ces"matrices de Hodge" sont donc I'ingrédient essentiel,
et en touver de "bonnes’, en un sens qu'il va nous falloir découvrir, est le coaur du
probléme.

Nous I'aborderons ainsi: D'abord — pour ne pas trainer trop longtemps — une
solution au probléme sera donnée, particulierement simple, qui produit des matrices
e et p diagonales, une qualité dont on appréciera les avantages en examinant
quelques exemples, ce qui nous menera a la fin de la présente Section. La suivante
souvrira sur une méthode générique d'analyse d'erreur, de laquelle un critére concernant
ce qui fait une bonne paire e émergera, critére que les matrices diagonales
ci-dessous savéreront satisfaire. Des éléments finis sintroduiront de fagon naturelle
au cours de ce processus, et cela permettra de trouver d'autres solutions au probleme,
conformes au critére.
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La solution simple est disponible si I'on a pu obtenir un maillage dual par
construction orthogonale(Hgs?et 9, coté gauche) Si les scalaires ¢ et u sont
uniformes, onpose € **=0 s a=a, u'' =0 s f=f, et(cf. (15))

€9) £ =¢ are(@)/longueur(a),  p'" = u aire(f)/longueur(f),

ce qui donne effectivement des matrices diagonales. (L'inversede pn seranotée v.)
La justification heuristique [To] est que si tous les champs étaient constants par
morceaux (relativement au maillage primal), les formules (33) correspondraient
exactement ala définition (15) de I'opérateur de Hodge. (Un meilleur argument sera
donné plusloin.) Dansle casde coefficients ¢ et w non uniformes, les formules a
appliquer sont du type

(34) w'"= w,u, aire(f)/[u, longueur(f ) + w, longueur(f )],

ou f, et ?2 sont les parties de f appartenant aux deux volumes adjacents a f
(Fig. 28).

Figure 28. Le casdune permeabilité scalaire u discontinue(u, et w, dans
les volumes primaux T, et T, séparés par la facette f). On note f l'aire
vectorielle de f et T7,, T, les vecteurs le long des deux parties de f. Soient u
et v desvecteursarbitraires, u normal et v tangent a f, et soit H=u+v dans
T,. Les conditions de transmission a travers f determinent un unique champ
uniforme B, =wu+ wv dans T, Alors by=p, f -u et uyhy=p, f7-u+
w £, - u. Comme les trois vecteurs f,f7 et f , sont paralléles, u disparait
du quotient b¢/hy, et il reste (34).

RemarquE.— Plustard, lorsque les ééments d'arétes et de facettes w® et w' auront
rejoint la panoplie, on aura une autre solution, directement suggérée par la méthode
de Galerkine, consistant aposer €**= [ ew* aw” et v' =/ u"w' aw'. On
usera d'expressions comme "le v de Galerkine" ou encore "la matrice de masse” (des
éléments d'arétes, en I'occurrence), ou "le hodge diagonal" pour se référer a ces
différentes réalisations de matrices de Hodge. ¢
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1.5.4.2. La boite a outils

A ce stade, la plupart des caractéristiques de la"maison de Maxwell" delaFig. 9
ont trouvé leur équivalent discret (Fig. 29), sauf la différentiation en temps et le
produit extérieur. |l suffit de penser a ce que serait la généralisation a quatre
dimensions des idées ci-dessus pour voir comment traiter les dérivées par rapport au
temps. Avec ot pour pas de temps, soient b*, h* lesvaleursde b, h aux
instants kot pour k=0, 1, .., etc, j“** d"? € celesdej, d, e aux
instants (k + /) 8t. On approche alors ab au temps (k + Y,) 8t par
(0" —Dbyot, et a,d autemps kdt par (d"Y —d~ ¥t

Quant au produit extérieur, & f; b A h correspond lasomme Y _ . b, h,, que
nous noterons (b, h), avec des parenthéses en gras. De méme al'intégrale [;d A e
correspond lasomme 3 __. d. e, notée (d, e). A partir de &, on peut définir des
"énergies discrétes", formes quadratiques par rapport aux DdL, l/2 (vb, b),
Y,(uh, h), Y,(ee, e), ,(e*d, d), toutes quantités qui ont, effectivement, la
dimension d'une énergie (mais (j, €) est une puissance, comme [, j A €).
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Figure 29. "Boite a outils" pour les équations de Maxwell.

Quelques raccourcis notationnels seront utiles: |b|, ou |e|, etc., pour les
racines carréesde (vb, b) ou (e e, e), etc., qui serviront de normes sur les
differents espaces de tableaux de DdL, par analogie avec les |b], ou |e|, introduits
plus haut.

ProrosiTion 3. Si les équations (5-8) sont satisfaites, on a

(35) d[7,(vb,b) +',(ce e)] ==(j, e).
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Démonstration. Prendre le produit scalaire (au sensde ( , )) de(29) et (30) par h
et —e, additionner, et utiliser I'égalité (Re, h) = (e, R'h). ¢

RemarQuE— L'analoguede f[;h A e o0 S est une m-surface, est
S{fEF(S),acA: R h e},

ou F(S)) désigne le sous-ensemble des facettes contenues dans S. (Observer
comme cette somme sannulesi S est lafrontiére du domaine.) En exploitant cette
remarque, le lecteur n‘aura pas de peine a modifier (35) pour en faire I'ana ogue discret
du Th. de Poynting (Exercice 27). Malgré ces correspondances formelles, énergie et
énergie discréte sont a priori sans rapports. Pour en établir, il nous faudra des
"interpolants’, autrement dit des éémentsfinis, afin de pouvoir passer des degrés de
liberté aux champs. Par exemple, les ééments de facette w' permettront d'associer
ab la2forme b=3 b,w. S v estlehodgedeGaerkine aors [ vba b=
(v b, b). Maisunetelle égalité a priori entre énergies continue et discréte est une
exception, une exclusivité de la méthode de Ritz—Galerkine. Avec les autres hodges
discrets, méme la convergence de I'énergie discréte vers|'énergie continue, lorsqu'on
raffine le maillage, n'est pas garantie. ¢

1.5.4.3. Jouer avec la boite: Maxwell complet

Nous avons maintenant ce qu'il faut pour discrétiser n'importe quel probléme
dérivant des équations de Maxwell. En remplacant, dans (24), rot par R ou R',
e et v par ¢ et v, et 9, par lequotient différentiel entier ou demi-entier, selon
la nature des formes différentielles en jeu, on obtient

37) (bk+l_bk)/6t +Re 2= _s(ek+1/2_ek—l/2)/6t+ Rtvbk:jk

(ol j* est le tableau des intensités & travers les facettes duales, a l'instant®™  két),
avec les conditions initiales

(39) b°=0, e”*=0.

Dans le cas le plus simple ou les maillages primal et dual sont de simples réseaux
rectangulaires, avec des volumes en forme de briques, (37)(38) est le célébre schéma
de Yee[Ye]. Ce que nous venons de trouver est donc la généralisation naturelle du
schémade Y ee a des réseaux celulaires.

65. Pour traiter la loi d'Ohm plus commodément, on peut remplacer j(k 6t) par
(jk+1/2+jk71/2)/2-
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On peut sattendre a des propriétés numériques analogues. Effectivement,

ProrosiTioN 4. Le schéma (37)(38) est stable pour ot assez petit, pourvu que & et
n soient symétriques définies positives.

Démonstration. Pour une telle démonstration, on peut supposer j = 0 et des
valeurs initiales non nulles dans (38), avec Db’ = 0. Eliminant e de (37), on
trouve que

(39) b "t —2b*+ b* '+ (81)’ReR'v b =0.

Puique DR =0, lapropriété Db* =0 est un "invariant de boucle", et on peut donc
travailler dans le sous-espace correspondant, ker(D). Introduisons les vecteurs
propres (généralisés) v, telsque R e R'v, =\, pv,, qui satisfont (pv,, V)= 3.
Dans cette base "u-orthogonale”, b“=p 3, n v, et (39) devient

1"lik+1 - (2 _)\'i(at)z) ﬂik + T]ik_l =0

pour tout i. Les m et doncles b, restent bornés si les équations caractéristiques
de chacune de ces récurrences ont des racines imaginaires, ce qui se produit (Fig. 29)
s 0<), dt<2 pourtout j. ¢

Dans le cas du schéma de Yee classique, les valeurs propres pouvaient se
calculer ala main, d'ou la relation bien connue [Y€g] entre la plus grande valeur
possible de 6t et lataille des briques. Pour un réseau cellulaire quelconque, on n'a
pas de formule explicite, mais la régle heuristique est la méme: &t doit étre assez
petit pour qu'un signal se propageant a la vitesse de la lumiére (relative au milieu
étudié) ne traverse pas plus d'une cellule pendant ce laps de temps.

Figure 30. Le point blanc est I'affixe de la somme des racines de I'équation
caractéristique r> — (2 — A,(dt))r + 1 = 0. L'instabilité se manifeste lorsqu'il
quitte l'intervalle [-2, 2].
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Cette stricte condition de stabilité rend le schéma impraticable sil n'est pas
explicite, ou quasi-explicite: & doit donc étre diagonal, ou alarigueur, diagonal par
blocs avec seulement un petit nombre de blocs de taille supérieure a 1, et v doit
étre creuse. Si tel est le cas, chaque pas de temps ne demandera qu'un petit nombre
de produits matrice-vecteur, plus éventuellement la résolution de quelques petits
systémes linéaires, ce qui compense le nombre élevé de pas de temps. Ces deux
conditions sont satisfaites avec la construction orthogonale (cf. (33)(34)), maison a
déja signalé les problémes que celle-ci pose. D'ou l'intérét porté aux méthodes de
"condensation diagonale", qui visent aremplacer le € de Galerkine par une matrice
diagonal e sans compromettre la convergence du schéma [C&, HL, EJ]. (Voir [BK]
pour une rénterprétation géométrique, sans coordonnées, de [HL].)

RemaArQUE— Manifestement, il y a une autre version du schéma, en h et d, pour
laquelle ce qui compte est que p soit diagonale et €™ creuse. Malheureusement, le
mode de condensation de masse qui réussit pour les éléments d'aréte ne Sapplique pas
aux éléments de facettes [BK]. ¢

I1'y abien sir d'autres questions que la stabilité a envisager, mais nous ne nous
y attarderons pas. Pour la convergence (qui sera traitée plus loin en détrail, mais
seulement en statique), voir [MS, NW, BK]. Les propriétés de dispersion ne sont
simples que pour un réseau régulier. Quant ala conservation de certaines quantités,
il serait agréable de pouvoir dire, dansle cas j = 0, "I'énergie discréte totale est
conservée', mais c'est seulement presque le cas. Les quantités conservées, comme
on le vérifiera aisément, sont 7/, (w h* %, hY + Y, (e €% €77 et
Y, (wh* hY + Y, (e €7 €77, toutes les deux indépendantes de k. Leur
demi-somme, que I'on peut écrire de fagon plus suggestive

Wk:llz(uhk+u2, hk) + ]./2(8 ek, ek+]J2),

sil'onabrége [h* + h**')/2 et [e" "2+ &"¥/2 en h** " et € est conservée.
Ce n'est pas|'énergie discrete, méme sil sen faut de peu.

1.5.4.4. Jouer avec la boite: Problémes sationnaires

Divers modeles discrets peuvent se déduire de (33)(34) par les manoauvres
habituelles (négliger le terme ee, supprimer les termes en 9,), mais il est plus
instructif de les obtenir directement. Prenons par exemple le modéle (25) de la
magnétostatique: Remplagonslesformes b et h par lestableaux deDdL b et h,
le d par lamatrice appropriée (celle que suggere dans chague caslaFig. 29), u par
u, etil vient
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(40) Db=0, b=ph, R'h=j,

qui inclut automatiquement les conditions aux limites, du simple fait d'avoir écarté®
les cellules "passives' de la frontiére. La condition G'j = 0 est nécessaire a
I'existence d'une solution, mais c'est la contrepartie discréte (d'aprés la Fig. 29) de
dj =0, cest-a-dire de divJ=0. On laréalise de fagon sire en construisant un
tableau h' tel que R'h' =, et enréécrivant R'h = R'h’ laderniére équation (40).

RemarQUE— De tels tableaux existent, car ker(G') = cod(R"), par transposition de
ood(G) = ker(R), et en trouver un n'exige pas de résoudre un systéme linéaire, mais
seulement I'extraction d'un "arbre couvrant” du graphe® formé par les volumes et les
facettes [Rn]. Par transposition de cod(R) = ker(D), on aauss ker(R') = cod(D"),
et donc R'(h —h') = 0 implique I'existence d'un tableau ¢ de DdL associés aux
volumes, tel que h =h' + D'g. {

La convergence de (40) sera étudiée a la prochaine Section. Lorsqu'elle alieu,
tous les schémas équivalents a (40) que I'on peut trouver par diverses manipulations
algébriques sont donc du méme coup convergents — et il y en abeaucoup. D'abord,
s h' estl'undestableaux telsque R'h' =j,ona h =h' + D'g, et (40) devient

(42) DuD'p =—Dph'.

Ce schéma, qui correspond & — div(u(grad @ + H')) = 0, la formulation en potentiel
scdaire de lamagnétostatique, n'est intéressant ques v et diagonde, ou quasi-diagonae
au sens discuté plus haut, car sinon u est pleine. 1l requiert donc la construction
orthogonale, et n'est pas applicable dans le casdu v de Galerkine. Il a été trés
étudié [BR, He, Sij], et porte le nom de schéma "bloc centré" [KH, WW] dans
certains secteurs du génie numérique, a cause de lalocalisation des noauds al'intérieur
des volumes, ou "blocs". L'unicité de ¢ est facile & démontrer,” ce qui implique
l'unicité — pas si évidente, apriori— de b et h dans (40).

66. On peut aussi (et c'est ainsi que des conditions aux limites non homogenes seraient
traitées) garder toutes les cellules et donc travailler avec les matrices d'incidence R et D
complétes, et des tableaux de DdL plus grands. Les conditions auix limites servent alors a
attribuer leurs valeurs aux cellules passives, dont les DdL passent ainsi au second membre,
et il reste un systéme linéaire par rapport aux DdL actifs.

67. L'histoire des relations entre graphes et réseaux électriques remonte loin, au moins a
Veblen [Fr]. Voir le classique [Sy].

68. Ellevient de ker(D') = 0. En effet, D'y =0 signifieque 3, D,fy, =0 pour toutes
les facettes primales f. Pour certaines facettes (celles dans S, il n'y aqu'un volume v tel
que D,/ =0, cequi force ¢, = O pour tout v dans cette situation. Retirant tous ces v, et
recommencant, on trouve ¢ =0 au bout du compte.
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Symétriquement, il y a un schéma correspondant a la formulation en potentiel
vecteur (C'est-a-dire rot(v rot A) = J):

(42) R'vRa=j,

obtenu en posant b = Ra, ou le tableau de DAL a est indexé sur les arétes
(actives). (Si v est le hodge de Galerkine, (42) est ce que I'on obtient par la
méthode variationnelle en représentant a par éléments d'arétes.) L'existence dans
(42) provient de G'j = 0. Pas dunicité cette fois, car ker(R) ne se réduit pasa O,
mais toutes les solutions a donnent le méme b = Ra, et donc le méme h =wvb.

RemarQUE— Faut-il "jauger" a dans cette méthode, c'est-&-dire Iui imposer une
condition supplémentaire, telle que G'(ea) = 0 par exemple, qui le rende unique?
La question continue d'étre débattue. Tout dépend de la méthode employée pour
résoudre (42), et de lafacon d'assurer G'j = 0. Avec les meéthodes itératives de type
gradient conjugué, et si I'on a prislaprécaution d'écrire j = R'h’, mieux vaut ne pas
jauger [Ba, Rn]. ¢

Ce n'est pas tout. Si I'on sabstient d'éliminer h dans la réduction de (40) a
(42), tout en faisant b = Ra, on trouve un modéle intermédiaire a deux équations,

- R h 0

(43)

R’ 0 a j
souvent qualifié de systéme mixte. (A nouveau, ceci est de peu d'intérét s p est
pleine, et donc il vaut mieux que v soit diagonale si I'on envisage cette approche.)
L améme manipulation dans I'autre sens (éliminer h par h =h' + D'gp, mais garder
b) donne

-V D' —h
(44)

D 0 0

?

Il'y auneintéressante variation sur (44), connue sous le nom de méthode "mixte-hybride”,
qui est une sorte de "décomposition de domaines ultime", en ce sens que tous les
volumes sont découplés en "doublant” lesDdL de b et h (deux valeursdistinctes,
une de chague coté, pour chague facette n'appartenant pasa ="). Soient b et h les
tableaux de DdL ainsi agrandis, et v, D, R, lesmatrices éargies correspondantes.
Les contraintes sur b, exprimant |'égalité entre le flux amont et le flux aval, ont la
forme Nb =0, ou N estfaitedeblocs 1 x 2 indexés sur les facettes, de forme
+{1, -1}. Maintenant, introduisons un tableau A de multiplicateurs de Lagrange



82 Electromagnétisme et ééments finis, Vol. 1

A, et gjoutons (A, Nb) au lagrangien sous-jacent a (44). Ceci produit une
nouvelle discrétisation (toujours équivalente a (40), si I'on dérive b et h de b et
h delaseulefagon possible):

-v D' N b —h!
D 0 0 Q | = 0
N 0 0 A 0

Remarquer quele v agrandi est bloc-diagonal (tout comme son inverse u), d'ou la
possihilité d'aisément éliminer b. Ce qui reste alors est un systéme symeétrique en
@ et A

DuD' DuN' P D uh’
NuD' NuN' A Nph'

Lavertu de cette manipulation est que DuD " est diagonale, égale a K disons, de
sorte qu'on peut éliminer @, ce qui méne aun systémeen A:

(45) N[g—uD K™D u]N'A=N[uD K™D u—-pu]h’

Pour compliqué qu'il paraisse, ce systéme est en fait trés maniable, avec une matrice
creuse, et un compte d'opérations plus favorable que (42) dans tous les cas. La
méthode, de plus, est applicable lorsque n n'est pas diagonale, contrairement a (41).

RemarQue— Dans (A, Nb), chague A, multiplie un terme (Nb), qui ala
dimension d'une charge magnétique. Les A, peuvent donc sinterpréter comme les
DdL d'un potentiel magnétique [B8]. Résoudre (45) donnant accés au potentiel
magnétique et donc a h, de cette facon, et & b en revenant a (44), on ala un moyen
d'obtenir deux solutions complémentaires en magnétostatique [B9] en résolvant un
seul systéme linéaire. ()

I1'y a encore un schéma mixte-hybride dual de (45), obtenu de laméme fagon en
partant de (43), et en découpant le domaine en volumes duaux indépendants, d'ou
trois DAL par facette, pour b et h, et deux multiplicateurs de Lagrange pour forcer
leur égalité. Ceci méene a un systeme analogue a (45), mais avec deux fois plus
d'inconnues, donc sans grand intérét.

Les systémes (41), (42), (43), (44) et (45) donnent tous, répétons-le, la méme
solution {b, h}. Leque résoudre effectivement est donc une question d'agorithmique,
ou taille, creux, conditionnement, sont les paramétres a considérer. Les seuls
candidats sérieux sont les systémes a une matrice carrée semi-définie positive, Cest-a-dire
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(41), (42) et (45). Une énumération des termes extra-diagonaux (qui est une bonne
estimation apriori de lacomplexité du calcul lorsqu'on applique une méthode de type
gradient conjugué) montre que (45) vaut mieux que (42), en général. Le schéma
bloc-centré (41) bat a la fois (42) et (45) mais suppose une matrice diagonale au
départ, donc n'est pas praticable® si  p vient de la méthode de Galerkine. D'oll
I'intérét soutenu [CR, KH, M&, H&] que suscite la méthode mixte-hybride (45).

Chacun des schémas ci-dessus pourrait étre présenté comme la version discréete
d'autant de formulations indépendantes, variationnelles, mixtes, mixtes-hybrides, etc.,
et I'exploitation de ce filon a produit une abondante littérature. Réaffirmons que tous
ces schémas sont algébriquement équivalents, en ce qui concerne b et h, et donc
gu'une analyse d'erreur suffit: celle de (42) par exemple, qui est standard, ou celle
gu'on va présenter plus loin, sur le systéme symétrique (40). C'est un des avantages
quiil y aatravailler au niveau discret comme on vient de lefaireici.

1.5.4.5. Jouer avec la boite: Divers

C'est avantageux aussi du point de vue de la modélisation, comme quelques
exercices vont le montrer. Par exemple, la version discréte du probléme (27) des
courants de Foucault sobtient par simple transcription:

(46) io oE+R'VRE=-w J°

En général, o sannule en dehors d'une région fermée C =D — A du domaine de
calcul, C pour "conducteur". (Dans ce cas on suppose que A, le support de J5°, est
contenu dans A.) La matrice du systéme a alors un noyau non trivial,
ker(o) N ker(R), et I'unicité de e est perdue. On peut la retrouver en imposant la
contrainte G'¢, e = 0, o0 €, dérivede € par annulation des termes relatifs aux
arétes de C. Physiquement, cela revient a supposer une densité nulle de charge
électrique en dehors du conducteur C = supp(o). (Attention, le champ électrique
obtenu de cette fagcon peut étre largement fictif dans A, ou cette condition n'est pas
satisfaite. Mais le champ électrique dans C sera correct.) Mathématiquement,
I'effet de cette contrainte est de forcer I'inconnue e aappartenir a un sous-espace sur
lequel lamatrice imo + R'v R est réguliére.

Dans certaines applications, toutefois, la conductivité est non-nulle dans tout
D, mais peut prendre des valeurs d'ordres de grandeur trés différents, et cette matrice,
bien que réguliére, est mal conditionnée. On trouvera aors dans la boite a outils ce

69. A moins de biaiser le calcul des termes de la matrice de masse, grace a des formules
ad-hoc d'intégration numérique. C'est I'une des techniques de la condensation diagonale.
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gu'il faut pour "régulariser" un probléme "raide" de ce genre. Voir [CW] pour un
exempl e de cette procédure, dont certains aspects sont traités en détail dans[B7]. En
bref, cela consiste a ajouter au premier membre de (46) un terme, fonction de E, qui
sannule pour I'une des solutions E de (46), ce qui sélectionne celle-ci, en gjoutant a
lamatrice R'v R ce qu'il faut, en quelque sorte, pour la rendre réguliére (et donc,
pour bien conditionner la matrice globale, si petit que o puisse étre a certains
endroits). Le systéme modifié est

(47) io 0E + R'VRE + 0GdG'0E = - J°,

ou & est une matrice a la Hodge, indexée par les sommets, diagonale, dont les
coefficients sont 8™ = [, 1/uc’. Ceci est justifié dans [B7], avec en particulier les
considérations d'analyse dimensionnelle qui ménent a ce choix de 8. Notre seul but
ici est de souligner que tout cela peut se faire au niveau discret.

ReMARQUE.— On pourrait motiver cette procédure en partant de I'équation suivante,
obtenue ici en faisant fonctionner la boite & outils dans |'autre sens (du "discret”" au
"continu"), mais que |'on peut considérer comme une régularisation naturelle de (27):

(48) iwo E + rot(v rot E) — o grad(d div(cE)) =—iw &,

ol l'on aposé & = 1/(uc?). (On retourne aux vecteurs représentatifsici, pour mettre
en évidence I'emploi d'une variante de la formule —A = rot o rot — grad o div,
laguelle sSappliquerait danslecas u = o =1 dans(48).) C'est unetrésancienneidée
[Le]. Une part de sa popularité récente provient du fait qu'elle permet I'emploi
d'édléments finis vectoriels nodaux (la forme discréte est alors bien siir trés différente
de (47)), parce que E dans (48) aplus derégularité, apriori, que le représentant de
dans (27). Méme si I'on a de bonnes raisons de préférer de tels éléments, |'avantage
n'est gqu'apparent, car la solution du probléme discret peut converger vers autre chose
gue la solution de (27) dans certains cas (par exemple, si la frontiere présente des
angles obtus, cf. [CD], ou la solution de (48) a alors trop de régularité pour satisfaire
(27)). Il convient donc de se méfier de cette approche. ()

Beauicoup considérent lenoyaude R'v R comme un probléme aussi quant au
calcul des valeurs résonnantes d'une cavité, c'est-a-dire des valeurs propres de

(49) R'VRE=w’eE,

car o =0 est valeur propre de multiplicité N (le nombre de noauds actifs). Que ce
soit ou non un probléme se discute, mais si tel est le cas, il y alaaussi ce qu'il faut
dans la panoplie pour faire face. D'abord, larégularisation, comme ci-dessus:
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(50) [R'VR + £ G8G'e] E= w’€E,

avec cette fois 8™ = [ 1/ue®. Zéro n'est plus valeur propre dans (50), mais de
nouveaux modes propres apparaissent, ceux de € G8G' € E = w’e E sous la
contrainte £ = Gw. Comme remarqué dans [WK], il y a la un phénomene de
"complémentarité spectrale” entre les opérateurs rot orot et —grad o div. Les
nouveaux modes,” ou "fantdmes' [WI], doivent étre repérés et éliminés, ce qui est
en principe facile (il suffit d'évaluer lanorme |G'e El,), ou simplement repoussés
versladroite en insérant un facteur scalaire approprié devant le terme de régularisation.
Deuxiéme solution [T&]: Restreindre larecherche de e aun espace complémentaire
de ker(R'v R), ce que I'on peut faire par des techniques d'arbre couvrant [AR, Mu].
Ceci touche aux décompositions de Helmholtz discrétes, une autre des ressources de
la boite, dont on ne peut traiter ici [R&].

1.6. Analyse des erreurs d'approximation
Abordons maintenant I'analyse d'erreur du schéma symétrique de lamagnétostatique,
(51) Db=0, h=vb, R'h=j.

Le réseau primal est noté m, le dual m, et on indexera par m, en cas de besoin,
toute entité dépendant de { m, m}. Par exemple, y ., désignerala plus petite borne
supérieure des diamétres de toutes les cellules de dimension = 1, primales ou duales,
ou "grain" du maillage. Ou encore, {b , h } estlasolution {b, h} de(51)
caculéeavec {m, m}. Etc.

Une premiére fagon de présenter notre objectif serait "étudier {b, , h } lorsque
y, tendversQ'. Mais cela manque de précision, car les formes des cellules jouent
un role important. |l y a, désla dimension 2, des contre-exemples [BA] montrant
que si I'on tolere un aplatissement excessif des triangles au fur et a mesure que v,
— 0, leschamps {b , h } reconstitués (par les techniques qu'on verraplusloin) a

m?

70. 1l ne sagit pas des fameux "modes parasites’ qui sévissaient avant |'apparition des
éléments d'arétes [BO]. Les modes parasites se présentent lorsqu'on cherche a résoudre le
probléme aux valeurs propres rot(v rot E) = w? ¢ E & l'aide d'ééments nodaux vectoriels.
Alors (sauf conditions aux limites exceptionnelles) la matrice de rot(v rot) est réguliére
(car I'espace d'approximation ne contient pas de gradients, contrairement a ce qui se passe
avec les éléments d'arétes), mais auss — et pour laméme raison, cf. [B2] — mal conditionnée,
ce qui est la source des ennuis. |l serait souhaitable de ne pas tenir pour synonymes les
deux expressions ("parasites’ et "fantémes", "spurious modes' et "ghost modes"), pour ne
pas gjouter a la confusion sur ce point délicat.



86 Electromagnétisme et ééments finis, Vol. 1

partir desDdL calculés {b , h } peuvent ne pas converger verslasolution {b, h}.
D'ou la définition suivante: On dira qu'une famille M de paires {m, m} de
maillages en dualité est uniforme sil existe un catalogue fini de formes de cellules
tel que toute cellule detout { m, m} appartenanta M se déduise par similitude de
I'une de ces cellules de référence. La notation "m — 0" signifiera alors, par
convention, que |'on considére une suite de maillages, de grain tendant vers 0, d'une
famille uniforme M. Notre objectif se reformule alors ainsi: Montrer que l'erreur,
évaluee selon un critére a préciser, commise lorsqu'on substitue {b _, h } a {b, h},
tend vers O lorsque m — O.

m?

L es conséquences pratiques sont bien connues. Si, pour un maillage donng, la
solution n'est pas satisfaisante, on peut recommencer le calcul avec un maillage de
grain plus petit, obtenu par raffinement, ou par remaillage, selon une procédure qui
assure I'uniformité de la famille formée par tous les maillages potentiels. Un
théoréme de convergence est alors une sorte de garantie de bonne fin, dont on se
contente en général, faute de mieux.”

Heureusement, il existe des méthodes de raffinement de maillage qui garantissent
['uniformité, méme au sens fort de la définition ci-dessus. (C'est un sujet de
recherches actif, cf. [B&, Be, CS, Mb].) Une fagcon de découper les tétragdres a cet
effet est indiquée Fig. 31. Comme on le voit, au plus cing formes différentes de
tétraédre peuvent apparaitre pour chacun de ceux présents dans le maillage grossier de
départ. (En pratique, tous les volumes ne sont pas découpés simultanément, mais
des régles anal ogues de découpage des tétraédres de jonction existent, qui garantissent
le méme résultat, la génération d'un nombre a priori borné de formes différentes.)

Exercice 28. Soit vy, (c) lediametre delacellule c, de dimension = 1, de sorte
que y, = max_y,(c). Soit par ailleurs o, = min_ y, (c). L'uniformité, au sens
précedent, entreine-t-elleque O<o <9, /v, , 0U o serait indépendant de m ?

71. "Mieux" serait, par exemple, une estimation d'erreur a posteriori, que |'on peut
parfois obtenir (par exemple, pour les problemes tels que (51), avec des techniques de
complémentarité [B1]). Mais le plus souvent, la convergence et sa vitesse (i.e., savoir
que l'erreur se comporteen Cy,,“, pour un certain coefficient o) sont tout ce qu'on a.
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k J,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figure 51. Régle de subdivision pour un tétraedre T = {k, |, m, n}. (Les
milieux des arétes sont notés kl, mn, etc., et o est le barycentre.) Une
premiére dichotomie des arétes engendre quatre petits tétraedres, de méme forme
que T, et un octaédre central, qui a son tour peut étre découpé en huit "octants"
telsque O = {o, ki, Im, mk}, de quatre formes différentes au plus. Maintenant,
un octant tel que O se découpe ainsi: diviser la facette en face de o enquatre
triangles congruents, et les joindre a o, d'ou un tétraedre semblablea T, et trois
autres autour de lui. Ceux-ci, a leur tour, se divisent en deux, comme indiqué ici
pour celui au dessous de l'aréte {o, Im}. L'un de ces deux morceaux est semblable
a O et l'autreal'octant {o, kn, kI, mk} voisin.

On se permettra donc I'hypothése d'uniformité, bien qu'elle soit plus forte que
nécessaire, en fait. Dans le méme mouvement, on supposera aussi que les hodges
sont construits selon une régle uniforme, les coefficientsde laligne f de v, oude
laligne a de &, ne dépendant que des formes des cellulesvoisinesde f ou a aun
facteur multiplicatif commun prés.

1.6.1. Consistance

Nous allons comparer la solution calculée {b_, h } ades tableaux de méme type,
définis en fonction du vrai champ {b, h} comme les flux et f.m.m. de celui-ci, soit
rb={fb: fEF} et r h={[; h: fE F}. Ceci définit implicitement deux
opérateurs, tous deux notés r  (mais le contexte |évera toute ambiguité): L'un agit
sur les 2-formes pour donner un tableau de flux de facettes, I'autre sur les 1-formes
tordues pour donner un tableau de f.m.m. d'arétes duales.
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Puisque db =0, le flux embrassé par |a surface de tout volume tri-dimensionnel
est nul. C'est vrai en particulier de tout volume primal, et donc 3, D[, b=0
pour tout v €V. Deméme, dh=j impliquelarelaion ¥ R[ih=[4j, par
intégration sur la facette duale a, pour tout a & A. Sous forme matricielle, on a
donc

(52) Dr,b=0, R'r h=j,

puisque les éléments du tableau | sont précisément les intensités a travers les
facettes duales. Comparant avec (51), on voit que

(53) Db, -r,b)=0 R'(h, —r h)=0,
ains que
(54) (hm - rm h) —V (bm - rm b) = (lv rm - rm V)b =V (rm M - u‘ rm )h

Utilisant la notation annoncée plus haut, (b, h) pour une somme telle que
Diesbh,, et [h], pourlaracine carréede (h, wh), ou "u-norme" de h, et autres
constructions similaires, nous allons calculer la w-norme du premier membre
de (54).

Cefaisant, il apparait destermescarrés, |b, —r blv2 et |h —r hlf, et deux
foisle terme rectangle (b, —r, b, h —r h). Maisgréce a(53), celui-ci est nul,
car D(b, —r, b)=0 implique b, —r _b=Ra pour uncertain a, et

(Ra, h, —r h)=(a R(h, -1, h)=0.

Il reste donc, égalant le résultat aux v-norme et u-norme destermes de droite dans
(54),

(55) b, —r, bl +h, —r hl>=|wr,—r, Vbl = (r, -, wh|>
=(vrb—r h,r b—urh).

Les deux termes du premier membre, qui ont la dimension d'une énergie, sont le
genre d'estimateur que I'on pouvait souhaiter quant al'écart entre les flux calculés b
et les flux effectifs r b [resp. les f.m.m. calculées et effectives]: ce sont en effet
les erreurs "en énergie [et coénergie] discréte”. On va donc essayer de borner ce
premier membre par une fonction de y , et on se tourne pour cela vers le second
membre, par exemple sa deuxiéme expression, en termesde h.



Géométrie de I'électromagnétisme et éléments finis 89

Par définition de r, , lacomposante d'indice f dutableau r, (uh) estleflux de
b = uh embrassé par f. Quant & pr h, c'est ce qu'on obtient en appliquant
I'opérateur de Hodge discret au tableau des f.m.m. d'arétes duales. Lestableaux r
uh et pr h sont donc apriori différents, pour un h donné, ce qui contraste avec
les égalités Dr b=r, db et R'r_h=r, dh, qui résultent du Th. de Stokes. Le mot
gui exprime ce genre de phénomeéne en mathématiques est "conjugaison”: Les
opérateurs D et d sont conjugués par l'intermédiairede r , et il en vade méme de
R' et d. Enrevanche, u et w ne sont pas conjugués via r., €t c'est bien sir la
source de |'erreur d'approximation lorsgu'on passe du continu au discret.

Il peut arriver toutefoisque wr, et r u coincident pour certains champs h.
C'est le cas, par exemple, pour les champs uniformes par morceaux, relativement au
maillage, lorsque n est le hodge diagonal introduit plus haut: on se souvient que sa
définition était motivée par le désir d'assurer cette égalité pour les champs de cette
forme. Autre exemple, on verraplusloinque r, v et vr coincident, lorsque v
est le hodge de Galerkine, sur les champs a divergence nulle delaforme 3, . b, W/,
ol les w' sont les éléments de facettes. Dans ce cas, compte tenu que tout champ
peut étre considéré comme uniforme & une échelle assez petite, on peut espérer quiil y
ait "conjugaison asymptotique", en ce sens que le second membre de (55) va tendre
vers0avec m, pour b et h assez réguliers. Cette propriété, que nous réécrivons
de fagon informelle, mais suggestive,

(56) ur, —r u—=0quand m — 0, vr —r v —0 quand m — 0

(les deux sont équivalents), sappelle consistance de I'approximationde w et v par
n et v. Laconsistance, donc, entraine la conjugaison asymptotique espérée, et par
conséquent, assure que I'erreur en énergie discréte, au premier membre de (55), tend
vers 0.

Il nous faut maintenant disposer d'un critére de consistance, que I'on va d'abord
découvrir, par la démarche heuristique exposée ci-apres, puis vérifier dans quelques
casimportants. (Tousles C ci-dessous représentent des constantes indépendantes de
m, pas forcément les mémes d'une ligne a l'autre, comme on I'a déja expliqué. La
Fig. 52 donnelesensde f etde f . Lanormed'un vecteur v ordinaire est |v|.)

Il sagit donc d'évaluer le second membre de (55). Sous son avatar le plus a
droite, c'est une somme de termes, un pour chague f, delaforme

[Ef'vff‘ff'n'B_foVT B] [fan'H—Ef-‘M””f?--T H]v

ce que nous abrégerons en [B, f] [H, f]. Envisageons le cas le plus simple, ol le
coefficient v serait uniforme, et les conditions aux limites telles que la solution
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{B, H} soit uniforme sur tout le domaine. On aurait alors
B,f1=3, v f.n-B-f;ve-B=[3, v/ —vi] B,

HA=Uun H-3 o w T H =0 T -3 T H

et I'erreur de consistance serait nulle si chacun des termes entre crochets était nul,
C'est-a-dire sous la condition géométrique suivante:

~

(57) S, v'?g =vi VferF,

dont on voit facilement (Exercice 29) qu'elle entraine M? = o n'e §>, et donc la
nullité de I'autre crochet, [H, f]. Tel est le critére de consistance cherché. |l est
manifestement vérifié (y compris, Exercice 30, lorsque w n'est que constant par
morceaux) par le hodge diagonal de la Section 3 (formules (33) et (34)), et de fagon
beaucoup moins évidente — mais cela sera prouvé plus loin — par le hodge de
Galerkine dans e cas d'un maillage dual barycentrique.

L3

2
Figure 52. Comme plus haut (Fig. 28), f dénote I'aire vectorielle de la
facette f, et T~ le vecteur qui joint les extrémités de I'aréte duale f. (On
suppose une orientation ambiante ici. On pourrait sen passer en considérant f
et > comme des vecteurs axiaux) S v n'est pas e méme des deux cotés de f,
interpréter v~ comme v, >+ v,17, ot 7, et >, sont comme indiqué. La
région Dy est délimitée par les noaids duaux v, et v, etlebord de f.
Remarquer que lesvecteurs f et ¥> traversent f dansla méme direction, mais
ne sont proportionnels que dans le cas de la construction orthogonale (Fig. 28):
le critére (57) peut alors étre satisfait par un hodge diagonal.

Ce critére est-il suffisant? Voici un premier résultat dans ce sens:

ProrosiTion 5. Dansle cas de la construction orthogonale, la relation (57), qui se
réduit alorsa
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(58) vi'f=vT,
entraine la consistance.

Démonstration. Soit ‘B (x) la projection de B(x) sur ladirection normale a f.
C'est une fonction continue (contrairement & B |ui-méme) dans la réunion des deux
volumes (au plus) séparés par f, et onadonc |B(y) — B(X)| = C |y — x| pour tout
couple de points x et y appartenant a cette région. Rappelons par ailleurs que, en
toute généralité, I'intégrale [, ¢ d'une fonction continue est égalea ¢(a) f, 1 pour
un certain point a inclusdans A. Onadonc, danslecasol v est constant,”

B,fl=v''fin-B-f;vT-B
=v ""aire(f) B (x,) — v longueur(f) B (%)
=v ""aire(f) (B (x) — B (%)),

pour deux points x; et x; dont ladistance n'excede pas v, et donc [B, f] <
Cy, v areff). Deméme, [H,f] <Cy, u' longueur(f), et donc

Sier[B.fl[Hfl=Cy 23, ., aref)longueur(f) <Cvy, >
puisque Y, aire(f) Iongueur(f) = 3 volume(D). ¢

Pour faire mieux, c'est-&dire pour traiter le cas d'un hodge non diagonal, il y a
beaucoup de difficultés techniques, et on ne fera pas la démonstration en détail. Le
cheminement est le suivant. D'abord, puisqu'on suppose B régulier par morceaux,”
on peut écrire B(x) = B, + B (x) dans laréunion des deux volumes séparés par f,
avec un vecteur constant B, et un reste ‘B(x) (vectoriel, cette fois!) qui satisfait
|B (x) — B (y)| = C|x —y|. Lacontribution de la partie B, a [B, f], qui est
B - (3, v'" fr—=v), estnulle grace & (57) — et ceci est le point central, qui
confirme (57) dans son statut de critére de consistance. Quant ala contribution du
restea [B, f], elle sécrit

(59) v T BXE)-v T - B()),

ol les points x(f') et x(f) appartiennenta f' et f respectivement. Leur distance
n'excede donc pas 2y . D'aprés (57), le terme (59) se réécrit

72. Sinon, remplacer v longueur(f) par v, longueur(f,) + v, longueur(f,) dans la
deuxiemeligne du calcul. C'est le méme théoréme de la moyenne de lathéorie de I'Intégration
qui est invoqué, mais la mesure est celle "avec poids v".

73. Clest en fait un résultat de la théorie des équations aux dérivées partielles, au prix de
trés peu d'hypothéses de régularité sur D, sur les interfaces matérielles, etc.
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Sov TE B () - B XO),

et se borne donc par Cy, 3, Iv''|aire(f’). Au prix d'une hypothése d'uniformité
plus forte (celle de I'Exer. 28, c'est-a-dire 0 < a = 8 /y,, qui n'est pas trop
restrictive en pratique), et s v est symétrique définie positive et localement définie,
ce qui lui assure une structure bande (pas plus de k _termes non nuls par ligne, ou k
ne depend pas de m), on peut montrer queles v'"' sont en Yo . Lesaires étant
Oy, %), le terme (59), et donc [B, f], est borné par Cy Grace al'hypothese de
I' Exer 28, a nouveau, le nombre de facettes (|mp055|ble a évaluer sinon) est en
Yo o ° et donc il suffit de montrer que [H, f] = O(y mz), comme [B, f], pour en finir.
Malheureusement, lamatrice p étant pleine, I'argument sur la proximité des points
x(f") et x(f) nevaut plus. On doit traiter séparément la contribution & [H, f] des
facettes voisinesde f (qui esten vy, 7, ° parles memes arguments) et celle des autres
facett& Pour cela, on montre d'abord queles '’ sont en v, 20, ou d(f, ) est

a"distance combinatoire" de f et de f', c'lest-a-dire le nombre minimum de volumes
quil faut chalner pour lesjoindre. Lacontribution des f' éloignéesde f peut alors
se borner par la somme d'une série convergente, et savere étre effectivement en vy
d'ou finalement la consistance.

m’

On voit sur cette esquisse que la démonstration de consistance suppose des
hypothéses précises sur le maillage, la matrice, etc., qu'il vaut mieux prendre en
compte cas par cas, mais aussi que la propriété (57), qui exprime la compatibilité du
hodge avec les propriétés métriques des deux réseaux, y joue le premier réle. Et
donc, bien qu'elle ne soit, au sens strict, ni nécessaire ni suffisante, nous prendrons
la condition (57) comme critére de consistance, un critére qui est satisfait, par
construction (Fig. 28 et formules (12)(13)), dans la"méthode cellulaire” [To] et dans
FIT [Wd], mais qui laisse place a beaucoup d'autres possibilités. Nous verrons plus
loin comment et pourquoi il est setisfait aussi dans la méthode de Galerkine.

1.6.2. Stabilité

Donc, sil y a consistance, c'est-a-dire si le second membre de (55) tend vers 0
avec m, |'énergie discréte, soit

|pmb—b|VZEEfygETVfg[ffn-B—bf] ,n-B-bg],

tend vers 0 au moins aussi vite que y mz. Dans le cas d'un hodge diagonal, cela
signifie que

Efe?vff[ff n- B_bf]2
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tend vers 0. Or le véritableflux p b =fn-B esten y, ° Sachantque v'' est
en vy, et le nombre de facettesen v, on voit que |'erreur sur le flux embrassé
par f, soit |p,b— b, esten v ° enmoyenne. Leflux lui-mémeétanten vy 2 on
est tenté de conclure que "l'erreur relative sur le flux embrassé par f tend vers 0 (en
y,, Oumieux) pour chague facette f", ce dont certains semblent se satisfaire. Maisa
y regarder de plus prés, le raisonnement est trés approximatif (“en moyenne" ??) et
I'assertion qu'il est censé prouver n'aaucun sens. "La’ facette f ? Mais f est une
entité liée au maillage m, qui donc n'est pas identifiable indépendamment, et aucune
proposition de la forme "tel nombre associé a f tend vers 0 avec m" ne peut étre
logiquement cohérente.

En revanche, prouver quelque chose comme "pour toute surface fixe S (donc
indépendante de m), I'écart entre le flux réel et le flux calculé tend vers 0 avec m"
serait d'un véritable intérét. Mais cela suppose que nous sachions calculer le flux
embrassé par S apartir du tableau b des DdL, pour toute S. Il nous faut donc
une 2-forme, qui va étre notée p b, construite a partir de b, et telleque <p b ; f>
= b,. On pourra alors comparer <p b ; S> a<b,; S, et donc pb a b.
Autrement dit, il faut reconstruire un champ a partir des DdL, afin de le comparer au
vrai: On ne peut comparer que des objets de méme nature.

Les mémes considérations valant pour h, nous sommes donc a la recherche
d'une application notée génériquement p, , qui transforme un tableau de DdL, par
exemple b ou h, en uneforme différentielle de degré et nature appropriés, avec

(60) rp,b=b, rph=h

Il n'est pas questionque p . rb=b e p r h=h engénéra. Maisil faut que

m m m m

I"erreur detroncature” p r —1 tendeversOavec m en un sensraisonnable, et le
plus simple de ce point de vue est de requérir
(61) Ip,r,b-bl,—0 et |p,rh-hl —0 quand m —0

pour tout b ou h assez régulier. On peut espérer alorsque |p, b —b|, et [p, h -
h|, tendent vers O (convergence "en énergie”). Comme on va le prouver tout de
suite, c'est effectivement le cas sil existe une constante o telle que

(62) o lp,bl, = Ibl, alp,hl, =[h],

pour tout b ou h. Puisque |b], et [h], dépendent du hodeg discret chaisi, (62)
est une propriété du schéma d'approximation, que I'on appelle stahilité.

ProrosiTion 6. Sil y a consistance, au sens de (66), la convergence résulte de (61) et
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(62).

Démonstration. Par consistance, le premier membre de (55) tend vers 0, donc
b, —r bl —0,et |pb, —p,r.bl — 0, dapres(62). D'apres(61), donc, p, b, —

0, en énergie, grace al'inégalité triangulaire. De méme pour h. ¢

C'est le résultat connu sous le nom de "théoréme de Lax": consistance +
stabilité = convergence.

1.6.3. Convergence
1.6.3.1. Magnétostatique: Une solution d'attente

Plus loin, nous allons trouver une méthode générale de construction de p,,
gréce aux éléments de Whitney. Mais en attendant, on peut d'ores et déja proposer
un tel opérateur de prolongement dans le cas particulier qui nous occupe, ou le
tableau b satisfait Db = 0, si le maillage primal est simplicial. L'idée est de
rechercher un champ représentatif B uniforme dans chaque tétragdre, avec desflux de
facette B - f égaux aux b, donnés. (OnauraaorsdivB=0.) Ceci, qui n'est pas
possible pour des volumes quelconques, |e devient dans |e cas des tétraédres, qui n'ont
que quatre facettes, et detableaux b telsque Db =0, car cette relation réduit atrois
par tétragdre le nombre d'équations indépendantes dans le systéme B - f = b,, autant
que d'inconnues (trois composantesde B par tétraédre). Il y adonc une solution B
unique, et I'on pose p b = B.

Onaadors p,rb—Db,si db=0 (Exercice 31). Quant ala condition de
stabilité (62), on a |pmb|v2 =[5V B, une forme quadraticue par rapport aux flux de
facettes, que I'on peut donc noter (b, Nb), ol N est une matrice carrée définie
positive. Supposons d'abord un tétraedre seulement dans le maillage, et considérons
le quotient a la Rayleigh (b, vb)/(b, Nb). Saborne inférieure o, par rapport a
b, strictement positive, ne dépend que de la forme du tétraedre, pas de sa taille.
Sommant par rapport a T, on trouve que le o de (62) est la borne inférieure des
o, qui est strictement positive gréace al'uniformité postul ée (tant sur le maillage que
sur v). On peut donc conclure, concernant le schéma (51), que p, b, converge vers
b, en énergie, si I'on a consistance.

I n'y a pas de construction analogue du c6té de h, mais ce n'est pas grave: Si
p,b, — b,aors vp b —h desorteque v p u peut servir de prolongement du
coté dual. C'est une approximation "non conforme”, faute de continuité de laforme
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v p,uh: Son champ représentatif H n'a pas la continuité tangentielle requise d'un
champ magnétique (en particulier, il n'a pas de rotationnel), mais I'essentiel est qu'il
converge en énergie.

Il reste que nous n'avons pas la l'application p, souhaitée, de validite générale,
car Db =0 n'estici qu'un heureux hasard.

1.6.3.2. Maxwell complet: Une esquisse

Avant d'aborder ce probleme, discutons briévement de la convergence dans le cas
des équations de Maxwell en évolution (égs (37) et (38)).

D'abord, par interpolation linéaire entre les valeurs des tableaux de DoF, telles
que le schéma les donne, on obtient des tableaux fonctions du temps, qui convergent,
lorsgue t tend vers O, versla solution des équations différentielles (29) et (30). Pas
de difficultés sur ce point.

Ensuite, la linéarité des équations permet de passer du domaine temporel au
fréquentiel, par transformation de Laplace. Au lieu d'étudier (29) et (30), on peut
donc examiner le comportement de la solution de

(63) —pp+RH=J, ps+RE=0,
(64) D=€E, B=WH,

lorsque m — 0. Ici, p=E +iw, avec & >0, et les petites capitales dénotent des
transformées de Laplace, qui sont donc des tableaux de DdL avaleurs complexes. Si
I'on peut prouver la convergence uniforme par rapport a ® (ce que la condition
g€ > 0 permet), la convergence de (29)(30) sensuit, par transformation de Laplace
inverse. Le principal probléme est donc de comparer E, B, H, b, donnés par (36)(37)
avec r E I B,I H, I D,0Ulespetites capitales, a nouveau, dénotent des transformeées
de Laplace, mais cellesdesformes e, b, h, d cettefais.

Lafagon de procéder est laméme qu'en statique. Etablir d'abord que
(65) pu(H —r,H) + R(E 1,8 =p(r, u—Kr)H,
(66) —pe(E~r,8) + R ~r,H) =—p(r,e —€r)E
Puis multiplier (65), au sens du produit ( , ), par *(H —r_H), conjuguer (66) avant

de le multiplier par (e —r E), et additionner. Lestermesen R et R' sannulent,
et les estimations en énergie suivent. La similitude entre les seconds membres de
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(54) d'une part et de (65)(66) d'autre part montre que rien de nouveau n'est requis en
fait de consistance. Lastabilité, si € > 0, alieu si elle avait lieu en statique. Ce
qui fait un bon hodge discret en statique, par conséquent, suffit aen faire un pour les
problémes d'évol ution.

Ceci est un gage de la fiabilité de la boite a outils: Si les hodges discrets et les
maillages sont compatibles au sens de (67), de sorte qu'il y ait consistance, si I'on
peut passer des DdL aux champs, par I'opérateur p, , detelle sorte que larelation de
stabilité (62) entre énergie discréte et énergie continue ait lieu, la convergence suivra.
Le probléme frontal est donc maintenant la construction des p,. Nous aurions
besoin d'eux, de toute facon, pour déterminer les flux, f.e.m., etc., ailleurs que sur
les cellules du maillage, mais la n'est pas la principale raison. C'est avant tout pour
tester la stabilité, et par suite la convergence, du schéma associé a des hodges discrets
donnés, qu'on a besoin des p,, C'est-a-dire d'éléments finis, a savoir les éléments de
Whitney qu'on va maintenant construire.

1.7. Les formes de Whitney

Reésumons les attentes concernant la famille d'applications p,,. A chaque
tableau de DdL doit correspondre une forme de degré et nature appropriés. une
1-forme p e autableau e baseé sur les arétes primales, une 2-forme p b a b
basé sur les facettes primales, etc. On doit avoir
(67) rpe,=1 p,r,— 1 lorsque m— 0.

m m

La stabilité (62) sera assurée automatiquement par uniformité. De plus, il est
souhaitable que db =0 quand Db =0, que de=0 quand Re=0, etc., donc que
I'on ait en toute généralité la propriété structurale

(68) dpm = pmd’

atous les niveaux, de méme que I'on avait dr, =r d. Enun mot, le diagramme de
laFig. 33 doit é&tre commutatif. 1l est remarquable que cette simple condition suffise
aengendrer lesinterpolants cherchés, de fagcon essentiellement unique. Cesinterpolants
sont les formes de Whitney [Wh], et on appellera complexe de Whitney la structure
gu'elles forment prises ensemble.

1.7.1. Des variétés aux chaines

On va aborder la question sous un angle inhabituel, mais naturel compte tenu de
la facon dont nous avons défini les formes différentielles, comme applications de
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type VARIETE — REEL. Par exemple, une 2-forme telle que b associe un
nombre, le flux [b, aune surface S. Partant du tableau b ={b, : f € F}, il sagit
donc d'associer & S un nombre déduit de b. Si S se réduit & f, ce nombre est
forcément b,. Sil se trouve que S est une chaine EI ., C f baséesurles
facettes, ce nombre est forcément, par linéarité, Y , c' b,, que nous noterons
<c¢, b>, avec des crochets en gras. Le probléme sera donc résolu si hous savons
associer a S, de fagon naturelle, une 2-chaine, disons Y, , w'(S) f, que I'on va noter,
pour des raisons qui seront claires dans un moment, pmI S. "Naturelle" implique en
particulier additivité par rapport a S et continuité, au sens de la topologie des
chalnes. La question est donc devenue "quelle 2-chaine approche le mieux S', ou
"comment représenter S par une somme pondérée de facettes?'. La figure 34,
relative aux courbes (p = 1), donne I'idée.

0 1 2 3

Représentants - — gad—> - — rot—=> - — dv—> -

Formes T — d —> T — d —> T — d —> T

P b P P,

Tablesux de DdL ‘ — > ‘ - D> o — R-—> .
(au primal)

Figure 33. Forme diagrammatique de (68), associée a une partie de la Fig. 14
(en haut). Les diéses et bémols représentent les isomorphismes entre formes
différentielles et leurs représentants, scalaires ou vectoriels.

Une fois connue I'application p, ', cest-a-dire les poids w'(S) aattribuer a S,
on connéit p,: En effet, I'application S — w'(S) constitue une 2-forme, associée &
f, que l'on peut noter w', et <p 'S; b>=3, w(S) b, cest-&dire <S; 3 b,w'>.
Donc p,b =3,b,w. Onvoitque <p, 'S; b>=<S;p, b> cequijustifiela
notation pmt : 1l'y abien, en effet, transposition ici. Laforme w' sappelle forme
de V\/hiftney associée & f. Le poidsde S danslachaine p,'S est [ow' =
<S;w>,
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Figure 34. Représentation de la courbe c par une somme pondérée d'arétes
primales, ou 1-chaine. Les variations d'épaisseur tentent de suggérer les poids
accordés aux différentes arétes. Cellestelles que a dont le "domaine de controle"
(en grisé) ne coupe pas ¢, ont un poids nul. (Les poids peuvent étre positifs ou
négatifs, selon I'orientation de I'aréte par rapport a ¢.) Comment attribuer ces
poids est le probléme central quant a la construction des formes de Whitney.

1.7.2 Une formule génératrice

Quelques conventions de notation d'abord. Le maillage primal est supposé
simplicial, jusgu'd nouvel avis. Les résultats valent en dimension n de I'espace
ambiant et pour toutes les dimensions simpliciales p = n, mais sont énoncés
comme si I'onavait n=3 et p=1ou 2, qui sont les cas utiles. De méme pour
les démonstrations, y compris celles par récurrence lorsqu'on passe de p, quelconque,
a p + 1, mais dans lesquelles nous adapterons la notation & une valeur concréte de
p, 1 ou 2, préférant donc R, D, ou R', D', a d ou 4. Il serafacile dans chague
cas de vérifier que la preuve aen fait valeur générae.

On note A"(x) le poids barycentrique du point x par rapport au ncaud n,
lorsque x appartient al'un destétragdres qui ont n en commun (dans les autres cas,
A"(x) = 0). Par définition, A*=A" + A", lorsque a est I'aréte {m, n}, et A'=A'+
A"+ A" pour lafacette f ={l, m, n}, etc. Lorsque a={m, n} et f={I, m,n}, on
note f —a le noaud restant, c'est-a-dire 1. Ainsi A'~? signifie (danscecas) A', et
vaut A" — A% Le segment orienté allant du point X au point y est noté Xy, le
triangle orienté formé par les points x, y, z, dans cet ordre, est xyz. Enfin, bien
que le noaud n et sa position x, soient des choses distinctes, nous écrirons a
I'occasion ijx pour le triangle basé sur les points X, X, X, ou x; et X; sont les
points occupés par lesncauds i €t j.

Il sagit de "représenter une p-variété par une p-chaine'. Lorsque p=0, la
solution de ce probléme est connue: Tout point x du domaine maillé est le
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barycentre x =Y . A"(x) x,, & poids A"(x), des sommets du simplexe auquel il
appartient. Son poids par rapport au noaud n est donc A"(x), et la O-chaine qui le
représenteest p,'x =3  _. A'(X) n. Les O-formes de Whitney w" sont donc les
A", cest-a-dire les "fonctions chapeau" de laméthode des éléments finis. On note que
le prolongement standard p,, qui associe au tableau ¢ la fonction ¢ =
S < @, W', Sobtient bien par transposition comme annoncé: <p 'X ; @> =
S A M@ =3 WX @' =<x; > We™>=<x;p, ¢> Autrement dit, lesfonctions
chapeau jouent un double role: ce sont les poids qui permettent de représenter les
points & partir des positions des noauds, ce sont aussi les interpolants qui donnent les
fonctions a partir de leurs valeurs nodales.

Figure 35. Agauche: Aveclaréte a={m,n} et lesfacettes {m,n, k} et {m,
n, I} orientées comme indiqué, la 2-chaine & associer au triangle x v a, alias
mnx, ne peut &re que AX(x) mnk + A'(x) mnl. C'est bien ce que dit (69). A droite:
méme relation entre x v n et la 1-chaine A(x) nk + A'(x) nl + A™(x) nm.

Procédant par récurrence, soit a représenter une p-variété par une p-chaine
lorsgu'on sait le faire pour les variétés de dimension p— 1. Pour étre concret (mais
cela ne fait rien perdre en généralité), soit p = 2. On sait donc représenter un
segment yz par une 1-chaine p,'yz=3 ,_, <yz;w™. Sil'on sait représenter un
triangle xyz, on saurareprésenter une surface (il suffit dela découper en triangles au
préalable). Par ailleurs, par linéarité, p,'xyz=3  <yz;w®>p '(x va), ol xva
est le triangle de la Fig. 35, a gauche. La question se réduit donc & par quelle
2-chainereprésenter x v a? Lafigure suggere la seule réponse possible: x v a est
"lamoyenne" des deux facettes mnl et mnk, qui sarticulent lelong de a={m, n},
avec pour poids les poids barycentriques de x par rapport aux noauds k et |I.
Tenant compte des orientations des facettes, et pour une position quelconque de X,

on pose donc
(69) pxva=3, ., R*A (X

On adors, pour un petit triangle xyz,
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P XyZ=3 cp <yZ;W>p, (xva)
:Eaeﬂ, feF Rfa }"f_a(x) <yz; w> f

quel'onveut égal & 3, _ . <xyz; w'> f, d'ou

(70) <xyz;w>=3 N TAX) <yz; ws.

aE?{Rf

Comme cas particuliers de cette formule, on a aussi 0 = <xzx ; w’> =
S.RANTAX) <zx;whs et 0=<xxy;w>=3 RAATYX) <xy; w*, doy,
additionnant le tout,

<xyz;w>=3 _ RANTAX) <yz+ zx + xy ; w>
=3 . e RAN X)) <d(xyz) ; w>
=3 .ca RANTAX) <xyz ; dw™>

et par conséquent W' =3 R AT T(x) dw?,

aE?

Nous sommes donc conduits ala définition récursive suivante:

DerNniTIoN.—  La forme différentielle de Whitney associéeau (p + 1)-simplexe o
est

(72) W=3 oy d AT dw
ou s parcourtl'ensemble S, des p-simplexes. En particulier, w"=2", et
72 W=3 o GIATaw!, w=3 L RAN T dwA

w=3,_, D A aw.

Exercice 32. Vérifier que, sur un tétragdre {k, I, m, n}, ces formules donnent
we=A" dA" = A" dA™

pour I'aréte a={m, n},
w =20 dA™ A dA" + A" dA" A dA' + A" dA! A dA™)

pour lafacette f ={l, m, n} etenfin, pour v={k, I, m, n}.

w' =6\ dr' A dA™ A dA" + ... (trois termes analogues)).
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Exercice 33. Montrer que les champs de vecteurs représentatifs de w® et w' sont
(avec V pour grad)

W=A"VA —A" VA",
W =2\ VA" x VA" + A" VA"x VA + A" VA x V™).

Exercice 34. Montrer que VA" = KTm/(3 vol(klmn)), o KTm est I'aire vectorielle
delafacette kim.

Exercice 35. Montrer que w™(x) = XI/(3 vol (kimn)).
Exercice 36. Montrer que w™ "(x) = (KT x kx)/(6 vol(kimn)).
Exercice 37. Montrer que ladensité associéea w' est 1/volume(kimn).

En dimension quelconque, le développement complet de la récurrence donne,
pour un p-simplexe s={n, n, .., n}, orienté par I'ordre des sommets,

W=pl S o D) W dwO A L () oA dw,

oule (i) signifie "omettre le terme dw"." C'est de cette fagon que les formes de
Whitney sont décrites dans[Wh].

k

Figure 36. De méme que le poids barycentrique du point x par rapport au
noaild n est vol(kimx), si le volume de kimn est pris pour unité, le poids du
segment Xy par rapportal'aréte {m,n} est vol(klxy), et celui du triangle xyz
par rapport & la facette {I, m, n} est vol(kxyz).

RemArRQUE.— L'Exer. 32, en particulier, aideraareconnaitre dans (70) le dével oppement
d'un déterminant, celui formé par les coordonnées barycentriques des points X, y, z
vis-avis des sommets |, m, n. D'ou l'interprétation des poids suggérée par la
Fig. 36. ¢
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1.7.3. Propriétés des formes de Whitney

Dérivons maintenant quelques formules des définitions (71) et (72), alafois
pour leur intérét propre et atitre de préparation pour le résultat central de laProp. 9
ci-dessous, asavoir dp, =p,d. On notera WP, dorénavant, le sous-espacede F°
engendré par les formes de Whitney de degré p.

ProrosiTion 7. Pour tout simplexe, il y a une relation entre les formes de Whitney
attachées a sesfaces: Par exemple, pour chaque f,

(73) S.caRAM AW =0,
Démonstration. D'aprés(72), 3 , R A *w'=3 A" A "RAG." dw" =0,

grace alarelation RG =0, parceque A"~ A*~", qui est le méme pour tous les a
de of contenant n, peut ére mis en facteur. ()

Comme corollaire, en se servant de d(A w) =dA A o + A dw, on obtient
wW==3_ R T AW

et autres variantes de (72). Vient maintenant le plus important.

1.7.3.1. Une"suite exacte"

ProrosiTion 8. Pour chaque p-simplexe s, ona
(74) (i) Adw'=(p+ 1) dA®awS, (i) dA°A dw=0.

Démonstration. C'est vrai pour p = 0. Supposons-le pour p = 1. Alors dw' =
S.RAAN T dwt =3 RAdA A dwt = d\' A 3, R dw® par (74-ii), d'ol
dh A dw = 0. Enstite, A dw = A3, R dA' A dw?) = dA' A (3, R2 A dw) =
dAf A W'+ 23, RAdM A W) =dA A w' =2(dM A 3, R dA "3 A w?) =3 dA' A W,
ce qui prouve (74-i) pour p=2. D'ou (74-ii) pour p=2 enprenantle d. ¢

Ensuite, encore une variante de (72), mais sans sommation cette fois. Pour
toute aréte a telleque R,*=0,0n a

(74) RAW =A"2dw* -2 dr' "2a WA

Ceci se démontre par récurrence, en utilisant G,"w" = A% ~" dw" —dA® ~"w", oll n
=an a, et l'identité G,"G," = - R°R,". On peut maintenant conclure avec le
résultat central concernant les propriétés structurales du complexe (cf. Fig. 33):
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ProrosiTion 9. Ona
aw' =3, RW,
et donc, par lingarité, dp, =p,d.

Démonstration. Puisgue les deux membres sannulent en dehors de 1" étoile" de a,
c'est-a-dire de laréunion st(a) des volumes contenant a, on peut faire comme si
st(a) éait latotalité du domaine maillé. Noter que 3, R*A'=1-A% sur st(a).
Donc, 3, R W =3, M " *dw* —2d\ "* A w = (1 - A% dw? —2d(1 —A%) A W=
(1= 2%)dw” + A% A dw® = dw’, gréce a (74-i). Ensuite, d(p,u) =d( ,u,w?=
3. RAuW =3 (Ru)w =p, (du). {

Corollaire: dW°™" C WP, et si le maillage est tel que ker(d ) =cod(d, _,), comme
c'est le cas lorsqu'on maille un domaine "contractile" [B1], c'est-a-dire de topologie
simple, alors ker(d ; W) = WP, autrement dit, les espaces de Whitney forment
une suite exacte.

1.7.3.2. "Partition de I'unité"

Pour ce qui vient maintenant, nous retournons au formalisme vectoriel standard,
en minimisant les changements de notation: W* et W' sont les champs de vecteurs
associés aux formes de Whitney w? et w', et I'ona W* = A™ VA" — A" VA", etc.
Fonctions et O-formes étant la méme chose, w" reste w". On se débarrassera des
fleches sur les vecteurs en convenant que f, par exemple, désigne soit la facette f,
soit son aire vectorielle, ce qui sera sans ambiguité dans le contexte. Méme double
emploi pour f.

Rappelons que la somme des fonctions barycentriques est égale a 1, de sorte que
YW= 1. Cette propriété de "partition de I'unité" se généralise comme suit:

ProrosiTion 10. En tout point X, pour tout vecteur v, ona
(75) S VW) F=v,

C'est une conséquence de la construction ci-dessus, ol nous avions Xyz =y, <Xyz ;
w(x)> f. Remplacant w' par W', xyz par son aire vectorielle v et f par son
aire vectorielle, on trouve (75). (Il y aen fait une formule de ce type pour tous les
degrés, et celle au degré 0 n'est autreque >, W' =1.) Comme corollaire, obtenu
enremplacant f par g, v par vW/(x), et en intégrant par rapport & x, on a

EgET‘Vfgg:V,\f,
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otiles v o= v W' W? sont lesentrées de la matrice de Galerkine v, et vT le
vecteur de la Fig. 32, mais avec cette importante précision que le maillage dual est
ici celui obtenu par la construction barycentrique. On montrera sans peine, en effet,
que v W =vf (Exercice 38), en travaillant séparément sur chaque tétraédre (ol v
est uniforme), sur le modéle suggéré par la Fig. 37. Maintenant, comparons cela
avec laformule (57), la condition de compatibilité mise au jour par I'analyse d'erreur:
Nous venons enfin de démontrer qu'elle est satisfaite par les hodges de Galerkine.

Figure 37. Pourquoi f, w*= & dans le cas du maillage dua barycentrique.
D'abord, la hauteur issuede n apour longueur 1/[Vw"|, donc f; VW' = kim/3.
Ensuite, la moyenne de w" ou w™ est 1/4. Donc f; w? =f; [wW" vw" —w" vw™"]
est un vecteur égal a (klm/3 + kin/3)/4. Comme le montre la figure (les 12
triangles de droite ont tous la méme aire), ceci est précisément I'aire vectorielle
de &

1.7.3.3. Formesde plus haut dégré

Résumons. Les formes de Whitney ont été construites de telle fagon que la
propriété (75) de partition de I'unité ait lieu. Gréace a cette propriété, les matrices de
masse formées a partir des € éments de Whitney satisfont une propriété de compatibilité
avec le maillage barycentrique, la condition (57), que nous avons reconnue plus haut
comme un critére de consistance. Nous pouvons donc ériger en principe que les
formes de Whitney de degré supérieur doivent, elles aussi, former des partitions de
['unité, sur le modele de (75).

Etant plus nombreuses, a priori, les formes de degré supérieur doivent correspondre
ades partitions plus fines. Or nous avons un moyen de raffiner la partition (75): |l
suffit de multiplier les deux membres par les A", qui forment aussi une partition de
['unité. Le résultat est
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(76) Sicrnesy MWK V) f=v,

d'ou la recette suivante: Associer a chaque aréte, facette, etc., non plus une seule
forme de Whitney, mais les produits™ A"w? A"W', etc., ol n parcourt N. Au
lieu des espaces de Whitney WP, composés de formes de degré polynomial un au
plus, nous obtenons ainsi des espaces plus grands, W®,, composés de formes de
degré deux au plus. Comme nous allons le prouver dans un moment (en supposant
le domaine contractile, mais ce n'est pas une restriction grave), le complexe qu'elles
constituent a la propriété de suite exacte: Si par exemple b=3 b A" w
satisfait db =0 (doncs divB =0, 0u B estlereprésentant vectoriel), il existe
desDdL u,, telsque b=d(  ,u,,A"w’). (Comment définir W",, pour les
degrés polynomiaux k = 3, avec naturellement WP = WP, devrait maintenant étre
évident.)

Noter toutefois que, du fait de la Prop. 7, ces nouvelles formes ne sont pas
linéairement indépendantes. Par exemple, |'espace engendré par les A"w?, sur un
tétragdre, a pour dimension 20 et non 24, car la Prop. 7 impose une relation telle que
(73) par facette. Sur I'ensemble du maillage, avec N nceuds, A arétes, F facettes,
les deux produits A" w® et A"w® pour chaque aréte a={m, n} et les trois
produits A'~*w? pour chaque facette f donnent un total de 2A + 3F générateurs
de W',. Mais avec une relation par facette, soit F en tout, la dimension de W*,
seréduita 2(A + F).

REMARQUE— De méme, les espaces engendrés par les A" w", les A" w' et les
A" w' ont pour dimensions respectives N + E, 3(F + V) et 4V. Laformule
généraleest dim(W") = (p + (S, +S,.,), 0u S, estlenombrede p-simplexes.
Noter que Y (-1)°dim(W®) =3 (-1)° S, = , laconstante d'Euler—Poincaré du
domaine maillé. {

Du fait de cette redondance, ces formes posent un probléme quant a l'interprétation
des degrés de liberte. Avec les éléments d'arétes standards, le DdL u,, est l'intégrale
delal-forme u=73  u w* surl'aréte a. Autrement dit, lamatrice (carrée) des <a
W est lamatrice unité. Arétes et ééments d'arétes sont en dualité,” en ce sens
précis. Maisici, nous ne pouvons espérer trouver une famille de 1-chaines en dudité
avec les AW Les candidats les plus naturels a cet égard, & savoir les "petites
arétes' notées {n, a} surlaFig. 38, nefont pas I'affaire, car lamatrice A"° _ des
circulations <{n', a} ; A"w* n'est pas|'unité. Si au moins elle était réguliére, on
trouverait en l'inversant une autre famille de chaines, combinaisons linéaires des

74. Bien entendu, seuls les produits non nuls sont a prendre en considération.
75. Tout comme les vecteurs et covecteurs de base 9; et d delaNote 51.
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{n, a, en dualité avec les A" w®, Mais réguliére elle n'est pas, a cause des
relations (73).

Figure 38. Gauche: "Petites arétes’, en relation biunivoque avec les forme
AW, et leur indexation. Droite: Une autre fagon de les définir.

Exercice 39 En dimension 2, et pour un maillage formé d'un seul triangle {I, m,
n}, calculer lamatrice 9 x 9 descirculationsdes A"W* sur les petites arétes (une
ligne pour chaque forme). Vérifier qu'elle est de rang huit. [Penser a orienter les
petites arétes de maniére a profiter au maximum des symétries.]

Exercice 40. 1l y adonc — aun facteur multiplicatif prés — une chaine, basée sur
les "petites arétes’, sur laquelle toutes les A" w® ont une circulation nulle.
Laquelle?

Exercice 41. Que sont les "petites facettes' et les "petits volumes'?

On peut tourner la difficulté en supprimant simplement un éément de type A'~
#w? pour chaque facette et |a petite aréte correspondante. Lamatrice A est aors
réguliére et on peut trouver des chaines en dualité avec les 1-formes retenues (ou
vice-versa). Mais la symétrie est perdue, ce qui n'est jamais souhaitable. Mieux
vaut donc raisonner en termes de blocs de DdL, un bloc de un par demi-aréte et un
bloc de trois par facette. On peut alors diagonaliser par blocs la matrice des
circulations, avec une claire correspondance biunivogue entre blocs de chaines et
blocs de formes. Simplement, la dimension de |'espace (des formes ou des chaines)
engendré par un bloc de trois est deux et non trais, et les trois DdL d'un tel bloc ne
sont significatifs qu'a une constante additive prés. L'essentiel est préservé: Une
formede W, dont toutes |es circulations Sannulent est nulle.
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ReEMARQUE.— Les "petites arétes’ peuvent étre définies différemment, par exemple
[Ka] comme sur la Fig. 38, droite, avec I'avantage de mieux mettre en évidence les
chaines sur lesquelles toutes les formes A"w® sannulent: ce sont les sommes (au
sens de |'addition des chaines) des trois petites arétes, convenablement orientées,
portées par chagque face. Le lecteur n'aura pas de peine aimaginer ce que sont les
"petites facettes' et "petits volumes' dans cet esprit. ¢

Reste a faire la preuve de la propriété de suite exacte concernant les WP, :
Montrer que db =0 pour un b de W°, entraine I'existence, localement au moins,
d'un u dans W"Z"1 tel que b= du. Onferaladémonstration danslecas p =2, et
en usant des symboles rot et div aulieude d pour plusdelisibilité. Le domaine
est supposé contractile (topologie triviale), ce qui n'est pas une restriction puisgue
seule I'existence locale de u, c'est-a-dire au voisinage de tout point, est en question
(comme pour le Lemme de Poincaré). D'abord, deux points techniques:

Lewmme 1. Si 3 B, A" (X) =B, pour tout X, les B étant des nombresréels, alors
B, =B, pour touslesnoaids ne N.

Démonstration. Car ¥ A"=1 estlaseulerelation entreles A".
Lewme 2. Si u €W, alors 2rot(A"u) —3 1" rot u estdans W-

Démongtration. Si u=w® et n=f —a, c'est une conséquence de (74). Si n est
I'une des extrémités de a, si a={m, n} par exemple, le calcul suivant suffit:
2dA" A (VTN = A"dA™) = =2 A" dA" A dAT = A" dwh. )

Cela étant,
ProrosiTion 11. Si lasuitedes WP est exacte, celledes WP, est exacte.

Démonstration (au niveau p = 2). Soit b=3 _, A"b, avec tousles b, dans
W, et divb=0. D’apréslelemme 1.1 (casou u€ W?), 3div(rA"b) -4 A"divb,
eW’. S divb=0,0onadonc I, ., A'divb, =c, o0 ceW? Appliquant le
Lemme 1, tétraedre par tétraédre, on voit que div b, est le méme champ pour tous
les n. Il yadoncun b dans W? tel que div(b,—b) =0 pour tout n, et puisque
le complexe des WP est exact, il y aun u, dans W' tel que b, =b+rotu,.
Donc b=b,+b+ 3 A"rotu. ParleLemme2,il y adonc un certain b dans W’
tel que b=»5b + 2/3 rot(3,A"u), et div e =divb=0. Donc b est bienle
rotationnel d'un éément de W', ()

RemARQUE.— En fait, comme on peut le démontrer en y mettant un peu plus de soin,
les complexes WP, et W’, ont la méme cohomologie, quelles que soient la
topologie du domaine et les conditions aux limites. ()
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1.7.4. Formes sur dautres éléments que les simplexes

L'idée qui nous a guidés jusque la, approcher les p-variétés par des p-chaines
basées sur les p-cellules du maillage, est trés productive, comme on vale voir.

1.7.4.1. Hexaédres

Premier exemple, I'élément” isoparamétrique” sur les hexagdres [E&] peut étre
compris de cette fagon. Une explication en 2D suffira (Fig. 39), la généralisation
étant facile. Considérons un quadrangle convexe basé sur |es points X, X5 Xy
X,,, € cherchons quels poids w"(x) leur donner pour représenter un point x sousla
forme x = ¥ w'(x) x,, o n parcourt I'ensemble {00, 10, 01,11}, de fagon
raisonnable. (Il y a plusieurs fagons, puisqu'on dispose de quatre points la ou trois
suffiraient.) Si x est sur lafrontiére, les poids sont évidents. Par exemple, si x =
(1 = )Xy, + Xy, pOINt que nous notons x.,, les poids sont {1 - §, §, 0, 0}. Pour
X = Xgy = (L =Xy + Exyy, on prendra {0, 0, 1 - &, §. Maintenant, tout point x
appartient au segment [x, X.,] pour une unique valeur §(x) du poids &, et dansce
cas x estle barycentre (1 —m)X, + mX,, pour un certain m = n(x), donc il est
naturel de distribuer les poids précédents dans |les mémes proportions:

(77) X = (=)L -EX)) Xgo + (1 =MXNEX) Xy
+ )L -ER)) Xy + NIERK) Xy,

ce qui met en évidence les poids: w® = (1—1)(1 - €), etc. Ilsforment manifestement
une partition de l'unité.

Cherchant dans ce que nous avons fait un moyen de généraliser aux dimensions
supérieures, nous remarquons, associé a |'application trilinéaire® x — { £(x), n(X),
C(x)} dun hexaedre versle cube unité dansl'espace Eng, un "systéme de projections”.
Les projections successives (auxquelles on peut procéder dans n'importe quel ordre)
envoient un point X = X, . Vers sesimages X,. €t X, . sur les facettes” en
regard € = 0 et € =1, puis, récursivement, envoient chacune de ces images sur
deux arétes en regard, etc., jusqu'a ce que I'on aboutisse a un nocaud. Au cours de ce

76. Ainsi appelée parce que &,m et T, bien que polyndmes de degré 3 par rapport aux
coordonnées cartésiennes de x prises ensemble, sont des fonctions affines de chacune
delles prise séparément.

77. Attention, les p-faces ne sont pas forcément "planes’, pour p > 1, en dimension
supérieure a 2.
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processus, le poids <x ; w"> de x est déterminé par récurrence, selon des formules
telles que (en supposant ici pour I'exemple que n appartient alafacette € = 0):
S w'™> = (1-E) Kone » w'>,

Le poids final de x par rapport & n est alors le produit des facteurs, tels que ici
1 — E, ramassés en cours de route. (I1s mesurent la proximité de chaque projection
relativement a laface vers laguelle va étre faite la prochaine projection.) Le dernier
facteur dans ce produit est 1, obtenu lorsque la projection atteint n. Remarquer, ce
qui évidemment est essentiel, que les mémes facteurs sont trouvés, a l'ordre pres,
guelle que soit la suite de projections menant a un nceud, et donc que le poids de x

par rapport a ce noaud est bien défini.

- ~
=z o v
nA B i ‘ {0, u(), v}
J'J'ﬁ {MX), u(x), v} w(x) + v(x)
_ Xo1 - 1 \\
Y\’l Xy Y o)
\ x | )
n=0
X0 o 0 | ) X1 > u
I g
un

Figure 39. Le systéme des projections, en dimension deux, pour le quadrilatére
et pour le triangle.

Lepassagede p=0 a p=1 devrait maintenant paraitre évident. Au lieudun
point, nous avons un vecteur v ancré en X, assez petit pour que le segment xy
(ou y = x + v) appartienne a un unique hexagdre. Les projections ci-dessus envoient
x et y surlesfacettes, arétes, etc. Arrétant la récursion un étage plus haut que
précédemment, au niveau des arétes, on trouve des projections xyy, de Xy sur
toutes les arétes. Le poids <xy ; w> est le produit des poids de x cueillis au
passage, mais le dernier facteur est maintenant le rapport algebrique x,y /a (dont le
sens est clair), au lieu de 1. D'ou I'expression analytique des formes de Whitney
correspondantes, par exemple, dans le cas de la Fig. 40, w® = nZ dE pour |'aréte
indiguée. (Remarquer qu'il y a bien "partition de I'unité": On a xy =
>, <Xy ; W*> a, par construction.) Les représentants de ces formes, W* = nC Vg
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pour 'aréte a de la Fig. 40, ont été proposés comme éléments d'arétes pour
I'nexaédre dans [VW].

Figure 40. Le poids w?(xy) est le volume relatif (dans I'espace Eng) de
I"arriére pays' de xy vis-a-vis de l'aréte a.

Une démarche analogue méne aux éléments de facettes: Le dernier poids pour un
petit triangle xyz est cette fois Xxy,z /f, C'est-a-dire le rapport des aires (notion
affine, et non pas métrique) desimages de x,y,z et de f dansle cube de référence,
avec le signe + s les orientations saccordent et —1 sinon. D'ou les formes de
Whitney: w'=Edn A dZ s f estlafacette £ =1, dont le champ représentatif est
W =EVn x VC.

On peut se demander si les poids tels que <xy ; w® ont |a aussi une
interprétation géométrique. Effectivement: <xy ; w*> est le volume relatif, dans
I'nexaédrederéférence H={{E€, n, C}: 0=<E=<1,0=1m=<10=<CT = 1}, dela
région "en arriere” de xy par rapport al'aréte a. Celapeut sembler trés différent de
ce qui se passait pour le tétraédre, mais on peut repérer dans le tétraédre un systeme
de projections (Fig. 41) qui révele l'anaogie.
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n

Figure 41. Laaussi, le poids w?(xy) est le volumerelatif del'arriére-cour.

1.7.4.2. Prismes

Ains, aux coordonnées cartésiennes et barycentriques correspondent deux systémes
de projections voisins, qui rendent évidente |'allocation des poids. On peut associer
les deux systémes, employant I'un d'eux selon p < n dimensions, et |'autre pour les
n—p dimensions restantes. Pour n = 3, cela donne une possibilité nouvelle, a
savair le prisme (Fig. 42).

Avec une telle variété de volumes, I'adaptation a des formes complexes (du
domaine maillé, ou de certains sous-domaines) devient plus facile [D&], et on peut
profiter de lasimplicité du réseau hexaédrique danslesrégionsa ¢ et u uniformes.
Encore faut-il que les traces de ces différentes formes de Whitney soient les mémes
sur toute facette commune a deux volumes élémentaires, quelle que soit laforme de
ceux-ci. Maisc'est bien le cas, du fait de larécursivité de laméthode d'allocation des
poids: Si un segment” xy est tout entier contenu dans une facette séparant, par
exemple, un tétraédre et un prisme, les poids <xy ; w*> pour les arétes a de cette
facette (triangulaire, dans cet exemple) ne dépendent pas de la configuration en dehors
d'elle. Les traces coincident donc, d'ou la continuité tangentielle des champs
représentatifs construits a partir de tels méanges d'éléments d'arétes.

78. Méme remarque pour un point X, ou un triangle xyz.
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E(L dv—v d)) v

Figure 42. Systéme projectif et éléments d'arétes pour un prisme. Remarquer
la commutativité des projections.

1.7.4.3. Volumes dégénérés

On peut souhaiter encore plus de variété, toutefois, et des ééments d'arétes ont
€té proposes pour les pyramides [CZ, GH]. Une facon systématique de procéder a cet
effet consiste & recourir a des versions "dégénérées' de I'hnexaédre ou du prisme,
obtenues en confondant un ou plusieurs couples de noauds ou d'arétes.

>
=
=]
=
~

A B %00 (A)

Figure 43. Systémes projectifs pour le méme triangle, selon les coordonnées
barycentriques a gauche, et par dégénerescence du systéme quadrilatéral a droite.
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Figure 44. Systemes projectifs pour quatre dégénérescences de I'hexaedre.
(On selimite a celles qui conservent la planéité des facettes de I'hexaédre originel.)
En trait épais, les arétes fusionnées.

Pour comprendre I'idée, commencons par le cas du quadrilatére dégénéré, en
dimension 2 (Fig. 43). Avec les notations de la figure, ou {A, u, v} sont les
coordonnées barycentriques dans le triangle de gauche, I'application {u, v} —
{n, &,o0 n=v/(u+v) e E=u+v,envoielintérieur du triangle dans celui du
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quadrilatére de droite. Lorsgue, déformant ce dernier, x,, vient se confondre avec

Xy € Systéme projectif du quadrilatére donne a la limite un nouveau systéme
projectif sur letriangle.

Figure 45. Systémes projectifs pour trois dégénérescences du prisme. (On se
limite a celles qui conservent la planéité des facettes du prisme originel.) Noter
que la pyramide elle-méme dégénére de deux fagons différentes vers le tétraedre.

Les poids attribués aux sommets, et par conséquent les éléments nodaux, sont
les mémes dans les deux systémes, car En = v pour le point C (cf. (77)),
E(1—m)=w pour B, etlasomme (1-8)(1-m)+ (1- E)n, attribuéea A par
fusion de x, et X, est bien égale a A. En revanche, les éléments d'arétes
différent: Pour AC, ndE = — (1 —A)"v dA adroiteaulieude Adv —v dh &
gauche, — (L —A)"wdrh pour AB, et dv + (1—A)"v dr pour BC.
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Exercice 42. Lasingularité au point A est-elle un probléme?

En dimension 3, le principe est le méme: lorsque deux arétes fusionnent, par
dégénérescence d'un hexaédre ou d'un prisme, I'é ément de Whitney de I'aréte fusionnée
est la somme de ceux des arétes avant fusion, exprimée si on le souhaite dans un
systéme de coordonnées adapté au solide dégénéré. Les Figs 44 et 45 montrent sept
dégénérescences, toutes celles que I'on peut obtenir a partir d'un hexaédre ou d'un
prisme a facettes planes sous la contrainte de ne pas faire apparaitre de facettes
gauches dans le processus. Comme on le voit, le seul solide nouveau est la
pyramide, et I'on retrouve le té&traedre quatre fois et le prisme une fois.

d(u +v
u+v

C(dv—v

Figure 46. Eléments nodaux et d'arétes pour le systéme projectif du prisme de
la Fig. 44. On passe du systéme de coordonnées initial {&, n, T} au systéme
{€, A, u, v} adapté au prisme par lesformules € = u+v, n =v/(u+v), avec
Atu+v=1

Mais comme le cas bidimensionnel le laissait prévoir, on trouve ainsi de
nouveaux €léments de Whitney concernant le prisme et |e tétragdre, correspondant a
des sytémes projectifs différents. En particulier, on a maintenant cinq systémes
projectifs distincts sur le tétraedre (et deux sur la pyramide et le prisme), de sorte que
la continuité tangentielle des éléments d'arétes n'est plus automatique. |l faut donc
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veiller aun assemblage correct, ou les systémes de projection saccordent sur chaque
facette.

w

Figure 47. Dégénérescence du prismedelaFig. 46. Deux arétes disparaissent,
et un nouvel éément (u(1 — )™ d\) apparait par fusion. On a conservé ici le
systéme de coordonnées {C, A, u, v} delaFig. 46. (Exercice 43: Etablir les
formules de passage aux coordonnées barycentriques relatives au tétraedre, que
I'on notera par exemple x, A, u, v, avec A=A et u= yu, et calculer les éléments
d'arétes.)

L'avantage qu'il y aadisposer de la pyramide est donc diminué par la nécessité
de prévair une bibliotheque d'é éments plus riche (au moins deux facettes triangulaires
de la pyramide ne se raccordent pas avec le tétragdre standard) et des régles d'assemblage
difficiles a mettre en cauvre. |1l n'y a guére de problémes, en revanche, pour trouver
laforme analytique des nouveaux ééments de Whitney, en procédant comme sur les
Figs 46 et 47.

1.7.4.4. Volumes étoilés, volumes duaux

Il existe enfin un moyen de construire des formes de Whitney sur n'importe quel
polyedre étoilé. Supposons chaque p-cellule d'un maillage primal m, quel que soit
p, pourvue d'un "centre" au sens vu plus haut, c'est-a-dire un point par rapport auquel
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elle est étoilée. Joignons alors les centres de maniére a obtenir un raffinement
simplicial, m disons, de m, ou le nouvel ensemble S  de p-simplexes contient
I'ancien S,. Selon une convention analogue, soient u et u lestableaux de DdL
indexéssur S, et S, avec u = u, pour tout s de S, Pour définir p, u,
connaissant p, U gréce aux formes de Whitney simpliciales, prenons simplement le
plus petit des p,u, au sens de la norme de I'énergie, pour tous les u compatibles
avec Uu.

On peut contester aux nouveaux interpolants ainsi obtenus le nom de "formes de
Whitney", puisqu'ils dépendent de la métrique, mais ils n'en sont pas moins aux
cellules de m, atous égards, ce que sont les formes de Whitney aux cellules d'un
maillage simplicial.

Ceci sapplique en particulier au réseau dual dans toute construction en étoile,
d'ou des formes de Whitney "duales’. (En fait, comme on |'avait observé plus haut,
il y aun raffinement simplicial commun aux deux maillages, primal et dual, et I'on
peut donc agréger les formes de Whitney relatives a ce sous-maillage de deux fagons:
relativement au dual, et relativement au primal. Mais il est facile de voir que les
formes ainsi obtenues sur le primal, lorsque celui-ci est simplicial, ne sont autres
gue ses propres formes de Whitney.)

Ainsi se remplit enfin I'un des tiroirs de la boite a outils, dont on avait jusqu'ici
tant bien que mal dissimulé le vide, tout a fait apparent malgré tout a certains
endroits, sur la Fig. 33 par exemple.

1.8. Solution des exercices

1. L'ensemble des vecteurs réels n'est pas un sous-espace de V©, car le produit d'un
vecteur réel {v, 0} par un hombre complexe quelconque (i par exemple, ce qui
donne {0, v}) n'est pas un vecteur réel en général.

2. Soit p une application linéairede V dans V telleque pop=p, et soit U =
p(V) sonimage. Pour chague v de V, posons w =v —p(v). Ona p(w) =0,
donc I'ensemble des w, en tant qu'image réciproque d'une application linéaire, est un
sous-espace vectoriel de V, soit W, et onabien V=U + W.

3. C' (i.e, le nombre de fagons de choisir p vecteurs distincts parmi les n
vecteurs d'une base).
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4, Soit a: A — A' une application affinede A dans A', espaces affines de
dimension n et m. Soit {x,: i =0, .., n} unebaseaffinede A. Par définition,
A5 o OX) =3, 6AX) TaAX) + 3, , 0ax) —alx). Soit L
I'application lingaire qui & x, — X, associe a(x;) —a(x,). Alors a(x) = a(x,) +
Ei =1, ..,n eil-(xi - Xo) = a(xo) + L(Ei =1 ..,n ei(xi - Xo)) = a(xo) +L(x— Xo)'

5. Soient {x,: i =0, .., n} unebaseaffinede A et {x',: i=0,..,m} une
baseafflnede A S| Dizo ..om 00X estllmagede i = m 6% par

0 =2 _0 . nd 6 La somme de chaque colonne de cette matrice doit etre égalea

6. Prendre une base {w}, poser g; =Ww, - w,, dol une matrice A, qui a une
factorisation de Cholesky, A = S'S. Notant (u v) lasomme Y. uvi,ona u-v
= (Au, v) = (Su, Sv), et donc u -v = Su -, Sv, si nous notons S la
transformation linéaire qui sSexprime par lamatrice S danslabasedes w,, et -, le
produit scalaire "naturel" dans cette base, asavoir u-,v = (u, v). L'application S
étant réguliere, on en déduit le résultat demandé, en ramenant tous les produits
scalairesala"référence” - . (Variante: prendre une base orthonormale relativement
a-,i.e, telleque A =1, par Gram-Schmidt.)

7. Remarquer d'abord que |u x v’ = Juf vf* = (u - v)°. On a, par définition, [ux v|
=|Lux V)], donc [ux v [*=|Lux Lv|® = JLuf|Lvf = (Lu - Lv)® = Ju P v [* =
(u - v)? donc clest labonne longueur. L'orthogonalité (ausensde” - ")de ux v a
uetvvientde (uxv) -u=L(ux v)-Lu=(Lux Lv)-Lu=0. Pour montrer
que ladirection attribuée a ux v est correcte, on va évaluer le déterminant du triédre
Lu, Lv, Lw, dans une certaine base. (Comme |'argument ne dépend pas de la base
choisie, on feral'abus de notation det(u, v, w) pour det(u, v, w).). Ona det(Lu,
Lv, Lw) = det(L) det(u, v, w), donc det(u, v, u x v) =det(Lu, Lv, L(ux v))/det(L) =
det(Lu, Lv, Lu x Lv))/det(L), dont le signe est celui de det(L): Autrement dit, le
triedre {u, v, ux v} est biendirect ausensde Or.

8. Prendre une base {Wl, W, W,}, orthonormale vis a vis du premier produit
scalaire. Soit u=7, u w, danscette base. Définir le second produit scalaire par u
cvEA UV L VL VRS

9. Prendre une base orthonormale directe au sensde { -, Or}. Ona (ux V) - w=
L(usx v) - Lw = (Lu x Lv) - Lw = det(Lu, Lv, Lw), éga par linéarité a
det(L) det(u, v, w), donc vol(u, v, w) = det(L) vol(u, v, w).

10. 1l suffit de le vérifier pour la surface d'un tétragdre. Soient u, v et w trois
vecteurs, issus d'un méme point, le définissant. Au signe et a un facteur 2 pres,
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|'aire vectori€elle de la surface est la somme
UxV+VXW+WxUu—(V—uU)x (W-—u),
qui est bien nulle.

11. D'aprésI'Exer. 9, LL(ux v) -w=det(L) (ux Vv) -w Vw,etdonc uxv=
det(L) (L°L)™(u x v), donc on pourrait croire que T =det(L) (LL)™* T . Mais par
définition de I'aire vectorielle, T definit le sens de traversée du triangle, qui ne
dépend pas de lastructure euclidienne, donc T et T  pointent du méme cOté, et la
bonneréponseest T = |det(L)| (L°L)™ T .

12. Soit S lamatrice des composantes de u, v, w dans une base orthogonale. Le
déterminant de Gram est le déterminant de S'S, et donc sa racine carrée est
[vol(u, v, w)|. Donc lamesure de Lebesgue des parall él épipédes coincide avec |vall.
Laseule difficultéici est la polysémie du mot "volume", qui peut signifier (1°) une
région tridimensionnelle, (2°) la mesure de Lebesgue d'une telle région, (3°) Un
3-volume au sens vu plus haut.

13. 1l suffit d'observer que la mesure d'un parallélépipéde est 1a valeur absolue de son
3-volume, et de se référer aux Exers9 et 12: m = |det(L)| m.

14. Ca dépend. Pour ce qui est de sa composition, non, du fait de I'Exer. 12:
Distinguant par [ et [ l'intégration par rapport aux deux mesures m et m, on
voit que [, [ff = C J, Iff, et vice-versa. Une fonction est ou n'est pas dans L D)
indépendamment du produit scalaire sur E,. De méme pour la topologie de L*D).
Mais la structure géométrique de L?*(D), en particulier la notion d'orthogonalité,
dépend du produit scalaire sous-jacent.

15. Une surface X, assez réguliere pour étre représentée par une seule cellule, étant
donnée, considérer X' obtenue en introduisant des ondulations, des bosses, etc., de
faible amplitude mais nombreuses. L'intensité change peu, et d(Z, X') est petit —
mais pas d,(Z, X'): Pour cette distance, qui donne une topologie "plus fine",
I'intensité ne serait pas une fonction continue. (Plus la topologie de X est fine,
moins il y a de fonctions continues de type X — Y. Pluslatopologiede Y est
fine, plusil y en a)

16. Levolume, oui. Maisni l'aire ni lalongueur. Contre-exemple: les courbe de
paramétrisation ¢ (t) = x + t(y —x) + (k' sinkt) u, oll u est un vecteur orthogonal
au segment [x, y]. La limite pour k infini est [Xx, y], mais la longueur
(indépendantede k) et Cly — x|, avec C > 1.
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17. Larestrictiona oM d'un DPO ¢ étant un DPO qui envoie oM sur dN, on
a d(oM, oN) < infsup{x € oM : [p(x) — X[} < inf sup{x E M : [p(X) —X[} =
d(M, N), d'ou le résultat voulu par linéarité.

18. 1l suffit de démontrer que |, T - u—J.t - u| = Cd(c, ¢), oulaconstante C ne
dépend que de u, lorsque ¢ et ¢' sont deux 1-cellules. Soit , le segment orienté
qui joint c(t) a c'(t). Observer que [x,| = d(c, ¢). Considérer lachaine ¢+ x, —¢C
— %, Fermée, elle borde une surface S. Observer que l'airede S est magjorée par
longueur(c) x d(c, ¢). D'ou l'inégalité |f.t -u—J,t -ul=Cd(c, c) longueur(c),
ou C est un mgjorant de |rot u] dans une région bornée contenant ¢ et c¢'. (ll
n'est pas nécessaire que rot u soit uniformément borné.)

RemMARQUE.— Mé&me en supposant u uniformément borné, i.e., |u(x)| < |u|, dans
tout |'espace, la démonstration "on a |f, T - u| = |u|,, longueur(c), donc ..." n'est pas
correcte, d'aprés I'Exer. 14. ()

19. Comme pour I'Exer. 18, majorer ladifférence [, n-u—J,.n-u par Cd(Z,
3 areZ), ou C maore |[div ul.

20. L'application V—si o€V alors 1sinon 0,00 o estun point fixe.
21. Reprendre I'Exer. 19, enfaisant [;n-u—f,.n-u=/n-u—-Jfsn-u+
Jsn-u—=J;.n-u.

22. Cette fois I'argument | f, Q| = C vol(V), ou C majore |Q|, est correct. (En
fait, il suffit que Q soit intégrable, au sens de Lebesgue.)

24. Passer par des sommes de Riemann: [, ='u ~ 3o ~3.c,u=3.T -u
~fsn-u

25. Mémes scalaires ou vecteurs représentatifs, mais le produit est tordu si un et un
seul desfacteurs|'est.

28. Non. La Fig. 48 donne un contre-exemple. Bien entendu, 6, > 0 pour un
maillage m, mais on pourrait raffiner sans limite avec une seule forme (le triangle
rectangle) et un nombre arbitraire de niveaux de subdivision.

2. 3. =S e VTR =S STV =T, doulerésultat
demandes M estumforme On vonquelaformuleqw fait pendant a (7) est en fait
2 TRV g '=f, s l'on interpréte v g™ comme dans lalégende delaFig. 32.
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Figure 48. Une seule forme de triangle dans le maillage de gauche, qui peut en
comporter un nombre arbitraire. Par subdivision (a droite), on obtient une
famille M de maillages uniformes m pour laquelle le rapport §,/y,, N'apasde
borne inférieure strictement positive.

30. Lesvecteurs f et " sont paralleles, du fait de la construction orthogonale,
etlona f /aire(f) = T"/longueur(f). Si v est constant, onadonc bien v'' f =
v longueur(f)/are(f) f = v f". S v est seulement constant par morceaux, on a
v 7 =v, 17, + v, 7, et puisque tous ces vecteurs sont paralléles, |e critére se réduit
a v, longueur(f,) + v, longueur(f,) = v ' "aire(f), d'oti (34).

31. Soit B le représentant de b. On trouve un maorant de |B — B| sur un
tétraédre T en évaluant VA - [, (B —B), ou A est une fonction affine telle que
[VA| = 1. Pour cela, intégrer par parties dans [; VA - (B — B), et remarquer que
fiAn-B=A(x)b,, ou x estlebarycentrede f. Faireun développement de Taylor
de n-B autour de x;, d'ot une borneen Cy m4 pour [, A n-(B-B) doulon
déduit |f; (B —B)| = Cy m4. Utiliser I'uniformité pour conclure que |B —B| =< Cy .

32. Aveclesorientations naturelles, G," =—1 et G,"=1, dou w”. Etc.

33. 1l suffit de se souvenir que dA" est représenté par VA" et que 'ua 'v =
2
(ux v).

34. A priori, VA" = o KIm. Puisque VA" - kn=1, et que kim - kn = 3
vol(kimn), on a o = 1/(3vol(kimn)).
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35. Pour x danslafacette kmn, ona XTI - kmn = 3vol(kimn), et le flux de w*™"
doit étre égal a 1.

36. Pour x dans!'aréte kmn, ona kI x kx - mn = 6 vol(klmn)), et lacirculation
de w"" doit étreégaleal. Unchampde W' est donc delaforme ax x + b sur
chaque tétraedre, ou a et b sont deux vecteurs fixes. C'est sous cette forme,
proposée dans [Ne], que I'élément est entré dans la littérature de I'électrotechnique
[BV]. Une remarque de Kotiuga ("A fundamental connection between homology
groups and finite element interpolation will be recognized in the next few years"
[Ko]) aida plus tard &y reconnaitre une forme de Whitney, et a comprendre lavraie
nature de ces interpolants [Bs].

37. Remarquer d'abord que W' = 6 dA' A dA™ A dA". Ona 'ua v =3%u-v), et
donc dA' A dA™ A dA" =det(VA', VA", VL"), soit 6 fois le volume.

39. On peut par exemple orienter comme sur la Fig. 49:

|
L 1L{1,n}
I, {m, n}
>
m, {m, }/ /X/\/@\i{n 1}
;{/ Q\:,
m > - n

m, {m, n} n, {n, m}

Figure 49. Etiquetage et orientation des arétes, en 2D.

Il suffit alors de huit calculs (eux-mémes largement répétitifs) pour dresser la Table
Ci-dessous:
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Awm 6 2 0 0 0 0 2 -1 1 1
Awt 2 6 0 0 0 0 1 2 -1 -1
A"W™ 0 0 6 =2 0 0 1 =2 -1 1
A"w™ 0 0 2 6 0 0 -1 1 2 -1
AN w 0O 0 O 0 6 -2 -1 1 =2 1
Awn O 0 O 0o =2 6 2 1 1 -1
Aw™ 0 0 0 0 0 0 2 -1 -1
A"™W" 0 0 0 0 0 0 -1 2 -1
A'w™ 0 0 0 0 0 0 -1 -1 2

Figure 50. Circulations d'arétes, toutes multipliées par le méme facteur 16.
D'aprés les trois derniéres lignes, la matrice est clairement de rang huit, comme
prévu. Adroite: un vecteur du noyau.

40. Les chaines annulant toutes les formes sont les multiples de celle dont les
coefficients figurent dans la colonne de droite de laFig. 50: Une foislafrontiére du
grand triangle moins quatre fois la frontiére du petit.

41. On lesvoit a g. de la Fig. 38. Les 16 petites facettes sont tous les petits
triangles visibles (20 en tout) moins les quatre au centre des grandes facettes. (Les
quatre al'intérieur forment le bloc de 4 associé au volume, qui engendre un espace de
dimension 3.) Les quatre "petits tétragdres" sont ceux de sommets k, I, m, n. (Les
"petits ncauds’, si 1'on ose dire, sont les quatre primitifs plus les six au milieu des
arétes.)

42. Non, si I'on n'oublie pas que les 1-formes de Whitney sont destinées a étre
intégrées sur une ligne ¢ pour trouver les coefficients de la chaine approchante. Si
c passe par lepoint A, l'intégrande en (1 — A)™" est effectivement singulier, mais
I'intégrale converge, de sorte que tous les poids sont bien définis.
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43. Composer lesformulesdelaFig. 47avec v=v +x e T=v/(v +k),doug
=pu+v+rk=1-A n=(yv+x)(1-2), T=v/(v +K). Ains par exemple,
I'élément w(l —A)" dh de la Fig. 47 sécrit w(l — A)" d\ en coordonnées
barycentriques.
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