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Importanta evaluarii derivatelor

@ Relatii utile pentru evaluarea unor marimi:

_dog,
dt

u(t) =

@ Evaluarea senzitivitatilor:

oOF

ap

Ideea: derivarea numerica se bazeaza pe interpolare.

@ Ecuatii sau sisteme de ecuatii diferentiale

= Metoda diferentelor finite
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Importanta evaluarii derivatelor

Formularea problemei derivarii numerice
Notes

Formularea problemei - cazul cel mai simplu

Se da funciia f : [a, b] — R (cunoscuta prin date sau prin cod)

Se cere evaluarea numerica a derivatei f'(xp), unde xp € [a, b].

Matematic:
f(x) — f(x)

Lo
F(x0) = Jim =5 2 (1)

Nu se poate aplica aceasta formula:

@ nu se poate trece la limita = erori de trunchiere;
@ nedeterminare 0/0 = probleme numerice cand x este ales

prea aproape de Xg.

Ideea: g(x) interpolarea sau aproximarea functiei si

) =99 < i = &

Precizia cu care se face interpolarea sau aproximarea va
determina precizia de calcul a derivatei numerice.
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Notes
Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1
g - interpolare liniara pe portiuni.
o 2 ¥ G 8 10
Functia reald f si interpolarea ei pe portiuni g. Aproximarea derivatei ' cu valoarea g’.
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

Derivare progresiva de ordinul 1:

s Ykt — Yk
= 78 3
Y Xk+1 — Xk )

Derivare regresiva de ordinul 1:

/ Yk — Yk—1
=" " 4
Y X — X (4)

Ordinul erorii de trunchiere specifice acestei aproximari se

poate estima cu ajutorul dezvoltarii in serie Taylor.
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Algoritmi

Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

Derivata progresiva y; = (Vk+1 — Yk)/(Xk+1 — Xk)

f//
1000 = 10 + o) (x —x) + (= x 2 (9)
X = Xk41 =
_ / (€) 2
Vi1 = Yk + T (X)) Xkt — Xk) + T(Xkﬂ - Xx)*, (6)
Eroarea de trunchiere
Yt =Y gy F'(6) B
Py Fx) = 57~ (K1 = Xi), (7)
Pp. |f"(x)| < My
Notam h = Xk4+1 — Xk
Mo
< 2h,
ey < 5 h, (8)
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

Notes

Derivata progresiva yj = (Vk+1 — ¥k)/(Xk+1 — Xk)

M
el < 5°h, (©)

Pe scurt: |e;| =O(h), eroare de ordin 1

(1 = puterea lui h, sau gradul polinomului de interpolare folosit)
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1

Derivata regresiva y;, = (Vk — Yk—1)/(Xk — Xk—1)
F(x) = () + ' (Xi) (X = Xk) + O((x — xk)?) (10)
X = Xy_1 Sinotdnd xx — xk_1 = h
Yi—1 = Yk — F'(x)h + O(H?), (11)
Yk =Ykt _ p(x) = O(h). (12)

h
ler| =O(h), eroare de ordin 1

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.

Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1
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Algoritmi

Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2

Notes

Dezavantajul g - Ipp: nu este derivabila in noduri.

Remediu: cresterea gradului polinomului de interpolare.
Polinom de interpolare de grad 2:

_ (X = Xi) (X = Xk+1) (X = Xk—1)(X = Xk11)
9 = (Xk—1 — Xk)(Xk—1 — Xk+1)yk71 * (Xk — Xie—1)(Xic — Xic1
(X = Xk—1)(X — X&) (13)

k+1
(X1 — X)Xkt — X0

)}’k+

(X—Xk)—|-(X—Xk+1) y +(X—Xk,1)—|-(X—Xk+1)
(Xk—1 — Xi)(Xk—1 — Xk+1) e (Xk — Xk—1)(Xk — Xk+1)

= Xea) T XX (1)
(X1 — Xk—1) (X1 — Xk)

Yk +

gx) =
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2

Notam: hy = X — Xk_1 §I ho = Xk+1 — Xk-
Evaluand polinomul derivat (34) in x, se obtine formula de
derivare centrata de ordinul 2
h2 Y h1 - hgy + h1 y
(b +he) 1 AR TN hy(hy + )T
Evaluand polinomul derivat (34) in punctele xx_1 Si X1 se
obtine formula de derivare progresiva de ordinul 2
Vo= 2hy + ho Y +h1+h2y_ hy
o m(h + ha)” 1T by TFT ha(hy + b

si, respectiv, de derivare regresiva de ordinul 2
ho hi + ho hy +2ho

!

Yk (15)

)Yk+1- (16)

/
Ykr1 = 77— Vk—1— k Yk+1- (17)
hy (h1 + h2) hiho h2(h1 + h2)
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Algoritmi

Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2

Notes

In cazul unui pas echidistant hy = h, = h
Derivare centrata

Vi = Yk-+1 g_hyk_1 (18)
Derivare progresiva
—3Yk_1 +4yx —
Vi = Yk—1 2hYk Yk+1 (19)
Derivare regresiva
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2

Fx) = FO0) 7 (00 (3 + ) (2 4 0((x—x)?). (21)

21
Evaluam in Xk—1 §I Xk+1 (pp X1 — Xk = X — Xk—1 = h)
foen) = fow)+Foh+ “8 e Loy, (22)
fOxk—1) = f(xx)—f(xx)h+ %hZ —O(h®). (23)
=
f(X1) = F(x—1) = 2 (xk)h + O(H°), (24)
i J—
Vit — Ykt p(x,) = O(HR). (25)

2h
Formula de derivare centrata are eroarea de trunchiere de
ordinul 2

Gabriela Ciuprina Derivarea numericd. MDF.

Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2
Algoritmi

Formule de derivare numerica

Notes

Formulele de ordinul 2 sunt mai precise decéat formulele de
ordinul 1.

—_—f
= = = panta acestei drepte = f’(xk)
panta acestei drepte = derivata regresiva de ordin 1

-~ panta acestei drepte = derivata progresiva de ordin 1
“““ panta acestei drepte = derivata centrata de ordin 2

--------- )

S -

Ky Vi)

K Yiad)

Semnificatia geometrica a celor mai simple formule de derivare numerica (pas echidistant).
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Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 1
Prima derivata (derivata totala de ordinul 1) Formule de derivare numerica - cu eroare de ordinul 2
Algoritmi

Modul de definire al functiei

Notes

Este important modul in care este cunoscuta functia.

@ Functia data tabelar (prin date)

@ se evalueazi derivatele in punctele din tabel
© se evalueazi derivata intr-un punct oarecare, facand o

interpolare liniara pe portiuni a acestor valori.
@ Functia data printr-un cod

@ se alege pasul optim de derivare pentru o anumita formula

de derivare numerica;
© se evalueaza derivata cu formula de derivare numerica

intr-un punct oarecare.
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Algoritmi numerici - functie data tabelar

Notes

Se evalueaza derivatele in punctele din tabel
Se evalueaza derivata intr-un punct oarecare, facand o interpolare liniara pe portiuni a acestor valori.

proceduri pregatire_derivate(n, x, y, dy)

; calculeaza derivatele numerice in noduri
intregn ; numarul de puncte din tabel minus 1
tablou real x[n], y[n]tabelul de valori, indici de la 0

tablou real dy[n] ;valorile derivatelor

; la capétul din stanga diferente progresive de ordinul 2
hl=x3 —Xxg

h2 = xo — X
dyp = —(2h1 + h2)/(h1(h1 + h2))dyg + (h1 + h2)/(h1h2)dy; — h1/(h2(h1 + h2))dy>
; la capatul din dreapta diferente regresive de ordinul 2

M =xp_1 — Xp—2
h2 = xpn — Xp_1
dyn = —h2/(h1(h1 + h2))dy,_o — (h1 + h2)/(h1h2)dy,_1 + (h1 + 2h2) /(h2(h1 + h2))dyn

; in nodurile interioare diferente centrate de ordinul 2
pentruk =1,n—1
hl =X — X1

h2 = X4 — X
dyx = —h2/(h1 (1 + h2))dyx_1 — (A1 — h2)/(h1h2)dyy + M /(h2(h1 + h2))dyk. 1
L]

rez = interpolare_lpp(n, x, dy, xcrt)
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Algoritmi
Notes
Algoritmi numerici - functie data prin cod
@ Pasul de discretizare trebuie ales de utilizator.
@ Eroarea de trunchiere - cu atat mai mica cu cat pasul este
mai mic.
Dar,
Exista si eroare de rotunjire, - cu atat mai mare cu cat
pasul este mai mic.
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Eroarea absol
5

107 10° 10° 10° 10 107 10" 10°

10° 0”7 10° 10°
Pasul de derivare h Pasul de derivare h

Teste numerice pentru sin’ (7 /4): Eroarea in functie de pasul de derivare pentru formula de derivare progresiva de

ordinul 1 (stanga) si formula de derivare centrata de ordinul 2 (dreapta).

Pas optim de derivare numerica = pasul de la care incep sa

predomine erorile de trunchiere. Atentie: Nu este pasul pentru care
eroarea este minimal.

Eroarea "optima" in cazul derivarii centrate este mai mica decét in

cazul derivarii progresive.
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Estimarea hopim In cazul formulei de derivare progresiva de
ordinul 1.

r Ykt =Yk Yke1 — Yk
- = 26
yk Xk+1 — Xk h ( )
M
er= |y, —F(x)l < 5°h, (27)

unde |f"(x)| < M,. Notam marginea erorii de trunchiere:

M.
ar=—nh (28)
2
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Notes

Pp. |ey, /x| <eps,siep=0

|e}’k+1 | + |e,Vk| < CpS(|yk+1 ’ + ’yk|) (29)

<
6| < h = h

Daca |f(x)| < Mp atunci

2Mqyeps
0€Pps not a

ler| < r
h

(30)
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Notes

Eroarea totala e = e; + e, va fi majorata de

le| =|er + er| < |et] + |er| < ar+ ar = m(h)

min(m(h)) = m(hoptim)~ (31)

Marginea erorii

hupum

Pasul optim de derivare numerica este pasul de la care incep sa predomine erorile de trunchiere.
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Algoritmi numerici - functie data prin cod

Conditia de minim
m'(h)=0

-9 M. (32)

hoptim M,

Pasul optim de derivare depinde de:

@ eroarea de rotunjire

@ marginea functiei

@ marginea derivatei a doua.
Este pasul pentru care marginea erorii totale este minima si nu
trebuie confundat cu pasul pentru care eroarea totala este
minima, pas care s-ar putea sa fie mai mic decét pasul optim,
dar care nu poate fi estimat apriori.
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Algoritmi
Notes
Algoritmi numerici - functie data prin cod
Algoritm pentru derivata progresiva de ordinul 1 a unei funciii date
N . . . f(x)—=2f(x+h)+f(x+2h
prin cod, folosind un pas de derivare optim. M, ~ (=20 D0c2h)
functie derivata_f(x, h0, maxit)
; calculeaza derivata numerica a functiei f folosind diferente progresive de ordinul 1 si pas optim de derivare
real X ; punctul in care se va evalua derivata
real hO ; pasul initial
intreg maxit ; numarul maxim de iteratii pentru calculul pasului
eps = zeroul_masinii ()
fo = f(x) ; valoarea functiei in punctul de derivare
h=ho
k=0
repetd
k=k+1
= f(x+ h)
f2 = f(x + 2h)
M2 = |f0 — 21 + f2|/H? ; estimarea marginii derivatei a doua
dacid M2 < eps ; testeaza daca derivata a doua este zero
hoptim = h ; functia e liniara, eroarea de trunchiere e zero
altfel
MO = max(|f0|, |f1], |f2|) ;estimarea marginii functiei
hoptim = 2/MOeps /M2
r = h/hoptim ; rata de modificare a pasului
h = hoptim
pand cand (k > maxit) sau (r > 0.53ir < 2)
intoarce (f(x + hoptim) — f0)/hoptim
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Derivate (totale) de ordin superior
NOGEEE Derivate partiale
Notes

Derivate de ordin superior

f(x) =7
Pot fi privite ca aplicatii recursive ale derivatei de ordinul unu.

pregatire_derivate(n, x, dy, d2y)

rez = interpolare_lpp(n, x, d2y, xcrt)

Experimentele numerice arata ca procedand astfel, acuratetea
rezultatului se pierde pe masura ce ordinul derivatei creste.
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Derivate (totale) de ordin superior

Alte derivate

Derivate de ordin superior

Derivate partiale

O alta posibilitate: deducerea formulelor de derivare pornind de
la polinomul de interpolare initial.

9(x)

g’ (x)

(X = X ) (X = Xi1)

(X = Xk—1)(X = X41)

(Xk—1 = X ) (Xk—1 — Xk41)
(X = Xe—1)(x = X)

Yk+15
(Xk+1 = Xk—1)(Xk41 — Xi)

(X — Xi) + (X — Xk41)

Yk—1 +

(X = Xke—1) (X — Xi1)

(X — Xk—1) + (X — Xpe11)

k—1
(Xk—1 = X ) (Xk—1 — Xk41)

(X = X—1) + (X = X)
(X1 — Xk—1)(Xks1 — Xk)
2

Y1+

(X — Xk—1)(Xk — Xk11)

2

Yi
(Xk—1 — Xi)(Xk—1 — X+1)
2

Yk+15
(Xk+1 = Xk—1) (k41 — Xi)

Gabriela Ciuprina

k—1 +

(Xk — Xk—1) (X — Xic1)

Derivarea numericd. MDF.

Derivate (totale) de ordin superior

Alte derivate

Derivate de ordin superior

Derivate partiale

Yk +

Yk +

(33)

(34)

(35)

In cazul particular xx, 1 — X = Xk — Xk_1 = h

g'(x) = Y1 = 2¥k + Vit

h2
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Derivate (totale) de ordin superior

. rive rtial
Alte derivate Derivate partiale

Derivate de ordin superior - evaluarea erorii

Notes

Seria Taylor cu un numar suplimentar de termeni:

() = 100+ Fosn+ T oy 06 oy (a7)

f/l(Xk)h2 B fl/l(Xk)

f(Xk,1) = f(Xk) - f/(Xk)h + e — O(h4) (38)

2! 3!

f(Xk+1) + f(Xk,1) = 2f(Xk) + f”(Xk)h2 + O(h4) (39)

Yk+1 — 2yk Jr}/kq o f//(Xk) _ O(hZ) (40)

h2
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Derivate (totale) de ordin superior

i artial
Alte derivate Derivate partiale

Derivate de ordin superior - evaluarea erorii

Notes

@ Polinomul de interpolare initial trebuie sa aiba un grad

suficient de mare pentru ca derivata de ordin superior sa
fie nenula.

@ Ar putea apare fenomenului Runge care va afecta si

acuratetea derivatelor numerice. De aceea, calculul
numeric al derivatelor de ordin superior trebuie evitat.
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Derivate (totale) de ordin superior

Alte derivate Derivate partiale

Derivate partiale

of of
(x.y) : [a.b] x [¢.d] =T 5
a=Xp,X{,..., Xj,...,Xn=>
C:y07y1a"'7yja"'7ym: d
d=ym
Valorile din
o ) tabel":
f(xi,y;) = zij
iy : - i=0,n j=0,m
X
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Derivate (totale) de ordin superior

Alte derivate Derivate partiale

Derivate partiale

Notes

Evaluarea numerica a derivatelor partiale se reduce la
evaluarea numerica a derivatelor totale.

of . (X, %) — f(x0, Yo) . f1(x) —fl(x) dft
— = lim = lm ———— = —,
ox X—Xo X — Xp X=X X — Xp dx
(41)
unde f1(x) = f(x, yo) este o functie care depinde de o singura
variabila reald. Similar,

X=Xo0,Y=Yo

of
oy

o f(X0y) — (X0, o) . f2(y) — f2(yo) _ df2
= lim = lim /L 77 — ,
y=Yo Y—Yo Y% Y —Yo dy
(42)

unde f2(y) = f(xp, ¥) este o functie care depinde de o singura
variabila reala.

X=Xo0,Y=Yo
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Derivate (totale) de ordin superior

Alte derivate Derivate partiale

Derivate partiale

Formulele de derivare progresiva de ordinul 1

99 Ziv1,j — Zij
—=(x;,yj) = : = 43
ax( ") Xit1 — Xi “3)
g Zjj+1 — Zij
o) = 2= (44)
y Yi+1 =Y
etc.
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Derivate (totale) de ordin superior

Alte derivate Derivate partiale

Derivate partiale

Notes

Exemplu: evaluarea numerica a operatorului Laplace aplicat
unei functii de doua varibile.
0*f  0°f
Af = Ix2 + 0—y2 (45)
Pp. Xi11 — X; = ¥j+1 — ¥; = h, pentru orice i = 0,n — 1,
j=0,m—1

Zi—1)j — 2Zij+ Zis1 N 2Zjj+ Zjji1
h2 h2 -
Zi—1j+ Zix1j+ Zij-1 + Zij1 — 42

= h2 ) (46)

Ag
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Derivate (totale) de ordin superior

Alte derivate Derivate partiale

Notes
Z\ j+1
yJ' z z
i1,j ij Zi+1,j Zi—q4,jt Zig1,j + Zij—1+Zjj1 — 421,/
Ag =
h2
(47)
ij-1
X.
I
Daca astfel de rationamente se folosesc pentru rezolvarea numerica a problemelor de inginerie formulate cu ajutorul
unor ecuatii cu derivate totale (ODE) sau partiale (PDE) atunci se spune ca pentru rezolvarea problemei se aplica
metoda diferentelor finite.
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Derivate (totale) de ordin superior
Alte derivate Derivate partiale
Notes

Lectura obligatorie

@ Cap.7 din

[1] Gabriela Ciuprina, Mihai Rebican, Daniel loan - Metode numerice in ingineria electrica - Indrumar de

laborator pentru studentii facultatii de Inginerie electrica, Editura Printech, 2013, disponibil la

http://mn.Imn.pub.ro/indrumar/IndrumarMN_Printech2013.pdf
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