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Introducere

Volumul de fata reprezinta o dezvoltare a indrumarului de laborator asociat cursului de
Modelare numerica a campului electromagnetic, dedicat studentilor anului IV al Fac-
ultatii de Electrotehnica din Universitatea “Politehnica” din Bucuresti de la specializarea
Inginerie electrica asistata de calculator.

Desi lucrarea se adreseaza in primul rand studentilor care urmeaza acest curs, el poate
fi util tuturor studentilor si inginerilor care doresc sa se familiarizeze cu conceptele de
baza si cu principalele metode numerice utilizate in analiza asistata de calculator a
dispozitivelor electromagnetice.

Laboratorul de Modelarea numerica a campului electromagnetic este conceput in ideea
urmiririi a doud obiective. In primul rand, laboratorul trebuie sa ilustreze metode,
tehnici gi algoritmi de modelare numerica a campului electromagnetic, in acord cu
subiectele tratate la curs. In acelagi timp 1nsa, in conformitate cu specializarea studentilor,
este urmarita crearea si perfectionarea abilitatilor de utilizare eficienta a calculatoru-
lui in practica inginereascd. Acest al doilea obiectiv poate fi realizat prin initierea si
perfectionarea studentilor in utilizarea unui pachet de programe de mare eficienta, cum
este Scilab.

Cartea este structurata in sapte teme de laborator.

Prima tema reprezinta o initiere in sistemul de operare Linux, o varianta pentru PC-uri
a sistemului de operare Unix. Desi este mai putin cunoscut decat Windows, Unix este
sistemul de operare utilizat in intreaga lume pentru calcule stiintifice. Tema contine
o prezentare a mediului hardware de lucru in care studentii isi desfasoara activitatea
de laborator, o lista a principalelor comenzi Linux, precum si instructiuni de utilizare
pentru doud utilitare de strictd necesitate, un editor de texte (joe) gi un program de
postd electronici (elm).

Tema a doua prezintd mediul de programare Scilab destinat efectuirii de calcule mate-
matice. Scilab, dezvoltat de Institutul National Francez de Informaticd (INRIA) este un
emulator al binecunoscutului mediu Matlab. Tema descrie principalele tipuri de date si
instructiuni ale mediului Scilab, pe baza a numeroase exemple.

A treia tema reprezinta o trecere in revista a conceptelor de baza necesare pentru
intelegerea metodelor numerice prezentate in urmatoarele teme. Sunt prezentate pe
scurt aproximarile polinomiale unidimensionale (de tip Lagrange, Hermite si liniare pe
portiuni) si bidimensionale (de tip Lagrange), precum si variantele unidimensionale ale
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metodelor diferentelor finite si reziduurilor ponderate.

Temele 4 — 7 prezinta principalele metode numerice de analiza a campului electromag-
netic: metoda volumelor finite, diferentelor finite, elementelor finite gi elementelor de
frontiera. La fiecare dintre metode este descrisa in mod sugestiv ideea metodei, este
prezentat modul de discretizare a ecuatiilor campului electromagnetic in detaliu (pana
la formulele coeficientilor sistemului final de ecuatii) si sunt prezentati algoritmii scrigi
in pseudocod. De asemenea, fiecare tema contine notiuni de pre/postprocesare speci-
fice metodei tratate. Algoritmii propusi pot fi ugor implementati de catre studenti in
limbajul Scilab si testati pe configuratii relativ simple, in regim stationar.

Fiecare dintre teme contine un numar mare de exercitii, intr-o ordine crescatoare a
gradului de dificultate, ceea ce permite asimilarea mai rapida a cunostintelor.

Contributia autorilor la realizarea lucrarii este urmatoarea:

e 5.1. univ. Gabriela Ciuprina a conceput gi tehnoredactat temele 2, 4, 5, 7 si
subcapitolele 3.1 — 3.3 din tema 3;

e Conf. univ. dr. ing. Irina Munteanu a conceput gi tehnoredactat temele 1, 6,
subcapitolul 3.4 din tema 3 gi a realizat integrarea finala a temelor in volumul de
fata;

e Prof. univ. dr. ing. F. M. G. Tomescu a coordonat realizarea intregii lucrari si a
contribuit la conceptia temelor 3, 4, 6, 7.

Autorii multumesc proiectului TEMPUS 9122 i proiectului Bancii Mondiale CNCSU/36,
a caror generoasa finantare a contribuit la dotarea salii de calculatoare in care se desfagoara
laboratorul de Modelare numerica a campului electromagnetic.

De asemenea, autorii sunt recunoscatori conducerii Facultatii si Catedrei de Electrotehnica
din Universitatea “Politehnica” din Bucuresti, in special domnilor profesori Mihai Popescu,
C. Ghita i F. Hantila, pentru sprijinul acordat in vederea introducerii noii specializari
si In particular a acestui curs in planul de invatamant. Nu in ultimul rand, multumiri i
se cuvin domnului profesor Daniel Ioan, seful Laboratorului de Metode Numerice, care
a constituit punctul de plecare al intregii structuri de cercetare i invatamant in directia
ingineriei electrice asistate de calculator.

Autorii sunt recunoscitori tuturor celor care pot face comentarii si sugestii in vederea
imbunatatirii acestei carti, la una din adresele:

irina@lmn.pub.ro

gabriela@lmn.pub.ro



Capitolul 1

Initiere in Linux

Linux este o varianta a sistemului de operare Unix.

Tema 1 are ca scop familiarizarea cu mediul de lucru (intrarea in sistem, lucrul cu
ferestre), cu cateva din principalele comenzi Linux precum si cu doua utilitare Linux:
editorul de texte joe si programul de posta electronica elm.

Observatie: Subcapitolele 1.1 — 1.4 sunt destinate cititorilor care lucreaza in Laborato-
rul de Metode Numerice al Universitatii “Politehnica” din Bucuresti. Daca nu este cazul
Dvs., solicitati administratorului de retea sa va indice regulile de acces in sistemul pe
care lucrati.

1.1 Mediul hardware de lucru

Laboratorul “Modelarea numerica a campului electromagnetic” se desfagoara in sala EB—
210 a catedrei de Electrotehnica din Politehnica bucuregteana. Dotarea hardware consta
din:

e doua servere marca Digital MicroVAX 3900 si MicroVAX 1T,

e un server Linux de tip Pentium 75MHz;

e XTerminale marca Digital VAXStation 3100;
retea locala Ethernet 10Mb/s;

conexiune Internet.

1.2 Intrarea in sistem

Pentru a putea lucra in acest sistem, fiecarui utilizator i se acorda:

e un nume de cont (username);

e 0 parola (password).
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Accesul in sistem se realizeaza in doua etape:

1. etapa de acces in sistemul Linux;

2. etapa de acces al utilizatorului la propriul sau cont Linux.

Aceste doud etape sunt descrise in cele ce urmeaza.

Dupa pornirea retelei de citre administratorul de sistem, statiile de lucru (XTerminale)
afiseaza fereastra de acces in retea, prin care se poate realiza conectarea la serverul
Linux. Fereastra are aspectul:

Start Session on VAX10
Username
Password

OK Clear

In aceasta fereastra se introduc:

Username: linux

Password: vax

apoi se "apasa” (se muta cursorul mouse-ului gi se apasa butonul din stdnga) butonul
OK.

Dupa cateva secunde se afiseaza pe rand doua ferestre:

Session Applications Options LMN Help

File Edit Commands Options Print Help

Faceti un click cu butonul stang in aceasta fereastra,
apoi logati-va pe masina unix (EB-210.Imn.pub.ro)

Numerical Methods Lab, Politehnica University of Bucharest, Romania
Apasati ALT-F2 pentru revenire in mod grafic.

EB-210 login: marin
Password: |
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Fereastra din partea de jos a ecranului, numita fereastra de acces a utilizatorului,
permite introducerea numelui de cont si a parolei specifice fiecarui utilizator, astfel:

e se plaseaza cursorul in fereastra de acces a utilizatorului;
e se apasa butonul din stanga al mouse-ului (in limba engleza, ”click”);

e se introduc numele de cont i parola:

login: username < U >

password: parola < [ >

Aceste operatii trebuie efectuate cat mai repede. Din motive de securitate, parola nu
este afisata pe ecran.

Daca numele si parola sunt recunoscute de serverul Linux, dupa scurt timp pe ecran se
afiseaza mediul Linuz.

1.3 Lucrul in mediul Linux

La inceputul unei sesiuni Linux se afiseaza o fereastra de lucru (XTerm) si un grup de
butoane (sa-1 numim in continuare Toolbox) in coltul din dreapta jos a ecranului.

Mutarea cursorului mouse—ului in fereastra de lucru are ca efect vizibil schimbarea culorii
barei superioare a ferestrei. Se marcheaza astfel faptul ca fereastra a devenit fereastra
activa de lucru. In acest moment se pot da comenzi la promptul sistemului, EB-210: ~$.

Butoanele mouse—ului au functii diferite, dupa cum cursorul se afla plasat intr-o fereastra
sau in afara oricarei ferestre.

e Cursorul mouse—ului este plasat intr-o fereastra

— Butonul din stanga: permite selectarea unui text, astfel: se plaseaza cursorul
la inceputul textului, se apasa butonul din stanga si se deplaseaza mouse-ul
tinand apasat butonul din stanga. Textul astfel selectat igi schimba culoarea.

— Butonul din mijloc: permite introducerea la promptul sistemului a textului
selectat, litera cu litera, ca si cum el ar fi introdus de utilizator de la tastatura.

— Butonul din dreapta: se comporta similar cu butonul din stanga, dar permite
selectarea unei portiuni mai mari de text: se deplaseaza cursorul la inceputul
textului de selectat, se apasa butonul din stanga fard a deplasa mouse—ul,
se deplaseaza mouse—ul la sfarsitul textului de selectat, se apasa butonul din
dreapta.
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Introduceti textul ”EB-210” urmat de < 0 > (Enter)
la promptul din fereastra de lucru. Faceti aceeasi
operatiune folosind butoanele mouse—ului. Comentati
EXERCITIUL 1: utilitatea acestei ultime tehnici.
Observatie: ignorati deocamdata mesajele de eroare
afisate de sistemul de operare Linux — ele sunt, la acest
exercitiu, inofensive.

Cu exceptia acestui exercitiu, NU IGNORATI NICIODATA MESAJELE DE EROARE
afigate!!! Daca nu stiti ce inseamn4, intrebati, dar NU LE IGNORATI!

e Cursorul mouse—ului este plasat pe bordura unei ferestre

— Butonul din stanga: permite mutarea ferestrei;

— Butonul din dreapta: permite "ridicarea” ferestrei la suprafata (deasupra altor
ferestre de pe ecran) sau ”ascunderea” ei (sub celelalte ferestre).

e Cursorul mouse—ului este plasat in afara oricidrei ferestre (pe ”fondul”
ecranului”)

— Butonul din stanga: afigeaza un meniu din care se pot lansa diferite programe
sau utilitare. Dintre acestea, deosebit de utile sunt: prima linie a meniului,
care permite deschiderea unei noi ferestre de lucru; ultima linie a meniului,
care permite iegirea din sistem (nu incercati aceastd optiune chiar in acest
moment!).

— Butonul din mijloc: permite efectuarea de operatii cu ferestrele de lucru:
schimbarea dimensiunilor (resize), mutarea (move), inchiderea (kill).

— Butonul din dreapta: afiseaza o lista a ferestrelor deschise, si permite de-
plasarea rapida a cursorului in fereastra selectata.

Deschideti o noua fereastra. Folosind butonul din mij-
EXERCITIUL 2: lqc, scl}imbagi—i dimensiunil(?. MAutag.i feljeastra in coltul
din stanga jos al ecranului. Inchideti fereastra nou
creata.

Observatie: Schimbarea dimensiunii unei ferestre la dimensiunea maxima (cat tot ecranul)
se poate face gi apisand al doilea buton (un patratel) aflat in partea din dreapta sus a
bordurii ferestrei.

Daca la un moment dat sunt deschise mai multe ferestre, in fiecare dintre ele se pot da
comenzi independente, ca si cum utilizatorul ar avea la dispozitie mai multe terminale
(ecrane). Gestionarea unui numér mare de ferestre (care la un moment dat pot si se
suprapund, unele dintre ele nefiind vizibile) este facilitata de:

e bara orizontala plasata in partea de jos a ecranului; ea contine cate un buton
pentru fiecare fereastra deschisa; apasarea unui astfel de buton are ca efect mutarea
cursorului in fereastra corespunzatoare si selectarea acesteia ca fereastra activa,
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e cele trei casute intitulate Desktop din Toolbox (grupul de butoane plasate in coltul
dreapta jos al ecranului); s notam casutele cu numere de ordine: Desktop0, Desk-
topl, Desktop2. Ele pot fi privite ca portiuni din “ecranul logic” pe care se pot
plasa ferestre. Numai una din cele trei parti ale acestui “ecran logic” este afigata,
la un moment dat, pe ecranul fizic (la inceput, Desktop0).

a) Deschideti inca doud ferestre. Observati efectul
asupra casutei DesktopQ.

b) Deplasati-va din fereastra in fereastra (activand astfel
una sau alta dintre ferestre), in doud moduri:

e deplasand cursorul mouse—ului;

e folosind bara orizontala din partea de jos a ecra-
nului.

EXERCITIUL 3: ¢) Mutati o fereastra in Desktopl astfel:

e mutati fereastra spre dreapta pana cand o
jumatate a ei nu mai este vizibila (observati efectul
asupra casutei Desktopl);

e deplasati cursorul mouse—ului pe casuta Desktopl
si apasati butonul din stanga al mouse—ului;

e porzitionati fereastra in Desktopl.

Comentati utilitatea celor trei desktop—uri.

1.4 lesirea din sistem

e Se inchid pe rand toate ferestrele de lucru deschise, de exemplu folosind comanda
exit;

e Se apasa butonul din stanga al mouse—ului si se selecteaza ultima linie din meniu
(Exit Fvwm95);

e Lanoul meniu aparut se raspunde (prin selectare cu mouse—ul) Yes, really quit;

e Se agteapta aparitia unei ferestre a retelei, din care se selecteaza Session si apoi
Exit.

1.5 Cateva comenzi Linux de baza

Ca orice sistem de operare, Linux opereaza cu doua concepte legate de stocarea informatiei:

e figiere: entitdti care contin informatii (text, programe);

e directoare: entitati care permit gruparea si ordonarea figierelor.
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Folosind similitudinea cu o biblioteca, figierele se aseamana cu cartile, in timp ce direc-
toarele se aseamana cu rafturile in care acestea sunt agezate. La randul lor, rafturile
pot fi grupate in dulapuri de carti, care in Linux sunt tot directoare. Fiecare ”dulap
de carti”, raft sau carte are un nume. Pentru a preciza unde se afla o carte, trebuie
precizate toate informatiile care sa permita gasirea cartii: dulapul, raftul, titlul. Tot
astfel in Linux trebuie precizata toata calea pe care se poate ajunge la un director sau
figier.

—
STIINTA |

FIZICA

Mecanica

( Geometrie %/;

\ MATEMATICA

Mecanica

——

[ FIZICA

CHIMIE

Mecanica

FIZICA

A
sz) — STIINTA

Daca o furnica erudita ar vrea sa ajunga pana la cartea Mecanica din domeniul stiintelor
exacte, gi daca ea se afla deja pe dulapul numit ”Stiinta”, nu mai este nevoie sa i se
precizeze si dulapul, este suficient sa i se indice raftul si titlul exact al cartii. Daca
furnica a reusit sa ajunga pe raftul care o intereseaza, Fizica, singura informatie de care
mai are nevoie este titlul cartii. Aceste informatii partiale se numesc relative la pozitia
in care se afla furnica.

Daca in schimb furnica se afla la intrarea facultatii, sau daca rataceste prin dulapul
marcat "Limbi straine”, pentru a putea gasi cartea este nevoie sa se precizeze toate
informatiile (dulap, raft, titlu), adicd informatii de natura absolutd.

Pentru furnica aflata in sala, departe de dulapul de carti stiintifice, drumul ei ar fi descris
in Linux de: /STIINTA/FIZICA/Mecanica,

in timp ce pentru furnica aflata deja in dulapul de stiinte, calea de mai sus poate fi
prescurtata ca: FIZICA/Mecanica.

Observati lipsa primului caracter / (in engleza ”slash”) atunci cand calea spre ”cartea”
(fisierul) de mecanica este data relativ la pozitia curenta.
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Numele figierelor si directoarelor pot contine litere, cifre, caractere speciale: _ (under-
score sau caracter de subliniere), - (minus) si . (punctul).

Exemplu: programl, tema.pas.bak, tema-1, tema_2 sunt nume valide de fisiere sau
de directoare.

Un nume format dintr-un singur punct semnifica directorul curent, oricare ar fi acesta.
Directorul simbolizat /, cel care contine toate celelalte directoare si figiere ale sistemului
(si care ar fi echivalent salii de bibliotecd in care sunt plasate toate dulapurile cu carti),
se numeste directorul radacind.

Un director special este aga—numitul director home al utilizatorului, simbolizat prin
$ HOME sau prin ~. La intrarea in sistem sunteti plasati in directorul home.

Sunt deosebit de utile alte doud notatii: directorul curent este simbolizat cu . (punct);
directorul precedent ierarhic, adica cel care contine directorul curent este simbolizat
cu .. (de doud ori punct).

1.5.1 Lucrul cu figiere

e 1s — afigeazi continutul (lista directoarelor i figierelor) directorului curent.
Comanda 1s poate fi apelata cu parametri, de exemplu:
1s -1
pentru afisarea continutului directorului curent, cu informatii detaliate privitoare

la drepturile de citire (r), scriere (w) sau executie (x), data si ora ultimei modificari,
dimensiunea figierului, etc.

e more nume_fisier — listeaza continutul unui figier.

Dupa lansarea more, sunt active urmatoarele comenzi:

spatiu — avansare cu o pagina spre sfargitul figierului;
— b — avansare cu o pagina spre inceputul figierului;
— < [0 > — avansare cu un rand inainte;

— q — iegire din more.

a) Afisati lista figierelor din directorul curent. Deschideti
o alta fereastra si repetati comanda. Comentati.

b) Afisati pe ecran, intr-una din ferestrele de lucru,
continutul figierului /usr/local/man/whatis.

EXERCITIUL 4:

e cp nume_fisier_existent nume_nou — copiaza fisierul nume_fisier_existent sub nu-
mele nume_nou.

e mv nume_fisier_existent nume_nou — redenumeste fisierul nume_fisier_existent

mv nume_fisier_existent nume_director — muta figierul in directorul nume_director
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e rm nume_fisier_existent — sterge figierul.

a) Copiati figierul .cshrc sub numele test. Listati

continutul figierului test.

Redenumiti test in testl.

Listati continutul directorului curent. Stergeti figierul

testl.

b) Fard a le executa, incercati sa prevedeti efectul
EXERCITIUL 5: urmatoarelor instructiuni:

cp .bashrc temporar
mv temporar temp
rm temporar

rm temp

Executati aceste instructiuni si observati efectul lor.

1.5.2 Lucrul cu directoare

e cd nume_director — schimbarea directorului curent
Exemplu: Efectul urmatoarelor trei comenzi:

cd / schimba directorul curent in directorul radacinag
cd stiinta schimba directorul curent in /stiinta (deplasare relativa)
cd matematica

este echivalent cu al comenzii:
cd /stiinta/matematica
Comanda cd fara nici un nume de director are ca efect mutarea in directorul home.
e pwd — afigeazd numele directorului curent (calea absoluta)

e mkdir nume_director — creaza un nou director. Daca numele directorului nu este
precedat de o cale, noul director este creat in cel curent.

Exemplu:
mkdir modelare — creaza directorul modelare in directorul curent

mkdir /modelare — creaza directorul modelare in directorul radécina (de obicei,
aceasta comanda va genera un mesaj de eroare, deoarece nu aveti drepturi de scriere
in directorul radacind).
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EXERCITIUL 6:

Mutati-va in directorul Dvs. home:
cd <U>
Listati continutul acestui director.

Creati doua noi directoare, modelare gi inform, in
care veti lucra de acum inainte la laboratoarele de

”"Modelarea dispozitivelor electromagnetice” si respec-
tiv ” Transmisiunea informatiei”.
Listati noul continut al directorului home.

In directorul modelare, creati un nou director, temal.
Ati reusit?

e rmdir nume_director — sterge directorul.

Daca directorul contine alte figiere sau directoare, el nu poate fi sters cu comanda
anterioara.

Atentie! Comenzile rm gi rmdir au efect definitiv! Un figier sau director, odata
sters, nu mai poate fi recuperat!

1.5.3 Schimbarea parolei

e passwd — permite schimbarea parolei.

Se solicita introducerea vechii parole gi apoi a noii parole (de doud ori, pentru
verificarea introducerii corecte a noii parole).

Parola trebuie si fie suficient de lunga (numé&rul minim de caractere variind de la
sistem la sistem), sa contind atat litere cat si caractere speciale (numere, semne de
punctuatie).

Recomandari: Schimbati parola periodic. Nu ignorati mesajul afisat la intrarea
in sistem, care va poate avertiza in legatura cu data de expirare a parolei. Nu
comunicati nimanui parola gi nu o notati.

1.5.4 Procese si utilizatori

e who — afigeaza lista utilizatorilor conectati in sistem

w — afigseaza lista utilizatorilor conectati in sistem g§i comanda pe care acestia o
executa;

whoami — ”Cine sunt eu?” — afigeaza numele de cont al utilizatorului;
e ps — lista proceselor.

Sub Linux, mai multe comenzi sau programe pot fi rulate “in paralel” (de exem-
plu, daca aveti doua ferestre deschise puteti da comenzi care vor fi executate in
mod independent). Fiecare comanda in curs de executie se numeste proces si este
identificatd printr-un numér, numit PID (Process IDentifier).
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Comanda ps fara nici un parametru afigeaza lista proceselor lansate de utilizatorul
curent.

e kill PID - opreste definitiv executia procesului cu numarul PID.

Listati procesele in curs de executie. Mutati-va in di-
rectorul dvs. home. Intr-o fereastra, dati comanda:
more /usr/local/man/whatis
In altd fereastra, dati comanda ps
EXERCITIUL 7: Comentati diferentele fata de rezultatul precedentei
comenzi ps.
Lucrand in a doua fereastra, opriti executia procesului
care corespunde comenzii
more usr/local/man/whatis.

1.5.5 Ajutor!

Comanda care permite aflarea sintaxei unei comenzi, precum gi multe alte informatii
despre comanda, este:

e man nume_comandd
Dupa lansarea ei, sunt active comenzile de deplasare descrise la more.
e man -k cuwvdnt_cheie sau

apropos cuwvdant_cheie — cauta cuvinte cheie in lista de comenzi Linux.

1.5.6 Diverse utilitare

e date — afiseaza data si ora;

e sort nume_fisier — sorteaza in ordine alfabetica liniile din figier si afiseaza rezul-
tatul pe ecran

e clear — gterge fereastra de lucru;

e wc nume_fisier — numara liniile, cuvintele si caracterele din figier si afiseaza rezul-
tatul pe ecran;

e <Ctrl> C sau <Ctrl> D — opreste executia unei comenzi.
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a) Folosind comanda man aflati care este efectul comenzii
cal.

b) Copiati fisierul .bashrc din directorul home in direc-
torul ~/modelare/temal/.

EXERCITIUL 8: Comparati efectul comenzilor sort .bashrc

si respectiv

sort .bashrc > sortat

(Indicatie: incercati 1s gi more ...).

Explicati care este efectul adaugarii caracterului > ur-

mat de un nume, la sfarsitul unei comenzi.

1.6 Editorul de texte joe

joe este un editor care emuleaza editorul MS-DOS WordStar, extrem de popular acum
un deceniu.

Majoritatea comenzilor joe folosesc tasta Ctrl, care va fi marcata de acum inainte ca 1.
(Simbolul folosit in figierele de Help ale editorului este ".)

De exemplu, pentru a introduce comanda notatd 1A (se citeste “control a”), se tine
apasata tasta Ctrl si apoi se apasa tasta A. Anumite comenzi necesita apasarea simultana
a tastelor Ctrl si Shift pe langa caracterul comenzii, ca de exemplu in comanda {Shift
6.

In alte comenzi, simbolul tastei Ctrl este urmat de doua litere, ca in TKA. Aceasta
comanda se poate introduce fie ca TK, urmat de litera A, fie ca 1K urmat de TA.

(Atentie, in comenzile descrise mai sus “A” semnifica tasta A, gi nu litera mare A, care
ar necesita apisarea suplimentara a tastei Shift.)

Principalele comenzi ale editorului joe, grupate dupa functionalitatea lor, sunt prezen-
tate mai jos.

e Lansarea editorului
joe nume._fisier < [ >
e Introducerea textului

Textul se introduce acum ca in orice editor. Nu este nevoie sa se introduca <[>
la sfarsit de linie deoarece la depagirea unui anumit numar de caractere pe o linie
editorul face automat trecerea la linie noua;

e Deplasarea cursorului

Se poate face cu ajutorul sagetilor 1, |, +—, — sau folosind comenzile:
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+A  sau tasta Home! — deplasare la inceputul liniei

TE — deplasare la sfargitul liniei

1tV sau tasta Next Screen! - deplasare cu un ecran spre sfarsitul fisierului
sau tasta Page Down'

TU sau tasta Prev Screen
sau tasta Page Up!

e Help
Comanda de help este TKH.

1 — deplasare cu un ecran spre inceputul fisierului

Ea afiseaza un meniu de help in partea de sus a ecranului. Se poate trece la
“pagina” urméitoare de help cu 1 [ . (sau Escape' .), si la pagina anterioard cu
11, (sau Escape!,).

Fereastra de help poate fi pastrata pe ecran, pentru referinta, pe tot parcursul
lucrului in joe.

e Salvare si iegire din editor

TKS sau TKD - salvare si continuarea lucrului
TKX — salvare gi iegire din joe
1C — iegire fara salvare.

e Editarea gi formatarea textului

1 Shift - (minus) — undo

1 Shift 6 — redo

Tasta Backspace sau Del! - sterge caracterul dinaintea cursorului
1D — gterge caracterul de la cursor

TKA — centrare linie

e Modificarea setarilor implicite

Se introduce comanda 1T, urmat de o litera sau de deplasarea cursorului folosind
sageata dreapta —.

Se pot modifica, printre altele:

Indentarea automata (Autoindent, implicit: OFF)

— Trecerea automata pe linie nouad (Wordwrap, implicit: ON)

— Crearea automata, la fiecare salvare, a unui figier backup

— Inserare caractere / scriere peste vechile caractere (Overtype, implicit: OFF),

- ... etc

e Lucrul cu figiere

T KR - Inserarea unui alt figier in cel aflat in curs de editare
1 KE - Schimbarea figierului care se editeaza

1Poate lipsi de pe unele tastaturi.
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e Cautari si inlocuiri
1T KF text < 0> — cautare, cu optiunile:
b — cautare inapoi
r — cautare si inlocuire

TL — repetarea ultimei cautari
e Lucrul cu blocuri de text
1T KB — marcarea inceputului unui bloc
T KK — marcarea sfargitului unui bloc
T KM — mutarea blocului marcat la pozitia cursorului
1T KC — copierea blocului marcat la pozitia cursorului
T KY — gtergerea blocului marcat
7T KB 1 KK — “ascunderea” blocului marcat

1 TX 1 KB (deplasare cursor) T KK — marcarea unei coloane

In directorul ~/modelare/temal creati un fisier numit
tema, folosind editorul joe.
EXERCITIUL 9: Figierul va con’gim? @spunsgr%lev (pue scurt!)' la (ixercigviil_e
1-8. (Unele exercitii nu solicita raspunsuri la intrebari,
nici comentarii. Notati totusi ca ati parcurs exercitiul,
de exemplu Fzercitiul z: OK.

1.7 Programul de posta electronica elm

1.7.1 Apelare

elm
Dupa intrarea in elm puteti:

sa cititi mesajele primite;

sa trimiteti mesaje;

sa mentineti o lista de “alias”-uri personale;

sa gtergeti sau sa mutati in alte casute postale mesajele primite;
sa modificati optiunile programului elm;

sa iegiti din elm.

1.7.2 Ajutor!

Pentru “help” se da comanda: ? urmat de:

nume_comand3 - afiseaza informatii despre aceasta comanda

? - afigeaza lista tuturor comenzilor disponibile
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1.7.3 Citirea mesajelor primite

O
\Y

citirea mesajului curent fara a afiga antetul (header-ul) mesajului

citirea mesajului curent, cu afigarea antetului (header)

setarea mesajului numarul n ca mesaj curent

+ B B A
1

avans un ecran

- inapoi un ecran

=~
1

plasarea cursorului pe mesajul anterior
J - plasarea cursorului pe mesajul urmator
k sau 1T - plasarea cursorului pe precedentul mesaj nesgters

j sau | - plasarea cursorului pe urmatorul mesaj nesters

In cursul citirii unui mesaj:

<spatiu> - avanseaza un ecran
T - mesaj precedent

4 - mesaj urmator

1.7.4 Trimitere de mesaje

Se da una din comenzile:

m - trimitere mesaj

r - raspuns expeditorului mesajului curent

g - raspuns expeditorului gi tuturor recipientilor mesajului curent
f - “forward” mesaj curent (retransmitere)

b - “bounce” mesaj curent (retransmitere)
Programul solicita:

e adresantul mesajului — listd de adrese Internet completd sau aliasuri (la m, £ sau
b);

e subiect;

e copii catre: (cc —carbon copy) - lista de adrese internet sau aliasuri, separate prin
spatii.

Se intra apoi intr-un editor de text, in mod implicit vi. Dupa comanda de scriere si
salvare a mesajului, utilizatorul poate:

S - sa trimita mesajul

e - sa editeze header-ul mesajului

f - sad renunte la trimiterea mesajului



1.7. Programul de posta electronica elm 17

Pentru crearea unor headere personalizate, se foloseste figierul
$HOME/ .elm/elmheaders

Printre altele, in el se poate introduce linia:
Return-Receipt-To: wuser@lmn.pub.ro

utila pentru a avea confirmarea de primire a mesajelor trimise.

1.7.5 Aliasuri personale

Se d&a comanda:
a

In modul “alias” sunt disponibile comenzile:

n - creare alias nou
a - creare alias din adresa expeditorului mesajului curent
Se solicita:
e alias (nume scurt)
e nume de familie (last name)
e prenume (first name)
e comentariu optional

e adresi de e-mail (sau lista de adrese, pentru a crea un grup)

o <[>
? - help pentru comenzile disponible in “alias”
d - gtergerea unui alias
c - modificare alias curent

<[ > - verificarea adresei de e-mail pentru alias-ul curent

1.7.6 Stergerea / mutarea mesajelor in altd casuta postala

d - sterge mesaj curent
s - salveaza mesaj curent in alta casutad postald si il marcheaza ca “sters” (Deleted)
C - salveaza mesaj curent in alta casuta postala fara sa il marcheze ca “Deleted”

¢ - schimbarea casutei postale; se pot folosi urmatoarele prescurtari pentru calea de
acces la un figier:

e figier fis in directorul SHOME: ~ /fis
e figier fis in directorul Mail: =/fis
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e figierul de mesaje primite: <
e figierul de mesaje trimise: >

e casuta postala “principala”: !
Sunt utile comenzile:

t - marcare mesaj curent pentru operatii ulterioare (salvare, stergere, etc.)

1 t - marcarea tuturor mesajelor care indeplinesc o conditie, in vederea unor operatii
ulterioare

1.7.7 Modificarea optiunilor

e in mod comanda: o
— Schimbarea nivelului de utilizator: u - 0 - incepator; 1 - familiar; 2 - expert
— Afisare mail: d - builtin; (usr/bin/more)
— Editor: e - /usr/bin/vi
Folder (unde se tin cdsutele postale ale utilizatorului):
f - SHOME/Mail

Criteriul de sortare a mesajelor:

s - received (in ordinea primirii, cel mai recent primul)

R - reverse received (in ordinea primirii, cel mai recent ultimul)

Casuta unde se pun mesajele trimise:

o - SHOME/mbox
(SHOME /outbox) — trebuie definit copy = ON in figierul elmrc

Programul de printare:

P
— Numele utilizatorului:

y
— Forma cursorului:
a - OFF (bara video-invers); ON (sdgeata)

Afigare numai numele persoanei in alias (Names Only):

n - OFF (afiseaza si adresa de Internet); ON (afigeaza numai numele)
e in figierul ~/.elm/elmre:
Figierul contine variabile grupate pe urmatoarele categorii:
— formatarea afigarilor
— dispozitive (“devices”) utilizate

— directoare si figiere de mesaje
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— optiuni/raspunsuri implicite
Toate optiunile sunt date prin setarea unor variabile. Instructiunile sunt de
forma: <variabila> = <valoare>
Exemplu:

askcc = ON
editor = /usr/bin/vi
names = ON

a) Modificati optiunea “Editor” implicita a programului

elm, astfel incat editorul folosit sa fie /usr/bin/joe
EXERCITIUL 10: b) Trimiteti figierul creat la Exercitiul 9, prin
posta electronica, la adresele: irina@lmn.pub.ro si
gabriela@lmn.pub.ro.

1.7.8 lesirea din elm

x - iegire fara modificarea casutei postale

q - iegire cu modificarea casutei postale

In concluzia acestel teme ...

Ati parcurs prima tema, v-ati familiarizat atat cu editorul de texte joe cat gi cu utilizarea
postei electronice.

Daca sunteti studentul Facultatii de Electrotehnica si utilizati aceasta carte in cadrul
laboratorului de Modelare numerica a campului electromagnetic: incepand cu tema 2
raspunsurile la intrebari vor fi scrise in figiere si trimise cadrului didactic:

irina@lmn.pub.ro  (Irina Munteanu)
sau

gabriela@lmn.pub.ro (Gabriela Ciuprina)
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Capitolul 2

Initiere in Scilab

Scilab (Vlab) este un mediu de programare sub sistemul de operare Unix care permite
rezolvarea unor probleme tipice de matematica prin efectuarea de calcule matematice,
trasarea de grafice, programare in limbaj specific. El emuleaza limbajul MATLAB,
avand extensii suplimentare.

In cadrul laboratorului de Modelare numerici a cimpului electromagnetic el este folosit in
rezolvarea numerica a unor probleme de camp electromagnetic prin metoda elementelor
de volum (tema 4), metoda diferentelor finite (tema 5), metoda elementelor finite (tema
6), metoda elementelor de frontiera (tema 7).

Tema 2 are ca scop familiarizarea cu Scilab in vederea rezolvarii temelor ulterioare.

2.1 Inainte de toate....

Una din componentele mediului Scilab este interpretorul care permite introducerea in
mod interactiv a unor comenzi de la consola gi executarea imediata a acestora.

e Cum se lanseazad in executie interpretorul? Lansarea interpretorului se face prin invo-
carea numelui sau:

scilab < >
e Cum se opreste interpretorul? La promptul Scilab --> se da comanda:
quit < U>

e Existd programe demostrative? Apdsati butonul “Demos” si apoi (de exemplu) “In-
troduction to SCILAB”. Sunt vizualizate instructiunile utilizate precum i rezultatele
lor.

e Ajutor !l Lista comenzilor si semnificatia lor se poate obtine apasand butonul “Help”.

Fereastra de help este imp&rtitd in dousi. In partea de jos sunt principalele capitole. In
cadrul acestui laborator veti avea nevoie de: “Scilab Programming”, “Graphic Library”,
“ Utilities and Elementary Functions” gi “Linear Algebra”. Partea de sus contine comenzi

21
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legate de subiectul capitolului selectat. Selectarea unei astfel de comenzi are ca rezultat
aparitia unei ferestre care descrie sintaxa comenzii, parametrii ei, modul de apelare.

Exista si help-on-line. La promptul Scilab-ului apasati:
help < 0>

e Nu stii comanda care face ....¢7 O comanda utila este comanda apropos, care cauta
cuvinte cheie in help-ul Scilab-ului.

a) Folosind comanda help aflati care este sintaxa comen-
zil apropos.

b) Folosind comanda apropos aflati care sunt comenzile
cu care se pot trasa spectre de linii de camp.

EXERCITIUL 1:

2.2 Variabile si constante.

In rezolvarea temelor veti folosi in exclusivitate matrice cu elemente reale. Un numar
poate fi considerat o matrice cu un singur element.

e Dimensiunea unet matrice nu trebuie declarata explicit.

Care este efectul comenzii:
EXERCITIUL 2:

--> a(10,5) =1

e Introducerea unei matrice se poate face natural astfel:

-—>A=1 1
4
7

o O N
©O© O W

Intr-o scriere compacta, liniile matricei pot fi separate prin “;” astfel:
-—>A=1[123; 456; 7 8 9]

Pentru separarea elementelor unei linii se poate folosi caracterul blank (ca mai sus) sau
virgula:

--> A = [1,2,3;4,5,6;7,8,9]

Stiind ca vectorii sunt un caz particular de matrice, care
EXERCITIUL 3: sunt comenzile cu care se va introduce un vector linie,
respectiv coloana cu elementele 1, 2, 37
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Comentati urmatoarea instructiune:

EXERCITIUL 4:

u = 12.4e-3

Observatie: variabilele utilizate intr-o sesiune de lucru ocupa memoria sistemului pe
masura ce sunt definite. Pentru a vizualiza lista variabilelor existente la un moment dat
si memoria disponibila se foloseste comanda who. Daca se doregte eliberarea memoriei
de una, mai multe sau toate variabilele generate se foloseste comanda clear.

Executati instructiunea who. Ce reprezinta

he % %t

EXERCITIUL 5:

hpi %heps Yinf 7

2.3 Atribuiri si expresii

Instructiunea de atribuire are sintaxa:
variabila = expresie

sau simplu:
expresie

in care variabila este numele unei variabile, iar expresie este un sir de operatori
si operanzi care respecta anumite reguli sintactice. In a doua forma, dupa evaluarea
expresiei, rezultatul este atribuit variabilei predefinite ans.

e Operatorii aritmetici' recunoscuti de Scilab sunt:
+ adunare;

scadere;

inmultire;

impartire la dreapta;

impartire la stanga;

ridicare la putere.

) NN ¥

Pentru transpunerea unei matrice se foloseste operatorul “apostrof”’ ca in exemplul:
--> B = A’

in care matricea B se calculeaza ca transpusa matricei A.

!QOperatorii aritmetici se aplici unor operanzi aritmetici, iar rezultatul este aritmetic.
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Observatii:

1. Adunarea si scaderea pot fi efectuate:

e intre doua matrice cu aceleagi dimensiuni;

e intre o matrice i un numar (caz in care numérul este adunat, respectiv scizut
din fiecare din elementele matricei).

2. Inmultirea poate fi efectuati:

e intre doua matrice daca lungimea liniei primei matrice este egala cu lungimea
coloanei celei de a doua matrice;

e intre un numair si o matrice (caz in care numarul este inmultit cu fiecare din
elementele matricei);

e intre doua matrice cu aceleasi dimensiuni (element cu element), caz in care
operatorul * este precedat de un punct, ca in exemplul:

-->C=A .xB
3. impér’girea matricelor poate fi facuta in mai multe feluri:

e la dreapta (pentru matrice patrate si nesingulare):
-->X=B /A

echivalent cu:

-—> X = B % inv(A)
sau cu
--> X =B % A~(-1)

e la stanga:
-->X=A\B

echivalent cu:

--> X = inv(A) * B
sau cu
-—> X = A"(-1) * B

Daca A este o matrice dreptunghiulard de dimensiuni m X n, iar b este un
vector coloana cu m elemente, atunci impartirea la stanga x = A \ b calculeaza
solutia ecuatiei Ax = b in sensul celor mai mici patrate.

e impartirea unei matrice la un numar (sa il notam cu u):
-—>Y=A4A/u

e impartirea element cu element a matricelor de dimensiuni egale:
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-->C=A./B
sau
-->C=A .\B

4. Ridicarea la putere A~p se face astfel %

e pentru p intreg pozitiv: daca matricea A este patrata atunci A se inmulteste
cu ea insasi de p ori; daca matricea A este dreptunghiulara atunci se ridica la
puterea p fiecare element din matricea A

e pentru p intreg negativ: daca matricea A este patrata atunci inversa ei se
inmulteste cu ea insasi de —p ori; daca matricea A este dreptunghiulara atunci
se ridica la puterea p fiecare element din matricea A

e pentru p numar real (dar nu intreg) pozitiv: dacd matricea A este patratd
atunci calculul se face cu ajutorul vectorilor i valorilor proprii ale matricei;
daca matricea A este dreptunghiulara, atunci se ridica la puterea p fiecare
element din matricea A.

e pentru p numdr real (dar nu intreg) negativ: dacd matricea A este patratd
atunci calculul se face cu ajutorul vectorilor gi valorilor proprii ale inversei
matricei; daca matricea A este dreptunghiulara, atunci se ridica la puterea p
fiecare element din matricea A.

e Operatorii de relatie’ recunoscuti de Scilab sunt:
< mai mic decat;

<= mai mic sau egal cu;
> mai mare decat;

>=  mai mare sau egal cu;
== egal cu;

= diferit de.

Acegtia permit testarea unor conditii, rezultatul avand valoarea F (fals) sau T (adevirat).
Daca operanzii sunt matrice de dimensiuni egale, atunci operatiile logice se fac intre
elementele de pe aceleagi pozitii, iar rezultatul este o matrice cu elementele F gi T.

e Operatorii logici* recunoscuti de Scilab sunt:
& conjunctia logica;
|  disjunctia logica;
negatia logica.

Daca operanzii sunt matrice (logice) cu aceleagi dimensiuni, atunci operatia se face ele-
ment cu element. Daca unul din operanzi este o valoare logica, atunci acesta se combina
cu fiecare din elementele celuilalt operand. Alte situatii nu sunt permise.

2Nu sunt descrise toate situatiile posibile.
30peratorii de relatie se aplicd unor operanzi aritmetici iar rezultatul este logic.
4Operatorii logici se aplici unor operanzi logici iar rezultatul este logic.
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e Functii elementare. Operanzii unor expresii pot fi i apeluri de functii elementare (de
exemplu trigonometrice), sau alte functii cunoscute. Aceste functii aplicate unei matrice
actioneaza asupra fiecarui element in mod independent. Lista lor poate fi inspectata
apasand butonul “Help” si apoi “Utilities and Elementary Functions”.

Fie A = :13 Z , b= [2] §iv:[4 3]. Care sunt
EXERCITIUL 6: . . ..

comenzile Scilab pentru rezolvarea ecuatiei:

AT +z)=b

2.4 Generarea vectorilor si matricelor

o Vectorii ai caror elemente formeaza o progresie aritmetica pot fi generati cu constructia:

valin : pas : valfin

Comentati rezultatele urmatoarelor instructiuni:
-->x =1:10
-->y =1:2:10
-->z =1:3:10
EXERCITIUL 7: > & = 1:-3:10
w=-1:-3:-10
u=-1:-10
v =-10:-1
a 10:-2:-3

e Vectorii ai caror elemente formeaza o progresie geometrica pot fi generati cu constructia:

logspace(dl, d2, n)

a) Care este semnificatia marimilor d1, d2, n din co-
EXERCITIUL 8: manda logspace ?
b) Ce genereaza comanda linspace ?

e Descrierea vectorilor st matricelor pe blocuri. Vectorii gi matricele pot fi descrisi pe
blocuri, folosind notatii de forma:

A=I[XY; UV];

X

. . Y | . . .
cu semnificatia A = l U Vv ], in care X, Y, U,V sunt matrice sau vectori.

Care este rezultatul comenzii:

EXERCITIUL 9:

-—> A =1[1:3; 1:2:7]
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® Referirea la elementele unei matrice. Pentru a obtine valoarea unui element, se folosesc
constructii de forma a(1,1),a(1,2). Se pot obtine valorile mai multor elemente prin
constructii de forma a(u,v) unde u §i v sunt vectori. De exemplu a(2,1:3) reprezinta
primele trei elemente din linia a doua a matricei a. Pentru a obtine toate elementele
liniei 2 se scrie a(2,:).

1 10 100 1000
Fie A= 1| 2 20 200 2000
3 30 300 3000
Notati rezultatele gi comentati urmatoarele comenzi:

--> A(0,1)

--> A(2,3)

--> A(:,3)
-—=> A(:,:)
--> A(3,:)
--> A(2,2:4)
A(2:3,2:4)

EXERCITIUL 10:

e (Generarea unor matrice particulare utile se poate face cu ajutorul functiilor:
eye matrice cu elementele unitare pe diagonala si nule in rest;
zeros matrice nula;
ones matrice cu toate elementele unitare;
rand matrice cu elemente aleatoare in intervalul (0,1);
diag construieste o matrice cu o anumita diagonald, sau extrage diagonala
dintr-o matrice.

Comentati urmatoarele comenzi (unde A este matricea
de la exercitiul 10iarv=[1 2 3 4 5]):

--> eye(3)

--> eye(3,3)

--> eye(3,4)

-=> eye(4)
--> diag(A)
diag(v)

EXERCITIUL 11:

Comentati urmatoarele comenzi:

--> A = diag(1:3)
EXERCITIUL 12: --> B = [A, eye(A); ones(A) zeros(A)]
--> C = diag(B)
--> D = C’*C
E

e Dimensiunile matricelor (vectorilor) pot fi modificate in timpul executiei unui program.
Pentru a obtine dimensiunea unei matrice X se foloseste instructiunea:
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[m, n] = size(X)

in care m reprezinta numarul de linii §i » numarul de coloane. Dimensiunea unui vector
v se obtine cu:

length(v)

care are semnificatia max(size(v)).

Definiti o matrice oarecare B (de exemplu cu 3 linii
gi 4 coloane). Executati i comentati urmatoarele

instructiuni:
EXERCITIUL 13:

--> [m,n] = size(B)
--> B = [B; zeros(1, n)]
[B zeros(m+1,1)]

e Matricea vidd. Scilab opereazi gi cu conceptul de matrice vida, notata cu [] gi care este
o matrice de dimensiune nula, fara elemente. Aceasta se dovedeste utila in eliminarea
unor linii sau coloane dintr-o matrice data. De exemplu, instructiunea

-—> B(:, [2 4]) =[]

are ca efect eliminarea coloanelor 2 gi 4 din matricea B. In acest fel, dimensiunea unei
matrice poate sa i scada in timpul executiei unui program, nu numai sa creasca prin
adaugarea de noi elemente.

2.5 Instructiuni grafice

Functia principala pentru reprezentari grafice este:
plot

Ea are diferite variante®, printre care:
plot(x,y)

in care z este vectorul variabilei independente, iar y este vectorul variabilei dependente.
Instructiunea:

plot(A)

5incerca§i apropos plot
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in care A este o matrice are ca efect reprezentarea grafica a variatiei elementelor coloanelor
matricei A in functie de indexul lor. Numaérul de grafice este egal cu numaérul de coloane.

Functiile auxiliare xtitle si xgrid permit completarea graficului cu un titlu si respectiv
addaugarea unui rastru.

Graficul u=f(t)
Tensiunea

A \

_8 / \ /]

0.00 125 250 375 500 6.25 750 87 1000 1125 1250

Fig. 2.1. Acest grafic trebuie obtinut la exercitiul 14

Realizati graficul din figura 2.1. El reprezinta functia
EXERCITIUL 14: y(t) = 10 * sin(t) pentru t € [0,47]. Puneti titlul grafi-
cului, axelor, si rastrul ca in figura.

2.6 Programare in Scilab

Scilab permite utilizarea unor structuri de control (decizii, cicluri, definiri de functii) ca
orice limbaj de programare de nivel inalt. Se pot scrie programe in Scilab, ca in orice
limbaj de programare.

Avantajul folosirii Scilab consta, mai ales, in usurinta cu care se pot postprocesa rezul-
tatele, finand seama de facilitatile grafice ale sale.
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2.6.1 Editarea programelor

Péana acum, ati lucrat la consola Scilab. Comenzile introduse pot fi scrise intr-un figier
si apoi “citite” cu comanda

exec

Un program in Scilab are urmatoarea structura posibila:

// comentarii

instructiune; // fara afisarea rezultatului
instructiune // cu afisarea rezultatului

Scrieti comenzile cu care ati rezolvat exercitiul

14, intr-un figier numit tema2.sci, din directorul

~ /modelare/tema2 si apoi executati-1 cu comanda:
EXERCITIUL 15:

-—> exec(’tema2.sci’)

Observati ce se intampla daca la sfarsitul fiecarei
instructiuni adaugati terminatorul “;”.

IMPORTANT: Comenzile necesare rezolvirii temelor ce vor urma vor fi scrise in figiere
si executate apoi cu comanda exec.

2.6.2 Operatii de intrare/iegire

e Introducerea datelor
Cea mai simpla metoda consta in utilizarea instructiunii de atribuire, ca in exemplul:
a=2>5

In cazul unui program scris intr-un figier, este mai convenabil sa se foloseasca functia
input. Functia input se utilizeaza in atribuiri de forma:

variabila = input(’text’)

in care “variabila” este numele variabilei a carei valoare va fi citita de la consola, iar “text”
este un sir de caractere ce va fi afisat, ajutand utilizatorul la identificarea informatiei ce
trebuie introdusa. De exemplu:

a = input(’Introduceti valoarea variabilei a’)

e Inspectarea si afisarea rezultatelor

Pentru inspectarea valorilor variabilelor este suficient sa fie invocat numele lor:

-—> x
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pentru ca interpretorul sa afigseze valoarea lor.

Daca se doregte eliminarea afigarii numelui variabilelor din fata valorii sale, atunci se
foloseste functia disp:

--> disp(x)

Aceasta functie poate fi folosita si pentru afisarea textelor, de exemplu:

disp(’Acest program calculeaza ceva ’)

Formatul in care sunt afisate valorile numerice poate fi modificat de utilizator cu ajutorul
instructiunii:

format

Operatia de iegire se poate realiza si prin apelul functiei printf in instructiuni de forma:
printf('format’ variabile)

in care “variabile” sunt variabilele care vor fi scrise in formatul corespunzator instructiunii
bl
iar “format” este un gir de caractere ce descrie formatul de afisare. Sunt recunoscute
urmatoarele constructii, similare celor din limbajul C:
%f  scrierea numarului in format cu virgula fixa;
%e  scrierea numarului in format cu exponent;
%g  scrierea numdarului in formatul cel mai potrivit (%f sau %e).

Celelalte caractere intalnite in girul “format” sunt afisate ca atare, de exemplu:
printf(’ Rezultatul este a = %g’, a)

Afisarea rezultatelor se poate face si grafic (vezi paragraful 5).

Scrieti, intr-un figier, un program prietenos care va per-
mite introducerea de la consola Setlab a doua numere
reale, va calcula suma lor, si va afisa rezultatul in for-
matul cel mai potrivit

EXERCITIUL 16:
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2.6.3 Structuri de control

e Decizii

Decizia simpla:

| Pseudolimbaj | Scilab | Observatii
daca conditie atunci | if conditie then || “conditie” este o expresie care
instructiuni instructiuni | este evaluata, iar daca rezultatul
end este adevarat (T), atunci se

executa “instructiuni”, altfel
se executa prima instructiune
ce urmeaza dupa end.

Decizia cu alternativa:

| Pseudolimba; | Scilab | Observatii |
daca conditie atunci | if conditie then | “conditie” este o expresie care
instructiunil instructiunil || este evaluata, iar daca rezultatul
altfel else este adevarat (T), atunci se
instructiuni2 instructiuni2 | executa “instructiunil”, iar daca
end rezultatul este fals (F), se
executa “instructiuni2”.

Decizia de tip selectie:

‘ Pseudolimbaj ‘ Scilab H Observatii ‘
daca conditiel atunci if conditiel then Pot exista oricate
instructiunil instructiunil alternative de selectie.
altfel daca conditie2 elseif conditie2
instructiuni2 instructiuni2
altfel else
instructiuni3 instructiuni3
end
select expresie, Pot exista oricate
daca expresie = expresiel case expresiel then || cazuri.
instructiunil instructiunil, “instructiunil” sunt
altfel daca expresie = expresie2 case expresie2 then || executate daca
instructiuni2 instructiuni2, expresie==expresiel,
altfel else instructiuni, etc.
instructiuni end

Observatie: “instructiuni” pot fi scrise dupa then, pe aceeasi linie. Cuvantul cheie then
poate lipsi daci “instructiuni” se scriu pe linie separati®.

6 Aceasta este sintaxa MATLA B.
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o (liclur:

Ciclul cu test initial:

Pseudolimbaj Scilab Observatii
cat timp conditie | while conditie Se repeta corpul ciclului, adica “instructiuni”,
instructiuni instructiuni | cat timp “conditie” este adevarata.
end S-ar putea ca “instructiuni” sa nu fie executate
niciodata in timpul rularii programului.

Ciclul cu contor:

Ciclul cu contor are doua forme, din care a doua este cea generala. Daca “expresie” este
o matrice, atunci “variabila” ia succesiv valorile coloanelor matricei. “instructiuni” nu
sunt executate niciodatd daca vectorul “valin:pas:valfin” este incorect definit (vid) sau
daca “expresie” este matricea vida.

Pseudolimbaj Scilab Observatii
pentru contor = valin, valfin, pas | for contor = valin : pas : valfin, | Forma a
instructiuni instructiuni doua este
end cea generala.
for variabila = expresie,
instructiuni
end

lesirile fortate din cicluri se pot face cu instructiunea break.

Scrieti un program care sa determine cel mai mare
numar intreg n pentru care 10" poate fi reprezentat
in Scilab. Indicatie: folositi pentru testare constanta
%inf.

EXERCITIUL 17:

2.6.4 Functii

Functiile sunt proceduri Secilab (termenii “macro”, “functie” sau “procedurad” au aceeasi
semnificatie).

Definirea functiilor in figiere
De obicei functiile sunt definite in figiere i “incarcate” in Scilab cu comanda getf. Un
fisier continand o astfel de functie trebuie sa inceapa astfel:

function| y1,..., ¥y, | = nume_functie ( z1,..., %y, )

unde y; sunt variabilele de iesire, calculate in functie de variabilele de intrare z; si,
eventual, de alte variabile existente in Scilab in momentul executiei functiei.
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EXERCITIUL 18:

Editati un figier numit “numefis.sci” cu urmaétorul
continut:

function [x,yl = combin(a,b)
X =a+b
y=a-b>b

i un figier numit “main.sci” cu urmatorul continut:

getf (’numefis.sci’)

a = input(’Introduceti a’);

b = input(’Introduceti b’);

[c,d] = combin(a,b)

printf(’ Suma numerelor a = %g si b = %g este
a+b=1Yg ,a,b,c);

printf(’ Diferenta numerelor a = %g si b = g
este a - b =7g’,a,b,d);

Executati in Scilab comenzile din “main.sci”:

--> exec(’main.sci’);

Comentat;i.

EXERCITIUL 19:

Scrieti (intr-un figier) o functie care s calculeze produsul
scalar a doi vectori. Scrieti un program Sctlab care sa
permita introducerea de la tastatura a doi vectori de
dimensiune egala gi care sa afigeze produsul lor scalar.

Definirea “on-line” a functiilor

Functiile se pot defini gi “on-line” cu comanda deff.

EXERCITIUL 20:

a) Cu ajutorul comenzii help aflati ce face comanda
fcontour.
b) Executati si comentati urméatoarele comenzi Scilab:

-—> deff(’[x] = cerc(u,v)’,’x = sqrt(u”2+v-2)’)
--> fcontour(-1:0.1:1,-1:0.1:1,cerc,4)

¢) Definiti “on-line” functia “combin” din exercitiul 18.
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2.7 Exercitiul final - campul unei sarcini punctiforme
situate in vid

Acest exercitiu urmareste exersarea facilitatilor de postprocesare ale programului, nece-
sare temelor viitoare.

Fie o sarcind punctiformi ¢ = 10°!° C, situatd in
vid (g9 = 8.8 - 1072 F/m), in punctul de coordonate
(z,y,2) = (0,0,0).
Sa se vizualizeze, in planul z = 0, linii echipotentiale si
vectori camp electric cu ajutorul comenzilor contour
si champ. Pentru aceasta, se vor determina valo-
rile potentialului gi ale componentelor campului intr-o
multime discreta de puncte din spatiu, plasate in no-
durile unei grile generate de un vector de abscise gi un
vector de ordonate.
Se recomanda parcurgerea urmatorilor pagi:
EXERCITIUL 21:

e Se va scrie o functie care calculeaza, intr-un punct
oarecare, potentialul unei sarcini punctuale sit-
uata intr-un punct oarecare din spatiu;

e Se va scrie o functie care calculeaza, intr-un punct
oarecare, vectorul componentelor campului elec-
tric al unei sarcini punctuale, situata intr-un punct
oarecare din spatiu;

e Se va scrie un program principal, care sa permita
introducerea datelor problemei de la tastatura si
care sa afigeze linii echipotentiale gi vectori camp
intr-un anumit domeniu din planul z = 0.

Figurile 2.2, 2.3, 2.4 prezinta rezultatele unui astfel de program in cazul in care grila a
fost extrem de rara, generata cu ajutorul vectorilor:

d =0.5

xmin = -d; xmax = d
ymin = -d; ymax = d
pasx = 2*d/3

pasy = 2xd/3

abscise = xmin:pasx:xmax
ordonate = ymin:pasy:ymax

Observatie: in cazul spectrelor desenate cu comanda champ, vectorii sunt desenati (translatati)
astfel incat mijlocul lor coincide cu punctul de calcul (de aceea, figura 2.2 apare oarecum
ciudat).
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Fig. 2.2. Efectul comenzii champ: Fig. 2.3. Efectul comenzii champl.:

vectorii au o lungime proportionala cu
valoarea modulului lor

Fig. 2.4. Efectul comenzii contour;

curbele au aceastd forma datorita

grilei extrem de rare folosite

vectorii au lungimi egale gi sunt
colorati conform valorii modulului lor

EXERCITIUL 22:

a) Observati si comentati alura echipotentialelor pentru
diferite grade de finete ale grilei folosite.

b) Cum tratati cazul in care unul din punctele grilei
coincide cu punctul in care se afla sarcina?

c¢) Scrieti un program care si genereze o grila adap-
tata problemei, astfel incat liniile echipotentiale sa aiba

racordari cat mai “dulci”.




Capitolul 3

Concepte de baza.

Aceasta tema urmareste evidentierea conceptelor fundamentale folosite de metoda dife-
rentelor finite i de metoda reziduurilor ponderate.

Metoda diferentelor finite consta in rezolvarea ecuatiei diferentiale a problemei in punctele
unei retele de discretizare, folosind aproximarea derivatelor prin diferente finite.

Metoda reziduurilor ponderate — in particular, implementarea ei cu elemente finite —
consta in rezolvarea unei formulari integrale (slabe) a ecuatiei problemei, folosind apro-
ximarea polinomiala pe portiuni a solutiei.

Ambele metode pot fi studiate in termenii teoriei clasice a aproximarilor polinomiale.

3.1 Aproximari polinomiale

3.1.1 Cazul unidimensional

e Interpolarea polinomiala Lagrange este una din cele mai cunoscute aproximari pentru
o functie f : [a,b] — IR, cunoscuta intr-un numar de puncte din Q = [a,b]. Reamintim
urmatoarea teorema:

TEOREMA 1 Fie o diviziune a intervalului [a,b] in n intervale definite prin punctele:
o= <11<...<x, =0

si fie o multime de numere {f(z;)}",. Atunci exista un polinom unic P,(x) care poate
fi exprimat in functie de numerele {f(z;)}", si de polinoamele de baza:

@) =[] -2 (3.1)

$t anume:

P,(z) = Zli () f(z;) (3.2)
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astfel incdt P,(z;) = f(x;). Mai mult, dacd functia f este de clasi C™"a,b], atunci
eroarea este:

_ wn(x) dn—|—1f
~ (n+1)!dgnt?

(&) (3-3)

unde xg < & < Ty, wp(x) = (x — zo)(x — 21) -+ - (T — ).

Observatie: in cazul unei refele echidistante, eroarea este E,(r) = Kh"™', unde K este
o constanta independenta de pasul A.

a) Ce grad are polinomul Lagrange [;(x) dat de (3.1) ?
EXERCITIUL 1: b) Ce valori ia un polinom Lagrange in nodurile grilei
careia 1i este asociat?

In directorul ~ /modelare/tema3, editati un figier numit
“lagrange.sci” care sa contina definitia unei functii de
tipul:

function [1] = lagrange(x,var,i)

EXERCITIUL 2: unde x este un vector care reprezinta diviziunea inter-
B valului [a, b], i reprezinta indicele nodului caruia ii este
asociat polinomul Lagrange, iar var reprezinta un vec-
tor de abscise, cu valori intre a si b, in care va fi evaluat
polinomul Lagrange asociat nodului i. Functia intoarce
un vector linie, cu valorile polinomului Lagrange [;(z)
evaluat in punctele vectorului linie var.

Indicatie: iata un pseudocod posibil pentru aceasta functie:

functie [Igr] = lagrange(vector x,var, intreg i)
:calculeazd numarul de intervale ale diviziunii

N= ...
;calculeaza lungimea vectorului absciselor
m= ...

pentru k =1,m

lgr(1,k) = 1;
pentru j =1,(n+ 1)
daca j # i atunci

lgr(1.k) = lgr(Lk)*(var(k)-x(i))/ (x(i)-x(j))
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EXERCITIUL 3:

In directorul ~/modelare/tema3, editati un figier numit
“ex3.sci” cu urmatorul continut:

clear;
getf (’lagrange.sci’);

x = [124] // diviziunea
pasx = 0.1

n = length(x) - 1;

abscise = x(1): pasx: x(n+1);

xsetech([0,0,0.5,0.5])
ordonatel = lagrange(x,abscise,1);
plot2d(abscise’,ordonatel’);

xsetech([0,0.5,0.5,0.5])
ordonate2 = lagrange(x,abscise,2);
plot2d(abscise’,ordonate2’);

xsetech([0.5,0,0.5,0.5])
ordonate3 = lagrange(x,abscise,3);
plot2d(abscise’,ordonate3’);

Executati acest program si comentati-l.

EXERCITIUL 4:

Adaugati la figierul “ex3.sci” comenzile:

xset ("window",1);

xsetech([0,0,1,1])

plot2d([abscise;abscise;abscise]’,
[ordonatel;ordonate2;ordonate3]’) ;

a) Ce efect au aceste comenzi?
b) Ce reprezinta figura 3.17

EXERCITIUL 5:

Figura 3.2 reprezinta functiile Lagrange asociate unei
anumite diviziuni a intervalului [a, b].

a) Care este intervalul gi cum este realizata diviziunea
lui?

b) Copiati figierul “ex3.sci” in figierul “ex5.sci”.
Modificati-1 pe acesta din urma astfel incat sa obtineti
graficul din figura 3.2.



40 CONCEPTE DE BAZA.

1.000 1125
0867 102
073 0900 0
0600 o787
0467 0675 L
033 0562
0200 0450 092 4
0067 038
-0.067 0225 074
0200 0113
033 0000 054 1
10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40
035 4
1000 1125 016 4
0.89%6 0979
0792 083 0 4 > ¢
0688 0688
0563 052 oz ]
0479 03%
0375 0250 oa ]
02711 0.104
0167 002
0062 o187 060 T T T T T T T T T T T
b 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 2
0042 033
10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40
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Fig. 3.1. Vezi exercitiul 4 Fig. 3.2. Vezi exercitiul 5

Pana acum ati vazut cum arata functiile de baza ale interpolarii Lagrange. Sa vedem
acum cum arata polinomul de interpolare.

Scrieti un figier “ex6.sci” cu urmatorul continut:

clear;
getf(’lagrange.sci’);
x=[-56-4-3-2-1012345]; //diviziunea
y = (x"2+1)°(-1);
pasx = 0.1
n = length(x) - 1;
abscise = x(1): pasx: x(n+1);
ordonate_adevarate = (abscise”2+1)~(-1);
m = length(abscise);

EXERCITIUL 6: | - zeros(mti,m);

for i = 1:n+1,

L(i,:) = lagrange(x,abscise,i);

end
ordonate = L’*y’;
plot2d([abscise;abscise]’,

[ordonate ordonate_adevarate’]);

a) Comentati acest program. Executati-l.

b) Ce reprezinta figura 3.37 Incercati s dati o explicatie
pentru acest fenomen (numit fenomenul Runge). Cum
ar putea fi evitat acest fenomen?
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1959

a) Copiati figierul

“ex6.sci” 1n

“ex7.sci”.

b) Modificati progra-

mul astfel incat in fer-
EXERCITIUL 7: eastra graficd sa se
afiseze in partea de
sus acelagi grafic ca
la exercitiul 6, iar in
partea de jos sa se de-
seneze graficul erorii.

1738 +

1516 -

1295

1074 +

0852

0631

0409

0188

R e R e Rt B
500 401 32 203 14 005 0% 183 2% 391 4%

Fig. 3.3. Vezi exercitiul 6

e Interpolarea polinomiald Hermite' construieste un polinom de interpolare a unei functii

f :]a,b] = IR, cunoscutd intr-un numar de puncte din Q = [a, b]. In plus fatd de in-
terpolarea Lagrange, este cunoscuta i derivata functiei in “nodurile” diviziunii (grilei).
Reamintim urmatoarea teorema:

TEOREMA 2 Fie o diviziune a intervalului [a,b] in n intervale definite prin punctele:

o=z <11<...<%,=0b

si fie o multime de perechi de numere {f(x;), %(a:i) n . Atunci eristd un polinom unic

H,(x) care poate fi exprimat in functie de numerele { f(z;), %g(xi) ? o §t de polinoamele
de baza:

vy _ Q)[R

e = G [ ey ) 84

Bi(x) = g;((ji))(x—x,-) (3.5)
unde Q;(z) = (l;(x))?, st anume:

H(0) = 3 |18 1) + B0 (0] (36)

de grad cel mult 2n + 1 astfel incdt Hy(z;) = f(x;) i 9= (z;) = %(wi). Mai mult, daca
functia f este de clasd C*™[a,b], atunci eroarea este:

(wn(z))* >+ f
(2n + 2)! dz?(+1)

En(z) = f(z) — Ha(z) = (&) (3.7)

unde Ty < & < Ty, wp(x) = (x — 2)(x — 21) - - - (T — ).

'Partea legatd de interpolarea Hermite (exercitiile 8 + 11 si 18) este facultativa.
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In directorul ~/modelare/tema3, editati un figier numit
“hermite.sci” care sa contina definitia functiei:

function [hO, h1l] = hermite(x,var,i)

unde x este un vector care reprezinta diviziunea inter-
EXERCITIUL 8: valului [a, b], i reprezinté indicele nodului caruia ii sunt
= asociate polinoamele Hermite, iar var reprezinta un vec-
tor de abscise, cu valori intre intre a si b, in care se va
evalua polinomul Hermite h{, respectiv h}, asociat no-
dului i. Functia intoarce doi vectori linie, cu valorile
polinomului Hermite h?(x), respectiv h}(z), evaluat in
punctele vectorului linie var.

In directorul ~ /modelare/tema3, editati un figsier numit
EXERCITIUL 9: “ex9.sci” care sd contina comenzile Scilab pentru a de-
sena intr-o fereastra polinoamele Lagrange in partea de
sus gi polinoamele Hermite in partea de jos.

Scrieti un program care sa realizeze interpolarea Her-
mite a functiei lui Runge 1/(1+z?). Programul va afisa
pe acelagi grafic functia reala, rezultatul interpolarii La-
grange si rezultatul interpolarii Hermite.

EXERCITIUL 10:

Modificati programul de la exercitiul 10 astfel incat
in partea de jos a ferestrei grafice sa fie desenate pe
acelasi grafic eroarea interpolarii Lagrange si eroarea in-
terpolarii Hermite.

EXERCITIUL 11:

e Interpolari polinomiale pe por{iuni. Interpolarile prezentate pania acum au folosit un
singur polinom care sa aproximeze functia pe intreg domeniul dorit. Ele se numesc
de aceea interpoldr: globale. Ati vazut ca prin cresterea finetei grilei de discretizare
a domeniului, nu este imbun#tititd eroarea de aproximare (uneori, dimpotriva, apar
fenomene nedorite chiar in cazul in care functia de aproximat are o alura cuminte, ca
functia lui Runge). Daci functia de aproximat are un relief foarte accidentat, atunci de
asemenea aproximarile polinomiale globale nu sunt precise.

Din aceste motive, mult mai necesare pentru rezolvarea numerica a problemelor de camp
electromagnetic sunt interpolarile pe portiuni.

a) Folosind functia lagrange pe care ati construit-o la
exercitiul 2, scrieti un program care sa deseneze cele
doua polinoame Lagrange asociate diviziunii [a b].

b) Comentati figura 3.4.

EXERCITIUL 12:

Sa consideram acum problema aproximarii unei functii pe un interval [a, b] divizat astfel:
a =1xy < x; < Ty =b. Sd notam cu 0, 1,2 nodurile grilei, asociate respectiv coordo-
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natelor xg, x1, Z-. In locul unei interpolari globale, care sa foloseasca cele trei polinoame
Lagrange asociate diviziunii [z 1 23], vom face o interpolare pe portiuni, in care vom
folosi polinoamele Lagrange asociate diviziunii [z¢ x| §i polinoamele Lagrange asociate
diviziunii [z, zo|. Astfel, pe intervalul [z, 1] functia f este aproximata prin:

P(z) = lo(z) f(20) + h(z)f (z1) (3-8)

unde ly i [; sunt functiile Lagrange asociate nodului 0 §i respectiv 1 si diviziunii [z z1],
iar pe intervalul [z, zo] functia f este aproximatd prin:

P(z) = li(z)f(21) + la(z) f (22) (3.9)

unde /; §i I sunt functiile Lagrange asociate nodului 1 §i respectiv 2 si diviziunii [z 23]

EXERCITIUL 13: Comentati figura 3.5. I

a) In fisierul “ex14a.sci” scrieti un program care sa re-
alizeze interpolarea functiei e® pe diviziunea [zq 1] =
[0 1], cu folosirea formulei (3.8). Reprezentati grafic
cei doi termeni ai sumei (3.8). Intr-o alti fereastrs
EXERCITIUL 14: reprezentati polinomul P de interpolare si functia e®.
b) Copiati figierul “ex14a.sci” in “ex14b.sci”.
Modificati figierul “ex14b.sci” astfel incat sa se realizeze
interpolarea functiei e* pe diviziunea [0 1 2|, astfel: pe
intervalul [0, 1] s& fie folosita relatia (3.8), iar pe inter-
valul [1, 2] sa fie folositd relatia (3.9).

10 10 10 10

09 09 09 09
08 08 08 08
o7 07 07 07
06 08 06 06
05 05
04 04 04
03 03 03 03
02 02 02 02
01 o1 01 01
00 00 00

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

10 10
09 09
08 08
07

06
05 05
04 04
03 03
02 02
01 01
00 00

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Fig. 3.4. Vezi exercitiul 12 Fig. 3.5. Vezi exercitiul 13
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La figierul “lagrange.sci” construit la exercitiul 2,
adaugati o functie de tipul:

function [1gr] = lagrange_portiuni(x,var,i)

unde x este un vector care reprezinta diviziunea inter-
valului [a, b], i reprezintd indicele nodului caruia ii este
EXERCITIUL 15: asociat polinomul Lagrange definit pe portiuni, iar var
reprezinta un vector de abscise intre a si b in care va fi
evaluat polinomul Lagrange pe portiuni asociat nodului
i. Functia intoarce un vector linie, cu valorile polinomu-
lui Lagrange pe portiuni /;(z) evaluat in punctele vec-
torului linie var. (Indicatie: in definitia acestei functii
apelati functia lagrange.)

a) Scrieti intr-un figier “ex16.sci” un program care si de-
seneze polinoamele Lagrange pe portiuni, asociate unei
diviziuni neuniforme.

b) Comentati figura 3.6.

EXERCITIUL 16:

T T T T T T T T T
500 401 302 208 104 005 0% 198 2% 391 4%

T T T T T T T T T
10 18 26 34 42 50 58 66 74 82 90

Fig. 3.7. Interpolarea Lagrange

Fig. 3.6. Vezi exercitiul 16 pe portiuni a functiei lui Runge

Copiati figierul “ex6.sci” in “ex17.sci”. fnlocui‘gi apelul
functiei lagrange cu lagrange_portiuni. Executati
EXERCITIUL 17: acest nou program. Rezultatul ar trebui sa arate ca
in figura 3.7. Comentati rezultatul, comparandu-l cu
rezultatul exercitiului 6.

a) Explicati cum credeti ca se va face interpolarea Her-
mite pe portiuni;

b) incercagi sa faceti o comparatie intre interpolarea La-
grange si interpolarea Hermite.

EXERCITIUL 18:
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3.1.2 Cazul bidimensional

Teoria generald a interpolarii in doud sau mai multe dimensiuni este mult mai dificila
decat cea unidimensionala.

[ata cum poate fi extinsa interpolarea Lagrange in cazul bidimensional.

Fie o functie f : Q — IR, unde (2 este un domeniu bidimen-

sional [a, b] X [¢, d], cunoscuti intr-un numir de puncte din Q. 9%
Presupunem ca functia este cunoscuta in nodurile unei grile
date de diviziunea pe Ox: CZ;O
aXy X; X, x.=b

o=z <11<...<xp, =b

si de diviziunea pe Oy:

Fig. 3.8. Grila de
discretizare a lui 2
Pastrand fixa una din variabilele independente, vom interpola unidimensional functia de-
a lungul celeilalte variabile. De exemplu, pentru un y; fixat al diviziunii pe Oy rezulta:

c=9Y <Y1 <Y< ...Yp =d.

fla,y;) =Y 1) f (@i, y5) + Enl,y;). (3.10)
i=0
Interpoland apoi dupa vy, rezulta:
flz,y) = Z Zli(x)lj(y)f(xiayj) + Enn(,y). (3.11)
=0 j=0

In consecinta, functiile Lagrange asociate unei grile bidimensionale sunt:

L Tk T Y=Y
(e, y) = L(@)y) = | 1L — - | 1L, — |- (3.12)
= 7

Copiati figierul “lagrange.sci” in “lagrange2D.sci”.
Modificati functia lagrange 1in lagrange2D, cu
urmatorii parametri:

function [1lgr] = lagrange2D(x,y,varx,vary,i,j)

unde x gi y sunt vectori care reprezinta diviziunea inter-
valului [a, b], respectiv [c,d], 1 §i j definesc in mod uni-
EXERCITIUL 19: voc nodul caruia ii este asociat polinomul Lagrange, iar
varx §i vary reprezinta un vector de abscise intre a §i b,
respectiv un vector de ordonate intre c si d, care definesc
punctele in care va fi evaluat polinomul Lagrange aso-
ciat nodului respectiv din grila bidimensionla. Functia
intoarce o matrice care contine valorile polinomului La-
grange [; j(z,y) evaluat in punctele determinate de ab-
scisele varx si ordonatele vary.
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Editati un figier “ex20.sci” cu urméatorul continut:

clear;
getf (’lagrange2D.sci’);

x = [-1 0 1]
y = [-1 0 1]
pasx = 0.2;

EXERCITIUL 20: pasy = 0.2
nl = length(x);
n2 = length(y);
abscise = x(1):pasx:x(n1);
ordonate = y(1):pasy:y(n2);
[cote] = lagrange2D(x,y,abscise,ordonate,2,3);
plot3d(abscise,ordonate,cote) ;

Executati si comentati acest program.

a) Ce reprezintd figura 3.97
b) Scrieti un program care
sa deseneze intr-o fereastra
grafica a Secilab-ului, cele
9 functii Lagrange asociate
diviziunii de la exercitiul 20.

EXERCITIUL 21:

Fig. 3.9. Vezi exercitiul 21

Scrieti expresia polinomului de interpolare Lagrange
pentru functia exp(z + y), in domeniul [—1,1] x [—1, 1],
pentru o grila uniforma pe ambele axe, avand in total 9
noduri.

EXERCITIUL 22:

Folosind drept model cazul unidimensional, extindeti in-

EXERCITIUL 23: terpolarea Lagrange pe portiuni la cazul bidimensional.

3.2 Clasificarea sistemelor de ecuatii cu derivate partiale

Din punct de vedere matematic, rezolvarea problemelor de camp electromagnetic implica
rezolvarea unor sisteme de ecuatii cu derivate partiale?.

2In limba engleza se prescurteaza PDE - “Partial Differential Equations”.
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Acestea se clasifica in trei categorii:

e hiperbolice — exemplu tipic:

v ,0%
— =V 5 3.13
a2~ " 0x? (3.13)
Aceasta este ecuatia undelor, v reprezentand viteza de propagare.
e parabolice - exemplu tipic:
ou 0 ou
—=—|D— 3.14
ot O < 836) ( )
Aceasta este ecuatia de difuzie, D reprezentand coeficientul de difuzie.
e eliptice: — exemplu tipic:
Pu  0%u
—+ == 3.15

Aceasta este ecuatia Poisson, p reprezinta densitatea sursei. Daca p = 0, ecuatia
se numeste Laplace.

Ecuatia (3.15) reprezinta ecuatia satisficutd de o functie stationard u(z,y), definita pe
o regiune de interes. Rezolvarea acestei probleme necesita cunoagterea valorilor functiei
(sau ale derivatei acesteia) pe frontiera domeniului.

Descrieti frontiera urmatoarelor domenii:
a) un interval [a, b] al axei reale;
b) un disc plan de razi r;
EXERCITIUL 24: c) o placvé sub§ir€ de forma patrata;
d) o sfera de razi r;
e) un cilindru de raza r gi de inaltime H.
Daca un domeniu 2 apartine spatiului n—dimensional,
Q C IR", carui spatiu 1i apartine frontiera sa 9€Q)7?

Ecuatiile (3.13) si (3.14) descriu evolutii in timp. Ele reprezinta probleme Cauchy care
necesita in plus cunoasterea valorilor initiale.

Exista si alte tipuri de ecuatii diferentiale. Pentru ilustrarea metodei diferentelor finite
si a elementelor finite se va folosi in cele ce urmeaza o ecuatie mult mai simpla decat
oricare din tipurile prezentate mai sus (vezi problema 1 din paragraful 3.3.3).

3.3 Aproximarea cu diferente finite

3.3.1 Ideea metodei. Formule de aproximare in cazul unidi-
mensional.

Ideea principala din spatele metodei diferentelor finite este aceea de a aproxima derivatele
care apar in ecuatii cu ajutorul unei multimi de valori ale functiei dintr-un numar de
puncte numite “noduri”.
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Cea mai populara metoda de a genera aceste aproximatii este prin intermediul seriilor
Taylor. Exista si alte posibilitati de a genera aceste aproximatii, de exemplu folosind

formule de interpolare.

Vom reaminti cateva rezultate pentru cazul aproximarii derivatelor unei functii unidi-

mensionale f : [a, b] — IR.

Vom nota cu z; punctele diviziunii intervalului [a,b], f; = f(x;), cu Df; =
D2fz - 6;1:2 (xz)

Cazul unei diviziuni uniforme: z;,1 —z; = h

e Aproximarea derivatelor cu o eroare de ordinul® h:

(progresivd) Df; = fZHh Ji O(h)
(regresivd) Df; = %+O(h)

e Aproximarea derivatelor (centrate) cu o eroare de ordinul h?:

sz — fz+12hfz 1+O(h2)

Fior — 2fi+ fia
h2

D’ f; + O(h?)

e Aproximarea derivatelor (centrate) cu o eroare de ordinul h*:

Df, = fi—e — 8fi—11-2*-h8fz'+1 — fiy2 +O(hY)
o, _ —Jiia+16fio1 —30f; +16fi41 — fz+2 4

Cazul unei diviziuni neuniforme: z;,., — x; = ah, x; — v;_1 = Sh

e Aproximarea derivatei de ordinul unu cu o eroare de ordinul A%

_ Bfin+ (@ =B fi— P fia
Df; = oB(a+ B + O(h?)

e Aproximarea derivatei de ordinul doi cu o eroare de ordinul* h:

Bfiv1 — (o + B) f; - afiq
afB(a+ B)%Z

3Este posibild doar pentru derivatele de ordinul unu.

D?f; + O(h)

2 (z,) g cu

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

4Derivata de ordinul doi nu poate fi aproximat cu o eroare de ordinul A2 daca sunt folosite numai

punctele z;_1, z; §i T;41.
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3.3.2 Algoritmul metodei

Aplicarea metodei diferentelor finite pentru rezolvarea oricarei ecuatii diferentiale pre-
supune realizarea urmatorilor pasi:

e Pasul 1: Se alege o schema de diferente finite pentru aproximarea derivatelor din
ecuatii gi se rescrie ecuatia ca ecuatie cu diferente finite.

e Pasul 2: Se stabilegte grila de discretizare gi se scrie ecuatia discretizata pentru
fiecare nod.

e Pasul 3: Se rezolva sistemul de ecuatii pentru determinarea valorilor necunoscute
in nodurile grilei.

e Pasul 4: Calculul altor valori, in afara celor din noduri, se face prin interpolare.

Se obignuiegte sa se spuna ca pasii 1 si 2 reprezinta etapa de preprocesare, pasul 3
reprezinta rezolvarea, iar pasul 4 postprocesarea.

3.3.3 Exercitii

Problema 1:

Newton a aratat ca, in unele cazuri, viteza de ricire a unui corp (derivata temperaturii
in raport cu timpul) este proportionald cu diferenta dintre temperatura 7" a obiectului
si temperatura 7, a mediului inconjurator:

o7
S HEIT() =T =0 (3.24)

unde k este un factor de proportionalitate gi ¢ este timpul.

Se considera o placa infinit extinsa in directiile axelor Oy gi Oz, de grosime foarte mica,
astfel incat temperatura este instantaneu uniforma in interiorul ei. Placa este brusc
introdusa intr-un mediu cu temperatura constanta.

a) Folosind metoda diferentelor finite, si se calculeze variatia in timp a temperaturii in
intervalul [0, 1], presupunand k£ = 2 gi T, = 0.5. Conditia initiala este 7°(0) = 1.

b) S& se compare rezultatul numeric cu rezultatul exact:

T(t) = T(0)e ™  + T,(1 — e™). (3.25)
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Scrieti un figier “problemal.sci” cu urmatorul continut:

clear; // este bine ca aceasta comanda sa fie
// prima linie din orice fisier
// scris in Scilab

getf (’grid_1D.sci’);
getf (’prep_mdf.sci’);

disp(’ Tema3 - problema 1’);
EXERCITIUL 25: // datele problemei:

Te = 0.5;
k = 2;
a=0;
b=1;

initial = 1;

// ————————— preprocesare —---—---——-----
[n, deltat] = grid_uniform(a,b);
[M,p] = asambleaza(k, Te, initial, deltat, n)

a) Scrieti un figier “grid_1D.sci” pentru definirea unei
functii grid_uniform, care sa aiba ca parametri de in-
trare capetele intervalului [a, b], s ceard utilizatorului
numarul n de segmente in care va fi impartit acest in-
EXERCITIUL 26: terval, si sa intoarca acest numar si pasul de discretizare
deltat.
b) Testati corectitudinea acestei functii astfel: in figierul
“problemal.sci” comentati linia cu al doilea getf pre-
cum gi ultima linie, si apoi executati acest program.

Deduceti forma discretizata a ecuatiei de rezolvat,
EXERCITIUL 27: folosind pentru aproximarea derivatei de ordinul unu o
schema cu diferente progresive (formula (3.16)).

Scrieti un figier “prep_mdf.sci” pentru definirea functiei
asambleaza. Aceasta va avea ca parametri de intrare
EXERCITIUL 28: datele problemei gi date despre grila de discretizare.
Parametrii de iegire vor fi matricea coeficientilor M si
vectorul termenilor liberi p.
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Indicatie: iata un pseudocod posibil:

functie [M, p] = asambleaza(real k,Te,initial deltat, intreg n)
: creaza o matrice M cu elemente nule

pentrui =1 n
M(i+1,i+1) = 1,
M(i+1,i) = k*deltat — 1,
p(i+1) = k*Te*deltat,

; impunerea conditiilor initiale

M(1,1) = 1;

p(1) = initial;

retur

Completati figierul “problemal.sci” cu:

/] ——mm—m rezolvare --------—----

EXERCITIUL 29: | - inv(+*p

Verificati corectitudinea functiei asambleaza: pentru
o impartire in 4 segmente rezultatul trebuie sa fie:
T=1[1, 0.75, 0.625, 0.5625, 0.53125 ] .

Cum este matricea M:
a) rard sau plind?
EXERCITIUL 30: b) simetrica sau nesimetrica?
c) singulara sau nesingulara?
d) bine sau prost conditionata (folositi comanda cond)?

Completati figierul “problemal.sci” cu:

/] —————-- postprocesare --------
deff(’[solutie] = Texact(t)’,

’solutie=(initial-Te)*exp(-k*t)+Te’);
for i = 1:n+1,

EXERCITIUL 31: t(i) = a + (i-1)*deltat;

end
Tex = Texact(t);
plot2d([t t],[T Tex],[3 -1],’121’,’mdf@exact’);

Ce reprezinta figura 3.107
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Se poate evita folosirea
matricei M? Propuneti o
' EXERCITIUL 32: alta metoda de imple-
mentare (scrieti un pseu-
' docod).

T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

omd
exat

Fig. 3.10. Vezi exercitiul 32

3.4 Metoda reziduurilor ponderate

3.4.1 Ideea metodei. Functii de baza in cazul unidimensional.

Ideea metodei

Exista doua abordari posibile atunci cand se doreste aplicarea unei metode variationale
pentru rezolvarea unei ecuatii cu derivate partiale. Sa notam aceasta ecuatie cu:

LT = f, (3.26)

unde L este un operator convenabil atagat problemei de rezolvat. Pentru buna formulare
a problemei, trebuie date si conditiile pe frontiera domeniului D al functiei 7', precum si
conditiile initiale daca este cazul.

O abordare este cunoscuta sub numele de metoda Rayleigh-Ritz si este metoda vari-
ationala clasica. Ideea acestei metode este urmatoarea:

e Ecuatiei satisfacute de functia necunoscuta 7' i se asociaza o anumita functionala
F(T) al carei punct de minim coincide cu solutia ecuatiei diferentiale.

e Se alege un sistem complet de functii de bazd, liniar independente, ¥;, j =1,...,n
iar solutia exacta este aproximata ca:

T~T=3 ¢V, (3.27)

j=1
e Constantele ¢; se determind din conditia de minimizare a functionalei F(T).

Aceasta metoda nu poate fi utilizata decat daca este gasitda expresia functionalei, lucru
posibil pentru multe ecuatii care descriu fenomene stationare. In caz contrar, se foloseste
metoda reziduurilor ponderate.

O alta abordare este metoda reziduurilor ponderate care poate fi descrisa pe scurt
astfel:
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e Daca T este o solutie aproximativa, atunci se definegte reziduul:

R(T)=LT—f. (3.28)
e Ca la metoda Rayleigh-Ritz, se alege un sistem complet de functii de baza liniar
independente, ¥;, 7 =1,...,n iar solutia exacta este aproximata ca:
=3 ¢, (3.29)
j=1

e In general, reziduul (3.28) are valoarea zero doar pentru solutia exactd. Cum 7T
este doar o aproximatie a acesteia, reziduul este in general nenul i constituie o
masura a erorii introduse de aproximarea functiei 7" prin relatia (3.29).

Pentru determinarea constantelor ¢; se impune conditia de anulare a reziduului in
medie pe intregul domeniu al problemei. Media este definita sub o forma generala
ca integrala pe domeniu a functiei reziduu (3.28) inmultitd cu anumite functii w;
numite functii pondere:

/QR(ZN’)wz- =0 i=1,...,n (3.30)

Relatia (3.30) extinde notiunea binecunoscuta de proiectie a unui vector pe o axa,
la cea de proiectie a unei functii R pe alta functie w;, ambele avand acelagi domeniu
de definitie €2. De aceea se spune ca metoda reziduurilor ponderate este o metoda
de proiectie.

In metoda reziduurilor ponderate, relatia (3.30) se scrie pentru cele n functii pon-
dere, rezultand astfel un sistem de n ecuatii din care pot fi calculati cei n coeficienti
necunoscuti c;.

In functie de modul in care se aleg functiile pondere, metoda are mai multe variante:
— Metoda colocatiei: functiile pondere sunt functii Dirac; prin (3.30) se impune
deci anularea reziduului in anumite puncte din domeniu;
— Metoda celor mai mici patrate: functiile pondere coincid cu functia reziduu;

— Metoda Galerkin: functiile pondere coincid cu functiile de baza. Aceasta este
cea mai des folosita metoda si de aceea o vom folosi in exercitiile ce urmeaza.

Functii de baza in cazul unidimensional

Cele mai folosite functii de baza provin din aproximari polinomiale pe portiuni. Cazul
cel mai simplu este cel in care polinoamele sunt de gradul 1.

Sa consideram diviziunea z;, cu i = 1,...,n+ 1 a intervalului [a, b] pe care este definita
functia necunoscuty 7. In paragraful 3.1.1 ati vazut cum se face interpolarea polinomiala
pe portiuni in cazul unidimensional. Graficele polinoamelor de interpolare Lagrange pe
portiuni (fig. 3.5) arata ci, pentru un nod, existd doud polinoame care iau valoarea 1 in
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nod si zero in nodurile vecine. Aceste doua polinoame definesc functia de baza asociata
nodului z:

o TE [T,
U,(z) = ﬁ T € 2, Tit1] (3.31)
0 T & [Tic1, Tiga]
pentru ¢ # 1 gi ¢ # n + 1, respectiv
—fl__“;i x € [z, 2]
Ui(z) = (3.32)
0 x € [xla x?]
Tl L€ [T, Ty
Unii(z) = (3.33)
0 x Ql [l‘na l‘n—l—l]

Observam ci functia de bazi® asociatd nodului ¢ este diferitd de zero numai in intervalele
adiacente nodului ¢: (x;_1, z;] i [2;, z;41). Fiecare interval [z;, x;11] se numegte element
finit. De aceea, aceasta metoda mai este cunoscuta si sub numele de metoda elementelor
finite.

Cu alegerea (3.31) + (3.33) a functiilor de bazi, necunoscutele ¢; din relatia (3.29)
reprezinta chiar valorile functiei necunoscute 7" in nodurile retelei de discretizare, ¢; = Tj:
. ntl
=Y T;9;. (3.34)
j=1
In consecintd, necunoscutele problemei sunt chiar valorile T; ale functiei in nodurile
retelei de discretizare.

EXERCITIUL 33: Demonstrati afirmatia precedenta. I

In cazul bidimensional elementele finite sunt de obicei triunghiuri sau patrulatere, iar in
cazul tridimensional sunt de obicei tetraedre sau prisme (triunghiulare sau patrulatere).®

Functiile de bazd ¥; pot fi polinoame de grad mai mare decat 1, construite tot cu ajutorul
polinomului Lagrange [;(x) (vezi teorema 1). In practicd se folosesc functii de baza de
grad cel mult 3.

3.4.2 Algoritmul metodei

Aplicarea metodei reziduurilor ponderate (elementelor finite) pentru rezolvarea oricarei
ecuatii diferentiale presupune parcurgerea urmatorilor pasi:

SFunctjiei de bazi asociatd unui nod i se mai spune si functie de formd (“shape function”) sau functie
“palarie” (“hat function”). Aceastd din urmd denumire provine de la forma acestei functii in cazul
bidimensional.

6In limba engleza se spune ci discretizarea se face cu o retea
finite gi cu o grila “grid” in cazul metodei diferentelor finite.

“mesh” in cazul metodei elementelor
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e Pasul 1: Se aleg functiile de baza. Acesta este cel mai important pas pentru ca
de aceasta alegere depinde acuratetea aproximarii necunoscutei.

e Pasul 2: Se aproximeaza functia necunoscuta printr-o relatie de tip (3.34). Daca
functiile de baza au fost alese ca fiind functii polinomiale pe portiuni, atunci acest
pas presupune impartirea domeniului pe care este definita functia necunoscuta in
elemente finite.

e Pasul 3: Se aleg functiile pondere.
e Pasul 4: Se asambleaza sistemul de ecuatii.

e Pasul 5: Se rezolva sistemul de ecuatii determinand coeficientii necunoscuti (va-
lorile necunoscutei in nodurile retelei de discretizare, in cazul variantei Galerkin).

e Pasul 6: Se calculeaza alte marimi de interes asociate problemei.

Pagii 1+4 reprezinta etapa de preprocesare, pasul 5 este etapa de rezolvare iar pasul 6
reprezinta postprocesarea.

3.4.3 Forma discretizata a ecuatiei de rezolvat

Vom rezolva acum problema 1 cu metoda elementelor finite in varianta Galerkin, cu
functii de baza liniare. Aceasta este echivalent cu:

e alegerea la pasul 1 a functiilor liniare pe portiuni (3.31) ca functii de baza;

e discretizarea, la pasul 2, a domeniului de definitie 2 = [a, b] al necunoscutei, in
n subintervale (elemente finite [z;, x;11], cu i = 1,...,n); pentru simplitate, se va
considera diviziunea echidistanta, in care toate elementele finite au aceeagi lungime;

e construirea functiei aproximate conform relatiei (3.34);

e alegerea, la pasul 3, a functiilor pondere ca fiind aceleasi ca functiile de baza
(conform metodei Galerkin).

Cu aceste alegeri, principala dificultate a preprocesarii o constituie pasul 4 al algorit-
mului, si anume asamblarea sistemului de ecuatii.

Asamblarea sistemului de ecuatii

Sub acest nume este cunoscutd operatia de construire a sistemului de ecuatii (3.30), cu
1=1,...,n+1.

Vom renota variabila ¢ cu x gi vom folosi, pentru simplificarea scrierii, notatia C = kT,.
Ecuatia de rezolvat (3.24) devine:

T'(z) + kT (z) = C, (3.35)
in care dependenta de z va fi, in cele ce urmeaza, subinteleasa.

Reziduul definit de relatia (3.28) are, pentru aceasta problema, forma:

R(T) =T + kT — C. (3.36)
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Proiectia reziduului pe functiile pondere, data de (3.30), se particularizeazi sub forma
(cu w; = ¥y):
/ (T" + kT — O)¥; dQ = 0. (3.37)
Q

Odata explicitata integrala pe domeniul de definitie al necunoscutei, aceasta relatie va
reprezenta ecuatia cu numarul ¢ dintr-un sistem de n + 1 ecuatii cu n 4+ 1 necunoscute
T; — valorile temperaturii in nodurile retelei de discretizare.

Se observa ci relatia (3.37) contine termenul [, 7'V¥,;d). O etapd esentiald in re-
zolvarea oricarei ecuatii diferentiale prin metoda elementelor finite este transformarea
acestui termen astfel incat nu necunoscuta 7', ci functia de baza ¥; pe care se face
proiectia, sa apara derivata. Aceasta transformare se poate face folosind formula de
integrare prin parge:

/ T'0;dQ = — / TW,'dQ + / (TT,)'dQ = — / TO/AQ+ (T, (3.38)
Q=[a,b] Q Q Q

Relatia (3.37) devine:

. / Tw,dQ) + / KTW, A — / O, dQ + (T0,) [t = 0. (3.39)
Q Q Q

Cum domeniul €2 este impartit in elementele finite e = 1,..., n, integralele pe €2 pot fi
scrise ca sume de integrale pe elementele finite:

3 (— / TW,'dQ + / KT, dS) — / o, dQ) + (T8, = 0. (3.40)

e=1
Se observa ca ultimul termen din relatia (3.40) nu mai este o integrala pe intregul domeniu
2, ci este o expresie definitd pe frontiera 02 = {a, b} a acestuia.

In consecinti, pot fi identificate dou tipuri de contributii la ecuatiile (3.40):

— contributia elementelor finite;

— contributia frontierei.

Aceste doua tipuri de contributii vor fi analizate separat in cele ce urmeaza.

Determinarea contributiilor elementelor finite

Necunoscuta 7' va fi aproximata conform relatiei (3.34), in care j variazi de la 1 lan+1,
deoarece reteaua de discretizare contine n + 1 noduri.

In relatia (3.40) scrisd pentru nodurile interioare domeniului (i = 2,...,n), termenul
b . . ..

(I'¥;)|, nu intervine, deoarece ¥;(a) = ¥;(b) = 0. De aceea, vom elimina acest termen

in cele ce urmeaza.
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Astfel, relatia (3.40) (in care se considerd nuld contributia frontierei) devine:

e=1

n n+1 n+1
3 (— [y nyviae+ [ kY Tywde - [cw, dQ) =0, (3.41)
€ ]:1 € ]:1 €

sau, interschimband pozitia sumelor dupa e si dupa j in primii doi termeni integrali si
tindnd cont de faptul ca 7} sunt coeficienti necunoscuti constanti, deci pot fi scosi in
afara integralelor:

n+1 n n
ZTJ <Z (_/‘Ilj\l’i’d9+k/\1’j‘1’i dQ)) = Z/C\I’, d€. (3.42)
j=1 € e e—1"€

e=1

S& reamintim faptul ca relatia (3.42) este ecuatia cu numarul 7 din sistemul de ecuatii
cu necunoscutele T;. Se constatd cd membrul stang al relatiei (3.42) este o combinatie
liniard a necunoscutelor 7}, in timp ce membrul drept nu contine necunoscute. Ecuatia
(3.42) va avea deci, dupa calculul integralelor care intervin, forma standard a unei ecuatii
dintr-un sistem de ecuatii algebrice liniare:

n+1
j=1

Asamblarea sistemului de ecuatii consta in calculul coeficientilor m;; si al termenilor liberi
p;. Comparand (3.42) cu (3.43) se constata cd acesti coeficienti au, in cazul metodei
elementelor finite, expresiile:

my =3 (= [0idQ+k [ U0,d0) = Y (<L +4T) = oml, (3.44)
e=1 € € e=1 e=1
daca i # j, si respectiv
M= (— / W0, + k / 0,7, dQ) — ST L) = SomE, (3.45)
e=1 € € e=1 e=1

iar termenul liber are expresia:
pi = Z/C\Di A0 =3 0T; = 3 pt. (3.46)
e=1"¢ e=1 e=1

Calculul expresiilor m;;, m;; si p; este mult simplificat de observatia ficutd anterior,
aceea ca functia de forma (de bazi) ¥; este nuld in toate elementele finite e = [z, Tg11]
care nu contin nodul 7 (i # k si i # k + 1), dupa cum rezultd din insisi definitia (3.31)
a functiei V;.

Ca urmare:
7, este nenula doar pentru elementele e care contin nodul j (e 3 j)
7, este nenula doar pentru elementele e care contin nodurile i i j (e > j sie D 1)
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7' este nenuld doar pentru elementele e care contin nodul i ( e > 7)
7' este nenuld doar pentru elementele e care contin nodul i ( e 3 7).

De aceea, in (3.44) suma pentru toate elementele e se reduce la 3 ; g es;, iar in (3.45)
si (3.46) doar la Y- 5;.

a) Ce grad are polinomul ¥,?
EXERCITIUL 34: b) Cz?te elementevcontrlbuu?, in cazul problemei llIl‘ldl-
mensionale de fata, la coeficientul m;;? Dar la coeficien-

Sa calculam contribugia unui element finit e la coeficientul M al matricei, contributie

notatd cu my; in relatia (3.44). Conform observatiilor de mai sus, ms; e nenuld daca

elementul e conglne nodurile 7 si j. In concluzie, pot aparea urmatoarele doua situatii
(se va nota cu h dimensiunea’ elementului finit):

e e

— —

T; Tj = Tit1 Tj = Ti— ZT;
Formulele (3.31) se particularizeza ca: Formulele (3.31) se particularizezi ca:
Y= I T U, = TE oo

Ti—Tj Ti—ZTj
Vi= =5 Vj=. =%
Derivata functiei de baza ¥; este: Derivata functiei de baza ¥; este:
\I’ r_ 1 \I] ! l

= LU0 = [ e dp = = [0 =[5 ey =

—fe\Il]\IJZdQ 5 Mdgﬁ_ b Ty = [, 0;0,dQ = JE - wdx_ h

Ty— 0, dQ = 7 oty — b —f\If~dQ fm%;de——
Il’:fexpi\lfi’dQ:f;f%dx:_% ) = [,¥,¥,/dQ = fwl;mj-glx—%
T = [, 02dQ = [& E2l gz = b Ty = [, 02dQ = I ) g = &

a) Demonstrati formulele de calcul pentru integralele
Ila I?a 1—3, Illa IQI-

Indicatie: Folositi interpretarea geometrica a integralei,
pentru a calcula rapid o parte dintre aceste expresii.

b) Cum puteti retine ugor semnele care apar in formulele
acestor integrale?

EXERCITIUL 35:

In concluzie, un element finit e = [z;, z;] (sau e = [z, z;]) contribuie la coeficientii liniei
¢ din matricea sistemului cu valorile:

1/2+kh/6, i,j€e, j>i
mg, =T+ kT, ={ —1/2+kh/6, i,jc€e, j<i (3.47)
0, idesauj e

“in cazul de fats, lungimea,
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1/2+kh/3, i,j€e, j>i

mfi = _Ill + kIQI = _1/2 + kh/ga Za] ce, .7 <1 (348)
0, i¢esaujéde
e | Ch/2, ice

In relatiile de mai sus, h = |z; — z;].

Adunand contributiile tuturor elementelor e se obtin (conform relatiilor (3.44) — (3.46))
coeficientii sistemului de ecuatii:

Mij =) Mg, Mg =) Mg, Ppi=) P (3.50)
e e e

Determinarea contributiilor frontierei

Sa notam cu & expresia ultimului termen din relatia (3.40):

E= (TU)° = T(b)U;(b) — T(a)¥;(a). (3.51)

In punctele de pe frontiera domeniului 2 (plasate la capetele intervalului), singurele
functii de forma nenule sunt ¥;(a) =1 i ¥,,1(b) = 1. In consecinti, Z, va avea valori
nenule doar pentru prima gi ultima ecuatie din sistem:

_T(a) = _Tla 1=1
E={ T(b) =Ty, i=n+1 . (3.52)
0, 2<i<n

In ce priveste prima ecuatie din sistem, valoarea T; = T'(0) reprezinta conditia initiala a
ecuatiei de rezolvat, care va fi impusa direct:

myp =1; pr=T1; my; =0 pentru j # 1. (3.53)

De aceea, singura parte a frontierei care va contribui la coeficientii sistemului este ultimul
nod, z,+1 = b.

Cum valoarea T;,;1 este necunoscuta, £ va contribui la coeficientul diagonal my, ;1,41 al
liniei n + 1 din sistemul de ecuatii, cu valoarea contributiei de frontiera

M1 =1, (3.54)

iar coeficientul diagonal al ultimei linii are expresia

_ f e
Mptint+1 = mn+1,n—|—1 + Zmn+1,n+17
e
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unde al doilea termen reprezinta suma contributiilor elementelor finite care contin nodul
n + 1 (calculate cu relatia (3.48) cazul j < 7).

Pana acum, ati vazut care este contributia unui ele-
ment e la coeficientii liniei ¢ din matricea sistemului
de ecuatii.

a) La cati coeficienti ai matricei (eventual plasati pe alte
linii) contribuie elementul e?

b) Care sunt expresiile acestor contributii?

Indicatie: Scrieti o relatie asemanatoare cu (3.42), core-
spunzatoare liniei j din matrice.

EXERCITIUL 36:

Cum se modifica rationamentele de pana acum daca di-
viziunea intervalului [a, b] nu este uniforma?

EXERCITIUL 37:

Observatia 1

Sa considerdm un nod 7 interior domeniului 2 = [a, b] (deci cu 2 < ¢ < n). S& scriem
ecuatia (3.43) corespunzitoare acestui nod. Stim deja ci o mare parte din coeficientii
m;; ai liniei 4 sunt nuli, mai precis relatia (3.43) are forma:

mii—115-1 + myTs +my i Ti = pi. (3.55)

Pentru o retea de discretizare echidistanta, lungimea h este aceeasi pentru oricare element
finit. Folosind relatiile (3.47) <+ (3.49) si adunand conform (3.50) contributiile celor doud
elemente finite care contribuie la coeficienti, se obtine:

1 kh 1 kh 1 kh 1 kh Ch Ch
<—§+F>Ti_1+<—§+?+§+?>Ti+(54‘?)7}4—1:74’7, (356)

Sau

1  kh kh 1 kh
(—5 + F) Tia+ 2?1—; + (5 + F) Tiv1 = Ch. (3.57)

a) Prin rationamente similare, deduceti ecuatia core-
spunzatoare nodului z = n + 1.

b) Ce structurd va avea matricea M a sistemului de
ecuatii rezultat?

EXERCITIUL 38:

Impirtind relatia (3.57) la lungimea h a intervalului i regrupand termenii, se obtine:

Tio =Ty | Tia +4T3+ T3
+1 1+]€ 1+ + 1

o . =C. (3.58)
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Observatia 2

Aceeasi formula (3.58) se obtine daci se discretizeaza ecuatia

T'(z;) + kT (x;) = C (3.59)

in nodul x = z;, astfel:

e se folosegte formula de diferente centrate (3.18) pentru discretizarea derivatei 7"(x;);

e se considera T'(z) interpolat printr-un polinom Lagrange l>(x) (de gradul doi), pe
diviziunea [z;_1 x; z;11];

e se adoptd pentru 7'(z;) valoarea medie a functiei lo(z) pe intervalul [z; 1, x;11],
data de:

1 Tit1
T(‘/'EZ) = l2mediu I::L.iflﬁ "'E’L+1] - / ZQ(.T) dx.
Lit1 — Lij—1 Jxia

a) Demonstrati afirmatia precedenta.
b) Se stie de la cursul de metode numerice cd aproxi-
marea integralei unei functii 7'(z) prin integrala poli-
nomului Lagrange de gradul II are ordinul de precizie
O(h?):

EXERCITIUL 39:

/x P (2) de = /w (@) dz + O(h2).

i—1 i—1
Folosind aceastd relatie si concluzia punctului a),
estimati precizia schemei de elemente finite (3.57) (e-
chivalenta cu (3.58)).

3.4.4 Exercitii

Sunt acum disponibile toate “caramizile” necesare scrierii algoritmului care rezolva pro-
blema 1 prin metoda elementelor finite.

Completati figierul “problemal.sci” cu liniile:

getf (’prep_mef.sci’);

[M1,p1] = asambleaza_mef(k,Te,initial,deltat,n)
EXERCITIUL 40:

b) Scrieti un figier “prep_mef.sci” pentru definirea
functiei asambleaza_mef. Aceasta va avea aceiasi
parametri ca si functia asambleaza, dar asamblarea ma-
tricei se va face, de aceasta data, conform metodei ele-
mentelor finite.

Indicatie: iata un pseudocod posibil:
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functie [M, p] = asambleaza_mef (real k, Te,initial deltat, intreg n)
; creaza o matrice M si un vector p cu elemente nule

h = deltat

C=k*Te

pentrue =1, n
i —e, : nodurile elem. e
] =e+1,

; contributii la linia i
M(i,j) = M(i,j) + 1/2 + k*h/6,
M(i,i) = M(i,i) + 1/2 + k*h/3,
p(i) = pi) + C*h/2,
; contributii la linia j
; contributia frontierei la coeficientul diagonal al ultimei linii
M(n+1,n+1) = M(n+1,n+1) + 1;
; impunerea conditiilor initiale
M(1,1) = 1;
.............. - anularea celorlalte elemente nenule ale liniei 1
p(1) = initial;
retur

Observatie. Algoritmul propus are structura clasica a unui algoritm bazat pe metoda
elementelor finite:
e Se parcurg elementele finite e = 1,n

e Se identificd nodurile elementului finit curent (i, 7).

e Se adauga contributia elementului finit curent la coeficientii matricei.

O alternativa (rar folositd in practicd) ar fi urméatoarea:

e Se parcurg nodurile 1 =1,n+1
e Se identifica nodurile j si elementele e vecine nodului curent .
e Se calculeaza contributia elementelor vecine la coeficientii m;;.

Completati figierul “problemal.sci” cu:

/] ——=———= rezolvare prin m.e.f. -—----—--—-
T1 = inv(M1)*pl

EXERCITIUL 41:

Verificati corectitudinea functiei asambleaza_mef: pen-
tru o impartire in 4 segmente rezultatul trebuie sa fie:

Tt = [ 1, 0.801961, 0.6845933, 0.6102050,
0.5688781 ].
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EXERCITIUL 42:

Cum este matricea M1:
a) rard sau plind?
(comparati cu “previziunea” ficutd la exercitiul 38)
b) simetrica sau nesimetrica?
¢) singulara sau nesingulara?
d) bine sau prost conditionatd?

EXERCITIUL 43:

Inlocuiti ultima linie din figsierul “problemal.sci” cu:

plot2d([t t t],[T T1 Tex],[3 2 -1],’121°,
’mdf@mef@exact’) ;

Executati programul si comentati graficul obtinut.

EXERCITIUL 44:

a) Calculati valorile erorii absolute in nodurile retelei:

er(i) =T(i) — Tex(i), i=1n+1
erl(i) =T1(i) — Tex(i), i=1,n+1

Reprezentati grafic aceste erori.

b) Calculati eroarea Cebigev a solutiilor aproximative T’
si 77 pe intregul interval de definitie. Aceasta eroare
este definita ca:

e = max ler(i)], el= ,max ler1(z)|-

¢) Cum pot fi reduse erorile fard a modifica algoritmii?
Prin incercari succesive, determinati in ce conditii
eroarea absoluta Cebigev scade la ambele metode sub
e = 0.01.

d) Comparati cele doua metode (metoda diferentelor fi-
nite de ordinul I i metoda elementelor finite in varianta
Galerkin cu functii de baza liniare) din punctul de vedere
al preciziei solutiei.

EXERCITIUL 45:

a) Comparati cele doud metode din punctul de vedere
al timpului de calcul. Indicatie: Pentru determinarea
experimentala a timpului de calcul folositi instructiunea
timer.

b) Cum ar putea fi redus timpul de calcul la metoda
elementelor finite?
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a) Poate fi evitata folosirea matricei M in cazul metodei
elementelor finite? Justificati.
EXERCITIUL 46: b) Propuneti o variantd a algoritmului de asamblare a
matricei M prin metoda elementelor finite, care sa im-
plementeze direct relatia (3.57).




Capitolul 4

Metoda volumelor finite

Scopul acestei teme este sa va calauzeasca pas cu pas in implementarea unui program
Scilab care sa rezolve, prin metoda volumelor finite, o problema plan-paralela de regim

electrocinetic stationar.

4.1 Enuntul problemei

Fie un conductor omogen, de conductivitate o, situat intr-

un mediu perfect izolant. Conductorul are o dimensiune B : V=Vo

dupa axa Oz mult mai lunga decat celelalte doua. Figura

4.1 reprezinta o sectiune perpendiculara pe directia dimen- 0=0

siunii foarte mari. Aceasta sectiune are forma literei L, de Bl o

dimensiuni a, b, A, B. Conductorul are doua borne supra- =D

conductoare, una aflata la potential Vj si cealalta aflata la b

potential nul. Se cer: A

a) Sa se reprezinte liniile echipotentiale; 0=0

b) S& se reprezinte spectrul liniilor de curent; Fig. 4.1. Conductor in
c) Sa se calculeze rezistenta pe unitatea de lungime (in forma de L

directia axei Oz) a acestui rezistor.

TEMA de laborator:

Sa se scrie un program Sctlab care sa rezolve, folosind
metoda volumelor finite, problema enuntata mai sus.
Programul va permite introducerea de la consola a
datelor geometrice gi de material, precum si a unor
parametri care sa permita utilizarea unor grile de dis-
cretizare mai dese sau mai rare, uniforme sau neuni-
forme.

Pasii necesari rezolvarii acestei teme sunt schitati in cele ce urmeaza.

65
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4.2 Formularea corecta a problemei

Inainte de orice, o problema de camp electromagnetic tre-
buie corect formulata, in conformitate cu teorema de unic- M

N
itate.
Problema fiind de regim electrocinetic stationar, formula- oLV
A . . . Y dn

rea se va face in V' — potential electrocinetic, unde E = P

.. . A . . Q
—grad V, E fiind intensitatea campului electric. V=0
Ecuatia de ordinul doi satisfacuta de potentialul electroci- de R
netic este: =0

—div (ogradV) =0 (4.1)

unde V : D — R este potentialul definit pe domeniul Fig. 4.2. Domeniul de
bidimensional de forma literei L: D = MNPQRS (figura 4.2). calcul

Pentru buna formulare a problemei, trebuie impuse pentru potential conditiile de fron-
tierd. Frontierele supraconductoare (MN si QR) au potential constant, gi in consecinta
pe ele trebuie impuse conditii Dirichlet in concordanta cu valorile potentialului. Pe
frontierele de 1angd izolant (NPQ si RSM), trebuie impuse conditii Neumann nule'.

Condititle de frontierd impuse potentialului sunt:

V =V, pe MN (Dirichlet) (4.2)
V =0 pe QR (Dirichlet) (4.3)
g_v =0 pe NPQURSM (Neumann) (4.4)
n

4.3 Ideea metodei. Ecuatii finale.

Metoda volumelor finite este o metoda numerica si, in consecinta, ea nu poate deter-
mina valorile potentialului in toate punctele (o infinitate) domeniului de calcul. Valorile
potentialului sunt determinate (cu aproximatie) intr-un numar finit de puncte, situate in
nodurile unei grile de discretizare. Daca notam cu n numarul de noduri ale grilei, aceasta
inseamna ca vom calcula n valori ale potentialului (problema are n necunoscute).

La orice metoda numerica de calcul al campului trebuie precizate doua lucruri foarte
importante:

o Cum se aprorimeazd functia necunoscutd in orice punct din domeniul de studiu in
functie de cele n necunoscute?

e Cum se aprorimeazd ecuatia satisfacuta de necunoscuta principala a problemei?
Scrierea acestei ecuatii aproximative in cele n noduri va genera un sistem de n
ecuatii cu n necunoscute.

'In izolant nu existd curent de conductie, in consecintd J - n = 0 la frontiera cu izolantul, deci

—ogradV - n = 0, echivalent cu —UZ—Z = 0 pe acele frontiere.
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In cele ce urmeaza vom reaminti rationamentul acestei metode pentru cazul regimului
electrostatic, deoarece ecuatia de ordinul doi asociata lui este mai generala decat cea
asociata regimului electrocinetic stationar, pentru ca are sens fizic forma ei neomogena:

—div (egradV) = p (4.5)

unde V : D — R, ¢ este permitivitatea mediului, p este densitatea de volum a sarcinii
electrice. Conditiile de frontiera pot fi Dirichlet V(M) = f, unde f este cunoscuta pentru
o parte a frontierei domeniului, sau Neumann € 0V//0n = g, unde g este cunoscuta pentru
restul frontierei. Vom presupune ca in domeniul de calcul nu exista distributii superficiale
de sarcina.

Cel mai simplu rationament se face pe o grila de discretizare carteziana, tip potrivit
pentru problema enuntata mai sus.

4.3.1 Aproximarea campului electric

Pentru deducerea sistemului de ecuatii, nu este nevoie decat sa precizam cum se aproxi-
meaza intensitatea campului electric.

Pe o muchie a grilei de discretizare, intensitatea campului electric dupa directia data
de muchia respectiva se considera constanta gi egala cu diferenta de potential dintre
nodurile muchiei raportata la lungimea muchiei. Aceasta valoare se atribuie si cate unei
jumatati din fiecare celula ce contine muchia respectiva.

De exemplu, in figura 4.3, componenta lui E dupa directia u este aproximata prin (V5 —
VB)/||OB]| in toata zona hasurata.

4.3.2 Aproximarea ecuatiilor

Deducerea ecuatiilor metodei volumelor finite se face scriind legea fluxului electric pe o
suprafatd inchisa ¥ ce inconjoara un nod al grilei de discretizare (figura 4.4).

C C
T 5
D o 4 D o !
A S i B
2
A A
Fig. 4.3. Aproximarea Fig. 4.4. Suprafata &
campului pentru un nod interior

Tratarea nodurilor de pe frontiera se face in functie de tipul conditiei de frontiera si
de forma frontierei. Pentru nodurile de pe frontiera Dirichlet, ecuatia se inlocuieste cu
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simpla atribuire a valorii potentialului nodului respectiv. Ecuatia asociata nodurilor de
pe frontiera Neumann are o forma specifica, in functie de pozitia nodului pe frontiera
Neumann (pe o frontierd dreapta sau intr-un “colt”).

Ecuatia asociata unui nod interior:

Fig. 4.5. Notatii pentru
un nod interior

Ecuatia de ordin doi, discretizata, scrisa pentru punctul
interior O (figura 4.5) este data de relatia (4.6) pentru
regimul electrostatic. In regim electrocinetic stationar,
se inlocuieste cu o si p cu zero.

Observatie: stabilirea grilei pentru metoda volumelor fi-
nite se face astfel incat putem presupune ca in fiecare celula
a grilei materialul este omogen (permitivitatea, conducti-
vitatea sunt constante), si, de asemenea, sursele de camp
(densitatea de volum a sarcinii) sunt constante in fiecare
celula.

In scrierea ecuatiei asociata nodului O intervin numai va-
lorile necunoscutei in nodurile A, B, C, D, proprietatile de
material gi sursele asociate celulelor inconjurédtoare (notate

cu indicii 1,2,3 si 4), precum si dimensiunile segmentelor grilei care concurd in punctul

O (segmentele [|OA| = ha, [|OB|| = hz, |OC]|| = he, |OD|| = hp).

h h
Vo (51 D T €2 B+

EQhA + €3hc 4 €3hB + €4hD 4 €4hc + €1h,A> _

th hB hC th
—VAglhD + SQhB _ VBEQ}ZA + 63hc _ Vcé‘ghB + €4hD B VD64hC + €1hA _
hA hB h’C’ hD
hah hgh hch hph
= p A2D +,02 BQA 5 C’2B_+_p4 DQC (46)

In cazul problemei de electrocineticd, deoarece mediul este considerat omogen (o constant
in domeniul D), ecuatia (4.6) se scrie mai simplu, ca in relatia (4.7).

ha

hp + hp ha+ he hg + hp hc + ha
Vo< R e e e e )
h h h h h h h h
v, D+ B—VB Athe CB+ D_VD c+ 4_ (4.7)

hp he hp
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EXERCITIUL 1: Deduceti relatia (4.6).

Ecuatia asociata unui nod pe frontierd dreapta:

Ecuatia de ordin doi, discretizata, scrisa pentru punc-
tul pe frontiera O (figura 4.6) este data de relatia n_
(4.8) pentru regimul electrostatic. Pe frontiera dreapta
AOC, vom nota g = —5?9—‘; (conditie de frontiera
Neumann, care provine din cunoagterea componentei
normale a inductiei electrice). exterior

&P,
o) B
EP domeniu

de
calcul

In scrierea ecuatiei asociatd nodului O, intervin nu- A
mai valorile necunoscutei in nodurile A, B, si C, pro-

prietatile de material si sursele asociate celulelor in-

conjuratoare (notate cu indicii 2 si 3), precum si di-

mensiunile segmentelor grilei care concurd in punctul Fig. 4.6. Notatii pentru un nod
O (segmentele ||OA]], ||OB]| si [|OC|)). pe frontiera dreapta

SQhB 82hA +€3hc €3hB 62hB 82hA+63hC 83]23
v, _y, 2ty Shareshe y, Sshs
O(hA+ I +hc> T T kg o
hgh hch
= Py B2 44 3 02 B o goaha — goche (4.8)

In relatia (4.8), goa este conditia de frontiera Neumann asociata segmentului OA, iar
goc este conditia de frontiera asociata segmentului OC.

In cazul problemei de electrocinetica in care conditiile de frontiera Neumann sunt nule,

pentru un nod O situat pe frontiera Neumann dreapta ecuatia se scrie mai simplu, ca in
relatia (4.9).

hg ha+hc hg hg ha+ he hg
Dp  tathe BBy, 0By RATRC BB gy
Vo (hA + e + hc) Va hs Vi ha Ve he 0 ( 9)
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Ecuatia asociata unui nod pe frontierd - colt exterior:

Ecuatia de ordin doi, discretizata, scrisa pentru punc-
exterior _ tul pe frontiera O (figura 4.7) este data de relatia
T n (4.10) pentru regimul electrostatic. Pe frontiera AOB,
0 B ‘ vom nota g = —6‘3—‘; (conditie de frontierda Neumann,
care provine din cunoagterea componentei normale a

P domeniu  inductiei electrice).

de

A caleul In scrierea ecuatiei asociata nodului O intervin nu-
? — mai valorile necunoscutei in nodurile A si B, pro-
prietatea de material gi sursa asociata celulei vecine
(notata cu indicele 2), precum si dimensiunile seg-
mentelor grilei care concuri in punctul O (segmentele
OA i OB).

Fig. 4.7. Notatii pentru un nod
pe frontiera colf, exterior

goh eoh eoh eoh hgh
VO( 2 B+ 2 A>—VA 2B 2 A_ B A_gOAhA_gOBhB (410)

-V —
ha | hg ha  Php PP

In relatia (4.10), goa reprezinta conditia de frontierd asociatd segmentului OA si gop
cea asociata segmentului OB.

In cazul problemei de electrocinetica, pentru un nod O situat in coltul exterior al fron-
tierei Neumann (punctul S din figura 4.2), stiind ca conditiile de frontierda Neumann sunt
nule, ecuatia se scrie mai simplu, ca in relatia (4.11).

hg ha hg ha
DB A) Byt g (4
Yo (hA + hB) VAhA VBhB 0 (41D

EXERCITIUL 2:  Deduceti relatia (4.10).

Ecuatia asociatda unui nod pe frontierd - colt interior:

_,n_ exterior
C _ Ecuatia de ordin doi, discretizata, scrisa pen-
€ P, Tn tru punctul pe frontierda O (figura 4.8) este
D o B | data de relatia (4.12) pentru regimul electro-
e e static. Pe frontiera BOC, vom nota g =
1 [):L 2 F)Z 6V o . . v
—e4,, (conditie de frontierda Neumann, care
q . dAoaI | provine din cunoagterea componentei normale
omeniu ae calcu

a inductiei electrice).

Fig. 4.8. Notatii pentru un nod
pe frontiera colt interior
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In scrierea ecuatiei asociata nodului O, intervin numai valorile necunoscutei in nodurile
A, B, C si D, proprietatile de material si sursele asociate celulelor vecine nodului O
(notate cu indicii 1, 2 §i 4), precum si dimensiunile segmentelor grilei care concura in

punctul O (segmentele OA, OB, OC si OD).

Vo <€1hD + e2hp L gaha i eshp i eshe + €1hA> _

hA hB hC hD
erhp + e2hp gaha eshp eshe +e1ha
i 2B _ _ —
A I Ve Iy Ve he Vb I
hah hgh hph
= p1 A2D + p2 BQA + pa D2 ¢ — gohs — gochc

(4.12)

In cazul problemei de electrocinetica cu conditii de frontiera Neumann nule, pentru un
nod O situat in coltul interior al frontierei Neumann (punctul P din figura 4.2) ecuatia
se scrie mai simplu, ca in relatia (4.13).

h h h h h h
VO<M+_A+_D+Q>_

ha hg  he hp
hD+hB hA hD hC+hA _
VA hA VB@ - VC% - VDT =0 (413)

Pe scurt:

Domeniul de calcul se discretizeaza cu ajutorul unei grile cu n noduri. Pentru fiecare
nod care nu se afla pe o frontiera Dirichlet se va scrie o ecuatie corespunzitoare (de tipul
(4.7), (4.9), (4.11) sau (4.13)), iar pentru nodurile Dirichlet se impun valorile respective.
Rezulta astfel un sistem de n ecuatii cu n necunoscute, scris matriceal:

Mx=p

4.4 Implementarea metodei in Scilab

Programul implementat va avea (ca orice program ce implementeaza o metoda numerica
de rezolvare a unei probleme de cdmp) trei parti importante:

e Preprocesarea: consta in construirea structurilor de date asociate problemei, a
matricei coeficientilor A si a vectorului termenilor liberi b.

e Rezolvarea: consta in rezolvarea sistemului si aflarea vectorului necunoscut x.

e Postprocesarea: consta in calculul marimilor de interes.

In cele ce urmeaza, vom parcurge etapele scrierii unui astfel de program.
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4.4.1 Preprocesarea

Urmatorul exercitiu sugereaza faptul ca un program trebuie si fie cat mai clar scris astfel
incat si poata fi usor inteles si eventual depanat. Programul principal trebuie sa reflecte
pagii principali ai algoritmului. Toate detaliile se vor executa prin functii care vor fi
apelate din programul principal.

Prima functie apelata de programul principal trebuie sa permita introducerea in mod
interactiv a datelor problemei, astfel incat acestea sa poate fi modificate ugor de un
utilizator al programului, fara sa fie nevoie de modificarea codului sursa.

In directorul ~/modelare/temad scrieti un figier
“main.sci” cu urmatorul continut:

clear; // este bine ca aceasta comanda sa fie
// prima linie din orice fisier
// scris in Scilab

getf ("citire_date.sci’);
getf(Pgrid.sci’);
getf (’mvf.sci’);

disp(’Metoda volumelor finite
EXERCITIUL 3: conductor in forma de L’);

// citirea si validarea datelor problemei
[a,b,A,B,sigma,V0] = date();

// alegerea grilei
[x,y,NA,Na,Nb,NBb] = grid(a,b,A,B);

// asamblarea matricei coeficientilor M si
// asamblarea vectorului termenilor liberi p
[M, p] = asambleaza(x,y,sigma,VO,NA,Na,Nb,NBb);

A doua functie apelata din main construieste doi vectori x si y avand semnificatia din
figura 4.9. Vectorul x reprezinta vectorul absciselor. Valoarea x(1) poate fi aleasa zero, si
atunci ultima componenta a vectorului trebuie sa aiba valoarea A. De asemenea, printre
componente trebuie sa fie gi valoarea a. Un rationament similar se face si pentru vectorul
y. Functia grid mai intoarce si alte numere utile: NA — numarul de noduri care se afla
pe segmentul RS, Na — numarul de noduri care se afla pe segmenul MN, Nb — numarul de
noduri care se afla pe segmenul QR gi NBb — numarul de noduri care se afla pe segmenul
NP, minus 1.
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EXERCITIUL 4:

<< <

a) Scrieti, intr-un figier citire_date.sci o functie
cu numele date, care sa nu aiba nici un parametru
de intrare, gi care sa intoarca datele problemei
(a,b,A,B,sigma,V0). Aceasta functie va cere de la con-
sola Sectlab introducerea datelor si va face verificarea
lor (nu va permite de exemplu introducerea unor valori
a, b negative sau zero, si nu va permite introducerea
unor valori A, B mai mici sau egale cu a, respectiv b).
b) Testati corectitudinea functiei astfel: in programul
principal comentati liniile de sub apelul functiei date, si
executati acest program cu comanda exec.

Na
M
NBb
@
(3 P Q
2 Nb
Oy g R
I e e
T NA

Fig. 4.9. Evidentierea vectorilor = si y

EXERCITIUL 5:

a) Scrieti, intr-un figier grid.sci o functie cu numele
grid, care sa aiba drept parametri de intrare datele ge-
ometrice §i care sa intoarca doi vectori x gi y care repre-
zinta vectorii absciselor si ordonatelor care genereaza
grila de discretizare (figura 4.9). Functia va cere de la
consola Scilab introducerea numarului de segmente in
care este impartit segmentul MN, numarul de segmente
in care este impartit segmentul QR, apoi NP gi PQ. Intr-
o prima etapa, realizati o discretizare uniforma a tuturor
acestor segmente, folosind instructiunea linspace.

b) Testati corectitudinea functiei astfel: in progra-
mul principal gtergeti comentariul liniei corespunzatoare
apelului functiei grid si executati programul cu co-
manda exec.
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Urmeaza “miezul” algoritmului, asamblarea sistemului de ecuatii in conformitate cu me-
toda volumelor finite. Vom nota cu M matricea coeficientilor gi cu p vectorul termenilor
liberi. Nodurile grilei de discretizare le vom numerota de la stanga la dreapta gi de jos
in sus, aga cum se arata in figura 4.10.

Urmatorul pseudocod detaliaza aproape complet modul in care trebuie definita functia
ce realizeaza asamblarea matricei coeficientilor si a vectorului termenilor liberi.

Verificati si completati pseudocodul functiei care reali-
zeazd asamblarea matricei M si a vectorului p.

EXERCITIUL 6:

Scrieti un figier mvf . sci care sa contina definitia functiei
EXERCITIUL 7: asambleaza, precum si, eventual, alte functii pe care
aceasta le apeleaza.

T+(NBb-1)*Nat+1 T+NBb*Na
T+Na+1 : T+2*Na
T+1 D T+Na
(Nb-1)*NA+1 ¢—= T=Nb*NA
(Nb-2)*NA+1 ¢ i : =——¢(Nb-1)*NA
NA+1 == == == == == 2 NA
1 2 NA

Fig. 4.10. Modul in care se face numerotarea nodurilor

functie [matrice M, vector p] = ; parametri de iesire

asambleaza(vector x, vector y, real sigma, VO, NA Na,Nb,NBb)
; tratarea nodurilor interioare marcate cu dreptunghi in figura 4.10
pentrui =1, Nb-2

pentru j = i*NA+2, (i+1)*NA-1 ;J este numdrul nodului
indicex = j — i*NA
indicey =i + 1

OA = y(indicey) — y(indicey-1)
OB = x(indicex+1) — x(indicex)
OC = y(indicey+1) — y(indicey)
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OD = x(indicex) — x(indicex—1)
;calculeaza linia j a matricei M conform relatiei (5.9)

i=Nb-1 ;randul scurt

pentru j = i*NA+2, i*NA + Na-1 ;) este numarul nodului
indicex = j — i*NA
indicey =1+ 1

OA = y(indicey) — y(indicey-1)
OB = x(indicex+1) — x(indicex)
OC = y(indicey+1) — y(indicey)
OD = x(indicex) — x(indicex—1)
;calculeaza linia j a matricei M conform relatiei (5.9)
; tratarea nodurilor interioare marcate cu cerculet in figura 4.10
T = Nb*NA
pentru i = 0, NBb-2
pentru j = T+ i*Na+2, T+(i+1)*Na-1 ;j este numarul nodului
indicex = j— T — i*Na
indicey = Nb + i+ 1
OA = y(indicey) — y(indicey-1)
OB = x(indicex+1) — x(indicex)
OC = y(indicey+1) - y(indicey)
OD = x(indicex) — x(indicex—1)
;calculeaza linia j a matricei M conform relatiei (5.9)
;tratarea conditiilor de frontiera
;segmentul MN (Dirichlet, V = V0)
pentrui =1, Na
j=T+4+ (NBb-1)*Na + i ;J este indicele global al nodului
;anuleaza termenii nediagonali ai liniei j ai matricei M,
;in afara de termenul diagonal cdruia i se atribuie valoarea 1

;segmentul QR (Dirichlet, V = 0)

pentrui =1, Nb
j = i*NA ;J este indicele global al nodului
;anuleaza termenii nediagonali ai liniei j ai matricei M,
;in afara de termenul diagonal cdruia i se atribuie valoarea 1
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;segmentul NP (Neumann, zero)
pentrui =1, NBb-1

j=T + i*Na ;J este indicele global al nodului
indicex = Na
indicey = Nb + i

OA = y(indicey) - y(indicey-1)

OB = x(indicex) — x(indicex-1)

OC = y(indicey+1) — y(indicey)

;calculeaza linia j a matricei M conform relatiei (4.9)
;segmentul PQ (Neumann, zero)
pentrui =1, NA — Na - 1

j=(Nb-1)*NA + Na + i ;J este indicele global al nodului
indicex = Na + i
indicey = Nb

OA = x(indicex) — x(indicex—1)

OB = y(indicey) — y(indicey-1)

OC = x(indicex+1) — x(indicex)

;calculeaza linia j a matricei M conform relatiei (4.9)
;segmentul RS (Neumann, zero)
pentrui =2, NA-1

j=1 ;) este indicele global al nodului

indicex = i

indicey = 1

OA = x(indicex) — x(indicex—1)

OB = y(indicey+1) — y(indicey)

OC = x(indicex+1) — x(indicex)

;calculeaza linia j a matricei M conform relatiei (4.9)
;segmentul SM (Neumann, zero)
pentrui=1, Nb-1

j=1*NA + 1 ;J este indicele global al nodului
indicex = 1
indicey =i+ 1

OA = y(indicey) - y(indicey-1)
OB = x(indicex+1) — x(indicex)
OC = y(indicey+1) — y(indicey)
;calculeaza linia j a matricei M conform relatiei (4.9)

pentrui =0, NBb -2
j=T+ i*Na +1 ;J este indicele global al nodului
indicex = 1
indicey = Nb + i+ 1
OA = y(indicey) - y(indicey-1)
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OB = x(indicex+1) — x(indicex)
OC = y(indicey+1) — y(indicey)
;calculeazd linia j a matricei M conform relatiei (4.9)

;punctul P (Neumann, zero)

j = (Nb - 1)*NA + Na ;J este indicele global al nodului
indicex = Na
indicey = Nb

OA = y(indicey) - y(indicey-1)
OB = x(indicex+1) — x(indicex)
OC = y(indicey+1) — y(indicey)
OD = x(indicex) — x(indicex—1)
;calculeaza linia j a matricei M conform relatiei (4.13)

;punctul S (Neumann, zero)

j=1 ;) este indicele global al nodului
indicex = 1
indicey = 1

OA = x(indicex+1) — x(indicex)
OB = y(indicey+1) - y(indicey)
;calculeaza linia j a matricei M conform relatiei (4.11)

Vizualizati matricea M (evident, la consola Scilab). Ce
proprietati are aceasta matrice?
a) Este simetrica sau nesimetrica?
b) Este singulard sau nesingulara?
c) Este rara sau plina?
EXERCITIUL 8: d) Este bine sau prost conditionatid? (folositi comanda
cond)
e) Cat de mare este banda matricei? Ce determind
forma si dimensiunile benzii matricei?
f) Cum puteti folosi comanda grayplot pentru a vizu-
aliza aceasta matrice?

a) Aflati (i descrieti cum ati procedat) care este
numarul maxim de noduri pe care il poate avea grila
EXERCITIUL 9: de discreti?a:re. o .
b) Sugerati imbunatatiri ale pseudocodului propus.
¢) Sugerati alte modalitati de a preprocesa aceastd pro-
blema.
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4.4.2 Rezolvarea

Rezolvarea sistemului de ecuatii este extrem de simpla.

Adaugati la fisierul “main.sci” urmatoarele randuri:
/] —=—=——————————- rezolvare —-----—-—-—-----

EXERCITIUL 10:

// rezolvarea sistemului de ecuatii
v = inv(M)*p

Cu ce alte instructiuni Sezlab puteati rezolva sistemul?

4.4.3 Postprocesarea

Potentialul electric este necunoscuta principald a problemei (aflata direct din rezolvarea
sistemului de ecuatii).

Reprezentarea liniilor echipotentiale este ceva mai delicata pentru domeniul studiat,
deoarece comanda contour reprezinta linii echipotentiale numai pe domenii dreptun-
ghiulare.

20

18 09

16
14 H

12 H

10-
08 4 3
06 -
04 4

0.2 1

Fig. 4.11. Linii echipotentiale pentru conductorul in forma de L.

O solutie este urmatoarea: se construiesc structuri de date pentru aceasta comanda
pentru un domeniu dreptunghiular de dimensiuni A gi B gi apoi se ignora coltul fara
semnificatie. Aceasta metoda a fost folosita pentru a trasa liniile echipotentiale din
figura 4.11 (cazul a = 2, A = 3,b =1, B = 2 si o retea extrem de rara, cu x = [0123] si
y = [012]). Pentru acoperirea zonei care nu intereseaza a fost folositd comanda xrects.
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Completati figierul “main.sci” cu:

/] ———=—————————- postprocesare ——---—--------
exec(’postproc.sci’);

EXERCITIUL 11: Scrieti, intr-un figier numit “postproc.sci” comenzile
necesare trasarii liniilor echipotentiale si “ascunderii”
zonei care nu intereseaza. Studiati influenta valorilor
“fantoma” asupra alurii liniilor echipotentiale din zona
de interes.

Calitatea unui algoritm este apreciata prin:

e acuratetea solutiei obtinute;

e ordinul de complexitate:

— eficienta spatiald (memoria necesara datelor);

— eficienta temporala.

Eficienta spatiala si temporala pot fi estimate teoretic prin numararea operatiilor efectu-
ate in algoritm. Necesarul de memorie gi timpul de calcul se exprima de obicei in functie
de parametri care determina modificarea numarului de operatii din algoritm (in cazul
problemei studiate, acest parametru este dimensiunea grilei de discretizare).

a) Estimati teoretic ordinul de complexitate al algorit-
mului in functie de numarul de noduri ale grilei de dis-
cretizare.
EXERCITIUL 12: b) Determinati experimental ordinul de complexitate.
Pentru necesarul de memorie folositi comanda who,
iar pentru determinarea timpului de calcul folositi
instructiunea timer.

Rezolvati problema cu ajutorul metodei aproximarii lini-
ilor de camp si comparati rezultatele cu cele numerice.

EXERCITIUL 13:

Calculul altor marimi locale (cAmp electric, densitate de curent) sau globale (curent,
rezistenta) presupun scrierea de functii care au drept parametri de intrare grila de dis-
cretizare, proprietatile de material si valorile potentialului.
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a) Propuneti gi implementati o metoda de calcul a
campului electric. Reprezentati apoi spectrul campului
electric.

b) Propuneti si implementati o metoda de calcul a den-
sitatii de curent. Reprezentati apoi spectrul densitatii
de curent.

c¢) Propuneti si implementati o metoda de calcul a curen-
tului.

d) Propuneti si implementati o metoda de calcul a
rezistentei.

e) Propuneti o metodd de reprezentare a liniilor
campului electric.

EXERCITIUL 14:




Capitolul 5

Metoda diferentelor finite

Ideea metodei diferentelor finite gi algoritmul ei au fost descrise in tema 3 (paragrafele
3.3.1 g1 3.3.2). Detalierea ei a fost ficuta pentru o problema in care functia necunoscuta
era definitd pe un domeniu unidimensional (vezi paragraful 3.3.3).

Aceasta tema urmareste detalierea metodei diferentelor finite in cazul in care domeniul
de definitie al functiei este bidimensional. Pentru exemplificare vom considera problema
conductorului de forma literei L, problema enuntata si formulata in tema 4 (paragrafele
4.1 si 4.2).

a) S& se scrie un program Scilab care si re-
zolve, folosind metoda diferentelor finite, problema,
TEMA de laborator: enuntata si formulatd la tema 4.
b) S& se compare rezultatele metodei diferentelor
finite cu rezultatele metodei volumelor finite.

5.1 Metoda diferentelor finite in cazul bidimensional

Singura deosebire fata de cazul unidimensional este aceea ca grila de discretizare este una
bidimensionala, iar in loc de aproximarea derivatelor in raport cu o singura variabila,
acum sunt aproximate derivate partiale.

Vom considera din nou cazul mai general al regimului electrostatic, descris de ecuatia de
ordinul doi neomogena:

—div (e grad V') = p, (5.1)

unde V : D — R, ¢ este permitivitatea mediului, p este densitatea de volum a sarcinii
electrice. Conditiile de frontiera pot fi Dirichlet V(M) = f, unde f este cunoscuta pentru
o parte a frontierei domeniului, sau Neumann —e 0V /dn = g, unde g este cunoscuta
pentru restul frontierei. Vom presupune ca in domeniul de calcul nu exista distributii
superficiale de sarcina.

81
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Pentru a face aceasta prezentare mai ugor de inteles vom presupune mediul de calcul
omogen din punct de vedere electric (¢ constant in domeniul D), si atunci ecuatia de
gradul doi devine:

—div (grad V) = g (5.2)
In cazul bidimensional V = V (z, ), si relatia (5.2) devine:
0’V 0’V p
- (@ + 8—y2> - ga (53)

unde p = p(z,y) iar € este constantd in domeniu.

Deducerea ecuatiilor pentru o problema de regim electrocinetic se face inlocuind € cu o
si pcu 0.

Vom adopta gi de data aceasta o grila carteziana, pentru care rationamentul este cel mai
simplu. O astfel de grila este adaptata gi geometriei problemei de rezolvat.

5.1.1 Aproximarea potentialului si a derivatelor sale

Potentialul intr-un punct este aproximat prin dezvoltarea

y sa in serie Taylor in jurul unor noduri ale grilei, din care
G sunt retinuti inclusiv termenii de ordin doi. Cu notatiile
eEp, | €P din figura 5.1 §i ||OA|| = ha, ||OB|| = hg, ||OC|| = hc,
D 0 B |OD|| = hp, rezulta (pentru nodurile D, O, B situate in
eEp | ep aceasta ordine pe axa Xx):
1 2
A oV B2 92V
Vg = Vo+hg—(0)+-2=—"Z(0)+0(h3
) B o+ Bax()+28$2()+ (k%)
ov h2 0%V
= — hp—— b= h3
Vb Vo —hp E (0) + 5 972 (0) + O(hp)

Fig. 5.1. Notatii pentru

i . Eliminand derivatele de ordinul doi din relatiile de mai
un nod interior

sus este obtinuta aproximarea derivatei de ordinul unu a
potentialului:
oz hghp(hp + hp)
Prin eliminarea derivatelor de ordinul intai este obtinuta aproximatia pentru derivata de
ordinul doi:

(5.4)

0*V O) ~ hpVe — (hg + hp)Vo + hgVp

ﬁ( ) shshp(hg + hp) (59
Relatii similare pot fi deduse si pentru derivatele partiale dupa y:

Ty MRt g

82V(O) ~ haVo = (ho +ha)Vo + hoVa (5.7)

ER Lhoha(he + ha)
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5.1.2 Aproximarea ecuatiilor

Forma discretizata (aproximativa) a ecuatiei potentialului este obtinuta aproximand prin
diferente finite ecuatia (5.3). Forma specificd depinde de tipul nodului: interior sau
pe frontiera Neumann. Nodurile de pe frontiera Dirichlet nu ridica probleme, ecuatia
asociata unui astfel de nod constand in simpla atribuire a valorii potentialului nodului
respectiv.

Ecuatia asociata unui nod interior:

Ecuatia aproximativa pentru un nod interior se deduce inlocuind derivatele partiale dupa
x si dupd y cu formulele (5.5) §i (5.7). Densitatea de sarcing in punctul O este aproximata
cu media ei ponderata in acest punct:

_ prhahp + pohpha + pshechp + pshphe
hahp + hgha + hchp + hphe

pPo (5.8)

Ecuatia aproximativa a problemei electrostatice pentru un nod interior este atunci:

1 1 1 1
v, ( + ) v _v -
“\hghp " hahc)  “halha+he)  Chp(hs +hp)
1 1 Po
Ve

-V = 5.9
ho(ha+he)  "ho(hs +hp) 2 (5.9)

In consecinta, pentru problema de electrocinetica considerata, ecuatia pentru un nod
interior este:

1 1 1 1
1% ( + ) Vi — Vg —
?\hghp = hahc “halha+he)  Phy(hs + hp)

1 1
VA Vy—
“he(ha+he)  hp(hg + hp)

=0. (5.10)

Deduceti relatia (5.9). Comparati aceastd relatie cu
ecuatia aproximativa pentru un nod interior obtinuta
la metoda volumelor finite, particularizatd pentru un
mediu omogen.

EXERCITIUL 1:

Ecuatia asociata unui nod pe frontierd dreapta:

In cazul unui punct pe frontierd O (figura 5.2), sd notdm cu g = —ea—x conditia de

0
frontiera Neumann si cu gp valoarea ei medie in punctul O:

_ goaha + gochc

5.11
ha+ he ( )

go

unde gpa este conditia de frontiera asociata segmenului OA iar goc este conditia de
frontiera asociata segmentului OC.
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Pentru deducerea ecuatiei aproximative pentru punctul O, vom considera un nod “fan-
tomd” Dy, situat in exterior, la o distantd hp = ||OD;|| de punctul O. Pentru simplitate
putem considera hp = hp.

Din conditia de frontiera Neumann, deducem

n
1 valorea potentialului fantoma in functie de va-
£ p loarea acestei conditii. Pentru cazul din figura
o g (normala exterioard in sens contrar axei Xx)
Dl 0 B <
. rezulta:
€p, domeniu ov g
exterior cacul ZT 5

Scriind ecuatia aproximativd (5.4) pentru

X conditia de frontiera Neumann, rezulti ca:

Fig. 5.2. Notatii pentru un nod

= Ve — 90
pe frontierd dreapti Vp, =Vp — 2hp - (5.13)

Pentru nodul O se scrie acum o ecuatie de tipul (5.9), ca pentru un nod interior si

inlocuind expresia (5.13) rezulta ecuatia finala (5.14):

1 1 1 1 1 Po gdo
Vol 4+ — |- V4 Vg — Vo =2 2% (514
‘%@*m%) halha+he)  PRL T “holha+he) 2 chg (5.14)

unde po este valoarea medie a densitatii de sarcina in punctul O:

_ p2hahp + p3hphc

_ 5.15
PO = Y hp + hphe (5.15)

In cazul regimului electrocinetic, ecuatia asociata unui nod pe o frontiera dreapta, co-
respunzatoare unei conditii Neumann omogene (nule), este:

1 1 1 1 1
—t— | -V Vg —Vg—i—— = 0. 1
%<2+ )‘%mm+%)vﬁg‘@mm+%)o (5.16)

Deduceti relatia (5.14). Comparati aceastd relatie cu
EXERCITIUL 2: ecuatia aproximativa pentru un nod pe frontiera drepta
obtinuta la metoda volumelor finite.
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Ecuatia asociatda unui nod pe frontierd - colt exterior:

Nodurile situate in colturi reprezintd o problema pentru metoda diferentelor finite. A-
ceasta deoarece pentru un colf nu poate fi definitd directia normalei'. Daci notim
g = —5%, i notdm cu goa valoarea lui g pe segmentul OA (fard capatul O) si cu gop
valoarea lui g pe segmentul OB (fard capatul O), atunci vom presupune ca in nodul O
(figura 5.3) este cunoscutd derivata dupa o directie care rezulta din prelungirea in O a
valorilor functiei g.

Pentru deducerea ecuatiei vom considera doua

noduri “fantoma” C; si Dy, situate in exterior, Ci

la distantele hp = ||OD4|| si he = ||OC|| de I

punctul O. Pentru simplitate putem considera D°1 o B |

h? = hg §1 he = hA-. exterior ep, domeniu 1.
Din conditia de frontierd Neumann pe segmen- A de 1
tul OB, scrisa in nodul O, putem deduce valoa- T caleul

rea potentialului fantoma C;:
Fig. 5.3. Notatii pentru un nod

Vo, =Va—2h AgO—B. (5.17) pe frontiera colt exterior
conditia de frontiera Neumann pe segmenul OA, scrisa in nodul O, putem deduce valoarea
potentialului fantoma Dy:

Vb, = Vg — 2}139.%- (5.18)

Pentru nodul O se scrie acum o ecuatie de tipul (5.9), ca pentru un nod interior, si
inlocuind expresiile (5.17) si (5.18) rezulta ecuatia finald (5.19):

1 1 1 1 P2 doB gJoa
eV V=2 g0B _ go4 1
Vo (hi1 * h23> Vage = Vepe = o0 T iy chp (5:19)

In cazul regimului electrocinetic, ecuatia asociata unui nod situat intr-un colt exterior,
pentru conditii Neumann nule, este:

1 1 1 1
| Vi — V= = 2

Deduceti relatia (5.19). Comparati aceastd relatie cu
EXERCITIUL 3: ecuatia aproximativa pentru un nod pe un colt exterior
obtinuta la metoda volumelor finite.

1n realitate, coltul reprezinti o modelare brutali a realititii. Trecerea de la o suprafatd la alta se
face prin racordari
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Ecuatia asociata unui nod pe frontierd - colt interior:

Rationamentul pentru un astfel de colt, este mai dificil de

_,n exterior ficut in cazul metodei diferentelor finite deoarece punctele
Q 5 “fantoma” pe care am incerca sa le folosim nu cad in do-
5 p4o 5 T rpeniul exter_ior ci chia%r pe fronti.era domeniului dfe calcul
ol o si, In consecinta, restrictiile asociate lor ar putea intra in
A contradictie cu restrictii legate de forma ecuatiei pentru
domeniu de calcul acele puncte.

De aceea, convenim ca directia normalei in punctul O sa fie
data de directia diagonalei celulei care contine punctele O,
D si A (figura 5.4). Ne vom imagina si acum doud puncte
“fantoma” By si C; plasate astfel incat |OB,|| = ||OD| =
hp i |OCy|| = ||OA|| = ha. In scrierea relatiei derivatei
pentru punctele A, O si C; vom considerea ca nu toata
conditia gop intervine ci numai o parte din ea, §i anume gopgsina. Similar, in scrierea
derivatei pentru punctele D, O si B; vom considera ca nu intervine toata conditia goc ci
numai o parte din ea gi anume goc cosa. Rationand similar ca in cazul coltului exterior,
rezulta ca:

Fig. 5.4. Notatii pentru
un nod pe frontiera colf,
interior

i h
Vo, = Vi—2h, 908500y op,d08 T4 (5.21)
€ € /h4 + k%
h
Ve, = Vp—2np0CSPY _y, _op 900 7D (5.22)

Pentru punctele O, A, By, C;, D se scrie o relatie de tipul celei pentru un nod interior
si se substituie apoi expresiile de mai sus pentru nodurile “fantoma”, rezultand ecuatia

finala:
1 1 1 1 po 9o+t goc
(L) vkl e
Ry hd h% hh 26 o /R + b2
unde pentru po se poate lua valoarea:

_ prhahp + paligha + pshphc

5.24
hahp + hpha 4+ hphe ( )

pPo

In cazul regimului electrocinetic, ecuatia asociata unui nod situat intr-un col{ interior,
pentru conditii Neumann nule, este:

1 1 1 1
Vo ( Zte ) Va i Vo i =0 (5.25)

Deduceti relatia (5.23). Comparati aceastd relatie cu
EXERCITIUL 4: ecuatia aproximativa pentru un nod pe un colf interior
obtinuta la metoda volumelor finite.
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5.2 Implementarea metodei in Scilab

Din punct de vedere al implementarii metodei in Secilab, exista foarte multe asemanari
cu metoda volumelor finite. Singurul lucru care se modifica este modul in care este
asamblat sistemul de ecuatii.

Din directorul ~/modelare/tema4 copiati in directo-
rul ~/modelare/temab figierele: “main.sci”, “mvf.sci”,
“citire_date.sci”, “grid.sci”, “postprocesare.sci”.

Modificati functia asambleaza din figierul “mvf.sci” ast-
fel incat ea sa asambleze sistemul de ecuatii in confor-
mitate cu metoda diferentelor finite.

EXERCITIUL 5:

Comparati rezultatele numerice cu cele obtinute la me-
toda volumelor finite. (Indicatie: pentru a vizualiza si-
multan rezultatele numerice, puteti folosi in acelagi timp
doud sesiuni Scilab.)

EXERCITIUL 6:

a) Deduceti ecuatia metodei diferentelor finite pentru un
punct interior in cazul in care mediul nu este omogen din
EXERCITIUL 7: punct de vedere electric (in regim electrostatic).
b) Comparati metoda diferentelor finite cu metoda vo-
lumelor finite.
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Capitolul 6

Metoda elementelor finite

Ideea metodei elementelor finite §i algoritmul ei au fost descrise in tema 3 (paragraful
3.4). Detalierea ei a fost ficutd pentru o problemi in care functia necunoscuti era
definitd pe un domeniu unidimensional (vezi paragrafele 3.4.3 si 3.4.4 de la tema 3).

Aceasta tema urmareste detalierea metodei elementelor finite in cazul in care domeniul
de definitie al functiei este bidimensional. Pentru exemplificare vom considera problema
conductorului de forma literei L, problema enuntata si formulata in tema 4 (paragrafele
4.1 si 4.2).

a) Sa se scrie un program Scilab care sa re-
zolve, folosind metoda elementelor finite, problema,
enuntata gi formulata la tema 4.

b) Sa se compare rezultatele metodei ele-
mentelor finite cu rezultatele obtinute prin metoda
diferentelor finite si respectiv volumelor finite.

TEMA de laborator:

6.1 Metoda elementelor finite in cazul bidimensional

Vom considera din nou cazul mai general al regimului electrostatic, descris de ecuatia de
ordinul doi neomogena:
—div (e grad V') = p, (6.1)

unde V : 2 — R, ¢ este permitivitatea mediului, p este densitatea de volum a sarcinii
electrice. Domeniul ) este in general neomogen din punct de vedere electric. Vom
presupune ca in domeniul de calcul nu exista distributii superficiale de sarcina.

Conditiile de frontiera sunt:

Dirichlet: V = f, unde f este cunoscuta pe o parte Fp a frontierei 0€) a
domeniului;

Neumann: —e9V/0n = g, unde g este cunoscuta pe restul frontierei, Fy.

89
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X

Fig. 6.1. Reteaua de discretizare a domeniului problemei

Deducerea ecuatiilor pentru o problema de regim electrocinetic se face inlocuind € cu o
si p cu 0.

Discretizarea domeniului problemei

In cazul domeniilor bidimensionale, reteaua de discretizare este mai complicata decat
in cazul unidimensional. Elementele finite (segmente in cazul unidimensional) vor fi de
aceasta data triunghiuri. Acest tip de element finit este deseori folosit, deoarece permite
discretizarea mai ugoara a domeniilor de forma complicata. Alternativ, se pot folosi
elemente finite patrulatere.

In cazul problemei noastre, vom discretiza domeniul de calcul astfel: fiecare dreptunghi
din grila de discretizare folosita la metoda diferentelor finite va fi impartit in doua tri-
unghiuri, conform figurii 6.1.

In cazul domeniilor neomogene, se presupune ci parametrul de material € (respectiv o in
cazul electrocinetic) este constant in interiorul fiecarui element finit. Sursele (p in cazul
electrostatic) se presupun de asemenea constante pe elemente.

6.1.1 Aproximarea potentialului

In fiecare element triunghiular, potentialul electric va fi aproximat ca o combinatie liniara
de functii de baza:

V=Y V5, (6.2)
7j=1
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unde atat V cat si ¥, sunt functii de z si de y, V; sunt valorile potentialului in nodurile
retelei de discretizare, iar nn este numarul acestor noduri.

Cazul cel mai simplu este cel in care functiile de baza sunt liniare pe portiuni. Ca si in
cazul unidimensional (paragraful 3.4.1), functiile de baza ¥; vor fi polinoame Lagrange
pe triunghi, cu valoarea 1 in nodul j si 0 in celelalte noduri.

Relatia (6.2) scrisa pentru un punct (z,y) fixat repre-
EXERCITIUL 1: zintd o sumi de nn termeni. Care dintre acestia sunt
nenuli?

Pentru a determina functiile de baza liniare pe triunghi se

procedeaza dupa cum urmeaza. Fie un element finit tri- )
unghiular avand nodurile j, k, [ ordonate in sens trigono- J
metric (figura 6.2). Functia de bazd asociata nodului j

variaza liniar:

U; = a;x + by + ¢;. (6.3)

Aceasta functie ia valoarea 1 in nodul j si valoarea 0 in I
nodurile £ si [:

Fig. 6.2. Notatii pentru
Ui(z),y;) = a5z +bjy;+¢=1 nodurile unui element
Ui(zg, ye) = ajzr+bjyr+c¢; =0 (6.4) triunghiular
\Ilj(a:l, yl) = ajxl + bjyl + Cj =0

Prin rezolvarea sistemului (6.4) rezulta valorile coeficientilor
necunoscuti:

YU
a]- = A
T — I
b = ——% (6.5)
LY — Yk
9T TA 7

unde A = 2A este determinantul matricei sistemului, egal cu de doua ori aria triunghi-
ului:

z; y; 1
A= Tk Yk 1]. (66)
oy 1
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a) Deduceti formulele (6.5).

. b) Prin similitudine cu formulele (6.5), deduceti expre-

EXERCITIUL 2: siile functiilor de bazd ¥, si ¥; asociate nodurilor & si [
ale elementului triunghiular.

Functia de baza asociata nodului j este nenula doar in triunghiurile care contin nodul j
si are alura din figura 6.3.

I~

Fig. 6.4. In punctul P, functia de
baza asociata nodului j este raportul
dintre ariile triunghiurilor Pkl si jkl.

Fig. 6.3. Functia de forma asociata
unui nod

Cele trei functii de baza asociate nodurilor triunghiului se mai numesc si coordonate
areale, deoarece in orice punct P din triunghi

W(a,y) = U (P) = 28, (67

cu Apy; aria triunghiului format din punctele P, &, (figura 6.4).

Elementele finite pe care potentialul se aproximeaza folosind functii de baza de tipul
(6.3) se numesc elemente finite triunghiulare liniare sau de ordinul 1.

Aratati ca in orice punct din triunghi avem:

\Ijj(xay) + ‘I]k(xay) + \Ill(xay) =L

EXERCITIUL 3: Justificati de ce se spune ca cele trei functii de baza
formeaza o partitie a unitatii.

Indicatie:  Pentru deducerea relatiei puteti folosi
semnificatia geometrica a functiilor W;.
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6.1.2 Asamblarea sistemului de ecuatii
Forma sistemului de ecuatii asociat metodei Galerkin

Reziduul ecuatiei (6.1) are forma R(V) = —div (e grad V')—p. Folosirea metodei Galerkin
(cu functiile pondere aceleasi cu functiile de baza) conduce la:

/ (—div (egrad V) — p) ¥;dQ2 =0, i=1,...,n, (6.8)
0

in care n este numarul de potentiale necunoscute.

Observatie. Numarul n al functiilor pondere este diferit de numarul total de noduri
ale retelei de discretizare nn: functiile pondere sunt asociate numai nodurilor al caror
potential este necunoscut, respectiv, nodurilor interioare si celor de pe frontiera Neu-
mann. Se constata ca functiile pondere astfel alese ¥;,7 = 1,...,n satisfac ¥; = 0 in
nodurile frontierei Dirichlet.

Similar cu cazul unidimensional (tema 3, paragraful 3.4.3), o etapi esentiald o consti-
tuie aplicarea formulei de integrare prin par{i pentru transformarea primului termen al
integralei. In cazul integralelor multiple (in cazul de fatd, bidimensionale), formula de
integrare prin parti este bazata pe formula Gauss—Ostrogradski:

/dideQ:]{ G -ndF. (6.9)
Q =90

In cazul problemei noastre G = ¢ grad V' ¥, iar formula de integrare prin parti devine

/—div (5gradV)\IlidQ=/6gradV -grad\IlidQ—?g eV, gradV -ndF, (6.10)
Q Q Q

Deduceti formula (6.10).
EXERCITIUL 4: Indicatie: Notati F = egradV, U = ¥;, G = UF.
Folositi, in deducerea relatiei, formula pentru div (UF).

Cu folosirea relatiei (6.10), ecuatia (6.8) devine

/egradV-grad\DidQ:/p‘IlidQ—i—?g eW,;gradV - ndF, (6.11)
Q Q Q

sau, folosind aproximarea potentialului V' prin relatia (6.2):

/5grad (Z ijlfj) Cgrad U, dQ = / U, dQ+7§ eW,gradV -ndF.  (6.12)
Q Q oN

j=1
Valorile V; nu depind de coordonatele spatiale z i 4, deci pot fi scoase in afara integralei:

SV, /sgrad\lli-grad‘llde:/p\I’idQ—{—]{ eW;gradV -ndF, i=1,...,n.
ot Q Q o0
(6.13)



94 METODA ELEMENTELOR FINITE

Relatiile (6.13) scrise pentru s = 1, ..., n reprezintd un sistem de ecuatii algebrice liniare
de forma:

nn

Y Vimij=p;, i=1,...,n. (6.14)
Degi suma se extinde pentru j = 1,...,nn, cu nn > n, doar un numar de n potentiale

V}- sunt necunoscute.

Integralele pe domeniul €2 al problemei se pot scrie ca sume de integrale pe elementele
finite, in consecintd coeficientii matricei sistemului, m;;, precum si prima integrald din
membrul drept se pot obtine insumand contributiile elementelor finite. In plus, la ter-
menii liberi va mai exista o contributie datorata integralei pe frontiera 0f2.

Determinarea contributiei elementelor finite

Comparand relatiile (6.13) si (6.14), se constata ca un coeficient m;; al matricei sistemului
este dat de expresia:

mi; /sgrad‘ll grad ¥; dQ2 = Z/sgrad\Il grad ¥; dQ = Zm”, (6.15)

in care s-a notat cu ne numarul de elemente finite in care a fost divizat domeniul pro-
blemei. Similar cu cazul unidimensional, un element finit e va contribui la coeficientul
m;; numai dacd nodurile ¢ gi j apartin elementului finit e.

Contributia unui element finit la coeficientii matricei se calculeaza astfel:
e(aia; +bbj)A, i,j€e jF#i;
mi; = /agrad VU, - grad ¥; dQ = (a +b)A, ih,j€Ee Jj=1; (6.16)
[ P
0, i,j &e.

In relatiile (6.16) A este aria elementului finit e.

a) Deducet;i relatiile (6.16).
EXERCITIUL 5: b) La care coeficienti ai sistemului contribuie un element
finit triunghiular e = {4, 5, k}?

Un element finit contribuie si la termenul liber p; daca nodul 7 apartine elementului.
Comparand relatiile (6.13) si (6.14), se constata ca partea din coeficientul p; al termenului
liber datorata integralei pe elementele finite este datd de expresia:

pA
:/ep\IlidQ:{ 2 i;i (6.17)
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Deduceti relatia (6.17).
EXERCITIUL 6: Indicatie: Puteti folosi interpretarea geometrica a inte-
gralei.

O binecunoscuta formula de integrare pe triunghiul e =
{i,j,k} a coordonatelor areale (functiilor ¥;) este for-
mula Holland-Bell:

m!n!p!

(m+n+p+2) (6.18)

[wrwrwpa =24
EXERCITIUL 7: ‘

a) Verificati valabilitatea formulei, in cazul integralei
calculate la exercitiul 6.

b) Calculati integralele: [, ¥?dQ, [, ¥2V¥,dQ,
Jo 02 dQ.

Determinarea contributiei frontierei

Cum domeniul €2 este discretizat in elemente finite triunghiulare, frontiera sa va fi apro-
ximata prin segmente de dreapta. In figura 6.5 este reprezentat un element finit vecin
frontierei, segmentul prin care este aproximata frontiera, precum gi sensurile de referinta
pentru normala n la segmentul de frontiera, versorul tangent t si elementul de linie ds.

Aproximarea conditiilor de frontiera.

Odata cu discretizarea domeniului si a ecuatiei satisfacute de potential, este necesara si
discretizarea (aproximarea) conditiilor de frontier, dupa cum urmeaza.

Deoarece potentialul V' a fost presupus liniar pe fiecare element finit, el va avea variatie
liniara si pe directiile perpendiculare pe segmentele prin care este aproximata frontiera.
In consecinti, 0V/0n va fi constant pe orice segment cu conditie de frontierda Neumann.
Functia g reprezentand conditia de frontiera Neumann va fi considerata, prin urmare,
ca avand cate o valoare constanta pe fiecare din segmentele de dreapta care aproximeaza
frontiera.

Discretizarea functiei f, reprezentand conditia de frontiera Dirichlet, va fi facuta prin
considerarea unui set finit de valori ale acesteia, V; = f(x;,y;) in nodurile ¢ apartinand
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frontierei. (Intre aceste noduri, variatia potentialului este liniara.)

Pentru ce clasa de functii f discretizarea de mai sus nu
introduce nici o aproximare?

EXERCITIUL 8:

Tratarea conditiilor de frontiera Neumann.

Contributia frontierei la termenul liber este reprezen-
tata de cea de a doua integrala din membrul drept
al relatiei (6.13):

7= eV;gradV -ndF. (6.19)
F=0Q

Avand in vedere partitionarea frontierei 02 in cele
doud parti Fp (pe care este impusa conditia Dirich-
let) si Fy (pe care este impusd conditia Neumann),
integrala anterioara poate fi scrisa ca o suma de doua
integrale:

Fig. 6.5. Element triunghiular
vecin frontierei

I:ID+ZN=/ e W, gradV - ndF

Fp

+ [ eW;gradV - -ndF. (6.20)
FN

Conform observatiilor referitoare la relatia (6.8), pe frontiera Dirichlet F, functiile pon-
dere satisfac ¥; = 0, in consecinta prima integrala, Zp, este nula.

Pe portiunea Fy a frontierei se cunoaste

I=" %0
Integrala Zy se scrie:
ov
IN:/ V,egradV -ndF = UV, e —dF = —/ v, gdF. (6.21)
FN FN an Fn

Integrala Zy este nenula numai daca ¢ este un nod de pe frontiera, deci la ea vor contribui
toate elementele care au o latura [i j] pe frontierd. Sa notdm cu ! o astfel de latura.

Integrala Zy se scrie ca o suma a contributiilor laturilor de pe frontiera Neumann:

IN:;I*Z :;<—/ij‘lligds). (6.22)
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Latura de frontiera [ cu nodurile 7 si j va contribui deci la termenul liber p; cu valoarea:

> (6.23)

unde h este lungimea segmentului [ j| si s-a tinut cont de faptul ca g este constant pe
segment.

a) Demonstrati relatia (6.23).

b) Ce expresie are p! dacd i este nodul final al laturii?
c) La care termeni liberi contribuie o latura [i j] plasata
pe frontiera Neumann?

EXERCITIUL 9:

Dupéd cum se constatd, in cazul general (cand g # 0), formularea Galerkin include in
mod implicit conditiile de frontiera Neumann. De aceea, conditiile de frontiera Neumann
se numesc conditii de frontiera naturale.

Observatie: Contributiile de tip (6.23) sunt zero in cazul conditiilor de frontierd Neumann
omogene g = 0.

Tratarea conditiilor de frontiera Dirichlet.

Se poate demonstra ca sistemul de ecuatii (6.14), ai carui coeficienti sunt complet deter-
minati de relatiile (6.15)— (6.17) si (6.23), corespunde discretizarii problemei (6.1), cu
conditiile de frontiera Neumann —e 0V/0n = g pe Fy si cu conditii Dirichlet omogene
V =0 pe Fp.

Impunerea unor conditii de frontiera Dirichlet nenule, V' = f pe Fp se poate face in mod
simplu prin scrierea unui numar suplimentar de ecuatii, de forma

1-Vi=fi, i=n+1,...,nn, (6.24)

deci cu my; =1, mj; =0, j#1,pi=fi

Observatia 1. Aceasta tehnicd are douad dezavantaje: mérirea dimensiunii sistemului
si distrugerea simetriei matricei M, in schimb, algoritmul de generare a sistemului de
ecuatii rezulta mai simplu. Alternativa care nu are aceste dezavantaje dar complica
algoritmul metodei este de a identifica nodurile de potential cunoscut in relatia (6.14),
contributia lor fiind trecuta in membrul drept:

n nn
j=1 j=n+l1

Observatia 2. Conditiile de frontiera Dirichlet nu intervin in formularea Galerkin ci
trebuie impuse separat, in mod explicit. Din acest motiv, ele se numesc conditii de
frontiera esentiale.
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6.2 Implementarea metodei in Scilab

Pentru problema considerata, implementarea metodei elementelor finite se poate face
similar cu propusa in temele anterioare pentru metoda volumelor finite sau diferentelor
finite (evident, cu alt mod de calcul al coeficientilor sistemului de ecuatii). Totusi, se va
prefera implementarea ei intr-o forma mai compacta, care se aseamana cu implementarile
metodei in programele performante de calcul.

EXERCITIUL 10:

Din directorul ~/modelare/temad copiati in di-
rectorul ~/modelare/tema6 fisierele: “main.sci”,
“citire_date.sci”, “grid.sci”, “postprocesare.sci”.
Modificati figierul “main.sci” astfel incat el sa aiba
continutul:

clear;

getf(’citire_date.sci’); getf(’grid.sci’);
getf(’coord_nod.sci’); getf(’gen_elem.sci’);
getf (’impune_cf.sci’); getf(’mef.sci’);

disp(’Metoda elementelor finite
conductor in forma de L’);

/] === preprocesare —-—---—---—--------
// citirea si validarea datelor problemei
[a,b,A,B,sigma,V0] = date();

// alegerea grilei
[x,y,NA,Na,Nb,NBb] = grid(a,b,A,B);

// generarea retelei de discretizare:

// coordonate noduri, elemente finite

[nn,xn,yn] = coord_nod(NA,Na,Nb,NBb, x,y);
[ne,elem,ct,sursal] = gen_elem(NA,Na,Nb,NBb,sigma);

// generarea listei de conditii de frontiera
[ncf, c¢f] = impune_cf (NA,Na,Nb,NBb, VO, 0);

// asamblarea matricei coeficientilor M
// si a vectorului termenilor liberi p
[M,p]l=asambleaza(nn,ne,ncf,xn,yn,elem,ct,sursa,cf) ;

/] - postprocesare ——-—-——-—-—--
exec (’postprocesare.sci’);
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Figierele citire_date.sci, grid.sci si postprocesare.sci sunt identice cu cele folosite
in metoda volumelor finite. Se vor crea figiere noi care vor contine functii pentru: gener-
area listei de elemente, generarea listei de coordonate ale nodurilor, impunerea conditiilor
de frontiera.

Functia asambleaza, utilizata in generarea automata a sistemului de ecuatii, are forma
specificd metodei elementelor finite. Ea va fi definita in fisierul “mef.sci”.

6.2.1 Generarea structurilor de date

Prima noua functie apelata trebuie sa genereze tablourile coordonatelor nodurilor, xn si
yn, precum §i numarul total de noduri, n.

a) Scrieti, intr-un figier “coord_nod.sci” o functie cu nu-
mele coord_nod, avand ca parametri de intrare vectorii
x §i y (coordonatele grilei, vezi fig. 4.9, tema 4) si care
sa intoarca numarul total de noduri nn gi doi vectori
xn, yn care contin coordonatele nodurilor numerotate
conform figurii 4.10, tema 4.

b) Verificati corectitudinea functiei, comentand liniile
din programul main.sci care nu intervin.

EXERCITIUL 11:

Indicatie: Iata un pseudocod posibil:

functie [intreg nn, vector xn, yn] = coord_nod(intreg NA,Na,Nb,NBb, vector x,y)
; numar de noduri
nn = NA*Nb + NBb*Na

; noduri in dreptunghiul de jos

temp = ones(NA, Nb)

xn = diag(x) * temp, xn = xn(:)

yn = temp*diag( y(1:Nb) ), yn = yn(:)

; noduri in dreptunghiul de sus
temp = diag( x(1:Na) ) * ones(Na, NBb)
xn = [xn; temp(:)]’
temp = ones(Na, NBb) * diag( y(Nb+1:Nb+NBb) )
yn = [yn; temp(:)]’
retur

Pentru memorarea datelor referitoare la elementele finite, structurile de date propuse
sunt urmatoarele (figura 6.6):

e Pentru memorarea nodurilor elementelor finite, se poate folosi o matrice cu ne
linii gi 3 coloane; elementele liniei ¢ a matricei au semnificatia numerelor celor trei
noduri ale elementului finit triunghiular 2. Vom nota aceasta matrice cu elem.
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nodi nod2 nod3

1 1 € 1 1 P 1
2 2
€
2 5 o) >
ne ne| ¢ nel o
ne ne

sursa

Fig. 6.6. Structuri de date asociate elementelor finite (exemplu pentru o problem4 de
electrostaticd)

e Pentru memorarea constantelor de material ale elementelor finite (presupuse, ream-
intim, ca avand aceeasi valoare in orice punct din triunghi) se poate folosi un vector
cu ne linii, al carui element i are semnificatia valorii constantei (de exemplu € sau
o) a elementului finit 7. Aceasta structura de date este potrivita pentru cazul
problemelor neomogene. O vom nota cu ct.

e Pentru memorarea surselor (de exemplu p) asociate elementelor finite se poate folosi
de asemenea un vector cu ne linii. O vom nota sursa.

Elementele finite triunghiulare vor fi construite, dupa cum

K er1={], ’Ik} s-a aratat anterior, divizand fiecare dreptunghi al grilei

construite la temele 4 si 5 in cate doud triunghiuri (figura

6.7). Se constata cd in cazul problemei noastre elementele

e={ijk} se pot genera in mod elegant folosind o matrice ajutdtoare

[ j temp care contine, pe linii §i coloane, numerele nodurilor,

reproducand partial structura grilei. Matricea ajutatoare

se va construi separat pentru fiecare portiune dreptunghiu-

Fig. 6.7. Generarea a lard a domeniului de calcul. Figura 6.8 exemplifica struc-

doua elemente finite, tura matricei pentru dreptunghiul inferior al domeniului
pornind de la un problemei.

dreptunghi al grilei
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T+NBb*Na
(Nb-1)*NA+1 T=Nb*NA T
(Nb-2)*NA+1 : : (Nb-1)*NA temp
9805500005 cu linii
: . NAHT
NAL S o ' 2NA ;germutate N
12 NA r o NA

Fig. 6.8. Tehnica de generare a listei de elemente finite, pe baza unei matrice
ajutatoare

a) Scrieti, intr-un figier “gen_elem.sci” o functie
cu numele gen_elem, cu parametrii de intrare:
NA, Na, Nb, NBb, sigma si care intoarce:
e ne — numarul de elemente finite triunghiulare;
e elem — lista elementelor finite;
e ct — vectorul constantelor de material ale elementelor
finite (permitivitati in cazul electrostatic, respectiv con-
ductivitati, in cazul problemei de fatd);
EXERCITIUL 12: e sursa — vectorul surselor asociate elementelor finite (p
in cazul electrostatic).
b) In acelasi figier, scrieti o functie element care adauga
doua noi elemente, conform figurilor 6.7 §i 6.8. Functia
va avea parametrii de intrare: linia i si coloana j din
matricea ajutatoare, matricele elem, temp, precum si
numarul curent de elemente, e. Parametrii de iegire vor
fi elem, e.
¢) Testati corectitudinea functiilor gen_elem si element.

Indicatie: Iata un pseudocod posibil (adaptat facilitatilor oferite de Scilab).

functie [intreg ne, matrice elem, vector ct,sursa]
= gen_elem (intreg NA,Na,Nb,NBb, real sigma)
; Elemente
; dreptunghiul de jos
T=NA*Nb
temp = L:T
temp = matrix(temp, NA, Nb)’

e=0
elem =[]



102 METODA ELEMENTELOR FINITE

pentru i=1:Nb-1, ; linii, de jos in sus
pentru j=1:NA-1, ; coloane, de la stanga la dreapta
; adauga doua elemente
[elem,e]=element(i,j,elem,temp,e)

;dreptunghiul de sus

temp = [T+1:T+NBb*Na]

temp = [(Nb-1)*NA+1:(Nb-1)*NA+Na, temp]
temp = matrix(temp, Na, NBb+1)’

pentru i=1:NBb, ; linii, de jos in sus
pentru j=1:Na-1, ; coloane, de la stanga la dreapta
; adauga doua elemente
[elem,temp,e]=element(i,j,elem,temp,e)
:Verificare numar elemente
daca (e == 2*( (NA-1)*(Nb-1) + (Na-1)*NBb))
scrie " Numar elemente calculat corect.”
altfel
scrie "Eroare. Numar incorect de elemente!”

; Genereaza vectorul surselor si al constantelor de material
ct = sigma * ones(1:e)
sursa = 0 * ones(1:e)

retur

Conditiile de frontiera vor fi memorate intr-o matrice
cf cu 4 coloane gi cu un numar de linii egal cu numarul tip
de conditii de frontiera (numarul de noduri Dirichlet plus
numirul de segmente Neumann) (figura 6.9). Semnificatiile 2
coloanelor matricei cf sunt urmatoarele:

nodl nod2 valoare

e prima coloana contine tipul conditiei (1 — Dirichlet, 2 —
Neumann);

e a doua gi a treia coloana contin numere de noduri: no-
dul cu conditie Dirichlet, respectiv nodul initial gi final ncf
al laturii cu conditie Neumann (coloana a treia nu are
semnificatie in cazul conditiei Dirichlet);

e coloana a patra contine valoarea conditiei de frontiera
(valoarea functiei f sau g in nodul/pe latura de frontiera Fig. 6.9. Structuri de

respectivé). date asociate conditiilor de

frontiera
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a) Scrieti, intr-un figier “impune_cf.sci” o functie
cu numele impune_cf care primegte ca parametri
EXERCITIUL 13: NA, Na, Nb, NBb, VO, gN sireturneaza: numarul ncf
de elemente cu conditii de frontiera gi matricea cf.
b) Verificati corectitudinea functiei impune_cf.

Indicatie: Iata un pseudocod posibil.

functie [intreg ncf, matrice cf| = impune_cf(intreg NA,Na,Nb,NBb,real V0,gN)

T = NA*Nb
dir=1
neum = 2

tip =1, nodl =2, nod2 =3, val =4
ncf = 0; numar laturi cu conditie de frontiera
cf=1]

: impune Dirichlet
pentru i=1, Nb
ncf = ncf+1
cf(ncf, tip) = dir
cf(ncf,nodl) = NA¥*
cf(ncf, val) =0
pentru i=T+(NBb-1)*Na+1, T+NBb*Na
ncf = ncf+1
cf(ncf, tip) = dir
cf(ncf,nodl) =i
cf(ncf, val) = VO

; impune Neumann

; nu e necesar in problema de fata deoarece cond Neumann e zero

daca gN <> 0 atunci

pentru i=1, NA-1 ; conditie Neumann nula pe SR
ncf = ncf+1
cf(ncf, tip) = neum
cf(ncf,nodl) =i ; Neumann pe segmentul [i i+1]
cf(ncf,nod2) = i+1
cf(ncf,val) = gN

retur
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6.2.2 Asamblarea matricei

Asamblarea matricei va fi facuta prin parcurgerea elementelor finite si adaugarea contri-
butiilor lor la matricea sistemului si la termenii liberi, conform formulelor (6.16), (6.17).

In fisierul “mef.sci” scrieti o functie calcul_abc avand
EXERCITIUL 14: ca parametri de intrare coordonatele celor trei noduri
ale unui element si care calculeaza vectorii a, b, ¢ cu
formulele (6.5).

Indicatie: Iata un pseudocod posibil.

functie [vector a, b, c] = calcul_abc(vector x, y)
; calculeaza a(i), b(i), c(i) pentru elementul curent

delta = det([x’, y', ones(3,1)])

pentru i=1:3,
a(i) = ( ¥(2)-¥(3) )/delta
b(i) = -( x(2)-x(3) )/delta
c(i) = (x(2)*y(3) - x(3)*y(2) )/delta
ypermuta x, y
x = [x(2:3), x(1)]
y = [y(2:3), y(1)]

retur

Adaugati, in figierul “mef.sci”, doua functii care cal-
culeaza contributiile unui element finit la termenul m,;
EXERCITIUL 15: al matricei, respectiv la termenul liber p;. Se presupune
ca determinantul A = 2A este calculat in alt modul al

programului.

functie [s] = m_ij_elem(e, i, j)

; calculeaza contributia elementului e la coeficientul m(i,j)
s = ct(e) * (a(i)*a(j) + b(i)*b(j)) *delta/2

retur

functie [s| = p_i_elem(e, i) ; calculeaza contributia elementului e la termenul liber p(i)
s = sursa(e) * delta/6

retur
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Adaugati, in figierul “mef.sci”, functia asambleaza,
care genereaza automat sistemul de ecuatii. Functia
va avea ca parametri de intrare datele referi-
toare la reteaua de discretizare gi la problema
(nn,ne,ncf,xn,yn,elem, ct, sursa, cf) si va re-
turna matricea sistemului M si termenul liber p.

EXERCITIUL 16:

functie [matrice M,vector p| = asambleaza(intreg nn,ne,ncf, vector xn,yn,
matrice elem, vector ct, sursa, matrice cf)
; asambleaza matricea sistemului

M = zeros(nn, nn), p = zeros(nn, 1)
; contributiile elementelor
pentru e=1:ne,
nod = elem(e,:)
x = xn(nod)
y = yn(nod)
delta = det([x’, y’, ones(3,1)]) ; delta = 2 * aria triunghiului
[a, b, c] = calcul_abc(x, y)

pentru i=1:3, ; parcurge nodurile elementului
nl = nod(i)
pentru j=1:3,
n2 = nod(j)

M(n1,n2) = M(n1,n2) 4+ m_ij_elem(e,i,j)
p(nl) = p(nl) + sursa(e) * delta/6

: contributiile conditiilor de frontiera
dir =1, neum = 2
tip =1, nodl = 2, nod2 = 3, val = 4 ;indici in matricea cf
pentru i=1:ncf,

tipcf = cf(i, tip)

nl = cf(i, nodl), n2 = cf(i, nod2) : nodurile laturii

daca (tipcf == dir) atunci ; Dirichlet
M(n1, :) = zeros(M(n1, :))
M(nl, n1) =1
p(nl) = cf(i, val)

daca (tipcf == neum) ; Neumann

h = sqrt( (xn(n2)-xn(n1))? + (yn(n2)-yn(n1))? ) ; lungimea laturii
p(nl) = p(nl) - cf(i,val) * h/2
p(n2) = p(n2) - cf(i,val) * h/2

retur
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Comparati rezultatele numerice cu cele obtinute la me-
toda volumelor finite. (Indicatie: pentru a vizualiza si-
multan rezultatele numerice, puteti folosi in acelagi timp
doud sesiuni Scilab.)

EXERCITIUL 17:

Comparati metoda elementelor finite cu metodele

EXERCITIUL 18: diferentelor finite, respectiv volumelor finite.

Comparati matricea M obtinuta in cazul metodei ele-
mentelor finite cu cea obtinuta la metoda volumelor fi-
nite.

EXERCITIUL 19:

Indicatie: Imaginati-va ca ati scala prin inmultire cu 2
toti coeficientii de pe liniile matricei de elemente finite
care nu corespund unor noduri cu conditie de frontiera

Dirichlet.

Functiile apelate de programul principal de elemente
finite sunt: date, grid, coord_nod, gen_elem,
impune_cf, asambleaza, postprocesare. Care din-
EXERCITIUL 20: tre aceste functii nu trebuie rescrise daca se doreste
rezolvarea altei probleme (se modificd geometria pro-
blemei, sursele, parametrii de material si conditiile de
frontierd)?

6.2.3 Exercitii propuse

Exercitiile care urmeaz3 sunt facultative.

Verificarea preciziei aproximarii conditiei Neumann

In cazul problemei de fatd, teoretic, pe laturile de pe frontiera Neumann 0V/dn = 0.
Verificati cat de bine este aproximata aceasta conditie, rezolvand exercitiile 21, 22.

a) Cum variaza grad V intr-un element finit? Care este
expresia lui?

b) Calculati, pentru o laturd de pe frontierd, expresia
oV/On = gradV - n.

Indicatie: Scrieti pe componente versorul n = ngi + n,j
si apoi efectuati produsul scalar grad V' - n.

EXERCITIUL 21:

1Le puteti rezolva dupi ce ati terminat tema urméitoare.
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Fig. 6.10. Reteaua de discretizare, reprezentata folosind Scilab, in cazul Na = 3, Nb
=2,NBb=1,NA =4

a) Scrieti un algoritm care calculeaza grad V' - n pentru
o latura de pe frontiera Neumann.

b) Aplicati algoritmul scris la punctul a) pentru a
obtine un vector de valori ale derivatei dupa normala a
potentialului pe toate laturile de pe frontiera Neumann.
(Indicatie: puteti utiliza structura de date cf.)

c) Verificati dacd 0V/0n este zero pe fiecare segment.
Dar in medie, pe toate segmentele frontierei Neumann?

EXERCITIUL 22:

Noi elemente de postprocesare

In etapa de postprocesare este util sa se reprezinte grafic nu numai curbele de potential
constant ci si alte elemente, cum ar fi reteaua de discretizare sau vectorii campului
electric.

a) Folosind comanda help aflati care este efectul si care

sunt parametrii comenzii xpolys.

b) Concepeti un algoritm care permite reprezentarea

graficd a retelei de elemente finite triunghiulare utilizata.

Indicatie:  Puteti folosi structurile deja existente
EXERCITIUL 23: elem, xn, yn.
c¢) Addugati in figierul “postprocesare.sci” instructiunile
algoritmului propus la punctul anterior. Verificati corec-
titudinea algoritmului: pentru parametrii de intrare Na
=3, Nb = 2, NBb = 1, NA = 4, rezultatul ar trebui sa
fie similar cu cel din figura 6.10.
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Vectorii intensitatii campului electric pot fi reprezentati grafic, daca domeniul are forma
dreptunghiulara, folosind comanda champ sau fchamp. In cazul unui domeniu de formsi
oarecare 1nsa, aceste comenzi nu sunt potrivite. Se poate folosi in schimb facilitatea
Scilab de reprezentare a unor sageti.

In cazul reprezentarii campului electric, lungimile acestor sageti ar trebui sa fie propor-
tionale cu modulul intensitatii cAmpului electric, iar proiectiile sagetilor pe axele Ox si
Oy ar trebui sd fie proportionale cu componentele E, si respectiv E,.

a) Folosind comanda help aflati care este sintaxa comen-
zil Xarrows.
b) Comentati efectul urmatoarelor comenzi Scilab:

xbasc() ;
rect = [0 0 1 1];
plot2d(1,1,[-1],"213"," " ,rect); //comentati

// trei noduri

x1=0; x2=1; x3=0;
EXERCITIUL 24: y1=0; y2=0; y3=1;
xx = [x1 x2 x3 x1];
yy = [yl y2 y3 yil;
xpolys(xx’, yy’); //comentati

scala = 0.3; Ex = 1; Ey = 1;
XC (x1+x2+x3)/3;

yc = (yl+y2+y3)/3; //comentati
nx = [xc; xc+Ex*scalal;

ny = [yc; yc+Ey*scalal;
xarrows(nx, ny); //comentati

a) Folosind relatia cunoscutd E = —grad V, determinati
componentele E, si F, ale intensitdtii campului electric
in centrele de greutate ale elementelor finite. Folositi
pentru memorarea acestor valori doi vectori, Ex si Ey.
EXERCITIUL 25: b) Utilizati comenzile xpolys si arrows pentru a
reprezenta grafic vectorii intensitatii campului electric
in centrele de greutate ale elementelor finite. (In cazul
Na =3, Nb =2, NBb = 1, NA = 4 rezultatul ar trebui
sa arate ca in figura 6.11.)

Variante ale metodel elementelor finite

Exercitiile urmatoare va propun sa construiti variante ale metodei elementelor finite, aga
cum a fost ea prezentata in tema de fata.
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Intensitatea campului electric

Fig. 6.11. Vectorii intensitatii campului electric, reprezentati folosind Scilab, in cazul
Na=3,Nb=2, NBb=1, NA =4

Modificati algoritmul astfel incat sa foloseasca elemente
finite patrulatere.

EXERCITIUL 26:

Modificati algoritmul astfel incat sa permita rezolvarea
EXERCITIUL 27: problemelor de regim stationar axisimetrice (2,5 D),
folosind o retea de discretizare bidimensionald (2D).

Indicatie: Configuratiile axisimetrice se obtin prin rotirea in jurul axei » = 0 a unui dome-
niu bidimensional. Diferenta fata de cazul plan—paralel intervine la calculul integralelor
pe domeniu, respectiv pe frontiera. Este recomandabil sa lucrati in coordonate cilindrice
(dupa efectuarea calculelor, coordonatele cilindrice r si z pot fi renotate cu z si respectiv
y, pentru a putea refolosi cat mai mult din algoritmul scris in cazul plan—paralel).
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Capitolul 7

Metoda elementelor de frontiera

Aceastd tem#! urmireste detalierea metodei elementelor de frontiers in cazul unei pro-
bleme plan-paralele de regim electrocinetic stationar.

Pentru exemplificare vom considera problema conductorului de forma literei L, problema
enuntata si formulatad in tema 4 (paragrafele 4.1 si 4.2).

a) Sa se scrie un program Scilab care sa rezolve,
folosind metoda elementelor de frontiera, problema
enuntata gi formulata la tema 4.

b) S& se compare rezultatele metodei elementelor
de frontiera cu rezultatele metodelor volumelor fi-

TEMA de laborator:

nite, diferentelor finite si elementelor finite.

7.1 Ideea metodei. Ecuatii integrale.

Spre deosebire de metodele abordate pana acum, in care erau aproximate ecuatiile cam-
pului electromagnetic, in metoda elementelor de frontiera se aproximeaza conditiile de
frontiera, ecuatia de ordinul doi asociata domeniului de calcul fiind satisfacuta exact.

Ideea metodei elementelor de frontiera consta in exploatarea unei formule integrale pentru
necunoscuta principald a problemei (potentialul).

O astfel de formula integrala contine o integrala pe domeniu gi integrale pe frontiera
domeniului. Integrala pe domeniu cuprinde sursele interioare de camp (de exemplu
distributii de sarcina in cazul regimului electrostatic). Integralele pe frontiera domeniului
au integranzi care contin expresii de tipul conditiilor de frontiera Dirichlet gi Neumann.
Daca in fiecare punct al frontierei s-ar cunoagte atat conditiile Dirichlet cat gi conditiile
Neumann atunci cu o astfel de formula se poate calcula potentialul in orice punct din
domeniul de interes.

1 Ati parcurs pana acum cele 6 teme anterioare? Felicitari! Drept recompensa, aceasts tem3, cuprinde
codurile complete Seilab ale programelor de implementat.

111
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Conform teoremei de unicitate, conditiile de frontiera sunt Dirichlet sau Neumann. Pen-
tru deducerea celorlalte valori de pe frontiera, necesare calculului potentialului in orice
punct din domeniu, se folosegte aceeagi formula integrala.

Avantajul acestei metode este acela ca ea poate fi aplicata gi pentru domenii nemargi-
nite?, lucru nepermis in cazul metodelor invitate pang acum. In cazul metodelor volume-
lor finite, diferentelor finite, elementelor finite, domeniul de calcul trebuie sa fie marginit.
Problema de regim electrocinetic studiata este o problema in care marginirea domeniului
de calcul a fost ceva natural, impus de conditiile marginirii cu un mediu izolant.

Cum alegeti domeniul de calcul pentru metoda volume-
lor finite (sau diferentelor finite sau elementelor finite)
EXERCITIUL 1: in cazul in care doriti sa calculati campul electrostatic
al unui condensator plan cu armaturi dreptunghiulare,
avand una din dimensiuni mult mai mare decat celelalte

doud ?

Sa ne amintim acum cateva cunostinte de matematicd, necesare intelegerii paragrafelor
urmatoare.

e Distributia Dirac are urmatoarea definitie in cazul unidimensional:

(5(.7:—:60):{ %O i;ig /_0:05(33—350)(135:1 (7.1)

In cazul bidimensional:

_ N _J oo =081y =1Yo e A _ _
§(x — o,y — Yo) = { 0 2 £ 30 sau y £ U /_oo /_oo O(z — xo,y — yo)dzdy =1
(7.2)

In cazul tridimensional:

B _ B _ o0 x:xosiy:yoﬁiZ:ZO
5(1‘ Zo,Y — Yo, 2 ZO) { 0 T ;éxo sau y?éyo Sau 2z 7520

/oo /oo /oo 3z — xo,y — Yo, 2 — 2p) dedydz =1 (7.3)

Daca notam cu P punctul “fix” de coordonata xy in cazul unidimensional, respectiv
punctul de coordonate (xg, o) in 2D §i (2o, Yo, 20) In 3D §i cu @ punctul “variabil”, de
coordonatd z in cazul unidimensional, respectiv punctul de coordonate (x,y) in 2D si
(z,y, z) in 3D, atunci, relatiile (7.1), (7.2), (7.3) pot fi scrise mai compact astfel:

5(@-13):{05’ g;i /QOO(S(Q—P)de:I (7.4)

In relatia (7.4) am notat cu €, spatiul infinit (de dimensiune 1, 2 sau 3) si cu duwg
elementul de lungime, arie sau volum:

dlg =dz 1D
dwg =¢ dAg =dzdy 2D (7.5)
dvg = dzdydz 3D

24Open boundary”
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O proprietate importanta a distributiei Dirac este aceea de filtrare. Daca f este o functie
definitd pe un domeniu infinit (1, 2 sau 3 dimensional), continud in z = zy (sau x = xo,
Y = Yo Sau T = To, Y = Yo, Z = 2p), atunci:

1D : /_°:O F(2)8(z — z0) dz = f(x0) (7.6)
2D /_o:o /_O; f(x,y)0(x — z0,y — yo) dzdy = f(z0,%0) (7.7)

3D: /_ /_ /_ f(z,y,2)0(x — 20, ¥ — Yo, 2 — 20) dzdydz = f(z0, Y0, 20) (7.8)
Proprietatea de filtrare se poate scrie compact astfel:

[, 1(@3(@ - P)dug = f(P) (7.9)

[ata un erxemplu de distributie Dirac in cazul tridimensional. Sa ne imaginam o sarcina
punctuala (sferd de raza infinit mica) cu o valoare egald cu 1 Coulomb, situata in spatiul
infinit tridimensional in punctul de coordonate P(x, yo, 29). Atunci, densitatea de volum
a sarcinii electrice este intr-un punct oarecare Q(z,y, z) din spatiu:

p(Q) = { %O g ; ]IZ (7.10)
Este evident ca:
| p@dug=1 [C] (7.11)

Un exemplu de distributie Dirac in cazul bidimensional se poate construi astfel. Sa ne
imagindm un fir rectiliniu, infinit lung (cilindru infinit, de raza infinit micd), electrizat,
astfel incat sarcina totala pe unitatea de lungime este 1 Coulomb. Firul este situat in
spatiul infinit tridimensional pe o dreapta paralela cu axa z, ce taie planul XOY in
punctul de coordonate P(zg,y,0). Calculam din nou densitatea de volum a sarcinii
electrice intr-un punct oarecare Q(z,y, 2):

) o0 T=ToSlY=1y
p(Q)—{ 0 x#xg sauy#oyo (7.12)

Observam cd p(Q) nu depinde de z. S& integram densitatea de sarcind pe un volum
tridimensional V ce cuprinde o lungime de fir [ = 1 m cuprinsa de exemplu intre cotele
z=0g z =1. Rezulta:

[, (@ dvg=1 (] (7.13)

Dacé notam cu € un domeniu infinit bidimensional (corespunzitor planului z = 0)
atunci V = Q4 x [0, 1], iar relatia (7.13) devine:

/00 (/Ol p(Q) dz) dzdy =1 [C] (7.14)
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Deoarece p nu depinde de z, rezulta ca:
[ ple,y,0)dedy =1 [C/m] (7.15)
Qo

Renotand P ca fiind punctul de coordonate (zg, o) din planul XOY, @ ca fiind punctul
de coordonate (z,y) din planul XOY si p(Q) ca fiind restrictia densititii de volum la
acelagi plan, rezulta ca:

| p(@dAg=1 [C/m] (7.16)
unde p(Q) este data de relatiile (7.10) si (7.16).
e Functia Green se defineste astfel.

Fie A un operator diferential cu conditii de frontiera nule pe frontiera domeniului 0.
Vom spune cd functia de doud “variabile” G(P, Q) : 2 — IR este functia Green a opera-
torului A daca solutia ecuatiei diferentiale neomogene AV = f cu conditii de frontiera
nule se scrie sub forma integrala:

V(P)= [ G(P.Q)f(Q)dug (7.17)

Functia Green are avantajul ca, odata cunoscuta, permite determinarea rapida, printr-
o integrala, a solutiei ecuatiei neomogene pentru diferiti termeni liberi f. Operatorul
integral definit de functia Green este, in consecinta, inversul operatorului diferential
considerat.

Aplicand operatorul A solutiei scrisa sub forma (7.17) gi presupunand ca aplicarea ope-
ratorului gi integrarea sunt inversabile, rezulta:

AV(P) = [ [AG(P,G)]f(Q) dvg = f(P), (7.18)

relatie satisfacuta de solutia ecuatiei Au = f pentru orice termen liber f pentru care
exista solutie. Acest lucru se intdmpla daca AG(P, Q) filtreaza valoarea in P a functiei
f(Q) deci daca:

AG(P,Q)=46(Q — P) (7.19)

In consecinta, functia Green G(P, Q)) este solutia, in conditii de frontiera nule, a ecuatiei
constituita cu operatorul A, in care sursa interna este functia generalizata Dirac, cu
suportul in © (punctul P este in interiorul domeniului 2).

7.1.1 Formula celor trei potentiale

Vom considera din nou problema de regim electrostatic descrisa de ecuatia de gradul doi:
—div (egradV) = p (7.20)

unde V : D — IR. Un punct oarecare din D va fi notat cu () si el va avea coordonatele
(x,y) intr-o problema plan-paraleld si (z,y, z) Intr-o problema tridimensionald. Ecuatia
(7.20) este scrisa pentru un punct oarecare Q:

—div (¢(Q) grad V(Q)) = p(Q) (7.21)
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Functia Green asociata acestei probleme va satisface:
—div [e(Q) grad G(P, Q)] = §(Q — P) (7.22)

Sa consideram relatiile:
div [G(P,Q)e(Q) grad V(Q)] = &(Q)grad V(Q
+ G(P,Q)div [e
div [V(Q)e(Q) grad G(P, Q)] = &(Q)grad V(Q
+ V(Q)div [e(Q

Daca scadem relatiile (7.23) si (7.24), apoi integram pe D si tinem seama de relatiile (7.20)
si (7.22), de proprietatea de filtrare a functiei Dirac, si de formula Gauss-Ostrogradski,
rezulta:

grad G(P, Q) +
Q) grad V(Q)] (7.23)
grad G(P, Q) +
grad G(P, Q)] (7.24)

~ — M~ —

V() = [ GPQNQdug+ f_GP.QE@) - ddg -

nQ
- ¢ VIQeQerad G(P,Q) - ngddg (7.25)

In cazul unei probleme plan-paralele, relatia (7.25) se scrie astfel:

ov

V(P) = [GP.QQdAq+ ygSG(P,@e(@)%sz—

- § V(Qe(Q gad G(P,Q) -nqdiq (7.26)

a) Deduceti formula (7.25).

b) Proprietatea de filtrare presupune integrare pe un do-
meniu infinit. Cum justificati aplicarea ei pe un domeniu
marginit?

EXERCITIUL 2:

Cazul mediilor omogene

Dacd mediul este omogen (¢(Q) = € = constant), functia Green este ugor de gasit. Ea
satisface in domeniul de calcul relatia:
: 0(Q—-P
_div [grad G(P,Q)] = Y@= D) (7.27)
€

In consecinta, functia Green pentru un mediu omogen poate fi aleasa ca fiind potentialul
electrostatic al unei sarcini punctiforme (in cazul tridimensional) sau al unui fir infinit
lung incércat cu sarcind (in cazul bidimensional):

1
D GPQ) = (7.28)
M GPQ) = —— I (7.29)
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Gradientul (in Q) acestei functii este:

1 Rpg

3D: grad G(P,Q) = e B (7.30)
PQ
1 R
2D:  gradG(P,Q) = %RTPQ (7.31)
PQ

unde am notat cu Rpg vectorul care unegte punctul sursid P (unde se afla concentrata
sarcina) cu punctul de observatie () oarecare, avand originea in ) i varful in P.

Prin urmare, relatiile (7.25) si (7.26) devin:

3D 4rxV(P) = é/DRme(Q)de BDRLM%MQ-
- @ 3
oD: 27V(P) = é /S In <RLPQ> p(QdAg+ ¢ In (RLPC) %sz -

_ In toate relatiile de pana acum, P este un punct
exterior interior domeniului D. Daca s-ar cunoaste valorile
potentialului gi ale derivatei lui dupa normala in
orice punct de pe frontiera domeniului, atunci cu
relatiile (7.32) sau (7.33) se poate calcula potentialul
in orice punct din interiorul domeniului.

Conditiile de frontiera impun insa potentialul sau
derivata lui dupa normala in orice punct al frontierei.

Primul pas care trebuie facut este de a calcula mai
intai potentialul in punctele frontierei pe care se dau
conditii Neumann gi derivata lui dupa normala in
punctele frontierei pe care se impun conditii Dirich-
Fig. 7.1. In scrierea ecuatiei let.

integrale in Py intervine [.

Pentru aceasta, relatiile (7.32) si (7.33) sunt scrise
pentru un punct P de pe frontiera. Cand P se apropie
de frontiers, integrala a treia din relatiile (7.32) si (7.33) este improprie. In cazul bidi-
mensional se demonstreaza ca relatia (7.33) devine:

1 1 1 oV
V(P,) = -1 dA 1 —dlp —
i = (gt Yot (L) 2

lzPQ'nQ
— 74 V(Q)—E=——=dI 7.34
o (@) R% o @ (7.34)
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unde Sy, (vezi figura 7.1) este unghiul interior domeniului de calcul, in punctul Pj.

In cazul regimului electrocinetic stationar (2D), adicid in cazul absentei densitatii de
volum a surselor, ecuatiile integrale devin:

e Pentru un punct interior P:

B 1 ov RPQ ‘g
2V (P) = é) In ( Rp@) s 4l ﬁ JQTE Sl (739)

e Pentru un punct Py situat pe frontiera:

1 ) ov Mde (7.36)

v () = () g dio = f, V@)

unde [ este unghiul interior al frontierei, in P.

In cele ce urmeaza vom studia cazul regimului electrocinetic stationar.

7.1.2 Aproximarea potentialului si a derivatei sale pe frontiera
domeniului

Relatia (7.36) este cea care se discretizeaza in vederea obtinerii celorlalte valori necesare
pe frontiera: derivatele dupa normala ale potentialului in punctele frontierei Dirichlet
si valorile potentialului in punctele frontierei Neumann. Relatia (7.35) este cea care se
discretizeaza in vederea postprocesarii: calculul potentialului in orice punct din domeniu.

Pentru aceasta, frontiera domeniului 0D se imparte in elemente de frontierd: segmente
in cazul 2D si triunghiuri (de exemplu) in cazul 3D.

EXERCITIUL 3: Ce diferente apar in cazul regimului electrostatic? I

Vom aproxima potentialul V' pe fiecare element de frontiera ca avand o variatie liniara,
iar derivata lui dupa normala ca fiind constanta.

7.1.3 Aproximarea conditiilor de frontiera
Formulele de aproximare

Sa notam cu ne numarul elementelor de frontierd si cu n numarul nodurilor.

Ce relatie exista intre ne si n in cazul unei frontiere
EXERCITIUL 4: unidimensionale simplu conexe (cazul problemei de re-
zolvat)?
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In cazul bidimensional un element de frontiera (notat generic cu e) reprezinta un segment

[P;, Pj], unde 4,5 =1,...,n. In consecint#, aproximatia relatiei (7.36) este:
1 oV R
BV(P) =3 ( ) dig -3 [vigRre e g, (7.37)
e=1"¢€ P,Q 8nQ e=1"¢ RPkQ

Vom nota cu V; = V(P;) potentialul unui nod 7 si cu V; = (%—Z)‘ valoarea derivatei
e
dupa normala asociata unui element e.

Potentialul intr-un punct Q de pe segmentul [P;, P;|, situat la distanta lp,q de P; (figura
7.2) se poate scrie in functie de potentialele V; = V(P;) si V; = V(F;) ca fiind:

_ lrq Irg
V(@) =vi(1- 1) v (7.39)

unde am notat cu L, lungimea segmentului [P;, P;].

Tinand seama de aproximarile i notatiile de mai sus, relatia (7.37) se poate scrie astfel:

ﬁk Zg Pk,PL,P el_zh]-(Pka-PZaP])‘/;_Zh’2(Pk:aR>P])V3 (739)
e=1 e=1 e=1

unde am notat:

g(P,P,P) = /len< L )sz (7.40)

P RPQ
Pj RPQ ng lP-Q
2P,P,P;) = / 2P ' 1Q TRQ 41
Pi Rpp -
m(P,P,P) = [ ]%Q“Qdm (7.42)
i P

Relatia (7.39) se scrie pentru:

e toate nodurile interioare frontierei Neumann
(caz in care Py este plasat chiar in nod);

e toate segmentele Dirichlet — cele care au am-
bele noduri Dirichlet — (caz in care Py este
plasat in mijlocul segmentului respectiv).

La aceste ecuatii se adauga:

e ecuatii asociate nodurilor de pe frontiera
Dirichlet, care constau in simpla atribuire a
potentialului nodului respectiv;

Fig. 7.2. Notatii relative
e ecuatii asociate segmentelor Neumann, care la un element de frontiers

constau in simpla atribuire a valorii derivatei
dupa normala.
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Se obtine astfel un sistem de n 4 ne ecuatii cu n + ne necunoscute din a carui rezolvare
rezulta valorile potentialelor in toate nodurile frontierei i valorile derivatei dupa normala
pe toate elementele frontierei.

Calculul analitic al integralelor

Valorile g(P, P;, P;), h1(P, P;, P;) si h2(P, P;, P;) unde ¢ si j sunt nodurile elementului e
se pot calcula analitic.

Fig. 7.3. Notatii folosite in calculul Fig. 7.4. Notatii folosite in calculul
integralei g integralelor h2 si h3

e Integrala ¢(P, P, P;)

Am vazut ca:

P, 1
P, P, P; =/ In [ —— 44
o2 p) = [ () di (7.0

Cu notatiile din figura 7.3 rezulta ca:

Rpg = \/Tf +12 —2rjcosa unde 27;L.cosa =717 + L% — r? (7.45)
Fécand schimbarea de variabild z = [/L,, integrala g se mai scrie:
L. 1t
g(P, P, P}) = —?/ In [rf + 2’ L2 —z(r? + L2 - 7“]2)] dzx (7.46)
0

Aceasta integrala se poate calcula analitic, rezultatul fiind:

L2 42 g2

(—L4 +2L2%2r2 -t 4202 2 4 2m2 2 — rj4) ArcTanh(

L \/L4—2L2 ri2 4rit —2 L2 rj2 2 12 72 44

P,P;,P;) = —— | -2

9(P P, Py) 2 * 2 4 2 .2 ” 2,52 i2 a2 4 *
L L% —2L%m% 4+ m* —2L2 52 —2ri®rj2 4+ 13

L2 47i2 — 2

\/L4—2 L2 ri24ri4—2 L2 rj2 —2 ri2 pj2 44

\/L4 — 2L27i2 4 rit — 2L2 12 — 2742 152 4 rj4 ArcTanh(

L2
(L2 +ri2 — er) log(ri2) (—L2 — 24 rj2) log(ri2)
+ +log(ri%) + (7.47)

212 2 L2
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In relatia (7.47) am notat L = L., ri = r; distanta de la punctul P la punctul P; si cu
rj = r; distanta de la punctul P la punctul P;.

Integrala g, scrisa ca in relatia (7.46) nu este convergentd in cazul in care P este un
punct interior segmentului [P;, P;]. In acest caz se demostreaza ugor ci ea are expresia:

g(P, P, P;) = —r;In(r;) — r;In(ry) + L (7.48)

EXERCITIUL 5: Demonstrati relatia (7.48).

e Integrala h2(P, P, P))

Am vazut ca:

P RPQ ‘g lp.Q
h2(P, P, P)) = / =tPe 1@ RQ g 7.49
( J) P R%DQ Le Q ( )
Pi Rpn -
B3P, P) = [Nl (7.50)
P; Rpq
Cu notatiile din figura 7.4 rezulta ca:
2App.p,
RPQ ‘N = —RPQ sin,B = -Tj sin'y = —% (751)

unde am notat cu App,p, aria triunghiului determinat de punctele P, P; si P;. Observam
cd marimea Rpg - ng este constantd atunci cand @) parcurge elementul [P;FP;].

Féacand schimbarea de variabild x = [/ L., integralele h2 i h3 se mai scriu:

1 x
h2(P, P, P) = —2A / dz (7.52)
y L1y PP;P; .
/ o P+ a?L? —a(ri 4 L2 —13)
1 1
h3(P,P,P;) = —2A d (7.53)
s Lyt g PP;P; .
o ry 4+ 2202 — x(r] + L2 —13)
Aceste integrale se pot calcula analitic, rezultatele fiind:
(L2 +ri2 — rjz) ArcTanh( —L244i% -
\/L4—2 L2 ri24ri%—2 L2 rj2 -2 ri2 rj2 44
h2(P,P;,P;) = -—2A _
L2 \/L4 —2L2 72 4 4 — 202 1j2 — 27i2 1j2 4 4
(L2 +ri2 — 'rj2) ArcTanh( L2+4ri% 12 )
\/L4—2 L2 72474 —2L2 rj2 272 rj2 4rjd log(ri2)  log(rj2)
- (7.54)
L2\/L472L2ri2+ri472L2rj272ri21‘j2+rj4 2L2 2L2
—4 A | ArcTanh( —1%40? ) — ArcTanh( L2402 ri® )
L4202 12474 202 12 212 nj2 4154 \/L4—2 L2 72474 —2 L2 rj2 -2 12 1j2 4j4

h3(P, P;, P;) =

\/L4 — 2L2 72 4 rit — 2L2 2 — 22 12 4t
(7.55)
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In relatiile (7.54) si (7.55) am notat L = L, ri = r; distanta de la punctul P la punctul
P;, rj = r; distanta de la punctul P la punctul P; si cu A aria triunghiului determinat
de punctele P, P; si P;.

Observatii:

1. In cazul degenerat in care punctele P, P;, P; sunt coliniare integralele h2 si h3 sunt
nule.

2. Relatiile deduse pentru h2 si h3 sunt valabile daca normala ng si vectorul Rpg
formeazs un unghi obtuz (cazul desenat in figura 7.4). In caz contrar, daci normala
ng si vectorul Rpg formeaza un unghi ascutit, relatiile deduse pentru integralele
h2 si h3 trebuie inmultite cu -1.

7.1.4 Calculul repartitiei potentialului

Dupa determinarea tuturor valorilor si derivatelor dupa normala, calculul potentialului
in oricare punct se va face astfel:

1 ne ne ne
VP = o (Somnmv: - Smenmvi- e np)y) (@5
e=1

e=1 e=1

unde % i j sunt nodurile unui element e.

7.2 Implementarea metodei in Scilab

7.2.1 Implementarea functiilor care calculeaza integrale

Mai intai vom implementa functiile g, hl si h2, necesare atat asamblarii sistemului de
ecuatii cat si postprocesarii problemei.

a) In directorul ~/modelare/tema7 creati un director
“integrale”.

b) In directorul ~/modelare/tema7/integrale scrieti un
figier “test.sci” cu urmatorul continut:

EXERCITIUL 6: clear;
getf (*functii_gh.sci’);

P = [3 5];
Pi = [3 0];
Pj = [3 11;

[g,h1,h2] = calcul_integrale(P,Pi,Pj);
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a) Cu ajutorul comenzii help descrieti sintaxa si efectul
comenzii integrate.

b) In directorul ~/modelare/tema7 /integrale scrieti un
fisier “functii_gh.sci” cu urmatorul continut:

function [g,h1,h2] = calcul_integrale(P,Pi,Pj)

x = P(1)
y = P(2)
xi = Pi(1)
yi = Pi(2)
xj = Pj(1)
yj = Pj(2)

ri = sqrt((x-xi)"2 + (y-yi)~2)
rj = sqrt((x-xj)°2 + (y-yj)~2)
L = sqrt((xi-xj)"2 + (yi-yj)~2)
M=1[1P; 1Pi; 1 Pj]
A = 0.5%abs(det(M));
if ( (((x-xi)*(x-xj)<0) & ((y-yi)*(y-yj)<0) & ...
((x=xi)*(yj-yi)==(y-yi)*(xj-xi))) |...
( (xi==xj) & (x==x1i) & ...
((y-yi)*(y-yj)<0) ) |
((yi==yj) & (y ==yi) & ...
((x-xi)*(x-x3)<0) ) ),

EXERCITIUL 7: g = -rixlog(ri) - rj*log(rj) + L;

else
g = -L/2*integrate(’log(ri~2+x"24L"2 - ...
x*(ri~2+L"2-rj~2))’,’x’,0,1);

end;
if (A == 0),
h2 = 0;
else
h2 = -2xAxintegrate(’x/(ri~2+x"2xL"2-...
x*x(ri~2+L"2-rj"2))’,’x’,0,1);
if( (yj-yi)*(x-xi)-(xj-xi)*(y-yi)>0 ),
h2 = -1%h2;
end,
end;
if (A == 0),
h3 = 0;
else
h3 = -2xAxintegrate(’1/(ri"2+x"2%L"2-...
x*(ri~2+L"2-rj~2))’,’x’,0,1);
if ((yj-yi)*(x-xi)-(xj-xi)*(y-yi)>0),
h3 = -1*h3;
end,
end;
hl = h3 - h2;

return
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EXERCITIUL 8:

a) Comentati fiecare instructiune a functiei
calcul_integrale. Cum este aleasa normala la un el-
ement?

b) Testati corectitudinea functiei implementate prin ex-
ecutarea programului “test.sci”. Rezultatul trebuie sa
fiee g = —1.5020121, hl = 0, h2 = 0. Pentru
P = [7 5] rezultatele trebuie sa fie: g = —1.7950872,
h1 = 0.0530434, h2 = 0.0576138.

7.2.2 Implementarea structurilor de date

EXERCITIUL 9:

a) Din directorul ~/modelare/temad copiati in di-
rectorul ~/modelare/tema?7 figierele “citire_date.sci” si
“grid.sci”.

b) In directorul ~/modelare/tema7 editati un figier
“main.sci” cu urmatorul continut:

clear;

getf(’citire_date.sci’);
getf(’grid.sci’);
getf(’noduri.sci’);
getf(’elemente.sci’);
getf("bem.sci’);
getf(’integrale/functii_gh.sci’);

disp(’Metoda elementelor de frontiera - ...
conductor in forma de L’);

/] - preprocesare —-—-—--———-—-—-——————-

// citirea si validarea datelor problemei

[a,b,A,B,sigma,V0] = date();

// discretizare frontiera

[x,y,N_A,N_a,N_b,N_Bb] = grid(a,b,A,B);

// generarea structurilor de date

[noduri] = nodes(x,y,VO,N_A,N_a,N_b,N_Bb);

[elemente] = elements(x,y,VO,N_A,N_a,N_b,N_Bb);

// asamblarea matricei coeficientilor M si
// a vectorului termenilor liberi p
[M, p] = asambleaza(noduri, elemente);

/] ————————m postprocesare ——---——----—-
exec(’postprocesare.sci’);
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Functia date si functia grid sunt cele definite in figierele “citire_date.sci” gi “grid.sci”.
Aceste functii, precum si notatiile a, A, b, B, N_A, N_a, N_b, N_Bb au fost explicate in
detaliu la tema 4.

Ne vom concentra acum atentia asupra structurilor de date specifice metodei elementelor
de frontiera. Pentru a construi aceste structuri de date, ne vom alege mai intai un
mod de a numerota nodurile gi elementele de frontiera. Vom parcurge frontiera in sens
trigonometric, incepand din punctul S, aga cum se arata in figura 7.5.

NODM NODN+1 NopN
NODM+1 ¢ exterior (IZO'&nt)
+ NODP+1
NODQ+1
NODP . Q NODO
No
@ domeniu conductor
@ @ @ *NODR+1
1=NODS 2 i 3 4 NA=NODR

Fig. 7.5. Modul in care se face numerotarea nodurilor si a elementelor (/N este
numarul de noduri i E = ne este numirul de elemente). Numerele incercuite
reprezinta elemente, de exemplu: elementul 2 are nodul initial 2 si nodul final 3. Prin
definitie, normala la un element este exterioara domeniului.

Informatiile legate de noduri vor fi memorate in matricea noduri. Aceasta este o matrice
cu cinci coloane gi cu un numar de linii egal cu numarul de noduri. Linia ¢ a acestei
matrice corespunde nodului numarul 4, i ea contine urméatoarele informatii (vezi i figura

7.6):

1. Pe prima coloani se memoreaza tipul nodului (Dirichlet sau Neumann).
2. A doua coloana contine abscisa nodului.

3. A treia coloana contine ordonata nodului.

4

. A patra coloana contine valoarea conditiei de frontierd. Acest numaér are semnificatie
doar daca nodul este Dirichlet.

5. A cincea coloana contine unghiul interior al domeniului in acel nod. Aceasta
informatie va fi utila la preprocesare doar daca nodul este de tip Neumann.
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linia1/20 0|0 | O |12 linial1/20/ 1|2 |0

linnaE|/20 N | 1|0

linlaN|20| O Ot

Fig. 7.7. Matricea elementelor: 10 =
segment Dirichlet, 20 = segment
Neumann

Fig. 7.6. Matricea nodurilor: 10 =
nod Dirichlet, 20 = nod Neumann

Informatiile legate de elemente vor fi memorate in matricea elemente. Aceasta este o
matrice cu patru coloane gi cu un numar de linii egal cu numarul de elemente. Linia ¢ a
acestei matrice corespunde elementului numarul 7, §i ea contine urmatoarele informatii
(vezi i figura 7.7):

Pe prima coloand se memoreaza tipul elementului (Dirichlet sau Neumann).
A doua coloana contine numarul nodului initial.

A treia coloana contine numarul nodului final.

=W e

A patra coloana contine valoarea conditiei de frontiera. Acest numar are semnificatie
doar daca elementul este de tip Neumann.

Observatie: Practic nu este nevoie de o orientare a elementului, dar, pentru usurinta
scrierii programului, vom construi aceasta matrice astfel incat un element este parcurs
de la nodul initial spre nodul final, iar normala lui este exterioara domeniului (vezi figura
7.5, elementul 2).

In directorul ~/modelare/tema7 editati un fisier “no-
duri.sci” cu urmatorul continut:

function [noduril=nodes(x,y,VO,N_A,N_a,N_b,N_Bb)

NODS = 1;

NODR = N_A;

NODQ = NODR + N_b -1;
EXERCITIUL 10: NODP = NODQ + N_A - N_a;

NODN = NODP + N_Bb;

NODM = NODN + N_a - 1;

NR_NODURI = NODM + N_b + N_Bb - 2;

tip = 1;

Dirichlet = 10; Neumann = 20;
x_nod = 2; y_nod = 3;

Continuarea ezercifiului pe pagina urmdatoare
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CF_nod = 4; Dbeta_nod = 5;

noduri = zeros(NR_NODURI,S5);

for i = NODS : NODR-1,
noduri(i,tip) = Neumann,
j =i - NODS + 1,
noduri(i,x_nod) = x(j),
noduri(i,y_nod) = y(1),

end;

for i = NODR : NODQ
noduri(i,tip) = Dirichlet,
j =i - NODR + 1,
noduri(i,x_nod) = x(N_A),
noduri(i,y_nod) = y(j),
noduri(i,CF_nod) = 0,

end;

for i = NODQ+1 : NODP
noduri(i,tip) = Neumann,
j =NA- (i - NODQ) ,
noduri(i,x_nod) = x(j),
noduri(i,y_nod) = y(N_b),

end;

for i = NODP+1 : NODN-1
noduri(i,tip) = Neumann,
j=0N_b+i- NODP ,
noduri(i,x_nod) = x(N_a),

EXERCITIUL 10: noduri (i ynod) = 3(3).

end;

for i = NODN : NODM
noduri(i,tip) = Dirichlet,
j =N_.a- (i - NODN);
noduri(i,x_nod) = x(j),
noduri(i,y_nod) = y(N_b + N_Bb),
noduri(i,CF_nod) = VO,

end;

for i = NODM+1 : NR_NODURI
noduri(i,tip) = Neumann,
j =N_b + N_Bb - (i - NODM),
noduri(i,x_nod) = x(1),
noduri(i,y_nod) = y(j),

end;

for i = 1:NR_NODURI,
noduri(i,beta_nod) = %pi,

end;

noduri (NODS,beta_nod) = %pi/2;

noduri (NODP,beta_nod) = 3*%pi/2;
noduri (NODR,beta_nod) = %pi/2;
noduri (NODQ,beta_nod) = %pi/2;
noduri (NODN,beta_nod) = %pi/2;
noduri (NODM,beta_nod) = %pi/2;

return
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a) Comentati fiecare instructiune a functiei nodes.
b) Testati corectitudinea functiei pentru cazul foarte
simpluin carex = [0 1 2 3] iy = [0 1 2].

EXERCITIUL 11:

In directorul ~/modelare/tema?7 editati un figier “ele-
mente.sci” cu urmatorul continut:

function [elemente]=elements(x,y,VO,N_A,N_a,...

N_b,N_Bb)

NODS = 1;

NODR = N_A;

NODQ = NODR + N_b -1;

NODP = NODQ + N_A - N_a;

NODN = NODP + N_Bb;

NODM = NODN + N_a - 1;

NR_NODURI = NODM + N_b + N_Bb - 2;

tip = 1;

Dirichlet = 10; Neumann = 20;

nod_initial = 2;

nod_final = 3;

CF_segment = 4;

NR_ELEMENTE = NR_NODURI;

elemente = zeros(NR_ELEMENTE,4) ;

for e = 1:NR_ELEMENTE,
elemente(e,nod_initial) = e,

EXERCITIUL 12: elemente(e,nod_final) = e+l,

end;

elemente (NR_ELEMENTE ,nod_final) = 1;

for e = 1: NODR-1,
elemente(e,tip) = Neumann,
elemente(e,CF_segment) = O,

end;

for e = NODR: NODQ-1,
elemente(e,tip) = Dirichlet,

end;

for e = NODQ: NODN-1,
elemente(e,tip) = Neumann,
elemente(e,CF_segment) = 0,

end;

for e = NODN: NODM-1,
elemente(e,tip) = Dirichlet,

end;

for e = NODM: NR_ELEMENTE,
elemente(e,tip) = Neumann,
elemente(e,CF_segment) = 0,

end;

return;
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a) Comentati fiecare instructiune a functiei elements.
EXERCITIUL 13: b) Testati corectitudinea functiei pentru cazul foarte
simpluincarex = [0 1 2 3] gsiy = [0 1 2].

7.2.3 Asamblarea sistemului de ecuatii

Sistemul de ecuatii este de forma M v = p, unde M este o matrice patrata de dimensiune
egala cu numarul de noduri n plus numarul de elemente ne. Vectorul necunoscutelor
v este un vector coloana in care primele n linii corespund potentialelor nodurilor iar
urmatoarele ne linii corespund derivatelor dupa normala pe elementele de frontiera.

In directorul ~/modelare/tema7 editati un figier
“bem.sci” cu urmatorul continut:

function [M, p] = asambleaza(noduri, elemente)

temp = size(noduri);
NR_NODURI = temp(1,1);

temp = size(elemente);
NR_ELEMENTE = temp(1,1);

nr_nec = NR_NODURI + NR_ELEMENTE;
M = zeros(nr_nec,nr_nec);
p = zeros(nr_nec,1);
Dirichlet = 10;
Neumann = 20;
EXERCITIUL 14: for i = 1:NR_NODURI,
if (noduri(i,1) == Dirichlet),
M(i,i) = 1;
p(i) =

noduri(i,4);
else
Pk = [noduri(i,2) noduri(i,3)];
betak = noduri(i,5);
M(i,i) = betak;
for e = 1:NR_ELEMENTE,
M(i,:) = asambleaza_linie(M(i,:),
e, Pk,elemente, noduri,...
NR_NODURI) ;
end,
end,
end;

Continuarea exercifiului pe pagina urmdatoare
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EXERCITIUL 14:

for i = 1:NR_ELEMENTE,
j = NR_NODURI + i;

if (elemente(i,1) == Neumann),
M(j,j) = 1;
p(j) = elemente(i,4);
else
nod0 = elemente(i,2);
nodl = elemente(i,3);
Pk(1,1) = (noduri(nod0,2)+...
noduri(nodil,2))/2;
Pk(1,2) = (noduri(nod0,3)+...
noduri(nodi,3))/2;
betak = %pi;
M(j,nod0) = betak/2;
M(j,nodl) = betak/2;
for e = 1:NR_ELEMENTE,

M(j,:) = asambleaza_linie(...
M(j,:),e,Pk,...
elemente, ...
noduri,...
NR_NODURI);

end,
end,
end;
return;

function v = asambleaza_linie(vector,e,Pk,...
elemente,noduri,NR_NODURI)

Vv = vector;

nodi = elemente(e,?2);

nodj = elemente(e,3);

Pi = [noduri(nodi,2) noduri(nodi,3)]

Pj = [noduri(nodj,2) noduri(nodj,3)]

[g hl h2] = calcul_integrale(Pk,Pi,Pj);

v(nodi) = v(nodi) + hi;

v(nodj) = v(nodj) + h2;

v(NR_NODURI+e) = v(NR_NODURI+e) - g;

return

EXERCITIUL 15:

a) Comentati fiecare instructiune din exercitiul 14.

b) Verificati corectitudinea programului implementat
pana acum: pentru x = [0 1 2 3] si y = [0 1 2],

vectorul v are componentele:

v’ = [.7867020 .7086116 .4440148 0 0 .5745304...
111 .8433378 0 0 0 -.5005025 0 O .2941569. ..
.1800088 0 0]
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7.2.4 Postprocesarea

Avand valorile potentialului si derivatei lui dupa normala in oricare punct al frontierei,
putem calcula potentialul V' oriunde in interiorul domeniului cu formula (7.56). Cu o
formula similara (in care impartirea se face la 3 gi nu la 27) se poate calcula potentialul

si in orice punct de pe frontiera.

Pentru trasarea liniilor echipotentiale vom calcula potentialul V' in punctele unei grile

determinate de doi vectori abscise gi ordonate.

EXERCITIUL 16:

In directorul ~ /modelare/tema7 editati un fisier “post-
procesare.sci” cu urmatorul continut:

getf (Punghi.sci’);
getf(’calcul_v.sci’);

nrsegm_x = 6; nrsegm_y = 4;

pasx = A/nrsegm_x; pasy = B/nrsegm_y;
abscise = 0O:pasx:A;

ordonate = 0:pasy:B;

NX = length(abscise); NY = length(ordonate) ;
matrice_pot = zeros(NX,NY);

for i = 1: NX,
for j = 1: NY,

val_x = abscise(i);

val_y = ordonate(j);

Pk = [val_x val_y];

val = calcul_potential(Pk,...
elemente,noduri,v);

beta = calcul_unghi(val_x,...

val_y,a,A,b,B);
if beta == 0,

matrice_pot(i,j) = 0;
else
matrice_pot(i,j) = val/beta;
end;
end,
end
if (A > B)
xsetech([0,0,1,B/A]);
else
xsetech([0,0,A/B,1]);
end

contour (abscise,ordonate,matrice_pot,10);
xrects([2;2;1;1],4);
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In directorul ~/modelare/tema7 editati un figier
“unghi.sci” cu urmatorul continut:

function beta = calcul_unghi(valx,valy,a,A,b,B)
beta = 2*Ypi;
if valy == 0,
if ((valx == 0)|(valx == A)),
beta = %pi/2;

else
beta = Ypi;
end,
end;
if valy == b,
if ((valx ==0) | ((valx>a)&(valx<i))),
beta = pi;
elseif valx == a,
beta = 3*)pi/2;
elseif valx == A,
beta = %pi/2;
end,
end;
if valy == B,
if ((valx == 0) | (valx == a)),
beta = %pi/2;
EXERCITIUL 17: elseif ((valx >° 0).&(va1x < a)),
= beta = %pi;
else
beta = 0;
end,
end;

if valx == 0,
if ((valy > 0)& (valy < B)),

beta = %pi;
end,
end;
if valx == a
if ((valy > b) & (valy < B)),
beta = Ypi;
end,
end;
if valx == A,
if ((valy > 0) & (valy < b)),
beta = Ypi;
end,
end;

if (((valx>a)&(valy>b))|(valx>A)|...
(valx<0) | (valy<0) | (valy>B)),
beta = 0;
end;
return
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In directorul ~/modelare/tema7 editati un figier “cal-
cul_v.sci” cu urmatorul continut:

function val = calcul_potential(Pk,...
elemente,noduri,v)

temp = size(noduri);

NR_NODURI = temp(1,1);

temp = size(elemente);

NR_ELEMENTE = temp(1,1);

val = 0;

for e = 1:NR_ELEMENTE,
nodi = elemente(e,?2);
nodj = elemente(e,3);
Pi = [noduri(nodi,2) noduri(nodi,3)]
Pj = [noduri(nodj,2) noduri(nodj,3)]
[g h1 h2] = calcul_integrale(Pk,Pi,Pj)

EXERCITIUL 18:

val = val + g*v(NR_NODURI+e);
val = val - hixv(nodi);
val = val - h2*v(nodj);

end

// val trebuie impartita la unghi

return

a) Comentati fiecare instructiune a functiei
calcul_unghi.

b) Comentati fiecare instructiune a functiei
calcul_potential.

EXERCITIUL 19:

Programul este acum complet. Executandu-1 ar trebui sa obtineti figura 7.8.
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Fig. 7.8. Linii echipotentiale
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a) Calculati potentialul (cu ajutorul functiei calcul_v)
in nodurile Dirichlet. Ce observati?

b) Calculati potentialul (cu ajutorul functiei calcul_v)
in mijloacele segmentelor Dirichlet. Comentati.

EXERCITIUL 20:

a) Studiati proprietatile matricei M.
EXERCITIUL 21: b) Analiza?i complexitatea algoritmului din' punct de
vedere al timpului de calcul si a necesarului de mem-
orie.

Comparati rezultatele numerice ale acestei metode cu
EXERCITIUL 22: rezultatele obtinute in celelalte metode invitate (volume
finite, diferente finite, elemente finite).
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Anexa A

Cum se desfasoara laboratorul
Modelarea numerica a campulut
electromagnetic?

Pe parcursul laboratorului veti parcurge un numar de teme. Laboratorul se bazeaza
pe lucru individual, cadrul didactic standu-va la dispozitie pentru raspunsurile la
intrebari.

e Pentru a folosi la maximum timpul de lucru in fata calculatorului, este bine sa cititi
tema de laborator inainte de inceperea orei.

e Parcurgeti fiecare tema in ritmul Dumneavoastra.

e Pe parcursul temei veti intalni exercitii marcate astfel:

EXERCITIUL 1: Cititi si comentati acest text. I

Notati la fiecare exercitiu rezultatul, sau comentariul cerut.

e “Referatul de laborator” consta in raspunsul la aceste exercitii gi trebuie predat
la sfargitul orei. Incepand cu tema a doua, raspunsurile la exercitii vor fi scrise
direct intr-un figier si trimise prin posta electronica cadrului didactic.

e Laboratorul in care veti efectua lucrarile prezentate in acest volum face parte din
Laboratorul de Metode Numerice (LMN) din Catedra de Electrotehnica, Facultatea
de Electrotehnica din Universitatea “Politehnica” Bucuregti.

Intrand in acest laborator va angajati sa respectati regulamentul de functionare al
LMN, prezentat in Anexa B.
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Cititi acum, cu atentie, Regulamentul de functionare din
Anexa B si intrebati cadrul didactic cu privire la orice
nelamurire.

EXERCITIUL 2: Veti semna dupa aceea o “Figa de deschidere de cont”,
iar cadrul didactic va va comunica numele de utilizator
si parola Dvs.

Din acest moment puteti incepe sa lucrati la Tema 1.




Anexa B

Regulamentul Laboratorului de
Metode Numerice

Instructiuni de respectat
la folosirea retelei de calculatoare locale
din Laboratorul de Metode Numerice (1lmn.pub.ro)

Oricine intra in laboratorul de metode numerice si are deschis un cont activ pe reteaua
locala de calculatoare trebuie sa cunoasca urmatoarele reguli.

1.

La fiecare intrare in sistem (login time) veti primi diferite mesaje de care trebuie
sa tineti cont. Acestea sunt scrise de catre administratorul de sistem gi au forma:

HHFHHE R S R

Incercati sa stergeti din fisierele care nu

mai sunt necesare

HHHHFHAH R R AR H RS R

Incercati s& vi tineti cat mai actuale datele personale cu ajutorul comenzii chfn gi
a fisierului .plan

. Accesul cu diskete este total interzis. Orice problemé care cere introducerea unei

diskete din exteriorul laboratorului va fi solutionata numai de administrator.

Accesul fizic la calculatoare se va face numai prin intermediul tastaturii i a mouse-
ului. Nu actionati nici un alt buton. Nu deconectati/conectati cabluri.

Intrucat aveti si acces direct la reteaua Internet va trebui sa fiti un bun locuitor
al acesteia. Este interzis accesul in orice calculator din lume daca nu aveti un
cont personal. Orice incercare de patrundere frauduloasa in orice sistem sau de
producere a oricaror daune asupra datelor din alte sisteme se va pedepsi foarte
drastic.

Parola este personala si este interzisa folosirea contului de catre orice alta persoana
in afara de posesorul de drept al acestuia. Nu incredintati parola nimanui altcuiva.
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Schimbati parola cel putin lunar cu ajutorul comenzii passwd.

Alegeti o parola buna, in primul rand foarte diferita de numele de cont. Nici data
de nagtere, numele mic, numele de familie nu constituie parole bune.

Parola trebuie sa aiba 6-8 caractere, litere gi cifre.

7. Este interzisa inlesnirea accesului altor persoane in contul propriu via .rhosts.

8. Incercati sa va rezolvati singuri problemele prin metode soft care nu cer drepturi

de root. Cand sunteti siguri ca nu se poate, scrieti o hartie cu datele amanuntite
ale problemei, cum ati incercat s-o rezolvati si numele dumneavoastra de cont. Mai
sigur prin mail, la adresa:

help@lmn.pub.ro

Orice resursa costa. De aceea, nu aveti dreptul sa folositi imprimanta decat pentru
a imprima lucrarile, referatele, etc. realizate de Dvs. in cadrul activitatilor de
laborator sau de elaborare a lucrarii de diploma. Este interzisa imprimarea do-
cumentelor de pe Internet, a cursurilor, etc. fara aprobarea sefului laboratorului,
prof. Daniel Ioan.



Metodele numerice pentru analiza campului
electromagnetic reprezinta una din “pietrele de
incercare” ale oricarui student in ingineria elec-
trica, prin varietatea gi complexitatea lor teo-
retica gi algoritmica.

Modelarea numericda a campuluz electro-
magnetic prin programe Scilab reprezinta
un bun punct de plecare in intelegerea gi apro-
fundarea principalelor metode numerice de cal-
cul al campului electromagnetic: volume finite,
diferente finite, reziduuri ponderate — in par-
ticular implementarea acestora prin elemente
finite gi elemente de frontiera.

Elementele teoretice expuse sunt cele esentiale
pentru dezvoltarea unui algoritm, iar exem-
plele de caz, desi de o complexitate geomet-
rica simpla, sunt ilustrative pentru metodele
prezentate. Algoritmii propusi in carte sunt
cele mai simple forme ale celor utilizati in pa-
chetele profesionale, scopul fiind de a usura
intelegerea principiului metodelor, gi nu de a
demonstra cele mai avansate tehnici de imple-
mentare a acestora.

Scilab a fost ales ca mediu pentru im-
plementarea algoritmilor, pentru doua mo-
tive: asemanarea limbajului cu binecunoscutul
Matlab gi faptul ca programul se incadreaza in
categoria “free software”, fiind astfel accesibil
oricarui posesor de calculator.



