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O TEORIE DE CIMP STRUCTURALA A UNEI CLASE DE SISTEME
LINEARE

Acad. REMUS RADULET, AL. TIMOTIN si A. TUGULEA

1. SISTEME DINAMICE

Studiul proprietitilor unor clase de obiecte fizico-chimice sau tehnice
a pus in eviden{d numeroase proprietéfi comune, in special din punct
de vedere functional, adici al interactiunii lor cu ceea ce le este exterior,
facind posibilid dezvoltarea unor cercetdri de sintezd in care, in mare mésuré,
natura obiectelor considerate nu mai este luatéd in considerare.

Au putut fi astfel subsumate unor teorii unitare obiecte foarte
diverse ca naturdi, cum sint sistemele de puncte materiale ale dinamicii
newtoniene, mediile continuu defavorabile, circuitele electrice cu para-
metri concentrafi sau repartizati, cimpurile electromagnetice, sistemele
chimice in reactie, sistemele de telecomunicafie, sistemele de producere
si distributie a energiei, maginile gi transformatoarele electrice, traductoa-
rele, sistemele automate ete.

Fiecare dintre aceste obiecte ale cercetdrii constituie un sistem in
sensul ci reprezintd o mulfime de elemente intre care existd relafii speci-
fice, distincte de aceea care le defineste apartenenta la aceastd mulfime
si al edror ansamblu reprezintd structura sistemului.

Starea sistemelor se modificd in timp, succesiunea ordonatd a stdrilor
unui sistem intre un anumit moment initial $i unul ulterior definindu-i
evolutia intre aceste doudi momente. Mirimile care permit caracterizarea
completd a stiril unui sistem la un moment dat din punctul de vedere al
modului cum aceastd stare ii conditioneazi evolufia ulterioard se numesc
mdarimi de stare. Starea finald a unel evolufii e inséd condifionatd nu numai
de starea inifiald, ci i de actiunea exteriorului asupra sistemului, descrisé —
in intervalul dintre momentul initial §i momentul pind in care i se urmareste
evolutia — prin anumite mirimi cu variafii mutual independente, numite
mdarimile lui de inlrare.

Aceastd determinatie e asiguratd de legile structurale de stare si
de desfasurare ale sistemului, primele fiind caracteristice structurii siste-
mului la un moment dat, iar ultimele exprimind legituri structurale
intre stdri succesive.

Evolufia unui sistem determinid si actiunea lui asupra a ceea ce ii
este exterior descrisd prin mirimile lui de tesire. Mirimile de intrare si
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cele de iesire caracterizeazd inferacfiunea sistemulul cu exteriorul. Marimile
de interactiune, considerate ca funefii de timp, se numesc §i variabile de
interacfiune §i, in particular, variabile de intrare, respectiv variabile de
iesire.
Sistemele se numesc dinamice — i numai la acestea se referd lucrarea
de fatd — sau statistice, dupd cumn marimile lor de stare gi de intrare sint
toate accesibile determinirii experimentale cu o precizie principial nelimi-
tatd, sau sint definite, cel putin unele, prin funectii de repartitie interpreta-
bile experimental numai pentru colective virtuale de sisteme identice.

Conform prinecipiului cauzalitdfii, evolutia unui sistem e complet
determinatd de starea lui inifiald §i de variatia in timp a intrdrilor lui in
intervalul cuprins intre momentul initial i momentul ulterior considerat.

Din punct de vedere formal, din acest principiu rezultd cd fiecirui
sistem 1 se poate atasa un operator de evolupie E, adicd un operator care
asoctazd ansamblului format de starea intr-un moment inifial si de setul
de functit de timp care definesc incepind cu acel moment intrdrile cite o
singurd stare a sistemulut in fiecare moment ulterior celui inifial.

Identificarea operatorului de evolufie al unui sistem dat se poate
face cunoscindu-i proprietifile structurale si, in particular, legile lui de
stare §i de desfdsurare. Cunoagterea evolufiei unui sistem asigurd insad
implicit §i cunoasterea acfiunii lui asupra exteriorului, adica §i a mérimilor
lui de iesire, care intereseazi din punctul de vedere al comportérii sistemului
in ansamblul din care face parte gi cu care interacfioneazi. Rezulti ci
operatorul de evolufie al unui sistem permite intotdeauna si se identifice
g1 un operator de funcfionare F atasat lui, numit §i operator de rdaspuns,
care asociazd ansamblului format de starea intr-un moment inifial i de setul
de funcfit de limp, care ii definesc incepind cu acel moment intrdrile, cite
un singur set de functii de timp ce definesc iesirile lui in fiecare moment
ulterior celui inifial.

Operatorul de functionare nu mai caracterizeazd sistemul prin prisma
proprietifilor sale structurale, ci din punctul de vedere al proprietafilor
sale funciionale, impuse in cazul sistemelor tehnice de nevoile practicii.
In general, proprietitile functionale ale unui sistem nu-i determing univoc
structura §i operatorul lui de funcfionare nu-i determind univoc operatorul
de evolutie, desi reciproca este adevirata.

n clasificarea sistemelor dinamice prezintd importantd numirul
de marimi de stare si numérul de méirimi de intrare.

In cazurile cele mai generale, sistemele fizico-chimice au o infinitate de
variabile de stare si o infinitate de variabile de intrare. Proprietifile lor
de stare sint doar localizate si, in general, variabile din locinloc. Un exem-
plu e un c¢imp fizie definit intr-un domeniu mérginit al spafiului i avind
ca variabile de stare valorile locale ale unui numar finit de funefii de punct
definite pe infinitatea de puncte ale domeniului, variabilele de intrare
fiind valorile locale ale unui numiir finit de functii de punct (adesea altele),
def inite pe infinitatea de puncte ale suprafefei frontiere inchise care mirgi-
ne ste acel domeniu.

Sistemele tehnice, adicd obiectele rezultate din procese de fabricatie,
au, in general, un numir finit de variabile de intrare, potrivit cu posibili-
tdtile de interventii in numdir finit in comanda sau in interconectarea lor;
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ele pot avea o infinitate de variabile de stare cind au pérfi cu neomogeni-
tate variabild din loc in loc sau un numér finit de astfel de variabile.

De aceea teoria sistemelor dinamice poate fi dezvoltatd atit pentru
sisteme cu numere finite de intriri si de variabile de stare, numite $i sis-
teme cu parametri concentraji, cit §i pentru sisteme cu numir finit de intriri,
dar cu o infinitate de variabile de stare, sau cu o infinitate de intriri §i de
variabile de stare, numite toate sisteme cu parametri repartizaji. Nu se
studiazi sisteme cu un numiir finit de variabile de stare, dar cu o infinitate
de variabile de intrare, acestea din urmi nemaiputind fi toate independente.

Sistemele dinamice de puncte materiale studiate in mecanicd sint
exemple de sisteme cu parametri concentrati. Pentru aceste sisteme,
variabilele de stare sint asociabile in perechi canonic conjugate — coordo-
nate generalizate si impulsuri generalizate —, fieciirei perechi corespunzin-
du-i un grad de libertate. De aceea sistemele cu un numir finit de méarimi
de stare (si, implicit, cu un numir finit de intréiri) se mai numesc sisteme cu
numiir finit de grade de libertate. Circuitele electrice cu parametri concen-
trati apartin aceleiasi clase de sisteme dinamice. Cimpurile electromagnetice,
de deformatii, termice ete. sint exeraple de sisteme cu parametri repartizafi
cu o infinitate de intrdri sau cu un numdir finit de intéri (ca, de exemplu,
liniile electrice lungi).

Sistemele dinamice pot fi inferconectate, astfel incit si se asigure
egalitatea unora dintre mirimile lor de interacfiune sau a unor sume sau
diferente ale unor astfel de mirimi. Ele se numesc in acest caz subsisteme
sau elemente ale sistemului compus rezultat, care se numeste decompozabil
in interconexiunea aritatd a acestor elemente si care au drept mérimi de
intrare si de iegire unele din cele ale subsistemelor sale componente, iar drept
mirimi de stare unele sau, eventual, toate mirimile de stare ale acestor
subsisteme sau elemente ale sale.

TUn astfel de subsistem sau element se numeste element ideal al sis-
temului din care face parte dacid are un numdr finitde mdrimi de interacfiune
si 0 structurd atit de simpld, incit stdrile sd fie complet caracterizate (in cursul
celor mai generale evolutii posibile ale sale) de valorile unora dintre mdrimile
lui de interacfiune, astfel incit acestea si poatd fi folosite singure §i ca
mirimi de stare. Intririle i valorile inifiale ale unora dintre mirimile de
interactiune ale unui element ideal dctermind deci univoc desirile, adicd
§i starea lui in orice moment ulterior : operatorul de funcfionare al unui
element ideal determini deci univoc si operatorul siu de evolutie.

2. DEZVOLTAREA TEORIILOR FUNCTIONALE SI A CELOR STRUCTURALE
ALE SISTEMELOR DINAMICE IN TEORII UNITARE ALE SISTEMELOR DINAMICE
ABSTRACTE

O teorie wnitard a unor obiecte complexe decompozabile in parti
care interactioneazd intre ele si au clase de comportiri analoge prezintd
avantaje, deoarece aceste obiecte au iesiri §i relatii de comportare mult
mai pufin complexe decit legile de structuri si de evolufie ale partfilor lor.
Sistematizarea relatiilor care caracterizeazi diferite tipuri de evolufii si
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de comportiri ale sistemelor dinamice concrete a condus la definirea
conceptului de sistem abstract, §i anume prin multimea de stdri, de variabile
de intrare i de variabile de iesire, prin operatorii de evolutie i de functionare,
cum gt prin multimea ordonatd de numere reale pe care sint definite functiile
ce descriv, stdrile, intrdrile gi tesirile, gi care corespunde
timpului. Aceastd multime poate fi discretd sau continud, numai ultimul
caz fiind considerat mai departe.

Compararea legilor pe care cercetirile le-au descoperit in interiorul
diferitelor discipline clasice a pus in evidentd si legi de aceeasi formd in
diferite discipline, adicd si legi de formd independentd de clasele de pro-
prietdfi structurale pe care le privesc. Astfel de legi pot servi ca punct
de plecare pentru teorii structurale ale unor intregi clase de sisteme, §i
anume independent de specia de proprietdfi definitorii ale structurii
fiecdruia dintre aceste sisteme.

De asemenea cercetirile din interiorul disciplinelor clasice au pus
in evidentd si tipuri de conexiuni intre proprietitfile de intrare, de stare
initiald si de iegire ale unor sisteme studiate care au aceeasi formd in disei-
pline diferite, adic au o formd iarasi independenti de clasele lor de pro-
prietifi structurale. Si aceste forme de conexiuni pot servi ca punct de
plecare, si anume pentru teorii functionale ale unor clase de sisteme inde-
pendente de specia de proprietiti definitorii ale lor.

Teoria acestor sisteme abstracte, care este in curs de constituire,
are axiomatiziri care diferd incd — uneori esenfial — de la un autor la
altul, datoriti nu numai conceptelor primitive diferite adoptate, ci §i
gradului de generalitate urmdrit, cum rezultd, de exemplu, din consul-
tarea lucririlor indicate sub referintele bibliografice [1] — [3]. Definifiile
proprietitilor generale ale acestor sisteme, cum sint caracterul lor cauzal,
liniaritatea si invariabilitatea lor in timp, caracterul finit, eventual discret,
reciprocitatea si pasivitatea lor, nu sint deci nici aceleasigi nici totdeauna
echivalente. Tendinta, cercetirilor moderne este si realizeze aceastd teorie
generald prin unificarea a doud cdi de dezvoltare, dintre care una este
asociatd in principal unei teorii funcfionale, iar cealaltd uneia structurale.

In prima teorie, conceptul de sistem abstract e constituit prin gene-
alizarea aceluia de multipol electric din teoria regimului permanent, adicéd
fie stafionar, fie periodic, al circuitelor electrice lineare. Acest multipol
este o parte a unei refele electice al cirei cuplaj cu restul refelei arve loc
exclusiv pe la un numir finit de borne de acces, care il cupleazd conductiv
(sau galvanic) cu restul. In regimurile stationar, periodic sau de rdaspuns
tranzitoriu asociat unor mérimi de stare nule in momentul initial, marimile
de iesire ale unui astfel de multipol sint univoc determinate exclusiv de
mérimile Iui de intrare, adicd starea lui initiald nu mai intervine explicit
in aceastd determinare. El are deci relafii intrare-iesire, adicd de functionare
sau de rispuns, bine determinate, care il caracterizeazd complet din punctul
de vedere al interactiunii lui cu restul retelei. Pentru studiul comportirii
multipolului in regimurile mentionate nu este deci necesard cunoasterea
structurii lui interioare si nici identificarea explicitd a mirimilorlui de stare.
Acesta este, in forma sa cea mai simplé, punctul de vedereal ,,cutiei negre”,
adicé al consideririi unui obiect cu o structuri interioard inaccesibildinves-
tigatiei directe, dar care reactioneazd in mod bine determinat la excitatiile
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exterioare, realizind o transformare univoes a intririlor sale in iegiri. Con-
ceptul de sistem abstract constituit prin generalizarea aceluia de multipol
electric pune deci accentul pe relatiile de functionare sau de raspuns §1 nu
pe cele de structurd si se identificd intr-o primd etapa cu conceptul de
operator de transfer, adici cu un operator de funcfionare de tip special,
care asociazd fiecdrui set de functii de timp definind mérimile lui de intrare
un unic set de functii de timp definind mérimile lui de iegire. In studiul
sistemelor lineare cu ajutorul transformirilor integrale, un astfel de ope-
rator se caracterizeazi in cazul cel mai simplu prin asa-numita funcfie
de transfer a sistemului. Conceptul de stare nu intervine in aceastd definifie
a sistemului abstract si in teoria elaboratd pe baza ei, chiar dacd parti-
cularizarea realizatd prin considerarea numai a anumitor regimuri s.pecmlq
de functionare ascunde in fond o anumitd alegere implicitd a stérilor lui
inifiale. i
In cea de-a doua teorie, conceptul de sistem absiract e constituit prin
generalizarea celui de sistem dinamic conservativ, adicd de sistem dinamic
ale cirui legi de evolutie pot lua forma de sistem de ecuatil d1fnerent.1a.le de
primul ordin, de tipul lui Hamilton, care a fost studiat inifial in mecanica
newtoniani a sistemelor de puncte materiale. Teoria sistemelor hamilto-
niene s-a dezvoltat cu preciidere pentru studiul sistemelor izolate sau,
cel mult, al celor cu o evolutie datd a conditiilor exterioare, realizata
prin introducerea expliciti a timpului, ca variabili independentd, in
expresia functiei lui Hamilton, care le caracterizeaza complet proprietifile,
fiard a fi nevoie de vreo precizare referitoare la méirimi de intrare. Aceste
sisteme au fost studiate deci exclusiv din punctul de vedere al legilor de
desfasurare, incepind cu o stare inifiald oarecare, respectiv din punctul
de vedere al relatiei dintre stdrile inifiale gi functiile de timp ce reprezinti
marimile de iegsire considerate, care sint necunoscutele selectate spre a
caracteriza anumite aspecte ale evolufiei sistemului sau ale claselor de
evolutii posibile. Conceptul de sistem abstract constituit prin generalizarea
celui de sistem dinamic conservativ pune accentul pe relafiile de struc-
turd si nu pe cele functionale si se identificid intr-o primd etapa cu conceptul
de operator de tranzilie a stdrilor, adicd cu un operator de evolufie de tip
special, care asociazd fiecarui moment inifial gi fiecdrui set de valori inifiale
pentru variabilele de stare o evolufie bine determinati a stérilor ulterioare
(s1 deci in particular §i a iegirilor). Conceptul de interactiune cu exteriorul
poate si nu intervind in aceastd definifie a sistemului abstract i in teoria
elaboratd pe baza ei, chiar dacd particularizarea realizatd prin considera-
rea numai a unor condifii exterioare invariabile sau cu o evolufie univoc
vmpusd ascunde in fond o anumitéd alegere implicitd a marimilor lui de intrare.

Unificarea acestor doud céi de dezvoltare a teoriei sistemelor abstracte
se face fie asociind conceptul de stare aceluia de operator de transfer,
fie asociind conceptul de intrare aceluia de operator de tranzifie a stérilor.
In primul caz se pidstreazi pe primul plan relafiile de funcfionare sau de
rdspuns ale sistemului, considerat mereu ca o cutie neagri despre a ciret
structurd interioard existd numai informatiile care rezultd din examinarea
interactiunii lui cu exteriorul in toate conditiile inifiale posibile. Relafiile
de comportare nemaiimplicind in general o determinafie unicd a iesirii
de cdtre intrare, se admite cd cercetarea sistematicd a tuturor perechilor
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intrare-iegire posibile permite si se asocieze sistemului o mulfime de ,,para-
metri’’ numiti ,,stéri”’, astfel incit iegirile asociate aceleiasi intriri si fie
discernabile univoec dup# agsa-numitul ,,parametru-stare’” din momentul
initial. Aceastd operafie se numeste parametrizarea dupd stirile initiale a
relatiilor intrare-iesire [1]. Acum sistemul abstract nu mai e identificat
deci cu un anumit operator de transfer (ca in prima etapi), ci cu o mulfime
de astfel de operatori, corespunzitori diferitelor stdri initiale posibile,
adicd cu un operator de funcfionare. Stabilirea relafiilor care permit deter-
minarea univoed a stérii finale in funcfie de intrdri si de starea inifiald
este o problemi secundar#, a cérei rezolvare eventuald ar permite si iden-
tificarea unui operator de evolutie a sistemului. Aceasta este calea urmati
de teoria funcfionald a sistemelor dinamice, care incearci si nu facd ipoteze
asupra structurii lor interioare §i in care operatorul de evolufie este un
concept derivat.

In al doilea caz se pistreazd pe primul plan relafiile de structurd ale
sistemului, considerind insd diferite condifii de interactiune posibile. Rela-
tiile de structurd nemaiimplicind in general o determinatie unicd a stirilor
finale de citre cele inifiale, se identificd functiile de timp independente
care reprezintd mdirimile de intrare ce trebuie cunoscute in intervalul
dintre momentul inifial si cel final pentru ca stirile asociate aceleiagi
stari inifiale s fie discernabile univoc dupé ele. Acum sistemul abstract
nu mai e identificat deci cu un anumit operator de tranzitie a stirilor,
ca in prima etapi, ci cu o mulfime de astfel de operatori, corespunzitori
diferitelor intriri posibile, adicé cu un operafor de evolufie. Alegerea méirimi-
lor de iegire, printre diferitele functii de stare susceptibile de a caracteriza
actiunea sistemului asupra exteriorului, este o problemd secundari, care
permite §i identificarea unui operator de functionare al sistemului. Aceasta
este calea urmati de teoria de structurd a sistemelor dinamice, care nu face
ipoteze prealabile asupra modului de interactiune a sistemului cu exteriorul
g1 in care operatorul de functionare e un concept derivat.

In ambele cazuri se poate ajunge la conceptul de sistem abstract,
definit ca o asociere a unor mulfimi de stiri, de variabile de intrare §i de
variabile de iegire, cu un operator de evolutie i cu unul de functionare [2].

Problema fundamentald a studiului unui sistem dinamic d at consti
in identificarea clasei de sisteme abstracte cdreia i aparfine, si aceasta
inseamn# in primul rind identificarea mérimilor lui de stare, de intrare
5i de iesire sl a existentei operatorilor lui de functionare si de evolufie
unici. Din acest punct de vedere, intre teoriile structurale si cele functionale
ramin citeva deosebiri esentiale, i anume :

1. Intr-o teorie structurald, identificarea mdrimilor de intrare asocia-
bile unui sistem dinamic ale edrui relatii de structuri sint cunoscute,
de exemplu sub forma unui sistem de ecuafii diferenfiale si algebrice,
este o problemd rezolvabild pe baza teoremelor de unicitate si de existen{a
a solutiilor ecuatiilor respective. Aceste teoreme pun in evidentd conditiile
necesare §1 suficiente pentru existenfa unui operator de evolufie, mirimile
de intrare fiind acelea a cidror variatie in timp trebuie datid in intervalul
de timp considerat, impreund cu starea initiald, pentru a asigura solutii
unice in acel interval de timp. Totodatid aceleasi teoreme permit identi-
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ficarea mirimilor de stare, ca fiind acelea necesare si suficiente caracteri-
zirii complete a stdrilor inifiale din acelasi punct de vedere.

intr-o teorie functionali, identificarea mdrimilor de stare asociabile
unui sistem pentru ecare sint cunoscute numai relatiile de functfionare,
de exemplu sub forma unei mulfimi de perechi intrare-iegire, adici de
operatori de transfer, este o problemd cu mult mai dificild, in special
pentru sistemele cu putine mirimi de iesire §i cu multe mérimi de stare
(eventual o infinitate).

2. In aplicatii, aceastd dificultate a analizei prin funcfionare a siste-
mului se depaseste considerind pirtile componente ale sistemului, adicd
descompunind sistemul in subsisteme mai simple, interconectate intre ele,
avind relatii de funcfionare mai simple. O astfel de operafie reprezintéd insd un
prim pas spre identificarea structurii sistemului, deoarece relatiile de func-
tionare, adicd de comportare ale pértilor ca §i egalitdtile ce reprezintd con-
ditiile de interconexiune ale lor, devin in general relatii de structurd pentru
intregul sistem. Totodatd cercetarea proprietifilor fiecirui element
nedecompozabil in altele mai simple se face numai functional, fird ipoteze
asupra structurii lui. Un astfel de procedeu combini deci un minim de
analizi structurali, referitoare la descompunerea in subsisteme, cu analiza
functionald a acestor subsisteme §i reprezintd, in fond, cea mai riaspinditd
form3 de investigatie fenomenologicd in stiinfele naturii §i in stiintele
tehnice. Ea poate conduce insd la identificarea completd a struecturii
unui sistem numai dacii descompunerea este impinsd pind la subsisteme
componente care si fie toate elemente ideale, pentru care mirimile de stare
sint o parte din mirimile de interacfiune. {ntr-adevir, in acest caz, stirile
tuturor elementelor ideale componente pot fi caracterizate complet cunos-
cind valorile m#rimilor lor de intrare sau de iesire, din a cdror mulfime
se pot alege mirimile de stare ale intregului sistem considerat la inceput.
Relatiile de comportare ale elementelor ideale componente §i egalitdtile
exprimind conditiile lor de interconexiune vor fi legile de desfisurare
si de stare ale acestui sistem.

Acest procedeu permite deci identificarea completd a mérimilor de
stare numai pentru sistemele reductibile, care reprezintid adicd o interco-
nexiune de elemente numai ideale. Aceasta este, de exemplu, cazul refelelor
electrice cu elemente filiforme, studiate in regim cvasistationar. Nu toate
sistemele sint insd reductibile.

3. 1n teoriile de structuri, sistemul dinamic este definit prin relatiile
lui de structurd §i nu e necesard precizarea mérimilor lui de intrare sau
de iesire. Teoremele de unicitate permit identificarea mérimilor de intrare,
dar in general — pentru o structurd datd — ewmistd mai maulte alegeri

posibile ale mdrimilor de intrare. in cazul simplu al unei refele electrice
izolate si cu parametri concentrati, relatiile de structurd sint date prin
ecuatiile lui Kirchhoff in valori instantanee, referitoare la nodurile inde-
pendente si la ochiurile independente ale refelei. Ele au solufii unice, fie
¢4 se dau functiile de timp care corespund tensiunilor electromotoare
ale generatoarelor, fie ci se dau functiile de timp care exprimid curenfii

debitati de aceste generatoare.

= AT



ri

In cazul a n laturi active, adicit cu generatoare, pot exista 2" alegeri
pentru cele n mirimi de intrare gi (cel pufin) tot atitia operatori de functio-
nare distinefi. Unui acelagi sistem dinamic din punctul de vedere al unei
teorii de structurd ii pot deci corespunde mai multe sisteme abstracte din
punctul de vedere al unei teorii funcfionale. Un element ideal de circuit
electric, de exemplu o bobind ideald, poate fi interpretati ca sistem ab-
stract in doud moduri : dacd mérimea de intrare aleasd este curentul si mii-
rimea de iegire e tensiunea, operatorul de functfionare este un operator de
derivare, in care nu intervine starea inifiald, adicd este un operator de tran-
sfer ; dacd mirimea de intrare aleasdi este tensiunea si mirimea de iesire
este curentul, operatorul de funcfionare este un operator de integrare, in care
apare explicit valoarea inifiald a curentului (mirimea de iesire este si mii-
rime de stare). Doi operatori de functionare distincti definesc insi doui
sisteme abstracte distincte.

*

In cele ce urmeazi se prezinti elemente ale unei teorii de structurd
a modelului abstract al unei clase destul de largi de sisteme dinamice
lineare, numite sisteme acumulativ-disipative, cu scopul de a arita ci,
fard a cunoaste natura si structura de detaliu a unui astfel de sistem
dinamic, anumite proprietiti foarte generale ale structurii lui permit si se
demonstreze teorema de unicitate a solutiilor ecuatiilor de structuri si
84 se atingd principalele obiective ale studiului problemei fundamentale
mentionate mai sus : identificarea mirimilor de stare, de intrare si de iesire
si a formei operatorilor unici de evolufie si de functionare.

Teoria va fi prezentatd pentru sisteme cu parametri repartizati
(cu o infinitate de grade de libertate) mai putin studiate in literaturi, si
anume pentru cazul unui numdr finit de intriri, cum au sistemele tehnice
uzuale.

Ea poate fi dezvoltatd fird dificultiti si pentru sisteme cu parametri
concentrati, care insd au fost mult studiate (cu alte metode) in literatura
de specialitate, cum si pentru sisteme cu parametri repartizati avind o
infinitate (chiar i nenumdrabild) de intriri, care prezinti un interes mai
restrins in tehnica actuali.

3. SISTEME LINEARE ACUMULATIV-DISIPATIVE CU O INFINITATE DE MARIMI
DE STARE SI CU UN NUMAR FINIT DE INTRARI

Considerim un sistem dinamic definit de cimp fizic, localizat intr-un
domeniu Dy al spatiului avind o configuratie geometricd invariabild si
suprafafa frontierd X. Cimpul electromagnetic dintr-un mediu imobil,
cimpul micilor deformaftii viscoelastice, cimpul de conduectie termici
i cimpul de difuziune a unei substante sint exemple particulare de sisteme
din aceastd clasd, care vor fi prezentate in ane xi.
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Presupunem cd proprietdjile locale ale sistemului pob fi complet
caracterizate, in fiecare punct P al domeniului §i in fiecare moment ¢,
cu ajutorul unui numér ¢ de mérimi scalare reale :

D1y Pa2s- - 1 Po (1)

care pot fi scalari propriu-zigi, componente vectoriale, componente tenso-
riale etc., §i vor fi numite mdrimi de caracterizare locald, fiind valorile
unor functii de punct (P € Dy) si de timp :

‘Pi:@i(Pat)i ie{l,.‘?,...,q}, (1)

numite funcjii de caracterizare locald a sistemului. Ansamblul acestor mirimi
va fi notat strins

¢ = {9} = {1 P2+ +» P} (2)

si va furniza o caracterizare sufictentd a stirii locale a sistemului. Nu toate
componentele ansamblului local ¢ vor fi insa si mirimi de stare locald a
sistemului, c¢i numai cele necesare caracterizarii exhaustive a stdrilor
initiale locale in privinta determinatiei evolutiei ulterioare a sistemului
§i care vor putea fi identificate tocmai pe baza acestei conditii. Deoarece
insd starea locali variazdi in general de la punct la punct, caracterizarea
starii globale a intregului sistem la un moment dat se va putea face numai
cu ajutorul unui numir infinit de mérimi scalare, valori ale functiilor
de punct considerate, luate in infinitatea de puncte ale domeniului Dg.
Sistemul studiat va avea, prin urmare, o infinitate de mérimi de stare.
Fiind un eimp fizie cu actiuni exclusiv prin contiguitate, un astfel de sistem
va avea numai legi de structurd locale, in sensul cd toate proprietéfile lui
globale vor fi consecinte ale unor astfel de relatii locale. Astfel de legi pot
fi exprimate cu ajutorul unui sistem de ecuais locale, in care vor interveni
functiile de caracterizare locald (1°) §i care va fi scris strins sub forma
operatoriald

}aﬁ[cszo.] (3)

Ecuatiile acestui sistem pot fi, de exemplu, ecuatii algebrice, dife-
rentiale sau cu derivate partiale, cum rezultéi si din exemplele prezentate
in anexi. Pentru simplificarea prezentirii admitem cd domeniul Dy nu
prezintd discontinuitafi de structurd, toate functiile de caracterizare
locald (1') si toate functiile de punct ce descriu proprietiti de material §i
intervin in (3) ca parametri locali caracteristici configuratiei geometrice
o sistemului fiind presupuse continue si derivabile, astfel incit ecuatiile
(3) s aibi sens in vecinitatea fiecdrui punct P e Dg. Aceasta nu constituie
o restrictie esentiald, deoarece — aga cum se procedeazii curent in teoria
cimpului — toate discontinuitdfile pot fi tratate prin trecere la limitad

din rapide variafii continue.
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Un astfel de sistem dinamic cu o infinitate de marimi de stare va fi
numit sistem linear acumulativ-disipativ dacit are proprietitile generale
de structurd I si IT prezentate mai jos.

Proprietatea 1. Ecuatiile de structura locale sint lineare, adicid exprima
anularea unui operator linear aplicat functiei de punct $i de moment
o (P, t) definitd de ansamblullocal (2)

| e o' + Ar @] =N & 9" + 22 & [oM] | (4)

si sint structural invariabile, adicd admit i solufia locald ¢ (P, t+T) dacd
admit solutia locald ¢ (P, t), cu orice T = 0 :

e (PN =0>& (5 (Pt + D=0, | ()

Adunarea §i inmulfirea cu un scalar al ansamblelor locale se definese
prin aceleasi operatii aplicate tuturor componentelor lor scalare ¢, (i {1, 2,...
..+ @}). Din forma omogend (3) a ecuatiilor locale §i din linearitatea (4)
a operatorului definit de membrul sting al acestor ecuatii rezultid cd orice
combinatie lineard de solufii ¢ (P, ) = § A ©* (P, t) este de asemenea

o solutie. Mulfimea solufiilor acestor ecuatii de structurd locald constituie
deci un spafiu linear al solutiilor locale. Desi proprietatea de invariabilitate
structurald (4’) a ecuatiilor este independenti de proprietatea de linearitate,
asa cum se stie din teoria functionald a sistemelor lineare (in cadrul cireia
se manifestd prin invariabilitatea in timp a operatorului de funcfionare),
ea este util asociatid acesteia in cadrul unei teorii de cimp structurale. Depen-
denta explicitd de timp a operatorului local & ar insemna, in fond, o
variatie in timp a parametrilor sistemului, adicd, in lumina principiului
cauzalitifii, o manifestare a unei anumite actiuni exercitate din exterior
asupra sistemului si deci a unei anumite variabile de intrare, chiar daca
aceastd variafie in timp ar fi cunoscuta. In cazul unui cimp fizie, parametrii
sistemului sint mérimile de material, functii date de punct, care, daci ar
depinde explicit de timp, ar reprezenta de fapt variabile de intrare interioare
domeniului si nelocalizate pe fronfiera acestuia, in opozifie cu principiul
de actiune prin contiguitate.

Proprietatea a II-a. Ecuatiile de structurd locali ale sistemului
admit o consecin}d integrald, adicd referitoare la intregul domeniu, i instan-
tanee, adici valabili in fiecare moment ¢, numitd teorema funciionalelor
pdtratice, de forma

’ AW (1)
Y = P B D
1(t) ) +— (5)
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in care W(t), P(t)si 1 (t) sint functii de timp atasate sistemului si definite
prin funectionale pitratice sau bilineare de functiile de punct (P, t)
considerate la ¢ fix (sau de combinatii lineare ale lor), prima, 7, fiind
numitd functionala de acumulare, cea de-a doua, 2, functionala de disipatie,
iar cea de-a treia, </, functionala de interactiune, caracterizate cum urmeaza.

Functionala de acumulare, pitraticd, mirginitd, pozitiv definitd :

WEB (9 (P )]pepe £[ | 0 (6) do =W () >0, (6)

e datd de integrala de volum, extinsd asupra intregului domeniu, a unei
functii de punct numite densitatea de acumulare w i care, in fiecare punct
al domeniului, este o formé pétraticd pozitiv definitd cu coeficienti funetii
numai de punct :

R 2 EO".‘I;:(P)SJ'Sx =w(8) 20 | oj = o (7)

de unele dintre cele ¢g>>{ mirimi locale si linear independente (1), consti-
tuind un subansamblu

d
8:{313 Sgye v vy §if (8)

al ansamblului (2) de ¢ mirimi care intervin in ecunatiile de structura
locald (3). Deoarece forma péitraticd (7) e pozitiv definitd, ea are numai
valori nenegative, anularea ei implicind anularea tuturor argumentelor ei

w(g) =0—>8=0(s;=0,ie{l,2,...,1) (7')

Ca urmare, si functionala de acumulare (6) e pozitiv definitd §i anularea
ei intr-un moment dat atrage dupi sine anularea identicd (in toate punctele
domeniului Dy) a valorilor marimilor locale s; de care ea depinde : funcfio-
nala de acumulare defineste prin ridécina ei patratd o normd pe mulfimea
functiilor de punct s (P, t) la ¢ fix, ceea ce conferd acestei mulfimi carac-
terul de spafiu linear normat.

Functionala de disipatie, pitraticd, nenegativi

| PLP (o (P, O]peny =P (1) | >0, ()

e definitd in fiecare moment ¢ pe multimea functiilor de punct ¢ (P, 1),
de obicei tot cu o integrali de volum, extinsd uneori numai asupra unei
- . = - b ~ .. - , . . . - . -
pirti a domeniului (asupra partii lui ,,disipative’) si nu e neapirat pozitiv

definita.
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Functionala de interactiune
IZT [ (M, )]yes =1 ()= 0 (10)

poate avea valori pozitive, negative sau nule gi e definiti infiecare moment
¢ pe 0 mulfime

DRI A S (11)

de functii de punct 4; (M, 1), j (e {1, 2,..., m}, m<q) lat fix, defi-
nite pe frontiera L a domeniului, §i anume de acelea dintre combinatiile
lineare ale componentelor ¢ (P, {) (cu P — MeZX) ale ansamblului
local ¢ care, in baza legilor lineare de structurd ale sistemului, trec con-
tinuu prin orice suprafatd de discontinuitate (deci si prin T cind pirti
ale acesteia sint suprafefe de discontinuitate) si sint wnivoe determinate
de functiile de punct si de timp s, (P, t) (cu P — M e ) ale subansam-
blului (8), de care depinde densitatea de acumulare (7). Mirimile i; vor
fi numite mdrimi de interactiune locald ale sistemului si sint combinatii
lineare ale unor mirimi locale ¢;, considerate in puncte de pe fata in-
terioard a frontierei sistemului.

In exemplele din anexi, sistemele prezentate sint lineare, acumulativ-
disipative §i cu o infinitate de grade de libertate. Linearitatea ecuatiilor
lor de structurd rezultd din linearitatea operatorilor de derivare, de adunare
§1 de inmulfire cu functii de punct date, reprezentate de diferitele mirimi
de material, a cdror repartifie spafiald defineste de fapt si configuratia
geometricd interioard a sistemului. Anumite consecinfe integrale ale acestor
ecuafii sint interpretabile ca teoreme ale functionalelor pitratice i permit
identificarea mirimilor s; din (8) si 4; din (11).

Existenta unor funcfionale lineare (6), (9) si (12) cu proprietitile
ardtate i a relafiei (5) dintre ele limiteazd tipurile de ecuatii locale, lineare,
de structurd, ale sistemelor acumulativ-disipative. Din punct de vedere
fizic, aceastd limitare nu este atit de severd cum apare la o primi examinare,
deoarece in numeroase cazuri, dar nu totdeauna, ea este implicati de
principiile termodinamicii. Intr-adevir, daci U este energia interioari
(finitd) a unui sistem termodinamic si S este entropia lui, iar sistemul
evolueazd ireversibil, dar monolerm, adicd in conditii de contact termic cu
un sigur izvor de cildurd, de temperaturd absolutd 7' (totdeauna pozitivi),
cum ar fi mediul ambiant, forma diferenfiali a primelor doui prineipii
ale termodinamicii conduce la egalitatea cunoscut:

d(U — T8) = — 8dT + 8L — To dt,

in care F' = U — T'S este energia liberd a sistemului, 8 L lucrul elementar
generalizat primit de sistem pe cale mecanicd, electromagnetici ete., iar
o = (dS/dt)iev > 0 viteza de producere interioari de entropie a sistemului.
Impértind cu df si pentru transformiri izoterme (dT = 0), se obtine
egalitatea

3L

dr
_ T _— 12
5 ¢ + T (12)
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care are forma (5), membrul sting reprezentind o putere primitd din exterior,
condifionatd de variatia parametrilor externi care intrad in expresia lucru-
lui mecanic, interpretabild ca functionald de interactiune, primul termen
din membrul drept fiind nenegativ giinterpretabil cafunctionald de disipatie
(o vitezd de transformare interioari a energiei libere in energie legati,
care e nuld numai la transformiri reversibile), iar al doilea termen din
membrul drept fiind interpretabil ca derivatd in raport cu timpul a func-
tionalei de acumulare, identicd aici cu energie liberd # = U — T8. In
masura in care energia liberd este o functionald patraticid pozitiv definiti
i ecuatiile de structurd sint linearizate, ceea ce are loc totdeauna pentru
mict abateri izoterme de la o stare de echilibru in care valoarea minimi
a energiei libere poate fi aleasd ca nivel de referintd al acestei energii,
teorema functionalelor pétratice este deci o expresie particulard a con-
secintei (12) a principiului conservirii energiei. Exemplele din anexi pri-
vitoare la cimpul conductiei termice si la cimpul de difuziune aratd insd
cid nu orice teoremd a functionalelor pdtratice are aceastd interpretare
st proprietate.

Sistemele telinice acumulativ-disipative au de obicei un numir finit
de mirimi de interactiune chiar si cind au o infinitate de méirimi de stare.
O astfel de situafie se realizeazi riguros pentru sistemele a ciror frontieri
Z se poate descompune intr-un numir finit de parti disjuncte (vezi [4]—
[6]), cu proprietiti omogene din punctul de vedere al conditiilor de
frontierd necesare determindrii eimpului s (P, ), astfel incit aceste conditii
de frontierd si poatd fi exprimate printr-un numir finit de functii de
timp, atasate unora dintre pirfile omogene ale frontierei X, numite borne
de acces sau poli.

O conditie necesard si suficientd in acest scop este exprimatid de
proprietatea III de mai jos, care, alituri de primele dou# proprietéiti
considerate anterior, defineste modelul abstract de sistem linear acumulativ-
disipativ cu o infinitate de mdrimi de stare $i cu numdr finit de intrdri.

Proprietatea a IIl-a. Frontiera £ a domeniului in care e localizat
sistemul este o suprafatd de separatie sau o suprafatd la borne, in sensul ¢
asigurd o formd bilineard algebricd pentru functionala de interactiune :

I0LT [ (M, Olyes =Y, 2 (0.9, (B), (12)
k=1

|

numitd forma bilineard de interactiune, ale cdrei variabile , (1), respectiv
Y, (1), cu ke {1, 2,..., n}, alcituind fiecare cite un grup de n» functii de
timp linear independente, vor fi numite mdrimi de interactiune la borne
$i sint definite prin funcfionale lineare de functiile de punct definite pe
frontiera Z, intr-un moment dat ¢, de mérimile de interactiune locale (11) :

&r, = %k [?: (M: t)JMeZ = & (t)r (14)
Tespectiv
Yo = U [1 (M, 1) yey = Y (1) (15)
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Deoarece, prin ecuatiile de structuri, functiile ¢ (M, t) depind linear
de s (M, t), mdrimile de interactiune la borne sint univoc §i linear deter-
minate de functiile s (P, t), de care depinde densitatea de acumulare (7).
Functionalele lineare (14) si (15) sint date de obicei prin integrale de linie
sau de suprafatd ale unora dintre mirimile de interactiune loecald
1;€1(M,t), cu MeXsit fix.

In conditiile existentei unei suprafefe de separatie, teorema funcio-
nalelor pitratice (5) ia cu (13) forma urmitoare :

5 a0 50 =Po+- L0, (16)
k=

caracteristicd sistemelor lineare acumulativ-disipative cu o infinitate de
grade de libertate §i cu interactiune finita.

Fiind datd o formd bilinears (13), alegerea factorilor primi (notati
cu z,) in fiecare dintre termenii ei este in general arbitrard si existd in
general 2" alegeri distincte posibile z,, @,,..., #, ale mirimilor (factorii
primi), determinind univoc tot atitea alegeri ¥,, #s,..., ¥, ale mirimilor

y (factorii secunzi).
In interpretarea termodinamici (12) a teoremei, acest caz corespunde

situafiei obisnuite, in care sistemul termodinamic are un numdr finit de
parametri externi q,, ale cdror cresteri linear independente apar in expresia
lucrului elementar generalizat primit :

3L = E Qk Sgn (13’)

k=1

cu coeficienti numiti parametri de fortd asociafi lor. in acest caz, cu (}k L
= dg,/d{, relatia (12) ia forma (16), adicd

LL : ar
EQkaH——TG-l— dt’ (167)
k=1

astfel incit cele douii grupuri asociate de mirimi de interactiune (14),
respectiv (15), pot fi parametri de fortd @,, respectiv derivatele in raport
cu timpul ale parametrilor externi ¢, (,,vitezele” generalizate).

Forma bilineard (13) a functionalei de interactiune rezulti din
proprietitile suprafetei de separatie si din proprietitile de material asociate
punctelor acestei suprafete, cum arats exemplele din anexd. Suprafata de
separatie implicd in fond o izolare partiali a sistemului fatd de exterior,
astfel Incit interactiunea lor si fie localizati »omogen” numai in dreptul
bornelor de acces.

4. TEOREMA DE UNICITATE $I IDENTIFICAREA MARIMILOR DE STARE,
DE INTRARE $I DE IESIRE PENTRU SISTEME LINEARE ACUMULATIV-
DISIPATIVE

Rezolvarea problemei fundamentale a studiului oricdrui sistem
dinamic implicd in primul rind identificarea mirimilor lui de stare, de
intrare si de iesire si stabilirea existenfei operatorilor lui unici de evolutie
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si de functionare. Intr-o teorie de structurid, care considerd un sistem dat
prin configuratfia lui geometricd si prin legile lui de stare si de desfdsurare,
identificarea acestor mirimi se poate face pe baza teoremei de wunicitate
a solutiilor problemei regimului tranzitoriu al sistemului, adied a problemei
integrarii sistemului ecuatiilor lui de structurd locald in conditiile inifiale
si de interacfiune date.

Importanta teoremei functionalelor péatratice constd in faptul cid
ea permite demonstrarea unicititii solufiei problemei regimului tranzitoriu
al sistemului fdrd a cere cunoasterea formei specifice, concrete, a legilor lui
de structurd locald, adicd pentru toate formele acestor legi lineare care
admit o consecintd de forma teoremei functionalelor pitratice.

Pentru un sistem linear acumulativ-disipativ cu o infinitate de
marimi de stare gi interactiune finitd, problema generald a regimulur lui
tranzitoriu poate fi formulatd cum urmeazid

Sd se giiseascd o solutie de regim tranzitoriu a ecuatiilor sistemului,
adicd un set

$ (P, t)=={8; (P, 1), 8, (P, 1), ..., 8 (P, 1)} (17)

de functii de punct side timp s; (P, t) C o (P, 1) (cuie{l,2,...,l}, Pe Dg
s5it >1, dat) de care depinde local densitatea de acumulare (7), care
sd verifice ecuatiile de structurd locald (3), adicd sd apartinid unei solutii
(P, t) a acestor ecuafii §i sid indeplineascid anumite conditii initiale
(la t = t,) si la borne (in intervalul (¢,, ¢]).
Teorema de unicitate afirmi ci solutia de regim tranzitoriu este unicd
dacd se dau urméitoarele doud tipuri de conditii : conditiile initiale

s(P,ty) =f(P), PelDsx, (18)

cu f (P) dat si compatibil cu ecuafiile de stare ale sistemului ; condifiile
la borne de o clasd B 4 {x,, z,, ..., x,}, definiti de o anumiti alegere a
mérimilor (14) printre “cele 2" 'xIerrem posibile a ordinii factorilor in cei n
factori binari ai functionalei bilineare de interactiune (13)

h <t <K ¥,

ke{l,2 n} (19)
gty SEiey IV

2, (t') =g, (t'){

§i dacd s (P, t) aparfine unor clase de funefii de punet (la t fix) gi de timp
(la P fix) pentru care ecuatiile de structurd locald si functionalele (6),
(9), (13) au sens.

Ansamblul conditiilor inifiale i la borne constituie conditiile de
unicitate de clasa B :

C, =8 (P, 1) ; & ('), 23 (t'), -, & ()} (20)
PE.D}:
t' € (ty,t]
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Intr-adevir, integrind in (t,, t) teorema functionalelor pitratice (16),
se obtine egalitatea
t

P@)ar+ % ( o)y @) av.  (16)
K=1

fo

W(t) =W (1) — S

fo

Rezultd ¢d in conditii inifiale omogene (de repaus) : s (P, {,) = 0,
care atrag anularea funcfionalei de acumulare in momentul initial,
W (t,) = 0, siin condifii la borne omogene (de izolare in clasa B) : @ (') =0,
care atrag anularea integralei formei bilineare de interactiune, functionala
de acumulare W (¢) trebuie s& fie nepozitivd (céci P (¢') > 0) si deci, fiind
pozitiv definitd, identic nuld. Aceasta atrage anularea identicd a solutiei,
adicd, In conditii initiale §i la borne omogene, sistemul acumulativ-disipativ
ramine in starea inifiald de repaus consideratd, ecuatiile lui de structurd
admitind numai solufia banald

5 (Pl)=0,2, (1)=0} > s(P,t)=0, (21)
PE.D:;,
t' e (t,.1),

kef{l,; ..., n}

De aici rezultd unicitatea solutiilor in conditii initiale si la borne
oarecare. Intr-adevir, dacd ar exista doud solutii in conditiile initiale (16)
§i la borne (19) date, diferenta lor ar fi de asemenea o solutie a ecuatiilor
de structurd locale (care sint lineare), si anume solutia corespunzitoare
unor conditii initiale omogene (cele doud solutii avind prin ipotezd aceeasi
repartitie inifiald) si unor condifii la borne omogene (cele doui solutii
corespunzind prin ipotezd acelorasi conditfii la borne, exprimate prin ope-
ratori lineari), adicd ar fi solutia banald : cele doud solufii ale problemei
de regim tranzitoriu puse coincid deci cu necesitate.

Ansamblul s = {s, $,..., §,} de mirimi locale linear independente,
a cdror repartitie inifiald determind complet evolutia sistemului in conditii
la borne date, trebuie identificat deci cu ansamblul mdrimilor de stare
locald. Functia de punct s (P, t), cu t fix, descrie deci starea sistemului
intr-un moment dat. Mulfimea functiilor de punet definite pe Dy si suscep-
tibile de a fi stari ale sistemului, adicd compatibile cu ecuatiile lui de
stare locald si pentru care functionala de acumulare, functionala de disipatie
§i functionalele ce definesc mirimile de interactiune au sens, constituie
un spafiu funciional, & & {s (P, 1)} once r, DUMIt spatiul stdrilor, ciruia
trebuie sd-i apartind §i starea initiald f (P). Spatiul stirilor este un spatiu
linear, deoarece orice combinatie lineard de stiri este de asemenea o stare
posibild, ecuatiile de stare fiind lineare, iar functionalele considerate fiind
lineare sau pitratice, existenfa ultimelor fiind asigurati de inegalitatea
(2 M 4 2,8%)2 L2 (21 (s)24 22 (s®)2). Ca urmare functiile de punct s (P, t)
L {s;(P, 1),...,8 (P, )}, cul componente scalare, adici stirile aparfinind
spatiului &, pot fi numite §i vectori de stare. Spatiul linear al stéirilor este un
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spatiu functional normat, cu norma VW, definitd cu ajutorul functionalei de
acumulare (6). Mai mult, cu ajutorul formei bilineare hermitice asociate
formei pitratice (7), care defineste densitatea de acumulare, se poate
defini un produs scalar in § care capitd structura unui spafiu Hilbert.

Ansamblul numeric & = {®;, @y..., &,} al valorilor mirimilor de
interactiune (14), a ciror variatie in intervalul (¢, t] determini complet
evolutia sistemului in acelagi interval in conditii inifiale date, trebuie iden-
tificat deci cu ansamblul finit al mdrimilor de intrare, numit scurt intrarea
a sistemului. Orice combinatie lineard de intriri este de asemenca o
intrare posibild, si anume, datoritd linearititii funcfionalelor (14) sia opera-
torilor din ecuatiile de structurdi, intrarea asociatd aceleiagi combinatii
lineare a solutiilor s (P, t) corespunzitoare. De aceea i mulfimea X" 2 {x}
a tuturor intririlor posibile e un spatiu linear, §i anume un spafiu linear
n-dimensional, ale cirui elemente pot fi numite vectori de intrare:

Ty
T2
- | ) (22)
=1, :%[?ﬂ (JI,tJ]MES El;
tfix

x,

gi variazd in timp conform conditiilor la borne (19) date. Spatiul intririlor
este in general afin, fiinded nu toate mirimile de intrare sint de aceeasi
specie si e bine definit pentru fiecare clasi B = [x, @y, ..., r,] in parte.

Teorema de unicitate a solutiilor stabileste existenta unei singure
solutii s (P, ), determinati de o stare initiald s (P, 1,) datd si de o variafie
datd = (¢') a vectorului de intrare in (t,, t], dacd o astfel de solufie existi’,
adicd stabileste existenta operatorului de evolufie al sistemului intr-o clasa
datd B de conditii la borne :

E, [{s (Pi) ;  (!'}pep, =8 (D 1), (23)

U E (. 1]

operator definit pe produsul cartezian al spatiului stdrilor cu spatiul functi-
ilor de timp susceptibile de a reprezenta conditiile la borne, produs carte-
zian ale cirui elemente sint chiar conditiile de unicitate Cp (20).
Interactiunea prin contiguitate a sistemului considerat cu exteriorul
se face nwmas prin suprafata de separatie X, si anume numai pe la borne.
Mirimile de interactiune de al doilea tip, ¥, care inmultesc mdirimile de
intrare «, in forma bilineard algebricd (13) a funcfionalei de interacfiune,
sint si ele univoc determinate de solufia s (P, ¢) a problemei de regim
tranzitoriu, si deci, ca urmare a teoremei de unicitate, de conditiile initiale

1 Demonstrarea existentei solutiilor nu va fi analizati aici. Observam numai ca ea
implica compatibilitatea conditiilor la borne si ini{iale atit intre ele, cit si cu solutiile ecualiilor
locale.
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si de conditiile la borne. Ele sint singurele susceptibile de a exprima reactiu-
nea sistemului asupra exteriorului care impune variatia in timp a intrérilor.
Ca urmare, ansamblul ¥ = {y;, ¥s,. . ., ¥} al valorilor cofactorilor méirimilor
de intrare . in forma bilineard de interactiune (13) trebuie identificat
cu ansamblul finit al mdrimilor de iesire, numit scurt sesirea y a sistemului
(chiar dacd, in conditii particulare de functionare, numai unele dintre
elementele #,€% vor fi alese ca marimi de iesire). Orice combinatie
lineard de iesiri este de asemenea o iesire posibild, si anume, datoriti
linearitdtii functionalelor (15) si operatorilor din ecuatfiile de structurd,
aceea asociati aceleiasi combinafii lineare a solufiilor s (P, t) corespunzitoare.

. . . d i 5 Tiks e 3
Prin urmare, si multimea Y = {y} a tuturor iesirilor posibile e un spatiu
linear n-dimensional, ale cidrui elemente pot fi numite vectori de iesire:

Y1
Y2 ;

y=|. =YL, )]yer €T, (24)
Y

$1 variazd in timp conform evolutiei s (P, t) impuse sistemului de conditiile
initiale §i la borne. Fiecirei clase B de conditii la borne, definiti de una
dintre alegerile posibile ale primilor factori in forma bilineari de interac-
fiune, ii corespunde un singur spatiu al intririlor X si un singur spatiu
al iegirilor Y. Acestea din urmi fiind determinate univoe de starea initiali
§1 de variatia in timp a intririi, in fiecare clasi B de conditii la borne
eXistd un operator de functionare :

F, [{ s(P, t); « (t) }JPeD: =y (1), (25)

et

definit, ca si operatorul de evolutie E,, pe spatiul conditiilor de unicitate
(20), cu valori in spatiul functiilor de timp susceptibile de a reprezenta
variatia in timp a iegirilor.

Deoarece pentru un sistem linear acumulativ-disipativ dat, cu in-
triri finite, existd 2" clase B de conditii la borne posibile, unui astfel de
sistem i se pot asocia cite 2" operatori de evolutie (23) si de functionare
(28), in functie de méirimile de intrare alese, adicd 2" sisteme absiracte
distincte.

5. TEOREMA DE SUPERPOZITIE, SEPARAREA SOLUTIILOR §$I FORMELE
GENERALE ALE OPERATORILOR DE EVOLUTIE $I DE FUNCTIONARE

Linearitatea ecuafiilor de structurd si a funcfionalelor care definesc
mdrimile de interacfiune permite demonstrarea unor teoreme de super-
pozitie §i construirea prin suprapunere a solutiilor s(P, t) si a functiilor
de iesire y(?).
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Fiecirei clase B de conditii la borne i se poate asocia un spafiu
linear €, al conditiilor de unicitate, produs cartezian al spatiului starilor
prin spatiul functiilor de intrare:

@,={C,} cu C, = {s(P, t,); «(t')jreny, (26)

t'e (tp.t]

in care adunarea si inmulfirea cu scalari a conditiilor de unicitate C, se
definesc prin aceleast operatii aplicate tuturor componentelor lor (repartitii
initiale si functii de intrare) §i pe care sint definiti operatorul de evolutie
gi operatorul de funcfionare.

fn fiecare clasi B de conditii la borne se poate demonstra o teoremd
de superpozitie, conform cdreia solutia s(P, 1), respectiv functia de iegire
y(t), determinate de o combinatie lineard C,=X A, Oy de conditii de unicitate

vy

(3, este combinatia lineard cu aceiagi coeficienti 2, a solutiilor s, (P, 1),
respectiv a functiilor de iesire y, (), determinate de fiecare conditie C,
in parte:

s(P,t) = Y A, . 8 (P, 1), (27)
y) = X A v (8- (28)

fntr-adevir, solutiile de mai sus, construite prin superpozitie, verificé
ecuatiile lineare si conditiile de unicitate ,,rezultante’” dacé fiecare solutie
partiald verificd ecuatiile §i conditiile de unicitate partiale corespunzitoare.
Teorema de superpozitie exprimi de fapt caracterul linear al operatorilor
de evolutie si de functionare (23)si(25), definifi pe spafiul linear €, al condi-
tiilor de unicitate. Trebuie subliniat insd ci se pot suprapune numai solutii
partiale corespunzdloare unei aceleiasi clase de condifii la borne B.

in particular, teorema superpozitiei permite separarea efectului
determinat de starea initiald de efectul determinat de conditiile la borne,
adicd permite separarea solufiilor sub forma

s(P, 1) = s° (P, 1) + §" (P, 1),
(29)
y(t) =y°@t)  +y" (1),

in care
s® (P, t) = E [{s(P, t,); 0}],
. (30)
y° () = F[{s(P, 1,); 0}]
sint solufiile de evolutie autonomd asociate conditiilor de unicitate date,
corespunzitoare stirii initiale (18) date, insd unor conditii la borne omo-
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gene (in clasa B) numite uneori solufii de condifii inifiale, iar
s" (P, 1) = E [{0; «(t')}],
y (1) =TF[{0; 2(t)}]

sint solufiile de rdspuns tranzitoriu, asociate condifiilor de unicitate date,
corespunzitoare conditiilor la borne (19) date, insd unor marimi de stare
nule in momentul initial (conditii inifiale omogene).

Solutia de evolufie autonomi exprimi influenta aditivd a stérii
initiale asupra evolutiei sistemului §i corespunde regimului tranzitoriu
care s-ar stabili in condifiile initiale date dacd méirimile de intrare alese
ar fi mentinute identic nule (conditii de izolare de clasd B aleasd), fird
ca, evident, aceasta si implice anularea celorlalte marimi de interactiune,
adicd a marimilor de iesire y. Ea depinde de clasa de conditii la borne
considerata.

Solutia de rispuns tranzitoriu exprimi influenta aditivi a functiilor
de intrare x,(f) asupra evolutiei sistemului §i corespunde regimului tranzi-
toriu care s-ar stabili in conditiile la borne date dacd madarimile de stare
ar fi identic nule in starea inifiald (stare initiald de ,repaus’). Sistemul
evolueazi in acest caz numai sub actiunea exteriorului si marimile de iegire
reprezinti ,,rispunsul” Iui la excitatia reprezentatd de mérimile de intrare.
Cu ajutorul teoremei superpozitiei se poate separa actiunea fiecarei marimi
de intrare in parte, iar cu ajutorul integralei Duhamel actiunea fiecdrei
mirimi de intrare in parte poate fi exprimatd prin superpozitia actiunilor
unor méirimi de intrare, functii treaptd de timp, corespunzitoare. Intro-
ducind matricea-cimp de raspuns tranzitoriu local o(P, 1) = [o;] de ordin
I1xmn, ale cirei componente sint functiile locale de raspuns tranzitoriu la
excilatie treaptd-unitate la borna j:

(31)

oy (P 1) = 8; (P, 1) (32)
s(P, 0) =0,
Tn(t) =0 (me{l,2,...,n}; mFj),
& (1) = I(t)y

ie{l, 2,...,};7jefl, 2,..., n},

identic nule pentru ¢ < 0, si introducind matricea de rdspuns tranzitoriu
la iesire u (t) = [n] de ordin = Xn, ale ciirei componente sint functiile
de rdspuns tranzitoriu la iegire sub ewcitatie treaptd-unitate la borna j:

iy (1) = Y.(t) | (33)

s(P, 0) = 0,

z, () =0(m €ll, 2,...,n}; mFE],
(E_,-(t):](t), .
ke{l,2,...,m};je {1,2,..., n},

identic nule pentru ¢ < 0, solutiile, respectiv iegirile generale de regim tran-
zitoriu se pot exprima cu (29) sub forma matriceald

s(P,t) = %St o (Pt —t) . @ (')A’ + s° (P, 1), (34)

to
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respectiv

O ==f at—1). @)+ 0. (35)

Aceste relatii reprezintd forme explicite ale operatorilor de evolutie $i,
respectiv, de functionare ai sistemului considerat.

Primii termeni, exprimati cu ajutorul derivatelor unor integrale
de convolutie, reprezintd operatorii de raspuns tranzitoriu (local, respectiv
de iesire), iar ultimii — care ar putea fi, la rindul lor, explicitafi in raport
cu repartitia initiald cdreia i se aplied, cu ajutorul unor funcfii Green
adecvat definite spre a fine seama de restricfiile impuse de legile de stare —
reprezintd componentele de evolufie autonomd (de condifii initiale) ale
solutiilor.

in teoria sistemelor lineare se preferid utilizarea funciiilor de rdspuns
tranzitoriu la excitatie impulsie-unitate (3(f)), care sint derivatele genera-
lizate ale funetiilor (32), respectiv (33). In cazul sistemelor cu parametri
repartizati, este preferabild insd utilizarea rdspunsurilor la excitatie-treapta
(32), respectiv (33), deoarece primele nu conduc totdeauna la integrale
de convolutie convergente. De exemplu, in cazul cimpului termic, la apli-
carea unei impulsii de temperaturd pe fata unui conductor termic, care are
celelalte fete mentinute la rece, fluxul de cildurd absorbit prin fafa consi-
deratd (mirimea de iesgire la intrarea impulsie-unitate) are in vecindtatea
originii (¢ — 0) expresia asimptobicd ~ const/t Jt, neintegrabiii (impro-
prin) in (0, ¢), in timp ce, la aplicarea umnei trepte de temperaturd in
conditii in rest neschimbate, acelagi flux absorbit are expresia asimpto-
tied integrabild (impropriu) ~ const / |t

Utilizind transformata Laplace, notind cu majuscule transformatele
Laplace ale functiilor de intrare sau de iegire (care sint funcfii de variabild
complexs p) si introducind matricea de transfer a sistemului

H(p) = [Hy; (p)] = p £ [n], (36)

relatiile (35), care exprimi operatorul de functionare, adicd legitura stare-
intrare-iesire, iau urmitoarca formid operationald algebricd :

Y(p) =H (p).X (p) + Y°(p). (37)

Analiza acestor relatii, impreund cu analiza proprietitilor matricei
de transfer pe baza unei teoreme operationale a functionalelor pétratice,
care se poate deduce totdeauna in conditiile in care ecuatiile de structurd
locald sint lineare si admit consecinta integralid reprezentatd de teorema
(5), permite s se stabileascd numeroase proprietdfi ale sistemelor acumula-
tiv-disipative considerate in aceastd lucrare, dintre care mentiondm urma-
toarele sase :

a) sistemele acumulativ-disipative considerate definesc pentru fie-
care clasd de conditii la borne (implicatd de o anumiti alegere a mirimilor
de intrare) un sistem abstract linear, cauzal, invariabil in timp, pasiv, cu
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relatii stare-intrare-iesire de forma (35) in valori instantanee sau (37)
sub formi operationald ;

b) clasele de functii de punct sau de timp pe care sint definifi opera-
torii de evolutie si de functionare ai sistemului sint acelea pentru care
ecuatiile de structurd locald si functionalele lineare §i pitratice considerate
au sens;

c) matricea de transfer, caracteristicd fiecdrui sistem abstract defi-
nit de un anumit sistem acumulativ-disipativ si de o clasd de condifii
la borne, este pozitiv reald (forma pitratici XHX asociatd fiind o functie
pozitiv-reald pentru orice X real [7]). Elementele ei sint reale pentru p
real, nu au singularitdti in semiplanul Re(p) > 0.5i au cel mult poli simpli
pe axa imaginard si la infinit. Sistemele cu parametri repartizafi acumu-
lativ-disipative au insi matrice de transfer transcendente, eventual cu sin-
gularititl esentiale in semiplanul sting ;

d) functiile de raspuns tranzitoriu la excitatie-treaptd (33) au cel
mult o singularitate de tipul functiei lui Dirac 3(¢) in origine, in care caz
limitele integralelor de convolutie (35) trebuie alese t, — si i+

e) pentru repartifii initiale oarecare, solufia de evolutie autonoma
nu e exprimabild cu ajutorul functiilor de raspuns tranzitoriu i, in general,
nu poate fi exprimati in functie de valorile initiale ale mirimilor de
interactiune. Sistemele cu parametri repartizati au conditii inifiale de
cimp, adicd ireductibile la conditii inifiale la borne;

f) dacd mirimile de stare sint identic nule in starea initiald, se poate
imagina pentru orice sistem acumulativ-disipativ un model electromagnetic
de tipul unui multipol electric, avind aceeasi matrice de transfer H(p).
in general, aceastd matrice are elemente care nu sint functii meromorfe
cu un numir finit de poli (ca in cazul circuitelor cu parametri concentrati),
ci funectii meromorfe cu numar infinit de poli sau funetii cu singularititi
esentiale. Realizabilitatea efectivi a multipolului electric echivalent de-
pinde de posibilitatea de a identifica elemente de circuif electric nefili-
forme [4], avind functii de transfer de tipul cerut. fn cazul functiilor
meromorfe, utilizind dezvoltiri in serie si in fractiuni continue limitate
la un numér finit de termeni, se pot realiza modele electromagnetice cu
parametri concentrati care s aproximeze oririt de bine sistemul cu pa-
rametri repartizati dat.

CONCLUZII

Dupi o prezentare a punctelor de vedere structural si functional in
dezvoltarea teoriei sistemelor dinamice cu scopul de a evidentia deose-
birile dintre ele in construirea conceptului de sistem abstract, s-au pre-
zentat elementele unei teorii de structurd aplicabile unor sisteme cu para-
metri repartizati (cimpuri fizice cu o infinitate de grade de libertate) loca-
lizate intr-un domeniu Dy al spatiului in conditiile destul de generale in
care ecuatiile de structurad locald, lineare i invariabile, admit o consecinta
integrald numitd teorema functionalelor pitratice si corespunzitoare in

numeroase cazuri (insd nu in toate) principiului de conservare & energiel.
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in aceastdi teoremi intervin trei functionale caracteristice sistemu-
lui : functionala de acumulare mirginiti si pozitiv-definitd, functio-
nala de disipatie nenegativi §i functionala de interactiune. Conditiile pre-
zentate definesc clasa de sisteme lineare acumulativ-disipative cu o infinitate
de mdrimi de stare pentru care demonstrarea teoremelor de unicitate a so-
Jutiilor si de superpozitie a solutiilor de regim tranzitoriu se poate face fira
a cunoaste forma specificii a ecuatiilor de structuri locald, ceea ce permite
identificarea mdirimilor de stare locali, de care depinde functionala de
acumulare, si a mérimilor de intrare si de iegire, de care depinde functio-
nala de interactiune definiti pe frontiera ¥ a domeniului, cum §i demon-
stravea existenfei si explicitarea formei operatorilor de evolutie §i de func-
tionare (de ridspuns) a sistemului, respectiv identificarea spatiilor functio-
nale care corespund variabilelor de stare, de intrare §i de iegire.

fn acord cu proprietitile generale ale sistemelor tehnice care au un
numir limitat de cii de interactiune cu exteriorul, teoria a fost dezvol-
tatd pentru sisteme acumulativ-disipative cu numdr finit de intrdri, indi-
cindu-se conditiile in care suprafafa-frontierd X poate fi consideratd ca
o suprafatd de separatie care izoleazi cimpul fizie studiat intr-o misurd sufi-
cientd pentru a asigura interactiunea lui cu exteriorul numai in anumite
portiuni omogene ale ei, numite borne de acces.

Dacil existd o suprafatd de separatie, functionala de interacfiune
devine o formi algebricd bilineard in anumite mirimi globale, care depind
linear de starea locali a sistemului si dintre care se pot alege mirimile
de intrare i de iegire.

Nu este necesar ca aceste mirimi si fie functii de starea sistemului,
ele putind depinde §i de derivate in raport cu timpul ale mirimilor de
stare.

Fiecirui sistem linear acumulativ-disipativ dat ii corespund mai
multe sisteme abstracte, cu operatori de evolufie gi de functionare (de
rispuns) distineti, dupd clasa de condifii la borne impusi, adica dupa
mirimile de intrare alese printre factorii produselor bilineare ai fune-
tionalei de interactiune. Teorema separdrii solutiilor permite identifi-
carea componentelor aditive de evolufie autonomd si de rdspuns tran-
zitoriu ale solutiei generale de regim tranzitoriu a ecuafiilor de structurd
locali a sistemului i in particular a matricei de transfer pozitiv-reale
corespunzitoare clasei de conditii la borne considerate. Elementele aces-
tei matrice sint in general functii transcendente cu o infinitate de poli
si eventual cu singularitiiti esentiale, de variabila complexi respectivi,
din care cauzdi caracterizarea rispunsului tranzitoriu al sistemelor cu
parametri repartizati prin functii de rispuns tranzitoriu la excitatii
impulsive prezintd dificultiti, care dispar dacd se utilizeazd raspunsul la
-excitatii-treaptd.

Teoria prezentatd, care generalizeazd rezultate anterioare obfinute
de autori in studiul retelelor electrice si termice cu elemente nefiliforme,
a fost dezvoltatd pentru sisteme de structurd invariabild, adicd nepara-
metrice, in care timpul nu apare deci explicit in coeficientii ecuafiilor
de structuri, sisteme care nu au surse, adicd au ecuafii de structurd omo-
gene, si au un numir finit de mirimi de intrare.
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Teorii aseminitoare se pot dezvolta pentru sisteme cu structurd
variabild, ceea ce implicd, in fond, existenfa unor intriri suplimentare,
cu variatie in timp tmpusd, de tipul parametric, sau cu o infinitate de
mirimi de interactiune, si anume firi alte modificiri esenfiale afard
de cele privitoare la forma expliciti a operatorilor de evolufie i de
functionare.
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ANEXA

EXEMPLE DE SISTEME DINAMICE LINEARE, ACUMULATIV-DISIPATIVE,
CU O INFINITATE DE MARIMI DE STARE S| NUMAR FINIT DE INTRARI

a. CIMPUL ELECTROMAGNETIC

Considerim un domeniu mirginit simplu conex Dy, ocupat de un me-
diu imobil, intr-o stare termicid invariabild, care din punct de vedere
electromagnetic este linear, izotrop, pasiv, nedispersiv g§i caracterizat
de functiile de punct numite permitivitate, ¢ = ¢ (P) > 0, permeabilitate,
w=pu(P) >0, si conductivitate, ¢ = o (P) > 0. Stirile electromagne-
tice din acest domeniu sint caracterizabile complet local prin méirimile
vectoriale numite intensitatea cimpului electric, E =FE (P, t), intensitatea
cimpului magnetic, H = H (P, t), densitatea curentului electric de conduc-
tie, J =J (P, t), 5i mirimea scalard numitd densitate de sarcind electrici,
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o = p (P, t), care intervin in cinci legi locale de structura (3), si anume

rot H — SE——-J—’:O,
ot
s oH
rot E 4+ y.—a}—— == 0,
div (cE) — p = 0, (3a)
div (pﬁ) =10,
J — oE = 0,

astfel incit ansamblul local (2) are ¢ = 10 componente scalare :
¢ = {E,, E,, B, H,,, H,, H, Jydydsy el (2a)

Primele doui legi (3a) sint legi de desfisurare, iar ultimele trei legi
de stare ; primele patru sint ecuatii cu derivate partiale de primul ordin,
jar ultima e o relatie algebricii, a cirei formi extrem de simpli corespunde
proprietitilor de material idealizate considerate. Proprietatea I referitoare
la linearitatea ecuatiilor locale (4) si la invariabilitatea lor structurald
(4') se verificd imediat. fnmultind scalar prima ecuatie (3a) cu E §i pe
a doua cu H si sciizindu-le, se obfine, dupa integrarea pe intregul domeniu,
teorema energiei electromagnetice :

& (E x He,dd = \ o E2dv 4 LR —-1'—(:"E—= + pH?) dv, (5a)
! DE (lf Dy 3

I P (1) W ()

care are forma cerutii de proprietatea IT a teoremei functionalelor pitratice
(5), densitatea de acumulare (7) fiind densitatea de volum a energie
electromagnetice :
]' -_—' _“[) -
w = —(cE? + pH?) >0, (7a)

(3]
i

functionala de acumulare, pozitiv definitd, fiind energia electromag-
neticii, functionala de disipatie nenegativi fiind puterea disipata prin
efect Joule in partea conductoare a domeniului Dg (cu o == 0), iar funec-
tionald bilineard de interactiune fiind puterea electromagneticd primitd
prin frontiera £ a domeniului (cu normala interioari e, = — e,) prin
fluxul vectorului lui Poynting. Ansamblul s Ce al mdrimilor de stare locald
(8) rezultd a fi ansamblul componentelor scalare, local linear independente,
de care depinde densitatea de volum a energiei electromagnetice (7a),
adica

sZin B, B, H, H, H}, (8a)
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numai 1 = 6 din cele 10 componente ale ansamblului local (2a) fiind deci
conditiile initiale ale problemei regimului tranzitoriu al cimpului electro-
magnetic, in acord cu teorema de unicitate. Spafiul linear normat al stirilor
este spatiul sextetelor de funectii scalare de punct definite in Dy :

s L{(B, (P), B, (P), E, (P), H. (P), H, (P), H, (P)},

compatibile cu a patra ecuatie (de stare) (3a) si cu o valoare finitd pentru
energia eloctromagneticd W= §, w dv, a clrei rdddcind pitratd defineste
norma stdrii considerate :

I o®) | =[], (e Bl ao] .

Ansamblul ¢ (11) al mirimilor de interacfiune locali este ansamblul
celor m =4 componente scalare local linear independente ale compo-
nentelor tangentiale E, =¢, X (E X ¢e,) i H,=7¢, X (H X g,) ale cimpu-
rilor in fiecare punct M al suprafetei-frontieri, de care depinde funcfionala.
de interactiune, adicd fluxul vectorului lui Poynting, din membrul intii
al teoremei (5a):

i = {Eyy Epy Hyy Hp,). (11a)

Se verificd imediat cd aceste mirimi de interactiune locald sint
combinatii lineare ale componentelor ansamblului ¢ (2a) si sint univoe
¢i linear determinate de starea locald s (8a).

Ca urmare, cimpul electromagnetic considerat este un sistem linear
acumulativ-disipativ, cu o infinitate de mirimi de stare : valorile locale
ale componentelor vectoriale E §i H in toate punctele domeniului Dy
considerat.

Suprafata £ poate fi o suprafatd de separafie dacd nu este stri-
bdtutd de linii de inducfie magneticd (ceea ce se asigurd riguros intr-un
model idealizat in care mediul exterior suprafeteiiirealizeazi un invelig
de permeabilitate nuld) sau de linii de inductie electricid (ceea ce se asigu-
rd riguros intr-un model idealizat in care mediul exterior ii realizeazd
un invelis de permitivitate nuld) si dacd este strabidtutd de liniide cu-
rent de conducfie numai prin = -4 1 fefe echipotentiale disjuncte S,(% {1,
2,...,n -+ 1}), care vor deveni bornele de acces ale multipolului electric
astfel definit (fig.1).

In acest caz, forma bilineard de interactiune definiti de puterea.
instantanee primitd prin fluxul vectorului lui Poynting ia forma alge-
bricd bilineard (vezi[4])

L)L 5& (E X H)e,, dA = g Oy (1) - T (1) (13a)
= k=1
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in care intervin potenfialele bornelor S, fatd de borna §,., luati ca refe-
rintd (cu Cp C Z, unind P.e §, cu P, ,€8,,4,):

v (1) = o, E (M, t) A7 (14a)

gi curentii (lineari independenti) absorbiti pe la bornele S, (k= {1, 2, ...,n}),
I', € Z fiind conturele acestor borne :

)= H (L, 0, (152) -
T

care vor fi mérimile de interactiune (14) si (15). Clasa de conditii la borne,

care precizeazi §i sistemulfabstract asociabil multipolului electric studiat,

Fig. 1. — Sistem electromagnetic (portiune de cablu trifazat, de lungime mare, cu
izolant imperfect).

este hotaritd de alegerea unui anumit sir de # mérimi de intrare, cite
una din fiecare pereche (v,, 7,) asociatd unei borne (&), cealaltd mirime a
perechii devenind mdirimea de iegire corespunzatoare. Dacd se aleg drept
marimi de intrare curentii, operatorul de functfionare (35) al multipolului
electric, adicd operatorul stare-intrare-iesire, se va scriec pe componente
sub forma (vezi si [4])

t d L+

v; (t) = %5 £ (t — ') 4 (') At' 409 (1), (352)
K=1 di

to—
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in care EJ; (t) sint funetnle de riaspuns tranzitoriu la excltatle treapti-
unitate in tensiuni, iar »? (t) solutiile de evolutie autonomi in gol (con-
ditii la borne omogene in claba, definitd de marimile de intrare reprezentate
de curenti), determinate de starea initiald din momentul ¢, a cimpului
electromagnetic din Dy. Functiile de rdspuns tranzitoriu &, (f) au cel
mult o singularitate-tip & (¢) in origine §i sint asociate impedantelor opera-
tionale de transfer ale multipolului prin relatiile

Zy (p) =p L [E (1] (36a)
Alte proprietati ale acestor funefii, ca si modul de caracterizare prin parame-
trii tranzitorii (fard singularitdti) ai unui multipol electric sint prezentate in
lucrarea [4]. Generalizarea corespunzitoare existentei unor borne de
acces magnetice (pentru fluxuri magnetice) si unor domenii multiplu
conexe (cu transfer lateral de energie electromagnetici) este prezentati
in lucrarea [6].

b. CIMPUL MICILOR DEFORMATII VISCOELASTICE

Consideram un domeniu simplu conex Dy ocupat de un mediu
continuu deformabil, anizotrop, linear, nedispersiv, firi forte de volum,
de conductivitate termicd neglijabild, cu densitatea medie 7, = <, (P)
§i cu proprietati viscoelastice de maternl caracterizate de tensorul elastic

de ordinul al patruleaallui Hooke He=H (P) i de tensorul viscozititilor

de ordinul al patrulea al Iui Newton N N (P). In acest medin, starea de
deformare viscoelastici e caracterizabild prin cimpul vectorial al depla-
sdarilor @ = w (P, t) — considerate foarte mici in aproximafia lineard —,

. . e et 5
cimpul vectorial al vitezelor de deplasare © =70 (P, 1), cimpul tenso-
rial de ordinul al doilea §i simetric al tensiunilor mecanice 7 = T (P, ) si

cimpul tensorial simetric de ordinul al doilea al deformatiilor X = X (P,1),
care intervin in patru relatii locale de structura :

- da
DivT — =, % "
- N, A A (3b)
at
6w
v — =0,
ot

X —defu =0,

astfel incit ansamblul local (2) are q = 18 componente scalare distincte
(tensiunile si deformatiile fiind tensori simetrici au numai cite sase com-
ponente distinc’fe) si local linear independente :

¢ = l‘lx:: ‘YIU} T:m? sza- ey Ugy Uyy Uy Vyy Vyy /Uz} (?‘b)
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Primele trei relatii (3b) sint ecuatii de desfidsurare, iar ultima este
o ecuafie de stare (echivalenti unor restrict{ii impuse functiilor de punct
definite de tensorul deformafiilor §i cunoscute sub numele de condifiile
lni Saint-Venant, deoarece nu orice funcfie tensoriali de puncet poate fi
deformatorul unei funcfii vectoriale de punect).

Proprietatea I referitoare la linearitatea si la invariabilitatea strue-
turali a ecuatiilor locale (3b) se verificd imediat. Inmulfind scalar prima
ecuatie cu v si integrind-o prin pérfi asupra intregului domeniu Dy cu

ey . P . 0X ;
utilizarea celei de-a doua ecuatii inmulfite contractat cu—;—sc obfine
dt

teorema energiei mecanice :

= 90X\ X d
NS : dy +——
( at ) at T dt SD:

—_— —-

I ) P () W ()

f{; .(T p)e,dd =§D ‘ })- (X -H) X + =,5%) dv,
X ) - (5)‘1)
i

¥

care are forma ceruti de proprietatea II a teoremei functionalelor pitra-
tice (5), densitatea de acumulare (7) fiind suma dintre densitatea de volum
a energiilor elasticd de deformatie §i cineticé :

w = ‘—{-(;_Y_-}I)';f-!—-};—% v >0, (7b)

e e

functionala de acumulare, pozitiv definiti, fiind energia totald-cineticd
§i de deformatie —, functionala de disipatie fiind puterea disipatd prin
frecare viscoasid, iar functionala de interactiune fiind puterea mecanicd
primitd de mediu prin luerul mecanic efectuat in unitatea de timp de ten-
siunile viscoelastice 7' aplicate din exterior suprafefei mediului considerat.
Ansamblul s C ¢ al mdrimilor de stare locald (8) rezulti a fi ansamblul
componentelor scalare,local linear independente, de care depinde densitatea
de volum (7b) a energiei totale, adicd

d - - - > - L\
8 A ol Xy oy Fogs Xyas X o Oy Yaflp (8b)

xy?
numai ! = 9 dintre cele 18 componente ale ansamblului local (8a) fiind
deci mirimi de stare locald, ale caror repartifii initiale caracterizeazi
complet conditiile initiale ale problemei de regim tranzitoriu respective.
Spatiul linear al stirilor este spatiul nonetelor de functii scalare de punct
definite in Dy :

S L {{Xe (P)y...y X (P),0,(P),w, (P), v, (P)}},

compatibile eu a patra ecuatie (de stare) (3b), adicd satisficind condi-
tiile Iui Saint-Venant, si cu o valoare finitd pentru energia mecanici totald
W, a cérei ridddcind patratd defineste norma stérii considerate. Ansamblul
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¢ (11) al mérimilor de interactiune locald este in fiecare punct al suprafetei-
frontierd ansamblul celor m = 6 componente scalare local linear indepen-

dente ale tensiunii T, = €,-T, asociate normalei exterioare ¢, si ale
vitezei U, de care depinde functionala de interactiune, adici lucrul mecanic
efectuat din exterior in unitatea de timp asupra corpului considerat :

i ZA{Toay Tagy Ty Vay ¥,y By} (11b)

Se verificd imediat cd aceste mirimi de interactiune locald sint
combinatii lineare ale componentelor ansamblului ¢ (2b) si sint univoc
§i linear determinate de starea locald (8b), ca functie de timp prin a doua
ecuatie (3b).

Ca urmare, cimpul micilor deformatii viscoelastice considerat mai
sus este un sistem linear acumulativ-disipativ, cu o infinitate de mirimi

m=J
n=l3

Fig. 2. — Sistem mecanic (element rezonant al unui filtru electromecanic).

de stare : valorile locale ale componentelor vitezei v si tensorului simetric
X al deformatiilor in toate punctele domeniului considerat. Desi apar
prin derivatele lor de primul ordin in raport cu timpul in ecuatiile de des-
fdsurare in sistemul (3b), componentele deplasirilor # nu sint in acest caz
mirimi de stare locald, deoarece in cazul considerat al lipsei fortelor de
volum densitatea de acumulare corespunzitoare, adici densitatea de
volum a energiei mecanice, nu depinde de deplasiri. Luarea in considerare
a unor forte de volum de tip gravitational ar fi introdus termeni depen-
denti de deplasare ai energiei mecanice, dar nepitratici /in prezentarea
newtoniand a energiei potentiale respective) sau termeni aditivi negativ
definiti in densitatea de volum a energiei (in prezentarea de cimp a gra-
vitatiei).

Mediul continuu considerat are, in general, o infinitate de miirimi
de interactiune, definite in infinitatea de puncte ale suprafetei-frontieri.
Dacd insd aceastd suprafatd delimiteazi o portiune de corp (vezi, de exemplu,
fig. 2) al cirui contact mecanic cu exteriorul de face exclusiv prin m fete
rigide disjuncte S ale ei, frontiera reprezinti o suprafati de separatie,
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in sensul cerut de proprietatea III, si portiunea de corp consideratd va fi
multipol mecanic, ale cirei borne de acces sint aceste fete rigide §, C =
(ke{l, 2, ..., m}). In cazul general in care fiecare fa{d rigidd are sase
grade de libertate : trei de translatie (ale vitezei ¥, a centrului ei de inerfie
M,) sitrei de rotatie (ale vitezei ei unghiulare de rotatie w; in jurul acestui
centru), cele n = 6 m marimi de interactiune (14) pot fi cele 3 m componente
scalare ale forfelor rezultante aplicate bornelor :

o - = - — S~ \
Fi(t) :S e”-Td;i:S ¢, H(-X)a4 —S (\ %t) dA  (14'D)
Sk Sk Sk

§i cele 3 m componente scalare ale momentelor rezultante in raport cu
centrele de inertie ale bornelor, adicd cuplurile rezultante aplicate aces-
tora :

C.(t) :S 7 x (2, T) dA, (14''b)
Sk

iar cele n = 6 m mdirimi de interactiune (15) pot fi, corespunzitor alegerii
precedentelor, cele 3 m componente scalare ale vitezelor centrelor de
inertie M, C 8, si cele 3 m componente scalare ale vitezelor unghiulare
de rotatie ale acestor fete rigide :

T (1) =T (My, 1) (M, € 8,), (15'b)

— 1 —— e

ay (t) = Trot}v (M, 1) (M € 8,). (15"'b)
Forma bilineard de interactiune (13) este in acest caz puterea mecanicd
instantanee primitd de multipolul mecanic pe la borne cu » = 6 m termeni
scalari bilineari :

I(t)é.«f (T-®)edd= Y, (F, %+ C; - &) (13b)

Clasa de conditii la borne va fi definitd de alegerea celor n mdrimi
de intrare printre factorii scalari ai acestor termeni aditivi bilineari,
existind in general 2" alegeri posibile, factorii restanti fiind mirimile
de iegire asociate lor. Cu ajutorul funetiilor de rdspuns tranzitoriu la ex-
mta’(le treaptd-unitate se vor putea scrie formele (34), respectiv (35),
ale operatorilor de evolutie si de functionare ai multipolului mecanic.

c. CIMPUL CONDUCTIEI TERMICE
Considerdm un domeniu simplu conex Dy ocupat de un conductor
de caldurd linear, izotrop, rigid fird surse interioare de cilduri, in general
neomogen, avind conductivitatea termicd A = A (P) >0 si caldura spe-
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cificd volumicd y = y(P) >0 independente de temperaturi (in apro-
ximafia lineard consideratd), in care fenomenele locale de transfer de cil-
durd prin conductie se pot caracteriza complet prin cimpul scalar al tem-
peraturilor relative & = & (P, t) fatd de un nivel de referintd ales si prin
cimpul vectorial al densitétii fluxului de cildurd § = G (P, t), care intervin
in doud legi de structuri locali :

0%
di‘r q fo— O
g + ¥ at ) (3¢)

g+ Agrad & =0,

dintre care prima e o lege de desfidsurare, iar a doua o lege de stare. Ansam-
blul local (2) va avea ¢ = 4 componente scalare :

¢ r'i_ {3;%; gw q:.} (20)

Se verificd imediat proprietatea I referitoare la linearitatea si la invaria-
bilitatea structurali a ecuatiilor locale (3¢). Inmultind prima ecuatie
cu 9 §i integrind-o prin pérti asupra intregului domeniu cu luarea in consi-
derare a celei de-a doua ecuatii, se obtine o consecinti integrald interpre-
tabild drept teoremi a functionalelor pitratice, in acord cu proprietatea
I1:

[ - : [ 1 -
({1 G 6, dA = 5 —q*dv + iS — v 92 dv, (5e)
" = D,\_: \ dt DE 2

I 17(-!) W ()

in care densitatea de acumulare
1

w = 5 Y82 >0 (Te)

nu mai are interpretarea energeticd pusid in evidentd in cazul primelor doud
exemple (densitatea de volum a energiei interioare fatd de starea de refe-
rintd & = 0 fiind in acest caz v9).

Ansamblul s C ¢ al mdrimilor de stare locald (8) are in acest caz
o singurd componentid, temperatura :

s = {9, (8¢)

functia de punct & (P) definind starea sistemului la un moment dat, spatiul
& al stdrilor fiind spafiul linear normat al functiilor scalare de punct
definite in Dy pentru care funcfionala de acumulare

-

W= 5 %yf}? dv >0 (6c)

Dy 4
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are sens si rezultd finitdi, definind norma J'W. Din forma
1:% 9qamaA:—+ 9 g, 84 (10¢)
> >

a functionalei de interactiune rezultd ei ansamblul @ (11) al mérimilor
de interactiune locali are m = 2 componente scalare, temperatura si
componenta normald a densitdfii fluxului de caldurd (dupd normala
exterioard)

i = {9 q.), (11e)

care sint componente sau combinatii lineare ale componentelor ansamblului
local (2¢), univoe si linear determinate prin ecuatiile de structurd de functia
de stare $(P) in orice moment. Ca urmare, $i cimpul conductiei termice
este un sistem linear acumulativ disipativ cu o infinitate de mérimi
de stare.

Acest cimp are, in general, o infinitate de mirimi de intrare. Dacd
insi (fig. 3) suprafata de frontierd X e termic izolanti peste tot, cu exceptia
a n fete disjuncte 8, C X i izoterme, prin care se asiguri contactul termic
al corpului considerat cu exteriorul, ea devine o suprafata de separatie
in sensul proprietdfii IIT, definind un multipol termic (vezi [5]) ale cdrui
mirimi de interactiune vor fi fluxurile de cildurd primite pe la borne :

o0 =, qeua :S 222 aa, (14c)
Sn'.: Sk 83,,
respectiv temperaturile bornelor izoterme 8, :
9. () =9 (M, 1) (M € 8,). (15¢)

fn adevir, in acest caz funcfionala de interacfiune (10 c) capata forma
bilineard algebricéd

n

I(t) =¥ @ (t) % (0), (16¢)

k=1

care insd nu are semnificatia fizicd de putere, ca in primele doud exemple
de sisteme lineare acumulativ-disipative. Pentru fiecare clasd de condifil

n ¢ )
| 4" ) -5
-

I '}3:.. g P s1 4
Fig. 3. — Sistem termic (perete ! i AP 717, :
conductor plan al unui schimbator | ecd

de calduri). * 8, e

ﬂ!’ ° N

2 %
n-Z

la borne definitd de alegerea celor n mirimi de intrare printre cele n fluxuri
si cele n temperaturi, se obfine un sistem abstract asociabil mult_jpolului
termie, cu anumiti operatori de evolutie (34) si de funcgionare (33).
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d. CIMPUL DE DIFUZIUNE

Considerdm difuziunea unei substante definite intr-un media imobil,
izotropd, izotermd, lineard §i neinsotitd de reactii chimice, cu coeficientul
de difuziune D = D (P). Cimpul de difuziune e caracterizabil local prin
concentratia ¢ = 0 (P, t) a substantei care difuzeazi si prin densitatea
fluxului de substantd w = @ (P, t), cele doud Jegi de structuri locali :

. de .
div+——=0 3d
Py ) (3d)
W+ D grad ¢ =0,

fiind cu totul analoge celor doui legi ale conductiei termice (3c). Aceastd
analogie locald, cu corespondentele

B gp Q@0 g A—+D,

asigurd un izomorfism complet al sistemelor lineare corespunzitoare.
Ansamblul local (2) al cimpului de difuziune rezultd

d ¢
P {CJ Wy wy! w;} ('-)‘d)

§1 teorema functionalelor patratice rezultid

o ¢ 0 | R d ¢ ¢
cwe, d4d = 5 —wrdv + ——S do, (5d)

s e D dt J 2

—— ——— —— ——— —— ———
I (1) P ) W ()
cu densitatea de acumulare
1 ,

W = g (7d)

(fird interpretare energeticd), care iundicd concentratia ¢ drept unici
mirime de stare lucald :

8 = {e}, (8d)

gl functia ¢ (P) drept stare a sistemului, element al spatiului linear
normat al stdrilor. Ansamblul mdérimilor de interactiune locald rezulti

i = {e, w,}, (11d)

lar conditiile de izolare corespunzitoare definirii suprafetei £ ca supra-
fefe de separatie implicéd caracterul ei impermeabil pentru difuzia substantei
considerate, cu exceptia a n fefe disjuncte de egald concentratie.
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