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Bucureşti, 2002



2



Prefaţă

Această carte a fost concepută iniţial ca fiind materialul didactic asociat cursului şi labo-

ratorului de Metode numerice dedicat studenţilor anului V al Facultăţii de Electrotehnică

din Universitatea ”Politehnica” Bucureşti, de la specializarea Inginerie electrică asis-

tată de calculator. Din motive care ne rămân nêınţelese, acest curs nu mai face parte

acum din programa şcolară. Cartea este acum folosită ca suport didactic pentru disci-

plina Metode numerice ı̂n ingineria electrică dedicat studenţilor anului VI al Facultăţii de

Electrotehnică din Universitatea ”Politehnica” Bucureşti, de la specializarea Proiectarea

şi analiza asistată de calculator a dispozitivelor electromagnetice. Lucrarea poate fi utilă

tuturor studenţilor şi inginerilor care doresc să se familiarizeze cu conceptele de bază şi cu

principalele metode numerice de optimizare utilizate ı̂n proiectarea asistată de calculator

a dispozitivelor electromagnetice.

Cartea este structurată ı̂n 11 capitole şi 6 anexe. Fiecare capitol are ca scop ilustrarea

metodelor şi algoritmilor de optimizare numerică dar şi crearea şi perfecţionarea abilităţii

de utilizare eficientă a calculatorului ı̂n inginerie. De aceea, materialul prezentat oferă

comentarii parţiale legate de capitolele abordate şi cuprinde ı̂n plus un număr de exerciţii

prin a căror rezolvare cititorul va putea ı̂ntelege ı̂n profunzime un anumit capitol.

Iată o scurtă descriere a cărţii.

Primul capitol are ca scop familiarizarea cu concepte legate de optimizare cum ar

fi: restricţii, funcţie obiectiv, extreme locale sau globale, puncte staţionare, domeniu

admisibil, optimizare vectorială, unimodalitate şi convexitate.

Minimizarea unidimensională (a funcţiilor reale care depind de o singură variabilă

reală) este o cărămidă de bază a minimizării multidimensionale şi de aceea capitolul al

doilea propune testarea şi analizarea câtorva algoritmi de căutare de ordinul zero pentru

minimizare unidimensională.

Capitolul al treilea tratează cazul unidimensional al funcţiilor care prezintă un anumit

grad de netezime. Pentru acestea se pot aplica tehnici mai eficiente – care găsesc minimul

ı̂ntr-un număr mai mic de paşi – dar care, pe de altă parte, necesită şi evaluări ale derivatei

funcţiei. Tehnicile din această categorie se bazează ı̂n general pe aproximarea locală a
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profilului funcţiei cu o funcţie polinomială de grad mic, căreia i se poate determina uşor

minimul. Algoritmii prezentaţi ı̂n această lucrare sunt de ordinul unu (necesită evaluarea

primei derivate) şi aparţin clasei metodelor de aproximare polinomială.

Al patrulea capitol urmăreşte aplicarea metodelor de optimizare descrise până acum

pentru dimensionarea unui magnet permanent, astfel ı̂ncât indicele său de calitate să fie

maxim.

În capitolele cinci şi şase sunt prezentaţi doi dintre cei mai celebri algoritmi de-

terminişti de ordin zero (care nu au nevoie de calculul derivatelor funcţiei obiectiv)

folosiţi pentru minimizarea funcţiilor de mai multe varibile. Prima metodă prezentată

este metoda simplexului descendent, cunoscută şi sub numele de metoda lui Nelder şi

Mead. A doua metodă deterministă de ordin zero folosită pentru minimizarea multidi-

mensională este metoda Powell. Deosebirea principală dintre cele două metode prezentate

este aceea că metoda simplexului descendent nu are nevoie explicită de un algoritm de

minimizare unidimensională ca parte a strategiei de calcul, aşa cum are nevoie metoda

Powell.

Capitolul şapte se referă la metode deterministe de ordinul unu. Metodele deter-

ministe de ordinul unu determină minimul funcţiilor multidimensionale unimodale fără

restricţii folosind vectorul gradient. Aceste metode sunt cunoscute sub numele de metode

de tip gradient. Dacă derivatele sunt continue şi pot fi evaluate analitic, metodele de tip

gradient sunt mai eficiente dect metodele de căutare de ordinul zero, cum ar fi metoda

simplex, care folosesc numai evaluări ale funcţiei obiectiv. Metodele de tip gradient sunt

recomandate pentru funcţii cu derivate uşor de calculat analitic. În aceast capitol sunt

prezentate: metoda celei mai rapide coborri (“steepest descendent” cunoscută şi sub nu-

mele de metoda gradientului) şi metoda gradienţilor conjugaţi.

Din clasa metodelor deterministe de ordinul unu fac parte şi metodele numite quasi-

Newton. Ele sunt numite astfel deoarece ı̂ncearcă să simuleze iteraţii de tip Newton-

Raphson, plasându-se cumva ı̂ntre metoda gradientului şi metoda Newton. Metoda New-

ton necesită evaluarea inversei matricei Hessian, lucru care este foarte costisitor din punct

de vedere numeric. Ca urmare, a apărut ideea de a lucra cu o aproximare a inversei matri-

cei Hessian calculată cu ajutorul vectorului gradient evaluat ı̂n iteraţiile precedente, idee

care stă la baza metodelor quasi-Newton. Variantele metodelor de tip quasi-Newton diferă

prin felul ı̂n care se face această aproximare. Aproximările pot fi din cele mai simple, ı̂n

care matricea aproximativă rămâne constantă pe parcursul iteraţiilor, până la cele mai

avansate, ı̂n care se construiesc aproximaţii din ce ı̂n ce mai bune ale inversei matricei

Hessian, pe baza informaţiilor adunate ı̂n timpul procesului de coborâre. Această din

urmă abordare corespunde metodelor din clasa algoritmilor de metrică variabilă. Prima

şi una din cele mai importante scheme de construcţie a inversei matricei Hessian a fost

propusă de Davidon (1959). Metoda a fost mai târziu modificată şi ı̂mbunătăţită de
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Fletcher şi Powell (1964), algoritmul propus de ei fiind cunoscut sub numele de algoritmul

Davidon-Fletcher-Powell. O altă variantă este cunoscută sub numele Broyden-Fletcher-

Goldfarb-Shanno (BFGS). Algoritmii DFP şi BFGS diferă numai ı̂n detalii legate de

eroarea de rotunjire, toleranţele de convergenţă şi alte aspecte de acest tip. Totuşi, a

devenit ı̂n general recunoscut că, empiric, schema BFGS este superioară din punct de

vedere al acestor detalii. Capitolul opt prezintă aceşti doi algoritmi.

De cele mai multe ori se doreşte ı̂nsă găsirea unui extrem global şi nu numai a

unuia local, lucru ce pretinde explorarea ı̂ntregului domeniu de căutare şi nu numai o

vecinătate a iniţializării. Pentru a determina un extrem global se poate proceda astfel: se

execută algoritmul determinist pentru mai multe puncte iniţiale de căutare ı̂mprăştiate

uniform ı̂n domeniul de căutare şi apoi se alege dintre soluţiile găsite valoarea cea mai

bună sau se perturbă un extrem local găsit pentru a vedea dacă algoritmul determinist cu

această iniţializare regăseşte acelaşi extrem. Ca o alternativă la aceste două abordări, au

ı̂nceput să fie folosiţi tot mai des algoritmi stocastici. Aceştia nu garantează găsirea unui

extrem global, dar ei au o probabilitate mult mai mare de a găsi un astfel de extrem. De

asemenea ei mai au avantajul că nu necesită evaluarea derivatelor funcţiei de optimizat,

fiind ı̂n consecinţă algoritmi de ordinul zero. Dezavantajul lor este acela că numărul

de evaluări de funcţii necesar pentru găsirea optimului este relativ mare faţă de cazul

metodelor deterministe, dar ı̂n multe situaţii acest sacrificiu trebuie făcut, pentru că aceşti

algoritmi sunt singurii care dau rezultate numerice acceptabile. În acest scop, capitolul

nouă prezintă câteva dintre metodele stocastice de căutare a unui optim şi anume metoda

căutării aleatoare (sau a drumului aleator) ı̂n două variante precum şi algoritmi genetici.

Capitolul zece urmăreşte aplicarea metodelor de optimizare prezentate ı̂n capitolele

anterioare pentru optimizarea dispozitivului de producere a câmpului magnetic uniform,

cunoscut sub numele de bobinele lui Helmholtz.

În ı̂ncercarea de a rezolva o problemă de optimizare cu calculatorul trebuie plecat de

la observaţia, unanim acceptată, că nu există un program pentru calculator (cod) general,

capabil să rezolve eficient orice problemă de optimizare neliniară. Datorită diversităţii att

a problemelor de optimizare, a algoritmilor ct şi a programelor de calculator disponibile,

alegerea codului potrivit pentru o problemă concretă este dificilă şi cere experienţă ı̂n

optimizări dar şi ı̂nţelegerea profundă a problemei de rezolvat.

În viaţa reală a cercetării ştiinţifice şi ingineriei, rareori se inventează un algoritm

original de optimizare şi un program complet nou pentru rezolvarea unei probleme con-

crete, ci cel mai adesea se refolosesc coduri existente, asigurndu-se ı̂n acest fel eficienţa

profesională ı̂n rezolvarea problemelor. În această activitate, experienţa căpătată ı̂n par-

curgerea capitolelor prezentate anterior este de un real folos.

Indiferent dacă se folosesc programe de optimizare existente sau se dezvoltă coduri

noi, se recomandă cu tărie ca acestea să fie verificate folosind probleme şi modele de test,
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de preferinţă cât mai apropiate de problema concretă de rezolvat.

De aceea, scopul ultimului capitol este de a familiariza cititorul cu principalele

abordări folosite ı̂n rezolvarea cu tehnici profesionale, bazate pe reutilizarea software,

a problemelor de optimizare. Spre deosebire de capitolele anterioare ı̂n care accentul era

pus pe anatomia algoritmilor de optimizare, ı̂n aceast capitol atenţia este focalizată asupra

modului ı̂n care pot fi folosite programe existente ı̂n rezolvarea unor probleme noi.

Anexele oferă informaţii suplimentare legate de tipurile de probleme de optimizare

(anexa A), funcţiile de test pentru algoritmii de optimizare (anexa B), metodele determin-

iste (anexa D) sau stocastice (anexa E) de optimizare. Sunt prezentate şi două definiţii de

probleme de test, propuse de COMPUMAG Society, ce vizează optimizarea dispozitivelor

electromagnetice (anexa C). Pentru cei care nu sunt familiarizaţi cu programul Scilab,

anexa F oferă o scurtă introducere ı̂n utilizarea acestui pachet.
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2.1 Formularea problemei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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3.3 Metoda aproximării cubice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.3.1 Principiul metodei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.3.2 Algoritmul metodei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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D.3 Optimizare neliniară fără restricţii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
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D.6 Rezolvarea sistemelor de ecuaţii neliniare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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E.4 Algoritmi cu nişe pentru optimizarea funcţiilor multimodale . . . . . . . . 174



x CUPRINS
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F.6.4 Funcţii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
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Capitolul 1

Introducere ı̂n problema optimizării

Scopul acestui capitol este de a vă familiariza cu câteva din principalele concepte legate

de optimizare cum ar fi: restricţii, funcţie obiectiv, extreme locale sau globale, puncte

staţionare, domeniu admisibil, optimizare vectorială, unimodalitate şi convexitate.

1.1 Formularea problemei

1.1.1 Minimizare

Problema de bază a optimizării constă ı̂n găsirea minimului unei mărimi scalare E care

depinde de n parametri notaţi x1, x2, . . . , xn. Dacă E depinde de x1, x2, . . . , xn prin

intermediul unei funcţii f : Ω→ IR, atunci se scrie pe scurt:

minimizează E = f(x1, x2, . . . , xn), (1.1)

ı̂nţelegându-se că se cer valorile variabilelor independente (x1, x2, . . . , xn) = argminf din

domeniul de definiţie pentru care f are cea mai mică valoare, care va fi şi ea determinată.

Dacă domeniul de definiţie se extinde ı̂n ı̂ntreg spaţiul Ω = IRn, atunci problema de

optimizare este fără restricţii, ı̂n caz contrar ea este una cu restricţii.

Exerciţiul 1.1: Problema optimizării a fost formulată ca o problemă de minimizare.

Este aceasta o limitare a definiţiei? Cum se formulează problema maximizării?

De obicei E ı̂nglobează criteriile de proiectare şi/sau economie ı̂ntr-un singur număr

care adesea măsoară preţul de producţie sau diferenţa ı̂ntre performanţa cerută şi perfor-

manţa obţinută. Din acest motiv, funcţiei f i se mai spune funcţie de cost sau funcţie

obiectiv.

1
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Mulţimea celor n parametri va fi reprezentată ca un vector coloană cu componente

reale:

x = [x1, x2, . . . , xn]T ∈ IRn. (1.2)

Vom nota cu xmin = argminf(x), punctul x ∈ Ω pentru care f este minimă, iar

valoarea minimă a funcţiei o vom nota cu: Emin = min{f(x) : x ∈ Ω}.

1.1.2 Minime locale şi globale

Dacă Emin este cea mai mică valoare posibilă a lui E pentru orice x din domeniul de

definiţie Ω, atunci se spune că punctul xmin este un punct de minim global. Acesta ı̂n

general s-ar putea să nu fie unic. Dacă punctul găsit reprezintă un minim doar ı̂ntr-o

vecinătate a sa, se spune ı̂n acest caz că este un minim local. În practică este dificil de

stabillit dacă un minim găsit este global sau numai local.

Exerciţiul 1.2: Daţi exemplu de o funcţie f care să aibă şi minime locale şi minime

globale.

1.1.3 Gradienţi

Unele metode de optimizare necesită informaţii legate de derivatele parţiale de ordinul

unu sau doi ale funcţiei obiectiv ı̂n raport cu parametrii de optimizare.

Vectorul gradient Jacobian, notat g, este definit (atunci când f este diferenţiabilă)

ca fiind transpusa vectorului gradient ∇f , care este un vector linie ı̂n care apar derivatele

parţiale de ordinul 1:

g = (∇f)T =

[
∂f

∂x1

∂f

∂x2

· · · ∂f
∂xn

]T

. (1.3)

Gradientul este un câmp vectorial normal la oricare dintre hipersuprafeţele de nivel

f(x1, x2, . . . , xn) = constant.

Matricea pătrată, simetrică, de dimensiune n, care conţine derivatele parţiale de

ordinul doi ale funcţiei f este cunoscută sub numele de matricea Hessian, şi este notată

cu H:

H =











∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

· · ·
· · ·
· · ·
∂2f

∂xn∂x1

· · · · · · ∂2f
∂x2

n











. (1.4)

Exerciţiul 1.3: Calculaţi expresiile Jacobianului şi Hessianului funcţiei f(x, y, z) =

x2 + 2y3 + 7z4. Evaluaţi aceste matrice ı̂n punctul x = y = z = 0.
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1.1.4 Puncte staţionare

O condiţie necesară pentru punctele de extrem local se poate formula cu ajutorul noţiunii

de punct staţionar. Prin definiţie, punctele ı̂n care gradientul ∇f se anulează, adică

zerourile sistemului:

∂f

∂x1

(x1, x2, . . . , xn) = 0

· · · · · · · · · · · · (1.5)

∂f

∂xn

(x1, x2, . . . , xn) = 0

se numesc puncte staţionare (sau critice) ale funcţiei f (presupusă diferenţiabilă).

Exerciţiul 1.4: Ce semnificaţie geometrică au punctele staţionare ı̂n cazurile n = 1

şi, respectiv n = 2?

Un rezultat important asociat problemei găsirii punctelor de extrem este teorema

lui Fermat: Dacă f este o funcţie diferenţiabilă şi x0 este un punct de extrem local,

atunci x0 este un punct staţionar al lui f .

Exerciţiul 1.5: Ce semnificaţie geometrică are teorema lui Fermat ı̂n cazul n = 1?

1.1.5 Restricţii

In problemele practice de optimizare, există anumite restricţii impuse parametrilor, aces-

tea restrângând domeniul admisibil de căutare a minimului. O restricţie des ı̂ntâlnită este

restricţia de domeniu impusă variabilelor xi, care este de forma:

xL,i ≤ xi ≤ xU,i, (1.6)

unde xL,i şi xU,i reprezintă limite fixate, inferioară, respectiv, superioară. Aceste limite

definesc o formă paralelipipedică a domeniului de definiţie Ω. În general, există restricţii

de tip inegalitate exprimate cu ajutorul funcţiilor gi : Ω→ IR:

gi(x1, x2, . . . , xn) ≤ 0. (1.7)

Este de asemenea posibil ca ı̂ntre parametrii de optimizat să existe şi restricţii de tip

egalitate:

hj(x1, x2, . . . , xn) = 0. (1.8)

Problema minimizării cu restricţii are forma generală:

min{f(x) : gi(x) ≤ 0, i ∈ I;hj(x) = 0, j ∈ J}, (1.9)
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ı̂n care I şi J sunt mulţimi de indici.

Exerciţiul 1.6: Cum pot fi exprimate restricţiile de domeniu sub forma restricţiilor

de tip inegalitate?

Domeniul de căutare ı̂n care restricţiile sunt satisfăcute se numeşte regiune admis-

ibilă. Aceasta este partea din Ω ı̂n care sunt satisfăcute relaţiile (1.7) şi (1.8).

Optimizarea cu restricţii este mult mai dificilă decât cea fără restricţii. De multe

ori, problemele de optimizare cu restricţii sunt reformulate astfel ı̂ncât ele să se reducă la

rezolvarea unor probleme de optimizare fără restricţii.

1.1.6 Convergenţă

Pentru a compara diferite tehnici iterative de optimizare la care soluţia numerică de la

iteraţia k se calculează ı̂n funcţie de cea de la iteraţia k + 1, trebuie găsite răspunsuri la

următoarele două ı̂ntrebări:

1. Este convergentă procedura către un minim şi este acest minim unul global?

2. Care a fost rata (viteza) de convergenţă?

Valoarea Ek a funcţiei obiectiv ı̂n timpul iteraţiilor este ı̂n majoritatea cazurilor

singura mărime care reflectă progresul algoritmului de minimizare. Dacă Ek nu mai scade

un număr de iteraţii, este posibil să se fi atins un minim. Totuşi, este aproape imposibil să

se prezică dacă acest minim este unul global. Nici una din tehnicile iterative de optimizare

nu garantează convergenţa către un minim global.

Viteza relativă de convergenţă este de obicei estimată prin numărul de evaluări ale

funcţiei f necesare pentru a reduce valoarea Ek de un anumit număr de ori.

1.1.7 Probleme de optimizări vectoriale

În majoritatea problemelor, optimizarea ı̂nseamnă satisfacerea mai multor cerinţe (de

exemplu: cost minim, randament maxim, solicitări minime), aceasta ı̂nsemnând că multe

funcţii obiectiv fi(x), i = 1, . . . ,m trebuie minimizate simultan. Problema optimizării

multiobiectiv poate fi redusă la una de tipul (1.1) folosind de exemplu minimizarea ı̂n

sensul celor mai mici pătrate, sau un criteriu de tip “minimax”.

Minimizarea ı̂n sensul celor mai mici pătrate constă ı̂n minimizarea expresiei:

minimizează E =
m∑

i=1

(wifi(x))2 , (1.10)
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ı̂n care wi se numesc ponderi sau factori de penalizare al căror scop este de a pondera

importanţa diferitor obiective de minimizat.

Criteriul de tip minimax constă ı̂n minimizarea normei Ceb̂ışev, respectiv a celei

mai mari valori pentru modul:

minimizează E = max |wifi(x)| . (1.11)

Dezavantajul acestei din urmă abordări ı̂l constituie faptul că E este de obicei o funcţie

care nu este netedă, neputându-se deci defini derivatele ei ı̂n raport cu parametrii de

optimizare.

1.2 Optimizarea unidimensională

Optimizarea unidimensională corespunde cazului n = 1, problema (1.1) simplificându-se

la:

minimizeazăE = f(x), (1.12)

cu x ∈ [xL, xU ] ⊂ IR. Optimizarea reprezintă deci o căutare a minimului ı̂ntr-un interval

Ω = [xL, xU ]. Foarte multe proceduri de minimizare multidimensională se reduc la o

secvenţă de optimizări unidimensionale, şi de aceea această problemă trebuie rezolvată

eficient şi cu acurateţe.

1.2.1 Funcţii unimodale

O funcţie f de un singur argument se numeşte unimodală atunci când are un singur

minim ı̂n domeniul ei de definiţie, deci xmin este singura valoare a lui x pentru care

f(x) ≤ f(y) pentru orice y ı̂n domeniul de definiţie [xL, xU ]. Această definiţie nu face

referire la derivatele funcţiei şi de aceea ea poate fi aplicată atât funcţiilor continue cât şi

celor discontinue.

Exerciţiul 1.7: Pentru funcţiile reprezentate grafic ı̂n figurile 1.1 ÷ 1.4 stabiliţi

dacă sunt continue sau nu, respectiv dacă sunt unimodale sau nu.
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E

xx xL U

Figura 1.1: Vezi exerciţiul 1.7 .

E

xx xL U

Figura 1.2: Vezi exerciţiul 1.7 .

E

xx xL U

Figura 1.3: Vezi exerciţiul 1.7 .

E

xx xL U

Figura 1.4: Vezi exerciţiul 1.7 .

1.2.2 Funcţii convexe

O funcţie continuă este convexă dacă, pentru orice x şi y din domeniul de definiţie şi

orice λ cuprins ı̂ntre 0 şi 1, are loc inegalitatea:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (1.13)

Dacă inegalitatea este strictă, funcţia se numeşte strict convexă. Funcţia f se numeşte

concavă dacă −f este convexă.

Dacă o funcţie este convexă, atunci minimul local este de asemenea global.

Geometric, o funcţie este strict convexă dacă un segment de dreaptă care uneşte orice

două puncte de pe grafic este situat deasupra graficului.

Exerciţiul 1.8: Comentaţi convexitatea funcţiilor reprezentate grafic ı̂n figurile 1.1

÷ 1.4.
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Exerciţiul 1.9: Scrieţi 1 un program Scilab care să deseneze graficul funcţiei:

E = −|cos πx|+ 10

(

x− 1

4

)2

.

Stabiliţi dacă această funcţie este unimodală sau convexă ı̂n intervalul [0,1].

1.3 Optimizare ı̂n n dimensiuni

Dacă o funcţie reală de mai multe variabile reale este derivabilă de suficient de multe ori,

ea poate fi dezvoltată ı̂n serie Taylor:

f(x + ∆x) = f(x) + gT ∆x +
1

2
∆xTH∆x + · · · , (1.14)

unde g reprezintă vectorul Jacobian iar H reprezintă matricea Hessian.

Dacă derivatele de ordinul unu există, atunci ı̂ntr-un minim local vectorul gradient

g are toate componentele nule (conform teoremei lui Fermat). Dacă există şi derivate de

ordinul doi, matricea Hessian H este pozitiv definită ı̂n punctul de minim.

1.3.1 Curbe de nivel

În cazul bidimensional (n = 2), reprezentarea grafică a funcţiei obiectiv prin curbe de nivel

(izovalori) este foarte sugestivă. Fiecare curbă de nivel reprezintă mulţimea punctelor

pentru care f(x) este constantă.

Exerciţiul 1.10: Figura 1.5 reprezintă curbe de nivel ale funcţiei de optimizat ı̂ntr-

o problemă fără restricţii, iar figura 1.6 pentru o problemă cu restricţii.

a) Comentaţi continuitatea funcţiilor reprezentate ı̂n aceste figuri.

b) Caracterizaţi punctele A, B şi C.

Exerciţiul 1.11: Punctele staţionare nu reprezintă neaparat puncte de extrem.

Verificaţi că, pentru următoarele patru funcţii, originea (0, 0) este un punct staţionar:

f1(x, y) = xy f2(x, y) = x3 − 3xy2

f3(x, y) = x2 f4(x, y) = x2y2

1Câteva sfaturi pentru lucrul ı̂n LMN: În directorul $HOME creaţi un director numit (de exemplu)

MNIE, iar ı̂n acesta din urmă directoare numite tema1, tema2, etc. În directorul ∼/MNIE/tema1 creaţi

fişierele necesare rezolvării exerciţiilor din aceast capitol.

Pentru rezolvarea acestui exerciţiu, creaţi un fişier numit “functii.sci” ı̂n care scrieţi definiţia funcţiei

şi un fişier numit “main 1 9.sci” ı̂n care scrieţi programul Scilab pentru exerciţiul de mai sus. Pentru

trasarea propriu-zisă a graficului folosiţi funcţia Scilab fplot2d.
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A
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0
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Figura 1.5: Vezi exerciţiul 1.10

x
1

2x

A

B

30

20
10

30 20 10

domeniu
inadmisibil

domeniu inadmisibil

domeniu inadmisibil

Figura 1.6: Vezi exerciţiul 1.10

Pentru funcţia f1 se spune că originea este un punct şa deoarece există două direcţii care

trec prin origine, pentru una din direcţii originea fiind un punct de maxim, iar pentru

cealaltă, originea este un punct de minim. Figura 1.7 reprezintă graficul funcţiei f1 iar

figura 1.8 reprezintă curbele de nivel ale aceleaşi funcţii.

Pentru funcţia f2, reprezentată ı̂n figurile 1.9 şi 1.10, originea este un punct şa

maimuţă. Pentru funcţia f3, originea este un punct albie iar pentru funcţia f4 originea

este un punct ı̂ncrucişare de albii.

a) Justificaţi aceste denumiri şi caracterizaţi comportarea funcţiilor respective după

mai multe direcţii care trec prin origine.

b) Pentru cele patru funcţii, stabiliţi ı̂n care cazuri originea este punct de extrem.

Z

Y
X

Figura 1.7: Funcţia f1 de la exerciţiul

1.11 .
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Figura 1.8: Curbe de nivel ale funcţiei

f1.



1.3. Optimizare ı̂n n dimensiuni 9

Z

Y X

Figura 1.9: Funcţia f2 de la exerciţiul

1.11 .
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3.2
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-5
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-1

-1

-1
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1

1

3

3

3
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5

5

Figura 1.10: Curbe de nivel ale funcţiei

f2.

Exerciţiul 1.12: Scrieţi un program Scilab care să deseneze curbele de nivel ale

funcţiilor f3 şi f4 definite la exerciţiul anterior, precum şi graficele lor. 2

1.3.2 Unimodalitate şi convexitate

Exerciţiul 1.13: Extindeţi definiţiile de unimodaliate şi convexitate la cazul multi-

dimensional.

Exerciţiul 1.14: Scrieţi un program Scilab care să deseneze curbele de nivel ale

funcţiei obiectiv:

E =
[
10− (x1 − 2)2 − (x2 − 1)2

]2
+ (x1 − 2)2 + (x2 − 4)2

definită ı̂n regiunea x1 ∈ [−4, 6], x2 ∈ [−4, 6]. Identificaţi punctele de minim şi de maxim.

Exerciţiul 1.15: a) Reluaţi exerciţiul 1.14 presupunând că parametrii funcţiei sunt

supuşi restricţiei: x1 + x2 − 3 ≤ 0.

b) Reluaţi punctul a ı̂n cazul ı̂n care există şi restricţia suplimentară: x2 = −1.

2 Indicaţie: Folosiţi funcţiile Scilab fcontour şi fplot3d.
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Capitolul 2

Minimizări unidimensionale -

algoritmi de ordinul zero bazaţi pe

metode de căutare

Minimizarea unidimensională este o cărămidă de bază a minimizării multidimensionale.

În cadrul acestui capitol se propune testarea şi analizarea câtorva algoritmi de căutare de

ordinul zero pentru minimizare unidimensională. Un algoritm de optimizare se spune

că este de ordinul zero dacă el nu foloseşte derivate ale funcţiei de optimizat. Dacă un

astfel de algoritm are nevoie de derivate, se spune că el este de ordinul unu, doi, etc. ı̂n

funcţie de ordinul derivatelor necesare.

Există două clase de metode disponibile pentru optimizarea unidimensională:

• Funcţia de minimizat f(x) este aproximată printr-o funcţie cunoscută care poate fi

analizată pentru a i se determina minimul. De obicei, funcţia de aproximare este

un polinom de grad mic. Aceste metode se numesc metode de aproximare.

• Intervalul care conţine minimul este micşorat, prin evaluarea funcţiei f ı̂n anumite

puncte. Există câteva tehnici pentru plasarea acestor puncte. Astfel de metode se

numesc metode de căutare.

2.1 Formularea problemei

Fie f : [a, b] → IR o funcţie reală, continuă pe porţiuni. Se cere să se calculeze minimul

funcţiei f .

11
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2.2 Metoda reţelei

2.2.1 Principiul metodei

Cea mai simplă metodă pentru determinarea aproximativă a minimului global al funcţiei

f (numită uneori “metoda reţelei”) constă ı̂n ı̂mpărţirea intervalului [a, b] ı̂n n subintervale

egale prin punctele xi = a+ i ∗ h, i = 0, . . . , n, h = (b− a)/n. Se calculează valorile f(xi)

şi se selectează valoarea minimă.

Evident, pentru a putea “prinde” toate variaţiile semnificative ale funcţiei f se im-

pune ca pasul h să fie suficient de mic.

2.2.2 Algoritmul metodei

Algoritmul acestei metode este următorul:

funcţie met retelei(real a, b, funcţie f , ı̂ntreg n)

h = (b− a)/n
minim = f(b)

pentru i = 0 : n− 1

x = a+ ih

val = f(x)

dacă (val < minim)

minim = val;

ı̂ntoarce minim

Exerciţiul 2.1: a) Scrieţi funcţia Scilab de tipul:

function rez = met retelei(a,b,f,n)

care implementează algoritmul de mai sus.

b) Scrieţi ı̂ntr-un fişier definiţiile următoarelor funcţii:

f1(x) =
x2

2
lnx− x2

4
− x

f2(x) =

√

cos (x2 − 1) + x2

(3x2 + 17)1/3

f3(x) =

√

0.005x+ 100
20.1 + 2x

20.1 + 400x

c) Scrieţi un program Scilab care să determine minimele funcţiilor f1 : [1, 3] → IR,

f2 : [0, 5]→ IR, f3 : [20, 35]→ IR. Pentru verificare, reprezentaţi graficele acestor funcţii.
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Exerciţiul 2.2: Imaginaţi un exemplu de funcţie (grafic), pentru care metoda reţelei

(pentru un anumit număr de puncte), ar eşua.

2.2.3 Acurateţe şi efort de calcul

Să presupunem că xk este punctul de minim obţinut cu metoda reţelei. Dacă funcţia

f este unimodală, atunci rezultă că minimul adevărat se află ı̂n intervalul [xk−1, xk+1].

Intervalul care ı̂ncadrează minimul se numeşte interval de incertitudine. Să notăm

lungimea lui cu l. Acurateţea evaluării minimului poate fi dată de mărimea l/(b− a). În

cazul metodei reţelei, l = 2h = 2(b− a)/n.

Pentru a atinge o eroare impusă ε = 10−m (m ∈ IN), rezultă că intervalul [a, b] trebuie

discretizat ı̂n n = 2 · 10m subintervale, deoarece:

2h

b− a ≤ ε =⇒ 2

n
≤ ε =⇒ n ≥ 2

ε
= 2 · 10m

Efortul de calcul este dat de numărul de evaluări de funcţii: n+ 1 = 2 · 10m + 1 ≈ 2 · 10m.

Exerciţiul 2.3: Alegeţi o funcţie unimodală dintre funcţiile test definite ı̂n exerciţiul

2.1 . Pentru ea, contorizaţi efortul de calcul (folosiţi funcţia Scilab timer) necesar atin-

gerii unei precizii de 10−1 (n = 20), 10−2 (n = 200), 10−3, 10−4. Completaţi un tabel de

tipul:

eroare 10−1 10−2 10−3 10−3

n 20 200 2000 20000

timp [s]

Reprezentaţi grafic curba timp(n) şi verificaţi că este liniară.

2.3 Metoda Fibonacci

Efortul de căutare a extremelor poate fi redus numai dacă se cunosc mai multe date

referitoare la funcţie. De exemplu, dacă f este o funcţie unimodală, atunci se ştie că

utilizarea numerelor Fibonacci minimizează efortul de obţinere a optimului.

Şirul lui Fibonacci este şirul definit prin:

a0 = a1 = 1

an = an−1 + an−2 n = 2, 3, . . . (2.1)
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Exerciţiul 2.4: Scrieţi o funcţie Scilab de tipul a = numere fibonacci(n) care să

ı̂ntoarcă un vector de dimensiune n conţinând şirul Fibonacci ı̂ntre 1 şi n (valoarea a0 = 1

nu este conţinută ı̂n şir).

Exerciţiul 2.5: Folosind funcţia de la exerciţiul 2.4 , enumeraţi primele 15 numere

din şirul Fibonacci.

Exerciţiul 2.6: Demonstraţi 1 că şirul
{

an−1

an

}

converge către valoarea 0.62.

2.3.1 Principiul metodei

Dacă o funcţie este unimodală şi xa < xb sunt două puncte situate de aceeaşi parte

a punctului de minim xmin, cel care se găseşte cel mai aproape de xmin furnizează o

aproximaţie mai bună. Sunt deci adevărate implicaţile:

xa < xb < xmin ⇒ f(xb) < f(xa),

xmin < xa < xb ⇒ f(xa) < f(xb).

Fie I = (c, d) intervalul de incertitudine al soluţiei numerice şi fie xa < xb două

puncte din acest interval. Dacă f(xa) < f(xb) atunci punctul de minim nu se poate

găsi la dreapta lui xb. De aceea [xb, d) se poate elimina şi astfel găsim un interval de

incertitudine mai mic. Dacă f(xa) > f(xb) atunci punctul de minim nu poate fi la stânga

lui xa şi deci (c, xa] se poate elimina. Dacă f(xa) = f(xb) atunci intervalele (c, xa] şi [xb, d)

pot fi eliminate.

Ipoteza de unimodalitate permite micşorarea succesivă a intervalului de incertitudine,

până se obţine o ı̂ncadrare a punctului de minim suficient de mică pentru a considera

eroarea de aproximare acceptabilă.

Să considerăm intervalul de incertitudine Ik = (c, d) = (xL,k, xU,k) şi, ı̂n mod arbitrar

să inserăm două puncte de evaluare xa,k şi xb,k (figura 2.1). La următoarea iteraţie,

intervalul va fi Ik+1, plasat la dreapta sau stânga, ı̂n funcţie de valorile f(xa,k) şi f(xb,k).

Din punct de vedere al numărului de evaluări de funcţii, căutarea ar fi eficientă dacă unul

din viitoarele puncte de evaluare xa,k+1 şi xb,k+1 ar fi unul din punctele xa,k şi xb,k. De

exemplu să presupunem că Ik+1 = Ik+1,R = (xa,k, xU,k). Atunci, punctul xb,k, care a fost

deja evaluat, se află ı̂n interiorul noului interval de incertitudine. În consecinţă, vom alege

xa,k+1 = xb,k, fiind necesară inserarea unui singur punct nou xb,k+1.

Cum trebuie inserate punctele de căutare? Deoarece minimul poate fi ı̂n intervalul

Ik+1,L sau Ik+1,R, ele trebuie să fie egale. Rezultă că există relaţia (vezi figura 2.1):

Ik = Ik+1 + Ik+2 (2.2)

1 Indicaţie: Împărţiţi relaţia de definiţie la an−1 şi apoi treceţi la limită relaţia obţinută pentru n→∞.
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f

x
x
b,k

x
a,k

x
L,k

x
U,k

x
b,k+1

Ik

Ik+1

k+1

k+2I

L

R

L

I k+2I
R

Figura 2.1: Căutarea ı̂n intervalul Ik (R = dreapta, L = stânga)

Pentru a determina lungimile intervalelor Ik vom face un raţionament legat de modul ı̂n

care trebuie să se termine căutarea. Ultimul interval de căutare trebuie ı̂mpărţit ı̂n două şi

nu ı̂n trei, adică punctele xa şi xb trebuie să coincidă. Dacă se impune o anumită lungime

ultimului interval de căutare In (de exemplu acesta să fie o anumită fracţiune din intervalul

iniţial de căutare), atunci din relaţia (2.2) se pot determina lungimile intervalelor de

căutare anterioare I1, I2, . . ., In−1. La final, este creat şi intervalul In+1 de lungime egală

cu intervalul In, dar care nu este folosit decât pentru a determina lungimile intervalelor

anterioare:

In+1 = In

In−1 = In + In+1 = 2In

In−2 = In−1 + In = 3In

In−3 = In−2 + In−1 = 5In

In−4 = In−3 + In−2 = 8In

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Şirul de coeficienţi 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,. . . este şirul lui Fibonacci şi de aceea

căutarea bazată pe această idee se numeşte căutare Fibonacci. Dacă notăm acest şir cu

an, se observă că există următoarea relaţie ı̂ntre lungimea intervalului final In şi lungimea

intervalului iniţial I1:
In
I1

=
1

an

(2.3)

După 11 evaluări de funcţii reducerea intervalului de căutare este de 1/144. Se poate

arăta că, dintre metodele care cer un număr fixat de evaluări de funcţii, metoda Fibonacci



16 MINIMIZĂRI UNIDIMENSIONALE - METODE DE CĂUTARE

realizează cea mai mare micşorare a intervalului de căutare. Eficienţa ei este ı̂nsă mai

mică decât a unei metode de ordin superior, bazate pe evaluarea derivatei.

Exerciţiul 2.7: a) Arătaţi că Ik/Ik+1 = an−k+1/an−k.

b) Exprimaţi Ik+2 ı̂n funcţie de Ik+1 (această relaţie vă va fi utilă ı̂n ı̂nţelegerea

algoritmului de mai jos).

Principalul dezavantaj al metodei Fibonacci este acela că numărul de evaluări de

funcţii trebuie specificat la ı̂nceputul algoritmului. Dacă se cere ca valoarea funcţiei să

scadă de un anumit număr de ori faţă de valoarea iniţială, atunci numărul de evaluări nu

poate fi estimat.

2.3.2 Algoritmul metodei

Algoritmul descris ı̂n paragraful anterior este prezentat ı̂n următorul pseudocod:

funcţie [real x min,tol x,f min] = met fibonacci(real la, lb, funcţie f , ı̂ntreg n)

; calculează numerele Fibonacci ı̂ntre 1 şi n

a = numere fibonacci(n)

xL(1) = la

xU(1) = lb

I(1) = lb− la
xa(1) = xU(1)− a(n− 1)/a(n) ∗ I(1)

xb(1) = xL(1) + a(n− 1)/a(n) ∗ I(1)

fa(1) = f(xa(1))

fb(1) = f(xb(1))

k = 1

cât timp (k < n− 1)

I(k + 1) = I(k) ∗ a(n− k)/a(n− k + 1)

dacă (fa(k) <= fb(k)) atunci

xL(k + 1) = xL(k)

xU(k + 1) = xb(k)

xa(k + 1) = xU(k + 1)− a(n− k − 1)/a(n− k) ∗ I(k + 1)

xb(k + 1) = xa(k)

fa(k + 1) = f(xa(k + 1))

fb(k + 1) = fa(k)

altfel

xL(k + 1) = xa(k)

xU(k + 1) = xU(k)

xb(k + 1) = xL(k + 1) + a(n− k − 1)/a(n− k) ∗ I(k + 1)
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xa(k + 1) = xb(k)

fa(k + 1) = fb(k)

fb(k + 1) = f(xb(k + 1))

k = k + 1

I(k + 1) = I(k) ∗ a(n− k)/a(n− k + 1)

x min = xa(n− 1)

tol x= I(1)/a(n)

f min = fa(n− 1)

retur

Exerciţiul 2.8: a) Care este semnificaţia variabilelor folosite ı̂n algoritmul Fi-

bonacci?

b) Transcrieţi algoritmul de mai sus ı̂n Scilab.

Exerciţiul 2.9: a) Verificaţi corectitudinea codului Scilab pentru algoritmul Fi-

bonacci minimizând funcţia f(x) = x2, folosind drept prim interval de incertitudine

(−5, 15) şi n = 7. Rezultatul trebuie să fie: xmin ± tolix = −0.238± 0.95, fmin ≤ 0.0566.

b) Pentru a observa cum s-a desfăşurat căutarea, completaţi următorul tabel:

k xL(k) xU(k) xa(k) xb(k) fa(k) fb(k) L/R ?

1 -5 15

2

3

4

5

6 -1.19 0.714 -0.238 -0.238 0.0566 0.0566 –

2.3.3 Acurateţe şi efort de calcul

Exerciţiul 2.10: Estimaţi experimental dependenţa dintre acurateţe (ştiind că minimul

exact este xmin = 0, fmin = 0) şi efortul de calcul pentru minimizarea funcţiei de la

exerciţiul 2.9 . Completaţi un tabel de tipul următor:

n x min tol x f min timp [s]

10

25

50

75

100
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Reprezentaţi grafic dependenţa celor trei parametri ce descriu acurateţea (xmin, tol x, fmin)

ı̂n funcţie de timpul de calcul.

2.4 Metoda secţiunii de aur

2.4.1 Principiul metodei

Plasarea primelor două puncte de căutare xa şi xb ı̂n cazul metodei Fibonacci depinde

de numărul de evaluări de funcţii. Odată specificat acest număr lungimile intervalelor de

incertitudine se deduc din relaţia (2.2) şi condiţia ca pentru ultimul interval de căutare

punctele xa şi xb să coincidă.

Dacă nu este pusă o astfel de condiţie, trebuie găsit un alt criteriu pentru deter-

minarea lungimii intervalelor de căutare. Vom considera şi acum că relaţia (2.2) este

satisfăcută. Un astfel de criteriu ar putea fi acela ca raportul dintre două intervale succe-

sive de căutare să fie constant, adică

Ik
Ik+1

=
Ik+1

Ik+2

= K. (2.4)

Rezultă că
Ik
Ik+2

= K2. (2.5)

Împărţind ecuaţia (2.2) cu Ik+2, rezultă că

Ik
Ik+2

=
Ik+1

Ik+2

+ 1. (2.6)

Înlocuind (2.4) şi (2.5) ı̂n ecuaţia (2.6), rezultă că

K2 = K + 1, (2.7)

ale cărei soluţii sunt

K =
1±
√

5

2
. (2.8)

Luând numai radacina pozitivă, rezultă K = 1.618034.

O căutare bazată pe această schemă se numeşte secţiunea de aur deoarece ı̂mpărţirea

unui interval astfel ı̂ncât raportul dintre cel mai mic subinterval la cel mai mare este egal

cu raportul dintre cel mai mare subinterval la intervalul ı̂ntreg este cunoscută sub această

denumire.
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2.4.2 Algoritmul metodei

Algoritmul metodei este următorul:

funcţie [real x min,tol x,f min] = met sectiunii aur(real la, lb, funcţie f , real EPS)

K GOLDEN = (sqrt(5) + 1)/2

xL(1) = la

xU(1) = lb

I(1) = lb− la
xa(1) = xU(1)− I(1)/K GOLDEN

xb(1) = xL(1) + I(1)/K GOLDEN

fa(1) = f(xa(1))

fb(1) = f(xb(1))

k = 1

cât timp (I(k) > EPS)

I(k + 1) = I(k)/K GOLDEN

dacă (fa(k) <= fb(k)) atunci

xL(k + 1) = xL(k)

xU(k + 1) = xb(k)

xa(k + 1) = xU(k + 1)− I(k + 1)/K GOLDEN

xb(k + 1) = xa(k)

fa(k + 1) = f(xa(k + 1))

fb(k + 1) = fa(k)

altfel

xL(k + 1) = xa(k)

xU(k + 1) = xU(k)

xb(k + 1) = xL(k + 1) + I(k + 1)/K GOLDEN

xa(k + 1) = xb(k)

fa(k + 1) = fb(k)

fb(k + 1) = f(xb(k + 1))

k = k + 1

n = k

x min = (xL(n) + xU(n))/2

tol x= I(1)/(K GOLDEN(n−1))

dacă (fa(n) <= fb(n)) atunci

f min = fa(n)

altfel

f min = fb(n)

retur
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Exerciţiul 2.11: a) Comparaţi algoritmul metodei secţiunii de aur cu algoritmul

metodei Fibonacci (instrucţiuni, criteriu de oprire).

b) Implementaţi algoritmul metodei secţiunii de aur ı̂n Scilab.

Exerciţiul 2.12: a) Verificaţi corectitudinea codului Scilab pentru metoda secţiunii

de aur, minimizând funcţia f(x) = x2, folosind drept prim interval de incertitudine

(−5, 15) şi EPS = 1.6. Rezultatul trebuie să fie: xmin±tol x = 0.278±1.11, fmin ≤ 0.0216.

b) Pentru a observa cum s-a desfăşurat căutarea, completaţi următorul tabel:

k xL(k) xU(k) xa(k) xb(k) fa(k) fb(k) L/R ?

1 -5 15

2

3

4

5

6

7 -0.27 0.83 0.14 0.41 0.021 0.168 –

2.4.3 Acurateţe şi efort de calcul

Exerciţiul 2.13: Estimaţi experimental dependenţa dintre acurateţe şi efortul de calcul

pentru metoda secţiunii de aur ı̂n cazul funcţiei f(x) = x2, completând un tabel de tipul

următor:

EPS x min tol x f min n timp [s]

1

0.1

0.01

0.001

% eps

2.4.4 Comparaţie cu metoda Fibonacci

Se poate deduce o relaţie ı̂ntre numerele Fibonacci şi constanta K. Pentru un număr

mare n de evaluări are loc

an ≈
Kn+1

√
5
. (2.9)

Reducerea intervalului ı̂n cazul metodei Fibonacci este ı̂n consecinţă

RF =
In
I1

=
1

an

=

√
5

Kn+1
. (2.10)
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În cazul metodei secţiunii de aur, reducerea intervalului este

RGS =
In
I1

=
1

Kn−1
. (2.11)

Rezultă că
RGS

RF

=
K2

√
5
≈ 1.17. (2.12)

Rezultă deci că intervalul final de incertitudine ı̂n cazul metodei Fibonacci este mai mic

decât ı̂n cazul metodei secţiunii de aur cu 17% (pentru acelaşi număr de evaluări de

funcţii). Aceast avantaj se obţine ı̂nsă pe baza specificării ı̂n avans a numărului de evaluări

de funcţii.
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Capitolul 3

Minimizări unidimensionale -

algoritmi de ordinul unu bazaţi pe

metode de aproximare polinomială

Aceast capitol se referă la domeniul relativ simplu al minimizărilor unidimensionale. Se

va presupune că printr-o metodă de decizie preliminară se poate desemna vecinătatea

minimului “de interes” şi că pe aceasta funcţia de minimizat este unimodală (vezi figura

3.1). În capitolul anterioar s-a studiat eficienţa metodelor de ordinul zero, unde minimul

era căutat prin generarea iterativă a unor puncte care restrângeau treptat intervalul de

incertitudine. Aplicarea acestei categorii de metode (bazată doar pe evaluarea funcţiei

nu şi a derivatelor sale) conduce – mai devreme sau mai târziu – la găsirea minimului,

indiferent de gradul de netezime a funcţiei.

f

xvecinatatea 
  minimului
   cautat

Figura 3.1: Intervalul care conţine minimul căutat a fost deja determinat.

În cazul ı̂n care funcţia de minimizat posedă un anumit grad de netezime, se pot

aplica tehnici mai eficiente – care găsesc minimul ı̂ntr-un număr mai mic de paşi – dar

care, pe de altă parte, necesită şi evaluări ale derivatei funcţiei. Tehnicile din această

23
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categorie se bazează ı̂n general pe aproximarea locală a profilului funcţiei cu o funcţie

polinomială de grad mic, căreia i se poate determina uşor minimul. Algoritmii prezentaţi

ı̂n aceast capitol sunt deci de ordinul unu (necesită evaluarea primei derivate) şi aparţin

clasei metodelor de aproximare polinomială.

3.1 Formularea problemei

Fie f : [a, b] → IR o funcţie reală, derivabilă. Se cere să se calculeze minimul funcţiei f ,

plecând din vecinătatea acestuia.

3.2 Metoda falsei poziţii (aproximării parabolice)

3.2.1 Principiul metodei

Principiul metodei constă ı̂n aproximarea funcţiei de minimizat, ı̂n jurul punctului de

minim, cu o parabolă şi alegerea minimului parabolei ca fiind o aproximare pentru minimul

căutat. Procesul continuă iterativ până când derivata funcţiei ajunge să fie neglijabilă ı̂n

minimul aproximativ.

Vom nota cu x1, x2, . . .xk şirul aproximaţiilor minimului. Pentru a găsi aproximaţia

xk+1 se construieşte o funcţie q(x) pătratică (polinom de gradul doi) care să aproximeze

funcţia f de minimizat ı̂n jurul punctului xk. Pentru această funcţie q se pune condiţia ca

valorile: q(xk), q
′(xk), q

′′(xk) să fie egale cu cele corespunzătoare ale lui f , f ′ şi respectiv

f ′′ ı̂n xk. Se poate scrie:

q(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
1

2
f ′′(xk)(x− xk)

2. (3.1)

Exerciţiul 3.1: Cum a fost dedusă relaţia de mai sus ?

Exerciţiul 3.2: De ce a fost impusă condiţia de egalitate pentru trei valori? Daţi

exemple de alte seturi de condiţii similare (care să asigure aceeaşi proprietate pentru q).

Bazându-ne pe această aproximare locală a funcţiei f , se poate obţine o estimare

“̂ımbunătăţită” a minimului acesteia, punând condiţia ca ı̂n xk+1 derivata ı̂ntâi a lui q să

se anuleze.

Exerciţiul 3.3: Comentaţi afirmaţia anterioară. Cum credeţi că trebuie ales x-ul

iniţial ?

Avem deci:

0 = q′(xk+1) = f ′(xk) + f ′′(xk)(xk+1 − xk) , (3.2)
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de unde:

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
. (3.3)

x

f q

xk+1xk xk-1

Figura 3.2: Metoda aproximării parabolice.

Relaţia (3.3) descrie un proces iterativ care conduce ı̂n general la obţinerea rapidă a

unei bune aproximaţii pentru minimul lui f dacă iniţializarea este suficient de bună (vezi

şi figura 3.2). Însă, după cum se poate observa, este implicat aici şi calculul derivatei a

doua care, uneori, este prohibitiv din punct de vedere al resurselor necesare. Derivata a

doua ı̂n xk poate fi aproximată prin diferenţe finite ı̂n funcţie de derivatele ı̂ntâi ı̂n două

puncte, de exemplu ı̂n xk−1 şi xk, ceea ce conduce la

xk+1 = xk − f ′(xk)

[
xk−1 − xk

f ′(xk−1)− f ′(xk)

]

. (3.4)

Procesul iterativ (3.4) descrie metoda aproximării parabolice. Acesta este un

procedeu cu doi paşi (xk+1 este calculat ı̂n funcţie de xk şi xk−1), de ordinul ı̂ntâi (este

necesară derivata de ordinul unu). În funcţie de calitatea estimărilor iniţiale x1 şi x2,

iteraţiile pot conduce spre minimul căutat, sau spre un punct staţionar (maxim sau punct

de inflexiune) nedorit. Pentru a evita această ultimă situaţie, algoritmul de bază ar trebui

completat cu paşi suplimentari de testare şi corectare

Exerciţiul 3.4: Cum aţi concepe astfel de paşi care testează soluţia numerică

obţinută prin metoda aproximării parabolice?

Observaţie: Formula obţinută nu implică evaluarea funcţiei f , deci poate fi privită şi

ca o metodă pentru rezolvarea problemei: f ′(x) ≡ g(x) = 0. Metoda Newton de rezolvare

a ecuaţiilor neliniare adaptată pentru minimizarea funcţiei f conduce la o metodă de

minimizare cu un pas (xk+1 se calculează numai ı̂n funcţie de xk), dar de ordinul doi (este

necesar calculul derivatei a doua)1.

1În iteraţiile Newton xk+1 = xk − g(xk)/g′(xk) = xk − f ′(xk)/f ′′(xk).
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O altă variantă se obţine prin interpolarea parabolică pe ultimii trei paşi:

g(x) =
(x− xk−1)(x− xk−2)

(xk − xk−1)(xk − xk−2)
f(xk) +

(x− xk)(x− xk−2)

(xk−1 − xk)(xk−1 − xk−2)
f(xk−1) +

+
(x− xk)(x− xk−1)

(xk−2 − xk)(xk−2 − xk−1)
f(xk−2), (3.5)

iar soluţia de la iteraţia k + 1 se obţine prin rezolvarea ecuaţiei de gradul ı̂ntâi g′(x) = 0.

Se obţine astfel o metodă de minimizare numită a interpolării parabolice, de ordinul

zero, ı̂n trei paşi, care are dezavantajul că necesită o iniţializare triplă (de exemplu x1 = a,

x2 = b, x3 = (a+ b)/2).

3.2.2 Algoritmul metodei

Metoda aproximării parabolice de ordinul unu este prezentată ı̂n următorul pseudocod:

funcţie [real x min,f min, ı̂ntreg n iter] = parabol func(real x1, x2,

funcţie f , funcţie f der, ı̂ntreg NMAX, real EPS)

stopval = 1.e+ 4

fdvec(1) = f der(x1)

x(1) = x1

fdvec(2) = f der(x2)

x(2) = x2

k = 2

cât timp (k ≤NMAX şi stopval ≥ EPS)

x(k + 1) = x(k)− fdvec(k) ∗ (x(k − 1)− x(k))/(fdvec(k − 1)− fdvec(k))

fdvec(k + 1) = f der(x(k + 1))

stopval = |fdvec(k + 1)|
k = k + 1

x min = x(k)

f min = f(x(k))

n iter = k − 2

retur

Exerciţiul 3.5: a) Care este semnificaţia variabilelor folosite mai sus? Care este

efortul de calcul la fiecare iteraţie, exprimat ı̂n numărul de evaluări ale funcţiei sau

derivatei ?

b) Cum va trebui modificat algoritmul pentru a evita memorarea tablourilor x şi fdvec?

c) Transcrieţi algoritmul de mai sus ı̂n Scilab.
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Exerciţiul 3.6: a) Verificaţi corectitudinea codului scris ı̂n exerciţiul anterior, con-

siderând funcţia f(x) = sin(x− π
2
). Folosind x1 = −2.0, x2 = 1.0, EPS = 10−2 ar trebui

să obţineţi n iter = 3, f min = −0.9999991, x min = −0.0013147. Schimbaţi ı̂ntre ele

valorile iniţiale şi repetaţi testul. Comentaţi.

b) Repetaţi punctul a) pentru aceeaşi funcţie, dar luând perechea valorilor iniţiale

ca fiind: −2.5 şi 2.0, sau −3.0 şi 2.0. Ce se ı̂ntâmplă dacă x1, x2 sunt −3.5 şi 2.0 ?

Comentaţi.

c) Observaţi 2 cum evoluează x(k) ı̂n timpul iteraţiilor pentru testele efectuate la

punctele a) şi b).

3.2.3 Efort de calcul

Exerciţiul 3.7: a) Minimizaţi funcţia f(x) = − ln x
2

+x2

4
+x, folosind algoritmul aproximării

parabolice şi iniţializarea x1 = 0.1, x2 = 1. Estimaţi experimental acurateţea şi efortul

de calcul al minimului (contorizând numărul de iteraţii şi timpul de calcul), ı̂n funcţie de

valoarea parametrului EPS. Reprezentaţi grafic variaţia timpului de calcul şi a numărului

de iteraţii ı̂n funcţie de EPS.

b) Observaţi ce se ı̂ntâmplă ı̂n cazul x1 = 0.1, x2 = 2.

3.3 Metoda aproximării cubice

3.3.1 Principiul metodei

Principiul acestei metode este acelaşi cu cel al metodei aproximării parabolice, singura

diferenţă fiind aceea că aproximarea locală a funcţiei de minimizat se face cu un poli-

nom de gradul trei. Noua aproximare a minimului xk+1 depinde de asemenea de două

puncte anterioare xk şi xk−1 şi de valorile: f(xk−1), f
′(xk−1), f(xk), f

′(xk). Calculele

corespunzătoare conduc la

xk+1 = xk − (xk − xk−1)

[
f ′(xk) + u2 − u1

f ′(xk)− f ′(xk−1) + 2u2

]

, (3.6)

unde

u1 = f ′(xk−1) + f ′(xk)− 3
f(xk−1)− f(xk)

xk−1 − xk

, (3.7)

u2 =
√

u2
1 − f ′(xk−1)f ′(xk). (3.8)

2Câteva sfaturi: reprezentaţi grafic funcţia pe care o testaţi ı̂n intervalul (x1, x2). Folosiţi pentru

aceasta funcţia Scilab fplot2d. Această reprezentare grafică vă va ajuta să identificaţi miminul, să

observaţi dacă funcţia este unimodală, sau dacă are şi alte extreme.
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Exerciţiul 3.8: a) Deduceţi relaţia de mai sus.

b) Care sunt diferenţele esenţiale faţă de metoda aproximaţiei parabolice?

3.3.2 Algoritmul metodei

Algoritmul metodei aproximării cubince de ordinul unu este prezentat ı̂n următorul pseu-

docod:

funcţie [real x min,f min, ı̂ntreg n iter] = cubic func(real x1, x2,

funcţie f , funcţie f der, ı̂ntreg NMAX, real EPS)

stopval = 1.e+ 4

fvec(1) = f(x1)

fdvec(1) = f der(x1)

x(1) = x1

fvec(2) = f(x2)

fdvec(2) = f der(x2)

x(2) = x2

k = 2

cât timp (k ≤ NMAX şi stopval ≥ EPS)

u 1 = fdvec(k − 1) + fdvec(k)− 3(fvec(k − 1)− fvec(k))/(x(k − 1)− x(k))
u 2 =

√

u12 − fdvec(k − 1) · fdvec(k)

x(k + 1) = x(k)− [x(k)− x(k − 1)]·
(fdvec(k) + u2− u1)/(fdvec(k)− fdvec(k − 1) + 2u2)

fvec(k + 1) = f(x(k + 1))

fdvec(k + 1) = f der(x(k + 1))

stopval = |fdvec(k + 1)|
k = k + 1

x min = x(k)

f min = f(x(k))

n iter = k − 2

retur

Exerciţiul 3.9: a) Care este semnificaţia variabilelor folosite mai sus? Care este

efortul de calcul la fiecare iteraţie, exprimat ı̂n funcţie de numărul de evaluări ale funcţiei

şi/sau sau derivatei? Comparaţi cu metoda aproximării parabolice.

b) Transcrieţi algoritmul de mai sus ı̂n Scilab.
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3.3.3 Acurateţe şi efort de calcul

Exerciţiul 3.10: a) Verificaţi corectitudinea codului scris la exerciţiul 3.9 , considerând

funcţia f(x) = sin(x − π
2
). Folosind x1 = −2.0, x2 = 1.0 EPS = 10−2 ar trebui să

obţineţi n iter = 5, f min = −0.9999954, x min = −0.0030458. Inversaţi valorile iniţiale

şi repetaţi testul.

b) Pentru aceste situaţii, comparaţi eficienţa şi acurateţea cu cea a algoritmului

aproximării parabolice. Care algoritm este mai rapid convergent (din următoarele puncte

de vedere: număr de iteraţii, număr de evaluări de funcţii, timp de calcul)?
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Capitolul 4

Aplicaţie la minimizările

unidimensionale. Determinarea

indicelui de calitate al unui magnet

permanent

Aceast capitol urmăreşte aplicarea metodelor de optimizare ı̂nvăţate până acum pentru

dimensionarea unui magnet permanent, astfel ı̂ncât indicele său de calitate să fie maxim1.

4.1 Descrierea problemei de optimizare

Magneţii permanenţi sunt ı̂n general utilizaţi pentru producerea unei inducţii magnetice

ı̂ntr-un ı̂ntrefier de dimensiuni date.

Să considerăm magnetul permanent de forma celui din figura 4.2. Să presupunem

că dimensiunile ı̂ntrefierului (arie şi lungime) sunt date şi se doreşte obţinerea unei anu-

mite valori a inducţiei magnetice Be cunoscute ı̂n ı̂ntrefier. Să se determine dimensiunile

geometrice şi tipul materialului magnetului astfel ı̂ncât costul magnetului să fie minim.

1Temă pentru studenţi – Concepeţi un referat scris (se recomandă ı̂n Latex) care să reflecte modul

ı̂n care s-au comportat metodele de optimizare studiate până acum ı̂n rezolvarea acestei probleme. Vă

recomandăm ca acest referat să fie bazat pe răspunsurile la exerciţiile şi ı̂ntrebările din acest capitol.

Fiecare student ı̂şi va alege din figura 4.1 o curbă pentru care va determina indicele de calitate, aşa

cum se specifică ı̂n subparagrafele următoare.
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Figura 4.1: Caracteristici de material pentru materiale magnetic dure
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Figura 4.2: Magnet permanent

Tipul magnetului se va alege unul din cele descrise de curbele din figura 4.1 (Observaţie:

1 T = 104 Gs, 1 A/m = 4π10−3 Oe.)2.

4.2 Formularea problemei de optimizare

Pentru a putea formula problema ca o problemă de optimizare, trebuie făcute mai ı̂ntâi

câteva raţionamente legate de câmpul magnetic.

Vom presupune mai ı̂ntâi că modulul câmpului magnetic este constant ı̂n interiorul

magnetului (valoare notată Bi) iar ı̂n ı̂ntrefier vom presupune câmpul magnetic ca fiind

uniform (de modul Be). Restul câmpului de dispersie ı̂l vom neglija.

Din legea fluxului magnetic rezultă că

BeAe = BiAi. (4.1)

Exerciţiul 4.1: a) Ce reprezintă Ae, Ai ı̂n formula (4.1)?

b) Indicaţi suprafaţa pe care a fost aplicată legea fluxului magnetic.

Din teorema lui Ampère rezultă că

HeLe = −HiLi. (4.2)

Exerciţiul 4.2: a) Ce reprezintă Le, Li ı̂n formula (4.2)?

b) Ce reprezintă He, Hi ı̂n formula (4.2)?

c) Explicaţi cum a fost dedusă relaţia (4.2).

2Valoarea citită ı̂n diviziuni pe scara inducţiei ı̂mpărţită la 10 dă valoarea ı̂n T, iar valoarea citită ı̂n

diviziuni pe scara intensităţii ı̂mpărţită la 12.5 dă valoarea ı̂n kA/m.
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Vom nota cu vi şi ve volumele materialului magnetic şi ı̂ntrefierului. Rezultă atunci

că:

vi = LiAi, (4.3)

ve = LeAe. (4.4)

Exerciţiul 4.3: Ce ipoteze se fac pentru a putea scrie relaţiile (4.3) şi (4.4)?

Folosind relaţiile de mai sus, rezultă

vi

ve

= − B2
e

µ0BiHi

. (4.5)

Exerciţiul 4.4: Explicaţi cum a fost dedusă relaţia (4.5).

Din relaţia (4.5) rezultă că, la valori date ve şi Be ı̂n ı̂ntrefier, volumul vi al materi-

alului magnetic (care este direct proporţional cu costul magnetului) este cu atât mai mic

cu cât produsul BiHi este mai mare. Valoarea maximă a produsului BiHi = (BH)max

măsurat ı̂n J/m3 este o mărime ce caracterizează materialele magnetic dure şi se numeşte

indice de calitate al magnetului.

Problema de optimizare se reduce astfel la alegerea unui punct pe caracteristica de

material B-H din cadranul doi care să aibă un produs BH cât mai mare.

Exerciţiul 4.5: Explicaţi de ce magneţii permanenţi “funcţionează ı̂n cadranul

doi”? Dintre materialele descrise ı̂n figura 4.1, care este materialul cu indice de cali-

tate cel mai mare?

Observaţie:

În figura 4.1 sunt desenate cu linie ı̂ntreruptă curbele de BH constant. Punctele

marcate cu cerculeţ pe fiecare curba B-H sunt punctele ı̂n care produsul BH este maxim.

De exemplu materialul Alnico 1500 are indicele de calitate 8 MGsOe.

4.2.1 Aproximarea curbei de material cu ajutorul unei expresii

analitice

Ecuaţia curbei B(H) din cadranul doi, a materialului din care se confecţionează magneţii

permanenţi se poate aproxima cu

B =
H +Hc

H
Bs

+ Hc

Br

, (4.6)

ı̂n care Hc este intensitatea câmpului magnetic coercitiv, Br este inducţia magnetică

remanentă şi Bs este inducţia magnetică de saturaţie.
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Exerciţiul 4.6: Determinaţi Bs astfel ı̂ncât curba de magnetizare aleasă din figura

4.1 şi cea dată de relaţia (4.6) să aibă un punct comun pentru B = Br/2.

Exerciţiul 4.7: a) Determinaţi analitic maximul expresiei BH. Fie Bm şi Hm

coordonatele de pe curba B-H coordonatele de pe curba B-H pentru care se asigură acest

maxim. Observaţi ce relaţie există ı̂ntre Bm/Hm şi Br/Hc. Care este interpretarea grafică

a punctului (Bm, Hm)?

b) Reprezentaţi grafic BH = f(H) pentru H ∈ [−Hc, 0].

c) Aplicaţi funcţiei f toate metodele de optimizare ı̂nvăţate: Fibonacci, secţiunea de

aur, metoda aproximării parabolice, metoda aproximării cubice. Analizaţi acurateţea şi

efortul de calcul.

4.2.2 Aproximarea liniară pe porţiuni a curbei de material

Exerciţiul 4.8: Determinaţi indicele de calitate al unui material folosind o aproximare

liniară pe porţiuni a curbei B(H) construită astfel ı̂ncât să se abată cât mai puţin de la

curba din figura 4.1. Comparaţi rezultatele obţinute cu cele din cazul anterior, ı̂n care

curba de material a fost aproximată cu o relaţie analitică. Comparaţi ı̂ntre ele valorile

Bm/Hm şi Br/Hc.

Exerciţiul 4.9: Comparaţi rezultatele cu valorile indicate ı̂n figura 4.1.

Exerciţiul 4.10: Aplicaţie numerică: Ae = 1 cm2, Le = 5 mm, Be = 1 T. Să se

determine Ai şi Li astfel ı̂ncât volumul magnetului să fie minim.

4.3 Proiectarea circuitelor magnetice cu magneţi per-

manenţi

Deoarece materialele din care se confecţionează magneţii permanenţi sunt scumpe, cir-

cuitele magnetice conţin numai o mică porţiune de magnet permanent, jugurile fiind

confecţionate dintr-un material feromagnetic moale.

De exemplu, figura 4.3 reprezintă circuitul magnetic al unui instrument de măsură

magnetoelectric cu magnet permanent exterior. Sistemul fix este format dintr-un magnet

permanent 1 prevăzut cu piesele polare 2 şi miezul cilindric 3. Bobina mobilă (nedesenată,

de care este fixat acul indicator) ı̂nconjoară miezul 3, putându-se roti ı̂n ı̂ntrefierul cilindric

dintre piesele polare şi miez. Scopul ı̂ntrefierului cilindric este acela de a permite creerea

unui flux magnetic cu o distribuţie uniform radială, inducţia magnetică păstrând o valoare

constantă (de exemplu 0.3 T), independentă de unghiul de poziţie al bobinei mobile.
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Figura 4.3: Circuitul magnetic al unui instrument de măsură magnetoelectric

Exerciţiul 4.11: Aproximând ı̂n piesele polare µ ≈ ∞, deduceţi relaţiile de calcul

pentru dimensiunile magnetului astfel ı̂ncât volumul lui să fie minim.
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Minimizări multidimensionale -

metode deterministe de ordinul zero.

Metoda simplexului descendent.

Metodele de optimizare pot fi clasificate ı̂n două mari categorii: metode deterministe şi

metode stocastice.

• Metodele deterministe conduc la aceeaşi soluţie pentru rulări diferite ale progra-

mului dacă pornesc de la aceleaşi condiţii iniţiale şi au aceeaşi parametri.

• Metodele stocastice au un caracter aleator şi ele nu conduc ı̂n mod necesar la

aceeaşi soluţie, chiar dacă algoritmul porneşte din aceleaşi condiţii iniţiale şi are

aceeaşi parametri.

Dezavantajul metodelor deterministe este acela că ele găsesc ı̂ntotdeauna un extrem

local, dependent de iniţializare. De cele mai multe ori se doreşte ı̂nsă găsirea unui extrem

global, lucru ce pretinde explorarea ı̂ntregului domeniu de căutare şi nu numai o vecinătate

a iniţializării. Pentru a determina un extrem global se poate proceda astfel: se execută

algoritmul determinist pentru mai multe puncte iniţiale de căutare ı̂mprăştiate uniform

ı̂n domeniul de căutare şi apoi se alege dintre soluţiile găsite valoarea cea mai bună sau

se perturbă un extrem local găsit pentru a vedea dacă algoritmul determinist cu această

iniţializare regăseşte acelaşi extrem. Ca o alternativă la aceste două abordări, au ı̂nceput

să fie folosiţi tot mai des algoritmi stocastici. Aceştia nu garantează găsirea unui extrem

global, dar ei au o probabilitate mult mai mare de a găsi un astfel de extrem. De asemenea,

ei mai au avantajul că nu necesită evaluarea derivatelor funcţiei de optimizat, fiind ı̂n

consecinţă algoritmi de ordinul zero. Dezavantajul lor este acela că numărul de evaluări

de funcţii necesar pentru găsirea optimului este relativ mare faţă de cazul metodelor
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deterministe, dar ı̂n multe situaţii acest sacrificiu trebuie făcut, pentru că aceşti algoritmi

sunt singurii care dau rezultate numerice acceptabile.

În aceast capitol şi ı̂n cel ce urmează sunt prezentaţi doi dintre cei mai celebri algo-

ritmi determinişti de ordin zero (care nu au nevoie de calculul derivatelor funcţiei obiectiv)

folosiţi pentru minimizarea funcţiilor de mai multe varibile.

Prima metodă prezentată este metoda simplexului descendent, cunoscută şi sub nu-

mele de metoda lui Nelder şi Mead, după numele autorilor ei. Ea nu trebuie confundată

cu “metoda simplex” de la programarea liniară1.

O altă metodă deterministă de ordin zero folosită pentru minimizarea multidimen-

sională este metoda Powell.

Deosebirea principală dintre cele două metode prezentate este aceea că metoda sim-

plexului descendent nu are nevoie explicită de un algoritm de minimizare unidimensională

ca parte a strategiei de calcul, aşa cum are nevoie metoda Powell.

5.1 Formularea problemei

Fie f : IRn → IR o funcţie reală continuă. Se cere să se calculeze minimul funcţiei f .

Datorită complexităţii hiperspaţiului2 acesta nu poate fi explorat ı̂n totalitate şi

de aceea această metodă de optimizare, ca orice metodă deterministă de minimizare a

funcţiilor, nu poate garanta găsirea minimului global ci doar a unuia local.

5.2 Probleme de test

Pentru testarea algoritmilor de optimizare vă recomandăm folosirea următoarelor două

funcţii de test cu două variabile: “cămila cu şase cocoaşe” şi “funcţia banană a lui Rosen-

brock”, care sunt cunoscute ca funcţii dificil de optimizat, ı̂nsă simplu de evaluat.

1Conceptul de “programare liniară” se referă la optimizarea funcţiilor liniare care au restricţii liniare.

Datorită faptului că funcţia obiectiv este liniară, soluţia problemei se află ı̂ntotdeauna pe frontiera dome-

niului delimitat de restricţii. Termenul de “programare” este sinonim ı̂n acest caz cu cel de “optimizare”,

folosirea lui ı̂n acest context având doar motivaţii istorice.
2 Fie un cub cu latura unitară ı̂n spaţiul 10-dimensional. Să presupunem că o metodă de căutare a

minimului a stabilit că acesta nu se găseşte ı̂n volumul determinat de origine şi de punctele situate la 1

2

de aceasta ı̂n fiecare dimensiune. Volumul eliminat din spaţiul de căutare este egal cu (0.5)10 ≈ 1

1000
.

Volumul ı̂n care rămâne de căutat minimul va fi 99.9% din volumul iniţial, deci orice căutare exhaustivă

este exclusă.
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5.2.1 Cămila cu şase cocoaşe

Funcţia ”six-hump camel back” (cămila cu şase cocoaşe) are expresia

C(x, y) =

(

4− 2.1x2 +
x4

3

)

x2 + xy +
(
−4 + 4y2

)
y2, (5.1)

unde −3 ≤ x ≤ 3 şi −2 ≤ y ≤ 2. Funcţia are un minim global egal cu −1.03163 ı̂n două

puncte diferite: (x, y) = (−0.0898,−0.7126) şi (x, y) = (0.0898,−0.7126). Funcţia nu este

deci unimodală pe acest domeniu de definiţie.

Pentru ca extremul global să fie unic, funcţia folosită ı̂n programul de optimizare

este definită pentru 0 ≤ x ≤ 3. Figura 5.1 prezintă 25 curbe de echivalori ı̂n zona

[0, 2]× [−1.2, 1].
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5.1925.463

Figura 5.1: Harta funcţiei C(x, y).

Exerciţiul 5.1: a) Observaţi poziţia şi tipul extremelor din figura 5.1.

b) Implementaţi ı̂n Scilab funcţia “cămila”.
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c) Scrieţi un program Scilab care să permită trasarea curbelor de nivel ale acestei

funcţii. (Indicaţie: folosiţi funcţia fcontour.)

d) Scrieţi un program Scilab care să permită trasarea graficului acestei funcţii. (Indicaţie:

folosiţi funcţia fplot3D.)

5.2.2 Funcţia lui Rosenbrock (“banana”)

Funcţia lui Rosenbrock cunoscută şi sub numele de “funcţia banană” are expresia

B(x, y) = 100(y − x2)2 + (1− x)2, (5.2)

unde −2.048 ≤ x ≤ 2.048 şi −2.048 ≤ y ≤ 2.048.

-2.0 -1.6 -1.2 -0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
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50.00

100.00

100.00

Figura 5.2: Harta funcţiei B(x, y).

Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul (x, y) = (1, 1). Minime locale

nu există, dar funcţia are un relief complicat pentru algoritmii de optimizare de ordinul

unu. Pentru puncte de start depărtate de minim, direcţia gradientului nu indică direcţia

corectă către minim, valea funcţiei fiind răsucită.
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Figura 5.2 prezintă curbele de echivalori 0.7, 2, 4, 10, 20, 50 şi 100 ı̂n domeniul

[−2, 2]× [−2, 2]. Pentru o astfel de funcţie, minimizarea la un moment dat după o singură

direcţie ar putea de fapt să ı̂ndepărteze punctul curent de minimul adevărat.

Exerciţiul 5.2: a) Observaţi poziţia şi tipul extremelor din figura 5.2.

b) Implementaţi ı̂n Scilab funcţia “banana”.

c) Scrieţi un program Scilab care să permită trasarea curbelor de nivel ale acestei

funcţii.

d) Scrieţi un program Scilab care să permită trasarea graficului acestei funcţii.

5.3 Metoda simplexului descendent

Metoda simplexului descendent3 (datorată lui Nelder şi Mead, 1965) este cumva aparte de

alte metode deterministe de minimizare deoarece ea nu are nevoie explicită de algoritmi de

optimizare unidimensională ca parte a strategiei de calcul. Ea are nevoie doar de evaluări

de funcţii nu şi de derivate, fiind ı̂n consecinţă o metodă de ordinul zero. Nu este o metodă

foarte eficientă din punct de vedere al efortului de calcul măsurat ı̂n număr de evaluări de

funcţii. Metoda Powell este aproape sigur mai rapidă ı̂n majoritatea aplicaţiilor. Cu toate

acestea metoda simplexului descendent, datorită simplităţii algoritmului, este utilizată

frecvent pentru probleme la care efortul necesar evaluării funcţiei este mic. De asemenea,

ea are o simplitate conceptuală şi o naturaleţe geometrică care o fac “simpatică”.

5.3.1 Principiul metodei

Un simplex este o figură geometrică care ı̂n n dimensiuni, este un poliedru cu n + 1

vârfuri care conţine şi toate interconexiunile de tip segmente ı̂ntre aceste vârfuri, feţe

poligonale, etc. În două dimensiuni un simplex este un triunghi, ı̂n trei dimensiuni este

un tetraedru, nu neaparat regulat4. În general suntem interesaţi de simplexuri care nu

sunt degenerate, adică de cele care delimitează un volum interior n-dimensional nenul.

În minimizarea unidimensională era posibil să se ı̂ncadreze minimul asfel ı̂ncât suc-

cesul unor izolări succesive era garantat. Nu există procedură analogă ı̂n spaţiul multidi-

mensional. În cazul multidimensional ne putem imagina că pornim cu o valoare de start

oarecare (un vector cu n variabile independente) şi că algoritmul ı̂şi croieşte drum ı̂n jos

prin complexitatea de neimaginat al unei topografii n-dimensionale până când ı̂ntâlneşte

un minim (cel puţin local).

3Downhill Simplex
4Metoda simplex a programării liniare nu are nici o legătură cu metoda simplexului descendent!
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Metoda simplexului descendent are nevoie nu de un punct de start ci de n+1 puncte

de start care definesc simplexul iniţial. Metoda face o serie de paşi, marea majoritate

doar mutând vârful simplexului căruia ı̂i corespunde cea mai proastă valoare a funcţiei

obiectiv (cea mai mare, ı̂n problemele de minimizare). Mutarea acestui punct se face prin

faţa opusă a simplexului, către o valoare mai bună. Astfel de paşi se numesc reflectări

şi ei sunt construiţi astfel ı̂ncât să conserve volumul simplexului (şi ı̂n consecinţă să ı̂l

păstreze nedegenerat). Pentru a accelera căutarea, simplexul poate face o expansiune.

Când ajunge ı̂ntr-o vale simplexul se contractă ı̂n direcţia transversală (se spune că se

contractă parţial) şi ı̂ncearcă să pătrundă (să se “scurgă”) mai adânc ı̂n vale. Se poate

ı̂ntâmpla să existe situaţia ı̂n care simplexul să ı̂ncerce să treacă printr-o ureche de ac

şi atunci el se contractă ı̂n toate direcţiile, orientându-se după punctul cel mai bun. În

această situaţie se spune că are loc o contractare totală.

Reflectarea, expansiunea, contractarea parţială conduc la modificarea coordonatelor

unui singur punct iar contractarea totală duce la modificarea coordonatelor a n puncte.

Mişcările de bază ı̂n cazul bidimensional se pot observa ı̂n figura 5.3. În acestă

figură se presupune că P3 este punctul ı̂n care valoarea funcţiei este cea mai proastă, P1

este punctul ı̂n care valoarea funcţiei este cea mai bună, iar ı̂n P2 funcţia are o valoare

intermediară. Cu G a fost notat mijlocul segmentului P1P2 iar cu indicii ′ (sau ′′ ı̂n cazul

expansiunii) punctele noi. Relaţia P ′
3 = G + a(G − P ′

3) de la reflectare trebuie ı̂nţeleasă

ca: rP ′

3
= rG +a(rG−rP ′

3
) unde rP reprezintă raza vectoare a punctului P iar a reprezintă

o mărime scalară.

Mărimile a, b, g sunt mărimi scalare care se numesc coeficienţi de reflectare, con-

tractare şi, respectiv, expansiune. Mărimi uzuale sunt a = 1, b = 0.5, g = 2.

5.3.2 Algoritmul metodei

Să notăm valorile funcţiei ı̂n cele trei puncte ale simplexului cu5 Yb = f(P1), Yr = f(P2)

respectiv Yfr = f(P3) şi valoarea funcţiei ı̂n punctul P ′
3 cu Ynou. Presupunând că prob-

lema este una de minimizare, atunci Ynou se poate situa ı̂ntr-unul din următoarele patru

intervale: (−∞, Yb], (Yb, Yr], (YrYfr], (Yfr,∞).

Un ciclu al algoritmului presupune reflectarea punctului P3 ı̂n care funcţia are val-

oarea cea mai mare faţă de mijlocul segmentului determinat de celelalte două puncte. În

funcţie de valoarea Ynou ı̂n punctul reflectat P ′
3 acesta ı̂nlocuieşte punctul iniţial sau nu.

Dacă valoarea funcţiei ı̂n punctul reflectat (Ynou) este mai mică decât cea mai mică

valoare a funcţiei ı̂n celelalte vârfuri ale simplexului (Yb), atunci se poate ı̂ncerca o expan-

5b = bun, r = rău, fr = foarte rău
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P3’ = G + a(G - P3)

Reflectare

0 < a

P1

P3
G P3’

P1

P2

P3
G P3’ P3’’

Expansiune

1 < g

P3’’ = G + g(P3’ - G)

P3’ = G + b(P3 - G)

Contractare partiala

0 < b < 1

P1

P3

P2

P2’

P3’

P1

P3
GP3’

P2

Contractare totala

P2’ = (P2 + P1)/2 

P3’ = (P3 + P1)/2 

P2

Figura 5.3: Transformări geometrice posibile.

siune ı̂n direcţia punctului reflectat (s-ar putea ca aceasta să fie direcţia ı̂n care se găseşte

minimul funcţiei).

Dacă Ynou este, dimpotrivă, mai mare decât cea mai mare valoare a funcţiei ı̂n celelalte

vârfuri ale simplexului (Yfr), atunci direcţia este greşită şi trebuie contractat ı̂ntregul

simplex ı̂n jurul punctului ı̂n care funcţia are valoare minimă (Yb).

Dacă Ynou este ı̂n intervalul (Yb, Yfr) atunci punctul reflectat inlocuieşte punctul

iniţial. În plus, dacă valoarea funcţiei ı̂n punctul reflectat este ı̂n intervalul [YrYfr] atunci

simplexul suferă o contracţie (parţială sau totală).

Algoritmul descris mai sus este prezentat ı̂n următorul pseudocod:

1. Calculează vârfurile simplexului iniţial P1, P2, P3

repetă

2. Calculează valorile funcţiei ı̂n vârfurile simplexului
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şi ordonează punctele, Yb = f(P1), Yr = f(P2), Yfr = f(P3)

3. Calculează mijlocul segmentului P1P2, faţă de care se va reflecta punctul

cel mai rău (P3)

4. Calculează punctul reflectat, P3
′

5. Evaluează funcţia ı̂n punctul reflectat, Ynou

6. dacă Ynou < Yb atunci ; ı̂ncerc expansiune

6.1. Calculează punctul de expansiune, P3”

6.2. Evaluează funcţia ı̂n noul punct, Ytmp

6.3. dacă Ytmp < Ynou atunci ; expansiune reusită

6.3.1. Înlocuieşte P3 cu P3”

6.4. altfel

6.4.1. Înlocuieşte P3 cu P3
′

7. altfel

7.1. dacă Ynou < Yr atunci

7.1.1. Înlocuieşte P3 cu P3
′

7.2. altfel

7.2.1. dacă Ynou < Yfr atunci

7.2.1.1. Înlocuieşte P3 cu P3
′

7.2.2. Calculează punctul de contracţie, P3”

7.2.3. Evaluează funcţia ı̂n noul punct, Ytmp

7.2.4. dacă Ytmp < Yfr atunci

7.2.4.1. Înlocuieşte P3 cu P3”

7.2.5. altfel ; contracţie totală

7.2.5.1. Înlocuieşte P3, P2 cu (P3 + P1)/2, respectiv (P2 + P1)/2

până când este indeplinită condiţia de oprire

Criteriul de oprire este delicat ı̂n orice minimizare multidimensională. În mai multe

dimensiuni nu există posibilitatea aplicării tehnicii de ı̂ncadrare, deci nu se poate cere o

anumită toleranţă pentru fiecare variabilă independentă. Algoritmul poate fi oprit atunci

când vectorul distanţă de la un anumit pas este mai mic decât o valoare impusă. O altă

posibilitate este de opri algoritmul atunci când descreşterea relativă a valorii funcţiei este

mai mică decât o toleranţă impusă. Oricare din cele două criterii de oprire pot duce la o

soluţie proastă datorită unui ultim pas prost făcut. De aceea se recomandă ca programele

de miminizare multidimensionale să fie restartate din punctul ı̂n care se pretinde că s-a

găsit minimul.

5.3.3 Exerciţii

Exerciţiul 5.3: a) Copiaţi de la adresa http://www.lmn.pub.ro/∼gabriela arhiva de

fişiere corespunzătoare metodei simplexului descendent. Aceste fişiere constituie imple-
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mentarea Scilab a metodei Nelder-Mead aplicată la determinarea minimului funcţiei ”cămilă”.

b) Studiaţi şi descrieţi conţinutul acestor fişiere.

Observaţie: Calculul vârfurilor simplexului iniţial se face ı̂n funcţie de un singur

punct P0 şi un parametru λ, astfel:

rPk
= rP0

+ λek k = 1, . . . , n, (5.3)

unde ek reprezintă versorii axelor de coordonate.

Exerciţiul 5.4: Comentaţi convergenţa algoritmului ı̂n următoarele cazuri:

a) P0 = [2; 1], λ = 0.25,

b) P0 = [2; 1], λ = 0.5,

c) P0 = [2; 1], λ = 0.75,

d) P0 = [2; 1], λ = 1,

e) P0 = [0; 0], λ = 0.5,

f) P0 = [0; 0], λ = 1,

g) P0 = [0; 0], λ = 2,

h) P0 = [−2; 2], λ = 0.25,

i) P0 = [−2; 2], λ = 0.5,

j) P0 = [−2; 2], λ = 1.

Exerciţiul 5.5: Pentru una din combinaţiile P0, λ pentru care algoritmul Nelder-

Mead nu a condus la rezultatul corect faceţi restart din punctul declarat ca minim şi

observaţi ce se ı̂ntâmplă.

Exerciţiul 5.6: a) Pentru una din combinaţiile P0, λ care a condus la rezultatul

corect, studiaţi influenţa parametrilor a, b şi g.

c) Pentru aceeaşi combinaţie de la punctul a), studiaţi influenţa condiţiei de oprire.

Exerciţiul 5.7: a) Modificaţi programul principal astfel ı̂ncât să se minimizeze

funcţia lui Rosenbrock.

b) Studiaţi influenţa parametrului λ asupra rezultatului.

c) Evaluaţi efortul de calcul şi acurateţea rezultatului ı̂n funcţie de condiţia de oprire.
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Capitolul 6

Minimizări multidimensionale -

metode deterministe de ordinul zero.

Metoda Powell

În aceast capitol este prezentată o metodă deterministă de ordin zero (care nu are nevoie

de calculul derivatelor funcţiei obiectiv) folosită pentru minimizarea funcţiilor de mai

multe varibile şi anume metoda Powell.

Deosebirea principală dintre acestă metodă şi metoda simplexului descendent, care

este de asemenea o metodă deterministă de ordinul zero, constă ı̂n faptul că ea are nevoie

explicită de un algoritm de minimizare unidimensională ca parte a strategiei de calcul.

Algoritmii de minimizare folosiţi sunt de tipul celor descrişi ı̂n capitolul 2.

6.1 Formularea problemei

Fie f : IRn → IR o funcţie reală de n variabile, continuă. Se cere să se calculeze minimul

funcţiei f , respectiv punctul x∗ ∈ IRn astfel ı̂ncât f(x∗) ≤ f(x) pentru orice x ∈ IRn.

6.2 Minimizarea după o direcţie a funcţiilor de mai

multe variabile

Să reamintim pentru ı̂nceput câteva noţiuni elementare de geometrie analitică.

Ecuaţia vectorială a unei drepte ı̂n plan, paralelă cu o direcţie (vector) v şi trecând

47
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prin punctul caracterizat de vectorul de poziţie x0 se scrie sub forma

x = x0 + αv, (6.1)

unde x =

[
x

y

]

este vectorul de poziţie al unui punct curent de pe dreaptă, iar α este o

variabilă reală, care poate fi considerată drept o “coordonată” de-a lungul dreptei (figura

6.1). Se observă că sensul vectorului v (de componente vx şi vy) orientează dreapta D şi,

ı̂mpreună cu punctul de coordonate x0, y0, dă sens noţiunii de semn pentru α. (Coordonata

lineică α este zero ı̂n punctul x0.)

x
0

(x  , y )
0

vα

x0
v

x

y

(x, y)

D

Figura 6.1: Ecuaţia dreptei D este x = x0 + αv.

Ecuaţia (6.1) se transcrie identic pentru o dreaptă ı̂n spaţiul n-dimensional, dar cu

x = [x1, x2, . . . , xn]T .

Notând cu m = vy/vx panta direcţiei v, ecuaţia carteziană a dreptei care trece prin

punctul (x0, y0) şi are panta m are expresia

y = y0 +m(x− x0). (6.2)

Exerciţiul 6.1: Demonstraţi (6.2) pe baza relaţiei (6.1) scrisă pe componente.

Exerciţiul 6.2: Scrieţi ecuaţia vectorială a dreptei din spaţiul tridimensional, care

este paralelă la vectorul v = [1 1 1]T şi trece prin punctul M(1, 2, 3). Trece această

dreaptă prin origine? Ce valoare are coordonata α ı̂n punctul P(0, 1, 2)? Dar ı̂n punctul

Q(0, 1, 3)?

În consecinţă, de-a lungul unei drepte v din spaţiu, funcţia de n variabile

f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) (6.3)

poate fi scrisă ca funcţie de o singură variabilă, α:

f(x) = f(x0 + αv) = t(α). (6.4)
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Problema minimizării funcţiei f : IRn → IR pe direcţia v se reduce deci la problema

minimizării unidimensionale a funcţiei t : IR→ IR.

Pentru a ı̂nţelege semnificaţia geometrică a algoritmului de minimizare după o direcţie,

să considerăm o funcţie f de două variabile ale cărei curbe de nivel sunt cercuri. În figura

6.2 sunt reprezentate patru astfel de curbe de nivel f(x) = ct. Punctul de minim are

coordonatele (0, 0), deci f0 > f1 > f2 > f3. Să presupunem că se doreşte mini-

mizarea funcţiei f după direcţia v, plecând din punctul iniţial x0 plasat pe curba de nivel

f(x) = f0 = ct.

x0
x1

x*

x1’

f2
f3

f0
f1

v

D

Figura 6.2: Curbe de nivel circulare.

Parcurgând dreapta D ı̂n sensul indicat pe figură, funcţia f scade ı̂ntre punctele x0

şi x1 de la valoarea f0 la valoarea f1, scade ı̂n continuare ı̂ntre punctele x1 şi x∗, după

care rêıncepe să crească (de exemplu ı̂n punctul x′
1 funcţia are aceeaşi valoare f1 ca şi ı̂n

x1, şi anume f1 > f2).

Punctul determinat ca minim pe direcţia dreptei D va fi deci x∗. În consecinţă,

punctul de minim este plasat la intersecţia dreptei D cu acea curbă de nivel la care D

este tangentă.

Acelaşi raţionament se aplică ı̂n cazul unei funcţii ale cărei curbe de nivel sunt elipse,

iar minimizarea se face după o dreaptă oarecare (figura 6.3).

Următorul pseudocod descrie algoritmul de minimizare pe o direcţie a unei funcţii

de n variabile, prin căutare unidimensională. Parametrii de intrare sunt punctul x0 şi

direcţia de căutare v. Funcţia ı̂ntoarce coordonatele minimului pe direcţia v şi valoarea

funcţiei ı̂n acel punct.

funcţie [x,fmin] = linmin(x,v)

[alpha, tol x, fmin] = met sectiunii aur(la,lb,f1dim,eps aur);
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x0x*

x*

x0

v

a) b)

y

x
x

y
D

D

Figura 6.3: Curbe de nivel de forma unor elipse.

x = x + alpha · v;
retur

Limitele de căutare la şi lb necesare funcţiei met sectiunii aur (vezi paragraful 2.4 de

la capitolul 2) trebuie definite ca variabile globale şi iniţializate cu valori potrivite, ı̂n

afara funcţiei linmin.

f1dim este funcţia de o singură variabilă reală care implementează formula (6.4).

Dimensiunea n a spaţiului, punctul x şi direcţia v sunt, pentru această funcţie, variabile

globale: ea nu poate avea decât un singur parametru.

funcţie [t] = f1dim(alpha)

xt = x + alpha*v;

t = f(xt);

retur

Exerciţiul 6.3: Consideraţi funcţia ale cărei curbe de nivel sunt reprezentate ı̂n

figura 6.3 a) şi punctul iniţial x0. Unde va fi plasat punctul de minim după direcţia unei

drepte paralele cu axa Ox?

Exerciţiul 6.4: a) Copiaţi de la adresa http://www.lmn.pub.ro/∼gabriela arhiva

de fişiere Scilab pentru metoda minimizării unei funcţii de n variabile pe o direcţie.

b) Descrieţi conţinutul acestor fişiere. Ce diferenţe importante există ı̂ntre algoritmii

descrişi mai sus şi implementarea lor in Scilab propusă ı̂n aceste fişiere?

Observaţie. Programul principal main mindir realizează minimizarea funcţiei

f(x, y) =
(x cos θ − y sin θ)2

4
+

(x sin θ + y cos θ)2

400
,
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după o direcţie din spaţiul bidimensional.

Exerciţiul 6.5: Pentru θ = π/3 şi pornind din punctul x0(2, 2):

a) Minimizaţi funcţia f după direcţiile: v = [1, 1]T , v = [1, 0.5]T şi v = [1, 2]T .

Notaţi soluţia, timpii de calcul şi valorile minime obţinute.

b) Determinaţi direcţiile dreptelor: (D1): y = x sin θ, (D2): y = −x cos θ şi

minimizaţi funcţia f după aceste direcţii. Notaţi timpii de calcul şi valorile minime

obţinute.

c) După care din direcţii se obţine cea mai mică valoare a funcţiei? Găsiţi o explicaţie

pentru aceasta.

Exerciţiul 6.6: Studiaţi şi comentaţi influenţa iniţializării asupra valorii minime

obţinute:

a) Consideraţi punctele (2,2), (2, -2), (-2, 2), (2, -2). (Observaţie. Pentru a uşura

comparaţia, nu reafişaţi curbele de nivel la fiecare nouă iniţializare.)

b) Consideraţi de asemenea setul de puncte (1, 1), (1, -1), (-1, 1), (-1, -1).

Exerciţiul 6.7: Studiaţi influenţa scării folosite ı̂n definirea direcţiei v.

Alegeţi x0 = (2,2), direcţiile v = [1, 1]T şi v = [1, 2]T şi scalaţi vectorii v cu

coeficienţii K = 0.1, 10, 1000. Ce observaţi? Care este explicaţia fenomenului?

6.3 Principiul metodei Powell

Minimul funcţiei f pe o direcţie v nu este, evident, minim local şi cu atât mai puţin min-

imul global al funcţiei f , ı̂n ı̂ntregul spaţiu n-dimensional. Pentru a găsi minimul global

ar trebui investigat ı̂ntregul spaţiu, prin căutări succesive pe n direcţii liniar independente

vi, i = 1, . . . , n, de exemplu pe direcţiile versorilor celor n axe.

Minimizarea se face astfel: pornind dintr-un punct iniţial x0, se determină minimul

pe prima direcţie şi se notează noul punct găsit cu x1; pornind din x1, se determină

minimul pe a doua direcţie, v2 şi se notează noul punct cu x2; ş.a.m.d. În general,

xi = xi−1 + αvi, (6.5)

cu α determinat prin minimizare pe direcţia vi. Dacă după parcurgerea tuturor celor n

direcţii ale spaţiului diferenţa valorilor funcţiei ı̂n punctul iniţial şi final, |f(x0)− f(xn)|
este “mare”, ı̂nseamnă că putem fi ı̂ncă departe de minim, şi atunci: se alege o nouă

iniţializare (de exemplu, se pleacă din ultimul punct găsit, x0 = xn), şi se reia algoritmul.

“Iteraţiile” se opresc atunci când scăderea funcţiei prin parcurgerea celor n direcţii devine

nesemnificativă.
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Exerciţiul 6.8: Daţi o definiţie cuvântului “iteraţie” ı̂n contextul unei astfel de

metode (de minimizare prin căutare pe un set de direcţii).

În figura 6.4 este prezentat progresul iteraţiilor pentru o funcţie de două variabile,

cu direcţiile de căutare egale cu versorii axelor: v1 = i, v2 = j. Se constată că, ı̂n cazul

funcţiei din figură, caracterizată de o “vale” ı̂ngustă ı̂n care se găseşte minimul, algoritmul

avansează spre minim cu paşi mici făcuţi ı̂n direcţiile axelor de coordonate. Convergenţa

este deosebit de ı̂nceată, pentru că nici una din direcţiile axelor nu se ı̂ntâmplă să coincidă

cu axa “văii”.

De aceea se caută tehnici de alegere a unui set de direcţii de căutare mai bune, plasate

ı̂n lungul văii, care să conducă la un avans mai rapid către minim. În plus, dacă direcţiile

nu sunt ortogonale, este de dorit ca ele să fie astfel alese ı̂ncât minimizarea pe o direcţie să

nu compenseze efectul minimizărilor efectuate anterior pe alte direcţii, ceea ce ar conduce

la proceduri neconvergente.

Algoritmii de ordinul 0 bazaţi pe minimizare unidimensională pornesc de la o iniţi-

alizare a ı̂ntregului set de direcţii vi şi “ajustează”, la sfârşitul fiecărei iteraţii, fie ı̂ntreg

setul de direcţii, fie numai o parte din ele. Ajustarea se face numai pe baza informaţiilor

asupra proprietăţilor funcţiei, obţinute prin minimizarea de la iteraţia curentă.

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 6.4: Evoluţia iteraţiilor la metoda de optimizare prin căutare pe un set de direcţii.
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În metoda Powell, direcţiile de căutare sunt ajustate după fiecare iteraţie, eliminând

o direcţie din cele n şi adăugând ı̂n schimb direcţia vm a “deplasării medii” a soluţiei pe

parcursul ultimei iteraţii,

vm = xn − x0. (6.6)

Noua iniţializare se determină efectuând ı̂ncă o minimizare pe direcţia vm:

x0 = xn + αvm. (6.7)

Elementul cheie pentru viteza de convergenţă a algoritmului şi pentru corectitudinea

soluţiei este alegerea direcţiei eliminate (care urmează să fie ı̂nlocuită cu vm). Se pot

folosi două tehnici:

• Se elimină ı̂ntotdeauna v1, se renumerotează direcţiile (v2 devine v1, etc.) şi se

adaugă vm ca ultimă direcţie. Vom numi metoda astfel obţinută metoda Powell

de bază.

Această tehnică dă rezultate proaste pentru anumite tipuri de funcţii, deoarece pe

parcursul iteraţiilor noile direcţii adăugate tind să devină aproape coliniare cu unele

din direcţiile existente.

Explicaţia este destul de subtilă şi va fi ilustrată printr-un exemplu. Să notăm cu vj

(̂ın general cu j 6= 1), direcţia după care, la iteraţia curentă, funcţia a avut cea mai

mare scădere. Este probabil ca vj să fie o componentă importantă şi ı̂n deplasarea

medie vm (vezi figura 6.5 a) pentru o exemplificare ı̂n cazul n = 2, ı̂n care cea mai

mare deplasare a avut loc după direcţia v2 iar vm este aproape coliniar cu v2).

Cele două direcţii vj şi vm devin aproape coliniare şi păstrarea ambelor ı̂n setul de

direcţii pentru iteraţia următoare face ca, practic, doar n − 1 direcţii să fie liniar

independente. În consecinţă, minimul determinat de algoritm va fi complet greşit,

deoarece căutarea se face ı̂ntr-un subspaţiu de dimensiune n− 1.

• Se elimină direcţia cea mai bună, vj, cea după care funcţia a avut cea mai mare

scădere la iteraţia curentă, şi se adaugă direcţia medie vm. Vom numi metoda astfel

obţinută metoda Powell modificată.

O exemplificare este prezentată ı̂n figura 6.5. La iteraţia curentă k, cea mai mare

scădere a avut loc după direcţia vj = v2. Dacă, pentru iteraţia următoare k+1 s-ar

păstra direcţiile v2 şi vm, acestea ar fi aproape coliniare. Algoritmul s-ar comporta

atunci ca şi cum minimizarea s-ar face, practic, de la iteraţia k + 1 ı̂ncolo, numai

după direcţia axei Oy.

În algoritmul propus ı̂n cele ce urmează, pentru a economisi memorie, se vor folosi

doar doi vectori pentru memorarea soluţiei: xi−1 din relaţia (6.5) se notează cu xv
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v 1
2v

v 1

2v
x0 x

1

2
x  = x

n

nx   - x0
mv    = v 1

v2

Iteratia k 

Iteratia  k+1

b)a)

Figura 6.5: a) Direcţia cea mai bună este v2 şi direcţia medie de deplasare este vm. b)

Dacă se păstrează vechiul v2, atunci minimizarea se face numai după direcţia Oy.

(“vechi”), iar xi din aceeaşi relaţie se notează cu xn (“nou”). În plus, este necesară

memorarea iniţializării x0 ı̂n vederea calculării direcţii medii.

În consecinţă, algoritmul metodei Powell modificate este următorul.

Date: iniţializarea x0, direcţiile iniţiale vi, i = 1, . . . , n

deltaf = 1

f0 = f(x0)

repetă

dfmax = 0 ; cea mai mare scădere a funcţiei

j = 0 ; direcţia cu cea mai mare scădere

xv = x0, fv = f0

pentru i = 1, n ; parcurge direcţiile

[xn, fn] = linmin(xv, vi) ; minimizează pe directia vi

dacă | fn - fv | > dfmax atunci ; am găsit o scădere mai mare

dfmax = | fn - fv |
j = i

xv = xn, fv = fn ; actualizează x şi f(x)

vm = xn - x0 ; direcţia medie
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deltaf = | fn - f0 | ; variaţia funcţiei la iteraţia curentă

vj = vn ; pune direcţia vn pe poziţia j

vn = vm ; pune direcţia vm pe ultima poziţie

[x0,f0] = linmin(xn, vm) ; determină noua iniţializare

până când deltaf < eps

Este de notat că ı̂n algoritm se preferă adăugarea noii direcţii vm pe ultima poziţie

ı̂n şirul de direcţii (pentru aceasta, se mută ı̂ntâi pe poziţia j direcţia aflată pe poziţia n,

apoi se adaugă vm pe poziţia n).

În practică, este bine să se folosească o condiţie de oprire de tip relativ şi nu absolut,

de exemplu raportând deltaf la media valorilor funcţiei ı̂n punctele x0 şi xn:

|f(xn)− f(x0)|
1/2 (|f(xn)|+ |f(x0)|+ EPS)

< ftol, (6.8)

unde EPS este un estimator al erorii relative de rotunjire a maşinii iar ftol este o toleranţă

adimensională impusă.

6.4 Îmbunătăţiri ale metodei Powell

S-a constatat că ı̂n anumite cazuri este de preferat ca setul de direcţii utilizate la o iteraţie

să se păstreze neschimbat.

Pentru a cuantifica aceste situaţii să mai considerăm un punct “extrapolat” plasat

pe direcţia vm (figura 6.6):

xE = 2xn − x0 = vm + xn,

ı̂n care funcţia are valoarea fE = f(xE). Consideraţii simple de geometrie plană arată că

punctul xE este plasat pe direcţia vm şi că | xn − x0 | = | xE − xn | = | vm |.

Să mai notăm cu f0 = f(x0), fn = f(xn) şi cu ∆fmax modulul celei mai mari scăderi

a funcţiei (cea pe direcţia vj).

Situaţiile ı̂n care este de preferat ca setul de direcţii să se păstreze neschimbat sunt

următoarele:

1. Continuând deplasarea de-a lungul direcţiei vm funcţia creşte ı̂n loc să scadă.

Pentru a ı̂nţelege ideea, analizaţi cu atenţie figura 6.7. Pentru funcţia din figura a,

minimul este plasat ı̂ntre xn şi xE (xE este plasat pe o curbă de nivel de valoare mai
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Figura 6.6: Construcţia punctului extrapolat xE.

mică decât valoarea curbei pe care e plasat x0), deci direcţia vm merită explorată

ı̂n continuare. Pentru funcţia din figura b, ı̂n care xE este plasat pe o curbă de

nivel de valoare mai mare decât valoarea curbei pe care e plasat x0, deplasarea ı̂n

continuare pe direcţia vm până ı̂n xE poate conduce doar la o creştere a funcţiei,

deci vm nu este o direcţie bună pentru iteraţia următoare.

x
0

xE

xn

vm

f = f(xE) = ct.

f = f(x0) = ct.

x
0

xE

xn

vm

f = f(x0) = ct.

f = f(xE) = ct.

b)a)

Figura 6.7: În situaţia b, direcţia vm = xn − x0 nu merită introdusă ı̂n setul de direcţii

pentru iteraţia următoare.

În consecinţă, direcţiile de căutare nu trebuie modificate dacă

fE ≥ f0. (6.9)

2. La iteraţia curentă, scăderea funcţiei nu se datorează cu precădere unei anumite

direcţii, deci merită continuarea explorării pe direcţiile existente.

Pentru a putea exprima matematic această situaţie, se fac următoarele raţionamente.
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Dacă procedura este convergentă, pe parcursul iteraţiilor curente funcţia a scăzut

de la valoarea f0 la valoarea fn. În general, această scădere este mai mare decât

scăderea ∆fmax pe cea mai bună direcţie vj, (deoarece şi celelalte direcţii au con-

tribuit la minimizare), deci avem f0 − fn ≥ ∆fmax.

Dacă scăderea de la x0 la xn s-a datorat cu precădere direcţiei vj, atunci f0 − fn

nu diferă cu mult de ∆fmax (vezi comentariul referitor la eliminarea celei mai bune

direcţii). Dacă ı̂nsă f0 − fn >> ∆fmax, ı̂nseamnă că mai multe direcţii, nu numai

vj, au contribuit la scădere. Nu există deci nici o direcţie “foarte bună” care să

merite eliminată, ci este mai bine să fie păstrate toate cele existente. Întrebarea

este cum să cuantificăm “mult mai mare”. Putem considera ca “referinţă” scăderea

de-a lungul direcţiei vm, ı̂ntre x0 şi punctul extrapolat xE, egală cu f0 − fE şi să

punem o condiţie de păstrare neschimbată a setului de direcţii de forma

K|f0 − fn −∆fmax| ≥ |f0 − fE|,

sau

K ′(f0 − fn −∆fmax)
2 ≥ (f0 − fE)2, (6.10)

cu K ′ = K2 un “coeficient de siguranţă” supraunitar (de exemplu K ′ = 2).

3. Ultimul punct xn obţinut la iteraţia curentă se află ı̂ntr-o zonă ı̂n care derivatele de

ordinul al doilea au valori considerabile, deci s-ar putea ca xn să fie deja ı̂n zona

minimului.

Derivata a doua a funcţiei ı̂n punctul xn poate fi aproximată printr-o formulă

de diferenţe centrate, deoarece dispunem de valorile funcţiei ı̂n punctele diviziu-

nii echidistante [x0,xn,xE], cu | xn − x0 | = | xE − xn | = | vm |:

f ′′(xn) ≈ f0 − 2fn + fE

|vm|2
.

Modulul derivatei a doua este deci proporţional cu f0 − 2fn + fE. Pentru a obţine

o valoare relativă, această expresie se ı̂mparte la o mărime de dimensiunea funcţiei

f , de exemplu la ∆fmax.

În consecinţă, direcţiile de căutare nu trebuie modificate dacă

|f0 − 2fn + fE|
∆fmax

are o valoare mare. (6.11)

Acestea sunt cele trei cazuri ı̂n care este mai bine ca direcţiile existente să fie păstrate

şi la iteraţia următoare.

În practică, deoarece nu dispunem de un termen de comparaţie pentru derivata a

doua (nu ştim ce ı̂nseamnă “derivata a doua este mare”), formulele (6.10) şi (6.11) se
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combină ı̂ntr-o singură formulă (mai jos, K ′ = 2):

|f0 − 2fn + fE|
∆fmax

· 2(f0 − fn −∆fmax)
2 ≥ (f0 − fE)2. (6.12)

Rezumând, de la o iteraţie la alta direcţiile de căutare nu se modifică dacă este

ı̂ndeplinită una din condiţiile (6.9) sau (6.12).

6.5 Viteza de convergenţă

Se poate demonstra că metoda Powell de bază (la care ajustarea direcţiilor se face

eliminând ı̂ntotdeauna v1 şi adăugând vm ca ultimă direcţie) aplicată unei funcţii pătratice

de n variabile conduce la minim după n iteraţii, deci ı̂n total după n(n + 1) minimizări

unidimensionale. Se spune că metoda are ordinul de complexitate pătratic, deoarece

numărul de minimizări necesare pentru a determina minimul este (pentru o clasă pre-

cizată de funcţii) de ordinul O(n2).

Observaţie. În cazul funcţiilor de o singură variabilă (n = 1), o funcţie pătratică are

forma

f(x) = ax2 + bx+ c,

iar ı̂n n dimensiuni are forma

f(x) = xTAx + xTb + c,

cu A o matrice de dimensiune n× n, x şi b vectori n-dimensionali şi c o constantă reală.

Funcţiile ale căror curbe de nivel sunt reprezentate ı̂n figurile 6.2 şi 6.3 sunt pătratice.

Dacă funcţia nu este pătratică, vor fi ı̂n general necesare mult mai multe iteraţii

pentru a ajunge, cu metoda Powell de bază, ı̂n zona minimului.

În metoda Powell modificată, schimbarea strategiei de ajustare a direcţiilor conduce

la pierderea ordinului de complexitate pătratic al algoritmului (el nu va mai converge ı̂n

doar n iteraţii nici pentru o funcţie pătratică), ı̂n schimb acesta devine mai robust.

Exerciţiul 6.9: a) Copiaţi de la adresa http://www.lmn.pub.ro/∼gabriela arhiva

de fişiere Scilab pentru metoda Powell.

b) Descrieţi conţinutul acestor fişiere.

c) Executaţi programul main pow.sci. Programul minimizează o funcţie de mai multe

variabile prin metoda Powell ı̂mbunătăţită şi afişează soluţia, valoarea funcţiei ı̂n soluţie,

numărul de iteraţii şi timpul de calcul.
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De asemenea, programul reprezintă grafic evoluţia soluţiei, unind prin linii de două

culori punctele succesive.

d) Ce semnificaţie au cele două culori?

Exerciţiul 6.10: Modificaţi programul main pow pentru a minimiza funcţia

f(x, y) =
(x cos θ − y sin θ)2

4
+

(x sin θ + y cos θ)2

400
,

pentru diverse valori ale parametrului θ: 0, π/6, π/3, π/2, 2π/3, 3π/4, 5π/6, π.

a) Notaţi, pentru fiecare valoare a unghiului, numărul de iteraţii efectuate şi timpul

total de calcul.

b) Pentru fiecare valoare a unghiului, determinaţi timpul mediu consumat ı̂ntr-o

iteraţie. Se obţine aceeaşi valoare pentru toate valorile θ? Dacă da, de ce?

c) Pentru valorile θ din cadranul I explicaţi convergenţa diferită a procedurii pentru

diverse unghiuri.

d) Explicaţi diferenţa de viteză de convergenţă ı̂ntre unghiurile plasate ı̂n cadranul

ı̂ntâi şi simetricele lor faţă de axa Oy (plasate ı̂n cadranul al doilea).

Exerciţiul 6.11: Pentru funcţia definită la exerciţiul 6.10 cu θ = π/3, comparaţi

cele două variante ale metodei Powell (simplă şi respectiv cu ı̂mbunătăţiri).

Observaţie. Metoda cunoscută ı̂n literatura de specialitate sub numele de “metoda

Powell” este cea ı̂mbunătăţită.

Exerciţiul 6.12: Pentru funcţia definită la exerciţiul 6.10 cu θ = π/3, studiaţi

influenţa următorilor parametri asupra convergenţei şi asupra timpului de calcul:

• Limitele domeniului de integrare ı̂n metoda secţiunii de aur (la şi lb);

• Eroarea impusă ı̂n metoda secţiunii de aur;

• Toleranţa impusă funcţiei (ftol);

• Eroarea impusă ı̂n metoda secţiunii de aur;

• Estimatorul EPS al erorii relative de rotunjire;

• Iniţializarea x0.

Exerciţiul 6.13:

a) Printr-o schimbare de variabilă, transformaţi funcţia f definită la exerciţiul 6.10

ı̂ntr-o funcţie h ale cărei curbe de nivel să fie cercuri.
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b) Ce legătură există ı̂ntre valoarea minimă a funcţiei f şi valoarea minimă a funcţiei

h? Dar ı̂ntre punctele xf şi xh ı̂n care cele două funcţii ı̂şi ating minimul?

c) Verificaţi dacă o funcţie de forma funcţiei h există deja implementată ı̂n fişierul

functii.sci. Dacă nu, scrieţi codul pentru funcţia h.

Minimizaţi funcţia h obţinută din f pentru θ = π/3 şi pornind din punctul P = (2,2)

(̂ın sistemul iniţial de coordonate), cu ambele variante ale metodei Powell. Ce observaţi?

Notă. Transformaţi şi coordonatele punctului iniţial ı̂n noul sistem de coordonate.

Exerciţiul 6.14: a) Minimizaţi funcţia “cămilă cu şase cocoaşe” pornind de la

următoarele iniţializări: x0 = (2, 2), (-2, 2), (-2, -2), (2, -2), (2, 1). Comentaţi rezultatele

obţinute.

Pentru aceeaşi funcţie, folosiţi valoarea iniţială x0 = (1, 1) şi minimizaţi cu ambele

variante ale algoritmului Powell. Comentaţi.

b) Comparaţi numărul de iteraţii, timpul de calcul şi fiabilitatea (numărul de “ra-

teuri”) cu cele de la metoda simplex (̂ın cazul iniţializărilor utilizate pentru această funcţie

şi la exerciţiul 5.4).

Comentaţi eficienţa celor două metode ı̂n cazul funcţiei cămilă.

c) Comentaţi fiabilitatea metodei Powell ı̂n cazul funcţiilor care prezintă şi minime

locale pe lângă cele globale.

Exerciţiul 6.15: Minimizaţi funcţia “banană” prin algoritmul Powell.

a) Studiaţi influenţa parametrilor la şi lb asupra vitezei de convergenţă şi asupra

timpului de calcul. Alegeţi de exemplu (la, lb) = (-1, 1) şi (-1000, 1000).

b) Studiaţi influenţa iniţializării x0 asupra convergenţei. Alegeţi x0 = (2, 2), (0, 0),

(-2, 2), (2, -2), (-2, -2), (3, 3).

Pentru iniţializările la care metoda ı̂mbunătăţită nu converge, ı̂ncercaţi varianta simplă

a metodei Powell.

Justificaţi eşecul minimizării ı̂n cazul punctului iniţial (3,3).

Exerciţiul 6.16: Minimizaţi funcţia de trei variabile

f(x, y, z) = x2 + x2y2 + (z − 1)2 + 1.

Observaţia 1. Minimul este egal cu 1 şi se obţine ı̂n punctul (0, 0, 1).

Observaţia 2. Evoluţia soluţiei nu va fi afişată ı̂n cazul acestei funcţii, deoarece

funcţiile Scilab care fac afişări grafice pot fi apelate doar ı̂n două dimensiuni.



Capitolul 7

Minimizări multidimensionale -

metode deterministe de ordinul unu.

Metoda gradienţilor conjugaţi.

Metodele deterministe de ordinul unu determină minimul funcţiilor multidimensionale

unimodale fără restricţii folosind vectorul gradient. Aceste metode sunt cunoscute sub

numele de metode de tip gradient. Dacă derivatele sunt continue şi pot fi evaluate analitic,

metodele de tip gradient sunt mai eficiente dect metodele de căutare de ordinul zero, cum

ar fi metoda simplex, care folosesc numai evaluări ale funcţiei obiectiv. Metodele de tip

gradient sunt recomandate pentru funcţii cu derivate uşor de calculat analitic. În aceast

capitol sunt prezentate: metoda celei mai rapide coborri (“steepest descendent” cunoscută

şi sub numele de metoda gradientului) şi metoda gradienţilor conjugaţi.

7.1 Formularea problemei

Fie f : IRn → IR o funcţie reală de n variabile, cu derivatele de ordinul unu şi doi

continue. Se cere să se determine minimul funcţiei f , respectiv punctul x∗ ∈ IRn astfel

ı̂nct f(x∗) ≤ f(x), pentru orice x ∈ IRn.

Dacă x∗ este un minim local al funcţiei f , atunci derivatele lui f faţă de variabilele

independente, evaluate ı̂n x∗ sunt nule. În consecinţă, condiţia necesară pentru ca x∗

să fie minim este ca vectorul gradient ∇f(x∗) =
[

∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

]T

să fie nul ı̂n x∗.

Pentru o clasă largă de funcţii condiţia suficientă ca x∗ să fie minim este ca matricea

Hessian a derivatelor de ordin doi ∇2f =
[

∂2f
∂xi∂xj

]

6= 0 să fie pozitiv definită ı̂n punctul

x∗ (condiţie ı̂ndeplinită cnd funcţia f este convexă).

61



62 METODA GRADIENŢILOR CONJUGAŢI

Exerciţiul 7.1: Se dau funcţiile: f1(x, y) = x2 +y2, f2(x, y) = 2x2 +4y2, f3(x, y) =

x2 − y2, f4(x, y) = x2 − y, f4 = |x| + |y|, f5 = (x−1)2

4
+ (y−2)2

16
, f6(x, y) = x4 + y4. Care

dintre problemele de minimizare corespunzătoare acestor funcţii sunt corect formulate?

7.2 Metoda celei mai rapide coborri (metoda gradi-

entului)

7.2.1 Principiul metodei

Această metodă constă ı̂n generarea unui şir de direcţii care corespund celei mai mari rate

de schimbare a funcţiei f (direcţiei gradientului) şi determinarea punctului de minim al

funcţiei pe aceste direcţii prin minimizări unidimensionale. Atunci cnd ea există, limita

şirului de minime astfel obţinute este minimul funcţiei f .

Să considerăm o funcţie reală de două variabile f(x, y). Dezvoltarea ei ı̂n serie Taylor

ı̂n jurul punctului (x0, y0) este:

f(x, y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0) +

+
1

2

[
∂2f

∂x2
(x0, y0) · (x− x0)

2 +
∂2f

∂x∂y
(x0, y0) · (x− x0)(y − y0)+

+
∂2f

∂x∂y
(x0, y0) · (y − y0)(x− x0) +

∂2f

∂y2
(x0, y0) · (y − y0)

2

]

+ . . . (7.1)

• Aproximarea pătratică (de ordinul doi) a funcţiei f

Dacă notăm:

x =

[
x

y

]

, x0 =

[
x0

y0

]

,

f0 = f(x0),

g0 = g(x0) =






∂f
∂x

(x0)

∂f
∂y

(x0)




 ,

H0 = H(x0) =






∂2f
∂x2 (x0)

∂2f
∂x∂y

(x0)

∂2f
∂y∂x

(x0)
∂2f
∂y2 (x0)




 ,

unde g0 şi H0 sunt gradientul, respectiv Hessianul funcţiei f , evaluate ı̂n punctul x0,

atunci, neglijnd termenii de ordin superior, relaţia (7.1) devine:

f(x) ≈ f2(x) = f0 + (x− x0)
Tg0 +

1

2
(x− x0)

TH0(x− x0). (7.2)
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Observaţie: Funcţia f2 dată de (7.2) reprezintă aproximarea pătratică (de ordin

doi) a funcţiei f ı̂n vecinătatea punctului x0. Ea are aceeaşi semnificaţie şi pentru cazul

ı̂n care domeniul de definiţie al funcţiei este n–dimensional, g0 fiind gradientul funcţiei

iniţiale f evaluat ı̂n x0, H0 fiind matricea Hessian evaluată ı̂n x0.

Folosind aproximarea (7.2), gradientul funcţiei f are expresia:

∇f(x) ≈ ∇f2(x) = g0 + H0(x− x0). (7.3)

Exerciţiul 7.2: Verificaţi relaţia (7.3) pentru o funcţie de două variabile. Indicaţie:

folosind relaţia (7.1) calculaţi ∂f
∂x

(x, y) şi ∂f
∂y

(x, y).

Dacă notăm x = x0 + ∆x, aproximarea pătratică f2 dată de relaţia (7.2) se scrie:

f2(x0 + ∆x) = f0 + ∆xTg0 +
1

2
∆xTH0∆x, (7.4)

iar relaţia (7.3) se transformă ı̂n:

∇f2(x0 + ∆x) = g0 + H0∆x. (7.5)

Dacă funcţia f este minimă atunci gradientul ei este nul. Utiliznd ı̂n locul funcţiei f

aproximarea sa pătratică f2, minimul se obţine cu aproximaţie, atunci cnd

∇f2 = 0 ⇐⇒ H0 ∆x + g0 = 0. (7.6)

Deci, minimul aproximării pătratice f2 a funcţiei f este x0 + ∆x, unde ∆x = −H−1
0 g0

este soluţia sistemului liniar H0 ∆x = −g0.

Metoda iterativă bazată pe şirul:

xk+1 − xk = −H−1
k gk, (7.7)

este cunoscută sub numele de metoda Newton. În relaţia (7.7) xk reprezintă soluţia la

pasul k, Hk = H(xk) reprezintă matricea Hessian evaluată ı̂n xk, iar gk = g(xk) este

gradientul funcţiei f , evaluat ı̂n xk. Metoda este dezavantajoasă deoarece presupune pe

de o parte calculul matricei Hessian (deci derivate de ordinul doi) la fiecare iteraţie iar pe

de altă parte rezolvarea unui sistem liniar de n ecuaţii cu n necunoscute.

• Aproximarea liniară (de ordinul unu) a funcţiei f

Dacă neglijăm şi termenii de ordinul doi ı̂n relaţia (7.2), rezultă:

f(x) ≈ f1(x) = f0 + (x− x0)
Tg0 (7.8)

sau

f1(x0 + ∆x) = f0 + ∆xTg0, (7.9)
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astfel, variaţia funcţiei f ı̂ntre x şi x0 se poate aproxima cu:

f(x)− f(x0) ≈ f1(x)− f(x0) = ∆xTg0. (7.10)

În consecinţă, ı̂ntr-o aproximaţie de ordinul unu, o deplasare ∆x a punctului curent

conduce la o variaţie a funcţiei obiectiv:

∆f1 = ∆xTg0 = |∆x| |g0| cos θ, (7.11)

unde θ este unghiul dintre vectorii ∆x şi g0.

Pentru ca metoda de determinare a minimului să fie ct mai rapid convergentă, se

doreşte o scădere ct mai mare a funcţiei obiectiv care se obţine (la valori constante ale

modulelor |g0| şi |∆x|) pentru cos θ = −1 ⇐⇒ θ = π, deci, cnd vectorul ∆x are direcţia

vectorului gradient, şi sens opus acestuia:

∆x = −αg = αv, (7.12)

cu α un scalar pozitiv. Vectorul v = −g reprezintă direcţia de căutare, sensul său fiind

opus, ı̂n orice punct x, sensului gradientului g(x) ı̂n acel punct.

Metoda gradientului este o metodă iterativă, bazată pe relaţia (7.12). Pornind de la

o iniţializare x0, metoda construieşte un şir de soluţii xk:

xk+1 = xk + ∆xk = xk + αkvk, (7.13)

unde

vk = −gk = −g(xk). (7.14)

Valoarea optimă a coeficientului αk se alege astfel ı̂nct ea să asigure minimizarea

funcţiei de variabilă α: t(α) = f(xk +αvk) pe direcţia vk = −gk. Această valoare optimă

se determină prin căutare liniară (minimizare cu un singur parametru) pe direcţia de

căutare vk.

Observaţii:

1) Dacă minimizarea liniară este exactă, atunci direcţiile consecutive din metoda

gradientului sunt perpendiculare, deoarece minimizarea liniară conduce la un punct ı̂n

care derivata funcţiei după direcţia după care a avut loc minimizarea este zero. În

consecinţă gradientul ı̂n punctul nou obţinut este perpendicular pe direcţia după care

a avut loc minizarea, iar minimizarea următoare are loc tocmai după direcţia acestui

gradient. Putem scrie deci că

gT
k+1vk = vT

k gk+1 = 0. (7.15)
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2) Căutarea liniară care conduce la valoarea optimă αk a parametrului α s-ar putea

elimina dacă se cunoaşte Hessianul H şi se presupune funcţia f aproximată prin aprox-

imarea ei de ordinul doi f2. Prin egalarea cu zero a derivatei ı̂n raport cu α a funcţiei

t2(α) = f2(xk + αvk), cu f2(x) dată de relaţia (7.4) şi vk = −gk, se obţine:

α′
k = − vT

k gk

gT
k Hkgk

=
gT

k gk

gT
k Hkgk

. (7.16)

Exerciţiul 7.3: Demonstraţi relaţia (7.16).

Figura 7.1 prezintă variaţia cu α a funcţiei f şi a aproximărilor sale pe direcţia vk.

Se constată că folosind aproximarea de ordinul doi, valoarea α′
k obţinută cu relaţia (7.16)

nu este cea optimă, αk, valoare care se poate obţine doar prin căutare liniară.

α k

f

f

f

f

f

0

1

2

α k
’ α0

Figura 7.1: Funcţia f şi aproximările sale pe direcţia vk.

3) Condiţia de oprire poate fi implementată ı̂n mai multe feluri. Algoritmul se poate

termina atunci cnd: valoarea funcţiei nu s-a schimbat prea mult la ultimele două iteraţii,

poziţia punctului curent nu s-a modificat semnificativ, sau gradientul funcţiei s-a apropiat

suficient de mult de zero:

• condiţia de oprire pentru valoarea funcţiei de minimizat:

|fk+1 − fk|
1/2(|fk+1|+ |fk|+ EPS)

< ftol. (7.17)

În relaţia (7.17), parametrul EPS reprezintă un estimator al erorii relative de ro-

tunjire a maşinii (zeroul maşinii), introdus ı̂n formulă pentru a evita ı̂mpărţirea la

zero.

• condiţia de oprire pentru valoarea pasului:

|xk+1 − xk|
|x1 − x0|

< xtol. (7.18)
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• condiţia de oprire pentru gradient:

|gk+1| < gtol. (7.19)

7.2.2 Algoritmul metodei

Considerentele teoretice din paragraful anterior conduc la următorul algoritm general

pentru metoda gradientului:

1. Alege x0

k = 0

Calculează g0 = ∇f(x0)

2. repetă

2.1. vk = −gk

2.2. Minimizează t(α) = f(xk + αvk) ı̂n raport cu α ⇒ αk

2.3. pk = αkvk

2.4. xk+1 = xk + pk

2.5. Calculează gk+1 = ∇f(xk+1)

2.6 k = k + 1

până când este ı̂ndeplinită condiţia de oprire

În implementarea acestui algoritm, pentru a evita irosirea memoriei, variabilele nu

vor fi indexate cu contorul de iteraţii k, k + 1.

Exerciţiul 7.4: a) Copiaţi de la adresa http://www.lmn.pub.ro/∼gabriela arhiva

de fişiere corespunzătoare acestei teme.

b) Descrieţi conţinutul acestor fişiere.

c) Executaţi programul main gradienti.sci. Programul minimizează o funcţie prin

metoda gradientului şi afişează soluţia, valoarea funcţiei ı̂n soluţie, numărul de iteraţii şi

timpul de calcul. Programul reprezintă grafic evoluţia soluţiei, unind prin linii punctele

succesive. Care este expresia funcţiei minimizată de program? Cum este implementată

condiţia de oprire?
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7.2.3 Efort de calcul

Chiar şi pentru o funcţie pătratică1 această metodă este ineficientă din punct de vedere

al efortului de calcul, fiind necesar un număr de paşi mult mai mare dect numărul de

variabile ale funcţiei. În figura 7.2 sunt desenate curbele de nivel (izovalori sau echivalori)

ale unei funcţii de două variabile (n = 2) şi este reprezentată traiectoria iteraţiilor ı̂n

procesul de determinare al minimului.
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Figura 7.2: Evoluţia soluţiei ı̂n metoda gra-

dientului.
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Figura 7.3: Evoluţia soluţiei ı̂n metoda

gradienţilor conjugaţi.

Exerciţiul 7.5: Fie funcţia pătratică

f(x, y) =
(x cos θ − y sin θ)2

A2
+

(x sin θ + y cos θ)2

B2
. (7.20)

a) Ce reprezintă graficul funcţiei? Consideraţi cazurile A = B şi A 6= B.

b) Ce reprezintă izovalorile funcţiei? Consideraţi cazurile A = B şi A 6= B.

c) Cum afectează graficul şi izovalorile funcţiei modificarea parametrilor A şi B?

d) Cum afectează graficul şi izovalorile funcţiei modificarea parametrului θ?

1O funcţie pătratică ı̂n n dimensiuni are forma f(x) = 1

2
xT Ax + bT x + c, unde A este o matrice

pătrată de dimensiune n, b este un vector coloană de dimensiune n iar c este o constantă reală. Termenul
1

2
xT Ax generează produse de gradul doi de tipul 1

2
(aij + aji)xixj , iar termenul bT x genereză termeni de

gradul unu bkxk. Fără a micşora generalitatea se poate presupune că matricea A este simetrică.
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e) Calculaţi gradientul şi matricea Hessian pentru funcţia f . Identificaţi ı̂n program

funcţiile care calculează gradientul şi Hessianul acestei funcţii.

f) Pentru A = 1 şi B = 3 notaţi numărul de iteraţii efectuate şi timpul de calcul

pentru următoarele valori ale parametrului θ: 0, π/6, π/4, π/3, π/2, 2π/3, 3π/4, 5π/6,

π. Comentaţi rezultatele.

g) Rulaţi programul pentru A = B = 1. Observaţi câte iteraţii sunt necesare şi

explicaţi rezultatul. Ce influenţă are parametrul θ asupra procesului de minimizare?

h) Cum se face minimizarea liniară?

i) Studiaţi influenţa următorilor parametri asupra efortului de calcul, ı̂n cazul A = 1,

B = 3, θ = π/3:

• Toleranţa impusă funcţiei (̂ın relaţia (7.17)). Alegeţi ftol = 10−15, 10−10, 10−6,

10−3, 10−1;

• Estimatorul EPS al erorii relative (̂ın relaţia (7.17)). Alegeţi: EPS = zeroul maşinii,

10−10, 10−5, 10−2,10−1, 0;

• Iniţializarea x0. Alegeţi x0 = (2, 2), (2, -2), (-2, 2), (-2, -2), (1, 1), (1, -1), (-1, 1),

(-1, -1).

Exerciţiul 7.6: După cum aţi observat, calculul minimului după o direcţie se face

exact ı̂n cazul exerciţiului 7.5 . Programul main grad.sci minimizează de asemenea

funcţia de la exerciţiul 7.5 folosind pentru minimizarea liniară metoda secţiunii de aur

prezentată la tema 2.

a) Comparaţi parametrii funcţiei ce implementează metoda secţiunii de aur cu cei ai

aceleaşi funcţii prezentate la tema 2. Comentaţi diferenţele.

b) Pentru θ = π/3, A = 1, B = 3, studiaţi influenţa parametrilor metodei secţiunii

de aur asupra efortului de calcul al ı̂ntregului proces:

• Limitele domeniului iniţial ı̂n metoda secţiunii de aur (la şi lb). Pentru eps aur

= 10−17 fixat, alegeţi următoarele perechi (la,lb): (-1, 1), (-1000, 1000);

• Eroarea impusă ı̂n metoda secţiunii de aur. Pentru (la, lb) = (-1000, 1000), alegeţi

eps aur = zeroul maşinii, 10−17, 10−6, 10−3, 10−1, 1.6;

c) De ce direcţiile succesive de căutare nu sunt ı̂ntotdeauna perpendiculare?

Exerciţiul 7.7: a) Modificaţi programul main grad.sci astfel ı̂ncât să se mini-

mizeze funcţia lui Rosenbrock (“banană”). Funcţia este descrisă la tema 5.
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b) Studiaţi influenţa parametrilor metodei gradientului şi metodei secţiunii de aur ı̂n

cazul acestei funcţii. Comparaţi rezultatele cu cele obţinute ı̂n cazul aceluiaşi studiu făcut

pentru funcţia (7.20).

7.3 Metoda gradienţilor conjugaţi

7.3.1 Principiul metodei

Metoda gradienţilor conjugaţi este tot o metodă iterativă de căutare unidimensională

bazată pe relaţia (7.13). La această metodă ı̂nsă, direcţia de căutare depinde att de

direcţia gradientului, ct şi de direcţia de căutare anterioară:

vk+1 = −gk+1 + βkvk, k > 0, (7.21)

(comparaţi cu (7.14)), iar

v0 = −g0.

Exerciţiul 7.8: Prin ce diferă primul pas al metodei gradienţilor conjugaţi de

primul pas al metodei gradientului?

Metoda se numeşte astfel deoarece direcţiile vk sunt alese astfel ı̂ncât să fie conjugate

(mai exact H-conjugate sau H-ortogonale):

vT
k+1Hkvj = 0, (∀) j ≤ k. (7.22)

Condiţia (7.22) scrisă pentru cazul particular j = k permite determinarea coeficien-

tului βk:

vT
k+1Hkvk = 0 ⇐⇒

(
−gT

k+1 + βk vT
k

)
Hkvk = 0 =⇒

βk =
gT

k+1Hkvk

vT
k Hkvk

, (7.23)

relaţie care ar necesita cunoaşterea Hessianului ı̂n xk.

Folosind aproximaţia de ordinul doi pentru funcţia f şi gradientul acesteia, relaţia

(7.3) scrisă ı̂n x = xk+1 şi x0 = xk devine:

g(xk+1)− g(xk) = gk+1 − gk ≈ Hk ∆xk, (7.24)

şi cu folosirea relaţiei iterative:

xk+1 − xk = ∆xk = αkvk, (7.25)
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coeficientul βk poate fi determinat astfel:

βk =
gT

k+1(gk+1 − gk)

vT
k (gk+1 − gk)

=
gT

k+1(gk+1 − gk)

(−gk + βk−1 vk−1)T(gk+1 − gk)
.

Exerciţiul 7.9: În ce caz relaţia (7.24) este exactă?

Deoarece, după cum se poate arăta, şirul xk este astfel construit ı̂nct gradientul ı̂n

xk şi direcţia vk satisfac ı̂n plus relaţiile de ortogonalitate:

gT
k+1gj = 0, vT

k+1gj = 0, j ≤ k, (7.26)

coeficientul βk devine:

βk =
gT

k+1(gk+1 − gk)

gT
k gk

=
gT

k+1gk+1

gT
k gk

. (7.27)

Oricare din cele două formule din relaţia (7.27) se pot folosi. Fiecare din ele este

cunoscută sub un nume celebru, şi anume:

βk =
gT

k+1gk+1

gT
k gk

– formula Fletcher-Reeves (7.28)

βk =
(gk+1 − gk)

Tgk+1

gT
k gk

– formula Polak-Ribiere. (7.29)

Observaţii:

1) Deşi relaţiile (7.28) şi (7.29) sunt echivalente ı̂n aritmetica exactă deoarece gT
k+1gk =

0, totuşi, ı̂n rezolvarea cu ajutorul calculatorului, datorită erorilor de calcul este posibil

ca direcţiile gk să nu fie ortogonale, de aceea formula Polak-Ribiere (7.29) este de preferat

ı̂n implementarea numerică, ea compensnd eventualele mici “defecte de ortogonalitate”.

2) Această metodă se ı̂ncadrează ı̂n clasa, mai largă, a metodelor de căutare ı̂n care

direcţia la pasul curent depinde att de direcţia gradientului ı̂n punctul curent, ct şi de

toate direcţiile de căutare anterioare:

vk+1 = −gk+1 +
k∑

j=0

Cj,k+1vj, k = 0, . . . , n− 1, (7.30)

(comparaţi cu (7.21)).

Condiţiile de ortogonalitate (7.26) fac ca, ı̂n relaţia (7.30), singurul coeficient nenul

Cj,k+1 să fie acela pentru j = k, Ck,k+1 = βk.

Exerciţiul 7.10: Determinaţi expresia coeficientului Cj,k+1 din (7.30). Verificaţi

că, dacă sunt ı̂ndeplinite condiţiile de ortogonalitate (7.26), singurul coeficient nenul este

Ck,k+1.
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7.3.2 Algoritmul metodei

Algoritmul iterativ al metodei gradienţilor conjugaţi ı̂n varianta Polak-Ribiere este prezen-

tat ı̂n următorul pseudocod, ı̂n care s-au păstrat indicii (0, k, k + 1) pentru facilitarea

ı̂nţelegerii:

1. Alege x0

k = 0

Calculează g0

β = 0

2. repetă

2.1. vk = −gk + βvk−1

2.2. Minimizează t(α) = f(xk + αvk) ı̂n raport cu α ⇒ αk

2.3. pk = αkvk

2.4. xk+1 = xk + pk

2.5. Calculează gk+1

2.6 β = (gk+1 − gk)
T ∗ gk+1/(g

T
k ∗ gk);

2.7. k = k + 1

până când este ı̂ndeplinită condiţia de oprire

Exerciţiul 7.11: a) Copiaţi de la adresa http://www.lmn.pub.ro/∼gabriela arhiva

de fişiere corespunzătoare metodei gradienţilor conjugaţi.

b) Descrieţi conţinutul acestor fişiere. Ce diferenţe de implementare există ı̂ntre pro-

gramul main gradienti cj.sci şi programul main gradienti.sci corepunzător metodei

gradientului?

c) Executati programul main gradienti.sci, care minimizează funcţia dată de relaţia

(7.20) prin metoda gradienţilor conjugaţi şi afişează soluţia, valoarea funcţiei ı̂n soluţie,

numărul de iteraţii şi timpul de calcul. De asemenea, programul reprezintă grafic evoluţia

soluţiei, unind prin linii punctele succesive. Cum se realizează minimizarea liniară?

7.3.3 Efort de calcul

Folosind metoda gradienţilor conjugaţi, pentru o funcţie pătratică de n variabile se demon-

strează că minimul se obţine după n paşi (̂ıntr-o aritmetică exactă). De aceea se spune că

metoda gradienţilor conjugaţi este o metodă semiiterativă. Figura 7.3 prezintă evoluţia

soluţiei ı̂n metoda gradienţilor conjugaţi pentru aceeaşi funcţie şi aceeaşi iniţializare ca

pentru metoda gradientului reprezentată ı̂n figura 7.2.

Metoda gradienţilor conjugaţi este ı̂n general mai rapid convergentă dect metoda

gradientului pentru funcţii multidimensionale mai complexe (funcţii neparabolice).
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Exerciţiul 7.12: a) Modificaţi programul main gradienti cj.sci pentru a mini-

miza funcţia definită la exerciţiul 5, cu A = 1, B = 3, pentru diverse valori ale parametru-

lui θ: 0, π/6, π/3, π/2, 2π/3, 3π/4, 5π/6, π. Notaţi, pentru fiecare valoare a unghiului,

numărul de iteraţii efectuate şi timpul de calcul. Comentaţi rezultatul.

b) Studiaţi influenţa parametrilor ftol şi EPS precum şi influenţa punctului iniţial,

aşa cum aţi făcut la metoda gradientului, la exerciţiul 7.5 , punctul i.

Exerciţiul 7.13: Programul main grad cj.sci minimizează de asemenea funcţia

(7.20) dar foloseşte pentru minimizarea liniară metoda secţiunii de aur. Studiaţi influenţa

parametrilor metodei secţiunii de aur asupra efortului de calcul al ı̂ntregului proces aşa

cum aţi făcut la exerciţiul 7.6 , punctul b.

Exerciţiul 7.14: Modificaţi programul main grad cj.sci astfel ı̂ncât să se min-

imizeze funcţia lui Rosenbrock prin metoda gradienţilor conjugaţi. Studiaţi influenţa

parametrilor metodei gradienţilor conjugaţi şi metodei secţiunii de aur ı̂n cazul acestei

funcţii. Comparaţi rezultatele cu cele obţinute ı̂n cazul aceluiaşi studiu făcut pentru funcţia

(7.20). Comparaţi rezultatele cu cele obţinute la metoda gradientului.

Exerciţiul 7.15: Scrieţi un program care să minimizeze funcţia de n variabile

f(x) =
n∑

i=1

(xi − i)2 (7.31)

prin metoda gradientului şi metoda gradienţilor conjugaţi. Programul va permite intro-

ducerea de la tastatură a lui n şi alegerea metodei de calcul. Studiaţi experimental cum

depinde efortul de calcul de dimensiunea problemei

7.4 Aspecte legate de convergenţă

Pentru o funcţie cu derivate continue, metoda gradientului converge către un punct

staţionar, strategia fiind bazată pe aproximarea ı̂n serie Taylor de ordinul unu a funcţiei de

minimzat. Metoda gradientului este deci foarte ı̂nceată ı̂n apropierea minimului deoarece

direcţiile succesive de căutare sunt ortogonale (vezi figura 7.2).

O metodă care converge ca metoda gradientului se spune că are o convergenţă

liniară. Aceasta ı̂nseamnă că ‖xk+1 − xmin‖/‖xk − xmin‖ converge către o constantă

pozitivă β mai mică decât 1, numită rată de convergenţă. În cazul metodei gradientului,

rata de convergenţă depinde de matricea Hessian Hmin ı̂n punctul de minim. Pentru o

funcţie cu derivate parţiale de ordinul doi continue, Hmin trebuie să fie pozitiv definită,

adică valorile sale proprii trebuie să fie numere reale pozitive. Dacă M şi m sunt cea mai
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mare şi, respectiv, cea mai mică valoare proprie, se poate arăta că rata de convergenţă

este dată de formula

β =

(
M −m
M +m

)2

=

(
r − 1

r + 1

)2

, (7.32)

unde r = M/m este raportul dintre cea mai mare şi cea mai mică valoare proprie a

matricei Hessian ı̂n punctul de minim, număr care se numeşte şi număr de condiţionare

al matricei.

Convergenţa liniară este numită uneori şi convergenţă geometrică deoarece se

poate arăta că pentru k′ suficient de mare este adevărată relaţia

‖xk − xmin‖ ≈ βk−k′‖xk′ − xmin‖. (7.33)

Observaţii:

1. Dacă r tinde către 1, atunci β tinde către 0. Un algoritm care are proprietatea că

‖xk+1−xmin‖/‖xk−xmin‖ tinde către 0 se spune că are convergenţa superliniară.

2. Cu cât matricea Hmin este mai prost condiţionată, adică cu cât r este mai mare

decât 1, cu atât metoda gradientului converge mai greu. Aceasta este fundamentarea

teoretică a faptului că se practică scalarea variabilelor astfel ı̂ncât derivatele funcţiei

f să aibă aceleaşi ordine de mărime.

3. Dacă ‖xk+1−xmin‖/‖xk−xmin‖2 converge către o constantă se spune că algoritmul

are o convergenţă pătratică (sau de ordinul doi). În general se spune că un algoritm

are ordinul de convergenţă p dacă ‖xk+1 − xmin‖/‖xk − xmin‖p converge către o

constantă. Cazul p > 2 este rareori ı̂ntâlnit.

Pe scurt:

• Metoda gradientului are convergenţă liniară;

• Metoda gradienţilor conjugaţi are convergenţă superliniară după n paşi;

• Metoda Newton are convergenţă pătratică.

Exerciţiul 7.16: Comparaţi experimental cele două metode studiate ı̂n această lu-

crare (metoda gradientului şi metoda gradienţilor conjugaţi) din punctul de vedere al vitezei

de convergenţă. Indicaţii: notaţi valorile ‖xk+1 − xmin‖/‖xk − xmin‖, calculaţi matricea

Hessian ı̂n punctul de minim, valorile ei proprii (folosiţi comanda Scilab spec) şi rata de

convergenţă, etc.
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Capitolul 8

Minimizări multidimensionale -

metode deterministe de ordinul unu.

Metode quasi-Newton.

Din clasa metodelor deterministe de ordinul unu fac parte şi metodele numite quasi-

Newton. Ele sunt numite astfel deoarece ı̂ncearcă să simuleze iteraţii de tip Newton-

Raphson, plasându-se cumva ı̂ntre metoda gradientului şi metoda Newton. Metoda New-

ton necesită evaluarea inversei matricei Hessian, lucru care este foarte costisitor din punct

de vedere numeric. Ca urmare, a apărut ideea de a lucra cu o aproximare a inversei matri-

cei Hessian calculată cu ajutorul vectorului gradient evaluat ı̂n iteraţiile precedente, idee

care stă la baza metodelor quasi-Newton. Variantele metodelor de tip quasi-Newton diferă

prin felul ı̂n care se face această aproximare. Aproximările pot fi din cele mai simple, ı̂n

care matricea aproximativă rămâne constantă pe parcursul iteraţiilor, până la cele mai

avansate, ı̂n care se construiesc aproximaţii din ce ı̂n ce mai bune ale inversei matricei

Hessian, pe baza informaţiilor adunate ı̂n timpul procesului de coborâre. Această din

urmă abordare corespunde metodelor din clasa algoritmilor de metrică variabilă.

Prima şi una din cele mai importante scheme de construcţie a inversei matricei

Hessian a fost propusă de Davidon (1959). Metoda a fost mai târziu modificată şi

ı̂mbunătăţită de Fletcher şi Powell (1964), algoritmul propus de ei fiind cunoscut sub

numele de algoritmul Davidon-Fletcher-Powell (DFP). O altă variantă este cunoscută

sub numele Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS). Algoritmii DFP şi BFGS

diferă numai ı̂n detalii legate de eroarea de rotunjire, toleranţele de convergenţă şi alte

aspecte de acest tip. Totuşi, a devenit ı̂n general recunoscut că, empiric, schema BFGS

este superioară din punctul de vedere al acestor detalii. Acest capitol prezintă aceşti doi

algoritmi. Toate notaţiile care intervin precum şi formularea problemei sunt aceleaşi ca

cele din capitolul 7.

75
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8.1 Metoda Newton modificată

Conform relaţiei (7.7) metoda Newton se bazează pe şirul de iteraţii xk+1−xk = −H−1
k gk.

În continuare vom studia un proces iterativ care urmăreşte minimizarea funcţiei f(x) şi

este generat de relaţia

xk+1 = xk − αkSkgk, (8.1)

unde xk este un vector coloană de dimensiune n care reprezintă soluţia numerică la iteraţia

k, gk este un vector coloană de dimensiune n care reprezintă gradientul funcţiei f evaluat

ı̂n punctul xk, Sk este o matrice simetrică de dimensiune n× n şi αk este un număr real

pozitiv ales astfel ı̂ncât t(α) = f(xk+1) să fie minimă1. Dacă αkSk este inversa matricei

Hessian a lui f atunci relaţia (8.1) este, conform relaţiei (7.7), cea corespunzătoare metodei

Newton. Dacă Sk = I atunci relaţia (8.1) este cea corespunzătoare metodei celei mai

rapide coborâri (vezi şi relaţiile (7.13) şi (7.14)).

Strategia constă ı̂n a alege pentru Sk o aproximaţie a inversei matricei Hessian.

Această strategie ar putea fi mai bună decât cea din metoda Newton ı̂n care se foloseşte

inversa exactă a matricei Hessian. Pentru a putea ı̂ntelege această afirmaţie, să considerăm

direcţiile v care trec prin xk. Pentru ca v să fie o direcţie de-a lungul căreia funcţia f

să descrească trebuie ca vTgk < 0. De aceea, pentru ca direcţia dată de xk+1 − xk să

fie o direcţie de-a lungul căreia funcţia f să descrească trebuie ca (xk+1 − xk)
Tgk < 0.

În cazul metodei Newton, această condiţie este echivalentă cu −(xk+1 − xk)
THk(xk+1 −

xk) < 0, adică matricea Hk trebuie să fie pozitiv definită. Făcând pasul Newton, cu

matricea Hessian exactă, nu există garanţia că matricea Hessian este pozitiv definită,

cum se ı̂ntâmplă când suntem departe de minim. Am putea ajunge astfel ı̂ntr-un punct

ı̂n care funcţia creşte ca valoare. Pe de altă parte, execuţia unui pas Newton chiar cu

o matrice pozitiv definită s-ar putea să nu conducă la o descreştere a funcţiei pentru

că aproximaţia de ordinul doi s-ar putea să nu fie validă la depărtare de minim (vezi

paragraful 7.2.1).

Exerciţiul 8.1: Cum trebuie să fie matricea Hk ı̂n cazul problemelor de maximizare

pentru ca, după direcţia xk+1 − xk, funcţia f să crească?

Făcând un raţionament similar ı̂n cazul metodei Newton modificate, rezultă că ma-

tricea Sk trebuie să fie pozitiv definită pentru a asigura ca procesul dat de relaţia (8.1)

să fie ı̂ntotdeauna unul coborâtor.

Exerciţiul 8.2: Demonstraţi această afirmaţie.

De aceea, ı̂n cele ce urmează vom impune ı̂ntotdeauna ca Sk să fie o matrice pozitiv

definită. În acest fel se garantează că, chiar şi departe de minim, ne mişcăm ı̂ntotdeauna

1Algoritmul dat de relaţia (8.1) este cunoscut şi sub numele de metoda gradienţilor deviaţi, deoarece

vectorul direcţie se obţine printr-o transformare liniară a gradientului (prin ı̂nmulţirea lui cu matricea

Sk.
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ı̂ntr-o direcţie ı̂n care funcţia descreşte. În apropierea minimului, formula aproximativă

se aproprie de formula exactă şi vom obţine convergenţa pătratică a metodei Newton.

Metodele quasi-Newton se deosebesc ı̂ntre ele prin modul de alegere a aproximării

matricei Sk. În metoda Newton modificată clasică matricea Hessian ı̂n punctul iniţial

x0 este folosită pe tot parcursul procesului iterativ. Succesul acestei metode depinde de

cât de mult variază matricea Hessian, deci depinde de ordinul de mărime al derivatelor

de ordinul trei ale funcţiei f .

Printre cele mai de succes metode quasi-Newton sunt cele care fac parte din clasa

algoritmilor numiţi de metrică variabilă. Trăsătura comună a acestora este aceea că

estimarea inversei matricei Hessian este calculată ı̂n permanenţă folosind informaţiile

care se referă la modificările vectorului gradient, informaţii adunate ı̂n timpul procesului

iterativ. Aceste metode vor fi descrise ı̂n cele ce urmează.

8.2 Construcţia inversei matricei Hessian. Corecţia

de rangul unu.

În acest paragraf vom arăta cum se poate construi inversa matricei Hessian din informaţiile

legate de gradient ı̂n diferite puncte. Ideal este ca aproximarea Sk să conveargă către

inversa matricei Hessian ı̂n punctul soluţie şi metoda să se comporte global ca metoda

Newton.

Considerăm două puncte consecutive xk şi xk+1 şi notăm cu gk şi gk+1 vectorii gra-

dient ı̂n aceste puncte. Folosind aproximarea de ordinul doi a funcţiei f ı̂n vecinătatea

punctului xk se obţine, conform relaţiei (7.3),

gk+1 ≈ gk + Hk(xk+1 − xk). (8.2)

Pentru a simplifica scrierea relaţiilor ı̂n justificările ce urmează, vom nota:

pk = xk+1 − xk, (8.3)

qk = gk+1 − gk. (8.4)

Dacă matricea Hessian este o matrice constantă Hk = H (lucru adevărat ı̂n cazul ı̂n

care funcţia f este pătratică), atunci relaţia (8.2) devine

qk = Hpk, (8.5)

relaţie care arată faptul că evaluarea gradientului ı̂n două puncte dă informaţii despre

matricea Hessian H. Dacă se consideră n direcţii liniar independente p0, p1, . . ., pn−1 şi

dacă vectorii corespunzători qk sunt cunoscuţi, atunci H este determinată ı̂n mod unic.
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Este natural să ı̂ncercăm să construim aproximaţii succesive Sk ale inversei matricei

Hessian bazate pe datele obţinute din primii k paşi ai procesului de coborâre astfel ı̂ncât,

dacă H ar fi constantă, aproximaţia să satisfacţa relaţia (8.5), adică:

Sk+1qi = pi, 0 ≤ i ≤ k. (8.6)

După n paşi liniari independenţi se obţine Sn = H−1.

Pentru orice k < n, problema construirii unei aproximări potrivite Sk a inversei

matricei Hessian admite o infinitate de soluţii deoarece sunt mai multe grade de libertate

decât restricţii. De aceea, o metodă anume foloseşte şi alte consideraţii.

Vom descrie acum una din cele mai simple scheme care a fost propusă, numită

corecţia de rangul unu.

Deoarece H şi H−1 sunt simetrice, este natural să se construiască o aproximaţie Sk a

lui H−1 care este de asemenea simetrică. Vom investiga posibilitatea definirii unei scheme

recursive de forma:

Sk+1 = Sk + zkz
T
k , (8.7)

care păstrează simetria. Vectorul coloană zk defineşte o matrice care are rangul cel mult

unu şi care corectează aproximarea inversei matricei Hessian. Le vom alege astfel ı̂ncât

relaţia (8.6) să fie satisfăcută. Luând i egal cu k ı̂n relaţia (8.6) şi folosind relaţia (8.7)

se obţine:

pk = Sk+1qk = Skqk + zkz
T
k qk, (8.8)

de unde rezultă că:

pk − Skqk = zkz
T
k qk, (8.9)

(pk − Skqk)
T = qT

k zkz
T
k , (8.10)

şi ı̂nmulţind aceste două relaţii rezultă că:

zkz
T
k =

(pk − Skqk)(pk − Skqk)
T

(zT
k qk)2

. (8.11)

Pe de altă parte, ı̂nmulţind la stânga relaţia (8.9) cu qT
k (aceasta corespunde produsului

scalar al celor doi vectori2), rezultă că:

qT
k (pk − Skqk) = (zT

k qk)
2. (8.12)

Folosind relaţiile (8.12) şi (8.11), rezultă că relaţia (8.7) devine:

Sk+1 = Sk +
(pk − Skqk)(pk − Skqk)

T

qT
k (pk − Skqk)

. (8.13)

2Atenţie: vectorii sunt consideraţi vectori coloană. Fie a şi b doi vectori coloană de dimensiune n.

Atunci aT b este un număr real iar abT este o matrice pătrată de dimensiune n × n. Uneori se mai

foloseşte notaţia aT b = a · b (produs scalar) şi abT = a⊗ b (produs diadic).
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Am determinat deci corecţia astfel ı̂ncât relaţia (8.6) să fie satisfăcută pentru i = k.

Se poate demonstra prin inducţie matematică faptul că, ı̂n cazul ı̂n care matricea Hessian

este constantă (deci pentru o funcţie pătratică), relaţia (8.6) este satisfăcută de asemenea

pentru i < k. Aceasta implică faptul că relaţia recursivă (8.13) face ca Sk să conveargă

către H−1 după cel mult n paşi.

Pentru a incorpora aproximarea inversei matricei Hessian ı̂ntr-o procedură de co-

borâre care ı̂n acelaşi timp o ı̂mbunătăţeşte se procedează astfel: se calculează direcţia

vk = −Skgk, se minimizează apoi funcţia t(α) = f(xk +αvk) ı̂n raport cu α ≥ 0. Aceasta

va determina următorul punct xk+1 = xk + αkvk. Se calculează apoi pk = αkvk, gk+1,

qk. În cele din urmă Sk+1 se calculează cu formula (8.13). Algoritmul are următorul

pseudocod, ı̂n care indexarea cu k şi k + 1 a fost păstrată pentru a facilita ı̂nţelegerea.

1. Alege S0 simetrică şi pozitiv definită

Alege x0

k = 0

Calculează g0 = ∇f(x0)

2. repetă

2.1. vk = −Skgk

2.2. Minimizează t(α) = f(xk + αvk) ı̂n raport cu α ≥ 0 ⇒ αk

2.3. pk = αkvk

2.4. xk+1 = xk + pk

2.5. Calculează gk+1 = ∇f(xk)

2.6. qk = gk+1 − qk

2.7. Sk+1 = Sk + (pk − Skqk)(pk − Skqk)
T/(qT

k (pk − Skqk))

2.8 k = k + 1

până când este ı̂ndeplinită condiţia de oprire

Există unele dificultăţi legate de această procedură de rangul unu. În primul rând

Sk+1 calculată cu formula (8.13) rămâne pozitiv definită numai dacă qT
k (pk − Skqk) > 0,

condiţie care nu poate fi garantată. De asemenea, chiar dacă această mărime este pozitivă,

ı̂n cazul ı̂n care ea este mică apar dificultăţi numerice. Astfel, deşi metoda de rangul unu

este un excelent exemplu simplu de folosire a informaţiei obţinute ı̂n timpul procesului de

minimizare pentru a calcula aproximativ inversa matricei Hessian, metoda are anumite

limitări şi dezavantaje.

8.3 Metoda Davidon-Fletcher-Powell

Prima şi cu siguranţă una din cele mai bune scheme de construcţie a inversei matricei

Hessian a fost propusă de Davidon şi ı̂mbunătăţită ulterior de Fletcher şi Powell. Ea
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are o proprietate uimitoare şi anume că pentru o funcţie obiectiv pătratică generează

simultan direcţiile din metoda gradienţilor conjugaţi şi construieşte inversa matricei Hes-

sian. La fiecare pas aproximaţia inversei matricei Hessian este corectată prin intermediul

a două matrice simetrice de rangul unu, şi de aceea această schemă este adesea numită

procedura de corecţie de rangul doi. Acestei metode i se spune metoda metri-

cei variabile, nume sugerat iniţial de Davidon. Formula nou propusă pentru calculul

aproximării inversei matricei Hessian este

Sk+1 = Sk +
pkp

T
k

pT
k qk

− Skqkq
T
k Sk

qT
k Skqk

. (8.14)

Algoritmul metodei are următoruli pseudocod:

1. Alege S0 simetrică şi pozitiv definită

Alege x0

k = 0

Calculează g0 = ∇f(x0)

2. repetă

2.1. vk = −Skgk

2.2. Minimizează t(α) = f(xk + αvk) ı̂n raport cu α ≥ 0 ⇒ αk

2.3. pk = αkvk

2.4. xk+1 = xk + pk

2.5. Calculează gk+1 = ∇f(xk+1)

2.6. qk = gk+1 − qk

2.7. Sk+1 = Sk + pkp
T
k /(p

T
k qk)− Skqkq

T
k Sk/(q

T
k Skqk)

2.8 k = k + 1

până când este ı̂ndeplinită condiţia de oprire

Se poate demonstra că, dacă Sk este pozitiv definită, atunci Sk+1 este şi ea pozitiv

definită. Este interesant că această afirmaţie este adevărată chiar dacă αk nu este un

punct de minim pentru funcţia t(α).

Se poate demonstra de asemenea că, dacă f este o funcţie pătratică, având deci o ma-

trice Hessian constantă H, atunci metoda Davidon-Fletcher-Powell generează direcţii pk

care sunt H-ortogonale, iar după n paşi Sn = H−1. În acest caz, metoda face minimizări

liniare succesive de-a lungul unor direcţii conjugate. Mai mult, dacă aproximarea iniţială

S0 este luată matricea unitate, atunci metoda devine metoda gradienţilor conjugaţi iar

soluţia se obţine după n paşi.
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8.4 Clasa de metode Broyden

Formula pentru calculul matricei Sk+1 ı̂n cele două paragrafe anterioare se bazează pe

relaţia

Sk+1qi = pi, 0 ≤ i ≤ k, (8.15)

care a fost dedusă din

qi = Hpi, 0 ≤ i ≤ k, (8.16)

relaţie care este adevărată dacă funcţia f este pătratică. O altă idee este de a folosi

aproximaţii chiar ale matricei Hessian şi nu ale inversei ei. Astfel, notând aproximaţiile

lui H cu Tk, vom căuta ı̂n mod analog să avem satisfăcute relaţiile:

qi = Tk+1pi, 0 ≤ i ≤ k. (8.17)

Relaţia (8.17) are aceeaşi formă ca şi relaţia (8.15), numai că locul lui qi este luat de pi

iar ı̂n loc de S apare T. Aceasta implică faptul că orice formulă pentru S dedusă astfel

ı̂ncât relaţia (8.15) să fie satisfăcută poate fi transformată ı̂ntr-o formulă corespunzătoare

pentru T. Formula complementară se obţine schimbând S cu T şi interschimbând q cu p.

Asemănător, orice formulă dedusă pentru T astfel ı̂ncât relaţia (8.17) să fie satisfăcută,

poate fi transformată ı̂ntr-o formulă complementară pentru S. Evident, complementul

unui complement restaurează formula iniţială.

De exemplu, formulele următoare realizează corecţia de rangul unu:

Sk+1 = Sk +
(pk − Skqk)(pk − Skqk)

T

qT
k (pk − Skqk)

, (8.18)

Tk+1 = Tk +
(qk −Tkpk)(qk −Tkpk)

T

pT
k (qk −Tkpk)

. (8.19)

Similar, formula Davidon-Fletcher-Powell (sau, mai simplu, DFP)

SDFP
k+1 = Sk +

pkp
T
k

pT
k qk

− Skqkq
T
k Sk

qT
k Skqk

(8.20)

are următoarea complementară:

Tk+1 = Tk +
qkq

T
k

qT
k pk

− Tkpkp
T
k Tk

pT
k Tkpk

(8.21)

Relaţia (8.21) se numeşte formula Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (sau mai sim-

plu BFGS) pentru calculul aproximaţiei Tk a matricei Hessian şi ea joacă un rol important

ı̂n cele ce urmează.
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O altă modalitate de a trece de la o formulă pentru S la o formulă pentru T este

aceea de a calcula inversa. Această afirmaţie este evidentă, deoarece luând inversa relaţiei

(8.15) rezultă că:

qi = S−1
k+1pi, 0 ≤ i ≤ k, (8.22)

deci matricea S−1
k+1 satisface relaţia (8.17). Se demonstrează că inversa unei formule de

rangul doi este de asemenea o formula de rangul doi.

Noua formulă poate fi găsită explicit aplicând de două ori formula Sherman-Morrison:

(A + abT )−1 = A−1 − A−1abTA−1

1 + bTA−1a
, (8.23)

unde A este o matrice de dimensiuni n×n, iar a şi b sunt vectori coloană de dimensiune

n.

Exerciţiul 8.3: Demonstraţi formula Sherman-Morrison. Ce condiţie trebuie să

ı̂ndeplinească matricea A?

Calculând inversa matricei Tk+1 dată de relaţia (8.21) rezultă că formula de calcul a

aproximaţiei inversei matricei Hessian ı̂n cazul metodei BFGS este

SBFGS
k+1 = Sk +

(
1 + qT

k Skqk

qT
k pk

)
pkp

T
k

pT
k qk

− pkq
T
k Sk + Skqkp

T
k

qT
k pk

. (8.24)

Algoritmul metodei BFGS este acelaşi cu cel al metodei DFP, numai că la pasul 2.7 al

algoritmului se foloseşte formula (8.24). Experimentele numerice au arătat că performanţa

formulei BFGS este superioară celei DFP, şi de aceea ea este preferată.

Se poate observa că atât formula DFP cât şi formula BFGS folosesc o corecţie de

rangul doi care este construită cu ajutorul vectorilor pk şi Skqk. Combinaţii ponderate

ale acestor formule vor fi de aceea de acelaşi tip (simetrice, de rangul doi, şi construite

din pk şi Skqk). Această observaţie a condus ı̂n mod natural la considerarea unei familii

ı̂ntregi de metode, cunoscute sub numele de metode de tip Broyden, definite de relaţia

SΦ = (1− Φ)SDFP + ΦSBFGS, (8.25)

unde Φ este un parametru care poate lua orice valoare reală.

Exerciţiul 8.4: a) Ce semnificaţie au Φ = 0 şi, respectiv, Φ = 1 ı̂n formula (8.25)?

b) Studiaţi dacă clasa de metode Broyden include şi formula care calculează Sk

folosind o corecţie de rangul unu.

Făcând calcule algebrice care nu sunt extrem de simple, se poate arăta că relaţia

(8.25) care defineşte clasa de metode Broyden poate fi scrisă explicit astfel:

SΦ
k+1 = SDFP

k+1 + Φuku
T
k , (8.26)
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unde

uk =
√

qT
k Skqk

(
pk

pT
k qk

− Skqk

qT
k Skqk

)

. (8.27)

Observaţii:

1. O metodă Broyden este definită ca fiind o metodă quasi-Newton ı̂n care, la fiecare

iteraţie, se foloseşte o formulă de tip Broyden (8.25) pentru calculul aproximaţiei

inversei matricei Hessian. În general, parametrul Φ poate varia de la o iteraţie la

alta, deci o metodă Broyden este caracterizată de un şir Φ1, Φ2, . . .. Despre o

metodă Broyden se spune că este pură dacă foloseşte o singură valoare pentru Φ.

2. Deoarece atât SDFP cât şi SBFGS satisfac relaţia fundamentală (8.15) rezultă că

această relaţie este satisfăcută de orice metodă din clasa Broyden.

3. O metodă Broyden nu asigură ı̂n mod necesar faptul că SΦ este pozitiv definită

pentru orice valoare a lui Φ. Deoarece ı̂n metoda DFP pozitiv definirea matricei

S este asigurată, rezultă din relaţia (8.26) că pozitiv definirea este păstrată pentru

orice Φ ≥ 0 deoarece suma dintre o matrice pozitiv definită şi o matrice pozitiv

semidefinită este pozitiv definită. Pentru Φ < 0 există posibilitatea ca SΦ să devină

singulară şi de aceea, ı̂n acest caz, trebuie luate anumite precauţii. În practică se

foloseşte de obicei Φ ≥ 0 pentru a evita dificultăţile.

4. Pentru a determina care sunt strategiile potrivite pentru selecţia parametrilor Φk au

fost făcute multe studii şi experimente numerice cu metodele Broyden. S-a demon-

strat că alegerea acestor parametri nu este relevantă ı̂n cazul unor funcţii pătratice

şi a unor minimizări liniare făcute cu precizie. În mod surprinzător, s-a arătat că,

şi ı̂n cazul funcţiilor care nu sunt pătratice, dacă minimizările liniare sunt făcute cu

precizie, punctele generate de orice metodă Broyden sunt identice. Concluzia este

că diferenţele dintre metode sunt importante atunci când minimizările liniare nu

sunt făcute cu acurateţe.

Exerciţiul 8.5: a) Copiaţi de la adresa http://www.lmn.pub.ro/∼gabriela arhiva

de fişiere corespunzătoare acestei teme.

b) Programul main quasiNewton.sci minimizează funcţia pătratică (7.20) prin

metode de tip quasi-Newton. Programul permite alegerea uneia din metodele: corecţie

de rangul unu, Davidon-Fletcher-Powell, sau o metodă din clasa Broyden (̂ın acest caz

trebuie introdusă valorea lui Φ). Cum se face minimizarea liniară a funcţiei?

c) Implementaţi o variantă de program ı̂n care pentru minimizare să se folosească

metoda secţiunii de aur.
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d) Implementaţi o variantă de program ı̂n care să se minimizeze funcţia dată de

relaţia (7.31) folosind un calcul exact pentru minimizare.

e) Implementaţi o variantă de program ı̂n care să se minimizeze funcţia dată de

relaţia (7.31) folosind un calcul aproximativ pentru minimizare.

f) Implementaţi o variantă de program ı̂n care să se minimizeze funcţia lui Rosenbrock

(“banană”) definită la capitolul 5.

Exerciţiul 8.6: Să se studieze comportarea diferitelor metode quasi-Newton ı̂n cazul

următoarelor funcţii:

• funcţia pătratică definită de expresia (7.20). Pentru minimizarea liniară se va folosi

calculul exact, apoi calculul aproximativ cu metoda secţiunii de aur. În acest din

urmă caz se va studia influenţa parametrilor metodei secţiunii de aur.

• funcţia pătratică de n variabile definită de relaţia (7.31). Pentru minimizarea liniară

se va folosi calculul exact, apoi calculul aproximativ cu metoda secţiunii de aur. În

acest din urmă caz se va studia influenţa parametrilor metodei secţiunii de aur. Se

va studia influenţă lui n asupra efortului de calcul.

• funcţia lui Rosenbrock definită la capitolul 5.

Exerciţiul 8.7: Comparaţi rezultatele studiului de la exerciţiul 8.6 cu rezultatele

obţinute la metoda gradientului şi metoda gradienţilor conjugaţi.

8.5 Metode de metrică variabilă sau gradienţi conju-

gaţi?

Există foarte multe asemănări ı̂ntre metodele de metrică variabilă şi metoda gradienţilor

conjugaţi3. Ambele metode au la bază ideea de a folosi informaţia obţinută din minimizări

unidimensionale de-a lungul unor direcţii succesive, algoritmii fiind construiţi astfel ı̂ncât n

minimizări liniare să conducă către minimul exact al unei funcţii pătratice ı̂n n dimensiuni.

Pentru funcţii mai generale, nepătratice, ambele metode oferă o combinaţie de avantaje

care le fac atractive. Printre acestea, direcţiile generate sunt ı̂ntotdeauna coborâtoare, iar

după n iteraţii convergenţa este superliniară.

Metodele de metrică variabilă diferă de metoda gradienţilor conjugaţi prin faptul

că memorează şi reactualizează informaţia acumulată. În loc să memoreze un vector

3De altfel, metoda gradienţilor conjugaţi este un caz particular al metodelor de metrică variabilă.
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intermediar de dimensiune n, ele memorează o matrice de dimensiune n× n. În general,

pentru n moderat, acesta nu este un dezavantaj semnificativ.

Dezvoltate mai devreme şi utilizate mai mult, metodele de metrică varibilă au mai

mulţi utilizatori care le acordă ı̂ncredere. În plus, există multe implementări sofisticate

ale metodelor de metrică variabilă, care minimizează eroarea de rotunjire sau tratează

condiţii mai speciale.

Exerciţiul 8.8: Dacă ı̂n viitor va trebui să folosiţi o metodă deterministă de ordinul

unu pentru a găsi minimul unei funcţii, ce metodă veţi alege? Motivaţi alegerea făcută,

ı̂n funcţie de dimensiunea n a problemei.
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Capitolul 9

Minimizări multidimensionale -

metode stocastice de optimizare.

Algoritmi genetici.

În cadrul acestui capitol se prezintă câteva dintre metodele stocastice de căutare a unui

optim.

Reamintim că metodele de optimizare pot fi clasificate ı̂n două mari categorii: metode

deterministe şi metode stocastice.

• Metodele deterministe conduc la aceeaşi soluţie pentru rulări diferite ale progra-

mului dacă pornesc de la aceleaşi condiţii iniţiale şi au aceeaşi parametri.

• Metodele stocastice au un caracter aleator şi ele nu conduc ı̂n mod necesar la

aceeaşi soluţiei, chiar dacă algoritmul porneşte din aceleaşi condiţii iniţiale şi are

aceeaşi parametri.

Dezavantajul metodelor deterministe este acela că ele găsesc ı̂ntotdeauna un extrem

local, dependent de iniţializare. De cele mai multe ori se doreşte ı̂nsă găsirea unui extrem

global, lucru ce pretinde explorarea ı̂ntregului domeniu de căutare şi nu numai o vecinătate

a iniţializării. Pentru a determina un extrem global se poate proceda astfel: se execută

algoritmul determinist pentru mai multe puncte iniţiale de căutare ı̂mprăştiate uniform

ı̂n domeniul de căutare şi apoi se alege dintre soluţiile găsite valoarea cea mai bună

sau se perturbă un extrem local găsit pentru a vedea dacă algoritmul determinist cu

această iniţializare regăseşte acelaşi extrem. Ca o alternativă la aceste două abordări, au

ı̂nceput să fie folosiţi tot mai des algoritmi stocastici. Aceştia nu garantează găsirea unui

extrem global, dar ei au o probabilitate mult mai mare de a găsi un astfel de extrem. De

asemenea ei mai au avantajul că nu necesită evaluarea derivatelor funcţiei de optimizat,

87
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fiind ı̂n consecinţă algoritmi de ordinul zero. Dezavantajul lor este acela că numărul

de evaluări de funcţii necesar pentru găsirea optimului este relativ mare faţă de cazul

metodelor deterministei, dar ı̂n multe situaţii acest sacrificiu trebuie făcut, pentru că

aceşti algoritmi sunt singurii care dau rezultate numerice acceptabile.

9.1 Metoda căutării aleatoare (drumului aleator)

9.1.1 Varianta Matyas

Metoda căutării aleatoare1 explorează domeniul variabilelor funcţiei obiectiv ı̂ntr-un mod

aleator. Iată câteva avantaje ale metodei: necesită doar evaluarea funcţiei nu şi a derivatei,

este simplă şi uşor de ı̂nţeles, este uşor de adaptat unei anumite aplicaţii. Mai mult, s-a

demonstrat că această metodă converge către un optim global pe o mulţime compactă.

Fie f(x) funcţia obiectiv de minimizat. Prima variantă a acestei metode a fost

propusă de Matyas şi poate fi descrisă ı̂n următorii patru paşi:

• Pasul 1: Alege un punct de start x din domeniul de definiţie.

• Pasul 2: Adaugă un vector aleator dx punctului curent x din spaţiul de căutare şi

evaluează funcţia obiectiv ı̂n noul punct curent x + dx.

• Pasul 3: Dacă f(x + dx) < f(x) atunci noul punct curent de căutare este x + dx.

• Pasul 4: Algoritmul se opreşte dacă a fost atins un anumit număr de evaluări de

funcţii obiectiv, altfel, algoritmul se reia de la pasul 2.

Exerciţiul 9.1: a) Copiaţi de la adresa http://www.lmn.pub.ro/∼gabriela arhiva

de fişiere corespunzătoare metodei căutării aleatoare. Acestea constituie implementarea

acestei metode pentru determinarea minimului funcţiei “cămila”. (Definiţia acestei funcţii

se găseşte la capitolul 5.)

b) Descrieţi conţinutul acestor fişiere.

c) Executaţi de 10 ori programul main random search.sci. Contorizaţi numărul de

eşecuri (de câte ori minimul găsit nu este ı̂n zona minimului global). În situaţiile ı̂n care

zona de minim global a fost găsită evaluaţi eroarea soluţiei şi observaţi numărul de puncte

curente de căutare.

Se observă caracterul aleator al metodei, ı̂n sensul că direcţiile de căutare sunt deter-

minate de un generator de numere aleatoare. Figura 9.1 prezintă un exemplu de traiectorie

a punctului de căutare ı̂n această metodă.

1“Random search”
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Figura 9.1: Exemplu de căutare ı̂n metoda random search - varianta Matyas.

Exerciţiul 9.2: Modificaţi programul principal astfel ı̂ncât să se minimizeze funcţia

lui Rosenbrock. Pentru 10 rulări independente evaluaţi eroarea.

Exerciţiul 9.3: Studiaţi influenţa condiţiei de oprire asupra soluţiei numerice.

Exerciţiul 9.4: Reprezentaţi grafic variaţia erorii relative a soluţiei numerice ı̂n

funcţie de numărul de evaluări, pentru un caz de succes.

Exerciţiul 9.5: Ce efect ar avea micşorarea lungimii vectorului dx ı̂n timpul căutării?

9.1.2 Varianta ı̂mbunătăţită

Există câteva modalităţi de a ı̂mbunătăţi această versiune primitivă a metodei, bazate pe

următoarele observaţii:

• Dacă alegerea unei anumite direcţii duce către o funcţie obiectiv mai mare atunci

direcţia opusă ar putea duce către o funcţie obiectiv mai mică.

• Dacă o anumită direcţie a căutărilor succesive s-a dovedit de succes, ea ar trebui să

polarizeze căutările ulterioare. Pe de altă parte eşecurile succesive ı̂ntr-o anumită
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direcţie ar trebui să descurajeze căutările ulterioare ı̂n acea direcţie.

Folosind aceste două observaţii, o versiune modificată a metodei căutării aleatoare

ar putea fi descrisă ı̂n următorii şase paşi:

• Pasul 1: Alege un punct de start iniţial x drept punct curent şi setează “po-

larizarea” iniţială p egală cu un vector nul.

• Pasul 2: Adaugă un termen p şi un vector aleator dx punctului curent x şi eval-

uează funcţia obiectiv ı̂n punctul x + p + dx.

• Pasul 3: Dacă f(x + p + dx) < f(x) atunci noul punct curent este x + p + dx iar

noul termen de polarizare este 0.2p + 0.4dx şi sări la pasul 6, altfel mergi la pasul

următor.

• Pasul 4: Dacă f(x + p − dx) < f(x) atunci noul punct curent este x + p − dx

iar noul termen de polarizare este p− 0.4dx si sări la pasul 6, altfel mergi la pasul

următor.

• Pasul 5: Setează noua polarizare 0.5p şi mergi la pasul 6.

• Pasul 6: Stop dacă a fost atins numărul maxim de evaluări de funcţii obiectiv.

Altfel reia de la pasul 2.

O ı̂mbunătăţire suplimentară a algoritmului ar putea fi obţinută dacă componentele

vectorului dx ar scădea ı̂n timp.

Exerciţiul 9.6: a) Ce dificultăti apar ı̂n cazul ı̂n care funcţia de minimizat are

restricţii de domeniu?

b) Implementaţi (opţional) varianta ı̂mbunătăţită a metodei căutării aleatoare. Studiaţi

influenţa parametrilor algoritmului (valorile coeficienţilor folosiţi ı̂n calculul polarizării)

asupra performanţelor sale ı̂n diferite cazuri concrete.

Observaţie: metoda căutării aleatoare este o metodă de optimizare dedicată ı̂n prin-

cipal optimizării problemelor ı̂n care parametrii au variaţie continuă. Se poate folosi

această metodă şi ı̂n cazul ı̂n care parametrii de optimizat au variaţie discretă dar atunci

observaţiile precedente s-ar putea să nu fie adevărate şi algoritmul Matyas s-ar putea să

fie mai potrivit.

9.2 Programe evoluţioniste. Algoritmi genetici.

Programele evoluţioniste (̂ın particular algoritmii genetici) sunt metode de optimizare

aleatoare bazaţi pe modele biologice evoluţioniste. Ei au fost propuşi şi investigaţi de
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John Holland ı̂n 1975. Spre deosebire de metodele de căutare aleatoare, aceste pro-

grame operează nu cu o singură soluţie numerică ci cu o familie de soluţii, ı̂mprăştiate

ı̂n spaţiul de căutare şi care evoluează spre soluţia problemei (se ı̂ngrămădesc progresiv

către aceasta).

9.2.1 Structura unui program evoluţionist

Un program de evoluţie este un algoritm probabilistic care menţine o populaţie P (t)

definită la iteraţia t ca o mulţime de indivizi xt
k:

P (t) = {xt
1, x

t
2, . . . , x

t
n}. (9.1)

Un individ (numit şi genotip sau cromozom) este o soluţie potenţială a problemei,

implementată ca o structură de date S. Folosind funcţia obiectiv, oricărui individ, prin

evaluare i se atribuie un grad de adecvare (fitness measure). Ideea comună oricărui

program bazat pe evoluţie este aceea că o populaţie de indivizi suferă transformări şi

ı̂n timpul acestui proces indivizii luptă pentru supravieţuire iar populaţia tinde către un

grad de adecvare cât mai mare.

La fiecare iteraţie nouă (t+1) se formează o populaţie (generaţie) nouă prin selecţia

indivizilor cu un grad de adecvare mai bun.

Membrii populaţiei suferă transformări, numite de alterare, modificările făcându-se

cu ajutorul operatorilor genetici. Aceştia sunt de două tipuri:

• unari, de tip mutaţie: un astfel de operator m crează un individ nou printr-o

schimbare a unui individ vechi:

m : S → S;

• binari, de tip ı̂ncrucişare (crossover): un astfel de operator c crează un individ

prin combinarea a doi indivizi vechi:

c : S × S → S.

După un anumit număr de generaţii cel mai bun individ (cel mai apropiat de optim)

este adoptat ca soluţia numerică a problemei de optimizare.

Iată algoritmul unui program de evoluţie:

1. t = 0

2. iniţializează P(t)
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3. evaluează P(t)

4.cât timp(nu condiţie de stop) repetă

4.1. t = t+ 1

4.2. selectează P(t) din P(t− 1)

4.3. alterează P(t)

4.4. evaluează P(t)

Pentru o anumită problemă pot fi formulate mai multe programe de evoluţie. Ele

pot diferi din mai multe puncte de vedere:

• structura de date folosită pentru reprezentarea unui individ (S);

• metoda de creare a populaţiei iniţiale;

• operatorii genetici şi de selecţie utilizaţi;

• parametrii algoritmului: dimensiunea populaţiei, probabilitatea aplicării diferiţilor

operatori;

• metoda de tratare a restricţiilor;

• criteriul de oprire folosit.

Structura unui algoritm genetic este aceeaşi ca cea prezentată pentru un program de

evoluţie. Diferenţele sunt la nivele mai joase. Algoritmii genetici clasici folosesc drept

structură de date pentru reprezentarea unui individ un şir binar de lungime fixă şi doi

operatori: mutaţia binară şi ı̂ncrucişarea binară. În algoritmii evoluţionişti cromozomii

pot fi reprezentaţi şi altfel decât prin structuri binare de lungime fixă, iar procesul de

alterare poate include şi alţi operatori genetici.

Un algoritm genetic, ca orice program de evoluţie, are următoarele cinci componente:

1. reprezentarea genetică pentru soluţia potenţială a problemei;

2. o modalitate de a crea o populaţie iniţială a soluţiei potenţiale;

3. o funcţie de evaluare care este funcţia de cost ce trebuie minimizată şi care joacă

rolul mediului;

4. operatori genetici care alterează compoziţia populaţiei;

5. valori pentru parametri: dimensiunea populaţiei, probabilităţile cu care sunt aplicaţi

diferiţi operatori.



9.2. Programe evoluţioniste. Algoritmi genetici. 93

9.2.2 Algoritmi genetici

Conceptele de bază ale unui algoritm genetic sunt prezentate ı̂n cele ce urmează.

Reprezentarea genetică (schema de codificare). Aceasta transformă punctele

din spaţiul de căutare ı̂n şiruri binare. De exemplu, un punct (11, 6, 9) ı̂ntr-un spaţiu

tridimensional poate fi reprezentat ca trei şiruri binare concatenate, care reprezintă cro-

mozomul individului:

1011
︸︷︷︸

11

0110
︸︷︷︸

6

1001
︸︷︷︸

9

ı̂n care fiecare parametru este codificat ca o genă compusă din patru biţi, folosind scrierea

binară. Există şi alte metode de codificare (de exemplu codificarea Gray). Schema de

codificare joacă un rol hotărâtor ı̂n determinarea performanţelor unui algoritm genetic.

Mai mult, operatorii genetici ca mutaţia şi ı̂ncrucişarea trebuie să fie adecvaţi schemei de

reprezentare folosite.

Evaluarea gradului de adecvare. Primul pas după crearea unei generaţii este

de a calcula gradul de adecvare a fiecărui membru din populaţie. Pentru o problemă de

minimizare (maximizare), gradul de adecvare fi al fiecărui membru reprezintă de obicei

funcţia obiectiv evaluată pentru acel individ (punct). De obicei sunt utilizate scalări

sau translaţii ale valorilor funcţiei (de exemplu pentru a obţine numai valori pozitive

ale funcţiei). O altă abordare este de a utiliza poziţia indivizilor (după sortarea lor) ı̂n

populaţie. Această abordare are avantajul că nu este necesară evaluarea cu acurateţe a

funcţiei atâta vreme cât se păstrează ierarhia indivizilor.

Mecanismul de selecţie. După evaluare, trebuie creată o populaţie nouă din

generaţia curentă. Mecanismul de selecţie stabileşte care indivizi (părinţi) vor produce

indivizi noi (copii) ı̂n generaţia următoare şi este analogul conceptului de supravieţuirea

celui mai bun din selecţia naturală. De obiecei probabilitatea ca un individ să fie selectat

pentru ı̂ncrucişare este proporţională cu gradul său de adecvare. Cel mai des ı̂ntâlnit mod

este de a folosi probabilitatea de selecţie egală cu fi/
∑n

k=1 fk, unde n este dimensiunea

populaţiei. Efectul acestei metode de selecţie este de a favoriza să devină părinţi acei

membri care au grade de adecvare peste medie.

Încrucişarea. Pentru a exploata potenţialul unei generaţii se foloseşte operatorul

de ı̂ncrucişare. Copiii rezultaţi după ı̂ncrucişare vor reţine (se speră) trăsăturile bune ale

părinţilor. Încrucişarea este aplicată prin selecţia unei perechi de părinţi cu o probabilitate

egală cu probabilitatea (rata) de ı̂ncrucişare. Cel mai des ı̂ntâlnită este ı̂ncrucişarea

ı̂ntr-un singur punct, ı̂n care se selectează aleator un punct de ı̂ncrucişare2 şi cei doi părinţi

schimbă ı̂ntre ei biţii ce urmea punctului (figura 9.2). În cazul ı̂ncrucişării ı̂n două puncte

2Punctul de ı̂ncrucişare reprezintă poziţia de ı̂ncrucişare ı̂n genele şirului binar al indivizilor.
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există două puncte de ı̂ncrucişare şi părinţii schimbă ı̂ntre ei şirul de biţi dintre aceste

două puncte (figura 9.3). Există şi alte metode de ı̂ncrucişare.

1 0 1 1 1 1 1 0

1 0 0 1 0 0 1 01 0 0 1 1 1 1 0

1 0 1 1 0 0 1 0 

incrucisare
punct de

Figura 9.2: Încrucişare ı̂ntr-un

singur punct

1 0 0 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 1 1 01 0 0 1 1 1 1 0

1 0 1 1 0 0 1 0 

Figura 9.3: Încrucişare ı̂n două

puncte

Efectul ı̂ncrucişării este similar celui din procesul evoluţiei naturale, ı̂n care părinţii

dau copiilor părţi din proprii lor cromozomi. De aceea, unii copii sunt capabili să-şi

depăşească părinţii ı̂n performanţe dacă au primit gene bune de la părinţii lor.

Mutaţia. Încrucişarea exploatează potenţialul unei generaţii, dar este posibil ca

populaţia să nu conţină toată informaţia necesară rezolvării unei anumite probleme. Din

acest motiv, se foloseşte un operator de mutaţie capabil să genereze noi cromozomi. Cea

mai obişnuită metodă de a implementa mutaţia este de a modifica un bit (din 1 ı̂n 0 sau

invers) ales cu o probabilitate egală cu probabilitatea (rata) de mutaţie, aceasta fiind

un număr cu valoare mică (figura 9.4).

1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0

bit mutant

Figura 9.4: Mutaţia

Efectul mutaţiei este foarte important pentru că ea previne ca populaţia să conveargă

către un extrem local. Rata mutaţiei este de obicei mică pentru a nu conduce la pierderea

cromozomilor buni. Dacă rata mutaţiei este mare (mai mare decât 0.1), algoritmul genetic

se comportă mai degrabă ca un algoritm de căutare aleatoare.

Acest paragraf dă doar o descriere generală a trasăturilor de bază ale algoritmilor

genetici. Detaliile de implementare pot fi foarte variate. De exemplu se practică de multe

ori o politică de a păstra cei mai buni indivizi ı̂n noua generaţie. Acest principiu poartă

numele de elitism.
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Vom prezenta acum cel mai simplu exemplu de algoritm genetic.

Enunţul problemei

Să ne imaginăm că vrem să găsim minimul funcţiei cămila C(x, y) ı̂n domeniul [0.2]×
[−1.2, 1] şi că avem la dispoziţie un program care implementează un algoritm genetic

dedicat maximizării funcţiilor pozitive. În consecinţă, vom scala funcţie C(x, y). Astfel,

ı̂n loc să minimizăm C(x, y) vom maximiza funcţia

F (x, y) = 3− C(x, y). (9.2)

Stabilirea schemei de reprezentare

Dorim să optimizăm funcţia F cu o anumită precizie, să presupunem n cifre semnifica-

tive exacte. Pentru a atinge o asemenea precizie, domeniul unei variabile (să presupunem

că notăm acest domeniu cu [ai, bi] unde ai reprezintă limita inferioară şi bi reprezintă

limita superioară a domeniului variabilei i) trebuie ı̂mpărţit ı̂n (bi−ai)10n intervale egale.

Dacă notăm cu mi cel mai mic număr ı̂ntreg pentru care (bi − ai)10n ≤ 2mi − 1, atunci o

reprezentare binară având fiecare parametru mi calculat astfel va satisface această cerinţă

de precizie. Lungimea cromozomului ce va codifica un individ este m =
∑

imi.

Pentru exemplul considerat, pentru a obţine o cifră semnificativă după virgulă trebuie

făcute următoarele raţionamente:

• pentru variabila x, lungimea domeniului ei este 2, numărul de intervale este 20, şi

deoarece 24 < 20 <= 25 − 1, rezultă că sunt necesar 5 biţi pentru codificare.

• variabila y are lungimea domeniului 2.2, numărul de intervale este 22 şi numărul de

biţi necesari este de asemenea 5.

În consecinţă un cromozom va avea 10 biţi.

Exerciţiul 9.7: Cum va trebui făcută codificarea variabilelor acestei probleme pen-

tru a obţine o precizie de 6 cifre semnificative?

Decodificarea unei variabile (conversia numărului binar ı̂n valoarea reală a variabilei)

se face identificând mai ı̂ntâi şirurile binare ce codifică fiecare variabilă (se identifică

genele), apoi, pentru fiecare astfel de şir binar se calculează parametrul xi astfel:

• se converteşte şirul binar din număr ı̂n baza 2 ı̂n număr ı̂n baza 10 (să notăm acest

număr cu x′i;

• se calculează numărul real xi:

xi = ai + x′i
bi − ai

2mi − 1
. (9.3)
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Exerciţiul 9.8: Verificaţi că individul (corespunzător exemplului din acest paragraf)

a cărui codificare este 1101101101 se decodifică ı̂n (1.7419355,−0.2774194).

Populaţia iniţială

Pentru a iniţializa populaţia, fiecare bit este ales ı̂n mod aleator 1 sau 0. Să pre-

supunem că populaţia are 7 indivizi şi iată un exemplu de populaţie iniţială:

0. 1. 0. 0. 1. 0. 1. 0. 1. 0.

0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. 0.

1. 1. 1. 0. 0. 1. 1. 0. 1. 0.

1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1. 0.

0. 0. 1. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1.

1. 1. 0. 0. 1. 0. 0. 1. 0. 1.

0. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1. 0. 1.

Această populaţie, decodificată reprezintă punctele:

.580645161 -.490322581

.193548387 -1.05806452

1.80645161 .64516129

1.41935484 .64516129

.451612903 .290322581

1.61290323 -.84516129

.903225806 .290322581

pentru care funcţia obiectiv are următoarele valori:

2.89250436

2.52274865

.532711696

.795400409

2.44632759

3.11703488

.999916289

Cel mai bun individ este penultimul: 1100100101 adică (1.61290323,−0.84516129),

de valoare 3.117035.

Mecanismul de selecţie

Procesul de selecţie are caracter aleator şi trebuie să acorde şanse mai mari indivizilor

mai adecvaţi. Aceste caracteristici se obţin considerând o distribuţie de probabilitate dată
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de o ruletă care are feliile de dimensiuni proporţionale cu valorile indivizilor. O astfel de

roată de ruletă se construieşte astfel:

• Se calculează valorile (gradele de adecvare) ale fiecărui cromozom. Să notăm aceste

valori cu fi (i = 1, pop size, unde cu pop size am notat dimensiunea populaţiei).

• Se ı̂nsumează aceste valori f total =
∑pop size

i=1 fi.

• Se calculează probabilităţile de selecţie pi pentru fiecare cromozom:

pi =
fi

f total
. (9.4)

• Se calculează probabilităţile cumulate qi pentru fiecare individ:

qi =
i∑

j=1

pj. (9.5)

Procesul de selecţie se bazează pe ı̂nvârtirea roţii de pop size ori. La fiecare rotaţie

se selectează un singur individ astfel:

• Se generează un număr aleator r ı̂n intervalul [0, 1].

• Dacă r < q1 atunci se selectează primul cromozom pentru a deveni părinte; altfel se

selectează individul cu indice i (2 ≤ i ≤ pop size) pentru care qi−1 < r ≤ qi.

Evident unii cromozomi pot fi selectaţi mai mult de o dată, fiind favorizaţi3 pentru

a deveni părinţi cei mai buni indivizi.

Pentru exemplu de mai sus, să presupunem că au fost selectaţi indivizii 5, 2, 2, 6, 4,

4, 7 şi rezultă că populaţia după selecţie va fi:

0. 0. 1. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1.

0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. 0.

0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. 0.

1. 1. 0. 0. 1. 0. 0. 1. 0. 1.

1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1. 0.

1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1. 0.

0. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1. 0. 1.

3Indivizilor cu un grad de adecvare mai bun le corespunde pe roata de ruletă un sector de cerc mai

mare.
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Exerciţiul 9.9: Mecanismul de selecţie de mai sus este valabil pentru maximizarea

funcţiilor cu valori pozitive. Cum ar trebui modificat ı̂n cazul minimizării funcţiilor cu

valori pozitive?

Încrucişarea

După selecţie se aplică operatorul de ı̂ncrucişare. Unul din parametrii algoritmu-

lui genetic este probabilitatea de ı̂ncrucişare pc. Această probabilitate permite calculul

numărului probabil de cromozomi care vor suferi ı̂ncrucişarea, pc ·pop size. Se procedează

astfel. Pentru fiecare cromozom:

• Se generează un număr real aleator r ı̂n intervalul [0, 1].

• Dacă r < pc atunci cromozomul respectiv este ales pentru ı̂ncrucişare.

Dacă numărul de cromozomi aleşi pentru ı̂ncrucişare este impar atunci se adaugă sau se

elimină (̂ın mod aleator) un cromozom.

Să presupunem ı̂n exemplul de mai sus că au fost aleşi pentru ı̂ncrucişare indivizii

5 şi 7 şi aceştia au fost ı̂ncrucişaţi la poziţia 7 (poziţie care este aleasă aleator), rezultă

după ı̂ncrucişare populaţia:

0. 0. 1. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1.

0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. 0.

0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. 0.

1. 1. 0. 0. 1. 0. 0. 1. 0. 1.

0. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 0. 1. 0.

1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1. 0.

1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 1. 0. 1.

Mutaţie

Următorul operator, mutaţia, acţionează asupra biţilor ı̂n mod individual. Un alt

parametru al algoritmului genetic este probabilitatea de mutaţie pm. Acesta dă numărul

aşteptat de biţi care suferă mutaţia şi anume pm · m · pop size. Fiecare bit (din toţi

cromozomii populaţiei) are o şansă egală de a suferi mutaţia adică schimbarea din 0 ı̂n 1

şi viceversa. Se procedează astfel. Pentru fiecare cromozom din populaţia curentă (adică

după ı̂ncrucişare) şi pentru fiecare bit din fiecare cromozom:

• Se generează un număr real aleator r ı̂n intervalul [0, 1].

• Dacă r < pm bitul respectiv suferă mutaţia.
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Aplicând această schemă exemplului de mai sus au rezultat următoarele mutaţii:

individul 1 → biţii 1 şi 3, individul 4 → bitul 10, individul 5 → bitul 3, iar populaţia

după mutaţie este:

1. 0. 0. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1.

0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. 0.

0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. 0.

1. 1. 0. 0. 1. 0. 0. 1. 0. 0.

0. 1. 0. 1. 0. 1. 0. 0. 1. 0.

1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1. 0.

1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 1. 0. 1.

După selecţie, ı̂ncrucişare şi mutaţie, noua populaţie este gata pentru a fi reevaluată.

Evaluarea este folosită pentru a construi noile funcţii de probabilitate necesare procesului

de selecţie (pentru a construi o nouă roată de ruletă cu sectoarele ajustate după noile

grade de adecvare). Restul evoluţiei este doar o repetare ciclică a paşilor de mai sus.

Figurile 9.5 şi 9.6 reprezintă un exemplu de evoluţie: figura 9.5 indică distribuţia

populaţiei iniţiale (20 de indivizi) iar figura 9.6 distribuţia populaţiei după 20 de generaţii.
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Figura 9.5: Populaţia iniţială
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Figura 9.6: Populaţia după 20 generaţii

Exerciţiul 9.10: a) Copiaţi de la adresa http://www.lmn.pub.ro/∼gabriela arhiva

de fişiere corespunzătoare acestei metode.

b) Descrieţi conţinutul acestor fişiere.
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c) Descrieţi problema de optimizat.

Exerciţiul 9.11: Descrieţi modul de implementare a componentei elitiste.

Exerciţiul 9.12: Efectuaţi teste numerice pentru a putea observa influenţa parametrilor

algoritmului genetic (dimensiunea populaţiei, probabilitatea de ı̂ncrucişare şi de mutaţie,

condiţia de oprire) asupra convergenţei algoritmului genetic. Observaţie: pentru fiecare

set de parametri faceţi câte 10 execuţii independente pentru a observa comporatarea medie

la un set de parametri. Contorizaţi numărul de eşecuri (convergenţă ı̂n extreme locale)

pentru fiecare test.

Exerciţiul 9.13: Modificaţi programul Scilab astfel ı̂ncât să se minimizeze funcţia

lui Rosenbrock.

Observaţie: Având ı̂n vedere că această funcţie nu are extreme locale, nu vom putea

vorbi de eşecuri, şi vom putea evalua de fiecare dată eroarea fată de extremul acestei

funcţii.

Exerciţiul 9.14: a) Modificaţi programul Scilab astfel ı̂ncât să se contorizeze numărul

de evaluări de funcţii obiectiv.

b) Pentru funcţia Rosenbrock evaluaţi eroarea ı̂n funcţie de numărul de evaluări de

funcţii. Comparaţi această evoluţie cu graficul similar obţinut cu metoda gradienţilor

conjugaţi (capitolul 7).

Exerciţiul 9.15: Rezultatele testelor efectuate prezentaţi-le şi grafic, sub forma

variaţiei celui mai bun individ (valoarea lui, parametrii lui) ı̂n funcţie de numărul de

evaluări de funcţii, respectiv de indicele generaţiei curente.



Capitolul 10

Aplicaţie la minimizările

multidimensionale. Studiul bobinelor

lui Helmholtz.

Aceast capitol urmăreşte aplicarea metodelor de optimizare prezentate ı̂n capitolele 5, 6 şi

7 pentru optimizarea dispozitivului de producere a câmpului magnetic uniform, cunoscut

sub numele de bobinele lui Helmholtz1.

10.1 Bobinele Helmholtz

10.1.1 Descrierea dispozitivului

Dispozitivul cunoscut sub numele de bobinele Helmholtz este format din două bobine

identice, coaxiale. Un astfel de dispozitiv crează ı̂n anumite condiţii un câmp magnetic

aproximativ uniform cel puţin ı̂ntr-o mică porţiune situată la mijlocul distanţei dintre

bobine. Pentru simplitate vom presupune că bobinele sunt de fapt spire (figura 10.1)

coaxiale, paralele, parcurse de curenţi egali, ı̂n acelaşi sens.

10.1.2 Consideraţii teoretice

Fie P un punct situat pe axa spirelor la distanţa x′ de mijlocul O al segmentului ce uneşte

centrele spirelor (figura 10.1). Atunci câmpul magnetic produs ı̂n P de doi curenţi egali

1Temă pentru studenţi – Concepeţi un referat scris (se recomandă ı̂n Latex) care să reflecte modul ı̂n

care s-au comportat metodele de optimizare studiate ı̂n rezolvarea acestei probleme. Vă recomandăm ca

acest referat să fie bazat pe răspunsurile la exerciţiile şi ı̂ntrebările din acest capitol.
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a a

d
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P O
x

Figura 10.1: Bobinele Helmholtz.

şi ı̂n acelaşi sens I ce străbat spirele are modulul

B(x′) =
µ0Ia

2

2







[(
d

2
+ x′

)2

+ a2

]−3/2

+

[(
d

2
− x′

)2

+ a2

]−3/2





. (10.1)

Exerciţiul 10.1: Demonstraţi formula (10.1). Care este direcţia şi sensul câmpului

magnetic ı̂n punctul P?

Dacă notăm variabilele:

x =
x′

a
, (10.2)

β =
d

2a
, (10.3)

B0 =
µ0I

2a
(10.4)

şi funcţiile:

f1(x) =
[
1 + (β + x)2

]−3/2
, (10.5)

f2(x) =
[
1 + (β − x)2

]−3/2
, (10.6)

F (x) = f1(x) + f2(x), (10.7)

atunci câmpul magnetic ı̂n P se poate scrie ca fiind

B(x) = B0F (x). (10.8)

Exerciţiul 10.2: Verificaţi formula (10.8).
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Vom dezvolta funcţiile f1 şi f2 ı̂n serie Taylor ı̂n jurul lui x = 0:

f1(x) = f1(0) + xf ′
1(0) +

x2

2!
f ′′

1 (0) + . . . (10.9)

f2(x) = f2(0) + xf ′
2(0) +

x2

2!
f ′′

2 (0) + . . . (10.10)

Evaluând funcţiile şi derivatele ı̂n origine se găseşte că:

f1(0) = f2(0) = (1 + β2)−3/2, (10.11)

f ′
1(0) + f ′

2(0) = 0, (10.12)

f ′′
1 (0) = f ′′

2 (0) = −3(1 + β2)−5/2

(

1− 5β2

1 + β2

)

. (10.13)

Exerciţiul 10.3: a) Verificaţi formulele (10.11), (10.12), (10.13).

b) Arătaţi că toate derivatele de ordin impar ale funcţiei F (x) sunt zero.

Impunând şi condiţia ca derivata de ordinul doi a funcţiei F (x) să fie zero2 rezultă

că

4β2 = 1 =⇒ a = d. (10.14)

În condiţia (10.14), numită şi condiţia Helmholtz:

F (x) ≈ 2f1(0) =
16

53/2
(10.15)

şi deci, ı̂n aproximaţia neglijării termenilor ı̂n x4 şi de puteri mai mari (cele impare se

anulează)

B(x) ≈ 0.7155
µ0I

a
(10.16)

nu depinde de x = x′/a ı̂ntr-o vecinătate a punctului x = 0.

Exerciţiul 10.4: Verificaţi formula (10.16).

Figura 10.2 prezintă variaţia mărimii B/B0 ı̂n funcţie de x′/a pentru diferite valori

ale distanţei d (d = a, d = 1.1a, d = 0.9a). Se constată că dacă este ı̂ndeplinită condiţia

Helmholtz (10.14) şi anume distanţa dintre bobine este egală cu raza lor atunci

câmpul este practic constant ı̂n zona cuprinsă ı̂ntre cele două bobine.

Exerciţiul 10.5: Arătaţi că pentru x = ±0.5 (adică ı̂n centrele spirelor) abaterea

faţă de câmpul central este de 5.5 %.

2Pe scurt, ideea este următoarea: pentru a obţine F aproximativ constantă se anulează cât mai mulţi

termeni din dezvoltarea Taylor.
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Figura 10.2: Variaţia B/B0 ı̂n funcţie de x′/a pentru diferite distanţe d.

Exerciţiul 10.6: a) Identificaţi poziţia spirelor ı̂n fiecare din cele trei cazuri din

figura 10.2 şi comparaţi (calitativ) omogenitatea câmpului magnetic dintre spire. Calculaţi

aproximativ cât de mare este zona ı̂n care câmpul magnetic are o abatere de 1%.

b) Scrieţi un program Scilab care să permită trasarea graficului din figura 10.2. Testaţi

şi observaţi omogenitatea câmpului magnetic şi pentru alte valori ale raportului d/a.

10.2 Formularea problemei de optimizare

Să presupunem că bobinele Helmholtz trebuie aşezate ı̂ntr-o regiune spaţială de forma

unui cub de latură L = 30 cm (figura 10.3) şi se doreşte obţinerea unui câmp magnetic

cât mai uniform posibil pe segmentul P1P2 plasat ı̂n centrul cubului, unde |P1P2| = 3 cm.

Întreg spaţiul se va presupune nemagnetic (µ = µ0).

Parametrii problemei sunt ı̂n consecinţă raza bobinelor a şi distanţa dintre ele d.

Curentul ce le străbate nu este necesar să intervină ca parametru. Mediul fiind liniar,

câmpul magnetic depinde direct proporţional de curent, uniformitatea lui nefiind influenţată

de această valoare.

Exerciţiul 10.7: Care sunt restricţiile de domeniu pentru parametrii a şi d?

Înaintea alegerii metodei de optimizare trebuie stabilită expresia funcţiei obiectiv.
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O
P1 2P

L
L

Figura 10.3: Domeniul maxim.

10.2.1 Funcţie obiectiv de tip minimax

O posibilitate este de a folosi o funcţie obiectiv de tipul

F1(a, d) =
Bmax −Bmin

B0

, (10.17)

unde Bmax reprezintă valoarea maximă a inducţiei pe segmentul P1P2, Bmin reprezintă

valoarea minimă, iar B0 este inducţia ı̂n punctul O. Împărţirea la B0 garantează faptul că

rezultatul optimizării nu depinde de curentul ales (arbitrar) prin cele două spire. Problema

de optimizare s-ar putea formula pe scurt astfel: “să se găsească a şi d astfel ı̂ncât F1 să

fie minimă”. O astfel de problemă se spune că este de tip minimax deoarece se doreşte

minimizarea abaterii maxime.

Pentru calculul mărimilor Bmax şi Bmin ar putea fi folosiţi de asemenea algoritmi de

optimizare. Vă propunem ı̂nsă ca evaluarea lor să se facă mai grosier astfel:

Bmax = max(B(P1), B(P2), B(O)), (10.18)

Bmin = min(B(P1), B(P2), B(O)), (10.19)

iar B0 = B(O).

Definirea unei funcţii obiectiv de acest tip are dezavantajul că nu este continuă, deci

nu poate fi derivabilă şi ı̂n consecinţă nu se pot aplica pentru optimizare decât algoritmi

de ordin zero.

Exerciţiul 10.8: Rezolvaţi problema de optimizare folosind funcţia obiectiv F1 şi

cel puţin doi dintre algoritmii de ordinul zero studiaţi la temele 5 şi 6.

Exerciţiul 10.9: Rezolvaţi problema de optimizare folosind pentru calculul mărimilor

Bmax şi Bmin algoritmi de optimizare a funcţiilor unidimensionale.



106 APLICAŢIE - BOBINELE HELMHOLTZ

10.2.2 Funcţie obiectiv de tip norma Euclidiană

O altă măsură a omogenităţii câmpului se bazează pe abaterea pătratică (norma Euclid-

iană). Deoarece datorită simetriei B(P1) = B(P2) iar B0 este un extrem local se poate

utiliza următoarea expresie a funcţiei obiectiv:

F2(a, d) =
(B(P1)−B0)

2

B2
0

. (10.20)

În acest caz funcţia obiectiv are avantajul că poate fi exprimată ı̂n mod explicit ı̂n

funcţie de parametrii a şi d şi ı̂n consecinţă pot fi calculate derivatele ei ı̂n raport cu

parametrii de optimizat, mărimi necesare aplicării unor algoritmi de optimizare de ordin

superior. În literatura de specialitate derivatelor funcţiei obiectiv ı̂n raport cu parametrii

de optimizat li se mai spun şi senzitivităţi.

Exerciţiul 10.10: Scrieţi un program Scilab care să permită trasarea curbelor de

nivel ale funcţiei obiectiv F2. Comentaţi “harta” obţinută.

Exerciţiul 10.11: Calculaţi senzitivităţile funcţiei obiectiv F2 ı̂n raport cu parametrii

a şi d.

Exerciţiul 10.12: Rezolvaţi problema de optimizare folosind funcţia obiectiv F2 şi

algoritmii de ordinul zero pe care i-aţi folosit şi la exerciţiul 10.8 . Comparaţi rezultatele

obţinute.

Exerciţiul 10.13: Rezolvaţi problema de optimizare folosind funcţia obiectiv F2 şi

algoritmii de ordinul unu studiaţi la tema 7. Comparaţi rezultatele cu cele obţinute la

exerciţiile 10.8 şi 10.12 .
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Software profesional pentru

rezolvarea problemelor de optimizare

În ı̂ncercarea de a rezolva o problemă de optimizare cu calculatorul trebuie plecat de la

observaţia, unanim acceptată, că nu există un program pentru calculator (cod) general,

capabil să rezolve eficient orice problemă de optimizare neliniară. Datorită diversităţii att

a problemelor de optimizare, a algoritmilor ct şi a programelor de calculator disponibile,

alegerea codului potrivit pentru o problemă concretă este dificilă şi cere experienţă ı̂n

optimizări dar şi ı̂nţelegerea profundă a problemei de rezolvat.

În viaţa reală a cercetării ştiinţifice şi ingineriei, rareori se inventează un algoritm

original de optimizare şi un program complet nou pentru rezolvarea unei probleme con-

crete, ci cel mai adesea se refolosesc coduri existente, asigurndu-se ı̂n acest fel eficienţa

profesională ı̂n rezolvarea problemelor. În această activitate, experienţa căpătată ı̂n par-

curgerea capitolelor anterioarare este de un real folos.

Indiferent dacă se folosesc programe de optimizare existente sau se dezvoltă coduri

noi, se recomandă cu tărie ca acestea să fie verificate folosind probleme şi modele de test,

de preferinţă cât mai apropiate de problema concretă de rezolvat.

Scopul acestui capitol este de a familiariza cititorul cu principalele abordări folosite

ı̂n rezolvarea cu tehnici profesionale, bazate pe reutilizarea software, a problemelor de

optimizare. Spre deosebire de capitolele anterioare ı̂n care accentul era pus pe anatomia

algoritmilor de optimizare, ı̂n aceast capitol atenţia este focalizată asupra modului ı̂n care

pot fi folosite programe existente ı̂n rezolvarea unor probleme noi.
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11.1 Abordări profesionale ale problemelor de opti-

mizare

În rezolvarea profesională a problemelor de optimizare prin (re)folosirea unor coduri ex-

istente se deosebesc următoarele abordări:

• Interactivă, specifică unor probleme relativ simple, de mici dimensiuni, dar care

trebuie rezolvate rapid (cu efort minim de dezvoltare). Se utilizează programe matematice

generale ca MATLAB, Mathematica, Maple, Scilab, care au şi funcţii de optimizare printre

comenzile de bază sau ı̂n pachete adiţionale-optimale. Funcţii de optimizare pot avea şi

alte pachete, ca de exemplu cele de tabele electronice (spreadsheet).

• Dezvoltarea de programe ı̂n limbaje universale folosind rutine individuale

din domeniul public dedicate optimizărilor (ca de exemplu rutinele publicate ı̂n presti-

gioasa revistă de specialitate “Transaction on Mathematical Software”), rutine din bib-

lioteci matematice generale sau din pachete de rutine dedicate optimizărilor, aflate att ı̂n

domeniul public (ca de exemplu, depozitul Netlib, cea mai mare bibliotecă de subrutine

matematice din lume menţinută de Universitatea din Tennessee şi disponibilă pe Inter-

net la adresa www.netlib.org) ct şi ı̂n cel comercial (dintre care cele mai cunoscute sunt

bibliotecile matematice generale NAG şi IMSL). De obicei aceste rutine sunt disponibile

ı̂n format sursă ı̂n limbajul Fortran şi, mai rar, ı̂n C, C++ sau in format obiect. În

acestă abordare este necesar să se scrie un program principal, care să asigure interfaţa

cu utilizatorul (citirea datelor şi scrierea rezultatelor) şi cel puţin o rutină care evaluează

funcţia obiectiv (eventual o alta pentru gradientul ei). Această abordare acordă mai

multă flexibilitate şi putere programatorului dect cea interactivă, motiv pentru care ea

este aplicată problemelor mai complicate. În mod natural, efortul şi timpul de dezvoltare

sunt mai ridicate. Abordarea necesită o competenţă mai mare din partea utilizatorului,

acesta trebuind să acorde o maximă atenţie parametrilor actuali folosiţi ı̂n subrutinele de

bibliotecă, al căror număr, semnificaţie şi ordine variază de la o bibliotecă la alta.

• Descrierea problemei de optimizare ı̂n limbaje de modelare algebrică

constă ı̂n folosirea unui limbaj standard, dar specializat pentru a prezenta problema,

urmnd ca interfaţa cu diferite pachete sau rutine de rezolvare să fie făcută de programe

specializate, numite sisteme de modelare. Dintre limbajele de ”modelare algebrică” cele

mai răspndite sunt AMPL şi GAMS. Acestea sunt ı̂n general pachete comerciale care

asigură o interfaţă prietenoasă cu utilizatorul, dar există şi sisteme de modelare plasate

ı̂n domeniul public (de exemplu ASCEND, dezvoltat de Universitatea Carnegie ). Scopul

acestei abordări este de a elimina efortul de programare specific abordării anterioare şi

de a elimina riscurile apariţiilor unor erori de programare sau de interpretare. Eficienţa

folosirii acestor sisteme este ı̂n mod natural mai ridicată, ı̂n schimb flexibilitatea lor este

mai scăzută, funcţia obiectiv trebuind să admită o exprimare relativ simplă in limbaj
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matematic.

• Sevicii de optimizare disponibile pe reţea. Reţeaua de calculatoare Internet

este ı̂n afara oricărui dubiu cea mai valoroasă sursă pentru coduri de optimizare, dar

şi o cale de a rezolva probleme de optimizare. Mai multe site-uri Web oferă servicii

de optimizare (permit evaluarea unor pachete de optimizare prin rezolvarea problemelor

formulate de utilizator, fără să fie nevoie ca programul să fie instalat pe calculatorul

acestuia). Dintre acestea cel mai cunoscut este serverul de optimizare NEOS, pus la

dispoziţie de Aragonne National Laboratory din SUA.

11.2 Surse pentru software destinat optimizării

Directorul Toms din Netlib conţine subrutinele Fortran publicate ı̂n ”Transaction on

Mathematical Software”, revistă editată de ACM (Association of Computation Machin-

ery). Dintre acestea menţionăm algoritmii dedicaţi rezolvării problemelor de programare

pătratică (QP) care poartă numerele 559 (J.T. Betts), 587 (Hanson & Haskell) şi algorit-

mul numărul 667 (Aluffi-Pentini), pentru minimizare globală stocastică.

Directorul Opt din Netlib conţine următoarele coduri sursă Fortran77, Fortran90 sau

C (de obicei convertite automat din Fortran cu utilitarul f2c):

• connax.f - minimizarea funcţiilor neliniare cu restricţii (E.H. Kaufman);

• donlp2 - optimizare neliniară (cu restricţii neliniare), cu derivate şi matrice pline

prin metoda de tip SQP (P.Spellucci);

• dqed.f - cele mai mici pătrate neliniare, cu restrictii liniare (R. Hanson);

• hooke.c - optimizare fără restricţii, fără derivate cu metoda Hooke-Jeeves (M.G.

Johnson);

• lbfgs - optimizare neliniară fără restricţii sau cu restricţii de tip frontieră, prin

metoda BFGS (J.Nocedal);

• lsnno - optimizare neliniară cu restricţie liniară de tip ”reţea” (P. Toint);

• praxis - optimizare fără restricţii şi fără derivate, cu metoda ”axelor principale”

(R.Brent);

• simannf - optimizare cu restricţii simple prin metoda ”Simulated Annealing” (B.

Goffe);

• subplex - optimizare fără restricţie prin metoda căutării simplex ı̂n subspaţiu (T.

Rowan)
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• tn - optimizare fără restricţii sau cu restricţii de tip frontieră prin metoda Newton

(S. Nash);

• varpov - cele mai mici pătrate neliniare separabile (Bolstad);

• ve08 - optimizare fără restricţii a funcţiilor separabile (P. Toint).

Alte pachete de programare din domeniul public sau ”shareware” disponibile ı̂n format

sursă sunt:

• TRON - probleme de optimizare cu restricţii de tip frontieră prin metoda Newton

cu ”trust-region” (Lin şi More);

• L-BFGS-B - probleme de optimizare cu restricţiile de tip frontieră (Zhu şi Nocedal);

• conmin - pachet pentru problemede optimizare neliniară cu restricţii (Murry Dow);

• WNLIB - rutine pentru probleme de optimizare neliniară cu şi fără restricţie prin

metode de gradient, dar conţin şi rutine de tip ”Simulated Annealing” (Will Naylor);

• SolvOpt - optimizări locale ı̂n probleme neliniare cu funcţii nederivabile (A. Kuntserich,

F. Kappel);

• FFSQP/CFSQP - cod Fortran/C pentru probleme neliniare cu restricţii prin pro-

gramări pătratice succesive (A. Tits);

• MINIPACK - cod pentru rezolvarea problemei celor mai mici pătrate neliniare (J.

More);

• BARON - module pentru optimizare globală neliniară ı̂n probleme cu variabile

continui şi/sau discrete (N. Sahhinidis);

• cGOP - pachet de funcţii C pentru optimizare globală cu tehnici de tip ”branch-

and-bound” (Computer Aided System Lab at Princetown University);

• GA Playground - un applet Java ce permite rezolvarea problemelor de optimizare

cu Algoritmi Genetici prin browsere Web;

• Adaptive Simulated Annelig (L. Ingber) şi Ensemble Based Simulated An-

nealing - pachete de optimizare globală prin metoda ”simann” (R. Frost);

• GENOCOP - program de algoritmi genetici (Michalewicz).
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Produsul Metoda Vănzătorul Adresa web

GAUSS,CML SQP3 APTECH http://www.aptech.com

CONOPT1 GRG4 ARKI

Multisimplex Nelder-Mead Multisimplex http://www.multisimplex.com

NAG Num Lib. diverse NAG http://www.nag.com

GRG2, SLP, SQP diverse Optimal Methods http://www.optimalmethods.com

LGO diverse Pinter Consulting http://is.dal.ca/ jdpinter

LANCELOT Trust-region Rutherford Lab.(edu. free) http://www.dci.clrc.ac.uk

/Activity/LANCELOT

SOPT SQP SAITECH http://www.saitech-inc.com

MINOS, SNOPT SQP Stanford Bus Soft http://www.sbsi-sol-optimize.com

FSQP SQP Tits (edu. free) http://www.isr.umd.edu/Labs

/CACSE/FSQP

IMSL2 diverse Visual Numerics http://www.vni.com/products/imsl

CONMIN, DOC, DOT diverse Vanderploats ftp://anusf.anu.edu.au/mld900

/constr minimum

Tabelul 11.1: Coduri comerciale (cu taxă pentru licenţa de utilizare) de optimizare.

Detalii asupra acestor pachete sunt disponibile la http://www-unix.mcs.anl.gov/otc/Guide/faq/

nonlinear-programming-faq.html şi la adresele din tabelul 11.1.

Următoarele site-uri web oferă servicii de optimizare on-line prin reţea:

• AMPL (http://www.ampl.com/ampl) - permite rezolvarea problemelor cu pnă la

350 variabile, descrise ı̂n limbaj AMPL, prin 8 solvere liniare sau neliniare (inclusiv

cu variabile discrete);

• NEOS (http://www-neos.mcs.anl.gov) - oferă servicii de acces la peste o duzină de

solvere de optimizare liniară, neliniară, stocastică, cu sau fără restricţii. Problemele

pot fi descrise ı̂n C, Fortran sau ı̂n limbaje de modelare ca AMPL sau GAMS

• UniCalc (http://www.rriai.org.ru/UniCalc) - O mare varietate de probleme de

optimizare trimise printr-un formular disponibil pe web. Abordarea se face ı̂n lim-

bajul de modelare UniCalc ce permite combinarea unor concepte novatoare, cum

sunt: matematica intervalurilor, algebra simbolică, strategii originale de căutare şi

o interfaţă prietenoasă cu utilizatorul.

Metodele de optimizare implementate ı̂n rutinele şi pachetele software profesionale

sunt de o mare diversitate. Ele se ı̂mpart ı̂n două mari categorii, prima, bazată pe metode

1Admite descrieri ı̂n limbaje de modelare AMPL, GAMS, AIMMS şi LINGO.
2Admite interfaţă opţională pentru AMPL.
3SQP = Sequential Quadratic Programming.
4GRG = Generalised Reduced Gradient.
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deterministe, este dedicată optimizărilor locale, iar a doua, bazată pe metode stocastice,

este dedicată optimizărilor globale. Principiile care stau la baza acestor metode sunt

rezumate ı̂n anexele D (metode deterministe) şi E (metode stocastice).

11.3 Rezolvarea interactivă a problemelor simple

În mediul Scilab există o funcţie dedicată optimizării neliniare, bazată pe metoda quasi-

Newton. Această funcţie, numită optim, are următoarea secvenţă simplă de apel (pentru

optimizări fără restricţie):

[f,xopt]=optim(costf,x0),

ı̂n care: costf este numele funcţiei obiectiv ce trebuie minimizată, xopt este vectorul

soluţie a problemei de optimizare, f este valoarea optimă a funcţiei obiectiv f = costf(xopt)

iar x0 este iniţializarea soluţiei (vector de aceeaşi dimensiune cu xopt).

Funcţia obiectiv are următorul prototip:

[f,g,ind] = costf(x,ind),

ı̂n care f este valoarea funcţiei obiectiv, g este vectorul gradient al funcţiei obiectiv ı̂n

punctul x (un vector care reprezintă variabila independentă), iar ind este un indicator

ı̂ntreg de eroare (la ieşire) sau de comandă (la intrare), cu următoarea semnificaţie:

ind< 0 (la ieşire) - f nu poate fi evaluat ı̂n x;

ind= 0 - se ı̂ntrerupe optimizarea;

ind= 1 - nu se calculează nimic;

ind= 2 - se calculează numai f ;

ind= 3 - se calculează numai g;

ind= 4 - se calculează şi f şi g.

Exemplu de utilizare:

x0=[0;0;0]

xa=[0;1;2]

deff(f,g,ind]=cost(x,ind)=norm(x-xa)2, g=2*(x-xa)

[f,xopt]=optim(cost, x0)
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Exerciţiul 11.1: Ce funcţie se minimizează ı̂n exemplul de mai sus? Verificaţi

exemplul, lucrând ı̂n consola Scilab.

Trebuie remarcat că Scilab admite ca funcţia de cost să fie descrisă şi ı̂n limbajul

Fortran. Detalii asupra sintaxei ı̂n acest caz sunt prezentate ı̂n manualul de utilizare

Scilab [8] şi ı̂n sistemul de asistenţă on-line Scilab/help.

Exerciţiul 11.2: Scrieţi un program Scilab care să minimizeze o funcţie pătratică

f(x) = xTAx + bTx + c, unde A este o matrice pătrată de dimensiune n× n, b este un

vector coloană de dimensiune n iar c este o constantă reală. Aplicaţie numerică pentru

c = 10, b = [1;−1; 0], A matricea unitate.

Scilab admite şi un mod mai complicat de apel al comenzii optim, mod care se aplică

ı̂n cazul optimizărilor cu restricţii, şi care are sintaxa:

[f,[xopt,[gradopt,[work]]]]=optim(costf,[contr],x0,[’algo’],[work],[stop]),

ı̂n care intervin ı̂n plus următoarele variabile: variabila gradopt este gradientul funcţiei

costf ı̂n punctul xopt; work este tablou de lucru utilizat la restartul algoritmilor quasi-

Newton (este iniţializat automat de optim); constr descrie restricţiile cu sintaxa: ’b’,

binf, bsup unde binf şi bsup sunt vectori de dimensiunea vectorului soluţie, ce conţin

marginile inferioară şi superioară ale componentelor variabilei independente x, ’algo’ in-

dică algoritmul utilizat şi poate fi ’qn’ sau ’gc’ sau ’nd’, fiecare valoare corespunzând re-

spectiv metodelor quasi-Newton, gradienţi conjugaţi şi metodă de calcul fără derivată(pentru

funcţii nediferenţiabile). În acest din urmă caz nu se acceptă restricţii. Parametrul stop

este o secvenţă de parametri opţionali care controlează criteriul de oprire al algoritmului,

cu sintaxa: ’ar’,nap, [iter [,epsg [,epsf [,epsx]]]] ı̂n care ’ar’ este un cuvânt

cheie rezervat pentru selecţia criteriului de oprire, nap este numărul maxim de apeluri

pentru funcţie, iter este numărul maxim de iteraţii admise, epsg este toleranţa normei

gradientului, epsf este toleranţa descreşterii valorii funcţiei obiectiv, epsx este toleranţa

variaţiei vectorului x (vector de dimensiunea lui x0).

Exemplu de utilizare:

[f,xopt,gopt]=optim(cost,x0,c

[f,xopt,gopt]=optim(cost,[-1,0,2],[0,1,4],x0)

[f,xopt,gopt]=optim(cost,[-1,0,2],[0,1,4],x0,’gc’,’ar’,3)

Exerciţiul 11.3: Comentaţi cele trei instrucţiuni de mai sus. Executaţi ı̂n con-

sola Scilab cele trei instrucţiuni din exemplul de mai sus, precedate de instrucţiunile din

exerciţiul 11.1 .
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Exerciţiul 11.4: Scrieţi un program Scilab care să minimizeze funcţia lui Rosen-

brock cu ajutorul procedurilor de optimizare furnizate de program. Comparaţi rezultatele

cu cele obţinute pe parcursul temelor anterioare, ı̂n care aţi implementat proceduri proprii

de minimizare.

Pentru optimizări liniare si pătratice, Scilab are comenzi specializate linpro, şi

quapro.

11.4 Utilizarea rutinelor din biblioteci matematice

În continuare va fi prezentat şi analizat modul ı̂n care pot fi folosite rutinele de optimizare

din bibliotecile matematice. Pentru ı̂nceput va fi testată funcţia hooke.c din biblioteca

netlib/org. Aceasta este scrisă ı̂n limbajul C şi permite determinarea unui minim local

al funcţiei f : IRn → IR, prin metoda Hooke-Jeeves (“pattern search”). Aceasta este

o metodă de ordinul zero, ı̂n consecinţă ea poate fi aplicată şi funcţiilor nederivabile şi

discontinue.

Exerciţiul 11.5: a) Folosind un browser de Internet, ca de exemplu Netscape,

inspectaţi directorul de optimizări din biblioteca netlib la adresa http://www.netlib.org/opt

şi vizualizaţi fişierul hooke.c (citiţi comentariul introductiv şi identificaţi funcţiile com-

ponente ale codului sursă: f, best-nearby, hooke şi main).

b) Salvaţi fişierul hooke.c ı̂n directorul de lucru. Completaţi fişierul şi apoi executaţi

programul folosind sub controlul sistemului de operare comenzile: make hooke şi apoi

hooke.

c) Modificaţi funcţia obiectiv (folosind editorul Dvs. preferat) şi executaţi din nou

programul. Care este soluţia obţinută ı̂n urma minimizării funcţiei lui Rosenbrock? Cte

evaluări ale funcţiei obiectiv au fost necesare pentru obţinerea acestui rezultat? Analizaţi

ce soluţie se obţine, ı̂n funcţie de iniţializarea folosită. Ce efect au ceilalţi parametri (rho,

epsilon şi itermax)?

11.5 Utilizarea serviciului de optimizare prin Inter-

net

Există şi servicii de optimizare prin Internet. Unul dintre acestea este NEOS (Network

Enabled Optimization System). Acest serviciu este organizat de Centrul de Tehnolo-

gie Lab şi Northwestern University din SUA şi este disponibil la adresa: http://www-

fp.mcs.anl.gov/otc/index.html.
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Pentru utilizarea acestui serviciu va trebui să vă alegeţi ca solver o metodă de opti-

mizare. Metodele de optimizare sunt grupate ı̂n următoarele categorii:

• optimizare discretă;

• optimizare neliniară cu restricţii;

• optimizare cu restricţii de tip frontieră;

• optimizare fără restricţii;

• programare liniară;

• programare liniara stocastică;

• probleme complementare;

• optimizări de reţele liniare;

• programare semidefinită.

Exerciţiul 11.6: Folosiţi serviciul de optimizare NEOS pentru optimizarea oricăreia

din problemele descrise ı̂n capitolele anterioare. Comparaţi rezultatele şi performanţele

programului de optimizare cu cele obţinute de dvs. la capitolele respective.
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Anexa A

Tipuri de probleme de optimizare

A.1 Optimizări scalare

În cele ce urmează vom nota cu f0 : IRn → IR funcţia obiectiv (reală), cu x ∈ IRn vectorul

variabilelor, restricţiile sunt reprezentate de funcţia c : IRn → IRp unde unele componente

ale lui c sunt restricţii de tip inegalitate, de forma ci(x) ≤ 0 pentru i ı̂ntr-o mulţime de

indici notată I, alte componente ale lui c sunt restricţii de tip egalitate de tip ci(x) = 0

pentru indici i dintr-o mulţime de indici notată E . Pot exista restricţii bilaterale de tipul

li ≤ ci(x) ≤ ui unde li şi ui sunt marginile inferioară şi superioară ale restricţiei, cazul

ci(x) = xi corespunzând restricţiilor de domeniu.

Iată tipurile de probleme de optimizare [47]:

1. Probleme de programare neliniară cu restricţii1

În aceste probleme f0 şi c sunt funcţii neliniare de x. Două formulări tipice echivalente

sunt

min {f0(x)|ci(x) ≤ 0, i ∈ I, ci(x) = 0, i ∈ E} ,

şi

min {f0(x)|c(x) = 0, l ≤ x ≤ u} .

2. Probleme de programare liniară2

În aceste probleme funcţia obiectiv şi restricţiile sunt liniare. Formularea standard a

acestor probleme este:

min
{
cTx|Ax = b,x ≥ 0

}
,

1 ”Nonlinear programming”
2”Linear programming”

117



118 TIPURI DE PROBLEME DE OPTIMIZARE

unde c ∈ IRn este un vector de cost şi A ∈ IRm×n este o matrice de restricţii. De multe

ori se foloseşte formularea mai convenabilă

min
{
cTx|li ≤ aT

i x ≤ ui, i ∈ I, li ≤ xi ≤ uii ∈ B
}
.

În acestă formulare restricţiile de tip egalitate sunt descrise prin relaţii de ı̂ncadrare ı̂n

care li = ui pentru i ∈ I.

3. Programare pătratică3

Aceste probleme au restricţii liniare şi funcţii obiectiv pătratice, formularea problemei

făcându-se astfel

min

{

cTx +
1

2
xTQx|aT

i x ≤ bi, i ∈ I, aT
i x = bi, i ∈ E

}

,

unde Q ∈ IRn×n este o matrice simetrică. Aceste probleme sunt convexe dacă Q este

pozitiv semidefinită şi neconvexe ı̂n caz contrar.

4. Probleme de cele mai mici pătrate cu restricţii liniare 4

Unele probleme convexe de programare pătratică pot fi formulate mai natural ca o prob-

lemă de cele mai mici pătrate

min

{
1

2
‖Cx− d‖22|aT

i x ≤ bi, i ∈ I, aT
i x = bi, i ∈ E

}

,

unde matricea coeficienţilor C nu este neaparat pătrată.

5. Probleme care au doar restricţii de domeniu 5

În aceste probleme singurele restricţii sunt cele care mărginesc componentele vectorului x

min {f0(x)|l ≤ x ≤ u} .

6. Probleme fără restricţii 6

sunt cele care nu au nici un fel de restricţii (nici măcar de domeniu).

7. Probleme neliniare de cele mai mici pătrate 7

În aceste problema funcţia obiectiv are forma specială

f0(x) =
1

2

m∑

i=1

fi(x)2,

3”Quadratic Programming”
4”Constrained linear least square problems”
5”Bound Constrained Problems”
6”Unconstrained problems”
7 ”Nonlinear least square problems”
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unde fiecare componentă fi este numită reziduu. Grupând reziduurile ı̂ntr-o funcţie vec-

torială f : IRn → IRm putem scrie f0 ca fiind

f0(x) =
1

2
‖f(x)‖22.

8. Sisteme de ecuaţii neliniare

Rezolvarea unui sistem de ecuaţii neliniare definit cu ajutorul funcţiei f : IRn → IRn

este un vector x astfel ı̂ncât f(x) = 0. Unii algoritmi sunt stânşi legaţi de algoritmii de

optimizare fără restricţii şi de cele mai mici pătrate neliniare, ei rezolvând

min {‖f(x)‖|x ∈ IRn} ,

unde ‖ · ‖ este de obiecei norma L2 din IRn.

9. Probleme de optimizare a reţelelor 8

În aceste probleme f0 şi ci au o structură specială care provine de la un graf constând ı̂n

arce şi noduri. Astfel de probleme apar ı̂n aplicaţii care implică distribuţia produselor,

transportul, comunicaţiile. Restricţiile sunt de obiecei liniare şi fiecare restricţie ci implică

de obiecei numai una sau două componente ale lui x. Funcţia f0 poate fi fie liniară fie

neliniară, dar este de obiecei ”separabilă”, adică se poate scrie sub forma

f0(x) =
n∑

i=1

fi(xi),

unde fiecare funcţie scalară fi depinde numai de argumentul xi.

10. Programare ı̂ntreagă 9

Acest termen defineşte problemele de optimizare ı̂n care componentele lui x sunt ı̂ntregi.

Problemele de tip 1÷9 au presupus valori reale ale componentelor. Termenul programare

mixtă 10 defineşte problemele ı̂n care o parte a componentelor lui x sunt reale iar cealaltă

parte sunt ı̂ntregi. Astfel de probleme sunt mai dificil de rezolvat, de aceea până acum

au apărut metode care rezolvă doar problemele de programare liniară şi unele cazuri de

programare pătratică. Aceste metode se bazează pe tehnica ”branch and bound”.

Majoritatea problemelor de optimizare nu se pot ı̂ncadra strict ı̂ntr-una din categoriile

de mai sus. De exemplu o problemă de programare liniară este ı̂n acelaşi timp o problemă

de programare pătratică care este ı̂n acelaşi timp o problemă de programare neliniară.

O problemă trebuie plasată ı̂n categoria cea mai restrictivă pentru că astfel se pot folosi

metode şi implementa algoritmi care să ţină cont de toate particularităţile problemei.

8”Network optimzation problems”
9”Integer programming”

10”Mixed-integer programming”
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A.2 Optimizări vectoriale

Una din dificultăţile ı̂ntâmpinate ı̂n optimizarea dispozitivelor electromagnetice constă ı̂n

cerinţa de a satisface mai multe obiective. Problemele care urmăresc satisfacerea simul-

tană a mai multor obiective se numesc probleme de optimizări vectoriale.

A.2.1 Optimalitate Pareto

Caracteristic pentru problemele de optimizare vectorială este apariţia unui conflict de

obiective, ı̂n care soluţiile care ar minimiza fiecare obiectiv ı̂n parte sunt diferite şi nu

există soluţie acolo unde toate obiectivele ı̂şi ating minimul. O problemă de minimizare

vectorială se formulează astfel:

Să se minimizeze F(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fK(x)) unde F : IRn −→ IRK, este supusă

la restricţiile gi, hj : IRn −→ IR, gi(x) ≤ 0, (i = 1, 2, . . . ,m) (restricţii de tip inegalităţi),

hj(x) = 0, (j = 1, 2, . . . , p) (restricţii de tip egalităţi) şi xll ≤ xl ≤ xlu, (l = 1, 2, . . . , n)

(restricţii de domeniu).

in sens Pareto

SOLUTIE PERFECTA

f

f

1

2

COMPROMIS

Solutii optimale

Figura A.1: Interpretarea geometrică a soluţiilor optimale ı̂n sens Pareto

În definirea soluţiei optimale se aplică criteriul de optimalitate introdus iniţial de

Pareto ı̂ncă din 1896 pentru problemele din economie [55]. O soluţie optimală x∗ ı̂n sens

Pareto se caută acolo unde nu există o soluţie x ı̂n domeniul de căutare M = {x ∈
IRn|gi(x) ≤ 0;hj(x) = 0;xll ≤ xl ≤ xlu(∀)i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , p; l = 1, . . . , n} pentru

care fk(x) ≤ fk(x
∗), (∀)k ∈ [1, K], fk(x) < fk(x

∗), pentru cel puţin un k ∈ [1, K]. O

problemă de optimizare ı̂n care ı̂mbunătăţirea unui obiectiv cauzează degradarea a cel

puţin unui alt obiectiv nu are soluţie decât ı̂n sens optimal Pareto. Figura A.1 arată

interpretarea geometrică a soluţiei optimale ı̂n sens Pareto pentru cazul a două obiective

care sunt ı̂n conflict.
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Graficul din figură reprezintă dependenţa dintre f1 şi f2. Pe acestă curbă există

soluţiile posibile ale problemei, fiind marcată regiunea soluţiilor optimale ı̂n sens Pareto.

Se observă că nu există un punct pentru care ambele obiective să ı̂şi atingă minimul. Acel

punct este numit ”soluţie perfectă”. O soluţie de compromis ar putea fi aceea pentru

care distanţa dintre soluţia perfectă dar nefezabilă şi mulţimea soluţiilor optimale ı̂n sens

Pareto este minimă.

Abordarea unei probleme de optimizări vectoriale are trei aspecte importante: sta-

bilirea funcţiei obiectiv 11, metodele de a trata restricţiile neliniare şi alegerea algoritmului

de optimizare care minimizează funcţia obiectiv.

A.2.2 Stabilirea funcţiei obiectiv ı̂n cazul optimizărilor vectori-

ale

Aplicarea unui algoritm de optimizare are nevoie de o metodă de luare a deciziilor care

garantează o soluţie din mulţimea de soluţii optimale ı̂n sens Pareto. Iată câteva metode

care se aplică ı̂n optimizarea dispozitivelor electromagnetice [54, 55].

• Ponderarea obiectivelor

O primă posibilitate este aceea de a se folosi o funcţie obiectiv care este suma ponderată

a tuturor obiectivelor de minimizat. Noua funcţie obiectiv este u(F(x)) =
∑K

k=1 tkfk(x)

unde x ∈M . Pentru probleme de optimizare ı̂n care toate funcţiile de cost fk sunt convexe

se poate arăta că problema minimizării funcţiei u are o soluţie optimală ı̂n sens Pareto

unică [55]. Problema care apare constă ı̂n găsirea unor ponderi potrivite, cunoscând faptul

că obiectivele au valori numerice diferite şi senzitivităti diferite. Ponderarea obiectivelor

este de aceea un proces iterativ ı̂n care trebuie făcute mai multe optimizări, cu ponderi

recalculate.

• Ponderarea distanţelor

O a doua posibilitate este de folosi metoda ”funcţiei distanţă”. Presupunem că f ∗
k sunt

cerinţele de atins (minimele funcţiilor de cost fk). Funcţia obiectiv care se foloseşte este

o distanţă (de cele mai multe ori ı̂n sensul celor mai mici pătrate). Şi aici apare problema

stabilirii ponderilor, funcţia de minimizat fiind ‖z(x)‖2 =
∑K

k=1 tk(f
∗
k (x)−fk(x))2. Pentru

funcţii convexe şi dacă f ∗
k sunt minimele fiecărei funcţii obiectiv se poate arăta că ‖z‖ are

un optim unic ı̂n sens Pareto. Dezavantajul folosirii unei astfel de norme euclidiene este

sensitivitatea scăzută la reziduuri subunitare. De aceea trebuie folosiţi factori de pondere

suficient de mari.

• Reformularea problemei cu restricţii

Problema factorilor de pondere poate fi depăşită reformulând problema astfel: numai unul

11Procesului de stabilire a funcţiei obiectiv i se mai spune şi ”alegerea criteriului de decizie” folosit de

algoritmul de optimizare propriu-zis.
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din obiective este minimizat, celelalte fiind considerate restricţii suplimentare. Problema

astfel reformulată minimizează doar fi(x) (cu i fixat) cu restricţiile suplimentare fk(x)−
rk ≤ 0, (∀)k = 1, K, k 6= i. Valoarea rk reprezintă minimul cerut pentru funcţia de cost k.

O astfel de formulare are avantajul că ei i se poate aplica o tehnică de tip Lagrange.



Anexa B

Funcţii de test pentru algoritmii de

optimizare

Pentru a testa algoritmii de optimizare se folosesc funcţii de test cu expresii analitice, care

au punctele de extrem cunoscute. Această anexă cuprinde cele mai cunoscute funcţii de

test [42], [65].

B.1 Probleme care au doar restricţii de domeniu

1. De Jong (I):

3∑

i=1

x2
i ,

unde −5.12 ≤ xi ≤ 5.12, i = 1, 3. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, 0, 0).

2. De Jong (II):

5∑

i=1

integer(xi),

unde −5.12 ≤ xi ≤ 5.12, i = 1, 5. Funcţia are un minim global egal cu -30 pentru

toţi −5.12 ≤ xi < −5.0, i = 1, 5..

3. De Jong (III):

30∑

i=1

ix4
i + Gauss(0, 1),
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unde −1.28 ≤ xi ≤ 1.28, i = 1, 30. Funcţia (fără zgomot Gaussian) are un minim

global egal cu 0 ı̂n punctul (0, . . . , 0).

4. Schaffer (I):

0.5 +
sin2

√

x2
1 + x2

2 − 0.5

[1.0 + 0.001(x2
1 + x2

2)]
2
,

unde −100 ≤ xi ≤ 100, i = 1, 2. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, 0).

5. Schaffer (II):

(x2
1 + x2

2)
0.25
[
sin2(50(x2

1 + x2
2)

0.1 + 1.0
]
,

unde −100 ≤ xi ≤ 100, i = 1, 2. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, 0).

6. Goldstein-Price:

[1 + (x1 + x2 + 1)2(19− 14x1 + 3x2
1 − 14x2 + 6x1x2 + 3x2

2)]

·[30 + (2x1 − 3x2)
2(18− 32x1 + 12x2

1 + 48x2 − 36x1x2 + 27x2
2)],

unde −2 ≤ xi ≤ 2, i = 1, 2. Funcţia are un minim global egal cu 3 ı̂n punctul

(0,−1).

7. Branin:

a(x2 − bx2
1 + cx1 − d)2 + e(1− f)cos(x1) + e,

unde −5 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 15, şi a = 1, b = 5.1/(4π2), c = 5/π, d = 6, e = 10,

f = 1/(8π). Funcţia are un minim global egal cu 0.397887 ı̂n trei puncte diferite:

(−π, 12.275), (π, 2.275), şi (9.42478, 2.475).

8. Shubert:

5∑

i=1

i cos[(i+ 1)x1 + i] ·
5∑

i=1

icos[(i+ 1)x2 + i],

unde −10 ≤ xj ≤ 10, j = 1, 2. Funcţia are 760 de minime locale, dintre care 18

sunt minime globale de valoare -186.73.

9. Easom:

− cos(x1) cos(x2)e
−(x1−π)2−(x1−π)2 ,

unde −100 ≤ xi ≤ 100 pentru i = 1, 2. Funcţia are un minim global egal cu -1 ı̂n

punctul (π, π).
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10. Bohachevsky (I):

x2
1 + 2x2

2 − 0.3 cos(3πx1)− 0.4 cos(4πx2) + 0.7,

unde −50 ≤ xi ≤ 50, u = 1, 2. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, 0).

11. Bohachevsky (II):

x2
1 + 2x2

2 − 0.3 cos(3πx1) cos(4πx2) + 0.3,

unde −50 ≤ xi ≤ 50, i = 1, 2. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, 0).

12. Bohachevsky (III):

x2
1 + 2x2

2 − 0.3 cos(3πx1) + cos(4πx2) + 0.3,

unde −50 ≤ xi ≤ 50, i = 1, 2. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, 0).

13. Colville:

100(x2 − x2
1)

2 + (1− x1)
2 + 90(x4 − x2

3)
2 + (1− x3)

2 +

+10.1((x2 − 1)2 + (x4 − 1)2) + 19.8(x2 − 1)(x4 − 1),

unde −10 ≤ xi ≤ 10, i = 1, 4. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(1, 1, 1, 1).

14. Cămila cu şase cocoaşe;

(

4− 2.1x2
1 +

x4
1

3

)

x2
1 + x1x2 +

(
−4 + 4x2

2

)
x2

2

unde −3 ≤ x1 ≤ 3 şi −2 ≤ x2 ≤ 2. Funcţia are un minim global egal cu −1.03163

ı̂n două puncte diferite: (−0.0898,−0.7126) şi (0.0898,−0.7126). Harta funcţiei pe

domeniul [0, 2]× [−1.2, 1] este prezentată ı̂n figura B.1.

15. Schwefel (I)

30∑

i=1

|xi|+
30∏

i=1

|xi|,

unde −10 ≤ xi ≤ 10, i = 1, 30. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, . . . , 0).
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Figura B.1: Harta funcţiei “cămila”.

16. Schwefel (II)

30∑

i=1

(
i∑

j=1

xj

)2

,

unde −100 ≤ xi ≤ 100, i = 1, 30. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, . . . , 0).

17. Schwefel (III)

−
30∑

i=1

(xi sin(
√

|xi|)),

unde −500 ≤ xi ≤ 500, i = 1, 30. Funcţia are un minim global egal cu −12569.5 ı̂n

punctul (420.9687, . . . , 420.9687). Harta funcţiei ı̂n cazul bidimensional, pe dome-

niul [0, 500]× [0, 500] este prezentată ı̂n figura B.2.

18. Rosenbrock (“banana”):

100(x2
1 − x2)

2 + (1− x1)
2,
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Figura B.2: Harta funcţiei Schwefel (III).

unde −2.048 ≤ xi ≤ 2.048, i = 1, 2. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n

punctul (1, 1). Harta funcţiei este prezentată ı̂n figura B.3.

19. Rosenbrock generalizată:

29∑

i=1

[100(xi+1 − x2
i )

2 + (xi − 1)2],

unde −30 ≤ xi ≤ 30, i = 1, 30. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(1, . . . , 1).

20. Rastrigin generalizată:

30∑

i=1

[x2
i − 10 cos(2πxi) + 10)],

unde −5.12 ≤ xi ≤ 5.12, i = 1, 30. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, . . . , 0).

21. Griewank generalizată:

1

4000

30∑

i=1

x2
i −

30∏

i=1

cos

(
xi√
i

)

+ 1,
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Figura B.3: Harta funcţiei Rosenbrock (banana”).

unde −600 ≤ xi ≤ 600, i = 1, 30. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul

(0, . . . , 0).

22. Vizuina vulpii:

(

1

500
+

25∑

j=1

1

j + (x1 − a1j)6 + (x2 − a2j)6

)(

− 1),

unde −65.536 ≤ xi ≤ 65.536, i = 1, 2 şi

(aij) =

(
−32 −16 0 16 32 −32 . . . 0 16 32

−32 −32 −32 −32 −32 −16 . . . 32 32 32

)

.

Funcţia are un minim global egal cu 0.998 ı̂n punctul (−32,−32) şi alte minime

local ı̂n restul de 24 de puncte (a1j, a2j). Graficul funcţiei este prezentat ı̂n figura

B.4.

23. Funcţii deceptive:

Să ne imaginăm că dorim să maximizăm o funcţie reală de două variabile F (x, y),

construită astfel. Fie k un număr de maxime globale plasate arbitrar. Pentru a
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Figura B.4: Graficul funcţiei “vizuina vulpii”.

ilustra acest exemplu vom considera k = 5 şi optimele globale vor fi plasate ı̂n

punctele mulţimii:

G = {(7, 59), (5, 21), (30, 7), (62, 3), (62, 51)},

funcţia F fiind definită pe domeniul [0, 63] × [0, 63]. Să considerăm acum funcţia

f0(x, y) definită pe acelaşi domeniu, dată de relaţia:

f0(x, y) = min
∀(xg,yg)∈G

√

(xg − x)2 + (yg − y)2. (B.1)

Funcţia f0 reprezintă distanţa de la punctul (x, y) la mulţimea G. Această funcţie

are un maxim egal cu 32.0156 ı̂n punctul (32, 39). Funcţia F este definită de relaţia:

F (x, y) =

{
34 dacă(x, y) ∈ G
f0(x, y) dacă(x, y) 6∈ G

Graficul acestei funcţii este prezentat ı̂n figura B.5. Peisajul ei este multimodal, cu

puncte de atracţie false pentru algoritmii determinişti de ordin superior. Punctul

de atracţie cel mai puternic este cel care corespunde maximului funcţiei f0. Funcţia
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Figura B.5: Graficul unei funcţii deceptive

are dezavantajul că este discontinuă, dar se poate imagina cu uşurinţă o funcţie

continuă care să aibă un astfel de relief. O astfel de funcţie se numeşte deceptivă

deoarece un algoritm care ı̂ncearcă să optimizeze aşa ceva, cu greu poate găsi cele

k maxime globale.

B.2 Probleme de optimizare cu restricţii

1. Să se minimizeze funcţia

G1(x,y) = 5x1 + 5x2 + 5x3 + 5x4 − 5
4∑

i=1

x2
i −

9∑

i=1

yi,
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cu resticţiile:

2x1 + 2x2 + y6 + y7 ≤ 10, 2x1 + 2x3 + y6 + y8 ≤ 10,

2x2 + 2x3 + y7 + y8 ≤ 10, −8x1 + y6 ≤ 0,

−8x2 + y7 ≤ 0, −8x3 + y8 ≤ 0,

−2x4 − y1 + y6 ≤ 0, −2y2 − y3 + y7 ≤ 0,

−2y4 − y5 + y8 ≤ 0, 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, 3, 4,

0 ≤ yi ≤ 1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 9, 0 ≤ yi, i = 6, 7, 8.

Funcţia are un minim global egal cu−15 ı̂n punctul (x,y) = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 3, 3, 1).

2. Să se minimizeze funcţia

G2(x) = x1 + x2 + x3,

cu resticţiile:

1− 0.0025(x4 + x6) ≥ 0,

x1x6 − 833.33252x4 − 100x1 + 83333.333 ≥ 0,

1− 0.0025(x5 + x7 − x4) ≥ 0,

x2x7 − 1250x5 − x2x4 + 1250x4 ≥ 0,

1− 0.01(x8 − x5) ≥ 0,

x3x8 − 1250000− x3x5 + 2500x5 ≥ 0,

100 ≤ x1 ≤ 10000,

1000 ≤ xi ≤ 10000, i = 2, 3,

10 ≤ xi ≤ 1000, i = 4, . . . , 8.

Problema are 3 restricţii liniare şi 3 neliniare; funcţia G2 este liniară şi are un minim

global egal cu 7049.330923 ı̂n punctul x = (579.3167, 1359.943, 5110.071, 182.0174,

295.5985, 217.9799, 286.4162, 395.5979). Toate cele şase restricţii sunt active ı̂n op-

timul global.

3. Să se minimizeze funcţia

G3(x) = (x1 − 10)2 + 5(x2 − 12)2 + x4
3 + 3(x4 − 11)2 + 10x6

5 + 7x2
6 +

+ x4
7 − 4x6x7 − 10x6 − 8x7,

cu resticţiile:

127− 2x2
1 − 3x4

2 − x3 − 4x2
4 − 5x5 ≥ 0,

282− 7x1 − 3x2 − 10x2
3 − x4 + x5 ≥ 0,

196− 23x1 − x2
2 − 6x2

6 + 8x7 ≥ 0,

−4x2
1 − x2

2 + 3x1x2 − 2x2
3 − 5x6 + 11x7 ≥ 0,

−10.0 ≤ xi ≤ 10.0, i = 1, . . . , 7.
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Problema are 4 restricţii neliniare; funcţia G3 este neliniară şi are un minim global

egal cu 680.6300573 ı̂n punctul (2.330499, 1.951372,−0.4775414, 4.365726,−0.6244870,

1.038131, 1.594227). Două din cele patru restricţii (prima şi ultima) sunt active ı̂n

optimul global.

4. Să se minimizeze funcţia

G4(x) = ex1x2x3x4x5 ,

cu resticţiile:

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x2
5 = 10,

x2x3 − 5x4x5 = 0,

x3
1 + x3

2 = −1,

−2.3 ≤ xi ≤ 2.3, i = 1, 2,

−3.2 ≤ xi ≤ 3.2, i = 3, 4, 5.

Problema are 3 restricţii neliniare de tip egalitate; funcţia G4 este neliniară şi are

un minim global egal cu 0.0539498478 ı̂n punctul (−1.717143, 1.595709, 1.827247,

−0.763641,−0.7636450).

5. Să se minimizeze funcţia

G5(x) = x2
1 + x2

2 + x1x2 − 14x1 − 16x2 + (x3 − 10)2 + 4(x4 − 5)2 + (x5 − 3)2 +

+ 2(x6 − 1)2 + 5x2
7 + 7(x8 − 11)2 + 2(x9 − 10)2 + (x10 − 7)2 + 45,

cu resticţiile:

105− 4x1 − 5x2 + 3x7 − 9x8 ≥ 0,

−3(x1 − 2)2 − 4(x2 − 3)2 − 2x2
3 + 7x4 + 120 ≥ 0,

−10x1 + 8x2 + 17x7 − 2x8 ≥ 0,

−x12 − 2(x2 − 2)2 + 2x1x2 − 14x5 + 6x6 ≥ 0,

8x1 − 2x2 − 5x9 + 2x10 + 12 ≥ 0,

−5x1 − 8x2 − (x3 − 6)2 + 2x4 + 40 ≥ 0,

3x1 − 6x2 − 12(x9 − 8)2 + 7x10 ≥ 0,

−0.5(x1 − 8)2 − 2(x2 − 4)2 − 3x2
5 + x6 + 30 ≥ 0,

−10.0 ≤ xi ≤ 10.0, i = 1, . . . , 10.

Problema are 3 restricţii liniare şi 5 neliniare; funcţia G5 este pătratică şi are un

minim global egal cu 24.3062091 ı̂n punctul (2.171996, 2.363683, 8.773926, 5.095984,

0.9906548, 1.430574, 1.321644, 9.828726, 8.280092, 8.375927). Şase din cele opt restricţii

(toate cu excepţia ultimilor două) sunt active ı̂n optimul global.
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6. Să se minimizeze funcţia

G6(x, y) = −10.5x1 − 7.5x2 − 3.5x3 − 2.5x4 − 1.5x5 − 10y − 0.5
5∑

i=1

x2
i ,

cu restricţiile:

6x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 + x5 ≤ 6.5,

10x1 + 10x3 + y ≤ 20,

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , 5,

0 ≤ y.

Funcţia are un minim global egal cu −213 ı̂n punctul (0, 1, 0, 1, 1, 20).

7. Să se maximizeze funcţia

G7(x) =
3x1 + x2 − 2x3 + 0.8

2x1 − x2 + x3

+
4x1 − 2x2 + x3

7x1 + 3x2 − x3

,

cu restricţiile:

x1 + x2 − x3 ≤ 1,

−x1 + x2 − x3 ≤ −1,

12x1 + 5x2 + 12x3 ≤ 34.8,

12x1 + 12x2 + 7x3 ≤ 29.1,

−6x1 + x2 + x3 ≤ −4.1,

0 ≤ xi, i = 1, 2, 3.

Funcţia are un maxim global egal cu 2.471428 ı̂n punctul (1, 0, 0).

8. Să se minimizeze funcţia

G8(x,y) = 6.5x− 0.5x2 − y1 − 2y2 − 3y3 − 2y4 − y5,

cu restricţiile:

x+ 2y1 + 8y2 + y3 + 3y4 + 5y5 ≤ 16,

−8x− 4y1 − 2y2 + 2y3 + 4y4 − y5 ≤ −1,

2x+ 0.5y1 + 0.2y2 − 3y3 − y4 − 4y5 ≤ 24,

0.2x+ 2y1 + 0.1y2 − 4y3 + 2y4 + 2y5 ≤ 12,

−0.1x− 0.5y1 + 2y2 + 5y3 − 5y4 + 3y5 ≤ 3,

y3 ≤ 1, y4 ≤ 1 şi y5 ≤ 2,

x ≥ 0, yi ≥ 0 pentru 1 ≤ i ≤ 5.

Funcţia are un minim global egal cu −11 ı̂n punctul (0, 6, 0, 1, 1, 0).
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Anexa C

Exemple de probleme de optimizare

a dispozitivelor electromagnetice

Această anexă prezintă două probleme legate de optimizarea dispozitivelor electromagnet-

ice. Prima aplicaţie reprezintă optimizarea unui dispozitiv de stocare a energiei magnetice,

iar a doua optimizarea unei matriţe folosită pentru orientarea pulberilor ı̂n câmp mag-

netic. Ambele probleme sunt probleme de test1 propuse de comunitatea internaţională ı̂n

cadrul “TEAM2 Workshop”. Descrierea problemelor poate fi găsită pe Internet [9]. Rezul-

tate privind optimizarea acestor două probleme se găsesc ı̂n teza [17], al cărei rezumat se

găseşte la adresa http://www.lmn.pub.ro/∼gabriela .

C.1 Dispozitiv de stocare a energiei magnetice

Problema TEAM Workshop 22 constă ı̂n optimizarea unui dispozitiv SMES3. Dispozitivele

SMES sunt dispozitive care stochează energia ı̂n câmpuri magnetice. În principiu ele sunt

construite din bobine realizate din materiale supraconductoare. Bobinele sunt alimentate

printr-un comutator de la un convertizor de putere, după care comutatorul se deschide

simultan cu scurtcircuitarea bornelor bobinelor. Curentul circulă ı̂n bobine fără a scădea

ı̂n timp datorită rezistenţei nule a supraconductoarelor. Astfel de dispozitive pot fi folosite

pentru stabilizarea fluctuaţiilor de putere ı̂n sistemele energetice.

Există două tipuri diferite de bobine folosite ı̂n dispozitivele SMES: solenoizii şi

toroizii. Tehnica de realizare a unei bobine solenoidale este foarte simplă, ı̂n timp ce

1”Benchmark problems”
2TEAM (Testing Electromagnetic Analysis Models) reprezintă un grup internaţional de lucru consti-

tuit ı̂n scopul comparării diferitelor programe folosite la analiza câmpului electromagnetic.
3Superconducting Magnetic Energy Storage
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realizarea unei bobine toroidale este mult mai sofisticată şi necesită o cantitate de ma-

terial supraconductor aproape de două ori mai mare. Avantajul unei bobine toroidale

constă ı̂n faptul că, datorită geometriei sale, câmpul magnetic ı̂n spaţiul ı̂nconjurător este

practic nul. Acest rezultat este valabil ı̂n cazul ı̂n care bobina toroidală este ı̂nfăşurată

perfect, lucru care nu se realizează ı̂n practică deoarece toroizii sunt construiţi din mai

mulţi solenoizi plasaţi pe o formă de tor. Cu toate acestea, un astfel de toroid produce

un câmp magnetic la mare depărtare de el mult mai mic decât câmpul magnetic produs

de un singur solenoid.

Problema TEAM 22 constă ı̂ntr-o configuraţie SMES care are doi solenoizi prin care

trec curenţi de sensuri opuse. În acest fel câmpul de dispersie ı̂n cazul folosirii a doi sole-

noizi este mai mic decât câmpul de dispersie al unui singur solenoid. Această construcţie

simulează câmpul magnetic al unui quadripol care scade (la depărtare) cu puterea a 5-a

a razei, spre deosebire de câmpul magnetic al unui solenoid (un dipol magnetic) care

scade la depărtare cu puterea a 3-a a razei. Desigur, această construcţie consumă mai

mult material decât un singur solenoid, avantajul economiei de material (faţa de cazul

toroidului) nemaifiind semnificativ. Totuşi, construcţia cu solenoizi este mult mai simplă

din punct de vedere tehnologic.

Definiţia problemei este prezentată ı̂n cele ce urmează.

Un dispozitiv SMES (figura C.1) trebuie optimizat astfel ı̂ncât să fie atinse următoarele

obiective:

• Energia magnetică stocată ı̂n dispozitiv să fie 180 MJ;

• Câmpul magnetic trebuie să satisfacă condiţia fizică ce garantează supraconductibil-

itatea;

• Câmpul de dispersie (măsurat la o distanţa de 10 metri de dispozitiv) să fie cât mai

mic posibil.

Problema are 8 parametri (R1, R2, h1/2, h2/2, d1, d2, J1, J2) ale căror restricţii sunt pre-

zentate ı̂n tabelul C.1.

R1 R2 h1/2 h2/2 d1 d2 J1 J2

[m] [m] [m] [m] [m] [m] [MA/m2] [MA/m2]

min 1.0 1.8 0.1 0.1 0.1 0.1 10.0 -30.0

max 4.0 5.0 1.8 1.8 0.8 0.8 30.0 -10.0

Tabelul C.1: Restricţii de domeniu ale variabilelor de optimizare
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Figura C.1: Dispozitiv SMES cu doi

solenoizi

Figura C.2: Restricţia impusă pentru

supraconductor

Condiţia care asigură faptul că bobinele nu ı̂şi pierd starea supraconductoare (“quench

condition”) constă ı̂ntr-o relaţie ı̂ntre modulul densităţii de curent şi valoarea maximă a

modulului inducţiei magnetice |B| ı̂n bobine, aşa cum arată figura C.2. Ecuaţia (C.1)

este o aproximare a curbei din figura C.2,

|J| = (−6.4|B|+ 54.0) A/mm2. (C.1)

Funcţia obiectiv propusă este

F =
B2

stray

B2
norm

+
|E − Eref |

Eref

, (C.2)

unde Eref = 180 MJ, Bnorm = 2.0 · 10−4T şi

B2
stray =

∑22
i=1 |Bstrayi

|2
22

. (C.3)

Valoarea B2
stray este obţinută după evaluarea câmpului ı̂n 22 de puncte echidistante de pe

liniile a şi b (figura C.1).

C.2 Matriţă cu electromagnet

Problema TEAM 25 constă ı̂n optimizarea formei unei matriţe cu electromagnet, folosită

pentru orientarea pulberilor magnetice ı̂n procesul de sinterizare a pieselor polare pentru

micromaşini. Matriţa şi electromagnetul sunt confecţionate din oţel, forma matriţei fiind
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astfel realizată ı̂ncât să se genereze un câmp magnetic radial ı̂ntr-o cavitate ce va fi

umplută cu pulberea magnetică.

Figura C.3 reprezintă o secţiune transversală a matriţei cu electromagnet, iar figura

C.4 prezintă un detaliu ı̂n zona de interes. Matriţa trebuie optimizată pentru două valori

ale solenaţiilor bobinelor: 4253 amperi-spiră şi respectiv 17500 amperi-spiră astfel ı̂ncât

câmpul magnetic ı̂n cavitate (de-a lungul curbei e-f din figura C.4) să fie orientat radial

şi să aibă următoarele valori:

• ı̂n cazul solenaţiei mici (4253 amperi-spiră)

Bx = 0.35 cos θ [T] By = 0.35 sin θ [T] (C.4)

• ı̂n cazul solenaţiei mari (17500 amperi-spiră)

Bx = 1.5 cos θ [T] By = 1.5 sin θ [T] (C.5)
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Figura C.3: Matriţă cu electromagnet

Analizele preliminare făcute la curenţi mici arată că distribuţia de câmp cerută poate

fi obţinută (cu eroare acceptabilă) adoptând pentru matriţă o formă obţinută printr-o
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combinaţie de linie dreaptă, cerc şi elipsă. Matriţa este alcătuită din două părţi, numite

forme. Forma interioară a matriţei este presupusă a fi un cerc de rază R1. Partea dinspre

interior a formei exterioare este reprezentată de o elipsă de semiaxe L2 şi L3 şi o linie

paralelă cu axa x, ca ı̂n figura C.4.

Variabilele de proiectare sunt: R1 - raza formei interioare, L2 - axa lungă a elipsei,

L3 - axa scurtă a elipsei, L4 - lungimea pintenului formei exterioare. Proiectatul are

libertatea să aleagă şi alte parametrizări ale curbei g-h a formei interioare şi ale curbei

i-j-k-m corespunzătoare formei exterioare.

Se constată că la curenţi mari, dacă forma interioară şi cea exterioară sunt reprezen-

tate prin cerc şi elipsă rezultatele nu sunt satisfăcătoare.
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Figura C.4: Detaliu ı̂n zona de interes

Matriţa şi electromagnetul sunt din oţel, având curba de magnetizare prezentată ı̂n

figura C.5. Punctele acestei curbe sunt cele din tabelul C.2.
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Figura C.5: Curba de magnetizare a oţelului

B [T] 0.0 0.11 0.18 0.28 0.35 0.74 0.82 0.91

H [A/m] 0.0 140 178 215 253 391 452 529

B [T] 0.98 1.02 1.08 1.15 1.27 1.32 1.36 1.39

H [A/m] 596 677 774 902 1164 1299 1462 1640

B [T] 1.42 1.47 1.51 1.54 1.56 1.60 1.64 1.72

H [A/m] 1851 2262 2685 3038 3395 4094 4756 7079

Tabelul C.2: Punctele curbei de magnetizare

R1 L2 L3 L4

[mm] [mm] [mm] [mm]

min 5 12.6 14 4

max 9.4 18 45 19

Tabelul C.3: Restricţii de domeniu ale variabilelor de optimizare

Problema are 4 parametri (R1, L2, L3, L4) care pot varia continuu ı̂ntre limitele pre-

zentate ı̂n tabelul C.3.

Funcţia obiectiv propusă este

F =
n∑

i=1

[(Bxpi −Bxoi)
2 + (Bypi −Byoi)

2]. (C.6)

Indicii p şi o se referă la valorile calculate, respectiv la valorile specificate. Se consideră

n = 10 puncte situate pe curba e-f (un arc de cerc de rază 11.75 mm, conform figurii C.4),

ı̂n punctele corespunzătoare unghiurilor de: 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40 şi respectiv 45

de grade.
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Se cere de asemenea calculul erorii maxime εBmax a modulului şi eroarea maximă

εθmax a unghiului inducţiei magnetice, definite astfel:

εBmax = max
1≤i≤n

∣
∣
∣
∣

Bpi −Boi

Boi

∣
∣
∣
∣
, (C.7)

εθmax = max
1≤i≤n

∣
∣θBpi − θBoi

∣
∣ . (C.8)

Autorii acestei probleme au realizat experimental două astfel de matriţe, pentru care

au măsurat valorile inducţiei ı̂n punctele specificate. Aceste rezultate experimentale sunt

prezentate ı̂n [60].
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Anexa D

Metode deterministe pentru

optimizarea locală

D.1 Metode de optimizare deterministe pentru pro-

bleme fără restricţii

Cunoaşterea metodelor de optimizare fără restricţii este foarte importantă pentru că de

multe ori o problemă de optimizare cu restricţii este redusă la o problemă de optimizare

fără restricţii. Iată o clasificare a metodelor de optimizare pentru probleme fără restricţii

[16, 30, 53].

• Optimizare unidimensională

O metodă fără calculul derivatei trebuie să ı̂ncadreze mai ı̂ntâi minimul. O astfel de

metodă de ı̂ncadrare este metoda secţiunii de aur care găseşte un triplet de puncte

a < b < c astfel ı̂ncât f(b) este mai mic şi decât f(a) şi decât f(c). Dacă funcţia de

optimizat are caracteristici suplimentare (de exemplu derivata de ordin doi este continuă,

atunci ı̂ncadrarea obţinută din metoda secţiunii de aur se poate rafina cu ajutorul unei

interpolări parabolice. O astfel de metodă este metoda Brent.

Pentru minimizări unidimensionale cu calculul derivatei se poate folosi de exemplu o

variantă a metodei Brent care utilizează şi informaţii despre prima derivată.

• Optimizarea multidimensională

In acest caz trebuie ales ı̂ntre metode care au un necesar de memorie de ordinul N2

(N reprezintă numărul de dimensiuni) sau de ordinul N . Pentru valori mici ale lui N

această cerinţa nu este o restricţie.

Una dintre metodele fără calculul derivatei este metoda simplexului descendent,

143
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datorată lui Nelder şi Mead. Ea nu trebuie confundată cu metoda simplex din progra-

marea liniară. Această metodă este foarte ı̂ncet convergentă, dar este foarte robustă şi

nu face presupuneri speciale despre funcţie. Un simplex ı̂n N dimensiuni este un poligon

convex având N + 1 vârfuri (triunghi pentru N = 2, tetraedru pentru N = 3). In cazul

bidimensional, vârful unui triunghi caracterizat de valoarea cea mai mare a funcţiei obiec-

tiv este reflectat ı̂n raport cu linia care trece prin celelalte două vârfuri. Valoarea funcţiei

ı̂n acest punct nou este comparată cu valorile rămase ı̂n celelalte două puncte. In funcţie

de acest test noul punct poate fi acceptat sau rejectat. Când nu se mai realizează nici o

ı̂mbunătăţire laturile triunghiului sunt contractate şi procedura se repetă. In acest fel este

posibil ca vârfurile triunghiului să conveargă către un punct ı̂n care funcţia de minimizat

este minimă. Necesarul de memorie este N2.

O altă metodă este metoda alegerii direcţiilor, metoda Powell fiind prototipul aces-

tei categorii. Această metodă cere o minimizare unidimensională (de exemplu metoda

Brent), iar necesarul de memorie este N2.

In ce priveşte metodele cu calculul derivatei, există două familii mari de algoritmi pen-

tru minimizarea multidimensională, care necesită calcul de derivate. Ambele familii cer

un subalgoritm de minimizare unidimensional care poate sau nu să folosească informaţii

legate de derivată. Prima familie (de ordinul unu) cuprinde metoda paşilor descendenţi

şi metode de gradienţi conjugaţi. Metoda paşilor descendenţi este una din cele mai

populare şi mai vechi metode folosite ı̂n optimizare. Soluţia optimă este obţinută printr-

un număr de iteraţii consecutive, ı̂n fiecare din ele o soluţie nouă fiind obţinută printr-o

deplasare plecând din punctul vechi pe o anumită direcţie. Direcţia este opusă direcţiei

gradientului iar lungimea (pasul) este o mărime constantă sau nu. Există mai multe vari-

ante de algoritmi pentru metoda gradienţilor conjugaţi, de exemplu algoritmul Fletcher-

Reeves sau algoritmul Polak-Ribiere (ceva mai bun). Necesarul de memorie este de ordinul

N .

A doua familie (de ordinul doi) cuprinde metoda Gauss-Newton şi metode quasi-

Newton, de exemplu algoritmul Davidon-Fletcher-Powell, sau algoritmul Broyden-Fletcher-

Goldfarb-Shanno. Intr-o metodă quasi-Newton direcţia de căutare △x la iteraţia q este

definită ca △x = −H−1grad f(x) unde H este o aproximare a matricei Hessian a funcţiei

obiectiv F . La primul pas H este luată matricea unitate (primul pas este deci identic

cu cel al metodei paşilor descendenţi); apoi H este recalculat succesiv ı̂n concordanţă cu

o procedură de metrică variabilă. Necesarul de memorie este de N2. În metoda Gauss-

Newton se foloseşte chiar matricea Hessian.

Pe scurt, o minimizare multidimensională se reduce la un şir de iteraţii de tipul:

xk+1 = xk + αkdk unde dk este direcţia de căutare la iteraţia k iar αk este un coeficient

determinat printr-o metodă de minimizare unidimensională. Metodele diferă prin alegerea

lui dk. Tabelul 1 cuprinde valorile acestor direcţii pentru metodele de ordin superior:



D.2. Tratarea restricţiilor 145

Metodă dk Observaţii

Paşilor descendenţi −∇kf

Gradienţilor conjugaţi −∇kf + dk−1 (∇kf)T∇kf)
(∇k−1f)T∇k−1f

Gauss-Newton −(Gk)−1∇kf G este matricea Hessian:

G = 2JTJ unde

J este matricea Jacobi

quasi-Newton −(Hk)−1∇kf H este o aproximare a

matricei Hessian

Tabelul D.1: Direcţii de căutare ı̂ntr-o metodă de optimizare de ordin superior

D.2 Tratarea restricţiilor

În ceea ce priveşte problemele cu restricţii, metoda simplex a fost prima dezvoltată special

pentru o astfel de problemă [53]. Această metodă se bazează pe faptul că o funcţie obiectiv

liniară ı̂si atinge extremele pe frontieră şi atunci căutarea lor se face numai pe frontieră.

Mai există o clasă de metode numite ”metode de punct interior” [47], mai rar folosite

decât metoda simplex.

Aceaste două metode rezolvă ı̂nsă doar problema programării liniare adică aceea ı̂n

care atât funcţia de minimizat cât şi restricţiile sunt liniare, situaţie extrem de rar ı̂ntâlnită

ı̂n optimizarea dispozitivelor electromagnetice. De aceea o problemă foarte importantă o

constituie tratarea restricţiilor. Există mai multe posibilităţi de a elimina restricţiile.

• Folosirea funcţiei Lagrange [16, 30, 47]

Această abordare nu foloseşte funcţia propriu-zisă f ci o nouă funcţie numită funcţie

Lagrange, fiind deci o metodă de transformare.

Pentru concizie vom nota cu f : IRn → IR funcţia obiectiv (reală), cu x ∈ IRn vectorul

variabilelor, restricţiile sunt reprezentate de funcţia c : IRn → IRp unde unele componente

ale lui c sunt restricţii de tip inegalitate, de forma ci(x) ≤ 0 pentru i ı̂ntr-o mulţime de

indici notată I, alte componente ale lui c sunt restricţii de tip egalitate de tip ci(x) = 0

pentru indici i dintr-o mulţime de indici notată E . Problema se poate formula astfel

min {f(x)|ci(x) ≤ 0, i ∈ I, ci(x) = 0, i ∈ E} , (D.1)

unde ci : IRn → IR, I şi E sunt mulţimile de indici corespunzătoare inegalităţilor şi

egalităţilor 1.

1Inegalităţile de domeniu sunt incluse ı̂n ci(x) ≤ 0, i ∈ Ii.
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Pentru formularea D.1 funcţia Lagrange se defineşte ca

L(x, λ) = f(x) +
∑

i∈I∪E

λici(x), (D.2)

unde λi se numesc multiplicatori Lagrange. Funcţia Lagrange este folosită pentru expri-

marea condiţiilor de existentă a unui minim local.

Condiţia necesară de ordinul unu (condiţie de existenţă) a unui minim local x∗ a

problemei de optimizare cu restricţii D.1 cere existenţa multiplicatorilor Lagrange λ∗i
astfel ı̂ncât

∇
x
L(x∗, λ∗) = ∇f(x∗) +

∑

i∈A∗

λ∗i∇ci(x∗) = 0, (D.3)

unde A∗ = {i ∈ I|ci(x∗) = 0}∪ E este mulţimea restricţiilor ”active” la x∗ şi λ∗i ≥ 0 dacă

i ∈ A∗ ∩ I.

Figura D.1: Interpretarea geometrică a multiplicatorilor Lagrange

Multiplicatorii Lagrange sunt o măsură a modificării optimului ı̂n cazul ı̂n care restricţiile

se modifică [54]. Figura D.1 reprezintă o interpretare geometrică a acestei afirmaţii.

Funcţia de minimizat f are trei restricţii de tip inegalităţi g1, g2, g3, domeniul de căutare

determinat de ele fiind ”haşurat” cu linii de echivalori ale lui f . Se observă ca minimul se
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atinge ı̂n punctul 3 (̂ın care restricţiile active sunt g2 şi g3). Mutarea restricţiei g2 ı̂n g∗2 ı̂n

domeniul admisibil nu modifică mai puţin valoarea minimului (noul minim este punctul

4), decât cazul ı̂n care se mută restricţia g3 ı̂n g∗3 (minimul ı̂n acest caz este punctul 5).

În punctul optim (punctul 3) −∇f = λ2∇g2 + λ3∇g3 unde λ2 > λ3

Condiţia de ordinul doi (existenţă şi stabilitate) - cere ca (x∗, λ∗) să satisfacă condiţia

de ordinul unu ∇
x
L(x∗, λ∗) = 0 şi, ı̂n plus, Hessianul funcţiei Lagrange

∇2
xx
L(x∗, λ∗) = ∇2f(x∗) +

∑

i∈A∗

λ∗i∇2ci(x
∗),

să satisfacă wT∇2
xx
L(x∗, λ∗)w > 0 pentru vectorii nenuli w din mulţimea

{w ∈ IRn|∇ci(x∗)Tw = 0, i ∈ I∗+ ∪ E ,∇ci(x∗)Tw ≤ 0, i ∈ I∗0},

unde

I∗+ = {i ∈ A∗ ∩ I|λ∗i > 0}, I∗0 = {i ∈ A∗ ∩ I|λ∗i = 0}.

Această condiţie garantează că problema de optimizare are o comportare stabilă ı̂n jurul

extremului.

În funcţie de cum este folosită mai departe această funcţie Lagrange (cum sunt

calculaţi multiplicatorii Lagrange şi cum este minimizată funcţia Lagrange), metodele

sunt: metode de gradient redus, metode de programare pătratică şi liniară, metode bazate

pe funcţii Lagrange modificate2 şi funcţii de penalizare. Descrierea detaliată a metodelor

se găseşte ı̂n [47].

O altă metodă care foloseşte funcţia Lagrange este metoda asimptotelor3 [57]. În

această metodă ideea de bază este de a se ı̂nlocui problema iniţială cu o secvenţă de

subprobleme convexe care au o formă simplă. Pentru fiecare subproblemă se defineşte

Lagrangeanul L(x, λ) = F (x) +
∑
λiFi(x) unde F şi Fi sunt aproximaţii convexe ale

funcţiei obiectiv şi restricţiilor, suma se face după indicii i aparţinând restricţiilor active, şi

se rezolvă problema duală maxλ≥0 {min
x
L(x, λ)}. Aceeaşi metodă este descrisă şi folosită

ı̂n [56].

• Minimizări secvenţiale pentru funcţii obiectiv care includ restricţiile

penalizate4 [30, 57]

– Eliminarea restricţiilor de tip egalitate după metoda lui Courant

Există situaţii când tehnica Lagrange este dificil de aplicat. În aceste situaţii, ı̂n

practică sunt preferate alte metode. Una din cele mai cunoscute tehnici alternative de

2Se ı̂ntâlneşte ı̂n literatură cu prescurtarea ALM - ”Augmented Lagrange Method”.
3”Method of Moving Asymptotes”
4”Penalty Methods”
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tratare a restricţiilor a fost iniţiată de R.Courant [30]. În această metodă se minimizează

funcţia

F (x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + r

p
∑

i=1

[hi(x1, . . . , xn)]2 r > 0 (D.4)

ca o problemă fără restricţii, pentru o secvenţă de valori crescătoare ale lui r. Funcţia f

este astfel ”penalizată” atunci când restricţiile nu sunt satisfăcute. Când r tinde către

infinit, suma pătratelor restricţiilor este forţată să tindă spre zero. În acest fel, şirul

minimelor succesive ale funcţiei F tind către soluţia problemei iniţiale.

– Eliminarea restricţiilor de tip inegalitate

Să presupunem că problema are m restricţii neliniare de tip inegalitate

gi(x1, . . . , xn) ≥ 0 i = 1, . . . ,m. (D.5)

Există două abordări posibile: una se numesţe ”the boundary-following approaches”

(abordări care urmăresc frontiera) şi cealaltă este ”penalty-function techniques” (tehnici

bazate pe funcţii de penalizare).

După cum le sugerează numele, abordările care urmăresc frontiera sugerează ca atunci

când o restricţie este (sau aproape este) violată, se urmăreşte frontiera domeniului vari-

abilelor, corespunzătoare acelei restricţii, până se găseşte un punct satisfăcător. Dacă

frontiera este puternic neliniară, convergenţa unor astfel de abordări este ı̂nceată. În

aceste cazuri se foloseşte tehnica funcţiilor de penalizare. Să considerăm de exemplu

funcţiile:

F1(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + r
m∑

i=1

1

gi(x1, . . . , xn)
r > 0, r → 0,

F2(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)− r
m∑

i=1

ln[gi(x1, . . . , xn)] r → 0,

F3(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + r
m∑

i=1

(min(0, gi(x1, . . . , xn))2 r →∞.

Dacă aceste funcţii sunt minimizate secvenţial pentru un şir de valori pozitive ale lui

r (monoton descrescător pentru F1 şi F2 şi mononton crescător pentru F3), atunci şirul

minimelor funcţiilor cu penalizare (fără restricţii) tinde către minimul funcţiei originale.

O altă metodă de eliminare a restricţiilor de tip inegalitate gi(x) ≤ 0 este următoarea

[57]. Se foloseşte o funcţie

W (x, r) = f(x) + r
m∑

i=1

Fi(gi(x)),
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unde r este un parametru de penalizare iar funcţia Fi asociată restricţiei gi este definită

astfel

Fi(gi(x)) =







− 1
gi(x)

pentru gi(x) ≤ ε

1
ε

[

3gi(x)
ε
−
(

fi(x)
ε

)2

− 3

]

pentru gi(x) > ε
,

unde ε este un parametru. Soluţia problemei de optimizare este obţinută prin minimizări

succesive ale lui W pentru o secvenţă de valori descrescătoare a lui r. Aceeaşi metodă

este folosită şi ı̂n [35, 38].

D.3 Optimizare neliniară fără restricţii

Problema optimizării fără restricţii joacă un rol central ı̂n programele de optimizare

deoarece problemele cu restricţii sunt reduse ı̂n cele mai multe cazuri la acestă problemă.

Problema optimizării fără restricţii:

min{f(x) : x ∈ IRn},

constă ı̂n căutarea unui minim local x∗ ∈ IRn, astfel ı̂nct f(x∗) ≤ f(x) pentru orice x

ı̂ntr-o vecinătate a punctului x∗.

Metoda Newton de rezolvare a acestei probleme stă la baza unei largi şi importante

clase de algoritmi. Ea se bazează pe minimizarea iterativă a unor modele pătratice pentru

funcţia obiectiv f :

qk(s) = f(xk) +∇f(xk)
T s+

1

2
sT∇2f(xk)s,

ı̂n care

∇f(x) = [∂1f(x), ....., ∂nf(x)]T

este vectorul gradient, iar

∇2f(x) = [∂j∂if(x)]

este matricea Hessian a funcţiei f . Dacă matricea Hessian este pozitiv definită, atunci

qk(s) are un minim unic, care se obţine prin rezolvarea sistemului de ecuaţii liniare cu

matrice simetrică de dimensiune n× n:

∇2f(xk)sk = −∇f(xk).

Corecţia sk astfel calculată este folosită la determinarea următoarei iteraţii:

xk+1 = xk + sk.

Cu toate că evaluarea matricei Hessian poate necesita efort mare de calcul, ı̂n destul

de multe probleme acest efort este justificat. Convergenţa şirului de iteraţii x0, x1, x2, ...
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este garantată, dacă iniţializarea x0 este suficient de apropiată de minimul local x∗ şi

pentru care ∇2f(x∗) este pozitiv definită. În acest caz, metoda Newton are o convergenţă

pătratică, existnd o constantă β, astfel ı̂nct

||xk+1 − x∗|| ≤ β||xk − x∗||2.

Dacă iniţializarea este ı̂ndepărtată de soluţie, atunci este posibil ca matricea Hessian să

nu fie pozitiv definită, deci problema minimizării modelului pătratic să nu aibă soluţie.

Pentru a evita astfel de situaţii este necesară modificarea metodei Newton. Cele mai

des utilizate modificări care urmăresc extinderea domeniului de convergenţă al metodei

Newton sunt cele de “căutare liniară”(line search) şi “regiunea de ı̂ncredere”(trust

region).

Metoda căutării liniare se bazează pe iteraţiile:

xk+1 = xk + αkdk,

ı̂n care dk este direcţia de căutare, iar αk > 0 este ales astfel ı̂nct f(xk+1) < f(xk).

Direcţiile de căutare dk sunt determinate prin rezolvarea sistemului liniar:

(∇2f(xk) + Ek)dk = −∇f(xk),

obţinut prin perturbarea modelului pătratic, prin adăugarea la diagonala matricei Hessian

a perturbării Ek, care face ca aceasta să devină pozitiv definită. Determinarea valorii

scalarului αk se face prin căutare unidimensională, după direcţia dk a minimului funcţiei

ϕ(x) = f(xk + αdk), de obicei prin interpolare pătratică sau cubică. Valoarea αk se

consideră acceptabilă dacă sunt satisfăcute condiţiile de “scădere suficientă”:

f(xk + αkdk) ≤ f(xk) + µαk∇f(xk)
Tdk,

respectiv de “curbură”:

|∇f(xk + αkdk)
Tdk| ≤ η|∇F (xk)

Tdk|,

ı̂n care se folosesc de obicei valorile µ = 10−3, η = 0.9. Prima condiţie asigură scăderea

funcţiei obiectiv, iar a doua condiţie asigură faptul că αk determină o apropiere suficientă

de minimul funcţiei ϕ(α).

Metoda regiunii de ı̂ncredere se bazează pe observaţia că modelul pătratic qk(s)

este o bună aproximare a funcţiei f(xk + s) doar pentru s suficient de mic. De aceea

este rezonabil să se aleagă pasul sk ce reprezintă soluţia subproblemei de minimizare cu

restricţii:

min {qk(s) : ||Dks||2 ≤ △k},
ı̂n care △k > 0 este un parametru real ce descrie mărimea regiunii de ı̂ncredere, iar Dk

este o matrice diagonală de scalare. Mărimea regiunii de ı̂ncredere este ajustată la fiecare
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iteraţie, ı̂n funcţie de abaterea dintre funcţia f şi modelul său pătratic, exprimată prin

raportul

ρk =
f(xk)− f(xk + sk)

f(xk)− qk(sk)
.

Dacă abaterea este mică ρk ≃ 1 şi atunci △k este crescut, ı̂n caz contrar △k este scăzut.

Pachetele NAG şi OPTIMA folosesc metoda căutării liniare, ı̂n timp ce pachetele

IMSL şi LANCELOT folosesc metoda regiunii de ı̂ncredere.

Metoda Newton şi celelalte două variante prezentate presupun pentru determinarea

direcţiilor dk rezolvarea la fiecare iteraţie a unui sistem liniar de n ecuaţii cu n necunos-

cute. Dacă se utilizează o metodă directă efortul de calcul are ordinul O(n3), pentru

un număr mare de necunoscute. Din acest motiv se preferă utilizarea metodelor it-

erative de rezolvare, ca de exemplu, gradienţi conjugaţi cu precondiţionare bazată pe

factorizarea Choleski incompletă. Tehnica astfel obţinută este cunoscută sub numele de

metoda Newton trunchiată deoarece iteraţiile sunt ı̂ntrerupte (trunchiate) atunci cnd

este ı̂ndeplinit criteriul de oprire. Această tehnică este implementată ı̂n pachetele TN,

VE08 şi LANCELOT. În multe situaţii nu este disponibilă o rutină care să calculeze val-

orile exacte ale elementelor matricei Hessian. În astfel de situaţii există mai multe soluţii,

bazate pe o evaluare aproximativă a matricei Hessian, de exemplu prin diferenţe finite.

O altă abordare este cea specifică metodelor de tip quasi-Newton, la care la fiecare

iteraţie se rezolvă sistemul liniar Bk+1sk = yk, ı̂n care Bk+1 aproximează ∇2f(xk). Cea

mai des utilizată variantă de metodă de tip quasi-Newton este metoda Broyden, ı̂n care

Bk+1 se calculează ı̂n funcţie de Bk, folosind relaţia

Bk+1 = Bk −
Bksk(Bksk)

T

sT
kBksk

+
ykJ

T
k

yT
k sk

+ ϕk[s
T
kBksk]vkv

T
k ,

cu ϕk ∈ (0, 1) şi

vk =
yk

yT
k sk

− Bksk

sT
kBksk

.

Dacă se consideră ϕk = 1, rezultă metoda DFP, iar dacă se consideră ϕ = 0 rezultă

metoda BFGS , care este considerată ı̂n prezent una din cele mai eficiente metode de

optimizare.

Metodele de tip Broyden au avantajul că matricea Bk rămne pozitiv definită, att

timp ct yT
k sk > 0, condiţie uşor de verificat. Dintre pachetele care implementează această

metodă menţionăm NAG, IMSL, MATLAB, OPTIMA. Dacă se notează cu Mk = B−1
k ,

rezultă următoarea corecţie la iteraţia k:

dk = −Mk∇f(xk).

Metoda BFGS are o variantă ı̂n care se actualizează nu matricea Bk, ci inversa sa:

Mk = (I − sky
T
k

yT
k sk

)Mk(I −
yks

T
k

yT
k sk

) + sks
T
k y

T
k sk.



152 METODE DETERMINISTE PENTRU OPTIMIZAREA LOCALĂ

Răspndirea tot mai largă a metodelor de tip quasi-Newton a făcut ca metodele de tip

”cea mai rapidă coborre” să fie tot mai puţin folosite. Ambele tehnici cer cunoaşterea

doar a gradientului nu şi a derivatelor de ordinul doi. Chiar dacă metodele de tip quasi-

Newton cer mai multă memorie şi mai mult timp de calcul pe o iteraţie, efortul este

răsplătit de o convergenţă mult mai rapidă. Aparent, metoda BFGS nu este aplicabilă la

probleme de mari dimensiuni, deoarece matricea Bk necesită n2 locaţii de memorie. Dacă

ı̂n schimb se alege matricea M0 diagonală, s-ar putea reconstitui Mk folosind vectorii sk

şi yk de la iteraţiile anterioare, cu un necesar de memorie doar de 2kn celule. O tehnică

dedicată rezolvării problemelor de mari dimensiuni numită quasi-Newton cu memorie

limitată, memorează vectorii sk, yk doar pe un număr limitat de iteraţii anterioare (de

regulă cinci). Această tehnică este implementată ı̂n rutina LBFGS.

O altă clasă de algoritmi aplicabili ı̂n rezolvarea problemelor de optimizare de mari

dimensiuni este cea a a gradienţilor conjugaţi . La fiecare iteraţie se calculează xk+1 =

xk + αkdk, ı̂n care αk este determinat prin minimizarea de-a lungul direcţiilor dk, care

sunt calculate recursiv prin relaţiile

dk+1 = −∇f(xk+1) + βkdk.

În varianta Fletcher-Reeves

βk = ||∇f(xk+1||22/||∇f(xk)||22,

iar ı̂n varianta Polak-Ribiere (considerată mai performantă)

βk = [∇f(xk+1)−∇f(xk)]
T∇f(xk+1)/||f(xk)||22.

O ı̂mbunătăţire a performanţelor poate fi obţinută prin ”restartare”, respectiv prin adoptarea

periodică a valorii βk = 0. Metoda gradienţilor conjugaţi este implementată ı̂n pachetele

NAG, IMSL şi OPTIMA.

D.4 Optimizare neliniară cu restricţii

Problema optimizării cu restricţii de tip frontieră :

min {f(x) : l ≤ x ≤ u}

reprezintă o clasă importantă de aplicaţii practice, la care fiecare parametru este inclus

ı̂ntr-un interval ı̂nchis de o limită minimă şi de una maximă. Din acest motiv, rezolvării

acestei probleme ı̂i sunt dedicate mulţi algoritmi şi pachete software. Pentru rezolvarea

acestei probleme au fost modificaţi algoritmii clasici de tip Newton, Newton-trunchiat,
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quasi-Newton, dar şi tehnicile de căutare liniară sau a regiunii de ı̂ncredere folosite pentru

extinderea domeniului de convergenţă al acestor algoritmi.

În principiu, rezolvarea problemelor cu restricţii de tip frontieră se face prin metoda

“proiecţiei gradientului”, ı̂n care xk+1 = P [xk − αk∇f(xk)]. Operatorul de proiecţie

P are componentele Pi(x) = med(xi, li, ui), ı̂n care med(xi, li, ui) este valoarea mediană a

mulţimii formate din cele trei elemente. În acest fel căutarea pe direcţia gradientului se

face doar ı̂n interiorul domeniului de definiţie al funcţiei obiectiv. În acest caz regiunea de

ı̂ncredere se obţine prin intersecţia elipsoidului definit de parametrul △k şi domeniul par-

alelipipedic de definiţie a funcţiei obiectiv, urmnd ca subproblema de optimizare pătratică

ce trebuie rezolvată la fiecare iteraţie să aibă forma:

min {qk(s) : ||Dks||2 ≤ △k, l ≤ xk + s ≤ u}.

Implementări ale acestor algoritmi se găsesc ı̂n NAG, IMSL, MATLAB, LANCELOT,

OPTIMA, TN şi VE08. Problema generală de optimizare neliniară cu restricţii:

min {f(x) : ci(x) ≤ 0, i ∈ I, ci(x) = 0, i ∈ E}

se ı̂ntlneşte de obicei ı̂ntr-o formă mai simplă ı̂n care restricţiile de tip inegalitate

sunt de tip frontieră:

min {f(x) : c(x) = 0, l ≤ x ≤ u}

şi ı̂n care c : IRn → IRn. Principalele tehnici utilizate pentru problemele cu restricţii sunt:

metodele de tip gradient redus, programarea liniară secvenţială, programare pătratică

secvenţială şi metoda bazată pe penalităţi sau pe Lagrangean augmentat. Un rol

fundamental ı̂n ı̂nţelegerea acestor tehnici ı̂l joacă funcţia Lagrangean definită ca:

L(x, λ) = f(x) +
∑

i∈I∪E

λici(x).

Aceasta sumează att funcţia obiectiv f ct şi restricţiile ci, de tip egalitate sau inegalitate,

fiecare ponderată cu un număr real λi numit multiplicator. Condiţia necesară de existenţă

a unui minim local x∗ pentru problema cu restricţii, constă ı̂n existenţa unor valori λ∗i
pentru multiplicatorii Lagrange, astfel ı̂nct să fie satisfăcute condiţia de prim ordin:

∇xL(x∗, λ∗) = ∇f(x∗) +
∑

i∈A∗

λ∗i∇ci(x∗) = 0,

ı̂n care A∗ = {i ∈ I : ci(x
∗) = 0}

⋃
E se numeşte mulţimea activă, şi ı̂n plus trebuie ca

λ∗i ≥ 0 dacă i ∈ A∗
⋂
I. Condiţia suficientă de existenţă a minimului se referă la Hessianul

lagrangeanului:

∇2
xxL(x∗, λ∗) = ∇2f(x∗) +

∑

i∈A∗

λ∗i∇2ci(x
∗),
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care trebuie să fie pozitiv definit, respectiv trebuie ca:

wT∇2
xxL(x∗, λ∗)w > 0,

pentru orice vector w nenul din mulţimea:

{w ∈ IRn : ∇ci(x∗)Tw = 0, i ∈ I∗+
⋃

E;∇ci(x∗)Tw ≤ 0, i ∈ I∗0}

ı̂n care I∗+ = i ∈ A∗
⋂
I : λi∗ > 0, I∗o = i ∈ A∗

⋂
I : λ∗i = 0}.

Metoda programării pătratice secvenţiale (SQP) se bazează pe metoda Newton,

minimiznd la fiecare iteraţie modelul pătratic:

qk(d) = ∇f(xk)
Td+

1

2
dT∇2

xxL(xk, λk)d,

şi ı̂nlocuind de obicei restricţiile cu aproximaţiile lor liniare:

min {qk(d) : ci(xk) +∇ci(xk)
Td ≤ 0, i ∈ I, ci(xk) +∇ci(xk)

Td = 0, i ∈ E},

urmnd ca soluţia dk să reprezinte pasul efectuat xk+1 = xk + dk.

Varianta prezentată poartă numele de programare secvenţială pătratică bazată

pe inegalităţi (IPQ). O altă variantă, bazată pe egalităţi (EPQ), rezolvă la fiecare

iteraţie problema de programare pătratică:

min {qk(d) : ci(xk) +∇ci(xk)
Td = 0, i ∈ Wk}

şi determină pasul dk. Această variantă menţine explicit o mulţime de lucru Wk, formată

din indicii activi la iteraţia curentă (indică restricţii de tip inegalitate care sunt active ı̂n

timpul rezolvării problemei de programare pătratică). Mulţimea Wk este actualizată la

fiecare iteraţie, examinnd valorile lui ci(xk+1) pentru i ce nu aparţine lui Wk la iteraţia

k + 1 precum şi valorile multiplicatorilor Lagrange. Mai multe pachete ca de exemplu

OPTIMA, MATLAB şi SQP sunt bazate pe acest algoritm. Convergenţa algoritmilor

QP secvenţiali poate fi ı̂mbunătaţită prin folosirea căutării liniare. Spre deosebire de

cazul optimizărilor fără restricţie la care mărimea pasului era aleasă ca o aproximaţie a

poziţiei pe direcţia de căutare a minimului funcţiei f , acum trebuie verificat şi felul ı̂n care

acest punct satisface restricţiile. Deoarece aceste două ţinte sunt deseori ı̂n conflict, este

necesară definirea unui criteriu care să indice dacă un punct este mai bun dect altul sau nu.

Acest lucru este realizat prin funcţia de penalitate (sau de merit), care ponderează

importanţa relativă a diferitelor ţinte, ca de exemplu cea folosită ı̂n MATLAB şi SQP:

P1(x, ν) = f(x) +
∑

i∈E

νi|ci(x)|+
∑

i∈I

νimax (ci(x), 0),
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ı̂n care νi > 0 sunt parametri de penalizare, sau funcţia Lagrangean augmentată, folosită

ı̂n NLPQL şi OPTIMA:

LA(x, λ, ν) = f(x) +
∑

i∈E

λici(x) +
1

2

∑

i∈E

νic
2
i (x) +

∑

i∈E

ψi(x, λ, ν),

ı̂n care

ψi(x, λ, ν) =
1

νi

{max {0, λi + νici(x)}2 − λ2
i }

Unii algoritmi, ı̂n loc să utilizeze funcţia de penalizare pentru a verifica acceptabilitatea

pasului propus de algoritmul QP, minimizează direct valoarea acestei funcţii. Este cazul

algoritmului lagrangeanului augmentat, care minimizează succesiv funcţia LA, faţă

de x şi actualizează valorile λ şi eventual ν. În cazul ı̂n care restricţiile inegalitate sunt

de tip frontieră se preferă augmentarea lagrangeanului doar cu restricţia egalitate:

LA(x, λ, ν) = f(x) +
∑

i∈E

λic
2
i (x),

urmnd ca xk+1 să se determine prin rezolvarea subproblemei de optimizare cu restricţii

de tip inegalitate:

min {LA(x, λk, νk) : l ≤ x ≤ u},
iar multiplicatorii λi să fie actualizaţi cu expresia λi + νici(xk). Această metodă este im-

plementată ı̂n LANCELOT, OPTIMA şi OPTPACK. Folosirea parametrilor de penalizare

poate fi evitată prin căutarea doar de-a lungul curbelor care se află ı̂n sau foarte aproape

de mulţimea de fezabilitate (̂ın care sunt ı̂ndeplinite restricţiile).

Această abordare este specifică metodei gradientului redus, care utilizează restricţiile

de tip egalitate pentru a elimina o parte din variabile, de exemplu primele (̂ıntr-un număr

egal cu dimensiunea mulţimii E), variabile numite ”de bază” şi notate xB. Dacă se notează

cu xN vectorul variabilelor care nu sunt de bază, atunci xB = h(xN) cu aplicaţia h definită

implicit de restricţia de tip egalitate prin c[h(xn), xn] = 0. În realitate aplicaţia nu este

determinată explicit, ci prin actualizări de tip Newton, realizată cu atribuirea:

xB ← ∂Bc(xB, xN)c(xB, xN)

ı̂n care ∂Bc este matricea Jacobian a funcţiilor c faţă de variabilele de bază. Problema

iniţială de optimizare neliniară cu restricţii este acum transformată ı̂ntr-o problemă fără

restricţii egalitate şi cu restricţii de tip frontieră:

min {f(h(xN), xN : lN ≤ xN ≤ uN}.

Variabilele xN sunt ı̂mpărţite ı̂n continuare ı̂n două categorii: variabile fixe xF , care

vor fi menţinute constante la iteraţia curentă, deoarece ele sunt, fie la limita inferioară,

fie la cea superioară şi variabile xS, care sunt libere să se modifice la iteraţia curentă.
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Algoritmul gradienţilor reduşi, ı̂n forma sa standard este aplicat ı̂n CONOPT, unde

căutarea se face la fiecare iteraţie ı̂n subspaţiul variabilelor superbazice, după direcţia celei

mai rapide coborri. MINOS şi GRG folosesc generalizări ale metodei gradienţilor reduşi,

bazate pe aproximări BFGS dense ale matricei Hessian a lui f ı̂n raport cu variabilele

superbazice xS ı̂n timp ce LSGRG foloseşte varianta de memorie redusă. Tehnica folosită

ı̂n MINOS este cunoscută şi sub numele de metoda proiecţiei lagrangeanului aug-

mentat, deoarece nu aplică direct metoda gradienţilor proiectaţi ı̂n rezolvarea problemei

generale de optimizare ci doar ı̂n subproblema rezolvată la fiecare iteraţie şi care este cu

restricţii liniare.

În metoda gradientului redus, o mare parte din efort se referă la inversarea Jaco-

bianului ∂Bc(xB, xN). Aceasta este de obicei substituită cu factorizarea LU. În GRGZ

se realizează o factorizare densă de matrice plină, ı̂n timp ce ı̂n CONOPT, MINOS şi

LSGRGZ sunt utilizate tehnici de factorizare pentru matrici rare, care permit rezolvarea

unor probleme de mari dimensiuni. Cnd o parte din restricţii sunt liniare, atunci prob-

lema se simplifică deoarece termenii corespunzători din matricea Jacobian rămn constanţi

pe parcursul iteraţiilor. Numeroase coduri ca MINOS şi unele subrutine NAG sunt ca-

pabile să exploateze avantajele ce rezultă din prezenţa unor restricţii liniare, ı̂n timp ce

bibliotecile matematice IMSL şi PORT3 conţin subrutine speciale dedicate optimizării

neliniare cu restricţii liniare. Să menţionăm ı̂n final algoritmul programării pătratice

secvenţiale fezabile implementat ı̂n FSPQ. În acest algoritm pasul la fiecare iteraţie

este definit ca o combinaţie dintre direcţia QP secvenţială, o direcţie strict fezabilă (care

indică interiorul mulţimii de fezabilitate, ı̂n care toate restricţiile sunt ı̂ndeplinite), şi

eventual o corecţie de ordinul doi. Această combinaţie este aleasă astfel ı̂nct rezultatul să

se afle ı̂n mulţimea de fezabilitate păstrndu-se pe ct posibil proprietăţile de convergenţă

locală rapidă. Execuţia acestor algoritmi este mult mai scumpă dect a algoritmului clasic

SQP, ı̂n schimb, datorită faptului că funcţia de merit este chiar f , el este de preferat atunci

cnd este imposibil de calculat f ı̂n afara zonei de fezabilitate sau cnd oprirea ı̂n afara zonei

de fezabilitate (lucru ce se poate ı̂ntmpla cu ceilalţi algoritmi) este inacceptabilă.

D.5 Problema celor mai mici pătrate neliniare

Bibliotecile matematice conţin ı̂n secţiunea de optimizare nu numai algoritmi pentru prob-

leme generale dar şi o bogată serie de algoritmi dedicaţi unor clase mai restrnse de prob-

leme. Una dintre acestea este problema celor mai mici pătrate neliniare de forma:

min {r(x) : x ∈ IRn}

cu r(x) = 1
2
||f(x)||22, ı̂n care f : IRn → IRm. Această problemă apare deseori ı̂n aprox-

imarea funcţională sau interpolarea datelor. În această problemă gradientul şi matricea
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Hessian ale funcţiei scalare r au formulele:

∇r(x) = f ′(x)Tf(x),

∇2r(x) = f ′(x)Tf ′(x) +
m∑

i−1

fi(x)∇2fi(x),

ı̂n care

f ′(x) = (∂1f(x), ...., ∂nf(x))

este matricea Jacobian a aplicaţiei f . În multe cazuri primul termen din ∇2r este mai

important dect al doilea, mai ales atunci cnd valorile fi(x) sunt mici. Algoritmul care ex-

ploatează această observaţie este cunoscut sub numele Gauss-Newton. Pentru a obţine

o nouă iteraţie xk+1 = xk +αkdk, se efectuează o căutare liniară după direcţiile dk, pentru

a determina scalarul dk corespunzător minimului funcţiei r(x). Direcţia de căutare dk se

determină prin rezolvarea sistemului liniar:

(f ′(xk)
Tf ′(xk))dk = −f ′(xk)

Tf(xk)

Dacă f ′(xk) are rangul mai mic dect n acest sistem poate avea mai multe soluţii, dintre

care se poate alege de exemplu:

dk = −f ′(x)+f(xk)

ı̂n care semnul + indică pseudoinversa matricei (corespunzătoare soluţiei cu norma l2
minimă). În pachete ca MATLAB, NAG sau OPTIMA sunt implementate tehnici mai

puţin costisitoare, de exemplu cea de perturbare a matricei sistemului

(f ′(xk)
Tf ′(xk) + sk)dk = −f ′(xk)

Tf(xk),

cu matricea sk aleasă astfel ı̂nct să se obţină convergenţa globală, ı̂n timp ce este garantată

convergenţa locală rapidă (de exemplu o aproximare a celui de-al doilea termen din ∇2r.

Algoritmul Levenberg-Marquardt este unul dintre cei mai puternici pentru re-

zolvarea problemelor celor mai mici pătrate neliniare. El reprezintă o modificare a algo-

ritmului Gauss-Newton bazată pe tehnica regiunii de ı̂ncredere. Soluţia subproblemei

min {1
2
||f ′(xk)s+ f(xk)||22 : ||Dks||2 ≤ △k}

aflată ı̂n regiunea de ı̂ncredere este folosită la determinarea noii iteraţii xk+1 = xk + sk.

Ea satisface sistemul liniar:

(f ′(xk)
Tf ′(xk) + λkD

T
kDk)sk = −f ′(xk)

Tf(xk)
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pentru unele valori λk ≥ 0. Multiplicatorul Lagrange λk este nul dacă pasul are norma

mai mică dect△k, altfelDk este ales astfel ı̂ncât ||Dksk||2 = △k. Sistemul liniar reprezintă

forma normală a următoarei probleme de cele mai mici pătrate:

min {||
[

f ′(xk)

λ
1

2

kDk

]

+

[
f(xk)

0

]

||22 : s ∈ IRn},

pentru care se pot aplica ı̂n mod eficient factorizări bazate pe transformări Hauseholder

sau Givens. Att algoritmul Gauss-Newton ct şi Levenberg-Marquardt prezintă convergenţă

pătratică pentru probleme cu reziduul nul r(x∗) = 0, şi convergenţa liniară ı̂n caz con-

trar(cnd este preferabil algoritmul BFGS, care are convergenţa supraliniară).

Algoritmul Levenberg-Marquardt este implementat ı̂n MINPACQ, IMSL şi MAT-

LAB. Unele implementări aplică strategii hibride care combină metode de tip Gauss-

Newton (aplicată de exemplu doar dacă reziduul scade de cel puţin 5 ori la fiecare iteraţie)

cu metode de tip quasi-Newton.

D.6 Rezolvarea sistemelor de ecuaţii neliniare

O altă clasă particulară de probleme care beneficiază de tehnica programării neliniare, o

reprezintă sistemele de ecuaţii neliniare:

f(x) = 0

ı̂n care f : IRn → IRn. Acestea apar fie ca restricţie ı̂n problemele de optimizare, fie ı̂n

urma discretizării ecuaţiilor diferenţiale sau integrale, cum se ı̂ntmplă ı̂n cazul problemelor

de cmp. Rezolvarea lor poate fi privită ca o problemă de cele mai mici pătrate neliniare

deoarece soluţia sistemului coincide cu soluţia globală a problemei de minimizare:

min {||f(x)|| : x ∈ IRn},

ı̂n care || · || este de obicei norma l2 din IRn.

Metoda Newton aplicată ı̂n rezolvarea ecuaţiillor neliniare are drept corecţie la

iteraţia k soluţia sistemului liniar:

f ′(sk)sk = −f(xk),

şi xk+1 = xk + sk. Convergenţa locală rapidă (pătratică) reprezintă marele avantaj al

metodei Newton. Dezavantajele metodei Newton includ necesitatea calculului matricei

Jacobian f ′(xk) de dimensiuni n×n la fiecare iteraţie şi lipsa convergenţei globale (atunci

cnd iniţializarea este departe de soluţie).
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Pachetele de programe ı̂ncearcă să elimine cele două dezavantaje ale metodei, utiliznd

ı̂n locul matricei Jacobian aproximări ale acesteia şi folosind cele două strategii de bază

pentru extinderea domeniului de convergentă: căutarea liniară (GAUSS, MATLAB,

OPTIMA) şi regiunea de ı̂ncredere (IMSL, NAG, LANCELOT şi MINPACK). In cazul

problemelor de mari dimensiuni unele pachete cum este NITSOL folosesc metoda Newton

trunchiată, rezolvnd iterativ sistemul liniar cu o precizie relativă a reziduului raportată

ı̂n normă la termenul liber scăznd pe măsură ce xk se apropie de soluţia x∗. O metodă

eficientă de reducere a efortului de calcul constă ı̂n folosirea metodelor quasi-Newton

bazate pe formula

Bk+1(xk+1 − xk) = f(xk+1)− f(xk)

de tip Broyden, ı̂n care matricea Bk se actualizează recurent cu formula

Bk+1 = Bk +
(yk −Bksk)s

T
k

||sk||22
,

unde sk = xk+1 − xk şi yk = f(xk+1)− f(xk). Iniţializarea B0 este deobicei o aproximare

cu diferenţe finite a matricei Jacobian. Aspectul remarcabil al metodei Broyden constă

ı̂n faptul că ea este capabilă să genereze aproximări rezonabile ale matricei Jacobian, fără

evaluări suplimentare ale funcţiei f . Pachetele NAG, IMSL şi MINPACK folosesc metoda

Broyden combinată cu utilizarea tehnicii regiunii de ı̂ncredere.

Algoritmii care utilizează strategiile de căutare liniară a regiunii de ı̂ncredere urmăresc

satisfacerea inegalităţii ||f(xk+1)|| ≤ ||f(xk)|| la fiecare iteraţie k. Din acest motiv

iteraţiile pot fi atrase ı̂ntr-un minim local z∗ pentru care f(z∗) 6= 0 şi să nu găsească

soluţia x∗ a sistemului de ecuaţii f(x) = 0. Pentru a garanta convergenţa către x∗ indifer-

ent de iniţializare sunt necesare metode mai complexe cum este metoda continuităţii

(homotopiei). Aceste metode necesită un efort de calcul mai mare, dar sunt utile atunci

cnd este dificil de găsit o iniţializare corespunzătoare. Ideea metodei este de a porni de la

o problemă uşoară (de exemplu, una liniară), care este transformată gradual către prob-

lema neliniară dificilă f(x) = 0. De exemplu, dacă se introduce un parametru scalar λ şi

se defineşte funcţia

h(x, λ) = f(x)− (1− λ)f(x0),

ı̂n care x0 este un punct dat din IRn, atunci problema este rezolvată succesiv pentru

diferite valori ale lui λ ı̂ncepnd de la 0 şi terminnd cu 1. Cnd λ = 0, soluţia este clar

x0, iar cnd λ = 1, soluţia este cea a problemei originale f(x) = 0. Avantajul constă

ı̂n faptul că atunci cnd se rezolvă ecuaţia, pentru o valoare a parametrului λ, se con-

sideră ca iniţializare soluţia obţinută pentru valoarea precedentă a parametrului λ. In

cazul problemelor de cmp se poate considera λ ca fiind procentul din sursa de cmp, astfel

ı̂nct domeniul este excitat progresiv de la cmp nul către cmpul maxim. Pachetele HOM-

PACK şi PITCON implementează această metodă determinând noua iteraţie (xk+1, λk+1)
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pornind de la iteraţia curentă (xk, λk) şi rezolvnd sistemul augmentat de forma

h(x, λ) = 0, wT
k x+ µkλ− tk = 0,

ı̂n care ecuaţia liniară suplimentară este aleasă astfel ı̂nct (wk, µk) este vector unitar ı̂n

IRn+1 iar tk este valoarea ţintă a uneia dintre componente (xk+1, λk+1) care a fost fixată

de un pas predictor.

D.7 Programare liniară

Categoria de probleme de optimizare, aparent cea mai simplă, dar ı̂n acelaşi timp cea

mai des ı̂ntlnită ı̂n practică, este cea a programării liniare(LP). În acest caz att funcţia

obiectiv ct şi restricţiile au un caracter liniar:

min {cTx : bl ≤ Ax ≤ bn, l ≤ x ≤ n},

ı̂n care A este o matrice de dimensiune m× n, iar c şi x sunt vectori de n-dimensionali.

Problema optimizării reţelelor de distribuţie, transport sau comunicaţie reprezintă

cea mai importantă sursă de aplicaţii practice pentru problmele LP. O reţea liniară este

definită de un graf, alcătuit dintr-o mulţime N de noduri (i = 1, 2, . . . , n) şi o mulţime A

de laturi. Necunoscutele problemei reprezintă debitele xij asociate laturii (i, j), ce uneşte

nodul i cu nodul j. Presupunnd că fiecare latură are un cost unitar Cij (pentru distribuţie,

transport sau comunicaţie), problema minimizării costului traficului intr-o relaţie constă

ı̂n determinarea debitelor xij astfel ı̂nct costul total să fie minim:

min
∑

(i,j)∈A

Cijxij,

ı̂n condiţiile ı̂n care sunt respectate resticţiile:

lij ≤ xij ≤ uij, (i, j) ∈ A;

∑

j

xij −
∑

j

xji = si, 1 ≤ i ≤ n.

Restricţia de tip egalitate se referă la debitul net si al fiecărui nod, pe când cea de

tip inegalitate se referă la capacitatea laturilor reţelei. Problema debitului maxim

ı̂ntr-o reţea constă ı̂n maximizarea debitului total ı̂ntre două noduri, unul sursă şi altul

destinaţie, ı̂n condiţiile respectării capacităţii laturilor. În problema atribuirii, nodurile

sunt ı̂mpărţite ı̂n N1 noduri persoane şi N2 noduri obiecte, căutndu-se o corespondenţă

biunivocă ı̂ntre N1 şi N2, care să asigure suma totală minimă a costurilor Cij ale laturilor
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ce definesc această corespondenţă. Prin schimbări de variabile problema programării

liniare poate fi adusă la forma standard LP:

min {cTx : Ax = b, x ≥ 0},

ı̂n care x ∈ IRn este vectorul necunoscutelor, c ∈ IRn este vectorul de cost şi A ∈ IRm×n

este matricea restricţiilor liniare.

Regiunea de fezabilitate descrisă de restricţii este un poliedru convex numit şi simplex.

Soluţia problemei se află pe frontiera acestui simplex, de obicei ı̂ntr-un vrf al lui.

Metoda clasică de rezolvare a problemei LP este metoda simplex, descoperită de

Dantzig ı̂n 1940. Ea se bazează pe căutarea ı̂n mulţimea vrfurilor simplexului. Pornind de

la o iniţializare arbitrară la punctul de căutare ı̂ntr-un vrf adiacent cu o valoare a funcţiei

de cost (obiectiv) f(x) = cTx mai mică, eventual de-a lungul laturii care determină

scăderea cea mai rapidă a funcţiei de cost. Cnd toate vrfurile vecine au valorile mai mari

decât ale funcţiei de cost, căutarea este ı̂ncheiată.

Transpunerea algebrică şi algoritmică a acestei metode se bazează pe observaţia că cel

puţin (m−n) componente ale lui x sunt nule, dacă x este vrful mulţimii de fezabilitate. În

consecinţă, ı̂n fiecare vrf componentele lui x pot fi ı̂mpărţite ı̂n n variabile de bază (toate

nenegative) şi (m − n) variabile nule. Fie x = [xB, xN ] cu componente xB ∈ IRm, xN ∈
IRm−n, care poziţionează coloanele matricei A ı̂n [B×N ], ı̂n care B este matrice pătrată.

Rezultă că

xB = B−1(b−NxN).

La fiecare iteraţie a metodei simplex, xB şi xN schimbă ı̂ntre ele o componentă, ceea ce

corespunde mutării ı̂ntr-un vrf adiacent. Partiţionarea vectorului de cost c ı̂n [cB, cN ]

conduce la următoarea expresie a funcţiei obiectiv:

cTx = cTBxB + cTNxN = cTBB
−1b+ [cN −NTBT cB]TxN ,

ı̂n care dN = cN −NTBT cB este numit vectorul de cost redus. Deoarece acea componentă

a lui xN care va fi transferată ı̂n xB va putea deveni pozitivă, pentru scăderea funcţiei

de cost cTx va trebui aleasă pentru schimbare acea componentă i care corespunde unei

componente dN negative. Cea mai simplă strategie este de a alege pe i corespunzător

celei mai negative componente din vectorul dN . Dacă toate componentele vectorului dk

sunt pozitive, atunci punctul optimal a fost găsit.

O strategie mai rafinată ar fi cea a laturii cu cea mai rapidă coborre, dar care

necesită un efort mai mare la fiecare iteraţie.

Deoarece elementele lui xN vor fi nule cu excepţia lui xN i, rezultă xB = B−1(b −
NixN i) ≥ 0, de unde rezultă ı̂n mod explicit:
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xNi = min

{
(B−1b)j

(B−1Ni)j

: (B−1Ni > 0

}

,

dacă xNi este cea mai mare valoare care menţine inegalitatea xB ≥ 0. Indexul j ce conduce

la minimul din formula anterioară indică variabila bazică xBj
care va deveni nebazică la

ultimul pas. Dacă mai multe componente ating minimul simultan, atunci este selectată

cea pentru care (B−1Ni)j are valoare maximă.

Majoritatea calculelor ı̂n algoritmul simplex se referă la evaluarea produselor B−1CB

şi B−1Ni precum şi la necesitatea menţinerii urmei schimbărilor bazei asupra matricelor

B şi B−1. O tehnică folosită ı̂n multe coduri comerciale pentru a scădea efortul de calcul

constă ı̂n utilizarea factorizării B = PLUQ, ı̂n care P şi Q sunt matrici de permutare iar L

şi U sunt sunt matrici triunghiulare inferior respectiv superior, menţinerea unei modificări

făcndu-se prin matrici de permutare. Deoarece P TP = PP T = I şi QTQ = QQT = I,

produsul z = BTCB se calculează prin următoarea secvenţă de operaţii:

UT z1 = QcB, LT z2 = z1, z = Pz2.

Cnd matricei B i se modifică o singură coloană factorizarea poate fi actualizată printr-

un număr redus de operaţii elementare, care pot fi memorate compact. Cnd memoria

necesară acestor operaţii devine excesivă se face factorizarea.

Dintre pachetele de programe care conţin implementări ale metodei simplex menţionăm:

IMSL, NAG, CPLEX, FortLP, LINDO, MINOS şi OSL.

Marele dezavantaj al metodei simplex constă ı̂n complexitatea sa exponenţială (numărul

de iteraţii poate creşte ı̂n cazurile cele mai defavorabile factorial cu numărul de variabile),

ceea ce o face nepotrivită pentru probleme de foarte mari dimensiuni.

Din acest motiv, ı̂ncă din anii 1970 au ı̂nceput cercetări pentru găsirea de algoritmi cu

ordin de complexitate polinomial pentru rezolvarea problemei LP. Aceştia se bazează nu

pe parcurgerea nodurilor ci pe căutarea iterativă folosind puncte interioare din domeniul

de fezabilitate.

Dintre metodele de punct iterativ cea mai promiţătoare pare a fi metoda bazată

pe punctele interne primare-duale. În aceasă metodă se rezolvă pe lngă forma standard

a problemei ”primare” şi problema duală:

max {bTy : ATy ≤ 0},

urmărind să se găsească tripletul (x, y, s), pentru care:

Ax = b, ATy + s = 0, SXe = 0

cu x ≥ 0, s ≥ 0, şi S = diag (s1, s2, ...., sn), X = diag (x1, x2, ...., xn) iar e este un vector

cu toate componentele unitate. Metoda primar-dual poate fi concepută ca o variantă a

metodei Newton aplicată rezolvării acestui sistem de trei ecuaţii.
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Se generează iteraţiile (xk, yk, sk) cu xk > 0, sk > 0, puncte interioare ı̂n domeniul de

fezabilitate, astfel ı̂nct pe măsură ce k →∞, valoarea restricţiilor ||Axk − b|| şi ||ATyk +

sk − c|| să tindă spre zero, ı̂mpreună cu xT
k sk numită ”distanţă de dualitate”. Ordinul de

complexitate al acestui algoritm este mai mic de O(n
3

2 ). Implementări ale metodelor de

punct interior se găsesc ı̂n pachetele OB1, OSL şi KORBX.

D.8 Programarea pătratică

Problema programării pătratice (QP) constă ı̂n minimizarea unui polinom de gradul

doi de n variabile supus unor restricţii liniare de tip inegalitate sau egalitate:

min {1
2
xTQx+ cTx : aT

i x ≤ bi, i ∈ I, aT
i x = bi, i ∈ E},

ı̂n care Q ∈ IRn×n este o matrice simetrică iar I şi E sunt submulţimi de indici.

Problema celor mai mici pătrate liniare este un caz particular al programării

pătratice care se ı̂ntlneşte frecvent ı̂n aplicaţiile de prelucrarea datelor (aproximarea

funcţiilor).̂In acest caz se caută:

min {1
2
||Ck − d||22 : aT

i x ≤ bi, i ∈ I, aT
i x = bi, i ∈ E}

ı̂n care C ∈ IRm×n şi d ∈ IRn. Chiar dacă cele două probleme sunt similare (Q = CTC şi

c = CTd), ultima are metode specifice care evită calculul explicit al matricei Q = CTC,

mai prost condiţionată dect C (de exemplu ı̂n pachetul LSSOL se foloseşte descompunerea

QR a matricei C).

Dificultatea rezolvării problemei QP depinde de natura matricei Q.

Problemele de programare pătratică convexă sunt uşor de rezolvat, deoarece Q

este pozitiv semidefinită şi este mărginită inferior. În acest caz, funcţia are un singur

minim local iar ı̂n absenţa restricţiilor acesta se obţine prin rezolvarea sistemului liniar

de ecuaţii Qx = −c.

DacăQ are şi valori proprii nenegative, atunci programarea pătratică este necon-

vexă şi funcţia obiectiv are minimele pe frontiera domeniului. O metodă des folosită este

metoda mulţimilor active, care se bazează pe căutarea soluţiei de-a lungul laturilor sau

feţelor mulţimii de fezabilitate, prin rezolvarea unei secvenţe de probleme QP cu restricţii

de tip egalitate:

min {1
2
xTQx+ cTx : Ax = b}.

Metoda spaţiului nul pentru rezolvarea acestei probleme constă ı̂n găsirea, prin

factorizare ortogonală, a unei matrici Z ∈ IRn×m de rang maximal, care generează spaţiul
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nul al matricei A. În aceste condiţii, pornind de la un vector fezabil x0, se poate construi

alt vector fezabil x = x0 + Zw, ı̂n care w ∈ IRm.

Problema QP cu restricţie de tip egalitate poate fi pusă deci sub forma unei probleme

QP fără restricţie:

min {1
2
wT (ZTQZ)w + (Qx0 + c)TZw : w ∈ IRm}.

Dacă matricea Hessian ZTQZ este pozitiv definită, atunci unica soluţie w a acestei prob-

leme se obţine prin rezolvarea sistemului liniar:

(ZTQZ)w = −ZT (Qx0 + c).

După rezolvarea acestui sistem se obţine x = x0 + Zw. Revenind la metoda mulţimilor

active, la fiecare iteraţie se porneşte de la un punct xk ı̂n raza de fezabilitate şi se determină

direcţii dk prin rezolvarea problemei

min {q(xk + d) : aT
i (xk + d) = bi, i ∈ Wk}

cu q(x) = 1
2
xTQx + cTx, iar Wk ⊂ A = E

⋃
{i ∈ I : aT

i xk = bi} o mulţime (de indici) de

lucru, parte dintr-o mulţime de indici activi A.

Mulţimea de lucru Wk este actualizată la fiecare iteraţie, urmnd ca ı̂n final ea să

coincidă cu A∗, mulţimea restricţiilor active ale soluţiei problemei x∗. Folosind soluţia dk

se calculează cel mai mare pas posibil care nu contravine nici unei restricţii:

Mk = max {(bi − aT
i xk)/(a

T
i dk) : aT

i dk > 0, i 6∈Wk}

şi se determină xk+1 = xK + αkdk, cu αk = min {1, µk}. Noua mulţime de lucru Wk+1

se obţine introducnd toate restricţiile active pentru xk+1. Dacă dk = 0, atunci procesul

iterativ se opreşte. Acest algoritm este implementat ı̂n IMSL (QP convexă şi densă),

NAG(QPOPT), MATLAB(QP densă neconvexă) şi LINDO(QP cu matrice rară), pentru

probleme de mari dimensiuni.

D.9 Arborele de decizie pentru metoda deterministă

Din cele prezentate, rezultă următoarea clasificare a problemelor de optimizare (mini-

mizare), care reprezintă ı̂n acelaşi timp şi arborele de decizie pentru alegerea metodelor

de rezolvare:

1. După numărul de variabile ale funcţiei obiectiv:

• unidimensională:
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• multidimensională de mică mărime (n < 150);

• multidimensională de mărime medie (150 ≤ n < 1000);

• multidimensională de scară mare (n ≥ 1000).

2. După tipul variabilelor funţiei obiectiv:

• continue (optimizare continuă);

• discrete (optimizare ı̂ntreagă);

• mixte (optimizare hibridă).

3. După felul funcţiei obiectiv:

• liniară (programarea liniară LP);

• pătratică (programarea pătratică QP);

• neliniară (programarea neliniară NLP).

În ultimul caz funcţia poate fi:

• unimodală (are un singur minim local, implicit global), eventual convexă;

• cu un singur minim global dar cu mai multe minime locale;

• cu mai multe minime globale şi eventual cu unele locale.

Valoarea minimului funcţiei obiectiv poate fi cunoscută, de exemplu min(f) = 0,

dar nu şi poziţia sa, sau aceasta poate fi necunoscută,

cum se ı̂ntmpla de obicei.

4. După netezimea funcţiei obiectiv:

• discontinuă;

• continuă, dar nu şi derivabilă;

• cu derivata continuă, dar fără derivata a doua;

• cu derivata a doua continuă.

În ultimul caz se pot folosi metode de tip Newton bazate pe matricea Hessian, dacă

este disponibilă o rutină de calcul a derivatei.

În primele două cazuri nu se pot utiliza metode bazate pe derivate. Primul caz

este cel mai dificil, deoarece ı̂n general nu se poate garanta corectitudinea soluţiei

numerice (un minim se poate afla la o distanţă orict de mică, inclusiv sub ”zeroul

maşinii” faţă de un maxim). În al doilea caz, dacă funcţia este Lipschitziană, atunci

are o viteză de creştere mărginită şi cunoscnd valoarea funcţiei obiectiv ı̂ntr-un

punct se pot deduce valorile maxime şi minime pe care le poate lua funcţia ı̂ntr-o

vecinătate sferică de rază dată.
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5. După tipul restricţiilor:

• probleme fără restricţii;

• probleme cu restricţii de tip frontieră;

• probleme cu restricţii de tip inegalitate;

• probleme cu restricţii de tip egalitate;

• probleme cu toate tipuri de restricţii.

În al doilea caz restricţiile sunt inegalităţi impuse variabilelor l ≤ x ≤ u, domeniul

de căutare avnd formă paralelipipedică (eventual cu unele laturi la infinit).

În cazul restricţiilor de tip inegalitate c(x) ≤ 0, iar ı̂n cazul celor de tip egalitate

c(x) = 0. În ultimele trei categorii de restricţii, acestea pot fi de două categorii:

• restricţii liniare, funcţia c, definitorie a restricţiei, este liniară;

• restricţii neliniare, funcţia c, definitorie a restricţiei, este neliniară.

Restricţiile de tip frontieră sunt cazuri particulare de restricţii liniare de tip inegalitate.

Se pot imagina probleme cu restricţii liniare de tip egalitate dar avnd restricţii neliniare

de tip inegalitate, combinate eventual cu restricţii de tip frontieră.

În problemele de programare liniară ca şi ı̂n cele de programare pătratică funcţia

obiectiv este liniară, respectiv pătratică, ı̂n schimb restricţiile sunt ı̂ntotdeauna liniare.

Dacă numărul restricţiilor de tip egalitate este mai mare dect numărul variabilelor

este posibil ca problema să fie incompatibilă şi deci să nu aibă soluţie.

În problemele liniare (cu excepţia cazului ı̂n care funcţia obiectiv este construită) şi

ı̂n unele probleme neliniare, funcţia obiectiv nu este mărginită inferior şi ı̂n consecinţă,

problema optimizării nu are soluţie. Prezenţa restricţiilor de tip inegalitate determină

existenţa soluţiei acestor probleme, soluţie care va fi plasată pe frontiera domeniului de

căutare.



Anexa E

Metode stocastice pentru

optimizarea globală

E.1 Algoritmul genetic canonic

Algoritmii genetici(GA) reprezintă o familie de modele inspirate din evoluţia speci-

ilor biologice. Aceşti algoritmi urmăresc evoluţia unei populaţii formată din indivizi care

reprezintă soluţii potenţiale ale problemei de otimizare. Un individ este reprezentat bi-

univoc printr-o structură de date numită cromozomul individului respectiv. În urma

ı̂ncrucişărilor, mutaţiilor şi selecţiei celor mai ”buni” indivizi (cei cu cea mai bună val-

oare a funcţiei obiectiv), populaţia evoluează, apropiindu-se de soluţia problemei. Multe

din operaţiile efectuate de un algoritm genetic au un caracter stocastic (ca de exem-

plu, răspndirea aleatoare a populaţiei iniţiale, mutaţia, ı̂ncrucişarea probabilistică şi chiar

selecţia), ceea ce face ca aceşti algoritmi să evite eşuarea ı̂ntregii populaţii ı̂ntr-un minim

local.

Evoluţia către optimul global al problemei (care din păcate nu este ı̂n mod garantat

atins, dar există o probabilitate nenulă să fie obţinut) se face datorită presiunii de selecţie.

În sens larg, algoritmii genetici sunt acele modele de calcul bazate pe o populaţie de

soluţii, care folosesc selecţia şi operatori de recombinare pentru a genera noi puncte ı̂n

spaţiul de căutare.

Prima formulare ı̂n acest domeniu a fost făcută de John Holland(1975), care a propus

un algoritm cunoscut astăzi sub numele de algoritm genetic canonic. Acesta conţine

ı̂n cazul maximizării următorii paşi:

1. Se generează populaţia iniţială, fiecare individ fiind reprezentat de un cromozom

alcătuit dintr-o secvenţă de L biţi (aleşi iniţial, de obicei aleator).

167
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2. Se evaluează populaţia curentă calculnd funcţia obiectiv fi pentru fiecare individ.

3. Se efectuează selecţia şi se determină o populaţie intermediară. În acest scop se

calculează pentru fiecare individ parametrul fi/fmed (”fitness value”), prin raportări

la valoarea medie pe populaţie a funcţiei obiectiv. Posibilitatea ca un individ să fie

selectat este proporţională cu acest parametru.

4. În populaţia intermediară se aplică operatorul de ı̂ncrucişare. Se alege aleator o

pereche de indivizi şi cu probabilitatea pc se recombină cei doi noi indivizi care sunt

inseraţi ı̂n generaţia următoare a populaţiei. Pasul se repetă pnă când populaţia

intermediară are dimensiunea populaţiei iniţiale.

5. Se aplică operatorul de mutaţie la ı̂ntrega populaţie nouă. Fiecare bit al fiecărui

individ este schimbat cu o probabilitate pm mică (de obicei sub 1%).

6. Dacă nu este ı̂ndeplinit criteriul de oprire se reia pasul 2, considernd ca populaţie

curentă noua generaţie, obţinută ı̂n urma pasului 5.

Un algoritm genetic canonic este caracterizat de următoarele alegeri:

• dimensiunea L a unui cromozom şi felul ı̂n care este codificată o potenţială soluţie;

• dimensiunea N a populaţiei şi felul ı̂n care este aceata iniţiată;

• modul de definire a funcţiei de adecvare şi mecanismul de selecţie ales;

• mecanismul de ı̂ncrucişare şi probabilitatea de ı̂ncrucişare pc;

• mecanismul de mutaţie şi probabilitatea de mutaţie pm;

• criteriul de oprire. De obicei funcţia de adecvare a unui individ fi este egală cu

funcţia obiectiv a problemei de maxim, presupunnd că această este pozitivă. Dacă

nu, funcţia obiectiv este supusă unei transformări (de exemplu inversare).

Modul uzual de codificare a unei soluţii potenţiale este cea binară. Considernd o

problemă de optimizare cu n variabile, cu restricţii de tip frontieră, (eventual alese

convenţional), spaţiul paralelipipedic de căutare va putea fi parametrizat folosind n nu-

mere ı̂ntregi. Valoarea maximă a fiecărei coordonate discrete (̂ıntregi) depinde de ct de

precis se doreşte să se rezolve problema.

• În reprezentarea binară naturală, cromozomul unui individ se construieşte ı̂nlănţu-

ind biţii corespunzător fiecărei coordonate intregi reprezentată ı̂n baza 2. Biţii care

corespund unei variabile alcătuies o ”genă” ı̂n cadrul cromozomului. În consecinţă,
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dimensiunea L a unui cromozom depinde de numărul de variabile cu care este cal-

culată soluţia problemei de optimizare, fiind o măsură a dificultăţii problemei (”di-

mensiunea” spaţiului de căutare discretă, exprimată ı̂n număr de soluţii discrete este

2L). Dezavantajul codificării binare naturale constă ı̂n faptul că biţii din cromozom

au ponderi diferite, de exemplu modificarea bitului cel mai semnificativ dintr-o genă

a cromozomului (genotip) produce o modificare mult mai importantă asupra soluţiei

(fenotipului) dect cea produsă de modificarea bitului cel mai puţin semnificativ.

• O altă variantă de codificare care elimină acest dezavantaj, este cea bazată pe codul

Gray, care are proprietatea că modificarea oricărui bit (̂ın genotip) determină o

modificare minimă a soluţiei (fenotipul).

De obicei dimensiunea N a populaţiei este aleasă ı̂ntre 10 şi 100 (corelată de obicei

cu dimensiunea L a cromozomului) iar iniţializarea se recomandă să fie făcută astfel ı̂nct

populaţia să aibă o diversitate ct mai mare.

Iniţializarea populaţiei se poate realiza ı̂n două moduri ı̂n principiu diferite:

• iniţializarea deterministă, de exemplu ı̂n cele 2n vrfuri ale paralelipipedului de

căutare, sau ı̂n interiorul paralelipipedului, ı̂n nodurile unei reţele uniforme ce dis-

cretizează domeniul de căutare;

• iniţializarea stocastică, bazată pe ı̂mprăştierea aleatoare a indivizilor ı̂n domeniul

de căutare, cu o distribuţie uniformă ı̂n volum şi/sau pe frontiera paralelipipedului.

Cunoştinţe apriorice referitoare la zona ı̂n care sunt şanse mari să se afle soluţia pot fi

utilizate cu succes la iniţializare. De exemplu, ı̂mprăştierea aleatoare poate fi făcută cu o

distribuţie normală (Gauss) ı̂n jurul unui punct, ı̂n care este posibil să se afle soluţia.

Sunt cunoscute mai multe mecanisme clasice pentru realizarea selecţiei.

În metoda resturilor stocastice, acei indivizi pentru care fi/fmed > 1, sunt copiaţi

ı̂n n = [fi/fmed] exemplare, urmnd ca apoi fiecare individ să fie plasat ı̂n populaţia

intermediară cu o probabilitate egală cu partea fracţionară a raportului fi/fmed.

În mecanismul reţelei, numit de alegere stocastică cu ı̂nlocuire se foloseşte mod-

elul unei roţi de ruletă la periferia căreia fiecare individ ocupă un spaţiu proporţional cu

valoarea sa fi. Prin ı̂nvrtirea repetată a ruletei (alegerea aleatoare a unui punct de la

periferia roţii) se alege cte un individ care va fi plasat ı̂n populaţia intermediară.

Modelul de alegerea stocastică universală se bazează pe o roată de ruletă cu

N pointeri echidistanţi, ce se ı̂nvrtesc deasupra unui disc circular cu felii de mărime

proporţionale cu valorile indivizilor. La o singură rotire a ruletei se selectează cei N

indivizi ai populaţiei intermediare.
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Metodele prezentate sunt bazate pe valoarea funcţiei de adecvare fi (”fitness”) a unui

individ, motiv pentru care sunt numite scheme de selecţie proporţională. În prezent sunt

tot mai des folosite metodele bazate pe ordinea indivizilor şi nu pe valoarea lor. O selecţie

de acest tip este cea bazată pe turneu eliminator ı̂n care se face o selectie aleatoare si

este introdus ı̂n populaţia intermediară cel mai bun individ. Tot bazat pe ordine este şi

”clasamentul liniar”, ı̂n care probabilitatea unui individ de a fi selectat este proporţională

cu numărul de ordine ı̂n clasament.

Operatorul de ı̂ncrucişare poate fi implementat ı̂n mai multe feluri. Mecanismul

cel mai simplu este ı̂ncrucişarea ı̂ntr-un punct, ı̂n care se alege aleator un punct de

ı̂ncrucişare cuprins ı̂ntre 1 şi L şi cei doi cromozomi se fragmentează ı̂n acel punct iar

segmentele se schimbă ı̂ntre ele.

Încrucişarea ı̂n două puncte presupune alegerea aleatoare a două numere cuprinse

ı̂ntre 1 şi L, urmnd ca cei doi cromozomi să schimbe segmentul cuprins ı̂ntre aceste două

puncte. Cromozomii se comportă ı̂n acest caz ca şi cum ar avea structură inelară.

În ı̂ncrucişarea uniformă fiecare bit este independent de alţi biţi şi de fapt nu

există nici o legătură ı̂ntre biţi. Pentru fiecare bit de la 1 la L al urmaşului se alege

aleator un bit de pe poziţia respectivă de la unul din părinţi.

Nu toate perechile de indivizi selectate din populaţie sunt supuse ı̂ncrucişării. De

obicei ı̂mperecherea se efectuează cu o probabilitate pc cuprinsă ı̂ntre 60% şi 100 %.

Perechile de părinţi nêıncrucişaţi sunt sunt transferate ı̂n populaţia intermediară, astfel

existnd şansa ca cel mai bun individ dintr-o populaţie să supravieţuiască neperturbat ı̂n

generaţia următoare.

Dacă indivizii dintr-o subpopulaţie (sau ı̂ntrega populaţie) au aceeaşi biţi pe anumite

poziţii, atunci aceştia vor fi moşteniţi ı̂n urma ı̂ncrucişării. Un astfel de şablon, ca de

exemplu 10 ∗ ∗ ∗ 01 ∗ ∗ se numeşte ”o schemă” (̂ın cazul nostru, de ordinul 4, deoarece

conţine 4 biţi fixaţi urmnd ca cei marcaţi cu ∗ să poată fi 0 sau 1 ı̂n spaţiul de căutare,

care poate fi privit ca un hipercub (de dimensiune 9 ı̂n acest exemplu) şi ea defineşte un

”hiperplan” (de dimensiune 5 ı̂n acest exemplu).

Prin ı̂ncrucişare este explorată reţeaua genetică a populaţiei iar prin selecţie sunt

eliminate progresiv genele necorespunzătoare, populaţia suferind un proces de convergenţă

către un individ cu o comportare (adecvare) mai bună.

Este posibil ca totuşi după un număr redus de generaţii, procesul de selecţie să

conducă la o populaţie alcătuită din indivizi identici (biţii de pe o poziţie ai tuturor

indivizilor au aceeaşi valoare). O astfel de populaţie se spune că este degenerată. Dacă

acest lucru se ı̂ntmplă fără ca soluţia obţinută să fie satisfăcătoare, se spune că algoritmul

genetic a avut o convergenţă prematură.

Acest lucru se datorează pierderii diversităţii genetice şi se poate ı̂ntmpla cnd populaţia
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are dimensiuni prea mici.

Pentru a restaura diversitatea genetică, operatorul de mutaţie joacă un rol esenţial.

Mutaţiile ı̂ntrerup continuitatea procesului de convergenţă, generat de ı̂ncrucişări şi selecţii

succesive, dar asigurnd diversitatea genetică ele reprezintă un ”rău necesar” pentru a

obţine convergenţa globală. Prin caracterul lor aleator ele pot determina ”ieşirea din

groapa” unui minim local (”hill-climbing”) şi pot elimina ı̂n acest fel convergenţa pre-

matură. Din acest motiv unii cercetători consideră că ı̂ncrucişările nu sunt neapărat

necesare şi că mutaţiile singure pot fi suficiente pentru genera metode de căutare robuste

şi eficiente. Cu toate acestea probabilitatea de aplicare a mutaţiei este de ordin foarte

mic pm = 0.1%÷ 5%.

O altă cauză a convergenţei premature o poate constitui tendinţa populaţiei de a

degenera, adică de a deveni o populaţie cu indivizi foarte asemănători. O metodă de

sporire a presiunii de selecţie1 constă ı̂n scalarea funcţiei de adecvare prin micşorarea

valorii corespunzătoare individului cel mai rău plasat şi creşterea celei corespunzătoare

celui mai bun individ.

Oprirea procesului de evoluţie are loc de obicei după un număr limită de generaţii.

În unele cazuri generaţiile sunt numărate de la ultima modificare a celui mai bun individ.

Dintre codurile simple de algoritmi genetici menţionăm GENESIS şi ES GAT

(Elitist Simple Genetic Algorithm with Tournement Selection).

E.2 Strategii evoluţioniste

În afară de algoritmii genetici canonici s-au dezvoltat şi alte modele evoluţioniste de calcul,

dintre care menţionăm Strategiile evoluţioniste (ES) (Rechenberg-1973, Schwefel-

1975), cu următoarele două variante:

• În varianta (µ+ λ)−ES cei µ părinţi produc λ urmaşi şi populaţia este redusă din

nou la µ părinţi prin selecţia celor mai buni indivizi din populaţia comună formată

din părinţi şi urmaşi. În acest fel, un părinte supravieţuieşte pnă cnd este ı̂nlocuit

de un urmaş mai bun. Deoarece nu apare o generaţie intermediară, acumularea

cromozomilor ı̂mbunătăţiţi ı̂n populaţie ca şi creşterea celei mai bune performanţe

are un caracter monoton.

1Presiunea de selecţie se referă la gradul ı̂n care indivizii buni sunt favorizaţi: cu cât presiunea de

selecţie este mai mare, cu atât mai mult sunt favorizaţi indivizii mai buni să devină părinţi. Rata de

convergenţă a unui algoritm evoluţionist este determinată ı̂n mare măsură de presiunea de selecţie: cu

cât aceasta este mai mare, cu atât rata de convergenţă creşte. Dacă presiunea de selecţie este prea mare,

algoritmul ar putea converge către puncte sub-optime (extreme locale).
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• Varianta (µ, λ)−ES este conceptual apropiată algoritmilor genetici clasici, deoarece

urmaşii ı̂nlocuiesc părinţii şi apoi are loc selecţia. Spre deosebire de GA canonic,

operatorii de recombinare ı̂n ES sunt diferiţi de ı̂ncrucişarea binară clasică, de ex-

emplu parametrii urmaşilor se pot obţine prin media parametrilor părinţilor (aceasta

permite utilizarea unor codificări ”continui”, prin numere reale, ale parametrilor).

De obicei ı̂n strategiile evloluţioniste codificarea indivizilor se realizează printr-un

vector cu componente reale şi nu un şir de biţi ca ı̂n cazul GA. Schemele de selecţie

(µ, λ) sunt bazate pe ordine şi constau ı̂n extragerea a µ indivizi şi selectarea celor

mai buni λ indivizi. Se spune că un algoritm este elitist, dacă se colectează

şi se menţine ı̂n populaţie cel mai bun individ găsit pnă ı̂n momentul respectiv.

Convergenţa unui algoritm elitist este monotonă, deoarece la nici o generaţie nu are

loc scăderea funcţiei de adecvare a celui mai bun individ.

Dintre implementările metodei (µ+λ)ES menţionăm programul Genitor (Whitley 1988),

care faţă de GA canonic are următoarele trei deosebiri importante:

• ı̂n urma reproducerii, cei doi părinţi generează un singur urmaş, care este plasat

imediat ı̂napoi ı̂n populaţie,

• urmaşul nu ı̂nlocuieşte părinţii, ci cel mai neadaptat membru al populaţiei,

• pentru a menţine o presiune constantă de selecţie pe parcursul căutării, populaţia

este ı̂mpărţită ı̂n clase, reproducerea fiind permisă doar claselor superioare.

Un alt algoritm genetic elitist este implementat ı̂n programul CHC, dezvoltat de L.

Eshelman ı̂n 1991. Principalele caracteristici ale acestui algoritm de tip (µ+ λ)ES sunt:

• după recombinare, cei mai buni N indivizi distincţi sunt selectaţi (eliminnd du-

plicatele) din populaţia de părinţi şi urmaşi, pentru a forma noua generaţie (se

creează ı̂n acest fel o presiune de selecţie suficientă pentru a nu mai fi necesar alt

mecanism de selecţie);

• cei doi părinţi selectaţi aleator trebuie să se afle la o distanţă Hamming suficient

de mare unul faţă de altul (”prevenirea incestului” este destinată promovării

diversităţii genetice), iar recombinarea se realizază cu un operator de ı̂ncrucişare

uniformă ı̂n care jumătate din biţii diferiţi sunt luaţi de la un părinte şi restul de la

celălalt;

• este utilizată o populaţie redusă (de cca 50 indivizi) iar cnd aceasta ı̂şi pierde diver-

sitatea are loc o mutaţie catastrofală (la toţi indivizii, cu excepţia celui mai bun),

urmnd ca după mutaţie să fie repornită căutarea genetică folosind numai ı̂ncrucişări.
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Un program care foloseşte codificarea prin valori reale şi nu binare, precum şi opera-

tori genetici de recombinare bazaţi pe mediere şi nu pe ı̂ncrucişre binară este Genocop,

dezvoltat de Michalewicz ı̂n 1992.

O altă variantă de algoritmi bazaţi pe evoluţie este cea a algoritmilor hibrizi

(mimetici) care permite indivizilor ca pe lngă operaţiile stocastic-evoluţioniste speci-

fice să se efectueze şi o căutare determinist-locală a optimului. Astfel, după ce fiecare

urmaş este creat, acesta constituie o iniţializare pentru un algoritm de tip ”local hill-

climbing”, realizat de obicei cu tehnici deterministe sau prin căutare aleatoare. Cromo-

zomii ı̂mbunătăţiţi prin această ”evoluţie Lamarckiană” sunt plasaţi ı̂n populaţie pentru

a participa la competiţia pentru reproducere. În multe probleme de optimizare, algoritmii

hibrizi obţin rezultate superioare (din punctul de vedere al robusteţii şi eficienţei) faţă

de algoritmii tradiţionali. Avantajul acestor abordări constă şi ı̂n dimensiunea mică a

populaţiei necesare. Cu doar 20 de indivizi se poate realiza o căutare suficient de robustă.

E.3 Prototipul unui algoritm evoluţionist

După cum se cunoaşte, algoritmii genetici (GA) şi strategiile evoluţioniste (ES) au multe

caracteristici comune, ambele abordări făcnd parte dintr-o clasă mai largă de algoritmi,

numită algoritmi evoluţionişti (EA), sau uneori algoritmi genetici generali.

Prototipul unui algoritm evoluţionist simplu (SEA) conţine următoarele etape:

1. Iniţializarea populaţiei

2. Evaluarea populaţiei gradului de adecvare

3. Verificarea criteriului de oprire

4. Generarea tabloului de ı̂mperechere şi schimbare

5. Mutaţia

6. Se reia algoritmul de la etapa 2

Pentru a codifica posibilele soluţii se utlizează cromozomi (alcătuiţi de obicei din

şiruri de biţi grupaţi ı̂n blocuri constitutive). Un parametru important al algoritmului ı̂l

constituie dimensiunea populaţiei. Dacă aceasta este prea mică, numărul iniţial de blocuri

constitutive este prea mic şi algoritmul riscă să conveargă spre o soluţie suboptimală (un

extrem local). Dacă populaţia este prea mare algoritmul iroseşte timp prin procesarea

inutilă a unor indivizi asemănători.
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În etapa a doua a algoritmului se evaluează funcţia obiectiv a fiecărui individ şi pe

baza ei se determină gradul de adecvare (fitness) al indivizilor. Din diferite motive, gradul

de adecvare nu reflectă perfect funcţia obiectiv, şi se spune că evaluarea se realizează

cu zgomot (fie că funcţia obiectiv este evaluată rapid, dar aproximativ, fie că gradul

de adecvare este determinat aproximativ prin eşantionare). Acest zgomot influenţează

decizia ı̂n procesul de selecţie. Din cauza lui, ı̂n cazul schemelor de selecţie bazate pe

ordine, ca turneul, clasamentul liniar sau selecţia (λµ) viteza de convergenţă a algoritmului

scade. În cazul schemelor de selecţie proporţională, zgomotul nu modifică viteza globală

de convergenţă, ı̂n schimb aceste mecanisme au alte probleme (scalarea şi efortul mare de

calcul).

În algoritmii evoluţionişti se utilizează diferite criterii de oprire. O metodă este de a

impune numărul total de generaţii sau o limită a timpului de execuţie. Algoritmul poate fi

oprit dacă cea mai bună soluţie nu se modifică un număr dat de generaţii. O altă metodă

se bazează pe convergenţa populaţiei către aproape aceeaşi valoare a funcţei obiectiv sau

gruparea ı̂ntregii populaţii ı̂n jurul unui individ, eventual convergenţa populaţiei către

un singur individ, dacă se elimină de la un moment dat mutaţia. Un exemplu tipic de

algoritm evoluţionist este implementat ı̂n programul mGA (Messy Genetic Algorithm),

care urmăreşte rezolvarea ct mai rapidă a problemelor dificile. S-au obţinut complexităţi

subpătratice O(Llogi(L)) ı̂n funcţie de numărul variabilelor, pentru probleme codificabile

cu 30 pnă la 150 biţi. Spre deosebire de alte programe ı̂n mGA se utilizează o reprezentare

compactă a legăturilor specifice blocurilor constructive ale cromozomului. Un cromo-

zom este alcătuit dintr-o mulţime de gene (caracterizată fiecare prin nume şi valoare),

care pot fi subdeterminate (lipsesc unele gene) sau supradeterminate (unele gene sunt

ı̂n contradicţie. mGA are două etape, ı̂n prima, numită faza primordială, se selectează

populaţia pornind de la o iniţializare parţial enumerativă (sau complet probabilistică ı̂n

versiunile mai noi, urmată de o filtrare a blocurilor constitutive). A doua etapă, numită

fază de juxtapunere, este similară unui algoritm genetic fără mutaţie, la care operatorul

de ı̂ncrucişre este ı̂nlocuit cu un operator de ”tăiere şi altoire”.

Trebuie remarcat că lungimea şirului de gene creşte pe măsura procesării.

E.4 Algoritmi cu nişe pentru optimizarea funcţiilor

multimodale

Algoritmii tradiţionali prezentaţi anterior nu sunt potriviţi pentru optimizarea funcţiilor

multimodale, care au mai multe extreme globale, deoarece ı̂ntrega populaţie are tendinţa

să evolueze către un singur punct, maxim global al funcţiei obiectiv. În multe cazuri

practice interesează găsirea optimelor multiple, fie globale fie locale. Pentru rezolvarea

acestui tip de probleme, sunt folosiţi algoritmii genetici care folosesc conceptul de nişă.
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Algoritmii genetici cu nişe permit formarea mai multor subpopulaţii stabile aso-

ciate ”nişelor” aflate ı̂n vecinătatea soluţiilor optime. Aceşti algoritmi menţin diversitatea

populaţiei, prevenind căderea ı̂n capcanele unor extreme locale şi permiţnd investigarea

a mai multor ”vrfuri” ı̂n paralel. Mecanismul de nişe modelează ecosistemele naturale ı̂n

care mai multe specii coexistă şi evoluează ı̂n paralel, fiecare găsindu-şi propria nişă ı̂n

mediul ı̂nconjurător. O specie este definită ca un grup de indivizi cu caracteristici simi-

lare, capabili să se ı̂mperecheze reciproc dar incapabili să se ı̂mperecheze cu alte specii.

În fiecare nişă resursele mediului sunt finite şi trebuie ı̂mpărţite ı̂ntre indivizii unei specii

care ocupă acea nişă.

Pentru a putea implementa conceptul de nişă, ı̂n algoritm se alege un număr de

selecţii specific.

Dintre algoritmii genetici cu nişe, cei mai cunoscuţi sunt cei bazaţi pe vecinătăţi

explicite, ca de exemplu cei cu ”partajarea adecvării” (fitness sharing) şi cei bazaţi pe

vecinătăţi implicite, ca de exemplu cei cu ”aglomerare” (crowding).

În algoritmi cu partajarea adecvării gradul de adaptare (fitness) este considerat

ca o resursă a nişei şi este ı̂n consecinţă diminuat de un număr de ori aproximativ egal cu

numărul de indivizi din subpopulaţia nişei respective:

f ′
i = fi/mi,

ı̂n care

mi =
N∑

j=1

s(dij)

unde N reprezintă dimensiunea populaţiei, dij reprezintă distanţa dintre indivizii i şi j,

iar s este o funcţie de partajare (sharing), care măsoară similitudinea dintre doi indivizi:

s(dij) =

{
1− (dij/σs)

α dacă d < σs;

0 ı̂n rest,

ı̂ntorcnd zero dacă indivizii sunt mai depărtaţi dect raza nişei σs şi o valoare cu att mai

apropiată de 1 cu ct distanţa dintre indivizi este mai mică. Coeficientul α se alege de

obicei 1 (funcţie de partajare triunghiulară) dar poate fi ales şi 1/2 sau 2 (̂ın cazul funcţiei

parabolice).

Distanţa ı̂ntre indivizi este de obicei norma euclidiană a diferenţei reale, din spaţiul

de căutare (similitudinea fenotipică) şi mai rar evaluată ca distanţa Hamming ı̂ntre cro-

mozomii binari (similitudine genotipică).

O tehnică uzuală pentru a ı̂mbunătaţi eficienţa ı̂mpărţirii este de a rescala gradul de

adecvare folosind parametrul β > 1:

f ′′
i = fβ

i /mi.
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Dacă β este totuşi prea mare, predominanţa superindivizilor poate determina convergenţa

prematură, motiv pentru care se recomandă creşterea sa progresivă ı̂n timpul căutării

(”parameter annealing”).

Încrucişarea dintre indivizi aflaţi ı̂n nişe diferite conduce de obicei la apariţia unor

urmaşi neperformanţi, ”indivizi letali”. Pentru a evita acest lucru se aplică cu succes

scheme de restricţie a ı̂mperecherii (”mating restriction”).

Într-o schemă tipică de restricţie a ı̂mperecherii, primul părinte este ales aleator (sau

ı̂n urma unui terneu), iar al doilea este ales astfel ı̂nct să satisfacă o restricţie impusă

distanţei faţă de primul părinte. Alegerea se poate face din ı̂ntrega populaţie, caz ı̂n care

complexitatea are ordinul O(N2) sau dintr-o parte a ei, de dimensiune MF (factor de

ı̂mperechere), caz ı̂n care complexitatea calculului are ordinul O(MF × N). Restricţia

impusă distanţei se poate baza pe o inegalitate de forma d < σm, ı̂n care σm este ”raza

de ı̂mperechere”, iar dacă nu există un individ care să satisfacă această inegalitate al

doilea părinte se alege aleator din ı̂ntrega (sub)populaţie sau individul cel mai apropiat.

Dezavantajul acestei metode constă ı̂n faptul că pentru indivizi aflaţi la frontiera unei

nişe, perechea sa are 50% şansa să se afle ı̂n afara nişei. Acest dezavantaj este eliminat

dacă se utilizează reproducerea ı̂n linie (”line breeding”), bazată pe alegerea celui de-al

doilea părinte, ca fiind ”campionul nişei”. În tehnica numită de ”reproducere internă şi

intermitent externă” (”inbreeding with intermitent cross-breeding”), ı̂nmulţirea are loc ı̂n

interiorul nişei, att timp ct gradul mediu de adecvare al subpopulaţiei nişei creşte şi cu

indivizi din nişe diferite, dacă adecvarea medie este staţionară.

Pentru a elimina aceste dezavantaje s-au propus multe alte alternative la metodele

prezentate, dintre care menţionăm: nişe secvenţiale, nişe dinamice, sisteme cu imunitate,

specii cu coevoluţie, algoritmi genetici şi mecanisme bazate pe aglomerare.

O metodă interesantă de nişe adaptive obţinute prin coevoluţie este CSN (Co-

evolutionary Shared Niching). Tehnica este inspirată din modelul economic al competiţiei

monopoliste, ı̂n care capitaliştii ı̂şi plasează geografic afacerile astfel ı̂nct să-şi maximizeze

profitul, obţinut de la o populaţie de clienţi. Algoritmul menţine două populaţii, una de

”afacerişti” şi alta de ”clienţi”, prima indicnd nişele iar a doua posibilele soluţii ale prob-

lemei. Cele două populaţii urmăresc maximizarea separată a intereselor lor, permiţnd

stabilirea att a locaţiilor cât şi a razelor nişelor, adaptate unui peisaj complex.

Fie C populaţia de clienţi cu mărimea nc = ||C|| şi B populaţia de afacerişti cu

nb = ||B||, se spune că un client aparţine afacerii b dacă distanţa Hamming |b − c| este
minimă. Mulţimea clienţilor unei afaceri se notează cu Cb iar numărul lor cu mb = ||Cb||.

Funcţia de adecvarea a unui client se defineşte:

f ′(c) = f(c)/mb|c∈Cb



E.4. Algoritmi cu nişe pentru optimizarea funcţiilor multimodale 177

prin ı̂mpărţirea gradului brut de adecvare la numărul de clienţi din aria de serviciu a

afacerii la care individul este client. Afacerile vor fi plasate ı̂n vrfurile nişelor, dar nu la

distanţa mai mică dect dmin una de alta.

Se consideră gradul de succes al unei afaceri (fitness) egal cu suma gradului brut de

adecvare a clienţilor ei:

φ(b) =
∑

c∈Cb

f̄(c).

Afacerea i va fi de preferat afacerii j dacă φi > φj, adică dacă f̄i > nj f̄i/mi, deci numărul

de clienţi ai unei afaceri bune va tinde să fie mai mare dect numărul de clienţi ai unei

afaceri proaste. După cum se constată, scopul algoritmului CSN este de a determina

ı̂ntr-o manieră autoadaptivă poziţia şi dimensiunea nişelor (care sunt poliedrele Voronoi

ı̂n jurul afacerilor). În varianta simplă a programului CSN populaţia de clienţi nu are

mutaţii (pm = 0) iar cea de afacerişti nu are ı̂ncrucişări (pc = 0). Se procesează pe rnd

cele două populaţii folosind ı̂ncrucişarea simplă şi selecţia stocastică universală (SUS).

O nouă afacere ı̂nlocuieşte o afacere veche doar dacă este mai bună ca aceasta şi este

ı̂ndeplinit criteriul dmin.

Rezultate mai bune se obţin aplicnd mecanismul de imprimare (”inprint”), care per-

mite convertirea celor mai buni clienţi ı̂n oameni de afaceri.

Metodele de aglomerare aplicate ı̂n algoritmi genetici par cele mai promitătoare

tehnici de nişe cu vecinătăţi implicite şi ele se bazează pe modul ı̂n care noile elemente

sunt inserate ı̂n populaţie, prin ı̂nlocuirea elementelor similare.

Aglomerarea clasică a fost propusă de DeJong ı̂ncă din 1975, şi se bazează pe faptul

că numai o parte G (”generation gap”) din populaţie se reproduce şi moare la fiecare

generaţie, iar un urmaş ı̂nlocuieşte individul cel mai apropiat (cu maximă similitudine

genotipică), ales dintr-o subpopulaţie formată din CF (factor de aglomerare) indivizi ai

populaţiei globale. Pentru valori mici ale factorului CF < 30% au loc multe erori de

ı̂nlocuire, ceea ce face metoda ineficientă, iar pentru valori mari ale factorului CF, efortul

de comparaţie este mare, deoarece are ordinul O(CF ×N).

O metodă eficientă este cea a aglomerării deterministe (DC), care se bazează

pe competiţia ı̂ntre urmaşii şi părinţii din aceeaşi nişe. După ı̂ncrucişare şi eventuala

mutaţie, urmaşul ı̂nlocuieşte cel mai apropiat părinte (̂ın sens fenotipic), dacă este mai

bun ca acesta. Cştigătorul este determinat ı̂n urma unui turneu ı̂n două seturi (P1 contra

U1 şi P2 contra U2 ı̂n primul set şi P1contra U2 şi P2 contra U1 ı̂n al doilea set).

Complexitatea acestui algoritm este doar liniară, avnd ordinul O(n).

O altă variantă de nişe bazate pe aglomerare este selecţia cu turneu restrns

(RTS). Aceasta este similară aglomerării clasice, cu deosebirea că inserţia se face după o

competiţie (urmaşul ı̂nlocuieşte individul similar, doar dacă este mai bun ca acesta).
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Metoda RTS necesită un efort de calcul mai mare dect metoda DC, ı̂n schimb rezul-

tatele sunt ı̂n general ceva mai bune.

E.5 Algoritmi evoluţionişti paraleli

Algoritmii evoluţionişti sunt utilizaţi pentru rezolvarea unor probleme de mare complex-

itate, care, ı̂n consecinţă, au un timp mare de calcul. Pentru a reduce timpul pnă se

obţine soluţia dorită, o metodă constă ı̂n utilizarea ı̂n paralel a mai multor calculatoare.

Utiliznd modelul biologic este clar că evoluţia genetică are loc ”̂ın paralel”. Atunci cnd

se dezvoltă un algoritm paralel sau distribuit pe mai multe sisteme de calcul este necesar

să se reducă la minim comunicarea ı̂ntre procesoare, deoarece aceasta poate necesita un

timp suplimentar, mai mare dect timpul propriu-zis de calcul.

Metoda naturală de paralelizare constă ı̂n distribuirea populaţiei pe mai multe pro-

cesoare.

Cel mai simplu model de algoritm genetic paralel global este modelul ”fermier-

muncitori”, ı̂n care procesorul master (server) colectează valorile funcţiilor obiectiv,

calculează gradul de adecvare şi efectuează selecţia pe cnd procesoarele sclavi (clienţi)

ı̂ntreţin fiecare cte o subpopulaţie (primită de la server) aplicnd operatorii genetici şi

evalund subpopulaţia rezultată.

Un alt algoritm genetic paralel este cel bazat pe modelul insulelor (Whitley 1990).

Populaţia este ı̂mpărţită ı̂ntr-un număr de subpopulaţii egal cu numărul de procesoare

disponibile. Fiecare procesor rulează un algoritm genetic canonic, Genitor sau CHC.

Periodic (de exemplu la cinci generaţii), cteva copii (clone) ale indivizilor din fiecare

subpopulaţie migrează către alte subpopulaţii cu scopul de a transporta material genetic

proaspăt spre alte ”insule”, pe care se află subpopulaţii cu evoluţii independente.

Prin introducerea migraţiilor modelul insulelor este capabil să exploateze diferenţa

dintre diversele subpopulaţii, ca o sursă de diversitate genetică, fără ca fiecare populaţie

să trebuiască să fie de mari dimensiuni. Frecvenţa şi numărul migraţiilor nu trebuie să fie

prea mare pentru a evita riscul de convergenţă pematură.

Un program paralel este iiGA (Injection Island GA), bazat pe modelul insulelor, cu

migrări asincrone şi admiţnd att topologie statică ct şi dinamică (ierarhică). fiecare insulă

având lungimi diferite pentru cromozomi. În acest fel aceeaşi problemă este codificată cu

nivele diferite de rezoluţie, iar migrarea are loc numai de la noduri de rezoluţie joasă la

noduri cu rezoluţie ı̂naltă (prin injecţie).

Dintre codurile paralele menţionăm GALOPPS dezvoltate de Michigan State Uni-

versity - Genetic Algorithm Research and Appl. Group (MSU-GARAGE), precum şi
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sistemul PeGAsuS (Programming Env. for Parallel genetic Algorithms), dezvoltat la

GMD.

E.6 Analiza parametrilor algoritmilor evoluţionişti

Un parametru important al unui algoritm genetic este dimensiunea populaţiei. În cazul

populaţiilor mici algoritmii genetici fac erori de decizie, iar calitatea convergenţei este

slabă, soluţia fiind condusă fie de mutaţiile arbitrare fie suferind o convergenţă prematură.

În cazul populaţiilor mari, algoritmii pot discrimina ı̂n mod robust ı̂ntre blocurile

constitutive adecvate şi cele neadecvate, astfel ı̂nct recombinarea ı̂n paralel a acestor

blocuri conduce relativ rapid la soluţie, chiar ı̂n cazul problemelor dificile. Din păcate,

dimensiuni prea mari ale populaţiei necesită un efort inacceptabil de calcul. Dimensiunea

optimă este dependentă de sursele de zgomot stohastic, cum sunt zgomotul de selecţie,

zgomotul operatorilor genetici şi zgomotul din funcţia obiectiv:

N = 2cK
σ2

M

d2
,

ı̂n care

c - este un factor de scalare (cu valori ı̂ntre 2 şi 20) ce măsoară nivelul de ı̂ncredere

că populaţia nu va converge prematur;

K = χk(M−1)/m, ı̂n care χ este cardinalitatea alfabetului (uzual 2), k este lungimea

celui mai mare bloc constructiv iar m este numărul de blocuri constructive din cromozom;

d - este minimul semnalului diferenţă dintre două blocuri aflate ı̂n competiţie;

σ2
M = σ2

F + σ2
N - dispersia populaţiei plus dispersia zgomotului funcţiei de adecvare.

S-a demonstrat că numărul de generaţii necesare convergenţei are ordinul O(logN)

pentru schemele de selecţie bazate pe ordin (turneu, clasament liniar) şi ordinul O(NlogN)

pentru scheme de selecţie bazate pe valoare (ruleta, selecţie stohastică universală). Con-

sidernd că dimensiunea populaţiei N are ordinul O(L), ı̂n care L este lungimea cromo-

zomului, rezultă că efortul de calcul pentru cele două tipuri de metode de selecţie are

ordinul O(L logL) şi respectiv O(L2 logL).
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Anexa F

Iniţiere ı̂n Ψlab (Scilab)

Scilab (Ψlab) este un mediu de programare sub sistemul de operare Unix care permite

rezolvarea unor probleme tipice de matematică prin efectuarea de calcule matematice,

trasarea de grafice, programare ı̂n limbaj specific. El emulează limbajul MATLAB,

având extensii suplimentare.

Majoritatea temelor prezentate ı̂n carte necesită utilizarea acestui mediu de progra-

mare. De aceea, această anexă are ca scop familiarizarea cu Scilab.

F.1 Înainte de toate....

Una din componentele mediului Scilab este interpretorul care permite introducerea ı̂n mod

interactiv a unor comenzi de la consolă şi executarea imediată a acestora.

• Cum se lansează ı̂n execuţie interpretorul? Lansarea interpretorului se face

prin invocarea numelui său:

scilab < ↵ >

• Cum se opreşte interpretorul? La promptul Scilab --> se dă comanda:

quit < ↵ >

• Există programe demostrative? Apăsaţi butonul “Demos” şi apoi (de exemplu)

“Introduction to SCILAB”. Sunt vizualizate instrucţiunile utilizate precum şi rezultatele

lor.

• Ajutor !!. Lista comenzilor şi semnificaţia lor se poate obţine apăsând butonul

“Help”. Fereastra de help este ı̂mpărţită ı̂n două. În partea de jos sunt principalele

capitole. Pentru rezolvarea temelor veţi avea nevoie de: “Scilab Programming”, “Graphic

181
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Library”, “ Utilities and Elementary Functions” şi “Linear Algebra”. Partea de sus

conţine comenzi legate de subiectul capitolului selectat. Selectarea unei astfel de comenzi

are ca rezultat apariţia unei ferestre care descrie sintaxa comenzii, parametrii ei, modul

de apelare.

Există şi help-on-line. La promptul Scilab-ului daţi comanda:

help < ↵ >

• Nu ştii comanda care face ....? O comandă utilă este comanda apropos, care

caută cuvinte cheie ı̂n help-ul Scilab-ului.

Exerciţiul F.1: a) Folosind comanda help aflaţi care este sintaxa comenzii apropos.

b) Folosind comanda apropos aflaţi care sunt comenzile cu care se pot trasa spectre

de linii de câmp.

F.2 Variabile şi constante.

În rezolvarea temelor veţi folosi ı̂n exclusivitate matrice cu elemente reale. Un număr

poate fi considerat o matrice cu un singur element.

• Dimensiunea unei matrice nu trebuie declarată explicit.

Exerciţiul F.2: Care este efectul comenzii:

--> a(10,5) = 1

• Introducerea unei matrice se poate face natural astfel:

--> A = [ 1 2 3

4 5 6

7 8 9 ]

Într-o scriere compactă, liniile matricei pot fi separate prin “;” astfel:

--> A = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9]

Pentru separarea elementelor unei linii se poate folosi caracterul blank (ca mai sus)

sau virgula:

--> A = [1,2,3;4,5,6;7,8,9]
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Exerciţiul F.3: Ştiind că vectorii sunt un caz particular de matrice, care sunt

comenzile cu care se va introduce un vector linie, respectiv coloană cu elementele 1, 2, 3?

Exerciţiul F.4: Comentaţi următoarea instrucţiune:

--> u = 12.4e-3

Observaţie: variabilele utilizate ı̂ntr-o sesiune de lucru ocupă memoria sistemului pe

măsură ce sunt definite. Pentru a vizualiza lista variabilelor existente la un moment dat

şi memoria disponibilă se foloseşte comanda who. Dacă se doreşte eliberarea memoriei de

una, mai multe sau toate variabilele generate se foloseşte comanda clear.

Exerciţiul F.5: Executaţi instrucţiunea who. Ce reprezintă %e %pi %f %t %eps

%inf?

F.3 Atribuiri şi expresii

Instrucţiunea de atribuire are sintaxa:

variabila = expresie

sau simplu:

expresie

ı̂n care variabila este numele unei variabile, iar expresie este un şir de operatori şi op-

eranzi care respectă anumite reguli sintactice. În a doua formă, după evaluarea expresiei,

rezultatul este atribuit variabilei predefinite ans.

• Operatorii aritmetici1 recunoscuţi de Scilab sunt:

+ adunare;

- scădere;

* ı̂nmulţire;

/ ı̂mpărţire la dreapta;

\ ı̂mpărţire la stânga;

^ ridicare la putere.

Pentru transpunerea unei matrice se foloseşte operatorul “apostrof” ca ı̂n exemplul:

--> B = A’

1Operatorii aritmetici se aplică unor operanzi aritmetici, iar rezultatul este aritmetic.
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ı̂n care matricea B se calculează ca transpusa matricei A.

Observaţii:

1. Adunarea şi scăderea pot fi efectuate:

• ı̂ntre două matrice cu aceleaşi dimensiuni;

• ı̂ntre o matrice şi un număr (caz ı̂n care numărul este adunat, respectiv scăzut

din fiecare din elementele matricei).

2. Înmulţirea poate fi efectuată:

• ı̂ntre două matrice dacă lungimea liniei primei matrice este egală cu lungimea

coloanei celei de a doua matrice;

• ı̂ntre un număr şi o matrice (caz ı̂n care numărul este ı̂nmulţit cu fiecare din

elementele matricei);

• ı̂ntre două matrice cu aceleaşi dimensiuni (element cu element), caz ı̂n care

operatorul * este precedat de un punct, ca ı̂n exemplul:

--> C = A .* B

3. Împărţirea matricelor poate fi făcută ı̂n mai multe feluri:

• la dreapta (pentru matrice pătrate şi nesingulare):

--> X = B / A

echivalent cu:

--> X = B * inv(A)

sau cu:

--> X = B * A^(-1)

• la stânga:

--> X = A \ B

echivalent cu:

--> X = inv(A) * B

sau cu:

--> X = A^(-1) * B
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Dacă A este o matrice dreptunghiulară de dimensiunim×n, iar b este un vector

coloană cu m elemente, atunci ı̂mpărţirea la stânga x = A \ b calculează soluţia

ecuaţiei Ax = b ı̂n sensul celor mai mici pătrate.

• ı̂mpărţirea unei matrice la un număr (să ı̂l notăm cu u):

--> Y = A / u

• ı̂mpărţirea element cu element a matricelor de dimensiuni egale:

--> C = A ./ B

sau

--> C = A .\ B

4. Ridicarea la putere A^p se face astfel 2:

• pentru p ı̂ntreg pozitiv: dacă matricea A este pătrată atunci A se ı̂nmulţeşte

cu ea ı̂nsăşi de p ori; dacă matricea A este dreptunghiulară atunci se ridică la

puterea p fiecare element din matricea A

• pentru p ı̂ntreg negativ: dacă matricea A este pătrată atunci inversa ei se

ı̂nmulţeşte cu ea ı̂nsăşi de −p ori; dacă matricea A este dreptunghiulară atunci

se ridică la puterea p fiecare element din matricea A

• pentru p număr real (dar nu ı̂ntreg) pozitiv: dacă matricea A este pătrată

atunci calculul se face cu ajutorul vectorilor şi valorilor proprii ale matricei;

dacă matricea A este dreptunghiulară, atunci se ridică la puterea p fiecare

element din matricea A.

• pentru p număr real (dar nu ı̂ntreg) negativ: dacă matricea A este pătrată

atunci calculul se face cu ajutorul vectorilor şi valorilor proprii ale inversei

matricei; dacă matricea A este dreptunghiulară, atunci se ridică la puterea p

fiecare element din matricea A.

• Operatorii de relaţie3 recunoscuţi de Scilab sunt:

< mai mic decât;

<= mai mic sau egal cu;

> mai mare decât;

>= mai mare sau egal cu;

== egal cu;

~= diferit de.

2Nu sunt descrise toate situaţiile posibile.
3Operatorii de relaţie se aplică unor operanzi aritmetici iar rezultatul este logic.
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Aceştia permit testarea unor condiţii, rezultatul având valoarea F (fals) sau T (adevărat).

Dacă operanzii sunt matrice de dimensiuni egale, atunci operaţiile logice se fac ı̂ntre ele-

mentele de pe aceleaşi poziţii, iar rezultatul este o matrice cu elementele F şi T.

• Operatorii logici4 recunoscuţi de Scilab sunt:

& conjuncţia logică;

| disjuncţia logică;

~ negaţia logică.

Dacă operanzii sunt matrice (logice) cu aceleaşi dimensiuni, atunci operaţia se face

element cu element. Dacă unul din operanzi este o valoare logică, atunci acesta se combină

cu fiecare din elementele celuilalt operand. Alte situaţii nu sunt permise.

• Funcţii elementare. Operanzii unor expresii pot fi şi apeluri de funcţii elementare

(de exemplu trigonometrice), sau alte funcţii cunoscute. Aceste funcţii aplicate unei ma-

trice acţionează asupra fiecărui element ı̂n mod independent. Lista lor poate fi inspectată

apăsând butonul “Help” şi apoi “Utilities and Elementary Functions”.

Exerciţiul F.6:

Fie A =

[
1 2

3 4

]

, b =

[
5

6

]

şi v =
[

4 3
]
. Care sunt comenzile Scilab pentru

rezolvarea ecuaţiei: A
(
vT + x

)
= b

F.4 Generarea vectorilor şi matricelor

• Vectorii ai căror elemente formează o progresie aritmetică pot fi generaţi cu

construcţia:

valin : pas : valfin

Exerciţiul F.7: Comentaţi rezultatele următoarelor instrucţiuni:

--> x = 1:10

--> y = 1:2:10

--> z = 1:3:10

--> t = 1:-3:10

--> w = -1:-3:-10

--> u = -1:-10

--> v = -10:-1

--> a = 10:-2:-3

4Operatorii logici se aplică unor operanzi logici iar rezultatul este logic.
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• Vectorii ai căror elemente formează o progresie geometrică pot fi generaţi

cu construcţia:

logspace(d1, d2, n)

Exerciţiul F.8: a) Care este semnificaţia mărimilor d1, d2, n din comanda logspace?

b) Ce generează comanda linspace ?

• Descrierea vectorilor şi matricelor pe blocuri. Vectorii şi matricele pot fi

descrişi pe blocuri, folosind notaţii de forma:

A = [X Y; U V];

cu semnificaţia A =

[
X Y

U V

]

, ı̂n care X,Y, U, V sunt matrice sau vectori.

Exerciţiul F.9: Care este rezultatul comenzii:

--> A = [1:3 ; 1:2:7]

• Referirea la elementele unei matrice. Pentru a obţine valoarea unui element,

se folosesc construcţii de forma a(1, 1), a(1, 2). Se pot obţine valorile mai multor elemente

prin construcţii de forma a(u, v) unde u şi v sunt vectori. De exemplu a(2,1:3) reprezintă

primele trei elemente din linia a doua a matricei a. Pentru a obţine toate elementele liniei

2 se scrie a(2, :).

Exerciţiul F.10: Fie A =





1 10 100 1000

2 20 200 2000

3 30 300 3000



.

Notaţi rezultatele şi comentaţi următoarele comenzi:

--> A(0,1)

--> A(2,3)

--> A(:,3)

--> A(:,:)

--> A(3,:)

--> A(2,2:4)

--> A(2:3,2:4)

• Generarea unor matrice particulare utile se poate face cu ajutorul funcţiilor:

eye matrice cu elementele unitare pe diagonală şi nule ı̂n rest;
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zeros matrice nulă;

ones matrice cu toate elementele unitare;

rand matrice cu elemente aleatoare ı̂n intervalul (0,1);

diag construieşte o matrice cu o anumită diagonală, sau extrage diagonala

dintr-o matrice.

Exerciţiul F.11: Comentaţi următoarele comenzi (unde A este matricea de la

exerciţiul F.10 iar v = [ 1 2 3 4 5 ]):

--> eye(3)

--> eye(3,3)

--> eye(3,4)

--> eye(A)

--> diag(A)

--> diag(v)

Exerciţiul F.12: Comentaţi următoarele comenzi:

--> A = diag(1:3)

--> B = [A, eye(A); ones(A) zeros(A)]

--> C = diag(B)

--> D = C’*C

--> E = (D == 14)

• Dimensiunile matricelor (vectorilor) pot fi modificate ı̂n timpul execuţiei unui pro-

gram. Pentru a obţine dimensiunea unei matrice X se foloseşte instrucţiunea:

[m, n] = size(X)

ı̂n care m reprezintă numărul de linii şi n numărul de coloane. Dimensiunea unui vector

v se obţine cu:

length(v)

care are semnificaţia max(size(v)).

Exerciţiul F.13: Definiţi o matrice oarecare B (de exemplu cu 3 linii şi 4 coloane).

Executaţi şi comentaţi următoarele instrucţiuni:

--> [m,n] = size(B)

--> B = [B; zeros(1, n)]

--> B = [B zeros(m+1,1)]
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Figura F.1: Acest grafic trebuie obţinut la exerciţiul F.14

• Matricea vidă. Scilab operează şi cu conceptul de matrice vidă, notată cu [ ]

şi care este o matrice de dimensiune nulă, fără elemente. Aceasta se dovedeşte utilă ı̂n

eliminarea unor linii sau coloane dintr-o matrice dată. De exemplu, instrucţiunea

--> B(:, [2 4]) = []

are ca efect eliminarea coloanelor 2 şi 4 din matricea B. În acest fel, dimensiunea unei

matrice poate să şi scadă ı̂n timpul execuţiei unui program, nu numai să crească prin

adăugarea de noi elemente.

F.5 Instrucţiuni grafice

Funcţia principală pentru reprezentări grafice este:

plot

Ea are diferite variante5, printre care:

5Încercaţi apropos plot
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plot(x,y)

ı̂n care x este vectorul variabilei independente, iar y este vectorul variabilei dependente.

Instrucţiunea:

plot(A)

ı̂n care A este o matrice are ca efect reprezentarea grafică a variaţiei elementelor coloanelor

matricei A ı̂n funcţie de indexul lor. Numărul de grafice este egal cu numărul de coloane.

Funcţiile auxiliare xtitle şi xgrid permit completarea graficului cu un titlu şi re-

spectiv adăugarea unui rastru.

Exerciţiul F.14: Realizaţi graficul din figura F.1. El reprezintă funcţia y(t) =

10 ∗ sin(t) pentru t ∈ [0, 4π]. Puneţi titlul graficului, axelor, şi rastrul ca ı̂n figură.

F.6 Programare ı̂n Scilab

Scilab permite utilizarea unor structuri de control (decizii, cicluri, definiri de funcţii) ca

orice limbaj de programare de nivel ı̂nalt. Se pot scrie programe ı̂n Scilab, ca ı̂n orice

limbaj de programare.

Avantajul folosirii Scilab constă, mai ales, ı̂n uşurinţa cu care se pot postprocesa

rezultatele, ţinând seama de facilităţile grafice ale sale.

F.6.1 Editarea programelor

Până acum, aţi lucrat la consola Scilab. Comenzile introduse pot fi scrise ı̂ntr-un fişier

şi apoi “citite” cu comanda

exec

Un program ı̂n Scilab are următoarea structură posibilă:

// comentarii

//...........

instrucţiune; // fară afişarea rezultatului

instrucţiune // cu afişarea rezultatului

Exerciţiul F.15: Scrieţi comenzile cu care aţi rezolvat exerciţiul F.14 , ı̂ntr-un

fişier numit tema.sci şi apoi executaţi-l cu comanda:
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--> exec(’tema.sci’)

Observaţi ce se ı̂ntâmplă dacă la sfârşitul fiecărei instrucţiuni adăugaţi terminatorul “;”.

IMPORTANT: Comenzile necesare rezolvării temelor vor fi scrise ı̂n fişiere şi execu-

tate apoi cu comanda exec.

F.6.2 Operaţii de intrare/ieşire

• Introducerea datelor

Cea mai simplă metodă constă ı̂n utilizarea instrucţiunii de atribuire, ca ı̂n exemplul:

a = 5

În cazul unui program scris ı̂ntr-un fişier, este mai convenabil să se folosească funcţia

input. Funcţia input se utilizează ı̂n atribuiri de forma:

variabila = input(’text’)

ı̂n care “variabila” este numele variabilei a cărei valoare va fi citită de la consolă,

iar “text” este un şir de caractere ce va fi afişat, ajutând utilizatorul la identificarea

informaţiei ce trebuie introdusă. De exemplu:

a = input(’Introduceti valoarea variabilei a’)

• Inspectarea şi afişarea rezultatelor

Pentru inspectarea valorilor variabilelor este suficient să fie invocat numele lor:

--> x

pentru ca interpretorul să afişeze valoarea lor.

Dacă se doreşte eliminarea afişării numelui variabilelor din faţa valorii sale, atunci se

foloseşte funcţia disp:

--> disp(x)

Această funcţie poate fi folosită şi pentru afişarea textelor, de exemplu:

disp(’Acest program calculeaza ceva ’)

Formatul ı̂n care sunt afişate valorile numerice poate fi modificat de utilizator cu

ajutorul instrucţiunii:
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format

Operaţia de ieşire se poate realiza şi prin apelul funcţiei printf ı̂n instrucţiuni de

forma:

printf(’format’,variabile)

ı̂n care “variabile” sunt variabilele care vor fi scrise ı̂n formatul corespunzător instrucţiunii,

iar “format” este un şir de caractere ce descrie formatul de afişare. Sunt recunoscute

următoarele construcţii, similare celor din limbajul C:

%f scrierea numărului ı̂n format cu virgulă fixă;

%e scrierea numărului ı̂n format cu exponent;

%g scrierea numărului ı̂n formatul cel mai potrivit (%f sau %e).

Celelalte caractere ı̂ntâlnite ı̂n şirul “format” sunt afişate ca atare, de exemplu:

printf(’ Rezultatul este a = %g’, a)

Afişarea rezultatelor se poate face şi grafic (vezi paragraful F.5).

Exerciţiul F.16: Scrieţi, ı̂ntr-un fişier, un program prietenos care va permite in-

troducerea de la consola Scilab a două numere reale, va calcula suma lor, şi va afişa

rezultatul ı̂n formatul cel mai potrivit.

F.6.3 Structuri de control

• Decizii

Decizia simplă:

Pseudolimbaj Scilab Observaţii

dacă condiţie atunci if condiţie then “condiţie” este o expresie care

instrucţiuni instrucţiuni este evaluată, iar dacă rezultatul

end este adevărat (T), atunci se

execută “instrucţiuni”, altfel

se execută prima instrucţiune

ce urmează după end.
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Decizia cu alternativă:

Pseudolimbaj Scilab Observaţii

dacă condiţie atunci if condiţie then “condiţie” este o expresie care

instrucţiuni1 instrucţiuni1 este evaluată, iar dacă rezultatul

altfel else este adevărat (T), atunci se

instrucţiuni2 instrucţiuni2 execută “instrucţiuni1”, iar dacă

end rezultatul este fals (F), se

execută “instrucţiuni2”.

Decizia de tip selecţie:

Pseudolimbaj Scilab Observaţii

dacă condiţie1 atunci if condiţie1 then Pot exista oricâte

instrucţiuni1 instrucţiuni1 alternative de selecţie.

altfel dacă condiţie2 elseif condiţie2

instrucţiuni2 instrucţiuni2

altfel else

instrucţiuni3 instrucţiuni3

end

select expresie, Pot exista oricâte

dacă expresie = expresie1 case expresie1 then cazuri.

instrucţiuni1 instrucţiuni1, “instrucţiuni1” sunt

altfel dacă expresie = expresie2 case expresie2 then executate dacă

instrucţiuni2 instrucţiuni2, expresie==expresie1,

altfel else instrucţiuni, etc.

instrucţiuni end

Observaţie: “instrucţiuni” pot fi scrise după then, pe aceeaşi linie. Cuvântul cheie

then poate lipsi dacă “instrucţiuni” se scriu pe linie separată6.

• Cicluri

Ciclul cu test iniţial:

Pseudolimbaj Scilab Observaţii

cât timp condiţie while condiţie Se repetă corpul ciclului, adică “instrucţiuni”,

instrucţiuni instrucţiuni cât timp “condiţie” este adevărată.

end S-ar putea ca “instrucţiuni” să nu fie executate

niciodată ı̂n timpul rulării programului.

6Aceasta este sintaxa MATLAB.
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Ciclul cu contor:

Ciclul cu contor are două forme, din care a doua este cea generală. Dacă “expresie”

este o matrice, atunci “variabila” ia succesiv valorile coloanelor matricei. “instrucţiuni”

nu sunt executate niciodată dacă vectorul “valin:pas:valfin” este incorect definit (vid) sau

dacă “expresie” este matricea vidă.

Pseudolimbaj Scilab Observaţii

pentru contor = valin, valfin, pas for contor = valin : pas : valfin, Forma a

instrucţiuni instrucţiuni doua este

end cea generală.

for variabila = expresie,

instrucţiuni

end

Ieşirile forţate din cicluri se pot face cu instrucţiunea break.

Exerciţiul F.17: Scrieţi un program care să determine cel mai mare număr ı̂ntreg n

pentru care 10n poate fi reprezentat ı̂n Scilab. Indicaţie: folosiţi pentru testare constanta

%inf.

F.6.4 Funcţii

Funcţiile sunt proceduri Scilab (termenii “macro”, “funcţie” sau “procedură” au aceeaşi

semnificaţie).

• Definirea funcţiilor ı̂n fişiere

De obicei funcţiile sunt definite ı̂n fişiere şi “̂ıncărcate” ı̂n Scilab cu comanda getf.

Un fişier conţinând o astfel de funcţie trebuie să ı̂nceapă astfel:

function[ y1, . . . , yn ] = nume funcţie (x1, . . . , xm)

unde yi sunt variabilele de ieşire, calculate ı̂n funcţie de variabilele de intrare xj şi, even-

tual, de alte variabile existente ı̂n Scilab ı̂n momentul execuţiei funcţiei.

Exerciţiul F.18: Editaţi un fişier numit “numefis.sci” cu următorul conţinut:

function [x,y] = combin(a,b)

x = a + b

y = a - b

şi un fişier numit “main.sci” cu următorul conţinut:
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getf(’numefis.sci’)

a = input(’Introduceti a’);

b = input(’Introduceti b’);

[c,d] = combin(a,b)

printf(’ Suma numerelor a = %g si b = %g este

a + b = %g’,a,b,c);

printf(’ Diferenta numerelor a = %g si b = %g

este a - b = %g’,a,b,d);

Executaţi ı̂n Scilab comenzile din “main.sci”:

--> exec(’main.sci’);

Comentaţi.

Exerciţiul F.19: Scrieţi (̂ıntr-un fişier) o funcţie care să calculeze produsul scalar

a doi vectori. Scrieţi un program Scilab care să permită introducerea de la tastatură a

doi vectori de dimensiune egală şi care să afişeze produsul lor scalar.

• Definirea “on-line” a funcţiilor

Funcţiile se pot defini şi “on-line” cu comanda deff.

Exerciţiul F.20: a) Cu ajutorul comenzii help aflaţi ce face comanda fcontour.

b) Executaţi şi comentaţi următoarele comenzi Scilab:

--> deff(’[x] = cerc(u,v)’,’x = sqrt(u^2+v^2)’)

--> fcontour(-1:0.1:1,-1:0.1:1,cerc,4)

c) Definiţi “on-line” funcţia “combin” din exerciţiul F.18 .

F.7 Alte facilităţi de postprocesare

Acest exerciţiu urmăreşte exersarea altor facilităţi de postprocesare ale programului.

Exerciţiul F.21: Fie o sarcină punctiformă q = 10−10 C, situată ı̂n vid (ε0 =

8.8 · 10−12 F/m), ı̂n punctul de coordonate (x, y, z) = (0, 0, 0).

Să se vizualizeze, ı̂n planul z = 0, linii echipotenţiale şi vectori câmp electric cu aju-

torul comenzilor contour şi champ. Pentru aceasta, se vor determina valorile potenţialului

şi ale componentelor câmpului ı̂ntr-o mulţime discretă de puncte din spaţiu, plasate ı̂n

nodurile unei grile generate de un vector de abscise şi un vector de ordonate.

Se recomandă parcurgerea următorilor paşi:
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• Se va scrie o funcţie care calculează, ı̂ntr-un punct oarecare, potenţialul unei sarcini

punctuale situată ı̂ntr-un punct oarecare din spaţiu;

• Se va scrie o funcţie care calculează, ı̂ntr-un punct oarecare, vectorul componentelor

câmpului electric al unei sarcini punctuale, situată ı̂ntr-un punct oarecare din spaţiu;

• Se va scrie un program principal, care să permită introducerea datelor problemei

de la tastatură şi care să afişeze linii echipotenţiale şi vectori câmp ı̂ntr-un anumit

domeniu din planul z = 0.

Figurile F.2, F.3, F.4 prezintă rezultatele unui astfel de program ı̂n cazul ı̂n care grila

a fost extrem de rară, generată cu ajutorul vectorilor:

d = 0.5

xmin = -d; xmax = d

ymin = -d; ymax = d

pasx = 2*d/3

pasy = 2*d/3

abscise = xmin:pasx:xmax

ordonate = ymin:pasy:ymax

Observaţie: ı̂n cazul spectrelor desenate cu comanda champ, vectorii sunt desenaţi

(translataţi) astfel ı̂ncât mijlocul lor coincide cu punctul de calcul (de aceea, figura F.2

apare oarecum ciudat).

Exerciţiul F.22:

a) Observaţi şi comentaţi alura echipotenţialelor pentru diferite grade de fineţe ale

grilei folosite.

b) Cum trataţi cazul ı̂n care unul din punctele grilei coincide cu punctul ı̂n care se

află sarcina?

c) Scrieţi un program care să genereze o grilă adaptată problemei, astfel ı̂ncât liniile

echipotenţiale să aibă racordări cât mai “dulci”.
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Figura F.2: Efectul comenzii champ:

vectorii au o lungime proporţională cu

valoarea modulului lor
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Figura F.3: Efectul comenzii champ1:

vectorii au lungimi egale şi sunt coloraţi

conform valorii modulului lor
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Figura F.4: Efectul comenzii contour; curbele au această formă datorită grilei extrem

de rare folosite
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