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Prefata

Aceasta carte a fost conceputa initial ca fiind materialul didactic asociat cursului si labo-
ratorului de Metode numerice dedicat studentilor anului V al Facultatii de Electrotehnica
din Universitatea ”Politehnica” Bucuresti, de la specializarea Inginerie electrica asis-
tata de calculator. Din motive care ne raman neintelese, acest curs nu mai face parte
acum din programa gcolara. Cartea este acum folosita ca suport didactic pentru disci-
plina Metode numerice in ingineria electrica dedicat studentilor anului VI al Facultatii de
Electrotehnica din Universitatea ”Politehnica” Bucuresti, de la specializarea Proiectarea
st analiza asistata de calculator a dispozitivelor electromagnetice. Lucrarea poate fi utila
tuturor studentilor si inginerilor care doresc sa se familiarizeze cu conceptele de baza si cu
principalele metode numerice de optimizare utilizate in proiectarea asistata de calculator
a dispozitivelor electromagnetice.

Cartea este structurata in 11 capitole si 6 anexe. Fiecare capitol are ca scop ilustrarea
metodelor gi algoritmilor de optimizare numerica dar si crearea i perfectionarea abilitatii
de utilizare eficienta a calculatorului in inginerie. De aceea, materialul prezentat ofera
comentarii partiale legate de capitolele abordate si cuprinde in plus un numar de exercitii
prin a caror rezolvare cititorul va putea intelege in profunzime un anumit capitol.

[ata o scurta descriere a cartii.

Primul capitol are ca scop familiarizarea cu concepte legate de optimizare cum ar
fi: restrictii, functie obiectiv, extreme locale sau globale, puncte stationare, domeniu
admisibil, optimizare vectoriala, unimodalitate si convexitate.

Minimizarea unidimensionala (a functiilor reale care depind de o singura variabila
reala) este o caramida de baza a minimizarii multidimensionale gi de aceea capitolul al
doilea propune testarea si analizarea catorva algoritmi de cautare de ordinul zero pentru
minimizare unidimensionala.

Capitolul al treilea trateaza cazul unidimensional al functiilor care prezinta un anumit
grad de netezime. Pentru acestea se pot aplica tehnici mai eficiente — care gasesc minimul
intr-un numar mai mic de pasi — dar care, pe de alta parte, necesita si evaluari ale derivatei
functiei. Tehnicile din aceasta categorie se bazeaza in general pe aproximarea locala a



il

profilului functiei cu o functie polinomiala de grad mic, careia i se poate determina usor
minimul. Algoritmii prezentati in aceasta lucrare sunt de ordinul unu (necesita evaluarea
primei derivate) si apartin clasei metodelor de aproximare polinomiala.

Al patrulea capitol urmareste aplicarea metodelor de optimizare descrise pana acum
pentru dimensionarea unui magnet permanent, astfel incat indicele sau de calitate sa fie
maxim.

In capitolele cinci si sase sunt prezentati doi dintre cei mai celebri algoritmi de-
terminigti de ordin zero (care nu au nevoie de calculul derivatelor functiei obiectiv)
folositi pentru minimizarea functiilor de mai multe varibile. Prima metoda prezentata
este metoda simplexului descendent, cunoscuta si sub numele de metoda lui Nelder si
Mead. A doua metoda determinista de ordin zero folosita pentru minimizarea multidi-
mensionala este metoda Powell. Deosebirea principala dintre cele doua metode prezentate
este aceea ca metoda simplexului descendent nu are nevoie explicita de un algoritm de

minimizare unidimensionala ca parte a strategiei de calcul, asa cum are nevoie metoda
Powell.

Capitolul sapte se refera la metode deterministe de ordinul unu. Metodele deter-
ministe de ordinul unu determina minimul functiilor multidimensionale unimodale fara
restrictii folosind vectorul gradient. Aceste metode sunt cunoscute sub numele de metode
de tip gradient. Daca derivatele sunt continue si pot fi evaluate analitic, metodele de tip
gradient sunt mai eficiente dect metodele de cautare de ordinul zero, cum ar fi metoda
simplex, care folosesc numai evaluari ale functiei obiectiv. Metodele de tip gradient sunt
recomandate pentru functii cu derivate usor de calculat analitic. In aceast capitol sunt
prezentate: metoda celei mai rapide coborri (“steepest descendent” cunoscuta si sub nu-
mele de metoda gradientului) si metoda gradientilor conjugati.

Din clasa metodelor deterministe de ordinul unu fac parte si metodele numite quasi-
Newton. Ele sunt numite astfel deoarece incearca sa simuleze iteratii de tip Newton-
Raphson, plasandu-se cumva intre metoda gradientului si metoda Newton. Metoda New-
ton necesita evaluarea inversei matricei Hessian, lucru care este foarte costisitor din punct
de vedere numeric. Ca urmare, a aparut ideea de a lucra cu o aproximare a inversei matri-
cei Hessian calculata cu ajutorul vectorului gradient evaluat in iteratiile precedente, idee
care sta la baza metodelor quasi-Newton. Variantele metodelor de tip quasi-Newton difera
prin felul in care se face aceasta aproximare. Aproximarile pot fi din cele mai simple, In
care matricea aproximativa ramane constanta pe parcursul iteratiilor, pana la cele mai
avansate, in care se construiesc aproximatii din ce in ce mai bune ale inversei matricei
Hessian, pe baza informatiilor adunate in timpul procesului de coborare. Aceasta din
urma abordare corespunde metodelor din clasa algoritmilor de metrica variabila. Prima
si una din cele mai importante scheme de constructie a inversei matricei Hessian a fost
propusa de Davidon (1959). Metoda a fost mai tarziu modificata gi imbunatatita de
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Fletcher gi Powell (1964), algoritmul propus de ei fiind cunoscut sub numele de algoritmul
Davidon-Fletcher-Powell. O alta varianta este cunoscuta sub numele Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS). Algoritmii DFP gi BFGS difera numai in detalii legate de
eroarea de rotunjire, tolerantele de convergenta si alte aspecte de acest tip. Totusi, a
devenit in general recunoscut ca, empiric, schema BFGS este superioara din punct de
vedere al acestor detalii. Capitolul opt prezinta acesti doi algoritmi.

De cele mai multe ori se doregte insa gasirea unui extrem global §i nu numai a
unuia local, lucru ce pretinde explorarea intregului domeniu de cautare si nu numai o
vecinatate a initializarii. Pentru a determina un extrem global se poate proceda astfel: se
executa algoritmul determinist pentru mai multe puncte initiale de cautare impragtiate
uniform in domeniul de cautare si apoi se alege dintre solutiile gasite valoarea cea mai
buna sau se perturba un extrem local gasit pentru a vedea daca algoritmul determinist cu
aceasta initializare regaseste acelagi extrem. Ca o alternativa la aceste doua abordari, au
inceput sa fie folositi tot mai des algoritmi stocastici. Acestia nu garanteaza gasirea unui
extrem global, dar ei au o probabilitate mult mai mare de a gasi un astfel de extrem. De
asemenea ei mai au avantajul ca nu necesita evaluarea derivatelor functiei de optimizat,
fiind in consecinta algoritmi de ordinul zero. Dezavantajul lor este acela ca numarul
de evaluari de functii necesar pentru gasirea optimului este relativ mare fata de cazul
metodelor deterministe, dar in multe situatii acest sacrificiu trebuie facut, pentru ca acesti
algoritmi sunt singurii care dau rezultate numerice acceptabile. In acest scop, capitolul
noua prezinta cateva dintre metodele stocastice de cautare a unui optim gi anume metoda
cautarii aleatoare (sau a drumului aleator) in doua variante precum si algoritmi genetici.

Capitolul zece urmareste aplicarea metodelor de optimizare prezentate in capitolele
anterioare pentru optimizarea dispozitivului de producere a campului magnetic uniform,
cunoscut sub numele de bobinele lur Helmholtz.

In incercarea de a rezolva o problema de optimizare cu calculatorul trebuie plecat de
la observatia, unanim acceptata, ca nu exista un program pentru calculator (cod) general,
capabil sa rezolve eficient orice problema de optimizare neliniara. Datorita diversitatii att
a problemelor de optimizare, a algoritmilor ct si a programelor de calculator disponibile,
alegerea codului potrivit pentru o problema concreta este dificila si cere experienta in
optimizari dar si intelegerea profunda a problemei de rezolvat.

In viata reala a cercetarii stiintifice gi ingineriei, rareori se inventeaza un algoritm
original de optimizare gi un program complet nou pentru rezolvarea unei probleme con-
crete, ci cel mai adesea se refolosesc coduri existente, asigurndu-se in acest fel eficienta
profesionala in rezolvarea problemelor. In aceast’ activitate, experienta capatata in par-
curgerea capitolelor prezentate anterior este de un real folos.

Indiferent daca se folosesc programe de optimizare existente sau se dezvolta coduri
noi, se recomanda cu tarie ca acestea sa fie verificate folosind probleme si modele de test,
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de preferinta cat mai apropiate de problema concreta de rezolvat.

De aceea, scopul ultimului capitol este de a familiariza cititorul cu principalele
abordari folosite in rezolvarea cu tehnici profesionale, bazate pe reutilizarea software,
a problemelor de optimizare. Spre deosebire de capitolele anterioare in care accentul era
pus pe anatomia algoritmilor de optimizare, in aceast capitol atentia este focalizata asupra
modului in care pot fi folosite programe existente in rezolvarea unor probleme noi.

Anexele ofera informatii suplimentare legate de tipurile de probleme de optimizare
(anexa A), functiile de test pentru algoritmii de optimizare (anexa B), metodele determin-
iste (anexa D) sau stocastice (anexa E) de optimizare. Sunt prezentate si doua definitii de
probleme de test, propuse de COMPUMAG Society, ce vizeaza optimizarea dispozitivelor
electromagnetice (anexa C). Pentru cei care nu sunt familiarizati cu programul Scilab,
anexa F ofera o scurta introducere in utilizarea acestui pachet.

Contributia autorilor la realizarea lucrarii este urmatoarea:

e S.ldr.ing. Gabriela Ciuprina a conceput, tehnoredactat capitolele 1, 2, 4, 5, 8, 9,
10, anexele A, B, C, F si subparagrafele 1 si 2 ale anexei D, si a realizat integrarea
finala a lucrarii.

e Prof.dr.ing. Daniel Ioan a conceput capitolul 11 si anexele D si E.
e Conf.dr.ing. Irina Munteanu a conceput si tehnoredactat capitolul 6;
e As.ing. Mihai Rebican a conceput si tehnoredactat capitolul 7;

e As.dr.ing. Radu Popa a conceput si tehnoredactat capitolul 3.

Autorii multumesc doamnei ing. Suzana Jerpelea pentru ajutorul acordat in re-
alizarea programelor aferente capitolului 5.

In cele din urma, dar nu in ultimul rand autorii sunt recunoscatori referentilor
stiintifici: prof.dr.ing.F.M.G. Tomescu si prof.dr.ing. Mihai Iordache pentru amabili-
tatea de a citi cu foarte multa rabdare si atentie acest material. Observatiile lor sunt
incluse in aceasta varianta a lucrarii. Deosebit de calde multumiri sunt aduse si domnului
prof.dr.ing. Corneliu Popeea pentru sugestiile gi observatiile extrem de valoroase pe care
ni le-a oferit pe parcursul conceperii acestui material.

Alte comentarii gi sugestii in vederea Imbunatatirii acestei carti sunt binevenite la
oricare din adresele gabriela@lmn.pub.ro, daniel@lmn.pub.ro, irina@lmn.pub.ro,
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Capitolul 1

Introducere in problema optimizarii

Scopul acestui capitol este de a va familiariza cu cateva din principalele concepte legate
de optimizare cum ar fi: restrictii, functie obiectiv, extreme locale sau globale, puncte
stationare, domeniu admisibil, optimizare vectoriala, unimodalitate si convexitate.

1.1 Formularea problemei

1.1.1 Minimizare

Problema de baza a optimizarii consta in gasirea minimului unei marimi scalare F care
depinde de n parametri notati xy, xo, ..., z,. Daca E depinde de x1, zs, ..., x, prin
intermediul unei functii f :  — IR, atunci se scrie pe scurt:

minimizeaza F = f(xy,z9,...,2,), (1.1)

intelegandu-se ca se cer valorile variabilelor independente (x4, o, ..., x,) = argminf din
domeniul de definitie pentru care f are cea mai mica valoare, care va fi si ea determinata.
Daca domeniul de definitie se extinde in intreg spatiul 2 = IR", atunci problema de
optimizare este fara restrictii, in caz contrar ea este una cu restrictii.

Exercitiul 1.1: Problema optimizarii a fost formulata ca o problema de minimizare.

Este aceasta o limitare a definitiei? Cum se formuleaza problema maximizarii?

De obicei E inglobeaza criteriile de proiectare si/sau economie intr-un singur numar
care adesea masoara pretul de productie sau diferenta intre performanta ceruta si perfor-
manta obtinuta. Din acest motiv, functiei f i se mai spune functie de cost sau functie
obiectiv.
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Multimea celor n parametri va fi reprezentata ca un vector coloana cu componente
reale:
T n
X = [x1,%a,...,2,]" € R (1.2)

Vom nota cu Xpy, = argminf(z), punctul x € 2 pentru care f este minima, iar
valoarea minima a functiei o vom nota cu: E, = min{ f(z) : x € Q}.

1.1.2 Minime locale si globale

Daca E.;, este cea mai mica valoare posibila a lui £ pentru orice x din domeniul de
definitie €2, atunci se spune ca punctul x,,;, este un punct de minim global. Acesta in
general s-ar putea sa nu fie unic. Daca punctul gasit reprezinta un minim doar intr-o
vecinatate a sa, se spune in acest caz ca este un minim local. In practica este dificil de
stabillit daca un minim gasit este global sau numai local.

Ezxercitiul 1.2: Dati exemplu de o functie f care sa aiba si minime locale si minime

globale.

1.1.3 Gradienti

Unele metode de optimizare necesita informatii legate de derivatele partiale de ordinul
unu sau doi ale functiei obiectiv in raport cu parametrii de optimizare.

Vectorul gradient Jacobian, notat g, este definit (atunci cand f este diferentiabila)
ca fiind transpusa vectorului gradient V f, care este un vector linie in care apar derivatele
partiale de ordinul 1:

T
0f OF ... af} . (1.3)

— (VAT =

&= (V/) {83:1 0xo o0x,,
Gradientul este un camp vectorial normal la oricare dintre hipersuprafetele de nivel
f(zq,x9,...,2,) = constant.

Matricea patrata, simetrica, de dimensiune n, care contine derivatele partiale de
ordinul doi ale functiei f este cunoscuta sub numele de matricea Hessian, si este notata
cu H:

2f *f .. o’f ]
27 0x10x2 0x10zn
_0*f
8:1728:7:1
H=| .. (1.4)
0% f R il
| Ozn0x1 oz |

Ezxercitiul 1.3: Calculati expresiile Jacobianului $i Hessianului functiei f(z,y,z) =

2% + 293 + 724 Evaluati aceste matrice in punctul x =y = z = 0.
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1.1.4 Puncte stationare

O conditie necesara pentru punctele de extrem local se poate formula cu ajutorul notiunii
de punct stationar. Prin definitie, punctele in care gradientul V f se anuleaza, adica
zerourile sistemului:

0
a_zfl(xlax%' 7$n) =0
............ (15)
0
ai($17x2a' 7xn) =0

se numesc puncte stationare (sau critice) ale functiei f (presupusa diferentiabila).

Exercitiul 1.4: Ce semnificatie geometrica au punctele stationare in cazurile n = 1

si, respectivn = 27

Un rezultat important asociat problemei gasirii punctelor de extrem este teorema
lui Fermat: Daca f este o functie diferentiabila si xo este un punct de extrem local,
atunci Xq este un punct stationar al lui f.

Exercitiul 1.5: Ce semnificatie geometrica are teorema lui Fermat in cazuln = 17

1.1.5 Restrictii

In problemele practice de optimizare, exista anumite restrictii impuse parametrilor, aces-
tea restrangand domeniul admisibil de cautare a minimului. O restrictie des intalnita este
restrictia de domeniu impusa variabilelor x;, care este de forma:

rri <y < xyy, (1.6)

unde x,; si zy; reprezinta limite fixate, inferioara, respectiv, superioara. Aceste limite
definesc o forma paralelipipedica a domeniului de definitie {2. In general, exista restrictii
de tip inegalitate exprimate cu ajutorul functiilor g; : Q2 — IR:

gi(T1, 22, 2,) < 0. (1.7)

Este de asemenea posibil ca intre parametrii de optimizat sa existe si restrictii de tip

egalitate:
hj(l]l,l'g,...,l’n) = 0. (18)

Problema minimizarii cu restrictii are forma generala:

min{ f(x) : ¢;(z) <0,i € I;h;(z) =0,5 € J}, (1.9)
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in care [ si J sunt multimi de indici.

Exercitiul 1.6: Cum pot fi exprimate restrictiile de domeniu sub forma restrictiilor

de tip inegalitate?

Domeniul de cautare in care restrictiile sunt satisfacute se numeste regiune admis-
ibild. Aceasta este partea din  in care sunt satisfacute relatiile (7)) si (LS]).

Optimizarea cu restrictii este mult mai dificila decat cea fara restrictii. De multe
ori, problemele de optimizare cu restrictii sunt reformulate astfel incat ele sa se reduca la
rezolvarea unor probleme de optimizare fara restrictii.

1.1.6 Convergenta

Pentru a compara diferite tehnici iterative de optimizare la care solutia numerica de la
iteratia k se calculeaza in functie de cea de la iteratia k + 1, trebuie gasite raspunsuri la
urmatoarele doua intrebari:

1. Este convergenta procedura catre un minim si este acest minim unul global?

2. Care a fost rata (viteza) de convergenta?

Valoarea FEj a functiei obiectiv in timpul iteratiilor este in majoritatea cazurilor
singura marime care reflecta progresul algoritmului de minimizare. Daca E; nu mai scade
un numar de iteratii, este posibil sa se fi atins un minim. Totusi, este aproape imposibil sa
se prezica daca acest minim este unul global. Nici una din tehnicile iterative de optimizare
nu garanteaza convergenta catre un minim global.

Viteza relativa de convergenta este de obicei estimata prin numarul de evaluari ale
functiei f necesare pentru a reduce valoarea Ej de un anumit numar de ori.

1.1.7 Probleme de optimizari vectoriale

In majoritatea problemelor, optimizarea inseamna satisfacerea mai multor cerinte (de
exemplu: cost minim, randament maxim, solicitari minime), aceasta insemnand ca multe
functii obiectiv f;(x), ¢ = 1,...,m trebuie minimizate simultan. Problema optimizarii
multiobiectiv poate fi redusa la una de tipul (1)) folosind de exemplu minimizarea in
sensul celor mai mici patrate, sau un criteriu de tip “minimax”.

Minimizarea in sensul celor mai mici patrate consta in minimizarea expresiei:

minimizeaza E = Z (w;i f;(x))%, (1.10)

i=1
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in care w; se numesc ponderi sau factori de penalizare al caror scop este de a pondera
importanta diferitor obiective de minimizat.

Criteriul de tip minimax consta in minimizarea normei Cebisev, respectiv a celei
mai mari valori pentru modul:

minimizeaza F = max |w; f;(x)] . (1.11)

Dezavantajul acestei din urma abordari il constituie faptul ca E este de obicei o functie
care nu este neteda, neputandu-se deci defini derivatele ei in raport cu parametrii de
optimizare.

1.2 Optimizarea unidimensionala

Optimizarea unidimensionala corespunde cazului n = 1, problema ([LT]) simplificindu-se
la:

minimizeaza £ = f(z), (1.12)

cuz € [z, ry] C R. Optimizarea reprezinta deci o cautare a minimului intr-un interval
Q = [z, 2y|. Foarte multe proceduri de minimizare multidimensionald se reduc la o
secventa de optimizari unidimensionale, si de aceea aceasta problema trebuie rezolvata
eficient gi cu acuratete.

1.2.1 Functii unimodale

O functie f de un singur argument se numeste unimodala atunci cand are un singur
minim in domeniul ei de definitie, deci x., este singura valoare a lui = pentru care
f(z) < f(y) pentru orice y in domeniul de definitie [z, xy]. Aceasta definitie nu face
referire la derivatele functiei si de aceea ea poate fi aplicata atat functiilor continue cat si
celor discontinue.

Ezxercitiul 1.7: Pentru functiile reprezentate grafic in figurile [1.1 + stabiliti
daca sunt continue sau nu, respectiv daca sunt unimodale sau nu.
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Figura 1.1: Vezi exercitiul 17 .

/

XL Xu X

Figura 1.3: Vezi exercitiul 17 .

1.2.2 Functii convexe

Figura 1.2: Vezi exercitiul 17 .

XL Xy X

Figura 1.4: Vezi exercitiul 1[7.

O functie continua este convexa daca, pentru orice x si y din domeniul de definitie si

orice A cuprins intre 0 si 1, are loc inegalitatea:

FO + (1= Ny) < Af(2) + (1= N f(y). (1.13)

Daca inegalitatea este stricta, functia se numeste strict convexa. Functia f se numeste

concava daca —f este convexa.

Daca o functie este convexa, atunci minimul local este de asemenea global.

Geometric, o functie este strict convexa daca un segment de dreapta care uneste orice

doua puncte de pe grafic este situat deasupra graficului.

Ezxercitiul 1.8: Comentati convexitatea functiilor reprezentate grafic in figurile [1.1]

+~[1.4
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Exercitiul 1.9: Scm’egﬁz’ un program Scilab care sa deseneze graficul functiei:

1\ 2
E = —|cosmz| + 10 (:U— Z) :

Stabiliti daca aceastd functie este unimodala sau convexa in intervalul [0,1].

1.3 Optimizare in n dimensiuni

Daca o functie reala de mai multe variabile reale este derivabila de suficient de multe ori,
ea poate fi dezvoltata in serie Taylor:

f(x+ Ax) = f(x) +g"Ax + %AXTHAX + (1.14)

unde g reprezinta vectorul Jacobian iar H reprezinta matricea Hessian.

Daca derivatele de ordinul unu exista, atunci intr-un minim local vectorul gradient
g are toate componentele nule (conform teoremei lui Fermat). Daca exista si derivate de
ordinul doi, matricea Hessian H este pozitiv definita in punctul de minim.

1.3.1 Curbe de nivel

In cazul bidimensional (n = 2), reprezentarea grafica a functiei obiectiv prin curbe de nivel
(izovalori) este foarte sugestiva. Fiecare curba de nivel reprezinta multimea punctelor
pentru care f(x) este constanta.

Ezxercitiul 1.10: Figura[l reprezinta curbe de nivel ale functiei de optimizat intr-

o problema fara restrictii, iar figura 1.8 pentru o problema cu restrictii.
a) Comentati continuitatea functiilor reprezentate in aceste figursi.
b) Caracterizati punctele A, B gi C.

Exercitiul 1.11: Punctele stationare nu reprezinta meaparat puncte de extrem.

Verificati ca, pentru urmatoarele patru functii, originea (0,0) este un punct stationar:

fiz,y) = zy fo(z,y) = 2° — 3ay?
fS(may) :x2 f4(:v,y) :$2y2

ICateva sfaturi pentru lucrul in LMN: In directorul $HOME creati un director numit (de exemplu)

MNIE, iar in acesta din urma directoare numite temal, tema2, etc. In directorul ~ /MNIE /temal creati
fisierele necesare rezolvarii exercitiilor din aceast capitol.

Pentru rezolvarea acestui exercitiu, creati un figier numit “functii.sci” in care scrieti definitia functiei
si un figier numit “main_1_9.sci” in care scrieti programul Scilab pentru exercitiul de mai sus. Pentru

trasarea propriu-zisa a graficului folositi functia Scilab fplot2d.
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X24  domeniu inadmisibil

domeniu
inadmisibil

domeniu inadmisibil
Figura 1.5: Vezi exercitiul 1[I0 Figura 1.6: Vezi exercitiul 110

Pentru functia f1 se spune ca originea este un punct sa deoarece exista doud directit care
trec prin origine, pentru una din directii originea fiind un punct de maxim, iar pentru
cealalta, originea este un punct de minim. Figura[1.7 reprezinta graficul functiei fi iar
figura [L.8 reprezinta curbele de nivel ale aceleasi functii.

Pentru functia fo, reprezentata in figurile st [I.I0, originea este un punct sa
maimuta. Pentru functia f3, originea este un punct albie iar pentru functia fy originea
este un punct incrucigsare de albii.

a) Justificali aceste denumiri §i caracterizati comportarea functiilor respective dupa
mai multe directii care trec prin origine.

b) Pentru cele patru functii, stabiliti in care cazuri originea este punct de extrem.

Figura 1.7: Functia f; de la exercitiul Figura 1.8: Curbe de nivel ale functiei

1[071. fi.
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Figura 1.9: Functia fo de la exercitiul Figura 1.10: Curbe de nivel ale functiei

1171. fo.

Exercitiul 1.12: Scrieti un program Scilab care sa deseneze curbele de nivel ale

functiilor f3 si fy definite la exercitiul anterior, precum si graficele lor.

1.3.2 Unimodalitate si convexitate

Exercitiul 1.13: FExtindeti definitiile de unimodaliate si convezitate la cazul multi-

dimensional.

Exercitiul 1.14: Scrieti un program Scilab care sa deseneze curbele de nivel ale

functiei obiectiv:
E=[10 - (21 — 2)* = (22 — 1)?]" + (1 — 2)> + (25 — 4)°

definita in regiunea 1 € [—4,6], xo € [—4,6]. Identificati punctele de minim si de maxim.

Exercitiul 1.15: o) Reluati exercitiul 1 presupunand ca parametrii functiei sunt
supust restrictier: x1 + xro — 3 < 0.

b) Reluati punctul a in cazul in care exista gi restrictia suplimentara: xo = —1.

2 Indicatie: Folositi functiile Scilab fcontour si fplot3d.
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Capitolul 2

Minimizari unidimensionale -
algoritmi de ordinul zero bazati pe
metode de cautare

Minimizarea unidimensionala este o caramida de baza a minimizarii multidimensionale.
In cadrul acestui capitol se propune testarea si analizarea catorva algoritmi de cautare de
ordinul zero pentru minimizare unidimensionala. Un algoritm de optimizare se spune
ca este de ordinul zero daca el nu foloseste derivate ale functiei de optimizat. Daca un
astfel de algoritm are nevoie de derivate, se spune ca el este de ordinul unu, doi, etc. in
functie de ordinul derivatelor necesare.

Exista doua clase de metode disponibile pentru optimizarea unidimensionala:

e Functia de minimizat f(x) este aproximata printr-o functie cunoscuta care poate fi
analizata pentru a i se determina minimul. De obicei, functia de aproximare este
un polinom de grad mic. Aceste metode se numesc metode de aproximare.

e Intervalul care contine minimul este micsorat, prin evaluarea functiei f in anumite
puncte. Exista cateva tehnici pentru plasarea acestor puncte. Astfel de metode se
numesc metode de cautare.

2.1 Formularea problemei

Fie f : [a,b] — IR o functie reald, continua pe portiuni. Se cere s& se calculeze minimul

functiei f.

11
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2.2 Metoda retelei

2.2.1 Principiul metodei

Cea mai simpla metoda pentru determinarea aproximativa a minimului global al functiei
f (numita uneori “metoda retelei”) consta in impartirea intervalului [a, b] in n subintervale
egale prin punctele x; = a+ixh, i =0,...,n, h = (b—a)/n. Se calculeaza valorile f(x;)
si se selecteaza valoarea minima.

Evident, pentru a putea “prinde” toate variatiile semnificative ale functiei f se im-
pune ca pasul h sa fie suficient de mic.

2.2.2 Algoritmul metodei

Algoritmul acestei metode este urmatorul:

functie met_retelei(real a, b, functie f, intreg n)
h=(b-a)/n
minim = f(b)
pentrui=0:n—-1

xr=a-+1ih

val = f(x)

daca (val < minim)

minim = val,

intoarce minim

Exercitiul 2.1: a) Scrieti functia Scilab de tipul:
function rez = met_retelei(a,b,f,n)

care implementeaza algoritmul de mai sus.
b) Scrieti intr-un figsier definitiile urmatoarelor functii:
x? x?

filz) = Eln:t—z—a:

V/cos (22 — 1) + a2
(322 1 17)1/°

fi(z) = \/0.005x+100

fa()

20.1 + 2z
20.1 + 400z

c¢) Scrieti un program Scilab care sa determine minimele functiilor f : [1,3] — IR,
f2:10,5] = R, f5:[20,35] — IR. Pentru verificare, reprezentati graficele acestor functii.
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Exercitiul 2.2: Imaginati un exemplu de functie (grafic), pentru care metoda retelei

(pentru un anumit numar de puncte), ar esua.

2.2.3 Acuratete si efort de calcul

Sa presupunem ca xj este punctul de minim obtinut cu metoda retelei. Daca functia
f este unimodala, atunci rezulta ca minimul adevarat se afla in intervalul [z)_1, Tx41].
Intervalul care incadreaza minimul se numegte interval de incertitudine. Sa notam
lungimea lui cu [. Acuratetea evaluarii minimului poate fi data de marimea /(b — a). In
cazul metodei retelei, | = 2h = 2(b —a)/n.

Pentru a atinge o eroare impusa ¢ = 10~ (m € IN), rezulta ca intervalul [a, b] trebuie
discretizat in n = 2 - 10™ subintervale, deoarece:

2h

—2.10™
b—a

(O}

2
Ce=-—-—<e=n2>
n

Efortul de calcul este dat de numarul de evaluari de functii: n+1=2-10"+4+1~2-10™.

Exercitiul 2.3: Alegeti o functie unimodala dintre functiile test definite in exercitiul
2[1 . Pentru ea, contorizati efortul de calcul (folositi functia Scilab timer) necesar atin-
gerii unei precizii de 107 (n = 20), 1072 (n = 200), 1073, 107*. Completati un tabel de
tipul:

eroare || 107 [ 1072|1073 | 1073
n 20 200 | 2000 | 20000
timp [s]

Reprezentati grafic curba timp(n) si verificati ca este liniard.

2.3 Metoda Fibonacci

Efortul de cautare a extremelor poate fi redus numai daca se cunosc mai multe date
referitoare la functie. De exemplu, daca f este o functie unimodala, atunci se stie ca
utilizarea numerelor Fibonacci minimizeaza efortul de obtinere a optimului.

Sirul lui Fibonacci este girul definit prin:

CLOZCL1:1

Ay, = Qp—1 + Qp—a n=23,... (2.1)
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Ezxercitiul 2.4: Scrieti o functie Scilab de tipul a = numere fibonacci(n) care sa
intoarca un vector de dimensiune n continand girul Fibonacci intre 1 sin (valoarea ag = 1

nu este confinutd in gir).

Exercitiul 2.5: Folosind functia de la exercitiul 2[4, enumerati primele 15 numere
din sirul Fibonacci.

Exercitiul 2.6: Demonstmti ca sirul {aZ;I} converge catre valoarea 0.62.

2.3.1 Principiul metodei

Daca o functie este unimodala si x, < x, sunt doua puncte situate de aceeasi parte
a punctului de minim x,;,, cel care se gaseste cel mai aproape de w;, furnizeaza o
aproximatie mai buna. Sunt deci adevarate implicatile:

Ty < Tp < Tin = f(xb) < f(xa)a

Tmin < Tg < Tp = f(xa> < f(xb)

Fie I = (c¢,d) intervalul de incertitudine al solutiei numerice si fie x, < z;, doua
puncte din acest interval. Daca f(z,) < f(x) atunci punctul de minim nu se poate
gasi la dreapta lui x,. De aceea [xp,d) se poate elimina gi astfel gasim un interval de
incertitudine mai mic. Daca f(z,) > f(x,) atunci punctul de minim nu poate fi la stanga
lui 2, si deci (¢, z,] se poate elimina. Daca f(x,) = f(x;) atunci intervalele (¢, z,] i [z, d)
pot fi eliminate.

Ipoteza de unimodalitate permite micsorarea succesiva a intervalului de incertitudine,
pana se obtine o incadrare a punctului de minim suficient de mica pentru a considera
eroarea de aproximare acceptabila.

Sa consideram intervalul de incertitudine I, = (¢, d) = (2L, Ty k) si, in mod arbitrar
sa inseram doua puncte de evaluare .y si opy (figura 21)). La urmatoarea iteratie,
intervalul va fi I;;1, plasat la dreapta sau stanga, in functie de valorile f(z.x) si f(zp)-
Din punct de vedere al numarului de evaluari de functii, cautarea ar fi eficienta daca unul
din viitoarele puncte de evaluare x, 41 §i Zp 41 ar fi unul din punctele x4y si 2y . De
exemplu sa presupunem ca Iy+1 = l11.r = (Tak, Tuk). Atunci, punctul zp, care a fost
deja evaluat, se afla in interiorul noului interval de incertitudine. In consecinta, vom alege
Tak+1 = Tpk, find necesara inserarea unui singur punct nou p y1.

Cum trebuie inserate punctele de cautare? Deoarece minimul poate fi in intervalul
Iii1,L sau Iy g, ele trebuie sa fie egale. Rezulta ca exista relatia (vezi figura 2.1]):

Ik - Ik+1 + Ik+2 (22)

! Indicatjie: impér‘gigi relatia de definitie la a,,_1 si apoi treceti la limita relatia obtinuta pentru n — oo.
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Figura 2.1: Cautarea in intervalul I; (R = dreapta, L = stanga)

Pentru a determina lungimile intervalelor I vom face un rationament legat de modul in
care trebuie sa se termine cautarea. Ultimul interval de cautare trebuie impartit in doua si
nu in trei, adica punctele x, si x; trebuie sa coincida. Daca se impune o anumita lungime
ultimului interval de cautare I,, (de exemplu acesta sa fie o anumita fractiune din intervalul
initial de cautare), atunci din relatia (2Z2) se pot determina lungimile intervalelor de
cautare anterioare Iy, I, ..., I, 1. La final, este creat si intervalul I,,;; de lungime egala
cu intervalul [,,, dar care nu este folosit decat pentru a determina lungimile intervalelor

anterioare:
Inpr = I
Iyw = I,+ 1,11 =21,
Iy = I1,1+1,=3I,
I, 3 = I, o+1,1=>5I,
L,y = I, 3+1, =8I,

Sirul de coeficienti 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,. . . este sirul lui Fibonacci si de aceea
cautarea bazata pe aceasta idee se numeste cautare Fibonacci. Daca notam acest sir cu
a,, se observa ca exista urmatoarea relatie intre lungimea intervalului final 7,, gi lungimea

intervalului initial I;:
I 1
L — (2.3)
Il Ay,

Dupa 11 evaluari de functii reducerea intervalului de cautare este de 1/144. Se poate

arata ca, dintre metodele care cer un numar fixat de evaluari de functii, metoda Fibonacci
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realizeaza cea mai mare micsorare a intervalului de cautare. Eficienta ei este insa mai
mica decat a unei metode de ordin superior, bazate pe evaluarea derivatei.

Ezxercitiul 2.7: a) Ardatati ca Iy/Ix1 = apn_ji1/0n—g-

b) Exprimati I o in functie de Iy 1 (aceasta relatie va va fi utila in intelegerea
algoritmului de mai jos).

Principalul dezavantaj al metodei Fibonacci este acela ca numarul de evaluari de
functii trebuie specificat la inceputul algoritmului. Daca se cere ca valoarea functiei sa
scada de un anumit numar de ori fata de valoarea initiala, atunci numarul de evaluari nu
poate fi estimat.

2.3.2 Algoritmul metodei

Algoritmul descris in paragraful anterior este prezentat in urmatorul pseudocod:

functie [real z_min,tol x, f_min] = met_fibonacci(real la, Ib, functie f, intreg n)
; calculeaza numerele Fibonacci intre 1 si n
a = numere_fibonacci(n)

xL(1) =la
xU(1) =1b
I(1)=1b—1la
za(l

cat timp (k <n—1)
I(k+1)=1I(k)*xa(n—k)/a(n —k+1)
daca (fa(k) <= fb(k)) atunci
xL(k+1) =xL(k)
2U(k + 1) = xb(k)
za(k+1)=z2Uk+1)—an—k—1)/a(n — k)« I[(k+1)
xb(k + 1) = za(k)
fa(k+1) = f(za(k+1))
fb(k + 1) = fa(k)
altfel
xL(k +1) = za(k)
2U(k+ 1) =2U(k)
ab(k+1)=zL(k+1)+an—k—1)/a(n — k)« I(k+1)
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za(k + 1) = zb(k)
fa(k +1) = fb(k)
fo(k+1) = f(zb(k + 1))
k=k+1
I(k+1)=1I(k)*xa(n—Ek)/a(n —k+1)
z_min = za(n — 1)
tolx=1(1)/a(n)
f-min = fa(n —1)

retur

Ezxercitiul 2.8: a) Care este semnificatia variabilelor folosite in algoritmul Fi-

bonacci?
b) Transcrieti algoritmul de mai sus in Scilab.

Exercitiul 2.9: a) Verificali corectitudinea codului Scilab pentru algoritmul Fi-

bonacci minimizand functia f(x) = x%, folosind drept prim interval de incertitudine
(—5,15) si n = 7. Rezultatul trebuie sa fie: Ty, + toliy, = —0.238 4+ 0.95, fiim < 0.0566.

b) Pentru a observa cum s-a desfasurat cautarea, completati urmatorul tabel:

|

| =L(k) | U(K) || za(k) | «b(k) || fa(k) | fo(k) | L/R 2]
-5 15

k
1
2
3
4
5
6

-1.19 | 0.714 | -0.238 | -0.238 || 0.0566 | 0.0566 -

2.3.3 Acuratete si efort de calcul

Exercitiul 2.10: Estimafi experimental dependenta dintre acuratete (stiind ca minimul

exact este Tmin = 0, fumin = 0) si efortul de calcul pentru minimizarea functiei de la
exercifiul 219 . Completati un tabel de tipul urmadator:

n || z_min | tolx | fmin || timp [s]
10
25
50
5
100
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Reprezentati grafic dependenta celor trei parametri ce descriu acuratetea (Tmin, tol-z, fuin)
in functie de timpul de calcul.

2.4 Metoda sectiunii de aur

2.4.1 Principiul metodei

Plasarea primelor doua puncte de cautare x, si z, In cazul metodei Fibonacci depinde
de numarul de evaluari de functii. Odata specificat acest numar lungimile intervalelor de
incertitudine se deduc din relatia (22) si conditia ca pentru ultimul interval de cautare
punctele z, si x;, sa coincida.

Daca nu este pusa o astfel de conditie, trebuie gasit un alt criteriu pentru deter-
minarea lungimii intervalelor de cautare. Vom considera gi acum ca relatia (2Z2]) este
satisfacuta. Un astfel de criteriu ar putea fi acela ca raportul dintre doua intervale succe-
sive de cautare sa fie constant, adica

I I
kIl g (2.4)
[k+1 Ik+2

Rezulta ca

1
—+ = K2 (2.5)
Tiyo
Impértind ecuatia (Z2) cu I, rezulti ci
Iy Iin
—=—+1 2.6
VTR [ (26)
Inlocuind 24) si (ZF) in ecuatia (28], rezultd ci
K? =K +1, (2.7)

ale carei solutii sunt

K=l i2\/5. (2.8)

Luand numai radacina pozitiva, rezulta K = 1.618034.

O cautare bazata pe aceasta schema se numeste sectiunea de aur deoarece impartirea
unui interval astfel incat raportul dintre cel mai mic subinterval la cel mai mare este egal
cu raportul dintre cel mai mare subinterval la intervalul intreg este cunoscuta sub aceasta
denumire.
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2.4.2 Algoritmul metodei

Algoritmul metodei este urmatorul:

functie [real x_min,tol x, f_min] = met_sectiunii_aur(real la, (b, functie f, real EPS)
K_GOLDEN = (sqrt(5) +1)/2

zL(1) =la
2U(1) = Ib
1(1) = b — la

za(l) =2U(1) — I(1)/K_.GOLDEN
)=xL(1) + I1(1)/K_GOLDEN

) = f(za(1))

)

b(1
fa(l
( f(xb(1))

cat timp (/(k) > EPS)
I(k+1) = I(k)/K_.GOLDEN
daca (fa(k) <= fb(k)) atunci
zL(k+1)=aL(k)
zU(k+ 1) = xb(k)
va(k +1) = 2U(k + 1) — I(k + 1)/K_GOLDEN
(k+1) = za(k)
fa(k +1) = f(za(k + 1))
fo(k +1) = fa(k)
altfel
xL(k+ 1) = za(k)
2U(k+1) =2U(k)
wb(k+1) = 2L(k + 1) + I(k + 1)/K_.GOLDEN

za(k +1) = xb( )

Falk+1) = fb(k)

fo(k+1) = f(zb(k + 1))
k=k+1

n==Fk
z-min = (zL(n) +2U(n))/2
tol x=I(1)/(K_.GOLDEN®~1)
daca (fa(n) <= fb(n)) atunci
f-min = fa(n)
altfel
f-min = fb(n)

retur
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Exercitiul 2.11: a) Comparati algoritmul metodei sectiunii de aur cu algoritmul

metodei Fibonacci (instructiuni, criteriu de oprire).
b) Implementati algoritmul metodei sectiunii de aur in Scilab.

Exercitiul 2.12: a) Verificati corectitudinea codului Scilab pentru metoda sectiunii

de aur, minimizand functia f(x) = x*, folosind drept prim interval de incertitudine
(—5,15) st EPS = 1.6. Rezultatul trebuie sd fie: Tyinttolx = 0.278+1.11, fiim < 0.0216.

b) Pentru a observa cum s-a desfasurat cautarea, completati urmatorul tabel:

|k || aL(k) | 2U(K) || za(k) | 2b(k) | fa(k) | fo(k) | L/R 7|
-5 15

k
1
2
3
4
2
6
7

-0.27 | 0.83 0.14 | 0.41 | 0.021 | 0.168 -

2.4.3 Acuratete si efort de calcul

Exercitiul 2.13: FEstimati experimental dependenta dintre acuratete si efortul de calcul

pentru metoda sectiunii de aur in cazul functiei f(x) = x2, completand un tabel de tipul

urmator:

EPS | z.min | tolx | fmin || n | timp [s]
1

0.1
0.01
0.001
% eps

2.4.4 Comparatie cu metoda Fibonacci

Se poate deduce o relatie intre numerele Fibonacci si constanta K. Pentru un numar
mare n de evaluari are loc

Kn+1
a, ~ . 2.9
7 (2.9)
Reducerea intervalului in cazul metodei Fibonacci este in consecinta
I, 1 5
Rp V5 (2.10)

L a, Kt
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In cazul metodei sectiunii de aur, reducerea intervalului este

I 1
e —— 2.11
Res I, - T (2.11)
Rezulta ca A e
2GS 17, (2.12)

Rp V5

Rezulta deci ca intervalul final de incertitudine in cazul metodei Fibonacci este mai mic
decat in cazul metodei sectiunii de aur cu 17% (pentru acelagi numar de evaluari de
functii). Aceast avantaj se obtine insa pe baza specificarii in avans a numarului de evaluari
de functii.
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Capitolul 3

Minimizari unidimensionale -
algoritmi de ordinul unu bazati pe
metode de aproximare polinomiala

Aceast capitol se refera la domeniul relativ simplu al minimizarilor unidimensionale. Se
va presupune ca printr-o metoda de decizie preliminara se poate desemna vecinatatea
minimului “de interes” gi ca pe aceasta functia de minimizat este unimodala (vezi figura
B1). In capitolul anterioar s-a studiat eficienta metodelor de ordinul zero, unde minimul
era cautat prin generarea iterativa a unor puncte care restrangeau treptat intervalul de
incertitudine. Aplicarea acestei categorii de metode (bazata doar pe evaluarea functiei
nu si a derivatelor sale) conduce — mai devreme sau mai tarziu — la gasirea minimului,
indiferent de gradul de netezime a functiei.

‘ ‘
| vecinatatea | X
" minimului

cautat

Figura 3.1: Intervalul care contine minimul cautat a fost deja determinat.

In cazul in care functia de minimizat poseda un anumit grad de netezime, se pot
aplica tehnici mai eficiente — care gasesc minimul intr-un numar mai mic de pasi — dar
care, pe de alta parte, necesita gi evaluari ale derivate: functiei. Tehnicile din aceasta
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categorie se bazeaza in general pe aproximarea locala a profilului functiei cu o functie
polinomiala de grad mic, careia i se poate determina usor minimul. Algoritmii prezentati
in aceast capitol sunt deci de ordinul unu (necesita evaluarea primei derivate) si apartin
clasei metodelor de aproximare polinomiala.

3.1 Formularea problemei

Fie f : [a,b] — IR o functie reala, derivabila. Se cere sa se calculeze minimul functiei f,
plecand din vecinatatea acestuia.

3.2 Metoda falsei pozitii (aproximarii parabolice)

3.2.1 Principiul metodei

Principiul metodei consta in aproximarea functiei de minimizat, in jurul punctului de
minim, cu o parabola si alegerea minimului parabolei ca fiind o aproximare pentru minimul
cautat. Procesul continua iterativ pana cand derivata functiei ajunge sa fie neglijabila in
minimul aproximativ.

Vom nota cu xy, xa, ...z, sirul aproximatiilor minimului. Pentru a gasi aproximatia
Tpy1 se construiegte o functie ¢(x) patratica (polinom de gradul doi) care sa aproximeze
functia f de minimizat in jurul punctului x;. Pentru aceasta functie ¢ se pune conditia ca
valorile: q(zx), ¢'(xk), ¢" (k) sa fie egale cu cele corespunzatoare ale lui f, f’ i respectiv
f"” in x. Se poate scrie:

o) = Fla) + o) o~ w) + 31" o) (& — 12)” (31)

Ezxercitiul 3.1: Cum a fost dedusa relatia de mai sus ?

FEzxercitiul 3.2: De ce a fost impusa conditia de egalitate pentru trei valori? Dati

exemple de alte seturi de conditii similare (care sa asigure aceeagi proprietate pentru q).

Bazandu-ne pe aceasta aproximare locala a functiei f, se poate obtine o estimare
“imbunatatita” a minimului acesteia, punand conditia ca in x;,; derivata intai a lui ¢ sa
se anuleze.

Exercitiul 3.3: Comentati afirmatia anterioara. Cum credeti ca trebuie ales x-ul
wnitial ?

Avem deci:
0= ¢ (zes1) = f'(@r) + [ (2) (Tp1 — 1) S (3.2)
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de unde:

(3.3)

Figura 3.2: Metoda aproximarii parabolice.

Relatia (B.3]) descrie un proces iterativ care conduce in general la obtinerea rapida a
unei bune aproximatii pentru minimul lui f daca initializarea este suficient de buna (vezi
si figura B.2)). insé, dupa cum se poate observa, este implicat aici gi calculul derivatei a
doua care, uneori, este prohibitiv din punct de vedere al resurselor necesare. Derivata a
doua in x; poate fi aproximata prin diferente finite in functie de derivatele intai in doua
puncte, de exemplu in x;_1 si x, ceea ce conduce la

Tp—1 — Tk

f'(xr—1) — f'(zx)

Trp1 = T — [ (k) (3.4)

Procesul iterativ (3.4]) descrie metoda aproximarii parabolice. Acesta este un
procedeu cu doi pasi (x4 este calculat in functie de xy si xx_1), de ordinul intai (este
necesara derivata de ordinul unu). In functie de calitatea estimarilor initiale x; i w9,
iteratiile pot conduce spre minimul cautat, sau spre un punct stationar (maxim sau punct
de inflexiune) nedorit. Pentru a evita aceasta ultima situatie, algoritmul de baza ar trebui
completat cu pasi suplimentari de testare si corectare

Exercitiul 3.4: Cum ati concepe astfel de pasi care testeaza solutia numerica

obtinuta prin metoda aprorimarii parabolice?

Observatie: Formula obtinuta nu implica evaluarea functiei f, deci poate fi privita si
ca 0 metoda pentru rezolvarea problemei: f’(z) = g(x) = 0. Metoda Newton de rezolvare
a ecuatiilor neliniare adaptata pentru minimizarea functiei f conduce la o metoda de
minimizare cu un pas (zg,; se calculeaza numai in functie de xy), dar de ordinul doi (este
necesar calculul derivatei a doua).

n iteratiile Newton 241 = 2k — g(xx) /g (x) = ax — f'(@r)/f" (k).
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O alta varianta se obtine prin interpolarea parabolica pe ultimii trei pasi:

(= m) (T — Tp2) . (x — xp)(x — T _9) .
g(a:) B (ka - $k—1)($k - xk—2)f( k) * (Ik—l - xk)(ﬂck—1 - xk—2)f< kil) -
(x — zp)(x — xp—1)
+ (I'k_g _ wk)(wk_z _ wk_l) f(xk—Q)’ (35>

iar solutia de la iteratia k + 1 se obtine prin rezolvarea ecuatiei de gradul intai ¢'(z) = 0.
Se obtine astfel o metoda de minimizare numita a interpolarii parabolice, de ordinul
zero, in trei pagi, care are dezavantajul ca necesita o initializare tripla (de exemplu 27 = a,

xe =b, x3=(a+0)/2).

3.2.2 Algoritmul metodei

Metoda aproximarii parabolice de ordinul unu este prezentata in urmatorul pseudocod:

functie [real z_min, f_min, intreg n_iter] = parabol_func(real x;, xo,

functie f, functie f_der, intreg NMAX, real EPS)
stopval = l.e + 4
fdvec(1) = f_der(zy)

z(1) =

fdvec(2) = f_der(zs)
x(2) = x4

k=2

cat timp (k <NMAX si stopval > EPS)
x(k+1) = x(k) — fdvec(k) * (x(k — 1) — z(k))/(fdvec(k — 1) — fdvec(k))
fdvec(k + 1) = f_der(x(k + 1))
stopval = |fdvec(k + 1)|
=k+1
x_min = z(k)
fmin = f(z(k))
n_iter = k — 2
retur

Ezxercitiul 3.5: a) Care este semnificatia variabilelor folosite mai sus? Care este

efortul de calcul la fiecare iteratie, exprimat in numarul de evaluari ale functiei sau
derivatei ?

b) Cum va trebui modificat algoritmul pentru a evita memorarea tablourilor x gi fdvec?

c¢) Transcrieti algoritmul de mai sus in Scilab.
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Exercitiul 3.6: a) Verificati corectitudinea codului scris in exercitiul anterior, con-
siderand functia f(x) = sin(x — 5). Folosind 1 = —2.0, 25 = 1.0, EPS = 1072 ar trebui
sa obtineti n_iter = 3, f_min = —0.9999991, x_min = —0.0013147. Schimbati intre ele
valorile initiale si repetati testul. Comentatu.

b) Repetali punctul a) pentru aceeasi functie, dar luand perechea valorilor initiale
ca fund: —2.5 gi 2.0, sau —3.0 si 2.0. Ce se intampla daca x1, xo sunt —3.5 gi 2.0 ¢
Comentati.

c) Obsemaﬁ cum evolueaza x(k) in timpul iteraliilor pentru testele efectuate la
punctele a) $i b).

3.2.3 Efort de calcul

Ezxercitiul 3.7: a) Minimizafi functia f(x) = —me—i—%—i-x, folosind algoritmul aproximdrii

parabolice si initializarea x1 = 0.1, xo = 1. FEstimati experimental acuratetea si efortul
de calcul al minimului (contorizand numarul de iteratii i timpul de calcul), in functie de
valoarea parametrului EPS. Reprezentati grafic variatia timpului de calcul si a numarului
de iteratii in functie de EPS.

b) Observali ce se intampla in cazul x1 = 0.1, o = 2.

3.3 Metoda aproximarii cubice

3.3.1 Principiul metodei

Principiul acestei metode este acelagi cu cel al metodei aproximarii parabolice, singura
diferenta fiind aceea ca aproximarea locala a functiei de minimizat se face cu un poli-
nom de gradul trei. Noua aproximare a minimului x;,; depinde de asemenea de doua
puncte anterioare xy si xp_q si de valorile: f(zx—1), f'(zx-1), f(zx), f'(zx). Calculele
corespunzatoare conduc la

B f(zg) +us —wy
Thp1 = T — (Tp — Tpp—1) {f’(xk) — e 2w (3.6)
unde
o ! ! . f(xk—l) - .f(xk:)
ur = fxg-1) + f(ze) =3 e — o (3.7)
wy = \Jud— o) (). (3.8)

2Cateva sfaturi: reprezentati grafic functia pe care o testati in intervalul (x1,w3). Folositi pentru
aceasta functia Scilab fplot2d. Aceasta reprezentare grafica va va ajuta sa identificati miminul, sa
observati daca functia este unimodala, sau daca are si alte extreme.
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Exercitiul 3.8: a) Deduceti relatia de mai sus.

b) Care sunt diferentele esentiale fata de metoda aproximatiei parabolice?

3.3.2 Algoritmul metodei

Algoritmul metodei aproximarii cubince de ordinul unu este prezentat in urmatorul pseu-

docod:

functie [real x_min, f_min, intreg n_iter] = cubic_func(real 1, x5,
functie f, functie f_der, intreg NMAX, real EPS)

stopval = l.e + 4
fvec(1) = f(z1)
fdvec(1) = f_der(z)
z(1) =z
fvec(2) = f(x2)
fdvec(2) = f_der(xzs)
x(2) = x4
k=2
cat timp (k < NMAX si stopval > EPS)

u_1 = fdvec(k — 1) + fdvec(k) — 3(fvec(k — 1) — fvec(k))/(z(k — 1) — x(k))

u-2 = \/ul? — fdvec(k — 1) - fdvec(k)

v(k+1) = x(k) — [z(k) —x(k = 1]
(fdvec(k) + u2 — ul)/(fdvec(k) — fdvec(k — 1) 4 2u2)

fvec(k + 1) = f(z(k + 1))
fdvec(k + 1) = f_der(x(k + 1))
stopval = |fdvec(k + 1)|
k=k+1

x_min = z(k)

fmin = f(z(k))

n_iter = k — 2

retur

Ezxercitiul 3.9: a) Care este semnificatia variabilelor folosite mai sus? Care este

efortul de calcul la fiecare iteratie, exprimat in functie de numarul de evaluari ale functies
si/sau sau derivatei? Comparati cu metoda aproximarii parabolice.

b) Transcrieti algoritmul de mai sus in Scilab.
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3.3.3 Acuratete si efort de calcul

Exercitiul 3.10: a) Verificati corectitudinea codului scris la exercitiul 3[4, considerand
functia f(z) = sin(x — 5). Folosind xy = —2.0, z, = 1.0 EPS = 1072 ar trebui sa
obtineti n_iter = 5, f_min = —0.9999954, x_min = —0.0030458. Inversati valorile initiale

st repetatr testul.

b) Pentru aceste situatii, comparali eficienta i acuratetea cu cea a algoritmului
aproximarii parabolice. Care algoritm este mai rapid convergent (din urmdatoarele puncte
de vedere: numar de iteratii, numar de evaluari de functii, timp de calcul)?
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Capitolul 4

Aplicatie la minimizarile
unidimensionale. Determinarea
indicelui de calitate al unui magnet
permanent

Aceast capitol urmareste aplicarea metodelor de optimizare invatate pana acum pentru
dimensionarea unui magnet permanent, astfel incat indicele sau de calitate sa fie maxi.

4.1 Descrierea problemei de optimizare

Magnetii permanenti sunt in general utilizati pentru producerea unei inductii magnetice
intr-un intrefier de dimensiuni date.

Sa consideram magnetul permanent de forma celui din figura [£2l Sa presupunem
ca dimensiunile intrefierului (arie si lungime) sunt date si se doreste obtinerea unei anu-
mite valori a inductiei magnetice B, cunoscute in intrefier. Sa se determine dimensiunile
geometrice si tipul materialului magnetului astfel incat costul magnetului sa fie minim.

!Tem4 pentru studenti — Concepeti un referat scris (se recomanda in Latex) care si reflecte modul
in care s-au comportat metodele de optimizare studiate pana acum in rezolvarea acestei probleme. Va
recomandam ca acest referat sa fie bazat pe raspunsurile la exercitiile i intrebarile din acest capitol.

Fiecare student isi va alege din figura [4.1] o curba pentru care va determina indicele de calitate, aga
cum se specifica in subparagrafele urmatoare.
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Figura 4.2: Magnet permanent

Tipul magnetului se va alege unul din cele descrise de curbele din figura[d1] (Observatie:
1T =10"Gs, 1 A/m = 47103 Oe. 2.

4.2 Formularea problemei de optimizare

Pentru a putea formula problema ca o problema de optimizare, trebuie facute mai intai
cateva rationamente legate de campul magnetic.

Vom presupune mai intai ca modulul campului magnetic este constant in interiorul
magnetului (valoare notata B;) iar in intrefier vom presupune campul magnetic ca fiind
uniform (de modul B,). Restul campului de dispersie il vom neglija.

Din legea fluxului magnetic rezulta ca

BeAe == BZAz (41)

Ezxercitiul 4.1: o) Ce reprezinta A., A; in formula {{.1])?

b) Indicati suprafata pe care a fost aplicata legea fluzului magnetic.

Din teorema lui Ampere rezulta ca

HeLe == —HZLZ (42)

Ezxercitiul 4.2: o) Ce reprezintd L., L; in formula ({-9)?
b) Ce reprezinta H., H; in formula (£.2)?

¢) Explicati cum a fost dedusa relatia ({.3).

2Valoarea citits in diviziuni pe scara inductiei impartita la 10 d& valoarea in T, iar valoarea citits in
diviziuni pe scara intensitatii impartita la 12.5 d& valoarea in kA /m.
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Vom nota cu v; si v, volumele materialului magnetic gi intrefierului. Rezulta atunci

ve = L.A..

Ezxercitiul 4.3: Ce ipoteze se fac pentru a putea scrie relatiile (4.3) si ({-4))?

Folosind relatiile de mai sus, rezulta

; B?
B Ze (4.5)
Ve HJOBZHZ

Exercitiul 4.4: Explicati cum a fost dedusa relatia (4.5).

Din relatia (4.3 rezulta ca, la valori date v, §i B, in intrefier, volumul v; al materi-
alului magnetic (care este direct proportional cu costul magnetului) este cu atat mai mic
cu cat produsul B;H; este mai mare. Valoarea maxima a produsului B;H; = (BH )mpax
misurat in J/m? este o mirime ce caracterizeazi materialele magnetic dure si se numeste
indice de calitate al magnetulua.

Problema de optimizare se reduce astfel la alegerea unui punct pe caracteristica de
material B-H din cadranul doi care sa aiba un produs BH cat mai mare.

Ezxercitiul 4.5: FEzplicatt de ce magnetic permanenti “functioneaza in cadranul

doi”? Dintre materialele descrise in figura [{.1, care este materialul cu indice de cali-
tate cel mai mare?

Observatie:

In figura [4.1] sunt desenate cu linie intrerupta curbele de BH constant. Punctele
marcate cu cerculet pe fiecare curba B-H sunt punctele in care produsul BH este maxim.
De exemplu materialul Alnico 1500 are indicele de calitate 8 MGsQOe.

4.2.1 Aproximarea curbei de material cu ajutorul unei expresii
analitice

Ecuatia curbei B(H) din cadranul doi, a materialului din care se confectioneaza magnetii
permanenti se poate aproxima cu

H+ H,
B=4—m (4.6)
Bs B

in care H. este intensitatea campului magnetic coercitiv, B, este inductia magnetica
remanenta si By este inductia magnetica de saturatie.
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Exercitiul 4.6: Determinati B, astfel incat curba de magnetizare aleasa din figura
[41) si cea data de relatia (4.0 sa aibd un punct comun pentru B = B, /2.

Exercitiul 4.7: a) Determinati analitic maximul expresiei BH. Fie By, si H,,

coordonatele de pe curba B-H coordonatele de pe curba B-H pentru care se asigura acest
mazxim. Observafi ce relatie exista intre By, /H,, si B,/H.. Care este interpretarea grafica
a punctului (B, Hpy) ?

b) Reprezentati grafic BH = f(H) pentru H € [—H,,0].

c) Aplicati functiei f toate metodele de optimizare invatate: Fibonacci, sectiunea de
aur, metoda aprorimarii parabolice, metoda aproximarii cubice. Analizati acuratetea si
efortul de calcul.

4.2.2 Aproximarea liniara pe portiuni a curbei de material

Exercitiul 4.8: Determinati indicele de calitate al unui material folosind o aprorimare

liniara pe portiuni a curbei B(H) construita astfel incat sa se abata cat mai putin de la
curba din figura [4.1. Comparati rezultatele obtinute cu cele din cazul anterior, in care
curba de material a fost aprorimata cu o relatie analitica. Comparati intre ele valorile
B,./H,, si B./H..

Exercitiul 4.9: Comparati rezultatele cu valorile indicate in figura[{.]]

Exercitiul 4.10: Aplicatie numerica: A =1 em?, L. =5 mm, B, =1 T. Sd se

determine A; si L; astfel incat volumul magnetului sa fie minim.

4.3 Proiectarea circuitelor magnetice cu magneti per-

manenti

Deoarece materialele din care se confectioneaza magnetii permanenti sunt scumpe, cir-
cuitele magnetice contin numai o mica portiune de magnet permanent, jugurile fiind
confectionate dintr-un material feromagnetic moale.

De exemplu, figura [4.3] reprezinta circuitul magnetic al unui instrument de masura
magnetoelectric cu magnet permanent exterior. Sistemul fix este format dintr-un magnet
permanent 1 prevazut cu piesele polare 2 gi miezul cilindric 3. Bobina mobila (nedesenata,
de care este fixat acul indicator) inconjoara miezul 3, putandu-se roti in intrefierul cilindric
dintre piesele polare si miez. Scopul intrefierului cilindric este acela de a permite creerea
unui flux magnetic cu o distributie uniform radiala, inductia magnetica pastrand o valoare
constanta (de exemplu 0.3 T), independenta de unghiul de pozitie al bobinei mobile.
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A
~,
=L
;
Ae

Figura 4.3: Circuitul magnetic al unui instrument de masura magnetoelectric

Ezxercitiul 4.11: Aprorimand in piesele polare = oo, deduceti relatiile de calcul
pentru dimensiunile magnetului astfel incat volumul lui sa fie minim.




Capitolul 5

Minimizari multidimensionale -
metode deterministe de ordinul zero.
Metoda simplexului descendent.

Metodele de optimizare pot fi clasificate in doua mari categorii: metode deterministe si
metode stocastice.

e Metodele deterministe conduc la aceeasi solutie pentru rulari diferite ale progra-
mului daca pornesc de la aceleasi conditii initiale si au aceeasi parametri.

e Metodele stocastice au un caracter aleator si ele nu conduc in mod necesar la
aceeasi solutie, chiar daca algoritmul porneste din aceleagi conditii initiale si are
aceeagi parametri.

Dezavantajul metodelor deterministe este acela ca ele gasesc intotdeauna un extrem
local, dependent de initializare. De cele mai multe ori se doreste insa gasirea unui extrem
global, lucru ce pretinde explorarea intregului domeniu de cautare i nu numai o vecinatate
a initializarii. Pentru a determina un extrem global se poate proceda astfel: se executa
algoritmul determinist pentru mai multe puncte initiale de cautare imprastiate uniform
in domeniul de cautare gi apoi se alege dintre solutiile gasite valoarea cea mai buna sau
se perturba un extrem local gasit pentru a vedea daca algoritmul determinist cu aceasta
initializare regaseste acelasi extrem. Ca o alternativa la aceste doua abordari, au inceput
sa fie folositi tot mai des algoritmi stocastici. Acestia nu garanteaza gasirea unui extrem
global, dar ei au o probabilitate mult mai mare de a gasi un astfel de extrem. De asemenea,
ei mai au avantajul ca nu necesita evaluarea derivatelor functiei de optimizat, fiind in
consecinta algoritmi de ordinul zero. Dezavantajul lor este acela ca numarul de evaluari
de functii necesar pentru gasirea optimului este relativ mare fata de cazul metodelor
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deterministe, dar in multe situatii acest sacrificiu trebuie facut, pentru ca acesti algoritmi
sunt singurii care dau rezultate numerice acceptabile.

In aceast capitol gi in cel ce urmeaza sunt prezentati doi dintre cei mai celebri algo-
ritmi deterministi de ordin zero (care nu au nevoie de calculul derivatelor functiei obiectiv)
folositi pentru minimizarea functiilor de mai multe varibile.

Prima metoda prezentata este metoda simplexului descendent, cunoscuta si sub nu-
mele de metoda lui Nelder si Mead, dupa numele autorilor ei. Ea nu trebuie confundata
cu “metoda simplex” de la programarea liniar.

O alta metoda determinista de ordin zero folosita pentru minimizarea multidimen-
sionala este metoda Powell.

Deosebirea principala dintre cele doua metode prezentate este aceea ca metoda sim-
plexului descendent nu are nevoie explicita de un algoritm de minimizare unidimensionala
ca parte a strategiei de calcul, asa cum are nevoie metoda Powell.

5.1 Formularea problemei

Fie f : R™ — IR o functie reala continua. Se cere sa se calculeze minimul functiei f.

Datorita complexitatii hiperspa’giului@ acesta nu poate fi explorat in totalitate si
de aceea aceasta metoda de optimizare, ca orice metoda determinista de minimizare a
functiilor, nu poate garanta gasirea minimului global c¢i doar a unuia local.

5.2 Probleme de test

Pentru testarea algoritmilor de optimizare va recomandam folosirea urmatoarelor doua
functii de test cu doua variabile: “camila cu sase cocoage” si “functia banana a lui Rosen-
brock”, care sunt cunoscute ca functii dificil de optimizat, insa simplu de evaluat.

LConceptul de “programare liniara” se refera la optimizarea functiilor liniare care au restrictii liniare.
Datorita faptului ca functia obiectiv este liniara, solutia problemei se afla intotdeauna pe frontiera dome-
niului delimitat de restrictii. Termenul de “programare” este sinonim in acest caz cu cel de “optimizare”,
folosirea lui in acest context avand doar motivatii istorice.

2 Fie un cub cu latura unitara in spatiul 10-dimensional. S# presupunem ci o metods de ciutare a
minimului a stabilit ca acesta nu se gaseste in volumul determinat de origine gi de punctele situate la %
de aceasta in fiecare dimensiune. Volumul eliminat din spatiul de cautare este egal cu (0.5)'° ~ 1555.
Volumul in care rdméane de ciutat minimul va fi 99.9% din volumul initial, deci orice cautare exhaustiva

este exclusa.
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5.2.1 Camila cu gsase cocoage
Functia ”six-hump camel back” (camila cu gase cocoasge) are expresia

4
Clz,y) = <4 —2.12% + %) 2’ + oy + (-4 + 497 v, (5.1)

unde —3 <z < 3 i —2 <y < 2. Functia are un minim global egal cu —1.03163 in doua
puncte diferite: (z,y) = (—0.0898, —0.7126) si (x,y) = (0.0898, —0.7126). Functia nu este
deci unimodala pe acest domeniu de definitie.

Pentru ca extremul global sa fie unic, functia folosita in programul de optimizare
este definita pentru 0 < z < 3. Figura B.J] prezinta 25 curbe de echivalori in zona
[0,2] x [-1.2,1].

Figura 5.1: Harta functiei C(z,vy).

Exercitiul 5.1: a) Observati pozitia si tipul extremelor din figura [51.

b) Implementati in Scilab functia “camila”.
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c¢) Scrieti un program Scilab care sa permita trasarea curbelor de nivel ale acestei
functii. (Indicatie: folositi functia fcontour.)

d) Scrieti un program Scilab care sa permitd trasarea graficului acestei functii. (Indicatie:
folositi functia £plot3D.)

5.2.2 Functia lui Rosenbrock (“banana”)
Functia lui Rosenbrock cunoscuta si sub numele de “functia banana” are expresia
B(z,y) = 100(y — 2%)* + (1 — )%, (5.2)

unde —2.048 <z < 2.048 51 —2.048 <y < 2.048.
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Figura 5.2: Harta functiei B(z,y).

Functia are un minim global egal cu 0 in punctul (z,y) = (1,1). Minime locale
nu exista, dar functia are un relief complicat pentru algoritmii de optimizare de ordinul
unu. Pentru puncte de start departate de minim, directia gradientului nu indica directia
corecta catre minim, valea functiei fiind rasucita.
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Figura prezinta curbele de echivalori 0.7, 2, 4, 10, 20, 50 si 100 in domeniul
[—2,2] x [-2,2]. Pentru o astfel de functie, minimizarea la un moment dat dupa o singura
directie ar putea de fapt sa indeparteze punctul curent de minimul adevarat.

Exercitiul 5.2: a) Observati pozitia si tipul extremelor din figura [2.2.

b) Implementati in Scilab functia “banana”.

c¢) Scrieti un program Scilab care sa permita trasarea curbelor de nivel ale acestei
functia.

d) Scrieti un program Scilab care sa permita trasarea graficului acestei functii.

5.3 Metoda simplexului descendent

Metoda simplexului descendentH (datorata lui Nelder si Mead, 1965) este cumva aparte de
alte metode deterministe de minimizare deoarece ea nu are nevoie explicita de algoritmi de
optimizare unidimensionala ca parte a strategiei de calcul. Ea are nevoie doar de evaluari
de functii nu si de derivate, fiind in consecinta o metoda de ordinul zero. Nu este o metoda
foarte eficienta din punct de vedere al efortului de calcul masurat in numar de evaluari de
functii. Metoda Powell este aproape sigur mai rapida in majoritatea aplicatiilor. Cu toate
acestea metoda simplexului descendent, datorita simplitatii algoritmului, este utilizata
frecvent pentru probleme la care efortul necesar evaluarii functiei este mic. De asemenea,
ea are o simplitate conceptuala si o naturalete geometrica care o fac “simpatica”.

5.3.1 Principiul metodei

Un simplex este o figura geometrica care in n dimensiuni, este un poliedru cu n + 1
varfuri care contine gi toate interconexiunile de tip segmente intre aceste varfuri, fete
poligonale, etc. In dou# dimensiuni un simplex este un triunghi, in trei dimensiuni este
un tetraedru, nu neaparat regulat@. In general suntem interesati de simplexuri care nu
sunt degenerate, adica de cele care delimiteaza un volum interior n-dimensional nenul.

In minimizarea unidimensionals era posibil sa se incadreze minimul asfel incat suc-
cesul unor izolari succesive era garantat. Nu exista procedura analoga in spatiul multidi-
mensional. In cazul multidimensional ne putem imagina ca pornim cu o valoare de start
oarecare (un vector cu n variabile independente) si ca algoritmul igi croiegte drum in jos
prin complexitatea de neimaginat al unei topografii n-dimensionale pana cand intalneste
un minim (cel putin local).

3Downhill Simplex
4Metoda simplex a programarii liniare nu are nici o legitura cu metoda simplexului descendent!



42 METODA SIMPLEXULUI DESCENDENT

Metoda simplexului descendent are nevoie nu de un punct de start ci de n+ 1 puncte
de start care definesc simplexul initial. Metoda face o serie de pasi, marea majoritate
doar mutand varful simplexului caruia 1i corespunde cea mai proasta valoare a functiei
obiectiv (cea mai mare, in problemele de minimizare). Mutarea acestui punct se face prin
fata opusa a simplexului, catre o valoare mai buna. Astfel de pasi se numesc reflectari
§i ei sunt construiti astfel incat sa conserve volumul simplexului (si in consecinta sa il
pastreze nedegenerat). Pentru a accelera cautarea, simplexul poate face o expansiune.
Cand ajunge intr-o vale simplexul se contracta in directia transversala (se spune ca se
contracta partial) si incearca sa patrunda (sa se “scurga”’) mai adanc in vale. Se poate
intampla sa existe situatia in care simplexul sa incerce sa treaca printr-o ureche de ac
si atunci el se contracta in toate directiile, orientandu-se dupa punctul cel mai bun. In
aceasta situatie se spune ca are loc o contractare totala.

Reflectarea, expansiunea, contractarea partiala conduc la modificarea coordonatelor
unui singur punct iar contractarea totala duce la modificarea coordonatelor a n puncte.

Miscarile de baza in cazul bidimensional se pot observa in figura (.3 In acesti
figura se presupune ca Pj3 este punctul in care valoarea functiei este cea mai proasta, P;
este punctul in care valoarea functiei este cea mai buna, iar in P, functia are o valoare
intermediara. Cu G a fost notat mijlocul segmentului P, P, iar cu indicii’ (sau ” in cazul
expansiunii) punctele noi. Relatia P{ = G + a(G — P;) de la reflectare trebuie inteleasa
ca: rpp =rg+ a(rg— I‘pé) unde rp reprezinta raza vectoare a punctului P iar a reprezinta
o marime scalara.

Marimile a, b, g sunt marimi scalare care se numesc coeficienti de reflectare, con-
tractare si, respectiv, expansiune. Marimi uzuale sunt a =1, b = 0.5, g = 2.

5.3.2 Algoritmul metodei

Sa notam valorile functiei in cele trei puncte ale simplexului el Y, = f(P), Y, = f(P)
respectiv Yy, = f(P3) si valoarea functiei in punctul P§ cu Y,,,,. Presupunand ca prob-
lema este una de minimizare, atunci Y,,,, se poate situa intr-unul din urmatoarele patru
intervale: (—o0,Yy|, (Y4, Yr], (VY5 ], (Y, 00).

Un ciclu al algoritmului presupune reflectarea punctului P; in care functia are val-
oarea cea mai mare fata de mijlocul segmentului determinat de celelalte doua puncte. In
functie de valoarea Y, in punctul reflectat P; acesta inlocuieste punctul initial sau nu.

Daca valoarea functiei in punctul reflectat (Y;,,,) este mai mica decat cea mai mica
valoare a functiei in celelalte varfuri ale simplexului (Y}), atunci se poate incerca o expan-

5b = bun, r = riu, fr = foarte rau
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Reflectare

P3 =G+ a(G- P3)

Expansiune
P3'’ =G+ g(P3 - §

1<g

Contractarepartiala
P3 P =G+ b(P3- Q

0<bh<1

Contractaretotala
- Py’ P2’ = (P2 + P1)/2
P3' = (P3 + P1)/2

P1
Figura 5.3: Transformari geometrice posibile.

siune 1n directia punctului reflectat (s-ar putea ca aceasta sa fie directia in care se gaseste
minimul functiei).

Daca Y, este, dimpotriva, mai mare decat cea mai mare valoare a functiei in celelalte
varfuri ale simplexului (Y7,), atunci directia este gresita si trebuie contractat intregul
simplex in jurul punctului in care functia are valoare minima (Y}).

Daca Y., este in intervalul (Y, Y},) atunci punctul reflectat inlocuieste punctul
initial. In plus, daca valoarea functiei in punctul reflectat este in intervalul [Y;Y},] atunci
simplexul sufera o contractie (partiala sau totala).

Algoritmul descris mai sus este prezentat in urmatorul pseudocod:

1. Calculeaza varfurile simplexului initial Py, Ps, P;
repeta
2. Calculeaza valorile functiei in varfurile simplexului
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si ordoneaza punctele, Y, = f(P), Y, = f(), Y = f(P5)
3. Calculeaza mijlocul segmentului P, P, fata de care se va reflecta punctul
cel mai rdu (Ps)
4. Calculeaza punctul reflectat, Py’
5. Evalueaza functia in punctul reflectat, Y.,
6. daca Y,,,, <Y, atunci ; Tncerc expansiune
6.1. Calculeaza punctul de expansiune, P3”
6.2. Evalueaza functia in noul punct, Yy,
6.3. daca Y}, < Y., atunci ; expansiune reusita
6.3.1. Tnlocuieste Py cu P37
6.4. altfel
6.4.1. Tnlocuieste Ps; cu Py
7. altfel
7.1. daca Y,,,, <Y, atunci
7.1.1. Inlocuieste Ps cu Py’
7.2. altfel
7.2.1. daca Y,,, <Y}, atunci
7.2.1.1. Tnlocuieste P; cu Py’
7.2.2. Calculeaza punctul de contractie, Ps”
7.2.3. Evalueaza functia in noul punct, Yy,
7.2.4. daca Y}, < Yy, atunci
7.2.4.1. Tnlocuieste P; cu P3”
7.2.5. altfel ; contractie totala
7.2.5.1. nlocuieste Ps, Py cu (P + Py)/2, respectiv (Py + Py)/2
pana cand este indeplinita conditia de oprire

Criteriul de oprire este delicat in orice minimizare multidimensionala. In mai multe
dimensiuni nu exista posibilitatea aplicarii tehnicii de incadrare, deci nu se poate cere o
anumita toleranta pentru fiecare variabila independenta. Algoritmul poate fi oprit atunci
cand vectorul distanta de la un anumit pas este mai mic decat o valoare impusa. O alta
posibilitate este de opri algoritmul atunci cand descresterea relativa a valorii functiei este
mai mica decat o toleranta impusa. Oricare din cele doua criterii de oprire pot duce la o
solutie proasta datorita unui ultim pas prost facut. De aceea se recomanda ca programele
de miminizare multidimensionale sa fie restartate din punctul in care se pretinde ca s-a
gasit minimul.

5.3.3 Exercitii

Exercitiul 5.3: a) Copiati de la adresa http://www.lmn.pub.ro/~gabriela arhiva de
fisiere corespunzatoare metodei simplezului descendent. Aceste fisiere constituie imple-




5.3. Metoda simplexului descendent 45

mentarea Scilab a metodei Nelder-Mead aplicata la determinarea minimului functiei ”camila”.
b) Studiati si descriefi confinutul acestor figiere.

Observatie: Calculul varfurilor simplexului initial se face in functie de un singur

punct P, si un parametru A, astfel:
rp, =Tp, + Xy k=1,...,n, (5.3)

unde e reprezinta versorii axelor de coordonate.

Exercitiul 5.4: Comentati convergenta algoritmului in urmatoarele cazuri:

a) Py = [2;1], A = 0.25,
b) Py=[2;1],A = 0.5,
¢c) Py = [2;1],\ = 0.75,
d) Py=[21],A =1,

e) Py = [0;0],\ _05
f)PO [70]

Q)Po [’0]7

h) Py =[— 2,] _0.25,
i) Py=[—2;2],A=0.5,
j)PO [27 ]>‘_1

Exercitiul 5.5: Pentru una din combinatiile Py, X\ pentru care algoritmul Nelder-
Mead nu a condus la rezultatul corect faceti restart din punctul declarat ca minim gsi

observati ce se intampla.

Ezxercitiul 5.6: a) Pentru una din combinatiile Py, A\ care a condus la rezultatul

corect, studiati influenta parametrilor a, b si g.

c) Pentru aceeasi combinatie de la punctul a), studiati influenta conditiei de oprire.

Exercitiul 5.7: a) Modificati programul principal astfel incat sa se minimizeze
functia lui Rosenbrock.

b) Studiati influenta parametrului A asupra rezultatului.

c) Evaluati efortul de calcul si acuratetea rezultatului in functie de conditia de oprire.
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Capitolul 6

Minimizari multidimensionale -
metode deterministe de ordinul zero.

Metoda Powell

In aceast capitol este prezentata o metoda determinista de ordin zero (care nu are nevoie
de calculul derivatelor functiei obiectiv) folositd pentru minimizarea functiilor de mai
multe varibile si anume metoda Powell.

Deosebirea principala dintre acesta metoda si metoda simplexului descendent, care
este de asemenea o metoda determinista de ordinul zero, consta in faptul ca ea are nevoie
explicita de un algoritm de minimizare unidimensionala ca parte a strategiei de calcul.
Algoritmii de minimizare folositi sunt de tipul celor descrisi in capitolul 2l

6.1 Formularea problemei

Fie f : IR™ — R o functie reala de n variabile, continua. Se cere sa se calculeze minimul
functiei f, respectiv punctul x* € IR astfel incat f(x*) < f(x) pentru orice x € IR™.

6.2 Minimizarea dupa o directie a functiilor de mai
multe variabile

Sa reamintim pentru inceput cateva notiuni elementare de geometrie analitica.

Ecuatia vectoriala a unei drepte in plan, paralela cu o directie (vector) v si trecand

47
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prin punctul caracterizat de vectorul de pozitie xq se scrie sub forma

X = Xo + av, (6.1)

x . . o
unde x = [ } este vectorul de pozitie al unui punct curent de pe dreapta, iar a este o
Y

variabila reald, care poate fi considerata drept o “coordonata” de-a lungul dreptei (figura
[6.1)). Se observa ca sensul vectorului v (de componente v, si v,) orienteaza dreapta D si,
impreuna cu punctul de coordonate xg, 3o, da sens notiunii de semn pentru a. (Coordonata
lineica «v este zero in punctul x.)

()

Figura 6.1: Ecuatia dreptei D este x = xg + av.

Ecuatia (6.0)) se transcrie identic pentru o dreapta in spatiul n-dimensional, dar cu
_ T
X = [z1,29,...,2,]".

Notand cu m = v, /v, panta directiei v, ecuatia carteziana a dreptei care trece prin
punctul (zg,yo) si are panta m are expresia

y = yo +m(x — xo). (6.2)

Ezxercitiul 6.1: Demonstrati (6.2) pe baza relatiei (6.1]) scrisda pe componente.

Ezxercitiul 6.2: Scrieti ecuatia vectoriala a dreptei din spatiul tridimensional, care
este paraleld la vectorul v = [1 1 1T si trece prin punctul M(1, 2, 3). Trece aceastd
dreapta prin origine? Ce valoare are coordonata o in punctul P(0, 1, 2)? Dar in punctul

Q0. 1, 3)7

In consecinta, de-a lungul unei drepte v din spatiu, functia de n variabile

f(x) = f(z1,22,..., 20) (6.3)

poate fi scrisa ca functie de o singura variabila, a:

f(x) = f(x0 + av) = i(). (6.4)
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Problema minimizarii functiei f : IR™ — IR pe directia v se reduce deci la problema
minimizarii unidimensionale a functiei ¢ : IR — IR.

Pentru a intelege semnificatia geometrica a algoritmului de minimizare dupa o directie,
sa consideram o functie f de doua variabile ale carei curbe de nivel sunt cercuri. In figura
sunt reprezentate patru astfel de curbe de nivel f(x) = ct. Punctul de minim are
coordonatele (0, 0), deci fO > f1 > f2 > f3. Sa presupunem ca se doreste mini-
mizarea functiei f dupa directia v, plecand din punctul initial x, plasat pe curba de nivel

f(x) = f0 = ct.

X0

7
=

o

Figura 6.2: Curbe de nivel circulare.

Parcurgand dreapta D in sensul indicat pe figura, functia f scade intre punctele xg
si x; de la valoarea f0 la valoarea f1, scade in continuare intre punctele x; si x*, dupa
care reincepe sa creasca (de exemplu in punctul X} functia are aceeasi valoare f1 ca gi in
X1, 5 anume f1 > f2).

Punctul determinat ca minim pe directia dreptei D va fi deci x*. In consecinta,
punctul de minim este plasat la intersectia dreptei D cu acea curba de nivel la care D

este tangenta.

Acelasi rationament se aplica in cazul unei functii ale carei curbe de nivel sunt elipse,
iar minimizarea se face dupa o dreapta oarecare (figura [6.3)).

Urmatorul pseudocod descrie algoritmul de minimizare pe o directie a unei functii
de n variabile, prin cautare unidimensionala. Parametrii de intrare sunt punctul x¢ si
directia de cautare v. Functia intoarce coordonatele minimului pe directia v si valoarea
functiei in acel punct.

functie [x,fmin] = linmin(x,v)
[alpha, tol x, fmin] = met_sectiunii_aur(la,lb,f1dim,eps_aur);
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X0

SY©)

(o

&

b)
Figura 6.3: Curbe de nivel de forma unor elipse.

X = X + alpha - v;
retur

Limitele de cautare la gi Ib necesare functiei met_sectiunii_aur (vezi paragraful 2.4] de
la capitolul 2]) trebuie definite ca variabile globale si initializate cu valori potrivite, in
afara functiei linmin.

fldim este functia de o singura variabila reala care implementeaza formula (G.4)).
Dimensiunea n a spatiului, punctul x si directia v sunt, pentru aceasta functie, variabile
globale: ea nu poate avea decat un singur parametru.

functie [t] = fldim(alpha)
xt = x + alpha*v;
t = f(xt);

retur

Exercitiul 6.3: Considerati functia ale carei curbe de nivel sunt reprezentate in
figura a) si punctul initial xo. Unde va fi plasat punctul de minim dupd directia unei
drepte paralele cu axa Ox?

Exercitiul 6.4: a) Copiafi de la adresa hitp://www.lmn.pub.ro/~gabriela arhiva
de fisiere Scilab pentru metoda minimizarii unei functic de n variabile pe o directie.

b) Descrieti continutul acestor figsiere. Ce diferente importante existd intre algoritmii
descrigi mai sus i implementarea lor in Scilab propusa in aceste fisiere?

Observatie. Programul principal main_mindir realizeaza minimizarea functiei

(x cosf — ysinh)? N (xsinf + y cos 0)?

flz,y) = 1 200 ,
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dupa o directie din spatiul bidimensional.

Ezxercitiul 6.5: Pentru 6 = /3 si pornind din punctul xo(2,2):

a) Minimizati functia f dupd directiile: v = [1, 1]7, v = [1, 0.5]7 si v = [1, 2]T.
Notati solutia, timpii de calcul si valorile minime obtinute.

b) Determinati directiile dreptelor: (D1): y = xsin 6, (D2): y = —xcosf  si
mainimizatt functia f dupa aceste directit. Notafi timpii de calcul si valorile minime
obtinute.

c) Dupa care din directii se obfine cea mai mica valoare a functiei? Gasiti o explicatie
pentru aceasta.

Exercitiul 6.6: Studiati si comentati influenta initializarii asupra valorii minime

obtinute:

a) Considerati punctele (2,2), (2, -2), (-2, 2), (2, -2). (Observatie. Pentru a usura

comparatia, nu reafisati curbele de nivel la fiecare noud initializare.)
b) Considerati de asemenea setul de puncte (1, 1), (1, -1), (-1, 1), (-1, -1).

Exercitiul 6.7: Studiati influenta scarii folosite in definirea directiei v.

Alegeti xo = (2,2), directiile v = [1, 1|7 si v = [1, 2|7 si scalati vectorii v cu
coeficientis K = 0.1, 10, 1000. Ce observati? Care este explicatia fenomenului?

6.3 Principiul metodei Powell

Minimul functiei f pe o directie v nu este, evident, minim local si cu atat mai putin min-
imul global al functiei f, in intregul spatiu n-dimensional. Pentru a gasi minimul global
ar trebui investigat intregul spatiu, prin cautari succesive pe n directii liniar independente
v;, 1=1,...,n, de exemplu pe directiile versorilor celor n axe.

Minimizarea se face astfel: pornind dintr-un punct initial xg, se determina minimul
pe prima directie si se noteaza noul punct gasit cu x;; pornind din x;, se determina
minimul pe a doua directie, vy gi se noteaza noul punct cu x,; g.a.m.d. In general,

X; = X;_1+ av;, (65)

cu « determinat prin minimizare pe directia v;. Daca dupa parcurgerea tuturor celor n
directii ale spatiului diferenta valorilor functiei in punctul initial si final, |f(xo) — f(x,)|
este “mare”, inseamna ca putem fi inca departe de minim, si atunci: se alege o noua
initializare (de exemplu, se pleaca din ultimul punct gasit, xo = X,,), si se reia algoritmul.
“Iteratiile” se opresc atunci cand scaderea functiei prin parcurgerea celor n directii devine
nesemnificativa.
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Exercitiul 6.8: Dati o definitie cuvantului “iteratie” in contextul unei astfel de
metode (de minimizare prin cdutare pe un set de directii).

In figura este prezentat progresul iteratiilor pentru o functie de doua variabile,
cu directiile de cautare egale cu versorii axelor: vi =1i, vy = j. Se constata ca, in cazul
functiei din figura, caracterizata de o “vale” ingusta in care se gaseste minimul, algoritmul
avanseaza spre minim cu pasi mici facuti in directiile axelor de coordonate. Convergenta
este deosebit de inceata, pentru ca nici una din directiile axelor nu se intampla sa coincida
cu axa “vaii”.

De aceea se cauta tehnici de alegere a unui set de directii de cautare mai bune, plasate
in lungul vaii, care sa conduca la un avans mai rapid catre minim. In plus, daca directiile
nu sunt ortogonale, este de dorit ca ele sa fie astfel alese incat minimizarea pe o directie sa
nu compenseze efectul minimizarilor efectuate anterior pe alte directii, ceea ce ar conduce
la proceduri neconvergente.

Algoritmii de ordinul 0 bazati pe minimizare unidimensionala pornesc de la o initi-
alizare a intregului set de directii v; gi “ajusteaza”, la sfarsitul fiecarei iteratii, fie intreg
setul de directii, fie numai o parte din ele. Ajustarea se face numai pe baza informatiilor
asupra proprietatilor functiei, obtinute prin minimizarea de la iteratia curenta.

08+

06+

04

02

0.0

02 -

04 -

06

-08 -

10 T T T T T T T T T

Figura 6.4: Evolutia iteratiilor la metoda de optimizare prin cautare pe un set de directii.
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In metoda Powell, directiile de cautare sunt ajustate dupa fiecare iteratie, eliminand

o directie din cele n si adaugand in schimb directia v, a “deplasarii medii” a solutiei pe
parcursul ultimei iteratii,

Vi = X, — Xp. (6.6)

Noua initializare se determina efectuand inca o minimizare pe directia v,,:

Xg = X + OV, (6.7)

Elementul cheie pentru viteza de convergenta a algoritmului si pentru corectitudinea
solutiei este alegerea directiei eliminate (care urmeaza sa fie inlocuita cu v,,). Se pot
folosi doua tehnici:

e Se elimina intotdeauna vy, se renumeroteaza directiile (vy devine vy, etc.) si se
adauga v, ca ultima directie. Vom numi metoda astfel obtinuta metoda Powell
de baza.

Aceasta tehnica da rezultate proaste pentru anumite tipuri de functii, deoarece pe
parcursul iteratiilor noile directii adaugate tind sa devina aproape coliniare cu unele
din directiile existente.

Explicatia este destul de subtila si va fi ilustrata printr-un exemplu. Sa notam cu v;
(in general cu j # 1), directia dupa care, la iteratia curenta, functia a avut cea mai
mare scadere. Este probabil ca v; sa fie o componentd importanta si in deplasarea
medie v, (vezi figura a) pentru o exemplificare in cazul n = 2, in care cea mai
mare deplasare a avut loc dupa directia vy iar v,, este aproape coliniar cu vs).

Cele doua directii v; si v,,, devin aproape coliniare si pastrarea ambelor in setul de
directii pentru iteratia urmatoare face ca, practic, doar n — 1 directii sa fie liniar
independente. In consecinta, minimul determinat de algoritm va fi complet gresit,
deoarece cautarea se face intr-un subspatiu de dimensiune n — 1.

e Se elimina directia cea mai buna, v;, cea dupa care functia a avut cea mai mare
scadere la iteratia curenta, si se adauga directia medie v,,,. Vom numi metoda astfel
obtinuta metoda Powell modificata.

O exemplificare este prezentata in figura [6.5 La iteratia curenta k, cea mai mare
scadere a avut loc dupa directia v; = vy. Daca, pentru iteratia urmatoare k + 1 s-ar
pastra directiile vy si v,,, acestea ar fi aproape coliniare. Algoritmul s-ar comporta
atunci ca gi cum minimizarea s-ar face, practic, de la iteratia k£ + 1 incolo, numai
dupa directia axei Oy.

In algoritmul propus in cele ce urmeaza, pentru a economisi memorie, se vor folosi
doar doi vectori pentru memorarea solutiei: x;_; din relatia (6.5) se noteaza cu xv
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Vi

v2

Iteratiak

/Vf N

Iteratia k+1
a) b)

Figura 6.5: a) Directia cea mai buna este vy si directia medie de deplasare este v,,. b)
Daca se pastreaza vechiul v,, atunci minimizarea se face numai dupa directia Oy.

(“vechi”), iar x; din aceeagi relatie se noteaza cu xn (“nou”). In plus, este necesara
memorarea initializarii x0 in vederea calcularii directii medii.

In consecinta, algoritmul metodei Powell modificate este urmatorul.

Date: initializarea xy, directiile initiale v;, i =1,....n
deltaf = 1
f0 = f(x0)
repeta
dfmax = 0 . cea mai mare scadere a functiei
j=0 . directia cu cea mai mare scadere

xv = x0, fv=1f0

pentrui=1,n ; parcurge directiile
[xn, fn] = linmin(xv, v;) ; minimizeaza pe directia v;
daca | fn - fv | > dfmax atunci  ; am gadsit o scidere mai mare
dfmax = | fn - fv |
j=1
xv = xn, fv="fn ; actualizeazd x si f(x)

vm = xn - x0 . directia medie
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deltaf = | fn - O | ; variatia functiei la iteratia curentd
Vi =V, ; pune directia v,, pe pozitia j

vV, = vm ; pune directia v,, pe ultima pozitie
[x0,f0] = linmin(xn, vm) ; determina noua initializare

pana cand deltaf < eps

Este de notat ca in algoritm se prefera adaugarea noii directii v, pe ultima pozitie
in girul de directii (pentru aceasta, se muta intai pe pozitia j directia aflata pe pozitia n,
apoi se adauga v, pe pozitia n).

In practica, este bine sa se foloseasca o conditie de oprire de tip relativ si nu absolut,
de exemplu raportand deltaf la media valorilor functiei in punctele xq si x,,:

|/ (xn) — f(%0)]
1/2 ([f (%) + |f (x0)[ + EPS)

< ftol, (6.8)

unde EPS este un estimator al erorii relative de rotunjire a maginii iar ftol este o toleranta
adimensionala impusa.

6.4 imbunétégiri ale metodei Powell

S-a constatat ca in anumite cazuri este de preferat ca setul de directii utilizate la o iteratie
sa se pastreze neschimbat.

Pentru a cuantifica aceste situatii sa mai consideram un punct “extrapolat” plasat
pe directia v, (figura [6.0):
Xp = 2X, — Xg = Vi + Xp,
in care functia are valoarea fp = f(xg). Consideratii simple de geometrie plana arata ca
punctul xz este plasat pe directia v,, sica | X, —Xo | = | Xp — X, | = | Vi |.

Sa mai notam cu fo = f(xo), fn = f(Xn) §1 cu A finax modulul celei mai mari scaderi
a functiei (cea pe directia v;).

Situatiile in care este de preferat ca setul de directii sa se pastreze neschimbat sunt
urmatoarele:

1. Continuand deplasarea de-a lungul directiei v,, functia creste in loc sa scada.

Pentru a intelege ideea, analizati cu atentie figura [6.7l Pentru functia din figura a,
minimul este plasat intre x,, si xg (xg este plasat pe o curba de nivel de valoare mai
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Figura 6.6: Constructia punctului extrapolat xp.

mica decat valoarea curbei pe care e plasat xg), deci directia v, merita explorata
in continuare. Pentru functia din figura b, in care xg este plasat pe o curba de
nivel de valoare mai mare decat valoarea curbei pe care e plasat xq, deplasarea in
continuare pe directia v,, pana in Xg poate conduce doar la o crestere a functiei,
deci v, nu este o directie buna pentru iteratia urmatoare.

a) b)

Figura 6.7: In situatia b, directia v,, = x,, — X¢ nu merita introdusa in setul de directii
pentru iteratia urmatoare.

In consecinta, directiile de cautare nu trebuie modificate daca

fE > fo. (6.9)

2. La iteratia curenta, scaderea functiei nu se datoreaza cu precadere unei anumite
directii, deci merita continuarea explorarii pe directiile existente.

Pentru a putea exprima matematic aceasta situatie, se fac urmatoarele rationamente.
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Daca procedura este convergenta, pe parcursul iteratiilor curente functia a scazut
de la valoarea f; la valoarea f,. In general, aceasta scadere este mai mare decat
scaderea A frax pe cea mai buna directie v;, (deoarece si celelalte directii au con-
tribuit la minimizare), deci avem fy — f,, > A fiax-

Daca scaderea de la xq la x,, s-a datorat cu precadere directiei v;, atunci fy — f,
nu difera cu mult de A fi.c (vezi comentariul referitor la eliminarea celei mai bune
directii). Daca insa fo — fn >> A fmax, inseamna ca mai multe directii, nu numai
v;, au contribuit la scadere. Nu exista deci nici o directie “foarte buna” care sa
merite eliminata, ci este mai bine sa fie pastrate toate cele existente. Intrebarea
este cum sa cuantificam “mult mai mare”. Putem considera ca “referinta” scaderea
de-a lungul directiei v,,, intre xq si punctul extrapolat xg, egala cu fy — fg si sa
punem o conditie de pastrare neschimbata a setului de directii de forma

K|fo = fo — Afmax| > |fo = fEl,

sau
Kl(fo_fn_Afmax)Q Z (fO_fE')27 (610)

cu K’ = K? un “coeficient de sigurantd” supraunitar (de exemplu K’ = 2).

3. Ultimul punct x,, obtinut la iteratia curenta se afla intr-o zona in care derivatele de
ordinul al doilea au valori considerabile, deci s-ar putea ca x,, sa fie deja in zona
minimului.

Derivata a doua a functiei in punctul x, poate fi aproximata printr-o formula
de diferente centrate, deoarece dispunem de valorile functiei in punctele diviziu-

nii echidistante [Xg, X,,Xg|, cu | X, = Xo | = | xg — %, | = | Vi |1
fo=2f+Ff
) = P2 2 e
Vi

Modulul derivatei a doua este deci proportional cu fo — 2f, + fg. Pentru a obtine
o valoare relativa, aceasta expresie se imparte la o marime de dimensiunea functiei
f, de exemplu la A f ..

In consecinta, directiile de cautare nu trebuie modificate daca

[fo —2fn + JE|
Afmax

are o valoare mare. (6.11)

Acestea sunt cele trei cazuri in care este mai bine ca directiile existente sa fie pastrate
si la iteratia urmatoare.

In practica, deoarece nu dispunem de un termen de comparatie pentru derivata a
doua (nu gtim ce inseamna “derivata a doua este mare”), formulele (6.10) si (6.1T1]) se
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combina intr-o singura formula (mai jos, K’ = 2):

[fo—2fn + [l

A fros 2(fo = fo — Afmax)® > (fo — fB)% (6.12)

Rezumand, de la o iteratie la alta directiile de cautare nu se modifica daca este
indeplinitd una din conditiile (6.9) sau (G.12)).

6.5 Viteza de convergenta

Se poate demonstra ca metoda Powell de baza (la care ajustarea directiilor se face
eliminand intotdeauna v, gi adaugand v,, ca ultima directie) aplicata unei functii patratice
de n variabile conduce la minim dupa n iteratii, deci in total dupd n(n + 1) minimizari
unidimensionale. Se spune ca metoda are ordinul de complexitate patratic, deoarece
numarul de minimizari necesare pentru a determina minimul este (pentru o clasa pre-
cizata de functii) de ordinul O(n?).

Observatie. In cazul functiilor de o singura variabila (n = 1), o functie patratica are
forma

f(z) = az® + bz + ¢,
iar in n dimensiuni are forma
f(x)=x"Ax +x'b +¢,
cu A o matrice de dimensiune n x n, x si b vectori n-dimensionali si ¢ o constanta reala.
Functiile ale caror curbe de nivel sunt reprezentate in figurile si sunt patratice.

Daca functia nu este patratica, vor fi in general necesare mult mai multe iteratii
pentru a ajunge, cu metoda Powell de baza, in zona minimului.

In metoda Powell modificata, schimbarea strategiei de ajustare a directiilor conduce
la pierderea ordinului de complexitate patratic al algoritmului (el nu va mai converge in
doar n iteratii nici pentru o functie patratica), in schimb acesta devine mai robust.

Exercitiul 6.9: o) Copiati de la adresa http://www.lmn.pub.ro/~gabriela arhiva
de fisiere Scilab pentru metoda Powell.

b) Descrieti continutul acestor figiere.

c¢) Ezecutali programul main_pow.sci. Programul minimizeaza o functie de mai multe
variabile prin metoda Powell imbunatatita si afiseaza solutia, valoarea functiei in solutie,
numarul de iteratii si timpul de calcul.
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De asemenea, programul reprezinta grafic evolutia solutiei, unind prin linii de doud
culori punctele succesive.

d) Ce semnificatie au cele doud culori?

Exercitiul 6.10: Modificati programul main_pow pentru a minimiza functia

(x cos® — ysinf)? N (zsinf + y cos f)?

f(z,y) = 1 100 :
pentru diverse valori ale parametrului 0: 0, ©/6, n/3, 7/2, 2x/3, 31 /4, 57 /6, .

a) Notati, pentru fiecare valoare a unghiului, numarul de iterafii efectuate §i timpul
total de calcul.

b) Pentru fiecare valoare a unghiului, determinafi timpul mediu consumat intr-o
iteratie. Se obtine aceeasi valoare pentru toate valorile ¢ Daca da, de ce?

c) Pentru valorile 0 din cadranul I explicati convergenta diferita a procedurii pentru
diverse unghiuri.

d) Explicali diferenta de viteza de convergentd intre unghiurile plasate in cadranul
intai gi simetricele lor fata de aza Oy (plasate in cadranul al doilea).

Ezxercitiul 6.11: Pentru functia definita la exercitiul 6100 cu 6 = 7/3, comparati

cele doua variante ale metodei Powell (simpla si respectiv cu tmbundtatiri).

Observatie. Metoda cunoscuta in literatura de specialitate sub numele de “metoda
Powell” este cea tmbunatatita.

Ezxercitiul 6.12: Pentru functia definita la exercitiul 610 cu 0 = 7/3, studiati
influenta urmatorilor parametri asupra convergentei i asupra timpului de calcul:

o Limitele domeniului de integrare in metoda sectiunii de aur (la gilb);

e FEroarea tmpusa in metoda sectiunii de aur;

Toleranta impusa functiei (ftol);

Eroarea impusa in metoda sectiunit de aur;

Estimatorul EPS al erorii relative de rotungire;

Initializarea xg.

Exercitiul 6.13:

a) Printr-o schimbare de variabild, transformati functia f definita la exercitiul 6110
intr-o functie h ale carei curbe de nivel sa fie cercuri.
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b) Ce legatura exista intre valoarea minima a functiei f si valoarea minimd a functiei
h? Dar intre punctele Xy $i Xy, in care cele doud functii isi ating minimul?

c¢) Verificati daca o functie de forma functiei h exista deja implementata in figsierul
functii.sci. Daca nu, scrieti codul pentru functia h.

Minimizati functia h obtinuta din f pentru 6 = w/3 si pornind din punctul P = (2,2)
(in sistemul initial de coordonate), cu ambele variante ale metodei Powell. Ce observati?

Nota. Transformati st coordonatele punctului initial in noul sistem de coordonate.

Exercitiul 6.14: a) Minimizafi functia “camila cu sase cocoase” pornind de la
urmdtoarele initializari: xo = (2, 2), (-2, 2), (-2, -2), (2, -2), (2, 1). Comentati rezultatele
obtinute.

Pentru aceeasi functie, folositi valoarea initiala xo = (1, 1) $i minimizati cu ambele
variante ale algoritmului Powell. Comentatu.

b) Comparati numarul de iteratii, timpul de calcul §i fiabilitatea (numdarul de “ra-
teuri”) cu cele de la metoda simplex (in cazul initializarilor utilizate pentru aceastd functie
si la exercitiul [A[7).

Comentati eficienta celor doua metode in cazul functiei camila.

c) Comentati fiabilitatea metodei Powell in cazul functiilor care prezintd si minime
locale pe langa cele globale.

Ezxercitiul 6.15: Minimizali functia “banana” prin algoritmul Powell.

a) Studiati influenta parametrilor la si Ib asupra vitezei de convergentd si asupra
timpului de calcul. Alegeti de exemplu (la, Ib) = (-1, 1) si (-1000, 1000).

b) Studiati influenta initializarii xo asupra convergentei. Alegeti xo = (2, 2), (0, 0),
(_27 2)7 (27 _2)7 (_27 _2)7 (37 3)

Pentru initializarile la care metoda imbunatatita nu converge, incercafi varianta simpla
a metodei Powell.

Justificati esecul minimizarii in cazul punctului initial (3,3).

Ezxercitiul 6.16: Minimizali functia de trei variabile

flz,y,2) =2 + 2%+ (2 — 1) + 1.

Observatia 1. Minimul este egal cu 1 si se obtine in punctul (0,0, 1).

Observatia 2. FEvolulia solutiei nu va fi afisata in cazul acestei functii, deoarece
functiile Scilab care fac afisari grafice pot fi apelate doar in douad dimensiuni.



Capitolul 7

Minimizari multidimensionale -
metode deterministe de ordinul unu.
Metoda gradientilor conjugati.

Metodele deterministe de ordinul unu determina minimul functiilor multidimensionale
unimodale fara restrictii folosind vectorul gradient. Aceste metode sunt cunoscute sub
numele de metode de tip gradient. Daca derivatele sunt continue si pot fi evaluate analitic,
metodele de tip gradient sunt mai eficiente dect metodele de cautare de ordinul zero, cum
ar fi metoda simplex, care folosesc numai evaluari ale functiei obiectiv. Metodele de tip
gradient sunt recomandate pentru functii cu derivate usor de calculat analitic. In aceast
capitol sunt prezentate: metoda celei mai rapide coborri ( “steepest descendent” cunoscuta
si sub numele de metoda gradientului) si metoda gradientilor conjugati.

7.1 Formularea problemei

Fie f : IR® — IR o functie reala de n variabile, cu derivatele de ordinul unu si doi
continue. Se cere sa se determine minimul functiei f, respectiv punctul x* € IR™ astfel
inct f(x*) < f(x), pentru orice x € IR™.

Daca x* este un minim local al functiei f, atunci derivatele lui f fata de variabilele
independente, evaluate in x* sunt nule. In consecinta, conditia necesara pentru ca x*

T
sa fie minim este ca vectorul gradient V f(x*) = [8%, e %} sa fie nul in x*.

Pentru o clasa larga de functii conditia suficienta ca x* sa fie minim este ca matricea

Hessian a derivatelor de ordin doi V2f = [ 82281; j] # 0 sa fie pozitiv definita in punctul

x* (conditie indeplinita cnd functia f este convexa).

61
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Ezercitiul 7.1: Se dau functiile: fi1(x,y) = 2*>+y?, folz,y) = 222+ 492, f3(z,y) =

2—1)2 5\2
22—y, falw,y) =2 —y, fo= ||+ |yl, f5 = CGL + W2 fi(a,y) = 2t +yt. Care

dintre problemele de minimizare corespunzatoare acestor functii sunt corect formulate?

7.2 Metoda celei mai rapide coborri (metoda gradi-

entului)

7.2.1 Principiul metodei

Aceasta metoda consta in generarea unui sir de directii care corespund celei mai mari rate
de schimbare a functiei f (directiei gradientului) si determinarea punctului de minim al
functiei pe aceste directii prin minimizari unidimensionale. Atunci cnd ea exista, limita
sirului de minime astfel obtinute este minimul functiei f.

Sa consideram o functie reala de doua variabile f(x,y). Dezvoltarea ei in serie Taylor

in jurul punctului (xg, o) este:

0 0
Flay) = o)+ G (0, 0) - (o = u) + 5 (o) (0 = o) +
0? 0?
+ % {a—é(xo7yo) (=) + 8x8fy (20, 90) - (x — 20)(y — yo)+
0? 0?
8x§y(x0’y0> (Y — yo) (@ — x0) + 6_£($0’y0> (y—wo)?*| +... (7.1)

e Aproximarea patratica (de ordinul doi) a functiei f

Daca notam:

¥ M
X = R Xp = )
Y Yo
Jo = f($o)>
g—i(xo)
g = g<X0): )
§—§<Xo)

%(Xo) %(Xo)
H, = H(Xo)z )

0?2 0?
6y<’§z (XO ) 8_y]; (XO)

unde go si Hyp sunt gradientul, respectiv Hessianul functiei f, evaluate in punctul xq,
atunci, neglijnd termenii de ordin superior, relatia (.I]) devine:

f(x) = fo(x) = fo+ (x —x0)Tgo + %(x —x0)THp(x — xg). (7.2)
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Observatie: Functia fo data de (T2) reprezinta aproximarea patratica (de ordin
doi) a functiei f in vecinatatea punctului x,. Ea are aceeasi semnificatie si pentru cazul
in care domeniul de definitie al functiei este n—dimensional, g, fiind gradientul functiei
initiale f evaluat in xy, Hy fiind matricea Hessian evaluata in x,.

Folosind aproximarea (.2)), gradientul functiei f are expresia:

Vi)~ Vfy(x)=go+ Hy(x —xp). (7.3)

Ezxercitiul 7.2: Verificati relatia (7.3) pentru o functie de doud variabile. Indicatie:

folosind relatia (7.1]) calculati %(m, Y) §i g—i(x, Y).

Daca notam x = xg + Ax, aproximarea patratica f, data de relatia (7.2]) se scrie:
1
fa(x0 + AX) = fo + AxTgy + §AXTHOAX, (7.4)
iar relatia (Z3) se transforma in:

Vfg (Xo + AX) = £0 + HoAX. (75)

Daca functia f este minima atunci gradientul ei este nul. Utiliznd in locul functiei f
aproximarea sa patratica fo, minimul se obtine cu aproximatie, atunci cnd

Deci, minimul aproximarii patratice f, a functiei f este xo + Ax, unde Ax = —H' go
este solutia sistemului liniar Hy Ax = —gj.

Metoda iterativa bazata pe girul:
Xpy1 — xp = —H ' g, (7.7)

este cunoscuti sub numele de metoda Newton. In relatia (7.7)) x reprezinta solutia la
pasul k, Hy = H(x}) reprezintd matricea Hessian evaluata in xy, iar g = g(xj) este
gradientul functiei f, evaluat in x;. Metoda este dezavantajoasa deoarece presupune pe
de o parte calculul matricei Hessian (deci derivate de ordinul doi) la fiecare iteratie iar pe
de alta parte rezolvarea unui sistem liniar de n ecuatii cu n necunoscute.

e Aproximarea liniara (de ordinul unu) a functiei f

Daca neglijam si termenii de ordinul doi in relatia (7.2), rezulta:

F(x) = fi(x) = fo+ (x—x%0) g0 (7.8)

sau

fl (XO —+ AX) = fo + AXTgQ, (79)
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astfel, variatia functiei f intre x si x¢ se poate aproxima cu:
f(x) = f(x0) = fi(x) — f(x0) = Ax'go. (7.10)

In consecinta, intr-o aproximatie de ordinul unu, o deplasare Ax a punctului curent
conduce la o variatie a functiei obiectiv:

Afi = Ax'gy = |Ax] |go| cos b, (7.11)

unde 6 este unghiul dintre vectorii Ax si gg.

Pentru ca metoda de determinare a minimului sa fie ¢t mai rapid convergenta, se
doreste o scadere ct mai mare a functiei obiectiv care se obtine (la valori constante ale
Ax|) pentru cosf = —1 <= 6 = m, deci, cnd vectorul Ax are directia

modulelor |go| si

vectorului gradient, si sens opus acestuia:
Ax = —ag = av, (7.12)

cu a un scalar pozitiv. Vectorul v = —g reprezinta directia de cautare, sensul sau fiind
opus, in orice punct x, sensului gradientului g(x) in acel punct.

Metoda gradientului este o metoda iterativa, bazata pe relatia (T12]). Pornind de la
o initializare x(, metoda construieste un gir de solutii x:

Xk+1 = Xk + AXk = X + ALV, (713)

unde
Vi = —8r — —g(Xk>. (714)

Valoarea optima a coeficientului oy se alege astfel inct ea sa asigure minimizarea
functiei de variabila a: t(«) = f(xx + avy) pe directia v, = —gy. Aceasta valoare optima
se determina prin cautare liniara (minimizare cu un singur parametru) pe directia de
cautare vy,.

Observatii:

1) Daca minimizarea liniara este exacta, atunci directiile consecutive din metoda
gradientului sunt perpendiculare, deoarece minimizarea liniara conduce la un punct in
care derivata functiei dupa directia dupa care a avut loc minimizarea este zero. In
consecinta gradientul in punctul nou obtinut este perpendicular pe directia dupa care
a avut loc minizarea, iar minimizarea urmatoare are loc tocmai dupa directia acestui
gradient. Putem scrie deci ca

it 1V = Vi 81 = 0. (7.15)
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2) Cautarea liniara care conduce la valoarea optima oy, a parametrului « s-ar putea
elimina daca se cunoaste Hessianul H si se presupune functia f aproximata prin aprox-
imarea ei de ordinul doi f;. Prin egalarea cu zero a derivatei in raport cu a a functiei
to(a) = fa(xk + avy), cu fo(x) data de relatia (C4) si vy = —gg, se obtine:

T T
V.8 B8k (7.16)

/
a = — = .
g giHg, glHg:

Ezxercitiul 7.3: Demonstrafi relatia (7.10]).

Figura [Tl prezinta variatia cu « a functiei f i a aproximarilor sale pe directia vy.
Se constata ca folosind aproximarea de ordinul doi, valoarea «}, obtinuta cu relatia (Z.16))
nu este cea optima, a4, valoare care se poate obtine doar prin cautare liniara.

0 o), O a

Figura 7.1: Functia f si aproximarile sale pe directia vy.

3) Conditia de oprire poate fi implementata in mai multe feluri. Algoritmul se poate
termina atunci cnd: valoarea functiei nu s-a schimbat prea mult la ultimele doua iteratii,
pozitia punctului curent nu s-a modificat semnificativ, sau gradientul functiei s-a apropiat

suficient de mult de zero:

e conditia de oprire pentru valoarea functiei de minimizat:

| for1 — fxl
L/2(| fesa] + | fx| + EPS)

In relatia (ZI7)), parametrul EPS reprezinta un estimator al erorii relative de ro-
tunjire a maginii (zeroul masinii), introdus in formula pentru a evita impartirea la

< ftol. (7.17)

Zero.

e conditia de oprire pentru valoarea pasului:

|Xk+1 - Xk|

< xtol. (7.18)
X1 — Xo
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e conditia de oprire pentru gradient:

lgrt1| < gtol. (7.19)

7.2.2 Algoritmul metodei

Considerentele teoretice din paragraful anterior conduc la urmatorul algoritm general
pentru metoda gradientului:

1. Alege xg
k=0
Calculeaza gy = V f(x)
2. repeta
2.1. Vi = — 8k

2.2. Minimizeaza t(a) = f(xy + avy) in raport cu a = oy,
2.3. Pr = Vg
2.4 Xpi1 = X+ Pr
2.5. Calculeazd g1 = V f(xk41)
26k=k+1
pana cand este indeplinita conditia de oprire

In implementarea acestui algoritm, pentru a evita irosirea memoriei, variabilele nu
vor fi indexate cu contorul de iteratii k, k + 1.

Exercitiul 7.4: o) Copiati de la adresa http://www.lmn.pub.ro/~gabriela arhiva
de fisiere corespunzatoare acestei teme.

b) Descrieti continutul acestor figiere.

c) Executali programul main_gradienti.sci. Programul minimizeazd o functie prin
metoda gradientului si afiseaza solutia, valoarea functiei in solutie, numarul de iteratii si
timpul de calcul. Programul reprezinta grafic evolutia solutiei, unind prin linii punctele
succesive. Care este expresia funcliei minimizata de program? Cum este implementatd
conditia de oprire?



7.2. Metoda celei mai rapide coborri (metoda gradientului) 67

7.2.3 Efort de calcul

Chiar si pentru o functie pétratic aceasta metoda este ineficienta din punct de vedere
al efortului de calcul, fiind necesar un numar de pasgi mult mai mare dect numarul de
variabile ale functiei. In figura 7.2 sunt desenate curbele de nivel (izovalori sau echivalori)
ale unei functii de doua variabile (n = 2) si este reprezentata traiectoria iteratiilor in
procesul de determinare al minimului.

Figura 7.2: Evolutia solutiei in metoda gra- Figura 7.3: Evolutia solutiei in metoda
dientului. gradientilor conjugati.

Exercitiul 7.5: Fie functia patratica

(rcos® —ysind)? (zsinb + ycosh)?
Flay) = LCoOysinOF | (rsind 4 ycosO), (7.20)

a) Ce reprezinta graficul functiei? Considerali cazurile A= B si A # B.
b) Ce reprezinta izovalorile functiei? Considerati cazurile A= B si A # B.
c) Cum afecteaza graficul si izovalorile functiei modificarea parametrilor A si B?

d) Cum afecteaza graficul si izovalorile functiei modificarea parametrului 67

1O functie patraticad in n dimensiuni are forma f(x) = %XTAX + bTx + ¢, unde A este o matrice
patrata de dimensiune n, b este un vector coloana de dimensiune n iar ¢ este o constanta reala. Termenul
3xT Ax genereaza produse de gradul doi de tipul (a;; + aj;)z;2;, iar termenul b”x genereza termeni de
gradul unu byx. Fard a micsora generalitatea se poate presupune ca matricea A este simetrica.
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e) Calculati gradientul si matricea Hessian pentru functia f. Identificati in program
functiile care calculeaza gradientul si Hessianul acestei functii.

f) Pentru A = 1 gi B = 3 notali numdrul de iteratii efectuate si timpul de calcul
pentru urmatoarele valori ale parametrului 0: 0, w/6, /4, n/3, 7/2, 2w /3, 3w /4, 57 /6,
. Comentati rezultatele.

g) Rulali programul pentru A = B = 1. Observati cate iterafii sunt necesare i
explicati rezultatul. Ce influenta are parametrul 0 asupra procesului de minimizare?

h) Cum se face minimizarea liniara?

i) Studiati influenta urmatorilor parametri asupra efortului de calcul, in cazul A =1,

B=3,0=mn/3:

e Toleranta impusd functiei (in relatia (7.17)). Alegeti ftol = 1071°, 1071°, 107°,
1073, 1071;

o Estimatorul EPS al erorii relative (in relatia (7.17)). Alegeti: EPS = zeroul maginii,
10719, 105, 102,101, 0

o [nitializarea xo. Alegetixog = (2, 2), (2, -2), (-2, 2), (-2, -2), (1, 1), (1, -1), (-1, 1),
(’17 'Z)'

Exercitiul 7.6: Dupa cum ati observat, calculul minimului dupa o directie se face
exact in cazul exercifiului 713 . Programul main_grad.sci minimizeaza de asemenea
functia de la exercitiul 713 folosind pentru minimizarea liniara metoda sectiunii de aur

prezentata la tema[2.

a) Comparati parametrii functiei ce implementeaza metoda sectiunii de aur cu cei ai
aceleasi functii prezentate la temal[2. Comentati diferentele.

b) Pentru 0 = w/3, A =1, B = 3, studiafi influenta parametrilor metodei sectiunii
de aur asupra efortului de calcul al intreqului proces:

e Limitele domeniului initial in metoda sectiunii de aur (la gi 1b). Pentru eps_aur
= 10717 fizat, alegeti urmdtoarele perechi (la,lb): (-1, 1), (-1000, 1000);
e [Eroarea impusd in metoda sectiunii de aur. Pentru (la, 1b) = (-1000, 1000), alegeti

eps_aur = zeroul masinii, 10717, 107¢, 1073, 107!, 1.6;

c) De ce directiile succesive de cautare nu sunt intotdeauna perpendiculare?

Ezxercitiul 7.7: a) Modificati programul main_grad.sci astfel incat sa se mini-
mizeze functia lui Rosenbrock (“banana”). Functia este descrisd la tema (3.
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b) Studiati influenta parametrilor metodei gradientului si metodei sectiunii de aur in
cazul acestei functii. Comparati rezultatele cu cele obtinute in cazul aceluiasi studiu facut

pentru functia (7.20).

7.3 Metoda gradientilor conjugati

7.3.1 Principiul metodei

Metoda gradientilor conjugati este tot o metoda iterativa de cautare unidimensionala
bazata pe relatia (ZI3)). La aceasta metoda insa, directia de cautare depinde att de
directia gradientului, ct si de directia de cautare anterioara:

Vii1 = —8ra1 + Beve, k>0, (721)

(comparati cu (Z14)), iar

Vo = —8o-

Exercitiul 7.8: Prin ce difera primul pas al metodei gradientilor conjugati de

primul pas al metodei gradientului?

Metoda se numeste astfel deoarece directiile v, sunt alese astfel incat sa fie conjugate
(mai exact H-conjugate sau H-ortogonale):

viaHpv; =0, (V) j <k (7.22)

Conditia ((7.22)) scrisa pentru cazul particular j = k permite determinarea coeficien-
tului G:
VkT_HHka =0 < (—ggﬂ + ﬁk Vg) Hka =0 =

T
8 Hivi
VngVk ’

B (7.23)

relatie care ar necesita cunoasterea Hessianului in x;.

Folosind aproximatia de ordinul doi pentru functia f si gradientul acesteia, relatia
([T3) scrisa in x = X1 §1 Xg = X, devine:

8(Xxk+1) — 8(xk) = 8rt1 — 8 ~ Hy Axy, (7.24)
si cu folosirea relatiei iterative:

Xk+1 — Xk = AXk = Qg Vi, (725)
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coeficientul 3 poate fi determinat astfel:

ghy1(8he1 — i)
VE(ng — gk)
ggﬂ(gkﬂ — gk)
(—gk + Br-1Ve-1)T(8rs1 — 1)

B

Ezercitiul 7.9: In ce caz relatia (7-24) este exacta?

Deoarece, dupa cum se poate arata, sirul x; este astfel construit inct gradientul in
Xy i directia vy satisfac in plus relatiile de ortogonalitate:

gg—l—lg]’ = 07 Vg—&—lg]’ = 07 ] S kv (726>
coeficientul 3 devine:
o gg+1(gk+l — 8 - gg.Hgk-&-l
B = T === (7.27)
gL 8k g 8k

Oricare din cele doua formule din relatia (.27) se pot folosi. Fiecare din ele este
cunoscuta sub un nume celebru, si anume:

T
B = B i18k+1 — formula Fletcher-Reeves (7.28)
g1 8k
e \T
B, = (81 Tgk) k1 — formula Polak-Ribiere. (7.29)
8. 8k

Observatii:

1) Desi relatiile (Z.28)) si (Z.29) sunt echivalente in aritmetica exactd deoarece g} ;g =
0, totusi, in rezolvarea cu ajutorul calculatorului, datorita erorilor de calcul este posibil
ca directiile gy sa nu fie ortogonale, de aceea formula Polak-Ribiere ((7.29) este de preferat
in implementarea numerica, ea compensnd eventualele mici “defecte de ortogonalitate”.

2) Aceasta metoda se incadreaza in clasa, mai larga, a metodelor de cautare in care
directia la pasul curent depinde att de directia gradientului in punctul curent, ct si de
toate directiile de cautare anterioare:

k
Vil = —8re1 + Y Ciunavy, k=0, n—1, (7.30)
=0
(comparati cu (T21))).
Conditiile de ortogonalitate (Z.26]) fac ca, in relatia (.30)), singurul coeficient nenul

Cj k41 sa fie acela pentru j = k, Cy 41 = B

Ezercitiul 7.10: Determinati expresia coeficientului Cj i1 din (7.30). Verificati
ca, daca sunt indeplinite conditiile de ortogonalitate (7.20)), singurul coeficient nenul este

Chit1-
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7.3.2 Algoritmul metodei

Algoritmul iterativ al metodei gradientilor conjugati in varianta Polak-Ribiere este prezen-
tat in urmatorul pseudocod, in care s-au pastrat indicii (0, k, k + 1) pentru facilitarea
intelegerii:

1. Alege xg
k=0
Calculeaza gy
B=0
2. repeta
2.1 v = —gr + Bvi
2.2. Minimizeaza t(a) = f(x) + avy) in raport cu o =
2.3. Px — OV
2.4, Xk+1 = Xk + Pk
2.5. Calculeaza gy
2.6 3= (gre1 — &) * e/ (8h * &r);
27. k=k+1
pana cand este indeplinita conditia de oprire

Ezxercitiul 7.11: a) Copiati de la adresa http://www.lmn.pub.ro/~qgabriela arhiva

de fisiere corespunzatoare metodei gradientilor conjugatu.

b) Descrieti continutul acestor figsiere. Ce diferente de implementare exista intre pro-
gramul main_gradienti_cj.sci si programul main_gradienti.sci corepunzator metodei
gradientului?

¢) Ezecutati programul main_gradienti.sci, care minimizeaza functia data de relatia
(7-20) prin metoda gradientilor conjugali si afiseazd solufia, valoarea functiei in solutie,
numarul de iteratic si timpul de calcul. De asemenea, programul reprezinta grafic evolutia
solutiei, unind prin linii punctele succesive. Cum se realizeaza minimizarea liniarda?

7.3.3 Efort de calcul

Folosind metoda gradientilor conjugati, pentru o functie patratica de n variabile se demon-
streaza ca minimul se obtine dupa n pasi (intr-o aritmetica exacta). De aceea se spune ca
metoda gradientilor conjugati este o metoda semiiterativa. Figura [[.3 prezinta evolutia
solutiei In metoda gradientilor conjugati pentru aceeasi functie si aceeasi initializare ca
pentru metoda gradientului reprezentata in figura [.2

Metoda gradientilor conjugati este in general mai rapid convergenta dect metoda
gradientului pentru functii multidimensionale mai complexe (functii neparabolice).
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Ezxercitiul 7.12: a) Modificali programul main_gradienti_cj.sci pentru a mini-
miza functia definita la exercitiulld, cu A =1, B = 3, pentru diverse valori ale parametru-
i 6: 0, /6, 7/3, 7/2, 2r/3, 3w /4, 57 /6, w. Notati, pentru fiecare valoare a unghiului,
numarul de iteratit efectuate si timpul de calcul. Comentali rezultatul.

b) Studiati influenta parametrilor ftol i EPS precum si influenta punctului initial,
asa cum afi facut la metoda gradientului, la exercifiul 713 , punctul i.

Ezxercitiul 7.13: Programul main_grad_cj.sci minimizeaza de asemenea functia

(7-20) dar foloseste pentru minimizarea liniara metoda sectiunii de aur. Studiali influenta
parametrilor metodei sectiunii de aur asupra efortului de calcul al intreqului proces asa
cum afi facut la exercitiul 716 , punctul b.

Exercitiul 7.14: Modificati programul main_grad_cj.sci astfel incat sa se min-

imizeze functia lut Rosenbrock prin metoda gradientilor conjugati. Studiafi influenta
parametrilor metodei gradientilor conjugali si metodei sectiunii de aur in cazul acestei
functii. Comparati rezultatele cu cele obtinute in cazul aceluiasi studiu facut pentru functia
(7-20). Comparati rezultatele cu cele obtinute la metoda gradientului.

Exercitiul 7.15: Scrieti un program care sa minimizeze functia de n variabile

Fx)=> (2 — i) (7.31)

=1

prin metoda gradientului s metoda gradientilor conjugati. Programul va permite intro-
ducerea de la tastatura a lui n si alegerea metodei de calcul. Studiali experimental cum
depinde efortul de calcul de dimensiunea problemei

7.4 Aspecte legate de convergenta

Pentru o functie cu derivate continue, metoda gradientului converge catre un punct
stationar, strategia fiind bazata pe aproximarea in serie Taylor de ordinul unu a functiei de
minimzat. Metoda gradientului este deci foarte inceata in apropierea minimului deoarece
directiile succesive de cautare sunt ortogonale (vezi figura [7.2]).

O metoda care converge ca metoda gradientului se spune ca are o convergenta
liniara. Aceasta inseamna ca ||Xx41 — Xminl|/||Xt — Xmin|| converge catre o constanta
pozitiva 4 mai mica decat 1, numita rata de convergenta. In cazul metodei gradientului,
rata de convergenta depinde de matricea Hessian H,,;, in punctul de minim. Pentru o
functie cu derivate partiale de ordinul doi continue, H,,;, trebuie sa fie pozitiv definita,
adica valorile sale proprii trebuie sa fie numere reale pozitive. Daca M si m sunt cea mai
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mare si, respectiv, cea mai mica valoare proprie, se poate arata ca rata de convergenta

= () - (59) "

unde r = M/m este raportul dintre cea mai mare gi cea mai mica valoare proprie a

este data de formula

matricei Hessian in punctul de minim, numar care se numeste si numar de conditionare
al matricei.

Convergenta liniara este numita uneori si convergenta geometrica deoarece se
poate arata ca pentru &’ suficient de mare este adevarata relatia

1k — Xanin [l 2 5 [|%% — Xemin | (7.33)
Observatii:
1. Daca r tinde catre 1, atunci § tinde catre 0. Un algoritm care are proprietatea ca

||X k41— Xmin || /|| Xk —Xmin || tinde catre 0 se spune ca are convergenta superliniara.

2. Cu cat matricea H,,;, este mai prost conditionata, adica cu cat r este mai mare
decat 1, cu atat metoda gradientului converge mai greu. Aceasta este fundamentarea
teoretica a faptului ca se practica scalarea variabilelor astfel incat derivatele functiei
f sa aiba aceleasi ordine de marime.

3. Daca ||Xps1 — Xmin|l/||Xr — Xmin||* converge citre o constant se spune ca algoritmul
are o convergenta patratica (sau de ordinul doi). In general se spune ca un algoritm
are ordinul de convergenta p daca ||Xx11 — Xminl|/||Xk — Xmin||P converge catre o
constanta. Cazul p > 2 este rareori intalnit.

Pe scurt:

e Metoda gradientului are convergenta liniara;
e Metoda gradientilor conjugati are convergenta superliniara dupa n pasi;

e Metoda Newton are convergenta patratica.

Exercitiul 7.16: Comparati experimental cele doua metode studiate in aceasta lu-

crare (metoda gradientului $i metoda gradientilor conjugati) din punctul de vedere al vitezei
de convergenta. Indicatii: notati valorile ||Xgi1 — Xpin||/||Xk — Xmin||, calculati matricea
Hessian in punctul de minim, valorile ei proprii (folositi comanda Scilab spec) si rata de
convergenta, etc.
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Capitolul 8

Minimizari multidimensionale -
metode deterministe de ordinul unu.
Metode quasi-Newton.

Din clasa metodelor deterministe de ordinul unu fac parte si metodele numite quasi-
Newton. Ele sunt numite astfel deoarece incearca sa simuleze iteratii de tip Newton-
Raphson, plasandu-se cumva intre metoda gradientului si metoda Newton. Metoda New-
ton necesita evaluarea inversei matricei Hessian, lucru care este foarte costisitor din punct
de vedere numeric. Ca urmare, a aparut ideea de a lucra cu o aproximare a inversei matri-
cei Hessian calculata cu ajutorul vectorului gradient evaluat in iteratiile precedente, idee
care sta la baza metodelor quasi-Newton. Variantele metodelor de tip quasi-Newton difera
prin felul in care se face aceasta aproximare. Aproximarile pot fi din cele mai simple, in
care matricea aproximativa ramane constanta pe parcursul iteratiilor, pana la cele mai
avansate, in care se construiesc aproximatii din ce in ce mai bune ale inversei matricei
Hessian, pe baza informatiilor adunate in timpul procesului de coborare. Aceasta din
urma abordare corespunde metodelor din clasa algoritmilor de metrica variabila.

Prima gi una din cele mai importante scheme de constructie a inversei matricei
Hessian a fost propusa de Davidon (1959). Metoda a fost mai tarziu modificata si
imbunatatita de Fletcher si Powell (1964), algoritmul propus de ei fiind cunoscut sub
numele de algoritmul Davidon-Fletcher-Powell (DFP). O alta varianta este cunoscuta
sub numele Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS). Algoritmii DFP si BFGS
difera numai in detalii legate de eroarea de rotunjire, tolerantele de convergenta si alte
aspecte de acest tip. Totusi, a devenit in general recunoscut ca, empiric, schema BFGS
este superioara din punctul de vedere al acestor detalii. Acest capitol prezinta acesti doi
algoritmi. Toate notatiile care intervin precum si formularea problemei sunt aceleasi ca
cele din capitolul [7.

75
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8.1 Metoda Newton modificata

Conform relatiei (7.7) metoda Newton se bazeaza pe girul de iteratii xj41 —x; = —H} 'gx.
In continuare vom studia un proces iterativ care urmaresgte minimizarea functiei f(x) si
este generat de relatia

Xk1 = X — QxSk8k, (8.1)
unde x;, este un vector coloana de dimensiune n care reprezinta solutia numerica la iteratia
k, g este un vector coloana de dimensiune n care reprezinta gradientul functiei f evaluat
in punctul x;, Sy este o matrice simetrica de dimensiune n X n si oy este un numar real
pozitiv ales astfel incat t(«) = f(xp41) sa fie minimdl. Daci Sy este inversa matricei
Hessian a lui f atunci relatia (8.]) este, conform relatiei (T.7]), cea corespunzatoare metodei
Newton. Daca Sy = I atunci relatia (8.1]) este cea corespunzatoare metodei celei mai

rapide coboréari (vezi si relatiile (Z13) si (Z.14])).

Strategia consta in a alege pentru S, o aproximatie a inversei matricei Hessian.
Aceasta strategie ar putea fi mai buna decat cea din metoda Newton in care se foloseste
inversa exacta a matricei Hessian. Pentru a putea intelege aceasta afirmatie, sa consideram
directiile v care trec prin x;. Pentru ca v sa fie o directie de-a lungul careia functia f
sa descreasca trebuie ca vIg, < 0. De aceea, pentru ca directia data de xj,.; — X; sa
fie o directie de-a lungul careia functia f sa descreasca trebuie ca (x5 — Xix)Tgr < 0.
In cazul metodei Newton, aceastd conditie este echivalentd cu —(xp; 1 — xx)T Hy(Xpp1 —
x;) < 0, adica matricea Hy trebuie sa fie pozitiv definitd. Facand pasul Newton, cu
matricea Hessian exacta, nu exista garantia ca matricea Hessian este pozitiv definita,
cum se Intampla cand suntem departe de minim. Am putea ajunge astfel intr-un punct
in care functia creste ca valoare. Pe de alta parte, executia unui pas Newton chiar cu
o matrice pozitiv definita s-ar putea sa nu conduca la o descrestere a functiei pentru
ca aproximatia de ordinul doi s-ar putea sa nu fie valida la departare de minim (vezi

paragraful [.2.T]).

Ezxercitiul 8.1: Cum trebuie sa fie matricea Hy in cazul problemelor de mazimizare

pentru ca, dupa directia X1 — Xg, functia [ sa creasca?

Facand un rationament similar in cazul metodei Newton modificate, rezulta ca ma-
tricea Sy trebuie sa fie pozitiv definita pentru a asigura ca procesul dat de relatia (8.1])
sa fie intotdeauna unul coborator.

Exercitiul 8.2: Demonstrati aceasta afirmatie.

De aceea, in cele ce urmeaza vom impune intotdeauna ca Sj sa fie o matrice pozitiv
definita. In acest fel se garanteaza ca, chiar si departe de minim, ne migcam intotdeauna

L Algoritmul dat de relatia (8] este cunoscut si sub numele de metoda gradientilor deviati, deoarece
vectorul directie se obtine printr-o transformare liniard a gradientului (prin inmultirea lui cu matricea
Sk.
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intr-o directie in care functia descreste. In apropierea minimului, formula aproximativa
se aproprie de formula exacta si vom obtine convergenta patratica a metodei Newton.

Metodele quasi-Newton se deosebesc intre ele prin modul de alegere a aproximarii
matricei Sy. In metoda Newton modificaté clasici matricea Hessian in punctul initial
Xq este folosita pe tot parcursul procesului iterativ. Succesul acestei metode depinde de
cat de mult variaza matricea Hessian, deci depinde de ordinul de marime al derivatelor
de ordinul trei ale functiei f.

Printre cele mai de succes metode quasi-Newton sunt cele care fac parte din clasa
algoritmilor numiti de metrica variabila. Trasatura comuna a acestora este aceea ca
estimarea inversei matricei Hessian este calculata in permanenta folosind informatiile
care se refera la modificarile vectorului gradient, informatii adunate in timpul procesului
iterativ. Aceste metode vor fi descrise in cele ce urmeaza.

8.2 Constructia inversei matricei Hessian. Corectia
de rangul unu.

In acest paragraf vom arata cum se poate construi inversa matricei Hessian din informatiile
legate de gradient in diferite puncte. Ideal este ca aproximarea S, sa convearga catre
inversa matricei Hessian in punctul solutie si metoda sa se comporte global ca metoda
Newton.

Consideram doua puncte consecutive Xj §i Xgi1 Sl notam cu g si g1 vectorii gra-
dient in aceste puncte. Folosind aproximarea de ordinul doi a functiei f in vecinatatea
punctului x; se obtine, conform relatiei (7.3,

gr1 ~ g + Hp (X1 — X)), (8.2)
Pentru a simplifica scrierea relatiilor in justificarile ce urmeaza, vom nota:

Py = Xpy1 — Xg, (8.3)

qr = 8k+1 — k-

Daca matricea Hessian este o matrice constanta Hy = H (lucru adevarat in cazul in
care functia f este patraticd), atunci relatia (82) devine

qx = Hpy, (8.5)

relatie care arata faptul ca evaluarea gradientului in doua puncte da informatii despre
matricea Hessian H. Daca se considera n directii liniar independente pg, p1, - -+, Pn_1 Si
daca vectorii corespunzatori q; sunt cunoscuti, atunci H este determinata in mod unic.
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Este natural sa incercam sa construim aproximatii succesive S, ale inversei matricei
Hessian bazate pe datele obtinute din primii & pasi ai procesului de coborare astfel incat,
daca H ar fi constanta, aproximatia sa satisfacta relatia (8.3]), adica:

Skr1di =pi, 0< i<k (8.6)
Dupa n pasi liniari independenti se obtine S,, = H™%.

Pentru orice £ < n, problema construirii unei aproximari potrivite Sy a inversei
matricei Hessian admite o infinitate de solutii deoarece sunt mai multe grade de libertate
decat restrictii. De aceea, o metoda anume foloseste si alte consideratii.

Vom descrie acum una din cele mai simple scheme care a fost propusa, numita
corectia de rangul unu.

Deoarece H si H™! sunt simetrice, este natural sa se construiascd o aproximatie S;, a
lui H™! care este de asemenea simetrica. Vom investiga posibilitatea definirii unei scheme
recursive de forma:

Sk+1 = Sk + Zkzg, (87)

care pastreaza simetria. Vectorul coloana z; defineste o matrice care are rangul cel mult
unu si care corecteaza aproximarea inversei matricei Hessian. Le vom alege astfel incat
relatia (8.0]) sa fie satisfacuta. Luand ¢ egal cu k in relatia (8.6 si folosind relatia (81)
se obtine:

Pr = Sk1dr = SkQk + ZrZi Qi (8.8)

de unde rezulta ca:
Pr— SkQr = ZrZiq, (8.9)
(pr—Skar)” = azizi, (8.10)

si iInmultind aceste doua relatii rezulta ca:

- S - S T
zsz _ (Pk ka)(Pk k%) . (8.11)

(zf qr)?

Pe de alta parte, inmultind la stanga relatia (89) cu qf (aceasta corespunde produsului
scalar al celor doi Vectoriﬁ), rezulta ca:

ai (Px — Skax) = (ziax). (8.12)

Folosind relatiile (R12) si (8I1), rezulta ca relatia (8.7) devine:
(P — Skax) (Pr — Skar)”
ay, (P — Skax)

Sii1 =Sk + (8.13)

2 Atentie: vectorii sunt considerati vectori coloani. Fie a si b doi vectori coloana de dimensiune n.
Atunci a’b este un numir real iar ab” este o matrice pitrati de dimensiune n x n. Uneori se mai
foloseste notatia a’b = a - b (produs scalar) si ab” = a® b (produs diadic).
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Am determinat deci corectia astfel incat relatia (86]) sa fie satisfacuta pentru i = k.
Se poate demonstra prin inductie matematica faptul ca, in cazul in care matricea Hessian
este constanta (deci pentru o functie patratica), relatia (8.0]) este satisfacuta de asemenea
pentru ¢ < k. Aceasta implica faptul ca relatia recursiva (813]) face ca Sy sa convearga
catre H™! dupa cel mult n pasi.

Pentru a incorpora aproximarea inversei matricei Hessian intr-o procedura de co-
borare care in acelagi timp o imbunatateste se procedeaza astfel: se calculeaza directia
Vi = —Skgsk, se minimizeaza apoi functia t(a) = f(x; + avy) In raport cu o > 0. Aceasta
va determina urmatorul punct x,,.; = X, + agvg. Se calculeaza apoi prp = Vg, ki1,
qk- In cele din urms Sk+1 se calculeaza cu formula (8I3). Algoritmul are urmatorul
pseudocod, in care indexarea cu k si k + 1 a fost pastrata pentru a facilita intelegerea.

1. Alege Sy simetrica si pozitiv definita
Alege x
k=0
Calculeaza gy = V f(xo)
2. repeta
2.1. Vi = —Skgk
2.2. Minimizeaza t(a) = f(x) + avy) in raport cu a > 0 = oy,
2.3. Px = OV
2.4, Xpy1 = Xi + Pr
2.5. Calculeazad gi 1 = V f(xx)
2.6. qr = 8ry1 — Ak
2.7. Sk41 =Sk + (Pr — Skar) (Pr — Skar)”/(af (Pr — Skax))
28k=k+1
pana cand este indeplinita conditia de oprire

Exista unele dificultati legate de aceasta procedura de rangul unu. In primul rand
Si11 calculatd cu formula (8I3) raméane pozitiv definitd numai daci q} (py — Skqx) > 0,
conditie care nu poate fi garantata. De asemenea, chiar daca aceasta marime este pozitiva,
in cazul in care ea este mica apar dificultati numerice. Astfel, desi metoda de rangul unu
este un excelent exemplu simplu de folosire a informatiei obtinute in timpul procesului de
minimizare pentru a calcula aproximativ inversa matricei Hessian, metoda are anumite
limitari si dezavantaje.

8.3 Metoda Davidon-Fletcher-Powell

Prima si cu siguranta una din cele mai bune scheme de constructie a inversei matricei
Hessian a fost propusa de Davidon si imbunatatita ulterior de Fletcher si Powell. Ea
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are o proprietate uimitoare si anume ca pentru o functie obiectiv patratica genereaza
simultan directiile din metoda gradientilor conjugati si construieste inversa matricei Hes-
sian. La fiecare pas aproximatia inversei matricei Hessian este corectata prin intermediul
a doua matrice simetrice de rangul unu, si de aceea aceasta schema este adesea numita
procedura de corectie de rangul doi. Acestei metode i se spune metoda metri-
cei variabile, nume sugerat initial de Davidon. Formula nou propusa pentru calculul
aproximarii inversei matricei Hessian este

T Squql’S
Ski1 = Sy + DePk SR DE (8.14)

plar  d}Siay

Algoritmul metodei are urmatoruli pseudocod:

1. Alege Sq simetrica si pozitiv definita
Alege x
k=0
Calculeaza gy = V f(xo)
2. repeta
2.1. Vi = —Skgk
2.2. Minimizeaza t(a) = f(x) + avy) in raport cu @ > 0 = oy,
2.3. Pr = Vg
24, Xk =X+ Pk
2.5. Calculeazd gi+1 = V f(Xk41)
2.6. qk = Gk+1 — Ak
2.7. Sp1 = Sk + pepP} /(Prak) — Skaray Sk/(aj Skax)
28k=k+1
pana cand este indeplinita conditia de oprire

Se poate demonstra ca, daca S este pozitiv definita, atunci Si,; este si ea pozitiv
definita. Este interesant ca aceasta afirmatie este adevarata chiar daca aj nu este un
punct de minim pentru functia ().

Se poate demonstra de asemenea ca, daca f este o functie patratica, avand deci o ma-
trice Hessian constanta H, atunci metoda Davidon-Fletcher-Powell genereaza directii py
care sunt H-ortogonale, iar dupa n pasi S, = H™1. In acest caz, metoda face minimizari
liniare succesive de-a lungul unor directii conjugate. Mai mult, daca aproximarea initiala
Sy este luata matricea unitate, atunci metoda devine metoda gradientilor conjugati iar
solutia se obtine dupa n pasi.
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8.4 Clasa de metode Broyden

Formula pentru calculul matricei Siy; in cele doua paragrafe anterioare se bazeaza pe
relatia
Spr1di =pi, 0<1 <k, (8.15)

care a fost dedusa din
q=Hp;,, 0<i<k, (8.16)

relatie care este adevarata daca functia f este patratica. O alta idee este de a folosi
aproximatii chiar ale matricei Hessian si nu ale inversei ei. Astfel, notand aproximatiile
lui H cu Tj, vom cauta in mod analog sa avem satisfacute relatiile:

4 = Trpi;, 0<i<k. (8.17)

Relatia (8I7) are aceeasi forma ca si relatia (8I5]), numai ca locul lui g; este luat de p;
iar in loc de S apare T. Aceasta implica faptul ca orice formula pentru S dedusa astfel
incat relatia (8.10]) sa fie satisfacuta poate fi transformata intr-o formula corespunzatoare
pentru T. Formula complementara se obtine schimband S cu T si interschimband q cu p.
Asemanator, orice formula dedusa pentru T astfel incat relatia (8I7) sa fie satisfacuta,
poate fi transformata intr-o formula complementara pentru S. Evident, complementul
unui complement restaureaza formula initiala.

De exemplu, formulele urmatoare realizeaza corectia de rangul unu:

Sppr = S+ B _qu’g’;)(_pg/;gqu)T, (8.18)
Ty = T+ % _pq%?z];)iq%;p;l;kpk>T~ (8.19)

Similar, formula Davidon-Fletcher-Powell (sau, mai simplu, DFP)
SDFP _ g, 4 PxP.  Skdxdy Sk (8.20)

Plar  qfSrax

are urmatoarea complementara:

roT T
Tpir = Tj + q4r9;  LEPrPj Lk (8.21)

aipr P Tipk

Relatia (821)) se numeste formula Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (sau mai sim-
plu BFGS) pentru calculul aproximatiei T, a matricei Hessian si ea joaca un rol important
in cele ce urmeaza.
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O alta modalitate de a trece de la o formula pentru S la o formula pentru T este
aceea de a calcula inversa. Aceasta afirmatie este evidenta, deoarece luand inversa relatiei

([BIH) rezulta ca:
qi = S pin 0<i<k, (8.22)

deci matricea Si |, satisface relatia (8I7). Se demonstreaza c inversa unei formule de
rangul doi este de asemenea o formula de rangul doi.

Noua formula poate fi gasita explicit aplicand de doua ori formula Sherman-Morrison:

A~ labTA™!

TN-1 _ A-1
(A+abl) = A -

(8.23)

unde A este o matrice de dimensiuni n X n, iar a i b sunt vectori coloana de dimensiune

n.

Ezxercitiul 8.3: Demonstrati formula Sherman-Morrison. Ce conditie trebuie sa

indeplineasca matricea A ?

Calculand inversa matricei Ty, data de relatia (821]) rezultad ca formula de calcul a
aproximatiei inversei matricei Hessian in cazul metodei BFGS este

1+qf'S T IS, + Syqip?
SBFGS _ g | < +q; qu) PtPi  Prdi Sk + SkdiPy (8.24)

e a/ p plq; a;} pr

Algoritmul metodei BFGS este acelasi cu cel al metodei DFP, numai ca la pasul 2.7 al
algoritmului se folosegte formula (8:24]). Experimentele numerice au aratat ca performanta
formulei BFGS este superioara celei DFP, si de aceea ea este preferata.

Se poate observa ca atat formula DFP cat si formula BFGS folosesc o corectie de
rangul doi care este construita cu ajutorul vectorilor px si Siqr. Combinatii ponderate
ale acestor formule vor fi de aceea de acelasi tip (simetrice, de rangul doi, si construite
din py si Sgqx). Aceasta observatie a condus in mod natural la considerarea unei familii
intregi de metode, cunoscute sub numele de metode de tip Broyden, definite de relatia

S? = (1 — ®)SPFP 1 pSBFEs, (8.25)

unde ® este un parametru care poate lua orice valoare reala.

Ezxercitiul 8.4: a) Ce semnificatie au ® = 0 i, respectiv, ® = 1 in formula (823)7

b) Studiati daca clasa de metode Broyden include si formula care calculeaza Sy
folosind o corectie de rangul unu.

Facand calcule algebrice care nu sunt extrem de simple, se poate arata ca relatia
([B20) care defineste clasa de metode Broyden poate fi scrisa explicit astfel:

St = Siit + Pupuy, (8.26)
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unde

/ P Srqx
w, = 1/qLSkq < - ) 8.27
* FEER\plar  af Sra (8.27)
Observatii:

1. O metoda Broyden este definita ca fiind o metoda quasi-Newton in care, la fiecare
iteratie, se foloseste o formula de tip Broyden (825]) pentru calculul aproximatiei
inversei matricei Hessian. In general, parametrul ® poate varia de la o iteratie la
alta, deci o metoda Broyden este caracterizata de un gir &y, ®5, .... Despre o
metoda Broyden se spune ca este pura daca foloseste o singura valoare pentru .

SDFP SBFGS

2. Deoarece atat cat si satisfac relatia fundamentala (8I5]) rezulta ca

aceasta relatie este satisfacuta de orice metoda din clasa Broyden.

3. O metoda Broyden nu asigura in mod necesar faptul ca S® este pozitiv definita
pentru orice valoare a lui . Deoarece in metoda DFP pozitiv definirea matricei
S este asigurata, rezulta din relatia (8.20) ca pozitiv definirea este pastrata pentru
orice & > 0 deoarece suma dintre o matrice pozitiv definita gi o matrice pozitiv
semidefinita este pozitiv definitd. Pentru ® < 0 exista posibilitatea ca S® sa devina
singulara si de aceea, In acest caz, trebuie luate anumite precautii. In practica se
foloseste de obicei ® > 0 pentru a evita dificultatile.

4. Pentru a determina care sunt strategiile potrivite pentru selectia parametrilor ®; au
fost facute multe studii si experimente numerice cu metodele Broyden. S-a demon-
strat ca alegerea acestor parametri nu este relevanta in cazul unor functii patratice
si a unor minimizari liniare facute cu precizie. In mod surprinzator, s-a aratat ca,
si in cazul functiilor care nu sunt patratice, daca minimizarile liniare sunt facute cu
precizie, punctele generate de orice metoda Broyden sunt identice. Concluzia este
ca diferentele dintre metode sunt importante atunci cand minimizarile liniare nu
sunt facute cu acuratete.

Exercitiul 8.5: a) Copiati de la adresa hittp://www.lmn.pub.ro/~gabriela arhiva

de fisiere corespunzatoare acestei teme.

b) Programul main_quasiNewton.sci minimizeaza functia patratica (7.20) prin
metode de tip quasi-Newton. Programul permite alegerea uneia din metodele: corectie
de rangul unu, Davidon-Fletcher-Powell, sau o metoda din clasa Broyden (in acest caz
trebuie introdusa valorea lui ®). Cum se face minimizarea liniard a functiei?

c) Implementati o varianta de program in care pentru minimizare sa se foloseasca
metoda sectiunii de aur.
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d) Implementati o varianta de program in care sa se minimizeze functia data de
relatia (7-31]) folosind un calcul exact pentru minimizare.

e) Implementati o varianta de program in care sa se minimizeze functia data de
relatia (7-31]) folosind un calcul aproximativ pentru minimizare.

f) Implementati o varianta de program in care sa se minimizeze functia lui Rosenbrock
(“banana”) definita la capitolul [4.

Exercitiul 8.6: Sa se studieze comportarea diferitelor metode quasi-Newton in cazul

urmatoarelor functii:

e functia patratica definita de expresia (7.20}). Pentru minimizarea liniard se va folosi
calculul exact, apoi calculul aproximativ cu metoda sectiunii de aur. In acest din
urma caz se va studia influenta parametrilor metodei sectiunii de aur.

o functia patratica de n variabile definita de relatia (7.31). Pentru minimizarea liniard
se va folosi calculul exact, apoi calculul aproximativ cu metoda sectiunii de aur. In
acest din urma caz se va studia influenta parametrilor metodei sectiunii de aur. Se
va studia influenta lui n asupra efortului de calcul.

e functia lui Rosenbrock definitda la capitolul [3.

Exercitiul 8.7: Comparati rezultatele studiului de la exercitiul 810 cu rezultatele

obtinute la metoda gradientulur s metoda gradientilor conjugati.

8.5 Metode de metrica variabila sau gradienti conju-

gati?

Exista foarte multe asemanari intre metodele de metrica variabila si metoda gradientilor
conj uga@i@. Ambele metode au la baza ideea de a folosi informatia obtinuta din minimizari
unidimensionale de-a lungul unor directii succesive, algoritmii fiind construiti astfel incat n
minimizari liniare sa conduca catre minimul exact al unei functii patratice in n dimensiuni.
Pentru functii mai generale, nepatratice, ambele metode ofera o combinatie de avantaje
care le fac atractive. Printre acestea, directiile generate sunt intotdeauna coboratoare, iar
dupa n iteratii convergenta este superliniara.

Metodele de metrica variabila difera de metoda gradientilor conjugati prin faptul
ca memoreaza gi reactualizeaza informatia acumulata. In loc sa memoreze un vector

3De altfel, metoda gradientilor conjugati este un caz particular al metodelor de metricd variabils.
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intermediar de dimensiune n, ele memoreaza o matrice de dimensiune n X n. In general,
pentru n moderat, acesta nu este un dezavantaj semnificativ.

Dezvoltate mai devreme si utilizate mai mult, metodele de metrica varibila au mai
multi utilizatori care le acorda incredere. In plus, exista multe implementari sofisticate
ale metodelor de metrica variabila, care minimizeaza eroarea de rotunjire sau trateaza
conditii mai speciale.

Exercitiul 8.8: Daca in viitor va trebui sa folositi o metoda determinista de ordinul
unu pentru a gasi minimul unei functii, ce metoda veti alege? Motivati alegerea facutda,
in functie de dimensiunea n a problemei.
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Capitolul 9

Minimizari multidimensionale -
metode stocastice de optimizare.
Algoritmi genetici.

In cadrul acestui capitol se prezinta cateva dintre metodele stocastice de cautare a unui
optim.

Reamintim ca metodele de optimizare pot fi clasificate in doua mari categorii: metode
deterministe si metode stocastice.

e Metodele deterministe conduc la aceeasi solutie pentru rulari diferite ale progra-
mului daca pornesc de la aceleasi conditii initiale si au aceeasgi parametri.

e Metodele stocastice au un caracter aleator si ele nu conduc in mod necesar la

aceeasi parametri.

Dezavantajul metodelor deterministe este acela ca ele gasesc intotdeauna un extrem
local, dependent de initializare. De cele mai multe ori se doreste insa gasirea unui extrem
global, lucru ce pretinde explorarea intregului domeniu de cautare i nu numai o vecinatate
a initializarii. Pentru a determina un extrem global se poate proceda astfel: se executa
algoritmul determinist pentru mai multe puncte initiale de cautare imprastiate uniform
in domeniul de cautare i apoi se alege dintre solutiile gasite valoarea cea mai buna
sau se perturba un extrem local gasit pentru a vedea daca algoritmul determinist cu
aceasta initializare regaseste acelagi extrem. Ca o alternativa la aceste doua abordari, au
inceput sa fie folositi tot mai des algoritmi stocastici. Acesgtia nu garanteaza gasirea unui
extrem global, dar ei au o probabilitate mult mai mare de a gasi un astfel de extrem. De
asemenea ei mai au avantajul ca nu necesita evaluarea derivatelor functiei de optimizat,

87
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filnd in consecinta algoritmi de ordinul zero. Dezavantajul lor este acela ca numarul
de evaluari de functii necesar pentru gasirea optimului este relativ mare fata de cazul
metodelor deterministei, dar in multe situatii acest sacrificiu trebuie facut, pentru ca
acesti algoritmi sunt singurii care dau rezultate numerice acceptabile.

9.1 Metoda cautarii aleatoare (drumului aleator)

9.1.1 Varianta Matyas

Metoda cautarii aleatoar exploreaza domeniul variabilelor functiei obiectiv intr-un mod
aleator. lata cateva avantaje ale metodei: necesita doar evaluarea functiei nu gi a derivatei,
este simpla si usor de inteles, este ugor de adaptat unei anumite aplicatii. Mai mult, s-a
demonstrat ca aceasta metoda converge catre un optim global pe o multime compacta.

Fie f(x) functia obiectiv de minimizat. Prima varianta a acestel metode a fost
propusa de Matyas si poate fi descrisa in urmatorii patru pasi:

e Pasul 1: Alege un punct de start x din domeniul de definitie.

e Pasul 2: Adauga un vector aleator dx punctului curent x din spatiul de cautare si
evalueaza functia obiectiv in noul punct curent x + dx.

e Pasul 3: Daca f(x+dx) < f(x) atunci noul punct curent de cautare este x + dx.

e Pasul 4: Algoritmul se opreste daca a fost atins un anumit numar de evaluari de
functii obiectiv, altfel, algoritmul se reia de la pasul 2.

Exercitiul 9.1: o) Copiati de la adresa http://www.lmn.pub.ro/~gabriela arhiva

de fisiere corespunzatoare metodei cautarii aleatoare. Acestea constituie implementarea
acestei metode pentru determinarea minimului functiei “camila”. (Definitia acestei functii
se gaseste la capitolul [3.)

b) Descrieti continutul acestor figiere.

c) Ezecutati de 10 ori programul main_random_search.sci. Contorizati numarul de
esecuri (de cdte ori minimul gasit nu este in zona minimului global). In situatitle in care
zona de minim global a fost gasita evaluati eroarea solutiei si observati numarul de puncte
curente de cautare.

Se observa caracterul aleator al metodei, in sensul ca directiile de cautare sunt deter-
minate de un generator de numere aleatoare. Figura[0.Jlprezinta un exemplu de traiectorie
a punctului de cautare in aceasta metoda.

L«Random search”
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Figura 9.1: Exemplu de cautare in metoda random search - varianta Matyas.

Exercitiul 9.2: Modificati programul principal astfel incat sa se minimizeze functia

lui Rosenbrock. Pentru 10 rulari independente evaluati eroarea.

Exercitiul 9.3: Studiati influenta conditiei de oprire asupra solufiei numerice.

Exercitiul 9.4: Reprezentali grafic variatia erorii relative a solutiei numerice in

functie de numarul de evaluari, pentru un caz de succes.

Exercitiul 9.5: Ce efect ar avea micsorarea lungimii vectorului dx in timpul cautarii?

9.1.2 Varianta imbunatatita

Exista cateva modalitati de a imbunatati aceasta versiune primitiva a metodei, bazate pe
urmatoarele observatii:

e Daca alegerea unei anumite directii duce catre o functie obiectiv mai mare atunci
directia opusa ar putea duce catre o functie obiectiv mai mica.

e Daca o anumita directie a cautarilor succesive s-a dovedit de succes, ea ar trebui sa
polarizeze cautarile ulterioare. Pe de alta parte esecurile succesive intr-o anumita
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directie ar trebui sa descurajeze cautarile ulterioare in acea directie.

Folosind aceste doua observatii, o versiune modificata a metodei cautarii aleatoare
ar putea fi descrisa in urmatorii sase pasi:

e Pasul 1: Alege un punct de start initial x drept punct curent si seteaza “po-
larizarea” initiala p egala cu un vector nul.

e Pasul 2: Adauga un termen p si un vector aleator dx punctului curent x si eval-
ueaza functia obiectiv in punctul x + p + dx.

e Pasul 3: Daca f(x+ p+dx) < f(x) atunci noul punct curent este x + p + dx iar
noul termen de polarizare este 0.2p + 0.4dx si sari la pasul 6, altfel mergi la pasul
urmator.

e Pasul 4: Daca f(x + p — dx) < f(x) atunci noul punct curent este x + p — dx
iar noul termen de polarizare este p — 0.4dx si sari la pasul 6, altfel mergi la pasul
urmator.

e Pasul 5: Seteaza noua polarizare 0.5p si mergi la pasul 6.

e Pasul 6: Stop daca a fost atins numarul maxim de evaluari de functii obiectiv.
Altfel reia de la pasul 2.

O imbunatatire suplimentara a algoritmului ar putea fi obtinuta daca componentele
vectorului dx ar scadea in timp.

Ezxercitiul 9.6: a) Ce dificultati apar in cazul in care functia de minimizat are

restrictii de domeniu?

b) Implementati (optional) varianta imbundtatita a metodei cautarii aleatoare. Studiati
influenta parametrilor algoritmului (valorile coeficientilor folositi in calculul polarizarii)
asupra performantelor sale in diferite cazuri concrete.

Observatie: metoda cautarii aleatoare este o metoda de optimizare dedicata in prin-
cipal optimizarii problemelor in care parametrii au variatie continua. Se poate folosi
aceasta metoda gi in cazul in care parametrii de optimizat au variatie discreta dar atunci
observatiile precedente s-ar putea sa nu fie adevarate si algoritmul Matyas s-ar putea sa
fie mai potrivit.

9.2 Programe evolutioniste. Algoritmi genetici.

Programele evolutioniste (In particular algoritmii genetici) sunt metode de optimizare
aleatoare bazati pe modele biologice evolutioniste. Ei au fost propusi si investigati de
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John Holland in 1975. Spre deosebire de metodele de cautare aleatoare, aceste pro-
grame opereaza nu cu o singura solutie numerica ci cu o familie de solutii, imprastiate
in spatiul de cautare si care evolueaza spre solutia problemei (se Ingramadesc progresiv
catre aceasta).

9.2.1 Structura unui program evolutionist

Un program de evolutie este un algoritm probabilistic care mentine o populatie P(t)
definita la iteratia ¢ ca o multime de indivizi z%:

P(t) ={a}, 2, ... 2"} (9.1)

Un individ (numit gi genotip sau cromozom) este o solutie potentiald a problemei,
implementata ca o structura de date S. Folosind functia obiectiv, oricarui individ, prin
evaluare i se atribuie un grad de adecvare (fitness measure). Ideea comuna oricarui
program bazat pe evolutie este aceea ca o populatie de indivizi sufera transformari si
in timpul acestui proces indivizii lupta pentru supravietuire iar populatia tinde catre un
grad de adecvare cat mai mare.

La fiecare iteratie noua (t+1) se formeaza o populatie (generatie) noua prin selectia
indivizilor cu un grad de adecvare mai bun.

Membrii populatiei sufera transformari, numite de alterare, modificarile facandu-se

cu ajutorul operatorilor genetici. Acestia sunt de doua tipuri:

e unari, de tip mutatie: un astfel de operator m creaza un individ nou printr-o
schimbare a unui individ vechi:

m:S — S;

e binari, de tip incrucisare (crossover): un astfel de operator ¢ creaza un individ
prin combinarea a doi indivizi vechi:

c:SxS—S8.

Dupa un anumit numar de generatii cel mai bun individ (cel mai apropiat de optim)
este adoptat ca solutia numerica a problemei de optimizare.

Iata algoritmul unui program de evolutie:

1.t=0
2.initializeaza P(t)



92 METODE STOCASTICE DE OPTIMIZARE

3. evalueaza P(t)

4. cat timp(nu conditie de stop) repeta
41. t=t+1
4.2. selecteaza P(t) din P(t — 1)
4.3. altereaza P(t)
4.4. evalueazd P(t)

Pentru o anumita problema pot fi formulate mai multe programe de evolutie. Ele
pot diferi din mai multe puncte de vedere:

e structura de date folosita pentru reprezentarea unui individ (S);
e metoda de creare a populatiei initiale;
e operatorii genetici si de selectie utilizati;

e parametrii algoritmului: dimensiunea populatiei, probabilitatea aplicarii diferitilor
operatori;

e metoda de tratare a restrictiilor;

criteriul de oprire folosit.

Structura unui algoritm genetic este aceeasi ca cea prezentata pentru un program de
evolutie. Diferentele sunt la nivele mai joase. Algoritmii genetici clasici folosesc drept
structura de date pentru reprezentarea unui individ un sir binar de lungime fixa si doi
operatori: mutatia binara si incrucisarea binara. In algoritmii evolutionisti cromozomii
pot fi reprezentati si altfel decat prin structuri binare de lungime fixa, iar procesul de
alterare poate include si alti operatori genetici.

Un algoritm genetic, ca orice program de evolutie, are urmatoarele cinci componente:

1. reprezentarea genetica pentru solutia potentiala a problemei;
2. o modalitate de a crea o populatie initiala a solutiei potentiale;

3. o functie de evaluare care este functia de cost ce trebuie minimizata si care joaca
rolul mediului;

4. operatori genetici care altereaza compozitia populatiei;

5. valori pentru parametri: dimensiunea populatiei, probabilitatile cu care sunt aplicati
diferiti operatori.
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9.2.2 Algoritmi genetici

Conceptele de baza ale unui algoritm genetic sunt prezentate in cele ce urmeaza.

Reprezentarea genetica (schema de codificare). Aceasta transforma punctele
din spatiul de cautare in giruri binare. De exemplu, un punct (11,6,9) intr-un spatiu
tridimensional poate fi reprezentat ca trei siruri binare concatenate, care reprezinta cro-
mozomul individului:

1?111 01610 10901

in care fiecare parametru este codificat ca o gena compusa din patru biti, folosind scrierea
binara. Exista si alte metode de codificare (de exemplu codificarea Gray). Schema de
codificare joaca un rol hotarator in determinarea performantelor unui algoritm genetic.
Mai mult, operatorii genetici ca mutatia si incrucisarea trebuie sa fie adecvati schemei de
reprezentare folosite.

Evaluarea gradului de adecvare. Primul pas dupa crearea unei generatii este
de a calcula gradul de adecvare a fiecarui membru din populatie. Pentru o problema de
minimizare (maximizare), gradul de adecvare f; al fiecarui membru reprezinta de obicei
functia obiectiv evaluatda pentru acel individ (punct). De obicei sunt utilizate scalari
sau translatii ale valorilor functiei (de exemplu pentru a obtine numai valori pozitive
ale functiei). O alta abordare este de a utiliza pozitia indivizilor (dupa sortarea lor) in
populatie. Aceasta abordare are avantajul ca nu este necesara evaluarea cu acuratete a
functiei atata vreme cat se pastreaza ierarhia indivizilor.

Mecanismul de selectie. Dupa evaluare, trebuie creata o populatie noua din
generatia curenta. Mecanismul de selectie stabilegte care indivizi (parinti) vor produce
indivizi noi (copii) in generatia urmatoare si este analogul conceptului de supravietuirea
celut mai bun din selectia naturala. De obiecei probabilitatea ca un individ sa fie selectat
pentru incrucigare este proportionala cu gradul sau de adecvare. Cel mai des intalnit mod
este de a folosi probabilitatea de selectie egala cu f;/ > ;_, fr, unde n este dimensiunea
populatiei. Efectul acestei metode de selectie este de a favoriza sa devina parinti acei
membri care au grade de adecvare peste medie.

incruci§area. Pentru a exploata potentialul unei generatii se foloseste operatorul
de incrucisare. Copiii rezultati dupa incrucisare vor retine (se spera) trasaturile bune ale
parintilor. incruci§area este aplicata prin selectia unei perechi de parinti cu o probabilitate
egala cu probabilitatea (rata) de incrucisare. Cel mai des intalnita este incrucisarea
intr-un singur punct, in care se selecteaza aleator un punct de incruc@are@ si cei doi parinti
schimba intre ei bitii ce urmea punctului (figura[0.2)). In cazul incrucisarit in doud puncte

2Punctul de incrucisare reprezints pozitia de incrucisare in genele sirului binar al indivizilor.



94 METODE STOCASTICE DE OPTIMIZARE

exista doua puncte de incrucisare i parintii schimba intre ei girul de biti dintre aceste
doua puncte (figura [@.3]). Exista si alte metode de incrucisare.

10011110 10010010 10011110 10110110
10110010 10111110 ‘ |

0110010 10011010

—

punct de

incrucisare
Figura 9.2: Incrucisare intr-un Figura 9.3: Incrucigsare in doua
singur punct puncte

Efectul incrucisarii este similar celui din procesul evolutiei naturale, in care parintii
dau copiilor parti din proprii lor cromozomi. De aceea, unii copii sunt capabili sa-si
depaseasca parintii in performante daca au primit gene bune de la parintii lor.

Mutatia. fncruci@area exploateaza potentialul unei generatii, dar este posibil ca
populatia sa nu contina toata informatia necesara rezolvarii unei anumite probleme. Din
acest motiv, se foloseste un operator de mutatie capabil sa genereze noi cromozomi. Cea
mai obignuita metoda de a implementa mutatia este de a modifica un bit (din 1 in 0 sau
invers) ales cu o probabilitate egala cu probabilitatea (rata) de mutatie, aceasta fiind
un numar cu valoare mica (figura [0.7]).

10011110 =)y 10011010

|

hit mutant

Figura 9.4: Mutatia

Efectul mutatiei este foarte important pentru ca ea previne ca populatia sa convearga
catre un extrem local. Rata mutatiei este de obicei mica pentru a nu conduce la pierderea
cromozomilor buni. Daca rata mutatiei este mare (mai mare decat 0.1), algoritmul genetic
se comporta mai degraba ca un algoritm de cautare aleatoare.

Acest paragraf da doar o descriere generala a trasaturilor de baza ale algoritmilor
genetici. Detaliile de implementare pot fi foarte variate. De exemplu se practica de multe
ori o politica de a pastra cei mai buni indivizi In noua generatie. Acest principiu poarta
numele de elitism.
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Vom prezenta acum cel mai simplu exemplu de algoritm genetic.
Enuntul problemei

Sa ne imaginam ca vrem sa gasim minimul functiei camila C(z,y) in domeniul [0.2] x
[—1.2,1] si ca avem la dispozitie un program care implementeaza un algoritm genetic
dedicat maximizarii functiilor pozitive. In consecinta, vom scala functie C'(z,y). Astfel,
in loc sa minimizam C(z,y) vom maximiza functia

F(z,y) =3—C(z,y). (9.2)

Stabilirea schemei de reprezentare

Dorim sa optimizam functia F' cu o anumita precizie, sa presupunem n cifre semnifica-
tive exacte. Pentru a atinge o asemenea precizie, domeniul unei variabile (sa presupunem
ca notam acest domeniu cu [a;, b;] unde a; reprezinta limita inferioard si b; reprezinta
limita superioara a domeniului variabilei 7) trebuie impartit in (b; — a;)10™ intervale egale.
Daca notam cu m; cel mai mic numar intreg pentru care (b; — a;)10™ < 2™ — 1, atunci o
reprezentare binara avand fiecare parametru m; calculat astfel va satisface aceasta cerinta
de precizie. Lungimea cromozomului ce va codifica un individ este m =), m,.

Pentru exemplul considerat, pentru a obtine o cifra semnificativa dupa virgula trebuie

facute urmatoarele rationamente:

e pentru variabila x, lungimea domeniului ei este 2, numarul de intervale este 20, si
deoarece 2¢ < 20 <= 25 — 1, rezulta ca sunt necesar 5 biti pentru codificare.

e variabila y are lungimea domeniului 2.2, numarul de intervale este 22 gi numarul de
biti necesari este de asemenea 5.

In consecinta un cromozom va avea 10 biti.

Exercitiul 9.7: Cum va trebui facuta codificarea variabilelor acestei probleme pen-

tru a obfine o precizie de 6 cifre semnificative?

Decodificarea unei variabile (conversia numarului binar in valoarea reala a variabilei)
se face identificand mai intai sirurile binare ce codifica fiecare variabila (se identifica
genele), apoi, pentru fiecare astfel de sir binar se calculeaza parametrul z; astfel:

e se convertegte sirul binar din numar in baza 2 in numar in baza 10 (sd notam acest
numar cu ;

e se calculeaza numarul real x;:

T, =a; +I;
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Exercitiul 9.8: Verificati ca individul (corespunzator exemplului din acest paragraf)
a carui codificare este 1101101101 se decodifica in (1.7419355, —0.2774194).

Populatia initiala

Pentru a initializa populatia, fiecare bit este ales in mod aleator 1 sau 0. Sa pre-
supunem ca populatia are 7 indivizi gi iata un exemplu de populatie initiala:

ereorroe
= = O O = O =
O
A
erreoo
e RrOoQ
eeerrrmror
mhEeeee
g

O O O r - K~ B

Aceasta populatie, decodificata reprezinta punctele:

.580645161 -.490322581
.193548387 -1.05806452
1.80645161 .64516129
1.41935484 .64516129
.451612903 .290322581
1.61290323 -.84516129
.903225806 .290322581

pentru care functia obiectiv are urmatoarele valori:

2.89250436
2.52274865
.532711696
. 795400409
2.44632759
3.11703488
.999916289

Cel mai bun individ este penultimul: 1100100101 adica (1.61290323, —0.84516129),
de valoare 3.117035.
Mecanismul de selectie

Procesul de selectie are caracter aleator si trebuie sa acorde sanse mai mari indivizilor
mai adecvati. Aceste caracteristici se obtin considerand o distributie de probabilitate data
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de o ruleta care are feliile de dimensiuni proportionale cu valorile indivizilor. O astfel de
roata de ruleta se construieste astfel:

e Se calculeaza valorile (gradele de adecvare) ale fiecarui cromozom. Sa notam aceste
valori cu f; (i = 1, pop_size, unde cu pop_size am notat dimensiunea populatiei).

pop-size f
IR

e Se insumeaza aceste valori f_total = ) 7

e Se calculeaza probabilitatile de selectie p; pentru fiecare cromozom:

_ &
f_total’

Di

e Se calculeaza probabilitatile cumulate ¢; pentru fiecare individ:
j=1

Procesul de selectie se bazeaza pe invartirea rotii de pop_size ori. La fiecare rotatie
se selecteaza un singur individ astfel:

e Se genereaza un numar aleator r in intervalul [0, 1].

e Daca r < ¢; atunci se selecteaza primul cromozom pentru a deveni parinte; altfel se
selecteaza individul cu indice i (2 < i < pop-size) pentru care ¢;_; < 1 < ¢;.

Evident unii cromozomi pot fi selectati mai mult de o data, fiind favoriza@iﬁ pentru
a deveni parinti cei mai buni indivizi.

Pentru exemplu de mai sus, sa presupunem ca au fost selectati indivizii 5, 2, 2, 6, 4,
4, 7 si rezulta ca populatia dupa selectie va fi:

0. 0. 1. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1.
0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. O.
0. 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1. O.
1 1. 0. 0. 1. 0. O0. 1. O. 1.
1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1. O.
1. 0. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1. O.
0 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1. 0. 1.

3Indivizilor cu un grad de adecvare mai bun le corespunde pe roata de rulets un sector de cerc mai
mare.
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Exercitiul 9.9: Mecanismul de selectie de mai sus este valabil pentru mazimizarea

functiilor cu valori pozitive. Cum ar trebui modificat in cazul minimizarii functiilor cu
valori pozitive?

Incrucisarea

Dupa selectie se aplica operatorul de incrucisare. Unul din parametrii algoritmu-
lui genetic este probabilitatea de incrucisare p.. Aceasta probabilitate permite calculul
numarului probabil de cromozomi care vor suferi incrucisarea, p.-pop_size. Se procedeaza
astfel. Pentru fiecare cromozom:

e Se genereaza un numar real aleator r in intervalul [0, 1].

e Daca r < p. atunci cromozomul respectiv este ales pentru incrucisare.

Daca numarul de cromozomi alesi pentru incrucisare este impar atunci se adauga sau se
elimina (in mod aleator) un cromozom.

Sa presupunem in exemplul de mai sus ca au fost alesi pentru incrucisare indivizii
5 51 7 i acestia au fost incrucisati la pozitia 7 (pozitie care este aleasa aleator), rezulta
dupa incrucisare populatia:

0 o. 1. 1. 1. 1. 0. 1. O 1.
0 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1 0.
0 0. 0. 1. 1. 0. 0. 0. 1 0.
1 1. 0. 0. 1. 0. 0. 1. O 1.
0 1. 1. 1. 0. 1. 0. 0. 1 0.
1 0. 1. 1. 0. 1. 1. 0. 1 0.
1 0. 1. 1. 0. 1. 1. 1. O 1.
Mutatie

Urmatorul operator, mutatia, actioneaza asupra bitilor in mod individual. Un alt
parametru al algoritmului genetic este probabilitatea de mutatie p,,. Acesta da numarul
agteptat de biti care sufera mutatia i anume p,, - m - pop_size. Fiecare bit (din toti
cromozomii populatiei) are o sansa egala de a suferi mutatia adica schimbarea din 0 in 1
si viceversa. Se procedeaza astfel. Pentru fiecare cromozom din populatia curenta (adica
dupa incrucigare) si pentru fiecare bit din fiecare cromozom:

e Se genereaza un numar real aleator r in intervalul [0, 1].

e Daca r < p,, bitul respectiv sufera mutatia.
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Aplicand aceasta schema exemplului de mai sus au rezultat urmatoarele mutatii:
individul 1 — bitii 1 gi 3, individul 4 — bitul 10, individul 5 — bitul 3, iar populatia
dupa mutatie este:

_ P, O, O O =
eerPreoeC
mPPro oo ee
i e
eeeerrmrREr
N e
mhoeeee
moeeoRro o
O, B O = = O
b er

Dupa selectie, incrucigare si mutatie, noua populatie este gata pentru a fi reevaluata.
Evaluarea este folosita pentru a construi noile functii de probabilitate necesare procesului
de selectie (pentru a construi o noua roata de ruleta cu sectoarele ajustate dupa noile
grade de adecvare). Restul evolutiei este doar o repetare ciclica a pagilor de mai sus.

Figurile si reprezinta un exemplu de evolutie: figura indica distributia
populatiei initiale (20 de indivizi) iar figura[0.6 distributia populatiei dupa 20 de generatjii.

Figura 9.5: Populatia initiala Figura 9.6: Populatia dupa 20 generatii

Ezxercitiul 9.10: a) Copiati de la adresa http://www.lmn.pub.ro/~gabriela arhiva
de fisiere corespunzatoare acestei metode.

b) Descrieti continutul acestor figiere.
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c¢) Descrieti problema de optimizat.

Exercitiul 9.11: Descrieti modul de implementare a componenter elitiste.

Ezxercitiul 9.12: Efectuali teste numerice pentru a putea observa influenta parametrilor

algoritmului genetic (dimensiunea populatiei, probabilitatea de incrucisare si de mutatie,
conditia de oprire) asupra convergentei algoritmului genetic. Observatie: pentru fiecare
set de parametri faceti cate 10 executii independente pentru a observa comporatarea medie
la un set de parametri. Contorizali numdarul de esecuri (convergenta in extreme locale)
pentru fiecare test.

Exercitiul 9.13: Modificati programul Scilab astfel incat sa se minimizeze functia
lui Rosenbrock.

Observatie: Avand in vedere cd aceasta functie nu are extreme locale, nu vom putea
vorbi de esecuri, si vom putea evalua de fiecare data eroarea fata de extremul acestei
functi.

Exercitiul 9.14: a) Modificati programul Scilab astfel incat sa se contorizeze numdrul
de evaluari de functit obiectiv.

b) Pentru functia Rosenbrock evaluati eroarea in functie de numarul de evaluari de
functii. Comparati aceasta evolulie cu graficul similar obfinut cu metoda gradientilor
conjugati (capitolul [7).

Ezxercitiul 9.15: Rezultatele testelor efectuate prezentati-le si grafic, sub forma

variatier celui mai bun individ (valoarea lui, parametrii lui) in funclie de numdrul de
evaluari de functii, respectiv de indicele generatier curente.



Capitolul 10

Aplicatie la minimizarile
multidimensionale. Studiul bobinelor
lui Helmholtz.

Aceast capitol urmareste aplicarea metodelor de optimizare prezentate in capitolele [, [6] si
[7] pentru optimizarea dispozitivului de producere a campului magnetic uniform, cunoscut
sub numele de bobinele lui Helmholt.

10.1 Bobinele Helmholtz

10.1.1 Descrierea dispozitivului

Dispozitivul cunoscut sub numele de bobinele Helmholtz este format din doua bobine
identice, coaxiale. Un astfel de dispozitiv creaza in anumite conditii un camp magnetic
aproximativ uniform cel putin intr-o mica portiune situata la mijlocul distantei dintre
bobine. Pentru simplitate vom presupune ca bobinele sunt de fapt spire (figura [I0.1])
coaxiale, paralele, parcurse de curenti egali, in acelasi sens.

10.1.2 Consideratii teoretice

Fie P un punct situat pe axa spirelor la distanta 2’ de mijlocul O al segmentului ce uneste
centrele spirelor (figura [[0.J]). Atunci campul magnetic produs in P de doi curenti egali

!Tems pentru studenti — Concepeti un referat scris (se recomand in Latex) care si reflecte modul in
care s-au comportat metodele de optimizare studiate in rezolvarea acestei probleme. Va recomandam ca
acest referat sa fie bazat pe raspunsurile la exercitiile si Intrebarile din acest capitol.

101
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Figura 10.1: Bobinele Helmholtz.

si in acelagi sens [ ce strabat spirele are modulul

2
()

Exercitiul 10.1: Demonstrati formula (I01). Care este directia i sensul campului

—3/2
pola?

2

B(z') = + (10.1)

magnetic in punctul P?

Daca notam variabilele:

~

x = % (10.2)
g = %, (10.3)
By — ’;La[ (10.4)
si functiile:
file) = [1+@+2)2 7, (10.5)
flx) = [1+(8-2) o (10.6)

F(z) = filz)+ fa(z), (10.7)
atunci campul magnetic in P se poate scrie ca fiind

B(z) = ByF(z). (10.8)

Exercitiul 10.2: Verificati formula (10.8).
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Vom dezvolta functiile f; si fo in serie Taylor in jurul lui z = 0:

file) = AO)+2fi0)+ S A0+ (109)

fle) = 0)+2f30)+ S0+ (10.10)

Evaluand functiile si derivatele in origine se gaseste ca:

F1(0) = f2(0) = (1+ 572, (10.11)
f1(0) + f3(0) = 0, (10.12)
1(0) = f5(0) = =3(1 + %) (1 — 11%2) . (10.13)

Exercitiul 10.3: a) Verificati formulele (10.117), (10.13), (I013).

b) Ardtati ca toate derivatele de ordin impar ale functiei F(x) sunt zero.

Impunand si conditia ca derivata de ordinul doi a functiei F(z) sa fie zerc@ rezulta

432 =1 = a=d. (10.14)
In conditia (I0I4), numita si conditia Helmholtz:

16

si deci, In aproximatia neglijarii termenilor in z* si de puteri mai mari (cele impare se
anuleaza)
ol
B(x) = 0.7155— (10.16)
a

nu depinde de x = 2’/a intr-o vecinatate a punctului x = 0.

Exercitiul 10.4: Verificati formula (10.10).

Figura prezinta variatia marimii B/ By in functie de z’/a pentru diferite valori
ale distantei d (d = a, d = 1.1a, d = 0.9a). Se constata ca daca este indeplinita conditia
Helmholtz (I0.14)) si anume distanta dintre bobine este egald cu raza lor atunci
campul este practic constant in zona cuprinsa intre cele doua bobine.

Exercitiul 10.5: Ardtati ca pentru x = £0.5 (adica in centrele spirelor) abaterea
fata de campul central este de 5.5 %.

2Pe scurt, ideea este urmatoarea: pentru a obtine F aproximativ constanti se anuleaz# cit mai multi
termeni din dezvoltarea Taylor.
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Figura 10.2: Variatia B/By in functie de z’/a pentru diferite distante d.

Exercitiul 10.6: a) Identificati pozitia spirelor in fiecare din cele trei cazuri din

figuralI0.2 si comparati (calitativ) omogenitatea campului magnetic dintre spire. Calculati
aproximativ cdat de mare este zona in care campul magnetic are o abatere de 1%.

b) Scrieti un program Scilab care sa permita trasarea graficului din figura[I0.2. Testati
si observati omogenitatea campului magnetic si pentru alte valori ale raportului d/a.

10.2 Formularea problemei de optimizare

Sa presupunem ca bobinele Helmholtz trebuie asezate intr-o regiune spatiala de forma
unui cub de latura L = 30 cm (figura [[0.3) si se doreste obtinerea unui camp magnetic
cat mai uniform posibil pe segmentul P, P, plasat in centrul cubului, unde |P; Py| = 3 cm.
Intreg spatiul se va presupune nemagnetic (1 = fig).

Parametrii problemei sunt in consecinta raza bobinelor a i distanta dintre ele d.
Curentul ce le strabate nu este necesar sa intervina ca parametru. Mediul fiind liniar,
campul magnetic depinde direct proportional de curent, uniformitatea lui nefiind influentata
de aceasta valoare.

Exercitiul 10.7: Care sunt restrictiile de domeniu pentru parametrii a si d?

Inaintea alegerii metodei de optimizare trebuie stabilita expresia functiei obiectiv.
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Figura 10.3: Domeniul maxim.

10.2.1 Functie obiectiv de tip minimax

O posibilitate este de a folosi o functie obiectiv de tipul
Bmax - Bmin
By ’

unde B,., reprezinta valoarea maxima a inductiei pe segmentul P, P, B, reprezinta

Fy(a,d) = (10.17)

valoarea minima, iar By este inductia in punctul O. impér’girea la By garanteaza faptul ca
rezultatul optimizarii nu depinde de curentul ales (arbitrar) prin cele doua spire. Problema
de optimizare s-ar putea formula pe scurt astfel: “sa se gaseasca a si d astfel incat Fj sa
fie minima”. O astfel de problema se spune ca este de tip minimaz deoarece se doreste
minimizarea abaterii maxime.

Pentru calculul marimilor By, si Buin ar putea fi folositi de asemenea algoritmi de
optimizare. Va propunem insa ca evaluarea lor sa se faca mai grosier astfel:

Buax = max(B(P,), B(P), B(O)), (10.18)
Bum = min(B(P,), B(R), B(O)), (10.19)
iar By = B(O).

Definirea unei functii obiectiv de acest tip are dezavantajul ca nu este continua, deci
nu poate fi derivabila si in consecinta nu se pot aplica pentru optimizare decat algoritmi
de ordin zero.

Exercitiul 10.8: Rezolvati problema de optimizare folosind functia obiectiv Fy si

cel putin dot dintre algoritmii de ordinul zero studiafi la temele 5 si 6.

Exercitiul 10.9: Rezolvati problema de optimizare folosind pentru calculul marimilor

Biax 8t Bmin algoritmi de optimizare a functitlor unidimensionale.
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10.2.2 Functie obiectiv de tip norma Euclidiana

O alta masura a omogenitatii campului se bazeaza pe abaterea patratica (norma Euclid-
iana). Deoarece datorita simetriei B(P;) = B(P,) iar By este un extrem local se poate
utiliza urmatoarea expresie a functiei obiectiv:

(B(Py) — By)?
B2 ’

Fy(a,d) = (10.20)

In acest caz functia obiectiv are avantajul ca poate fi exprimata in mod explicit in
functie de parametrii a si d si in consecinta pot fi calculate derivatele ei in raport cu
parametrii de optimizat, marimi necesare aplicarii unor algoritmi de optimizare de ordin
superior. In literatura de specialitate derivatelor functiei obiectiv in raport cu parametrii
de optimizat li se mai spun si senzitivitati.

Exercitiul 10.10: Scrieti un program Scilab care sa permita trasarea curbelor de

nivel ale functiei obiectiv Fy. Comentati “harta” obtinuta.

Exercitiul 10.11: Calculati senzitivitatile functier obiectiv Fy in raport cu parametrii
a st d.

Exercitiul 10.12: Rezolvati problema de optimizare folosind functia obiectiv Fy si

algoritmii de ordinul zero pe care i-ali folosit gi la exercifiul 1018 . Comparati rezultatele
obtinute.

Exercitiul 10.13: Rezolvati problema de optimizare folosind functia obiectiv Fy si
algoritmii de ordinul unu studiati la tema 7. Comparatfi rezultatele cu cele obtinute la
exercititle 1018 si 1012 .




Capitolul 11

Software profesional pentru
rezolvarea problemelor de optimizare

In incercarea de a rezolva o problema de optimizare cu calculatorul trebuie plecat de la
observatia, unanim acceptata, ca nu exista un program pentru calculator (cod) general,
capabil sa rezolve eficient orice problema de optimizare neliniara. Datorita diversitatii att
a problemelor de optimizare, a algoritmilor ct si a programelor de calculator disponibile,
alegerea codului potrivit pentru o problema concreta este dificila si cere experienta in
optimizari dar si intelegerea profunda a problemei de rezolvat.

In viata reald a cercetdrii stiintifice si ingineriei, rareori se inventeazi un algoritm
original de optimizare gi un program complet nou pentru rezolvarea unei probleme con-
crete, ci cel mai adesea se refolosesc coduri existente, asigurndu-se in acest fel eficienta
profesionala in rezolvarea problemelor. In aceastd activitate, experienta capatata in par-
curgerea capitolelor anterioarare este de un real folos.

Indiferent daca se folosesc programe de optimizare existente sau se dezvolta coduri
noi, se recomanda cu tarie ca acestea sa fie verificate folosind probleme si modele de test,
de preferinta cat mai apropiate de problema concreta de rezolvat.

Scopul acestui capitol este de a familiariza cititorul cu principalele abordari folosite
in rezolvarea cu tehnici profesionale, bazate pe reutilizarea software, a problemelor de
optimizare. Spre deosebire de capitolele anterioare in care accentul era pus pe anatomia
algoritmilor de optimizare, in aceast capitol atentia este focalizata asupra modului in care
pot fi folosite programe existente in rezolvarea unor probleme noi.
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11.1 Abordari profesionale ale problemelor de opti-

mizare

In rezolvarea profesionala a problemelor de optimizare prin (re)folosirea unor coduri ex-
istente se deosebesc urmatoarele abordari:

e Interactiva, specifica unor probleme relativ simple, de mici dimensiuni, dar care
trebuie rezolvate rapid (cu efort minim de dezvoltare). Se utilizeaza programe matematice
generale ca MATLAB, Mathematica, Maple, Scilab, care au si functii de optimizare printre
comenzile de baza sau in pachete aditionale-optimale. Functii de optimizare pot avea si
alte pachete, ca de exemplu cele de tabele electronice (spreadsheet).

e Dezvoltarea de programe in limbaje universale folosind rutine individuale
din domeniul public dedicate optimizarilor (ca de exemplu rutinele publicate in presti-
gioasa revista de specialitate “Transaction on Mathematical Software”), rutine din bib-
lioteci matematice generale sau din pachete de rutine dedicate optimizarilor, aflate att in
domeniul public (ca de exemplu, depozitul Netlib, cea mai mare biblioteca de subrutine
matematice din lume mentinuta de Universitatea din Tennessee si disponibila pe Inter-
net la adresa www.netlib.org) ct si in cel comercial (dintre care cele mai cunoscute sunt
bibliotecile matematice generale NAG gi IMSL). De obicei aceste rutine sunt disponibile
in format sursa in limbajul Fortran si, mai rar, in C, C++ sau in format obiect. In
acesta abordare este necesar sa se scrie un program principal, care sa asigure interfata
cu utilizatorul (citirea datelor si scrierea rezultatelor) si cel putin o rutina care evalueaza
functia obiectiv (eventual o alta pentru gradientul ei). Aceastda abordare acorda mai
multa flexibilitate gi putere programatorului dect cea interactiva, motiv pentru care ea
este aplicata problemelor mai complicate. In mod natural, efortul si timpul de dezvoltare
sunt mai ridicate. Abordarea necesita o competenta mai mare din partea utilizatorului,
acesta trebuind sa acorde o maxima atentie parametrilor actuali folositi in subrutinele de
biblioteca, al caror numar, semnificatie gi ordine variaza de la o biblioteca la alta.

e Descrierea problemei de optimizare in limbaje de modelare algebrica
consta in folosirea unui limbaj standard, dar specializat pentru a prezenta problema,
urmnd ca interfata cu diferite pachete sau rutine de rezolvare sa fie facuta de programe
specializate, numite sisteme de modelare. Dintre limbajele de "modelare algebrica” cele
mai raspndite sunt AMPL si GAMS. Acestea sunt in general pachete comerciale care
asigura o interfata prietenoasa cu utilizatorul, dar exista si sisteme de modelare plasate
in domeniul public (de exemplu ASCEND, dezvoltat de Universitatea Carnegie ). Scopul
acestei abordari este de a elimina efortul de programare specific abordarii anterioare si
de a elimina riscurile aparitiilor unor erori de programare sau de interpretare. Eficienta
folosirii acestor sisteme este in mod natural mai ridicata, in schimb flexibilitatea lor este
mai scazuta, functia obiectiv trebuind sa admita o exprimare relativ simpla in limbaj
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matematic.

e Sevicii de optimizare disponibile pe retea. Reteaua de calculatoare Internet
este in afara oricarui dubiu cea mai valoroasa sursa pentru coduri de optimizare, dar
si o cale de a rezolva probleme de optimizare. Mai multe site-uri Web ofera servicii
de optimizare (permit evaluarea unor pachete de optimizare prin rezolvarea problemelor
formulate de utilizator, fara sa fie nevoie ca programul sa fie instalat pe calculatorul
acestuia). Dintre acestea cel mai cunoscut este serverul de optimizare NEOS, pus la
dispozitie de Aragonne National Laboratory din SUA.

11.2 Surse pentru software destinat optimizarii

Directorul Toms din Netlib contine subrutinele Fortran publicate in ”Transaction on
Mathematical Software”, revista editata de ACM (Association of Computation Machin-
ery). Dintre acestea mentionam algoritmii dedicati rezolvarii problemelor de programare
patratica (QP) care poarta numerele 559 (J.T. Betts), 587 (Hanson & Haskell) si algorit-
mul numarul 667 (Aluffi-Pentini), pentru minimizare globala stocastica.

Directorul Opt din Netlib contine urmatoarele coduri sursa Fortran77, Fortran90 sau
C (de obicei convertite automat din Fortran cu utilitarul f2¢):

e connax.f - minimizarea functiilor neliniare cu restrictii (E.H. Kaufman);

e donlp2 - optimizare neliniara (cu restrictii neliniare), cu derivate si matrice pline
prin metoda de tip SQP (P.Spellucci);

e dqged.f - cele mai mici patrate neliniare, cu restrictii liniare (R. Hanson);

e hooke.c - optimizare fara restrictii, fara derivate cu metoda Hooke-Jeeves (M.G.
Johnson);

e Ibfgs - optimizare neliniara fara restrictii sau cu restrictii de tip frontiera, prin

metoda BFGS (J.Nocedal);
e lsnno - optimizare neliniara cu restrictie liniara de tip "retea” (P. Toint);

e praxis - optimizare fara restrictii si fara derivate, cu metoda ”axelor principale”

(R.Brent);

e simannf - optimizare cu restrictii simple prin metoda ”Simulated Annealing” (B.

Goffe);

e subplex - optimizare fara restrictie prin metoda cautarii simplex in subspatiu (T.
Rowan)
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e tn - optimizare fara restrictii sau cu restrictii de tip frontiera prin metoda Newton

(S. Nash);
e varpov - cele mai mici patrate neliniare separabile (Bolstad);

e ve08 - optimizare fara restrictii a functiilor separabile (P. Toint).

Alte pachete de programare din domeniul public sau ”shareware” disponibile in format
sursa sunt:

e TRON - probleme de optimizare cu restrictii de tip frontiera prin metoda Newton
cu "trust-region” (Lin si More);

e L-BFGS-B - probleme de optimizare cu restrictiile de tip frontiera (Zhu si Nocedal);
e conmin - pachet pentru problemede optimizare neliniara cu restrictii (Murry Dow);

e WNLIB - rutine pentru probleme de optimizare neliniara cu si fara restrictie prin
metode de gradient, dar contin si rutine de tip ” Simulated Annealing” (Will Naylor);

e SolvOpt - optimizari locale in probleme neliniare cu functii nederivabile (A. Kuntserich,
F. Kappel);

e FFSQP/CFSQP - cod Fortran/C pentru probleme neliniare cu restrictii prin pro-
gramari patratice succesive (A. Tits);

e MINIPACK - cod pentru rezolvarea problemei celor mai mici patrate neliniare (J.
More);

¢ BARON - module pentru optimizare globala neliniara in probleme cu variabile
continui gi/sau discrete (N. Sahhinidis);

e cGOP - pachet de functii C pentru optimizare globala cu tehnici de tip ”branch-
and-bound” (Computer Aided System Lab at Princetown University);

e GA Playground - un applet Java ce permite rezolvarea problemelor de optimizare
cu Algoritmi Genetici prin browsere Web;

e Adaptive Simulated Annelig (L. Ingber) si Ensemble Based Simulated An-
nealing - pachete de optimizare globala prin metoda ”simann” (R. Frost);

e GENOCOP - program de algoritmi genetici (Michalewicz).
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’ Produsul ‘ Metoda Vanzatorul Adresa web
GAUSS,CML sSQp3 APTECH http://www.aptech.com
CONOPT! GRG* ARKI
Multisimplex Nelder-Mead Multisimplex http://www.multisimplex.com
NAG Num Lib. diverse NAG http://www.nag.com
GRG2, SLP, SQP diverse Optimal Methods http://www.optimalmethods.com
LGO diverse Pinter Consulting http://is.dal.ca/ jdpinter
LANCELOT Trust-region | Rutherford Lab.(edu. free) | http://www.dci.clrc.ac.uk
/Activity/LANCELOT
SOPT SQP SAITECH http://www.saitech-inc.com
MINOS, SNOPT SQP Stanford Bus Soft http://www.sbsi-sol-optimize.com
FSQP SQP Tits (edu. free) http://www.isr.umd.edu/Labs
/CACSE/FSQP
IMSL?2 diverse Visual Numerics http://www.vni.com/products/imsl
CONMIN, DOC, DOT diverse Vanderploats ftp://anusf.anu.edu.au/mld900
/constr_minimum

Tabelul 11.1: Coduri comerciale (cu taxa pentru licenta de utilizare) de optimizare.

Detalii asupra acestor pachete sunt disponibile la http://www-unix.mes.anl.gov /otc/Guide/faq/

nonlinear-programming-faq.html gi la adresele din tabelul 11[I1

Urmatoarele site-uri web ofera servicii de optimizare on-line prin retea:

e AMPL (http://www.ampl.com/ampl) - permite rezolvarea problemelor cu pna la

350 variabile, descrise in limbaj AMPL, prin 8 solvere liniare sau neliniare (inclusiv

cu variabile discrete);

e NEOS (http://www-neos.mcs.anl.gov) - ofera servicii de acces la peste o duzina de

solvere de optimizare liniara, neliniara, stocastica, cu sau fara restrictii. Problemele

pot fi descrise in C, Fortran sau in limbaje de modelare ca AMPL sau GAMS

e UniCalc (http://www.rriai.org.ru/UniCalc) - O mare varietate de probleme de

optimizare trimise printr-un formular disponibil pe web. Abordarea se face in lim-

bajul de modelare UniCalc ce permite combinarea unor concepte novatoare, cum

sunt: matematica intervalurilor, algebra simbolica, strategii originale de cautare si

o interfata prietenoasa cu utilizatorul.

Metodele de optimizare implementate in rutinele si pachetele software profesionale

sunt de o mare diversitate. Ele se impart in doua mari categorii, prima, bazata pe metode

! Admite descrieri in limbaje de modelare AMPL, GAMS, AIMMS si LINGO.
2 Admite interfata optionald pentru AMPL.
3SQP = Sequential Quadratic Programming.
4GRG = Generalised Reduced Gradient.
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deterministe, este dedicata optimizarilor locale, iar a doua, bazata pe metode stocastice,
este dedicata optimizarilor globale. Principiile care stau la baza acestor metode sunt
rezumate in anexele [D (metode deterministe) si [El (metode stocastice).

11.3 Rezolvarea interactiva a problemelor simple

In mediul Scilab exista o functie dedicata optimizarii neliniare, bazata pe metoda quasi-
Newton. Aceasta functie, numita optim, are urmatoarea secventa simpla de apel (pentru
optimizari fara restrictie):

[f,xopt]=optim(costf,x0),

in care: costf este numele functiei obiectiv ce trebuie minimizata, xopt este vectorul
solutie a problemei de optimizare, f este valoarea optima a functiei obiectiv f = costf(xopt)
iar x0 este initializarea solutiei (vector de aceeasi dimensiune cu xopt).

Functia obiectiv are urmatorul prototip:
[f,g,ind] = costf(x,ind),

in care f este valoarea functiei obiectiv, g este vectorul gradient al functiei obiectiv in
punctul x (un vector care reprezinta variabila independentd), iar ind este un indicator
intreg de eroare (la iesire) sau de comanda (la intrare), cu urmatoarea semnificatie:

ind< 0 (la iesire) - f nu poate fi evaluat in x;
ind=0 - se Intrerupe optimizarea;
ind=1 - nu se calculeaza nimic;
ind= 2 - se calculeaza numai f;
ind=3 - se calculeaza numai g;
ind=14 - se calculeaza si f si g.

Exemplu de utilizare:

x0=[0;0;0]

xa=[0;1;2]

deff (f,g,ind]=cost(x,ind) =norm(x-xa)?, g=2%(x-xa)
[f,xopt]l=optim(cost, x0)
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Exercitiul 11.1: Ce functie se minimizeaza in exemplul de mai sus? Verificati

exemplul, lucrand in consola Scilab.

Trebuie remarcat ca Scilab admite ca functia de cost sa fie descrisa gi in limbajul
Fortran. Detalii asupra sintaxei in acest caz sunt prezentate in manualul de utilizare
Scilab [§] si in sistemul de asistenta on-line Scilab/help.

Exercitiul 11.2: Scrieti un program Scilab care sa minimizeze o functie patratica
f(x) =xTAx +bTx + ¢, unde A este o matrice pdatratd de dimensiune n x n, b este un

vector coloanda de dimensiune n iar ¢ este o constanta reala. Aplicatie numerica pentru
c=10, b= [1;—1;0], A matricea unitate.

Scilab admite si un mod mai complicat de apel al comenzii optim, mod care se aplica
in cazul optimizarilor cu restrictii, si care are sintaxa:

[, [xopt, [gradopt, [work]]]]=optim(costf, [contr],x0,[’algo’], [work], [stopl),

in care intervin in plus urmatoarele variabile: variabila gradopt este gradientul functiei
costf in punctul xopt; work este tablou de lucru utilizat la restartul algoritmilor quasi-
Newton (este initializat automat de optim); constr descrie restrictiile cu sintaxa: ’b’,
binf, bsup unde binf si bsup sunt vectori de dimensiunea vectorului solutie, ce contin
marginile inferioara si superioara ale componentelor variabilei independente x, algo’ in-
dica algoritmul utilizat gi poate fi >qn’ sau *gc’ sau ’nd’, fiecare valoare corespunzand re-
spectiv metodelor quasi-Newton, gradienti conjugati si metoda de calcul fara derivata(pentru
functii nediferentiabile). In acest din urmé caz nu se accepti restrictii. Parametrul stop
este o secventa de parametri optionali care controleaza criteriul de oprire al algoritmului,
cu sintaxa: ’ar’,nap, [iter [,epsg [,epsf [,epsx]]]] in care ’ar’ este un cuvant
cheie rezervat pentru selectia criteriului de oprire, nap este numarul maxim de apeluri
pentru functie, iter este numarul maxim de iteratii admise, epsg este toleranta normei
gradientului, epsf este toleranta descresterii valorii functiei obiectiv, epsx este toleranta
variatiei vectorului x (vector de dimensiunea lui x0).

Exemplu de utilizare:
[f,xopt,gopt]=optim(cost,x0,c

[f,xopt,gopt]=optim(cost, [-1,0,2],[0,1,4],x0)
[f,xopt,gopt]=optim(cost, [-1,0,2],[0,1,4],x0,’gc’,’ar’,3)

Exercitiul 11.3: Comentati cele trei instructiuni de mai sus. Fzxecutafi in con-

sola Scilab cele trei instructiune din exemplul de mai sus, precedate de instructiunile din
exercifrul 111 .
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Exercitiul 11.4: Scrieti un program Scilab care sa minimizeze functia lui Rosen-

brock cu ajutorul procedurilor de optimizare furnizate de program. Comparafi rezultatele
cu cele obtinute pe parcursul temelor anterioare, in care ati itmplementat proceduri proprii
de minimizare.

Pentru optimizari liniare si patratice, Scilab are comenzi specializate linpro, si
quapro.

11.4 Utilizarea rutinelor din biblioteci matematice

In continuare va fi prezentat si analizat modul in care pot fi folosite rutinele de optimizare
din bibliotecile matematice. Pentru inceput va fi testata functia hooke.c din biblioteca
netlib/org. Aceasta este scrisa in limbajul C si permite determinarea unui minim local
al functiei f : R" — IR, prin metoda Hooke-Jeeves (“pattern search”). Aceasta este
o metoda de ordinul zero, in consecinta ea poate fi aplicata si functiilor nederivabile si
discontinue.

Ezxercitiul 11.5: a) Folosind un browser de Internet, ca de exemplu Netscape,

inspectati directorul de optimizari din biblioteca netlib la adresa http://www.netlib.orq/opt
si vizualizafi figierul hooke.c (cititi comentariul introductiv gi identificati functiile com-
ponente ale codului sursa: f, best-nearby, hooke si main).

b) Salvati fisierul hooke.c in directorul de lucru. Completati fisierul si apoi executati
programul folosind sub controlul sistemului de operare comenzile: make hooke si apoi
hooke.

¢) Modificati functia obiectiv (folosind editorul Dvs. preferat) si executali din nou
programul. Care este solutia obfinutda tn urma minimizarii functiei lut Rosenbrock? Cte
evaludri ale functiei obiectiv au fost necesare pentru obfinerea acestui rezultat? Analizafi
ce solutie se obtine, in functie de inifializarea folosita. Ce efect au ceilalfi parametri (rho,
epsilon §i itermax)?

11.5 Utilizarea serviciului de optimizare prin Inter-
net

Exista gi servicii de optimizare prin Internet. Unul dintre acestea este NEOS (Network
Enabled Optimization System). Acest serviciu este organizat de Centrul de Tehnolo-
gie Lab gi Northwestern University din SUA si este disponibil la adresa: http://www-
fp.mcs.anl.gov /otc/index.html.
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Pentru utilizarea acestui serviciu va trebui sa va alegeti ca solver o metoda de opti-
mizare. Metodele de optimizare sunt grupate in urmatoarele categorii:

e optimizare discreta;

e optimizare neliniara cu restrictii;

e optimizare cu restrictii de tip frontiera;
e optimizare fara restrictii;

e programare liniara;

e programare liniara stocastica;

e probleme complementare;

e optimizari de retele liniare;

e programare semidefinita.

Exercitiul 11.6: Folositi serviciul de optimizare NEOS pentru optimizarea oricareia

din problemele descrise in capitolele anterioare. Comparati rezultatele si performantele
programului de optimizare cu cele obtinute de dvs. la capitolele respective.
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Anexa A

Tipuri de probleme de optimizare

A.1 Optimizari scalare

In cele ce urmeazi vom nota cu fo : R™ — IR functia obiectiv (reald), cu x € IR™ vectorul
variabilelor, restrictiile sunt reprezentate de functia ¢ : IR™ — IRP unde unele componente
ale lui ¢ sunt restrictii de tip inegalitate, de forma ¢;(x) < 0 pentru i intr-o multime de
indici notata Z, alte componente ale lui ¢ sunt restrictii de tip egalitate de tip ¢;(x) = 0
pentru indici ¢ dintr-o multime de indici notata £. Pot exista restrictii bilaterale de tipul
li < ¢;(x) < u; unde [; si w; sunt marginile inferioara si superioara ale restrictiei, cazul
¢;(x) = z; corespunzand restrictiilor de domeniu.

lata tipurile de probleme de optimizare [47]:

1. Probleme de programare neliniara cu restric‘gi
In aceste probleme fy si ¢ sunt functii neliniare de x. Doua formulari tipice echivalente
sunt

min { fo(x)]c;(x) < 0,i € Z,¢;(x) =0,1 € £},

min { fo(x)|c(x) = 0,1 <x < u}.

2. Probleme de programare liniaré’@
In aceste probleme functia obiectiv gi restrictiile sunt liniare. Formularea standard a
acestor probleme este:

min {ch]AX =b,x > 0} ,

1 ”Nonlinear programming”
2”Linear programming”
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unde ¢ € IR” este un vector de cost gi A € IR™*" este o matrice de restrictii. De multe
ori se foloseste formularea mai convenabila

min{cTX|li <alx<w,ieZl; <z <ugi€ B} )
In acestd formulare restrictiile de tip egalitate sunt descrise prin relatii de incadrare in
care [; = u; pentru ¢ € 7.

3. Programare pétraticé@
Aceste probleme au restrictii liniare si functii obiectiv patratice, formularea problemei
facandu-se astfel

. 1 . .
min {CTX + §XTQx|aiTx <b,ic€T,alx=0b,ic 5} ,
unde Q € IR™™ este o matrice simetrica. Aceste probleme sunt convexe daca Q este

pozitiv semidefinita si neconvexe in caz contrar.

4. Probleme de cele mai mici patrate cu restrictii liniare@
Unele probleme convexe de programare patratica pot fi formulate mai natural ca o prob-
lema de cele mai mici patrate

1
min {§||Cx —d|3|alx < b,i € T,al'x =b;,i € 8} ;

unde matricea coeficientilor C nu este neaparat patrata.

5. Probleme care au doar restrictii de domeniuH
In aceste probleme singurele restrictii sunt cele care marginesc componentele vectorului x

min { fo(z)]l <x <u}.

6. Probleme fara restric’gii@
sunt cele care nu au nici un fel de restrictii (nici macar de domeniu).

7. Probleme neliniare de cele mai mici pétrateE]
In aceste problema functia obiectiv are forma speciala

m

folx) = 5 3 )

i=1

37 Quadratic Programming”

47 Constrained linear least square problems”
5”Bound Constrained Problems”
6”Unconstrained problems”

7 ?Nonlinear least square problems”



A.1. Optimizari scalare 119

unde fiecare componenta f; este numita reziduu. Grupand reziduurile intr-o functie vec-
toriala f : R™ — IR™ putem scrie fy ca fiind

fox) = SIFGIE

8. Sisteme de ecuatii neliniare
Rezolvarea unui sistem de ecuatii neliniare definit cu ajutorul functiei f : IR* — IR"
este un vector x astfel incat f(x) = 0. Unii algoritmi sunt stansi legati de algoritmii de
optimizare fara restrictii si de cele mai mici patrate neliniare, ei rezolvand

min {|[f(x)[[[x € R"},

unde || - || este de obiecei norma Lo din IR™.

9. Probleme de optimizare a re‘gelelorH
In aceste probleme fj si ¢; au o structura speciala care provine de la un graf constand in
arce si noduri. Astfel de probleme apar in aplicatii care implica distributia produselor,
transportul, comunicatiile. Restrictiile sunt de obiecei liniare gi fiecare restrictie ¢; implica
de obiecei numai una sau doua componente ale lui x. Functia fy poate fi fie liniara fie
neliniara, dar este de obiecei ”"separabila”, adica se poate scrie sub forma

fo(X) = Z fi(ﬂfi),

unde fiecare functie scalara f; depinde numai de argumentul x;.

10. Programare intreagéH
Acest termen definegte problemele de optimizare in care componentele lui x sunt intregi.
Problemele de tip 1+9 au presupus valori reale ale componentelor. Termenul programare
mizti 19 defineste problemele in care o parte a componentelor lui x sunt reale iar cealalta
parte sunt intregi. Astfel de probleme sunt mai dificil de rezolvat, de aceea pana acum
au aparut metode care rezolva doar problemele de programare liniara si unele cazuri de
programare patratica. Aceste metode se bazeaza pe tehnica "branch and bound”.

Majoritatea problemelor de optimizare nu se pot incadra strict intr-una din categoriile
de mai sus. De exemplu o problema de programare liniara este in acelasi timp o problema
de programare patratica care este in acelasi timp o problema de programare neliniara.
O problema trebuie plasata in categoria cea mai restrictiva pentru ca astfel se pot folosi
metode si implementa algoritmi care sa tina cont de toate particularitatile problemei.

8” Network optimzation problems”
97 Integer programming”
10» Mixed-integer programming”
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A.2 Optimizari vectoriale

Una din dificultatile intampinate in optimizarea dispozitivelor electromagnetice consta in
cerinta de a satisface mai multe obiective. Problemele care urmaresc satisfacerea simul-
tana a mai multor obiective se numesc probleme de optimizari vectoriale.

A.2.1 Optimalitate Pareto

Caracteristic pentru problemele de optimizare vectoriala este aparitia unui conflict de
obiective, in care solutiile care ar minimiza fiecare obiectiv in parte sunt diferite gi nu
exista solutie acolo unde toate obiectivele igi ating minimul. O problema de minimizare
vectoriala se formuleaza astfel:

Sa se minimizeze F(x) = (f1(x), f2(X), ..., fx(x)) unde F : R" — IR¥ este supusd
la restrictiile g;,h; : IR" — IR, ¢;(x) <0,(i =1,2,...,m) (restrictii de tip inegalitati),
hi(x) =0,(j = 1,2,...,p) (restrictii de tip egalitati) si xy < x; < x4, (1 = 1,2,...,n)
(restrictii de domeniu).

N\

Solutii optimale
in sens Pareto

! .
Lo @\ -2 A .

" . 1

|

‘\ COMPROMIS

| \

| \

i .

T

SOLUTIE PERFECTA

Figura A.1: Interpretarea geometrica a solutiilor optimale in sens Pareto

In definirea solutiei optimale se aplica criteriul de optimalitate introdus initial de
Pareto inca din 1896 pentru problemele din economie [55]. O solutie optimald x* in sens
Pareto se cauta acolo unde nu existd o solutie x in domeniul de cautare M = {x €
R™"gi(x) < 0;hj(x) =0y <o < ap,(V)i=1,...,m;5=1,....p;l =1,...,n} pentru
care fr(x) < fo(x*), (V)k € [1, K], fe(x) < fu(x*), pentru cel putin un k € [1,K]. O
problema de optimizare in care imbunatatirea unui obiectiv cauzeaza degradarea a cel
putin unui alt obiectiv nu are solutie decat in sens optimal Pareto. Figura [A.] arata
interpretarea geometrica a solutiei optimale in sens Pareto pentru cazul a doua obiective
care sunt in conflict.
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Graficul din figura reprezinta dependenta dintre f; si fo. Pe acesta curba exista
solutiile posibile ale problemei, fiind marcata regiunea solutiilor optimale in sens Pareto.
Se observa ca nu exista un punct pentru care ambele obiective sa isi atinga minimul. Acel
punct este numit "solutie perfecta”. O solutie de compromis ar putea fi aceea pentru
care distanta dintre solutia perfecta dar nefezabila si multimea solutiilor optimale in sens
Pareto este minima.

Abordarea unei probleme de optimizari vectoriale are trei aspecte importante: sta-
bilirea functiei obiectiv , metodele de a trata restrictiile neliniare si alegerea algoritmului
de optimizare care minimizeaza functia obiectiv.

A.2.2 Stabilirea functiei obiectiv in cazul optimizarilor vectori-
ale

Aplicarea unui algoritm de optimizare are nevoie de o metoda de luare a deciziilor care
garanteaza o solutie din multimea de solutii optimale in sens Pareto. Iata cateva metode
care se aplica in optimizarea dispozitivelor electromagnetice [54] 55].

e Ponderarea obiectivelor

O prima posibilitate este aceea de a se folosi o functie obiectiv care este suma ponderata
a tuturor obiectivelor de minimizat. Noua functie obiectiv este u(F(x)) = Sh | t; fi(x)
unde x € M. Pentru probleme de optimizare in care toate functiile de cost f; sunt convexe
se poate arata ca problema minimizarii functiei u are o solutie optimala in sens Pareto
unica [55]. Problema care apare consta in gasirea unor ponderi potrivite, cunoscand faptul
ca obiectivele au valori numerice diferite gi senzitivitati diferite. Ponderarea obiectivelor
este de aceea un proces iterativ in care trebuie facute mai multe optimizari, cu ponderi
recalculate.

e Ponderarea distantelor

O a doua posibilitate este de folosi metoda ”functiei distanta”. Presupunem ca f;; sunt
cerintele de atins (minimele functiilor de cost f;). Functia obiectiv care se foloseste este
o distanta (de cele mai multe ori in sensul celor mai mici patrate). Si aici apare problema
stabilirii ponderilor, functia de minimizat fiind ||z(x)||? = Yo, tr(fi (%) — fx(x))?. Pentru
functii convexe si daca f; sunt minimele fiecarei functii obiectiv se poate arata ca ||z|| are
un optim unic in sens Pareto. Dezavantajul folosirii unei astfel de norme euclidiene este
sensitivitatea scazuta la reziduuri subunitare. De aceea trebuie folositi factori de pondere
suficient de mari.

¢ Reformularea problemei cu restrictii
Problema factorilor de pondere poate fi depasita reformuland problema astfel: numai unul

HProcesului de stabilire a functiei obiectiv i se mai spune si ”alegerea criteriului de decizie” folosit de
algoritmul de optimizare propriu-zis.
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din obiective este minimizat, celelalte fiind considerate restrictii suplimentare. Problema
astfel reformulata minimizeaza doar f;(x) (cu ¢ fixat) cu restrictiile suplimentare fj(x) —
r, <0,(V)k =1, K,k # i. Valoarea 1, reprezinta minimul cerut pentru functia de cost k.
O astfel de formulare are avantajul ca ei i se poate aplica o tehnica de tip Lagrange.



Anexa B

Functii de test pentru algoritmii de
optimizare

Pentru a testa algoritmii de optimizare se folosesc functii de test cu expresii analitice, care
au punctele de extrem cunoscute. Aceasta anexa cuprinde cele mai cunoscute functii de
test [42], [65].

B.1 Probleme care au doar restrictii de domeniu

1. De Jong (I):

unde —5.12 < x; < 5.12, ¢ = 1, 3. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
(0,0,0).
2. De Jong (II):

5

Z integer(z;),

i=1
unde —5.12 < x; < 5.12, ¢ = 1,5. Functia are un minim global egal cu -30 pentru
toti —5.12 < x; < —=5.0, 7 =1,5..

3. De Jong (III):

30
Z iz; + Gauss(0, 1),

=1
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unde —1.28 < x; < 1.28, ¢ = 1,30. Functia (fara zgomot Gaussian) are un minim
global egal cu 0 in punctul (0, ...,0).

Schaffer (I):

05+ sin®y/2? + 22 — 0.5

[1.0 4+ 0.001(x? + 23)]2’

unde —100 < z; < 100, © = 1,2. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
(0,0).

Schaffer (II):
(7 + 23)"% [sin*(50(x] + 23)°" + 1.0]

unde —100 < z; < 100, ¢ = 1,2. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
(0,0).

Goldstein-Price:

[1+ (21 + 29 + 1)2(19 — 142 + 322 — 14wy + 62,29 + 373)]
[30 4+ (211 — 322)?(18 — 3271 + 1227 + 48wy — 367,22 + 2723)],

unde —2 < z; < 2, ¢ = 1,2. Functia are un minim global egal cu 3 in punctul
(0,-1).
Branin:

a(zy — bxi + cxy — d)* + e(1 — f)cos(x1) + e,

unde —5 <27 <10,0< 2, <15, sia=1,b=51/4n?), c=5/7,d =6, e = 10,
f = 1/(87). Functia are un minim global egal cu 0.397887 in trei puncte diferite:
(—m,12.275), (r, 2.275), si (9.42478, 2.475).

Shubert:

Z icos[(i + 1)xy +1] - Zicos[(i + 1)z + 1],

i=1 i=1

unde —10 < z; < 10, j = 1,2. Functia are 760 de minime locale, dintre care 18
sunt minime globale de valoare -186.73.

Easom:

— cos(71) Cos(xg)e_(“fl_7T)2—(951—7r)27

unde —100 < z; < 100 pentru ¢ = 1,2. Functia are un minim global egal cu -1 in
punctul (7, ).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Bohachevsky (I):
x] + 213 — 0.3 cos(3mx;) — 0.4 cos(4mas) + 0.7,

unde —50 < z; < 50, u = 1,2. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
(0,0).

Bohachevsky (II):
o] + 225 — 0.3 cos(37mx1) cos(4mwy) + 0.3,

unde —50 < z; < 50, ¢ = 1,2. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul

(0,0).
Bohachevsky (I1I):
2] + 225 — 0.3 cos(3mx1) + cos(dmay) + 0.3,

unde —50 < x; < 50, ¢ = 1,2. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
(0,0).

Colville:

100(zg — 27)* + (1 — 1) + 90(wy — 23)? + (1 — 23)* +
+10.1((w2 — 1)* + (24 — 1)?) + 19.8(zy — 1) (w4 — 1),

unde —10 < z; < 10, ¢ = 1,4. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
(1,1,1,1).

Camila cu sase cocoase;
2, T1\ o 2\ .2
4 —2.1z7 + 3 )@t + (—4 + 423) =3

unde —3 < 27 <35 —2 < 29 < 2. Functia are un minim global egal cu —1.03163
in doua puncte diferite: (—0.0898, —0.7126) si (0.0898, —0.7126). Harta functiei pe
domeniul [0,2] x [—1.2, 1] este prezentata in figura [B.1l

Schwefel (I)

30 30
> lzil + [Tl
i=1 i=1

unde —10 < z; < 10, ¢ = 1,30. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
0,...,0).
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Figura B.1: Harta functiei “camila”.

16. Schwefel (IT)
30 i 2
>(xa).
i=1 \j=1

unde —100 < z; < 100, 7 = 1, 30. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
(0,...,0).

17. Schwefel (III)

-3 tsin D)

unde —500 < z; < 500, ¢ = 1,30. Functia are un minim global egal cu —12569.5 in
punctul (420.9687, . ..,420.9687). Harta functiei in cazul bidimensional, pe dome-
niul [0,500] x [0,500] este prezentata in figura [B.2

18. Rosenbrock (“banana”):

100(2F — 22)* + (1 — 21)?,
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19.

20.

21.
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Figura B.2: Harta functiei Schwefel (III).

unde —2.048 < x; < 2.048, ¢ = 1,2. Functia are un minim global egal cu 0 in
punctul (1,1). Harta functiei este prezentata in figura [B.3l

Rosenbrock generalizata:

29

D 1100541 — 27) + (2 — 1)),

i=1
unde —30 < z; < 30, ¢« = 1,30. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
(1,...,1).

Rastrigin generalizata:

30

Z [z7 — 10 cos(2mx;) + 10)],

i=1
unde —5.12 < x; < 5.12, 7 = 1, 30. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
0,...,0).

Griewank generalizata:
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20
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Figura B.3: Harta functiei Rosenbrock (banana”).
unde —600 < x; < 600, ¢ = 1,30. Functia are un minim global egal cu 0 in punctul
(0,...,0).

22. Vizuina vulpii:
25 (
1 1
. + . - 1 9
(500 ; 7+ (1’1 — alj)G + ($2 — agj)6) )
unde —65.536 < x; < 65.536, 1 =1,2 i
(ai)) = -32 —-16 0 6 32 =32 ... 0 16 32
Y\ =32 =32 —-32 —-32 —32 —16 ... 32 32 32 )
Functia are un minim global egal cu 0.998 in punctul (—32,—32) si alte minime
local in restul de 24 de puncte (ai;,a;). Graficul functiei este prezentat in figura
B.4l
23. Functii deceptive:

Sa ne imaginam ca dorim sa maximizam o functie reala de doua variabile F(x,y),
construita astfel. Fie k£ un numar de maxime globale plasate arbitrar. Pentru a
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-56

Figura B.4: Graficul functiei “vizuina vulpii”.

ilustra acest exemplu vom considera k = 5 si optimele globale vor fi plasate in
punctele multimii:

G ={(7,59), (5,21), (30,7), (62,3), (62,51)},

functia F' fiind definita pe domeniul [0,63] x [0,63]. Sa consideram acum functia
fo(x,y) definita pe acelagi domeniu, data de relatia:

= i —x)? —y)2. B.1
folw.) = min_ /(g = )2+ (y, ~ ) (B.1)
Functia fy reprezinta distanta de la punctul (z,y) la multimea G. Aceasta functie
are un maxim egal cu 32.0156 in punctul (32,39). Functia F este definita de relatia:

34 daca(z,y) € G

SR VPP v

Graficul acestei functii este prezentat in figura [B.Al Peisajul ei este multimodal, cu
puncte de atractie false pentru algoritmii deterministi de ordin superior. Punctul
de atractie cel mai puternic este cel care corespunde maximului functiei fy. Functia
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Figura B.5: Graficul unei functii deceptive

are dezavantajul ca este discontinua, dar se poate imagina cu ugurinta o functie
continua care sa aiba un astfel de relief. O astfel de functie se numeste deceptiva
deoarece un algoritm care incearca sa optimizeze aga ceva, cu greu poate gasi cele
k maxime globale.

B.2 Probleme de optimizare cu restrictii

1. Sa se minimizeze functia

4

9
G1l(x,y) = bz + bxy+ brg+ dry — 52:@2 — Zyi,
] =1

=1
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cu restictiile:

201 4+ 2z +ye +yr < 10, 221 + 2w3 + ys + ys < 10,

29 + 223 + yr + ys < 10, —8x1 +ys <0,

—8xe +y7 <0, —8x3 +ys < 0,

—2x4 —y1 +y6 <0, —2ys —y3 +y7 <0,
—2ys —ys +ys < 0, 0<z;<1,:=1,2,3,4,

0<y;<1,i=1,234,59, 0<vy;,i=6,7,8.
Functia are un minim global egal cu —15 in punctul (x,y) = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,3,3,3,1).
2. Sa se minimizeze functia
G2(x) = x1 + z9 + w3,
cu restictiile:

1 —0.0025(x4 + x6) > 0,

r116 — 833.33252x4 — 10021 + 83333.333 > 0,
1 —0.0025(z5 + 27 — z4) > 0,

Toxy — 12505 — xoxy + 125024 > 0,
1—0.01(zg —z5) >0,

r3xg — 1250000 — x375 4+ 250025 > 0,

100 < 2y < 10000,

1000 < z; < 10000, @=2,3,

10 < x; <1000, i=4,...,8.

Problema are 3 restrictii liniare si 3 neliniare; functia G2 este liniara si are un minim
global egal cu 7049.330923 in punctul x = (579.3167, 1359.943,5110.071, 182.0174,
295.5985, 217.9799, 286.4162, 395.5979). Toate cele sase restrictii sunt active in op-
timul global.

3. Sa se minimizeze functia

G3(x) = (x1—10)* +5(zo — 12)? + 25 + 3(z4 — 11)* 4+ 1025 + 72 +

+ I;l — 4I6.T7 - 10%6 — 81’7,
cu restictiile:

127 — 223 — 323 — w3 — 423 — 55 > 0,

282 — 7wy — 3wy — 1023 — 24 + 25 > 0,

196 — 2371 — a2 — 642 + 8+ > 0,

—4x% — x% + 3r129 — 2x§ —dxg + 11lx7 > 0,
—100< 2, <100, i—=1,... 7.
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Problema are 4 restrictii neliniare; functia G3 este neliniara i are un minim global
egal cu 680.6300573 in punctul (2.330499, 1.951372, —0.4775414, 4.365726, —0.6244870,
1.038131, 1.594227). Doua din cele patru restrictii (prima si ultima) sunt active in
optimul global.

4. Sa se minimizeze functia
G4(X) — 63313729039641557
cu restictiile:

T 4 23 + 23 + 25 + 2% = 10,
Tox3 — bxyxs = 0,

34 a3 = —1,

—23<2; <23, 1=1,2,
-32<x; <32, =345

Problema are 3 restrictii neliniare de tip egalitate; functia G4 este neliniara si are
un minim global egal cu 0.0539498478 in punctul (—1.717143,1.595709, 1.827247,
—0.763641, —0.7636450).

5. Sa se minimizeze functia

G5(x) = o]+ 13+ 217 — 1day — 1679 + (23 — 10)* + 4(24 — 5)* + (25 — 3)* +
+ 2(wg — 1) + 527 + T(xg — 11)% + 2(29 — 10)* + (210 — 7)* + 45,

cu restictiile:

105 — 421 — by 4+ 327 — 928 > 0,

—3(x1 — 2)% — 4(wy — 3)? — 222 + Ty + 120 > 0,
—1021 4+ 8x9 + 1727 — 228 > 0,

—x1? = 2(x9 — 2)? + 22119 — 1425 + 616 > 0,
8x1 — 229 — b9 + 22190 + 12 > 0,

—5x1 — 8wy — (w3 — 6)% + 224 + 40 > 0,

371 — 629 — 12(2g — 8)% + Ty > 0,

—0.5(z; — 8)% — 2(wy — 4)% — 322 + 6 + 30 > 0,
—100<z; <100, i=1,...,10.

Problema are 3 restrictii liniare si 5 neliniare; functia G5 este patratica si are un
minim global egal cu 24.3062091 in punctul (2.171996, 2.363683, 8.773926, 5.095984,
0.9906548,1.430574, 1.321644, 9.828726, 8.280092, 8.375927). Sase din cele opt restrictii
(toate cu exceptia ultimilor doud) sunt active in optimul global.
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6. Sa se minimizeze functia

G6(x,y)

cu restrictiile:

5
= —10.5z1 — 7.5z — 3.525 — 2.524 — L.5z5 — 10y — 0.5 a7,

i=1

621 + 322 + 323 + 224 + 25 < 6.5,
1021 + 10z3 +y < 20,

0<z; <1, 1=1,...,5,

0<y.

Functia are un minim global egal cu —213 in punctul (0, 1,0, 1, 1, 20).

7. Sa se maximizeze functia

cu restrictiile:

31’1 + 29 — 21‘3 +0.8 4ZL'1 — 21‘2 + T3
+ ;
2%’1 — To + T3 7l’1 + 31‘2 — X3

G7(x) =

1+ T9 — a3 <1,

—x1 + Ty —x3 < —1,
1221 4+ 5xy + 1225 < 34.8,
1221 + 1229 + T3 < 29.1,
—6x1 + 29 + 23 < —4.1,
0<z, =123

Functia are un maxim global egal cu 2.471428 in punctul (1,0, 0).

8. Sa se minimizeze functia

cu restrictiile:

G8(x,y) = 6.5 —0.52% — y1 — 2y5 — 3ys — 244 — ¥s,

T+ 2y1 + 8y2 + ys + 3ys + dys < 16,

=8z —4dy1 — 2y2 + 2y +dys — ys < —1,
2z 4+ 0.5y1 + 0.2y, — 3ys — yq — 4dys < 24,
0.22 + 2y + 0.1y — 4ys + 2ys + 2y5 < 12,
—0.1z — 0.5y1 + 2y2 + 5y3 — 5y + 3ys < 3,
ys <1, wyu <1 si ys <2

x>0, y,2>20 pentru 1<3<5.

Functia are un minim global egal cu —11 in punctul (0,6,0,1,1,0).
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Anexa C

Exemple de probleme de optimizare
a dispozitivelor electromagnetice

Aceasta anexa prezinta doua probleme legate de optimizarea dispozitivelor electromagnet-
ice. Prima aplicatie reprezinta optimizarea unui dispozitiv de stocare a energiei magnetice,
iar a doua optimizarea unei matrite folosita pentru orientarea pulberilor in camp mag-
netic. Ambele probleme sunt probleme de tes propuse de comunitatea internationala in
cadrul “TEAMZ Workshop”. Descrierea problemelor poate fi gasita pe Internet [9]. Rezul-
tate privind optimizarea acestor doua probleme se gasesc in teza [17], al carei rezumat se

gaseste la adresa http://www.lmn.pub.ro/~gabriela .

C.1 Dispozitiv de stocare a energiei magnetice

Problema TEAM Workshop 22 consta n optimizarea unui dispozitiv SMES@. Dispozitivele
SMES sunt dispozitive care stocheazd energia in cAmpuri magnetice. In principiu ele sunt
construite din bobine realizate din materiale supraconductoare. Bobinele sunt alimentate
printr-un comutator de la un convertizor de putere, dupa care comutatorul se deschide
simultan cu scurtcircuitarea bornelor bobinelor. Curentul circula in bobine fara a scadea
in timp datorita rezistentei nule a supraconductoarelor. Astfel de dispozitive pot fi folosite
pentru stabilizarea fluctuatiilor de putere in sistemele energetice.

Exista doua tipuri diferite de bobine folosite in dispozitivele SMES: solenoizii si
toroizii. Tehnica de realizare a unei bobine solenoidale este foarte simpla, in timp ce

1”Benchmark problems”

2TEAM (Testing Electromagnetic Analysis Models) reprezinta un grup international de lucru consti-
tuit in scopul comparérii diferitelor programe folosite la analiza campului electromagnetic.

3Superconducting Magnetic Energy Storage
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realizarea unei bobine toroidale este mult mai sofisticata si necesita o cantitate de ma-
terial supraconductor aproape de doua ori mai mare. Avantajul unei bobine toroidale
consta in faptul ca, datorita geometriei sale, campul magnetic in spatiul inconjurator este
practic nul. Acest rezultat este valabil in cazul in care bobina toroidala este infasurata
perfect, lucru care nu se realizeaza in practica deoarece toroizii sunt construiti din mai
multi solenoizi plasati pe o forma de tor. Cu toate acestea, un astfel de toroid produce
un camp magnetic la mare departare de el mult mai mic decat campul magnetic produs
de un singur solenoid.

Problema TEAM 22 consta intr-o configuratie SMES care are doi solenoizi prin care
trec curenti de sensuri opuse. In acest fel campul de dispersie in cazul folosirii a doi sole-
noizi este mai mic decat campul de dispersie al unui singur solenoid. Aceasta constructie
simuleaza campul magnetic al unui quadripol care scade (la departare) cu puterea a 5-a
a razei, spre deosebire de campul magnetic al unui solenoid (un dipol magnetic) care
scade la departare cu puterea a 3-a a razei. Desigur, aceasta constructie consuma mai
mult material decat un singur solenoid, avantajul economiei de material (fata de cazul
toroidului) nemaifiind semnificativ. Totusi, constructia cu solenoizi este mult mai simpla
din punct de vedere tehnologic.

Definitia problemei este prezentata in cele ce urmeaza.

Un dispozitiv SMES (figural[C.]) trebuie optimizat astfel incat sa fie atinse urmatoarele
obiective:

e Energia magnetica stocata in dispozitiv sa fie 180 MJ;

e Campul magnetic trebuie sa satisfaca conditia fizica ce garanteaza supraconductibil-
itatea;

e Campul de dispersie (masurat la o distanta de 10 metri de dispozitiv) sa fie cat mai
mic posibil.

Problema are 8 parametri (Ry, Ra, hi/2,he/2,dy,ds, J1,J2) ale caror restrictii sunt pre-
zentate 1n tabelul CIIl

Ri | Ry [m/2 ] ho/2] dy | ds i Jo

m] | [m] | m] | [m] | [m]] [m]| [MA/m?] | [MA/m’
min || 1.0 1.8] 01 | 0.1 [0.1]01] 100 -30.0
max || 40 | 5.0 | 1.8 | 1.8 |0.8] 08| 300 “10.0

Tabelul C.1: Restrictii de domeniu ale variabilelor de optimizare
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Figura C.1: Dispozitiv SMES cu doi Figura C.2: Restrictia impusa pentru
solenoizi supraconductor

Conditia care asigura faptul ca bobinele nu isi pierd starea supraconductoare (“quench
condition”) consta intr-o relatie intre modulul densitatii de curent si valoarea maxima a
modulului inductiei magnetice |B| in bobine, aga cum arata figura [C.2. Ecuatia (C1l)
este o aproximare a curbei din figura [C.2]

|J| = (—6.4/B| +54.0) A/mm”. (C.1)
Functia obiectiv propusa este

o Bs2tray + |E_ Eref|

F= C.2
Bgorm Eref ’ ( )
unde Ff = 180 MJ, Bpoym = 2.0 - 1074T si
22 2
2 Zi:l ‘Bstrayi
Bstray - T <Cg)

Valoarea BZ,,, este obtinuta dupd evaluarea campului in 22 de puncte echidistante de pe

liniile a si b (figura [C.T)).

C.2 DMatrita cu electromagnet

Problema TEAM 25 consta in optimizarea formei unei matrite cu electromagnet, folosita
pentru orientarea pulberilor magnetice in procesul de sinterizare a pieselor polare pentru
micromagini. Matrita si electromagnetul sunt confectionate din otel, forma matritei fiind
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astfel realizata incat sa se genereze un camp magnetic radial intr-o cavitate ce va fi
umpluta cu pulberea magnetica.

Figura reprezinta o sectiune transversala a matritei cu electromagnet, iar figura
prezinta un detaliu in zona de interes. Matrita trebuie optimizata pentru doua valori
ale solenatiilor bobinelor: 4253 amperi-spira si respectiv 17500 amperi-spira astfel incat
campul magnetic in cavitate (de-a lungul curbei e-f din figura [C.4]) sa fie orientat radial

si sa aiba urmatoarele valori:

e in cazul solenatiei mici (4253 amperi-spira)

B, =0.35cos0[T] B, =0.35sin0[T] (C4)

e in cazul solenatiei mari (17500 amperi-spira)

B, =15cos0[T] B, =1.5sin0][T] (C.5)
A
AY 163 .
A 113 50
d— - S lc
A A
o
Lo
A\ Y
[¥e) A
Q B 88
o
%A S 2
y
Cavitate Y 7.5 A
o
I KRR
Pol k@ b >
a
Bobikna
Matrite Aer
El ect r omagnet
a-b d: Frontiera Dirichlet

_C_
d-a: Frontiera Neunann

(a) Vedere de ansanbl u

Figura C.3: Matrita cu electromagnet

Analizele preliminare facute la curenti mici arata ca distributia de cAmp ceruta poate
fi obtinuta (cu eroare acceptabila) adoptand pentru matrita o forma obtinuta printr-o
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combinatie de linie dreapta, cerc si elipsa. Matrita este alcatuita din doua parti, numite
forme. Forma interioara a matritei este presupusa a fi un cerc de raza R;. Partea dinspre
interior a formei exterioare este reprezentata de o elipsa de semiaxe Lo si L3 gi o linie
paralela cu axa x, ca in figura [C.4l

Variabilele de proiectare sunt: R; - raza formei interioare, Ly - axa lunga a elipsei,
L3 - axa scurta a elipsei, L, - lungimea pintenului formei exterioare. Proiectatul are
libertatea sa aleaga si alte parametrizari ale curbei g-h a formei interioare si ale curbei
i-j-k-m corespunzatoare formei exterioare.

Se constata ca la curenti mari, daca forma interioara si cea exterioara sunt reprezen-
tate prin cerc si elipsa rezultatele nu sunt satisfacatoare.

ry Matrite
Pol

L3

12.5

A
Y

A

A

Y

(b) Detaliu

Figura C.4: Detaliu in zona de interes

Matrita si electromagnetul sunt din otel, avand curba de magnetizare prezentata in
figura [C.5l Punctele acestei curbe sunt cele din tabelul C2L
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Figura C.5: Curba de magnetizare a otelului

BT] |[ 00 [ 0.11]0.18 [0.28]0.35 | 0.74 | 0.82 | 0.91
H[A/m] || 0.0 | 140 | 178 | 215 | 253 | 391 | 452 | 529
B[T] |[ 098] 1.02]1.08 | 1.15 | 1.27 | 1.32 | 1.36 | 1.39
H [A/m] | 596 | 677 | 774 | 902 | 1164 | 1299 | 1462 | 1640
B[T] || 142 ] 147 | 151 | 1.54 | 1.56 | 1.60 | 1.64 | 1.72
H [A/m] | 1851 | 2262 | 2685 | 3038 | 3395 | 4094 | 4756 | 7079

Tabelul C.2: Punctele curbei de magnetizare

Ry Ly Ls Ly
min 5) 12.6 14 4
max | 9.4 18 45 19

Tabelul C.3: Restrictii de domeniu ale variabilelor de optimizare

Problema are 4 parametri (Ry, Lo, L3, Ly) care pot varia continuu intre limitele pre-
zentate n tabelul CBl

Functia obiectiv propusa este

F= Z[(me - onz‘)2 + (Bypi - Byoz‘)2]- (C-6)

Indicii p si o se refera la valorile calculate, respectiv la valorile specificate. Se considera
n = 10 puncte situate pe curba e-f (un arc de cerc de raza 11.75 mm, conform figurii [C.4)),
in punctele corespunzatoare unghiurilor de: 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40 si respectiv 45
de grade.
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Se cere de asemenea calculul erorii maxime £pg,,,, @ modulului i eroarea maxima
€gmae @ unghiului inductiei magnetice, definite astfel:

sz‘ — B,
€Bmaz — lrg%); Boi ) <C7)
E9maz = 11’2%}; }eBpi - QBOi‘ : (CS)

Autorii acestei probleme au realizat experimental doua astfel de matrite, pentru care
au masurat valorile inductiei in punctele specificate. Aceste rezultate experimentale sunt
prezentate in [60)].
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Anexa D

Metode deterministe pentru
optimizarea locala

D.1 Metode de optimizare deterministe pentru pro-
bleme fara restrictii

Cunoasterea metodelor de optimizare fara restrictii este foarte importanta pentru ca de
multe ori o problema de optimizare cu restrictii este redusa la o problema de optimizare
fara restrictii. Iata o clasificare a metodelor de optimizare pentru probleme fara restrictii
[16, 30, B3].

e Optimizare unidimensionala

O metoda fara calculul derivatei trebuie sa incadreze mai intai minimul. O astfel de
metoda de incadrare este metoda sectiunii de aur care gaseste un triplet de puncte
a < b < c astfel incat f(b) este mai mic si decat f(a) si decat f(c). Daca functia de
optimizat are caracteristici suplimentare (de exemplu derivata de ordin doi este continua,

atunci incadrarea obtinuta din metoda sectiunii de aur se poate rafina cu ajutorul unei
interpolari parabolice. O astfel de metoda este metoda Brent.

Pentru minimizari unidimensionale cu calculul derivatei se poate folosi de exemplu o
varianta a metodei Brent care utilizeaza si informatii despre prima derivata.

¢ Optimizarea multidimensionala

In acest caz trebuie ales intre metode care au un necesar de memorie de ordinul N2
(N reprezinta numarul de dimensiuni) sau de ordinul N. Pentru valori mici ale lui N
aceasta cerinta nu este o restrictie.

Una dintre metodele fara calculul derivatei este metoda simplexului descendent,
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datorata lui Nelder si Mead. Ea nu trebuie confundata cu metoda simplex din progra-
marea liniara. Aceasta metoda este foarte incet convergenta, dar este foarte robusta si
nu face presupuneri speciale despre functie. Un simplex in N dimensiuni este un poligon
convex avand N + 1 varfuri (triunghi pentru N = 2, tetraedru pentru N = 3). In cazul
bidimensional, varful unui triunghi caracterizat de valoarea cea mai mare a functiei obiec-
tiv este reflectat in raport cu linia care trece prin celelalte doua varfuri. Valoarea functiei
in acest punct nou este comparata cu valorile ramase in celelalte doua puncte. In functie
de acest test noul punct poate fi acceptat sau rejectat. Cand nu se mai realizeaza nici o
imbunatatire laturile triunghiului sunt contractate si procedura se repeta. In acest fel este
posibil ca varfurile triunghiului sa convearga catre un punct in care functia de minimizat
este minima. Necesarul de memorie este N2.

O alta metoda este metoda alegerii directiilor, metoda Powell fiind prototipul aces-
tel categorii. Aceasta metoda cere o minimizare unidimensionala (de exemplu metoda
Brent), iar necesarul de memorie este N2.

In ce priveste metodele cu calculul derivatei, exista doua familii mari de algoritmi pen-
tru minimizarea multidimensionala, care necesita calcul de derivate. Ambele familii cer
un subalgoritm de minimizare unidimensional care poate sau nu sa foloseasca informatii
legate de derivata. Prima familie (de ordinul unu) cuprinde metoda pasilor descendenti
si metode de gradienti conjugati. Metoda pasilor descendenti este una din cele mai
populare si mai vechi metode folosite in optimizare. Solutia optima este obtinuta printr-
un numar de iteratii consecutive, in fiecare din ele o solutie noua fiind obtinuta printr-o
deplasare plecand din punctul vechi pe o anumita directie. Directia este opusa directiei
gradientului iar lungimea (pasul) este o marime constanta sau nu. Exista mai multe vari-
ante de algoritmi pentru metoda gradientilor conjugati, de exemplu algoritmul Fletcher-
Reeves sau algoritmul Polak-Ribiere (ceva mai bun). Necesarul de memorie este de ordinul
N.

A doua familie (de ordinul doi) cuprinde metoda Gauss-Newton si metode quasi-
Newton, de exemplu algoritmul Davidon-Fletcher-Powell, sau algoritmul Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno. Intr-o metoda quasi-Newton directia de cautare Ax la iteratia ¢ este
definita ca Ax = —H 'grad f(x) unde H este o aproximare a matricei Hessian a functiei
obiectiv F. La primul pas H este luata matricea unitate (primul pas este deci identic
cu cel al metodei pasilor descendenti); apoi H este recalculat succesiv in concordanta cu
o procedurd de metricd variabild. Necesarul de memorie este de N2. In metoda Gauss-
Newton se foloseste chiar matricea Hessian.

Pe scurt, o minimizare multidimensionala se reduce la un gir de iteratii de tipul:
xM = xF + o*d* unde d¥ este directia de cdutare la iteratia k iar o este un coeficient
determinat printr-o metoda de minimizare unidimensionala. Metodele difera prin alegerea
lui d*. Tabelul [ cuprinde valorile acestor directii pentru metodele de ordin superior:
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’ Metoda ‘ d* Observatii

Pagilor descendenti —Vkf

. . . . — k T k
Gradientilor conjugati | —V*f + d* 1(V(Z1’;))—Tvvk{)1f

Gauss-Newton —(GF)"IVEf G este matricea Hessian:
G = 2J7J unde
J este matricea Jacobi

quasi-Newton —(HF)IVFf H este o aproximare a
matricei Hessian

Tabelul D.1: Directii de cautare intr-o metoda de optimizare de ordin superior
D.2 'Tratarea restrictiilor

In ceea ce priveste problemele cu restrictii, metoda simplex a fost prima dezvoltata special
pentru o astfel de problema [53]. Aceasta metoda se bazeaza pe faptul ca o functie obiectiv
liniara isi atinge extremele pe frontiera si atunci cautarea lor se face numai pe frontiera.
Mai exista o clasa de metode numite "metode de punct interior” [47], mai rar folosite
decat metoda simplex.

Aceaste doua metode rezolva insa doar problema programarii liniare adica aceea in
care atat functia de minimizat cat si restrictiile sunt liniare, situatie extrem de rar intalnita
in optimizarea dispozitivelor electromagnetice. De aceea o problema foarte importanta o
constituie tratarea restrictiilor. Exista mai multe posibilitati de a elimina restrictiile.

e Folosirea functiei Lagrange [106], 30, [47]

Aceasta abordare nu foloseste functia propriu-zisa f ci o noua functie numita functie
Lagrange, fiind deci o metoda de transformare.

Pentru concizie vom nota cu f : IR" — IR functia obiectiv (reala), cu x € IR™ vectorul
variabilelor, restrictiile sunt reprezentate de functia ¢ : IR"™ — IR? unde unele componente
ale lui ¢ sunt restrictii de tip inegalitate, de forma c¢;(x) < 0 pentru 4 intr-o multime de
indici notata Z, alte componente ale lui ¢ sunt restrictii de tip egalitate de tip ¢;(x) = 0
pentru indici ¢ dintr-o multime de indici notata £. Problema se poate formula astfel

min { f(x)|c;(x) <0,i € Z,¢;(x) =0, € E}, (D.1)

unde ¢; : R" — IR, Z si £ sunt multimile de indici corespunzatoare inegalitatilor si
egalitatilor .

negalititile de domeniu sunt incluse in ¢;(x) < 0,7 € Zi.



146 METODE DETERMINISTE PENTRU OPTIMIZAREA LOCALA

Pentru formularea [D. 1] functia Lagrange se defineste ca

LA =fx)+ Y Nici(x), (D.2)

unde ); se numesc multiplicatori Lagrange. Functia Lagrange este folosita pentru expri-
marea conditiilor de existenta a unui minim local.

Conditia necesara de ordinul unu (conditie de existentd) a unui minim local x* a
problemei de optimizare cu restrictii [D.I] cere existenta multiplicatorilor Lagrange A}
astfel incat

ViL(X", X)) = V(X)) + > AVe(x") =0, (D.3)
i€ A*
unde A* = {i € Z|¢;(x*) = 0} UE este multimea restrictiilor "active” la x* si Af > 0 daca
e A" NT.

‘ \ . \
& =0 : /
domeniul de cautare
=()
restrictii
/
7
", /J
/
)
Vg3 X

Figura D.1: Interpretarea geometrica a multiplicatorilor Lagrange

Multiplicatorii Lagrange sunt o masura a modificarii optimului in cazul in care restrictiile
se modifica [54]. Figura [D.] reprezinta o interpretare geometrica a acestei afirmatii.
Functia de minimizat f are trei restrictii de tip inegalitati g, g2, g3, domeniul de cautare
determinat de ele fiind "hagurat” cu linii de echivalori ale lui f. Se observa ca minimul se
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atinge in punctul 3 (in care restrictiile active sunt g, si g3). Mutarea restrictiei go in g3 in
domeniul admisibil nu modificd mai putin valoarea minimului (noul minim este punctul
4), decat cazul in care se muta restrictia g in g5 (minimul in acest caz este punctul 5).
In punctul optim (punctul 3) =V f = A\Vgs + A3Vgs unde Ay > A3

Conditia de ordinul doi (existenta si stabilitate) - cere ca (x*, A*) sa satisfaca conditia
de ordinul unu V,£(x*, A\*) = 0 i, in plus, Hessianul functiei Lagrange

Vo LX) = V() + ) A Viax),
ieA*

sa satisfacd wl' V2, _L(x*, \*)w > 0 pentru vectorii nenuli w din multimea
{weR"Ve(x")'w = 0,i e TIUE, Ve(x")'w <0,i € I3},
unde
I = {ic A'NIIN >0}, Iy={ic A NI\ =0}

Aceasta conditie garanteaza ca problema de optimizare are o comportare stabila in jurul
extremului.

In functie de cum este folosita mai departe aceasta functie Lagrange (cum sunt
calculati multiplicatorii Lagrange gi cum este minimizata functia Lagrange), metodele
sunt: metode de gradient redus, metode de programare patratica si liniara, metode bazate
pe functii Lagrange modiﬁcateﬁ si functii de penalizare. Descrierea detaliata a metodelor
se gaseste n [47].

O alta metoda care foloseste functia Lagrange este metoda asimptotelm@ [57]. In
aceasta metoda ideea de baza este de a se inlocui problema initiala cu o secventa de
subprobleme convexe care au o forma simpla. Pentru fiecare subproblema se defineste
Lagrangeanul L(x,\) = F(x) + > A\ F;(x) unde F gi F; sunt aproximatii convexe ale
functiei obiectiv gi restrictiilor, suma se face dupa indicii ¢ apartinand restrictiilor active, si
se rezolva problema duald max)>o {min,L(x, \)}. Aceeasi metoda este descrisa si folosita
in [50].

e Minimizari secventiale pentru functii obiectiv care includ restrictiile
penalizat@ [30], 57

— Eliminarea restrictiilor de tip egalitate dupa metoda lui Courant

Exista situatii cand tehnica Lagrange este dificil de aplicat. In aceste situatii, in
practica sunt preferate alte metode. Una din cele mai cunoscute tehnici alternative de

2Se intalneste in literaturs cu prescurtarea ALM - ” Augmented Lagrange Method”.
37 Method of Moving Asymptotes”
4”Penalty Methods”



148 METODE DETERMINISTE PENTRU OPTIMIZAREA LOCALA

tratare a restrictiilor a fost initiata de R.Courant [30]. In aceasti metodd se minimizeazi

functia
p

F(zy,...,x,) = f(x1,...,2,) + rZ[hi(xl, )] r>0 (D.4)
i=1
ca o problema fara restrictii, pentru o secventa de valori crescatoare ale lui r. Functia f
este astfel "penalizata” atunci cand restrictiile nu sunt satisfacute. Cand r tinde catre
infinit, suma patratelor restrictiilor este fortata sa tinda spre zero. In acest fel, sirul
minimelor succesive ale functiei F' tind catre solutia problemei initiale.

— Eliminarea restrictiilor de tip inegalitate

Sa presupunem ca problema are m restrictii neliniare de tip inegalitate

gi(x1,...,x,) >0 i=1,...,m. (D.5)

Exista doua abordari posibile: una se numeste ”the boundary-following approaches”
(abordari care urmaresc frontiera) si cealalta este ”penalty-function techniques” (tehnici
bazate pe functii de penalizare).

Dupa cum le sugereaza numele, abordarile care urmaresc frontiera sugereaza ca atunci
cand o restrictie este (sau aproape este) violata, se urmareste frontiera domeniului vari-
abilelor, corespunzatoare acelei restrictii, pana se gaseste un punct satisfacator. Daca
frontiera este puternic neliniara, convergenta unor astfel de abordari este inceata. In
aceste cazuri se foloseste tehnica functiilor de penalizare. Sa consideram de exemplu
functiile:

" 1
Fi(zy,...,zn) = flxg,...,x,) 47 — r>0,r—0,
;gi(ajl,...,xn)

Fy(xy,...,x,) = f(xl,...,xn)—TZln[gi(acl,...,xn)] r—0,
i=1

Fs(xq,...,x,) = f(xl,...,xn)—|—rZ(min(O,g,-(a:l,...,azn))Q r— 00.

i=1

Daca aceste functii sunt minimizate secvential pentru un sir de valori pozitive ale lui
r (monoton descrescator pentru Fj gi F» i mononton crescator pentru F3), atunci girul
minimelor functiilor cu penalizare (fara restrictii) tinde catre minimul functiei originale.

O alta metoda de eliminare a restrictiilor de tip inegalitate g;(x) < 0 este urmatoarea
[57]. Se foloseste o functie

Wxr) = fx)+r Z Fi(g:(x)),
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unde r este un parametru de penalizare iar functia F; asociata restrictiei g; este definita
astfel

—ﬁ pentru g;(x) < ¢

Fi(g = (x 02 ’
(9:(x)) 1 {3M _ <%) — 3} pentru g;(x) > ¢

£

unde ¢ este un parametru. Solutia problemei de optimizare este obtinuta prin minimizari
succesive ale lui W pentru o secventa de valori descrescatoare a lui r. Aceeasgi metoda
este folosita si in [35, [38].

D.3 Optimizare neliniara fara restrictii

Problema optimizarii fara restrictii joaca un rol central in programele de optimizare
deoarece problemele cu restrictii sunt reduse in cele mai multe cazuri la acesta problema.
Problema optimizarii fara restrictii:

min{ f(z) : x € R"},
consta in cautarea unui minim local z* € IR", astfel inct f(2*) < f(x) pentru orice x
intr-o vecinatate a punctului x*.

Metoda Newton de rezolvare a acestei probleme sta la baza unei largi si importante
clase de algoritmi. Ea se bazeaza pe minimizarea iterativa a unor modele patratice pentru
functia obiectiv f:

k() = Fla) + V) s + 57V F ),
in care
V(@) =[0if(@),.....,0nf ()]
este vectorul gradient, iar
V2 f(x) = (0,0 f (v)]
este matricea Hessian a functiei f. Daca matricea Hessian este pozitiv definita, atunci

gr(s) are un minim unic, care se obtine prin rezolvarea sistemului de ecuatii liniare cu
matrice simetrica de dimensiune n X n:

sz(ltk)sk = —Vf(ﬂfk)
Corectia s astfel calculata este folosita la determinarea urmatoarei iteratii:
T41 = Tk + Sk-

Cu toate ca evaluarea matricei Hessian poate necesita efort mare de calcul, in destul
de multe probleme acest efort este justificat. Convergenta sirului de iteratii zg, x1, zo, ...
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este garantata, daca initializarea z( este suficient de apropiata de minimul local z* si
pentru care V2 f(z*) este pozitiv definitd. In acest caz, metoda Newton are o convergenta
patratica, existnd o constanta (3, astfel inct

241 — @[] < Bllaw — 27|

Daca initializarea este indepartata de solutie, atunci este posibil ca matricea Hessian sa
nu fie pozitiv definita, deci problema minimizarii modelului patratic sa nu aiba solutie.
Pentru a evita astfel de situatii este necesara modificarea metodei Newton. Cele mai
des utilizate modificari care urmaresc extinderea domeniului de convergenta al metodei
Newton sunt cele de “cautare liniara” (line search) si “regiunea de incredere” (trust
region).

Metoda cautarii liniare se bazeaza pe iteratiile:
Thy1 = Tp + Qpdy,

in care dj este directia de cautare, iar oy > 0 este ales astfel inct f(xpi1) < f(xg).
Directiile de cautare dj; sunt determinate prin rezolvarea sistemului liniar:

(ng(ﬂfk) + Ek)dk = —Vf(étk),

obtinut prin perturbarea modelului patratic, prin adaugarea la diagonala matricei Hessian
a perturbarii Fj, care face ca aceasta sa devina pozitiv definita. Determinarea valorii
scalarului oy, se face prin cautare unidimensionala, dupa directia d; a minimului functiei
o(x) = f(xp + ady), de obicei prin interpolare patratica sau cubica. Valoarea ay se
considera acceptabila daca sunt satisfacute conditiile de “scadere suficienta”:

Flaw + ardy) < flag) + poapV f ()" dy,

respectiv de “curbura”:
|V f(ap + ardy)" di] <[V F(zx)"dy),

in care se folosesc de obicei valorile = 1073, n = 0.9. Prima conditie asigura scaderea
functiei obiectiv, iar a doua conditie asigura faptul ca «4 determina o apropiere suficienta
de minimul functiei p(«).

Metoda regiunii de incredere se bazeaza pe observatia ca modelul patratic gx(s)
este o buna aproximare a functiei f(z, + s) doar pentru s suficient de mic. De aceea
este rezonabil sa se aleaga pasul s ce reprezinta solutia subproblemei de minimizare cu
restrictii:

min {gu(s) : [| Deslla < A},

in care A\, > 0 este un parametru real ce descrie marimea regiunii de incredere, iar Dj,
este o matrice diagonala de scalare. Marimea regiunii de incredere este ajustata la fiecare
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iteratie, in functie de abaterea dintre functia f si modelul sau patratic, exprimata prin
raportul

P f(xr) — fop + 1)
k= .
f(@r) — ar(sk)
Daca abaterea este mica p, ~ 1 si atunci /\ este crescut, in caz contrar A\, este scazut.

Pachetele NAG si OPTIMA folosesc metoda cautarii liniare, in timp ce pachetele
IMSL si LANCELOQOT folosesc metoda regiunii de incredere.

Metoda Newton si celelalte doua variante prezentate presupun pentru determinarea
directiilor dj, rezolvarea la fiecare iteratie a unui sistem liniar de n ecuatii cu n necunos-
cute. Daci se utilizeazd o metoda directd efortul de calcul are ordinul O(n?), pentru
un numar mare de necunoscute. Din acest motiv se prefera utilizarea metodelor it-
erative de rezolvare, ca de exemplu, gradienti conjugati cu preconditionare bazata pe
factorizarea Choleski incompleta. Tehnica astfel obtinuta este cunoscuta sub numele de
metoda Newton trunchiata deoarece iteratiile sunt intrerupte (trunchiate) atunci cnd
este indeplinit criteriul de oprire. Aceasta tehnica este implementata in pachetele TN,
VEO0S8 i LANCELOT. In multe situatii nu este disponibila o rutina care sa calculeze val-
orile exacte ale elementelor matricei Hessian. In astfel de situatii exista mai multe solutii,
bazate pe o evaluare aproximativa a matricei Hessian, de exemplu prin diferente finite.
O alta abordare este cea specifica metodelor de tip quasi-Newton, la care la fiecare
iteratie se rezolva sistemul liniar By, 15; = vk, in care By, aproximeaza V2f(x;). Cea
mai des utilizata varianta de metoda de tip quasi-Newton este metoda Broyden, in care
By se calculeaza in functie de By, folosind relatia

Bisp(Brse)T  yeJiE

Byt1 = By, — + =5
Y Sk

+ o [SZBksk]vkvg,

Skask

cu ¢ € (0,1) si
e = 2 _ Bisk,
y}fsk SkaSk

Daca se considera ¢ = 1, rezulta metoda DFP, iar daca se considera ¢ = 0 rezulta
metoda BFGS | care este considerata in prezent una din cele mai eficiente metode de
optimizare.

Metodele de tip Broyden au avantajul ca matricea By ramne pozitiv definita, att
timp ct y} s, > 0, conditie ugor de verificat. Dintre pachetele care implementeaza aceasta

metoda mentionam NAG, IMSL, MATLAB, OPTIMA. Daca se noteaza cu M, = Bk_l,
rezulta urmatoarea corectie la iteratia k:

Metoda BFGS are o varianta in care se actualizeaza nu matricea By, ci inversa sa:

S r ST
Ky My (T — 2555y 4 5Ty s

M, = (I —
Yy Sk Y. Sk
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Raspndirea tot mai larga a metodelor de tip quasi-Newton a facut ca metodele de tip
”cea mai rapida coborre” sa fie tot mai putin folosite. Ambele tehnici cer cunoasterea
doar a gradientului nu si a derivatelor de ordinul doi. Chiar daca metodele de tip quasi-
Newton cer mai multa memorie si mai mult timp de calcul pe o iteratie, efortul este
rasplatit de o convergenta mult mai rapida. Aparent, metoda BFGS nu este aplicabila la
probleme de mari dimensiuni, deoarece matricea B}, necesita n? locatii de memorie. Daca
in schimb se alege matricea M, diagonala, s-ar putea reconstitui M, folosind vectorii s,
si yx de la iteratiile anterioare, cu un necesar de memorie doar de 2kn celule. O tehnica
dedicata rezolvarii problemelor de mari dimensiuni numita quasi-NNewton cu memorie
limitata, memoreaza vectorii S, yx doar pe un numar limitat de iteratii anterioare (de
regula cinci). Aceastd tehnica este implementata in rutina LBFGS.

O alta clasa de algoritmi aplicabili in rezolvarea problemelor de optimizare de mari
dimensiuni este cea a a gradientilor conjugati . La fiecare iteratie se calculeaza z;; =
Tk + agdy, In care g este determinat prin minimizarea de-a lungul directiilor dj, care
sunt calculate recursiv prin relatiile

dit1 = =V [(@p41) + Brdy.

In varianta Fletcher-Reeves

B = IV f (@raa| 2/ 11V £ (@)ll2,

iar in varianta Polak-Ribiere (considerata mai performanta)

B = [Vf(@ri1) = V@)V f (@) /1 f (@)]]3-

O imbunatatire a performantelor poate fi obtinuta prin ”restartare”, respectiv prin adoptarea
periodica a valorii B, = 0. Metoda gradientilor conjugati este implementata in pachetele
NAG, IMSL si OPTIMA.

D.4 Optimizare neliniara cu restrictii

Problema optimizarii cu restrictii de tip frontiera :
min{f(z) : | <z < u}

reprezinta o clasa importanta de aplicatii practice, la care fiecare parametru este inclus
intr-un interval inchis de o limita minima si de una maxima. Din acest motiv, rezolvarii
acestei probleme 1i sunt dedicate multi algoritmi i pachete software. Pentru rezolvarea
acestei probleme au fost modificati algoritmii clasici de tip Newton, Newton-trunchiat,
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quasi-Newton, dar si tehnicile de cautare liniara sau a regiunii de incredere folosite pentru
extinderea domeniului de convergenta al acestor algoritmi.

In principiu, rezolvarea problemelor cu restrictii de tip frontiers se face prin metoda
“proiectiei gradientului”, in care x;,; = Plry — axV f(xy)]. Operatorul de proiectie
P are componentele P;(z) = med(x;,l;, u;), iIn care med(x;, [;, u;) este valoarea mediana a
multimii formate din cele trei elemente. In acest fel ciutarea pe directia gradientului se
face doar in interiorul domeniului de definitie al functiei obiectiv. In acest caz regiunea de
incredere se obtine prin intersectia elipsoidului definit de parametrul A\, si domeniul par-
alelipipedic de definitie a functiei obiectiv, urmnd ca subproblema de optimizare patratica

ce trebuie rezolvata la fiecare iteratie sa aiba forma:
min {qx(s) : |[Dgslla < A, l <z + 5 < u}.

Implementari ale acestor algoritmi se gasesc in NAG, IMSL, MATLAB, LANCELOT,
OPTIMA, TN si VEO8. Problema generala de optimizare neliniara cu restrictii:

min{f(z):¢(z) <0,i € I,¢(x) =0,i € E}

se intlneste de obicei Intr-o forma mai simpla in care restrictiile de tip inegalitate
sunt de tip frontiera:

min{f(z) : ¢(x) =0,l <z < u}

siin care ¢ : IR™ — IR™. Principalele tehnici utilizate pentru problemele cu restrictii sunt:
metodele de tip gradient redus, programarea liniara secventiala, programare patratica
secventiala gi metoda bazata pe penalitati sau pe Lagrangean augmentat. Un rol
fundamental in intelegerea acestor tehnici 1l joaca functia Lagrangean definita ca:

Lz, A) = f(2)+ ) Aei(x).
i€lUE
Aceasta sumeaza att functia obiectiv f ct si restrictiile ¢;, de tip egalitate sau inegalitate,
fiecare ponderata cu un numar real A\; numit multiplicator. Conditia necesara de existenta
a unui minim local x* pentru problema cu restrictii, consta in existenta unor valori A}
pentru multiplicatorii Lagrange, astfel inct sa fie satisfacute conditia de prim ordin:

VoL(z*,\") = V(@) + Y A Vei(2*) =0,

1€EA*

in care A* = {i € I : ¢;(z*) = 0} |J E' se numeste multimea activa, si in plus trebuie ca
Af > 0dacai e A*()I. Conditia suficienta de existenta a minimului se refera la Hessianul
lagrangeanului:

V2 L(x" \) = V2 f(2) + > A Vie(a”),

1€EA*
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care trebuie sa fie pozitiv definit, respectiv trebuie ca:
w' V2 L(x*, A )w > 0,
pentru orice vector w nenul din multimea:
{we IR : Ve (2*) 'w=0,i € I UE; V(@) 'w <0,i € I3}

incare IT =i€ A"\ : A\x> 0,1} =i€ A*(]: \f =0}.

Metoda programarii patratice secventiale (SQP) se bazeaza pe metoda Newton,
minimiznd la fiecare iteratie modelul patratic:

1
gi(d) = V f(z)"d + ngvme(xk, A)d,
si inlocuind de obicei restrictiile cu aproximatiile lor liniare:
min {qx(d) : ci(wp) + Vei(wp)'d < 0,4 € I, ¢5(xy) + Veg(ap)'d = 0,i € EY,

urmnd ca solutia dj, sa reprezinte pasul efectuat xy,1 = x + di.

Varianta prezentata poarta numele de programare secventiala patratica bazata
pe inegalitati (IPQ). O alta varianta, bazata pe egalitati (EPQ), rezolva la fiecare
iteratie problema de programare patratica:

min {qx(d) : ci(xy) + Vei(zp)'d = 0,i € W}

si determina pasul dj. Aceasta varianta mentine explicit o multime de lucru Wy, formata
din indicii activi la iteratia curenta (indica restrictii de tip inegalitate care sunt active in
timpul rezolvarii problemei de programare patratica). Multimea W} este actualizata la
fiecare iteratie, examinnd valorile lui ¢;(zx41) pentru ¢ ce nu apartine lui Wy, la iteratia
k 4+ 1 precum si valorile multiplicatorilor Lagrange. Mai multe pachete ca de exemplu
OPTIMA, MATLAB si SQP sunt bazate pe acest algoritm. Convergenta algoritmilor
QP secventiali poate fi imbunatatita prin folosirea cautarii liniare. Spre deosebire de
cazul optimizarilor fara restrictie la care marimea pasului era aleasa ca o aproximatie a
pozitiei pe directia de cautare a minimului functiei f, acum trebuie verificat si felul in care
acest punct satisface restrictiile. Deoarece aceste doua tinte sunt deseori in conflict, este
necesara definirea unui criteriu care sa indice daca un punct este mai bun dect altul sau nu.
Acest lucru este realizat prin functia de penalitate (sau de merit), care pondereaza
importanta relativa a diferitelor tinte, ca de exemplu cea folosita in MATLAB si SQP:

Pi(z,v) = f(z) + Z vilei(z)| + Z vimax (¢;(x),0),

el i€l
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in care v; > 0 sunt parametri de penalizare, sau functia Lagrangean augmentata, folosita
in NLPQL si OPTIMA:

La(x,\v) = f(x)+ Z Aici(x) + % Z vicl () + Zwi(:c, A V),

el i€l i€l

in care

Uil A w) = s {0, + we(2))? — A7)

Unii algoritmi, in loc sa utilizeze functia de penalizare pentru a verifica acceptabilitatea
pasului propus de algoritmul QP, minimizeaza direct valoarea acestei functii. Este cazul
algoritmului lagrangeanului augmentat, care minimizeaza succesiv functia L4, fata
de x si actualizeaza valorile A\ gi eventual v. In cazul in care restrictiile inegalitate sunt
de tip frontiera se prefera augmentarea lagrangeanului doar cu restrictia egalitate:

La(x, \v) = f(z)+ > Nick(x),
i€E
urmnd ca xjy1 sa se determine prin rezolvarea subproblemei de optimizare cu restrictii
de tip inegalitate:
min{La(z, \g,vg) : | < x <u},

iar multiplicatorii A; sa fie actualizati cu expresia \; + v;c;(xy). Aceasta metoda este im-
plementata in LANCELOT, OPTIMA si OPTPACK. Folosirea parametrilor de penalizare
poate fi evitata prin cautarea doar de-a lungul curbelor care se afla in sau foarte aproape
de multimea de fezabilitate (in care sunt indeplinite restrictiile).

Aceasta abordare este specifica metodei gradientului redus, care utilizeaza restrictiile
de tip egalitate pentru a elimina o parte din variabile, de exemplu primele (intr-un numar
egal cu dimensiunea multimii E), variabile numite ”de baza” si notate z5. Daca se noteaza
cu zy vectorul variabilelor care nu sunt de baza, atunci xp = h(xy) cu aplicatia h definita
implicit de restrictia de tip egalitate prin c[h(x,),x,] = 0. In realitate aplicatia nu este
determinata explicit, ci prin actualizari de tip Newton, realizata cu atribuirea:

xp < Opc(zp,xN)c(xp, TN)

in care dgc este matricea Jacobian a functiilor ¢ fata de variabilele de baza. Problema
initiala de optimizare neliniara cu restrictii este acum transformata intr-o problema fara
restrictii egalitate si cu restrictii de tip frontiera:

min {f(h(zy),zn : v <2y <un}.

Variabilele xy sunt impartite in continuare in doua categorii: variabile fixe xp, care
vor fi mentinute constante la iteratia curenta, deoarece ele sunt, fie la limita inferioara,
fie la cea superioara si variabile zg, care sunt libere sa se modifice la iteratia curenta.
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Algoritmul gradientilor redusi, in forma sa standard este aplicat in CONOPT, unde
cautarea se face la fiecare iteratie in subspatiul variabilelor superbazice, dupa directia celei
mai rapide coborri. MINOS si GRG folosesc generalizari ale metodei gradientilor redusi,
bazate pe aproximari BFGS dense ale matricei Hessian a lui f in raport cu variabilele
superbazice xg in timp ce LSGRG foloseste varianta de memorie redusa. Tehnica folosita
in MINOS este cunoscuta si sub numele de metoda proiectiei lagrangeanului aug-
mentat, deoarece nu aplica direct metoda gradientilor proiectati in rezolvarea problemei
generale de optimizare ci doar in subproblema rezolvata la fiecare iteratie si care este cu
restrictii liniare.

In metoda gradientului redus, o mare parte din efort se refera la inversarea Jaco-
bianului dgc(zp, zn). Aceasta este de obicei substituita cu factorizarea LU. In GRGZ
se realizeaza o factorizare densa de matrice plina, in timp ce in CONOPT, MINOS si
LSGRGZ sunt utilizate tehnici de factorizare pentru matrici rare, care permit rezolvarea
unor probleme de mari dimensiuni. Cnd o parte din restrictii sunt liniare, atunci prob-
lema se simplifica deoarece termenii corespunzatori din matricea Jacobian ramn constanti
pe parcursul iteratiilor. Numeroase coduri ca MINOS si unele subrutine NAG sunt ca-
pabile sa exploateze avantajele ce rezulta din prezenta unor restrictii liniare, in timp ce
bibliotecile matematice IMSL si PORT3 contin subrutine speciale dedicate optimizarii
neliniare cu restrictii liniare. Sa mentionam in final algoritmul programarii patratice
secventiale fezabile implementat in FSPQ. In acest algoritm pasul la fiecare iteratie
este definit ca o combinatie dintre directia QP secventiala, o directie strict fezabila (care
indica interiorul multimii de fezabilitate, in care toate restrictiile sunt indeplinite), si
eventual o corectie de ordinul doi. Aceasta combinatie este aleasa astfel inct rezultatul sa
se afle in multimea de fezabilitate pastrndu-se pe ct posibil proprietatile de convergenta
locala rapida. Executia acestor algoritmi este mult mai scumpa dect a algoritmului clasic
SQP, in schimb, datorita faptului ca functia de merit este chiar f, el este de preferat atunci
cnd este imposibil de calculat f in afara zonei de fezabilitate sau cnd oprirea in afara zonei
de fezabilitate (lucru ce se poate intmpla cu ceilalti algoritmi) este inacceptabila.

D.5 Problema celor mai mici patrate neliniare

Bibliotecile matematice contin in sectiunea de optimizare nu numai algoritmi pentru prob-
leme generale dar si o bogata serie de algoritmi dedicati unor clase mai restrnse de prob-
leme. Una dintre acestea este problema celor mai mici patrate neliniare de forma:

min {r(z) : z € R"}

cu 7(z) = 3||f(2)|3, in care f : R" — IR™. Aceastd problema apare deseori in aprox-

imarea functionala sau interpolarea datelor. In aceasta problema gradientul si matricea
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Hessian ale functiei scalare r au formulele:

f'@) = (0uf (@), ..., O f(x))

este matricea Jacobian a aplicatiei f. In multe cazuri primul termen din V?r este mai
important dect al doilea, mai ales atunci end valorile f;(x) sunt mici. Algoritmul care ex-
ploateaza aceasta observatie este cunoscut sub numele Gauss-Newton. Pentru a obtine
o noua iteratie xy1 = xp + axdy, se efectueaza o cautare liniara dupa directiile dj, pentru
a determina scalarul dj, corespunzator minimului functiei r(z). Directia de cautare dj, se
determina prin rezolvarea sistemului liniar:

(f' ()" f'(wn))di = = f" ()" f (a0k)

Daca f’(z)) are rangul mai mic dect n acest sistem poate avea mai multe solutii, dintre
care se poate alege de exemplu:

d = —f'()" f(xr)

in care semnul + indicad pseudoinversa matricei (corespunzatoare solutiei cu norma [y
minima). In pachete ca MATLAB, NAG sau OPTIMA sunt implementate tehnici mai
putin costisitoare, de exemplu cea de perturbare a matricei sistemului

(f'(x)" f (k) + si)de = — f ()" f (1),

cu matricea s, aleasa astfel inct sa se obtina convergenta globala, in timp ce este garantata
convergenta local rapida (de exemplu o aproximare a celui de-al doilea termen din V?r.

Algoritmul Levenberg-Marquardt este unul dintre cei mai puternici pentru re-
zolvarea problemelor celor mai mici patrate neliniare. El reprezinta o modificare a algo-
ritmului Gauss-Newton bazata pe tehnica regiunii de incredere. Solutia subproblemei

miﬂ{%!\f'(l’k)s + f(@o)lz | Desllz < Ax}

aflata in regiunea de incredere este folosita la determinarea noii iteratii x5 1 = x5 + Sg.
Ea satisface sistemul liniar:

(f" ()" f'(2k) + MDf Di)si = —f' ()" f ()
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pentru unele valori Ay > 0. Multiplicatorul Lagrange A\, este nul daca pasul are norma
mai mica dect Ay, altfel Dy, este ales astfel incat || Dgsg||o = Ag. Sistemul liniar reprezinta
forma normala a urmatoarei probleme de cele mai mici patrate:

mm{H[A%Dk]{ o] ss e,

pentru care se pot aplica in mod eficient factorizari bazate pe transformari Hauseholder
sau Givens. Att algoritmul Gauss-Newton ct si Levenberg-Marquardt prezinta convergenta
patratica pentru probleme cu reziduul nul r(z*) = 0, si convergenta liniara in caz con-
trar(cnd este preferabil algoritmul BFGS, care are convergenta supraliniara).

Algoritmul Levenberg-Marquardt este implementat in MINPACQ, IMSL si MAT-
LAB. Unele implementari aplica strategii hibride care combina metode de tip Gauss-
Newton (aplicata de exemplu doar daca reziduul scade de cel putin 5 ori la fiecare iteratie)
cu metode de tip quasi-Newton.

D.6 Rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare

O alta clasa particulara de probleme care beneficiaza de tehnica programarii neliniare, o
reprezinta sistemele de ecuatii neliniare:

flx)=0

in care f : IR" — IR". Acestea apar fie ca restrictie in problemele de optimizare, fie in
urma discretizarii ecuatiilor diferentiale sau integrale, cum se intmpla in cazul problemelor
de cmp. Rezolvarea lor poate fi privita ca o problema de cele mai mici patrate neliniare
deoarece solutia sistemului coincide cu solutia globala a problemei de minimizare:

min {[[f(2)]] : # € R"},

in care || - || este de obicei norma Iy din IR".

Metoda Newton aplicata in rezolvarea ecuatiillor neliniare are drept corectie la
iteratia k solutia sistemului liniar:

f'(sk)sr = —f(xn),

§i xpy1 = o + sg. Convergenta locala rapida (patratica) reprezinta marele avantaj al
metodei Newton. Dezavantajele metodei Newton includ necesitatea calculului matricei
Jacobian f’(x;) de dimensiuni n x n la fiecare iteratie si lipsa convergentei globale (atunci
cnd initializarea este departe de solutie).
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Pachetele de programe incearca sa elimine cele doua dezavantaje ale metodei, utiliznd
in locul matricei Jacobian aproximari ale acesteia si folosind cele doua strategii de baza
pentru extinderea domeniului de convergenta: cautarea liniara (GAUSS, MATLAB,
OPTIMA) si regiunea de incredere (IMSL, NAG, LANCELOT si MINPACK). In cazul
problemelor de mari dimensiuni unele pachete cum este NI'TSOL folosesc metoda Newton
trunchiata, rezolvnd iterativ sistemul liniar cu o precizie relativa a reziduului raportata
in norma la termenul liber scaznd pe masura ce xj se apropie de solutia z*. O metoda
eficienta de reducere a efortului de calcul consta in folosirea metodelor quasi-Newton
bazate pe formula

Biyi(Thyr — 2x) = f(og1) — f(2)

de tip Broyden, in care matricea By se actualizeaza recurent cu formula

(yr, — Brsk)si

Biy1 = By + 5
[Isxl[3

)
unde s, = Tgp11 — Tg 1 Yp = f(xry1) — f(xr). Initializarea By este deobicei o aproximare
cu diferente finite a matricei Jacobian. Aspectul remarcabil al metodei Broyden consta
in faptul ca ea este capabila sa genereze aproximari rezonabile ale matricei Jacobian, fara
evaluari suplimentare ale functiei f. Pachetele NAG, IMSL si MINPACK folosesc metoda
Broyden combinata cu utilizarea tehnicii regiunii de incredere.

Algoritmii care utilizeaza strategiile de cautare liniara a regiunii de incredere urmaresc
satisfacerea inegalitatii ||f(zri1)|| < ||f(xx)|| la fiecare iteratie k. Din acest motiv
iteratiile pot fi atrase intr-un minim local z* pentru care f(z*) # 0 si sa nu gaseasca
solutia z* a sistemului de ecuatii f(x) = 0. Pentru a garanta convergenta catre z* indifer-
ent de initializare sunt necesare metode mai complexe cum este metoda continuitatii
(homotopiei). Aceste metode necesita un efort de calcul mai mare, dar sunt utile atunci
cnd este dificil de gasit o initializare corespunzatoare. Ideea metodei este de a porni de la
o problema usoara (de exemplu, una liniara), care este transformata gradual catre prob-
lema neliniara dificila f(x) = 0. De exemplu, daca se introduce un parametru scalar A gi
se definegte functia

W, A) = fz) = (1= A)f(x0),

in care xy este un punct dat din IR", atunci problema este rezolvata succesiv pentru
diferite valori ale lui A incepnd de la 0 si terminnd cu 1. Cnd A = 0, solutia este clar
xg, lar end A = 1, solutia este cea a problemei originale f(z) = 0. Avantajul consta
in faptul ca atunci cnd se rezolva ecuatia, pentru o valoare a parametrului \, se con-
sidera ca initializare solutia obtinuta pentru valoarea precedenta a parametrului A. In
cazul problemelor de cmp se poate considera A ca fiind procentul din sursa de cmp, astfel
inct domeniul este excitat progresiv de la cmp nul catre cmpul maxim. Pachetele HOM-
PACK gi PITCON implementeaza aceasta metoda determinand noua iteratie (xgi1, Agpy1)
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pornind de la iteratia curenta (xy, Ax) si rezolvnd sistemul augmentat de forma
h(x, \) = 0, w{x + e\ — t, = 0,

in care ecuatia liniara suplimentara este aleasa astfel inct (wy, py) este vector unitar in
IR™"! iar ¢, este valoarea tinta a uneia dintre componente (Tgs1, Aky1) care a fost fixata
de un pas predictor.

D.7 Programare liniara

Categoria de probleme de optimizare, aparent cea mai simpla, dar in acelasi timp cea
mai des Intlnita in practica, este cea a programarii liniare(LP). In acest caz att functia
obiectiv ct gi restrictiile au un caracter liniar:

min {c’z : b < Ax < b,,l < 2 < n},

in care A este o matrice de dimensiune m x n, iar ¢ si x sunt vectori de n-dimensionali.

Problema optimizarii retelelor de distributie, transport sau comunicatie reprezinta
cea mai importanta sursa de aplicatii practice pentru problmele LP. O retea liniara este
definita de un graf, alcatuit dintr-o multime N de noduri (¢ = 1,2,...,n) gi o multime A
de laturi. Necunoscutele problemei reprezinta debitele z;; asociate laturii (7, j), ce uneste
nodul ¢ cu nodul j. Presupunnd ca fiecare latura are un cost unitar C;; (pentru distributie,
transport sau comunicatie), problema minimizarii costului traficului intr-o relatie consta
in determinarea debitelor x;; astfel inct costul total sa fie minim:

min g Cijxij,
(.5)eA

in conditiile in care sunt respectate restictiile:

lij < x5 < g4, (4,7) € A;

deij—ZI'ji:Si, ]_S’LSTL
J J

Restrictia de tip egalitate se refera la debitul net s; al fiecarui nod, pe cand cea de
tip inegalitate se refera la capacitatea laturilor retelei. Problema debitului maxim
intr-o retea consta in maximizarea debitului total intre doua noduri, unul sursa si altul
destinatie, in conditiile respectarii capacitatii laturilor. In problema atribuirii, nodurile
sunt impartite in /N; noduri persoane si Ny noduri obiecte, cautndu-se o corespondenta
biunivoca intre Ny si Ny, care sa asigure suma totala minima a costurilor Cj; ale laturilor
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ce definesc aceasta corespondenta. Prin schimbari de variabile problema programarii
liniare poate fi adusa la forma standard LP:

min {c'z : Ax = b,z > 0},

in care x € IR" este vectorul necunoscutelor, ¢ € IR" este vectorul de cost si A € IR™*"
este matricea restrictiilor liniare.

Regiunea de fezabilitate descrisa de restrictii este un poliedru convex numit si simplex.
Solutia problemei se afla pe frontiera acestui simplex, de obicei intr-un vrf al lui.

Metoda clasica de rezolvare a problemei LP este metoda simplex, descoperita de
Dantzig in 1940. Ea se bazeaza pe cautarea in multimea vrfurilor simplexului. Pornind de
la o initializare arbitrara la punctul de cautare intr-un vrf adiacent cu o valoare a functiei
de cost (obiectiv) f(z) = ¢’z mai mica, eventual de-a lungul laturii care determina
scaderea cea mai rapida a functiei de cost. Cnd toate vrfurile vecine au valorile mai mari
decat ale functiei de cost, cautarea este incheiata.

Transpunerea algebrica si algoritmica a acestei metode se bazeaza pe observatia ca cel
putin (m —mn) componente ale lui z sunt nule, daca x este vrful multimii de fezabilitate. In
consecinta, in fiecare vrf componentele lui z pot fi impartite in n variabile de baza (toate
nenegative) si (m — n) variabile nule. Fie z = [xp, 2] cu componente 25 € R™, zy €
IR™™", care pozitioneaza coloanele matricei A in [B x NJ, in care B este matrice patrata.
Rezulta ca

rp =B ' (b— Nay).

La fiecare iteratie a metodei simplex, xp si xn schimba intre ele o componenta, ceea ce
corespunde mutarii intr-un vrf adiacent. Partitionarea vectorului de cost ¢ in [cg, cy]
conduce la urmatoarea expresie a functiei obiectiv:

'z =chap +chay = cEB b+ [ey — NTBTeg) ay,

in care dy = cy — NT BT ¢ este numit vectorul de cost redus. Deoarece acea components
a lui zy care va fi transferata in xp va putea deveni pozitiva, pentru scaderea functiei
de cost ¢z va trebui aleasd pentru schimbare acea componentd i care corespunde unei
componente dy negative. Cea mai simpla strategie este de a alege pe ¢ corespunzator
celei mai negative componente din vectorul dy. Daca toate componentele vectorului dy
sunt pozitive, atunci punctul optimal a fost gasit.

O strategie mai rafinata ar fi cea a laturii cu cea mai rapida coborre, dar care
necesita un efort mai mare la fiecare iteratie.

Deoarece elementele lui zy vor fi nule cu exceptia lui zyi, rezultd zp = B~1(b —
N;xzni) > 0, de unde rezulta in mod explicit:
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: (B7'0);
xNz—mlﬂ{m.(B Nz>0},
daca x y; este cea mai mare valoare care mentine inegalitatea x g > 0. Indexul j ce conduce
la minimul din formula anterioard indicd variabila bazicd xp; care va deveni nebazica la
ultimul pas. Daca mai multe componente ating minimul simultan, atunci este selectata
cea pentru care (B~'N;); are valoare maxima.

Majoritatea calculelor in algoritmul simplex se refers la evaluarea produselor B~*Cp
si B~1N; precum si la necesitatea mentinerii urmei schimbarilor bazei asupra matricelor
B si B71. O tehnica folosita in multe coduri comerciale pentru a sciadea efortul de calcul
consta in utilizarea factorizarii B = PLUQ), in care P si () sunt matrici de permutare iar L
si U sunt sunt matrici triunghiulare inferior respectiv superior, mentinerea unei modificari
facndu-se prin matrici de permutare. Deoarece PTP = PPT = [ 5 QTQ = QQT = I,
produsul z = BTCp se calculeazd prin urmatoarea secventi de operatii:

Ulzi =Qcp, LYz =2z, z= Pz,

Cnd matricei B i se modifica o singura coloana factorizarea poate fi actualizata printr-
un numar redus de operatii elementare, care pot fi memorate compact. Cnd memoria
necesara acestor operatii devine excesiva se face factorizarea.

Dintre pachetele de programe care contin implementari ale metodei simplex mentionam:

IMSL, NAG, CPLEX, FortLP, LINDO, MINOS si OSL.

Marele dezavantaj al metodei simplex consta in complexitatea sa exponentiala (numarul
de iteratii poate cregte in cazurile cele mai defavorabile factorial cu numarul de variabile),
ceea ce o face nepotrivita pentru probleme de foarte mari dimensiuni.

Din acest motiv, inca din anii 1970 au inceput cercetari pentru gasirea de algoritmi cu
ordin de complexitate polinomial pentru rezolvarea problemei LP. Acestia se bazeaza nu
pe parcurgerea nodurilor c¢i pe cautarea iterativa folosind puncte interioare din domeniul
de fezabilitate.

Dintre metodele de punct iterativ cea mai promitatoare pare a fi metoda bazata
pe punctele interne primare-duale. In aceasa metoda se rezolva pe Inga forma standard
a problemei ”primare” si problema duala:

max {b7y : ATy <0},
urmarind sa se gaseasca tripletul (x,y, s), pentru care:
Az =0, ATy+s=0 SXe=0

cuz >0,s >0, S = diag(sq, s, ...., 8p), X = diag (x1, s, ...., T,) iar e este un vector
cu toate componentele unitate. Metoda primar-dual poate fi conceputa ca o varianta a
metodei Newton aplicata rezolvarii acestui sistem de trei ecuatii.
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Se genereaza iteratiile (zx, yx, Sg) cu xx > 0, s, > 0, puncte interioare in domeniul de
fezabilitate, astfel inct pe masura ce k — oo, valoarea restrictiilor ||Axy, — || si ||ATyr +
sp — c|| s& tind& spre zero, impreund cu ! s; numitd " distanta de dualitate”. Ordinul de
complexitate al acestui algoritm este mai mic de O(n%) Implementari ale metodelor de

punct interior se gasesc in pachetele OB1, OSL si KORBX.

D.8 Programarea patratica

Problema programarii patratice (QP) consta in minimizarea unui polinom de gradul
doi de n variabile supus unor restrictii liniare de tip inegalitate sau egalitate:

1
min{ﬁxTQx +cfrialz <biclalx=b,icE},

in care € R™*" este o matrice simetrica iar I si E sunt submultimi de indici.

Problema celor mai mici patrate liniare este un caz particular al programarii
patratice care se intlnegte frecvent in aplicatiile de prelucrarea datelor (aproximarea
functiilor).In acest caz se cauta:

1
min{§|]Ck —d|3:alz <b,i€l,alz=0b,i€ E}

in care C' € R™ " si d € IR". Chiar daci cele doud probleme sunt similare (Q = CTC si
¢ = CTd), ultima are metode specifice care evitd calculul explicit al matricei Q = CTC,
mai prost conditionata dect C' (de exemplu in pachetul LSSOL se foloseste descompunerea

QR a matricei C).
Dificultatea rezolvarii problemei QP depinde de natura matricei Q).

Problemele de programare patratica convexa sunt usor de rezolvat, deoarece ()
este pozitiv semidefinita si este marginita inferior. In acest caz, functia are un singur
minim local iar in absenta restrictiilor acesta se obtine prin rezolvarea sistemului liniar
de ecuatii Qr = —c.

Daca @) are i valori proprii nenegative, atunci programarea patratica este necon-
vexa si functia obiectiv are minimele pe frontiera domeniului. O metoda des folosita este
metoda multimilor active, care se bazeaza pe cautarea solutiei de-a lungul laturilor sau
fetelor multimii de fezabilitate, prin rezolvarea unei secvente de probleme QP cu restrictii
de tip egalitate:

min {%xTQx +cfx: Az = b},

Metoda spatiului nul pentru rezolvarea acestei probleme consta in gasirea, prin
factorizare ortogonala, a unei matrici Z € IR™*™ de rang maximal, care genereaza spatiul
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nul al matricei A. In aceste conditii, pornind de la un vector fezabil xy, se poate construi
alt vector fezabil x = ¢y + Zw, in care w € IR™.

Problema QP cu restrictie de tip egalitate poate fi pusa deci sub forma unei probleme
QP fara restrictie:

min{%wT(ZTQZ)w + Qo+ )" Zw : w € R™}.

Daca matricea Hessian Z7 Q7 este pozitiv definita, atunci unica solutie w a acestei prob-
leme se obtine prin rezolvarea sistemului liniar:

(ZTQZ)w = —Z"(Qxo + c).

Dupa rezolvarea acestui sistem se obtine x = zy + Zw. Revenind la metoda multimilor
active, la fiecare iteratie se porneste de la un punct x;, in raza de fezabilitate si se determina
directii dj prin rezolvarea problemei

min {q(xy +d) : a] (v +d) = b;,i € Wy}
cu q(z) = 227 Qu + Tz, jar W, € A= EU{i € I : al zx = b;} o multime (de indici) de
lucru, parte dintr-o multime de indici activi A.

Multimea de lucru W, este actualizata la fiecare iteratie, urmnd ca in final ea sa
coincida cu A*, multimea restrictiilor active ale solutiei problemei z*. Folosind solutia dy
se calculeaza cel mai mare pas posibil care nu contravine nici unei restrictii:

M;, = max {(b; — a?xk)/(adek) : adek > 0,1 & Wi}

si se determina x4, = vk + apdy, cu ap = min{1, g }. Noua multime de lucru Wy,
se obtine introducnd toate restrictiile active pentru zp,,. Daca di = 0, atunci procesul
iterativ se opregte. Acest algoritm este implementat in IMSL (QP convexa si densa),

NAG(QPOPT), MATLAB(QP densa neconvexa) si LINDO(QP cu matrice rara), pentru
probleme de mari dimensiuni.

D.9 Arborele de decizie pentru metoda determinista

Din cele prezentate, rezulta urmatoarea clasificare a problemelor de optimizare (mini-
mizare), care reprezinta in acelasi timp si arborele de decizie pentru alegerea metodelor
de rezolvare:

1. Dupa numarul de variabile ale functiei obiectiv:

e unidimensionala:
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e multidimensionala de mica marime (n < 150);
e multidimensionala de marime medie (150 < n < 1000);

e multidimensionala de scara mare (n > 1000).
2. Dupa tipul variabilelor funtiei obiectiv:

e continue (optimizare continua);
e discrete (optimizare intreaga);

e mixte (optimizare hibrida).
3. Dupa felul functiei obiectiv:

e liniara (programarea liniara LP);
e patratica (programarea patratica QP);

e neliniara (programarea neliniara NLP).
In ultimul caz functia poate fi:

e unimodala (are un singur minim local, implicit global), eventual convexa;
e cu un singur minim global dar cu mai multe minime locale;

e cu mai multe minime globale i eventual cu unele locale.

Valoarea minimului functiei obiectiv poate fi cunoscuta, de exemplu min(f) = 0,
dar nu si pozitia sa, sau aceasta poate fi necunoscuta,

cum se intmpla de obicei.
4. Dupa netezimea functiei obiectiv:

e discontinua;
e continua, dar nu si derivabila;
e cu derivata continua, dar fara derivata a doua;

e cu derivata a doua continua.

In ultimul caz se pot folosi metode de tip Newton bazate pe matricea Hessian, daca
este disponibila o rutina de calcul a derivatei.

In primele doua cazuri nu se pot utiliza metode bazate pe derivate. Primul caz
este cel mai dificil, deoarece in general nu se poate garanta corectitudinea solutiei
numerice (un minim se poate afla la o distanta orict de mica, inclusiv sub ”zeroul
masginii” fata de un maxim). In al doilea caz, daca functia este Lipschitziana, atunci
are o viteza de crestere marginita si cunoscnd valoarea functiei obiectiv Intr-un
punct se pot deduce valorile maxime si minime pe care le poate lua functia intr-o
vecinatate sferica de raza data.
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5. Dupa tipul restrictiilor:

probleme fara restrictii;

probleme cu restrictii de tip frontiera;

probleme cu restrictii de tip inegalitate;

probleme cu restrictii de tip egalitate;

probleme cu toate tipuri de restrictii.

In al doilea caz restrictiile sunt inegalitati impuse variabilelor | < z < u, domeniul
de cautare avnd forma paralelipipedica (eventual cu unele laturi la infinit).

In cazul restrictiilor de tip inegalitate c(x) < 0, iar in cazul celor de tip egalitate
c(x) = 0. In ultimele trei categorii de restrictii, acestea pot fi de doua categorii:

e restrictii liniare, functia ¢, definitorie a restrictiei, este liniara;

e restrictii neliniare, functia ¢, definitorie a restrictiei, este neliniara.

Restrictiile de tip frontiera sunt cazuri particulare de restrictii liniare de tip inegalitate.
Se pot imagina probleme cu restrictii liniare de tip egalitate dar avnd restrictii neliniare
de tip inegalitate, combinate eventual cu restrictii de tip frontiera.

In problemele de programare liniara ca si in cele de programare patratica functia
obiectiv este liniara, respectiv patratica, in schimb restrictiile sunt intotdeauna liniare.

Daca numarul restrictiilor de tip egalitate este mai mare dect numarul variabilelor
este posibil ca problema sa fie incompatibila si deci sa nu aiba solutie.

In problemele liniare (cu exceptia cazului in care functia obiectiv este construita) si
in unele probleme neliniare, functia obiectiv nu este marginita inferior si in consecinta,
problema optimizarii nu are solutie. Prezenta restrictiilor de tip inegalitate determina
existenta solutiei acestor probleme, solutie care va fi plasata pe frontiera domeniului de
cautare.



Anexa E

Metode stocastice pentru
optimizarea globala

E.1 Algoritmul genetic canonic

Algoritmii genetici(GA) reprezinta o familie de modele inspirate din evolutia speci-
ilor biologice. Acesti algoritmi urmaresc evolutia unei populatii formata din indivizi care
reprezinta solutii potentiale ale problemei de otimizare. Un individ este reprezentat bi-
univoc printr-o structurd de date numitd cromozomul individului respectiv. In urma
incrucigarilor, mutatiilor si selectiei celor mai ”buni” indivizi (cei cu cea mai buna val-
oare a functiei obiectiv), populatia evolueaza, apropiindu-se de solutia problemei. Multe
din operatiile efectuate de un algoritm genetic au un caracter stocastic (ca de exem-
plu, raspndirea aleatoare a populatiei initiale, mutatia, incrucisarea probabilistica si chiar
selectia), ceea ce face ca acesti algoritmi sa evite esuarea intregii populatii intr-un minim
local.

Evolutia catre optimul global al problemei (care din pacate nu este in mod garantat
atins, dar exista o probabilitate nenula sa fie obtinut) se face datorita presiunii de selectie.

In sens larg, algoritmii genetici sunt acele modele de calcul bazate pe o populatie de
solutii, care folosesc selectia si operatori de recombinare pentru a genera noi puncte in
spatiul de cautare.

Prima formulare in acest domeniu a fost facuta de John Holland(1975), care a propus
un algoritm cunoscut astazi sub numele de algoritm genetic canonic. Acesta contine
in cazul maximizarii urmatorii pasi:

1. Se genereaza populatia initiala, fiecare individ fiind reprezentat de un cromozom
alcatuit dintr-o secventa de L biti (alesi initial, de obicei aleator).
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Se evalueaza populatia curenta calculnd functia obiectiv f; pentru fiecare individ.

Se efectueaza selectia si se determina o populatie intermediara. In acest scop se
calculeaza pentru fiecare individ parametrul f;/ fieq (" fitness value”), prin raportari
la valoarea medie pe populatie a functiei obiectiv. Posibilitatea ca un individ sa fie
selectat este proportionala cu acest parametru.

In populatia intermediara se aplica operatorul de incrucigsare. Se alege aleator o
pereche de indivizi si cu probabilitatea p. se recombina cei doi noi indivizi care sunt
inserati in generatia urmatoare a populatiei. Pasul se repeta pna cand populatia
intermediara are dimensiunea populatiei initiale.

. Se aplica operatorul de mutatie la intrega populatie noua. Fiecare bit al fiecarui

individ este schimbat cu o probabilitate p,, mica (de obicei sub 1%).

Daca nu este indeplinit criteriul de oprire se reia pasul 2, considernd ca populatie
curenta noua generatie, obtinuta in urma pasului 5.

Un algoritm genetic canonic este caracterizat de urmatoarele alegeri:

dimensiunea L a unui cromozom si felul in care este codificata o potentiala solutie;
dimensiunea N a populatiei si felul in care este aceata initiata;

modul de definire a functiei de adecvare si mecanismul de selectie ales;
mecanismul de incrucigare si probabilitatea de incrucisare p.;

mecanismul de mutatie si probabilitatea de mutatie p,,;

criteriul de oprire. De obicei functia de adecvare a unui individ f; este egala cu
functia obiectiv a problemei de maxim, presupunnd ca aceasta este pozitiva. Daca
nu, functia obiectiv este supusa unei transformari (de exemplu inversare).

Modul uzual de codificare a unei solutii potentiale este cea binara. Considernd o

problema de optimizare cu n variabile, cu restrictii de tip frontiera, (eventual alese

conventional), spatiul paralelipipedic de cautare va putea fi parametrizat folosind n nu-

mere intregi. Valoarea maxima a fiecarei coordonate discrete (intregi) depinde de ct de

precis se doreste sa se rezolve problema.

e In reprezentarea binara naturala, cromozomul unui individ se construieste inlantu-

ind bitii corespunzator fiecarei coordonate intregi reprezentata in baza 2. Bitii care
corespund unei variabile alcatuies o "gena” in cadrul cromozomului. In consecinta,
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dimensiunea L a unui cromozom depinde de numarul de variabile cu care este cal-
culata solutia problemei de optimizare, fiind o masura a dificultatii problemei (”di-
mensiunea” spatiului de cautare discreta, exprimata in numar de solutii discrete este
21). Dezavantajul codificirii binare naturale const# in faptul ca bitii din cromozom
au ponderi diferite, de exemplu modificarea bitului cel mai semnificativ dintr-o gena
a cromozomului (genotip) produce o modificare mult mai importanta asupra solutiei
(fenotipului) dect cea produsa de modificarea bitului cel mai putin semnificativ.

e O alta varianta de codificare care elimina acest dezavantaj, este cea bazata pe codul
Gray, care are proprietatea ca modificarea oricarui bit (in genotip) determina o
modificare minima a solutiei (fenotipul).

De obicei dimensiunea N a populatiei este aleasa intre 10 si 100 (corelata de obicei
cu dimensiunea L a cromozomului) iar initializarea se recomanda sa fie facuta astfel inct
populatia sa aiba o diversitate ct mai mare.

Initializarea populatiei se poate realiza in doua moduri in principiu diferite:

e initializarea determinista, de exemplu in cele 2" vrfuri ale paralelipipedului de
cautare, sau in interiorul paralelipipedului, in nodurile unei retele uniforme ce dis-
cretizeaza domeniul de cautare;

e initializarea stocastica, bazata pe impragtierea aleatoare a indivizilor in domeniul
de cautare, cu o distributie uniforma in volum gi/sau pe frontiera paralelipipedului.

Cunostinte apriorice referitoare la zona in care sunt sanse mari sa se afle solutia pot fi
utilizate cu succes la initializare. De exemplu, imprastierea aleatoare poate fi facuta cu o
distributie normala (Gauss) in jurul unui punct, in care este posibil sa se afle solutia.

Sunt cunoscute mai multe mecanisme clasice pentru realizarea selectiei.

In metoda resturilor stocastice, acei indivizi pentru care f;/fimea > 1, sunt copiati
in n = [fi/fmea) exemplare, urmnd ca apoi fiecare individ sa fie plasat in populatia
intermediara cu o probabilitate egala cu partea fractionara a raportului f;/ fiea-

In mecanismul retelei, numit de alegere stocastica cu inlocuire se foloseste mod-
elul unei roti de ruleta la periferia careia fiecare individ ocupa un spatiu proportional cu
valoarea sa f;. Prin invrtirea repetata a ruletei (alegerea aleatoare a unui punct de la
periferia rotii) se alege cte un individ care va fi plasat in populatia intermediara.

Modelul de alegerea stocastica universala se bazeaza pe o roata de ruleta cu
N pointeri echidistanti, ce se invrtesc deasupra unui disc circular cu felii de marime
proportionale cu valorile indivizilor. La o singura rotire a ruletei se selecteaza cei N
indivizi ai populatiei intermediare.
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Metodele prezentate sunt bazate pe valoarea functiei de adecvare f; (" fitness”) a unui
individ, motiv pentru care sunt numite scheme de selectie proportionala. In prezent sunt
tot mai des folosite metodele bazate pe ordinea indivizilor si nu pe valoarea lor. O selectie
de acest tip este cea bazata pe turneu eliminator in care se face o selectie aleatoare si
este introdus in populatia intermediara cel mai bun individ. Tot bazat pe ordine este si
”clasamentul liniar”, in care probabilitatea unui individ de a fi selectat este proportionala
cu numarul de ordine in clasament.

Operatorul de incrucisare poate fi implementat in mai multe feluri. Mecanismul
cel mai simplu este Incrucisarea intr-un punct, in care se alege aleator un punct de
incrucigare cuprins intre 1 gi L si cei doi cromozomi se fragmenteaza in acel punct iar
segmentele se schimba intre ele.

Incrucisarea in doua puncte presupune alegerea aleatoare a doua numere cuprinse
intre 1 §i L, urmnd ca cei doi cromozomi sa schimbe segmentul cuprins intre aceste doua
puncte. Cromozomii se comporta in acest caz ca si cum ar avea structura inelara.

In incrucisarea uniforma fiecare bit este independent de alti biti si de fapt nu
exista nici o legatura intre biti. Pentru fiecare bit de la 1 la L al urmasului se alege
aleator un bit de pe pozitia respectiva de la unul din parint;i.

Nu toate perechile de indivizi selectate din populatie sunt supuse incrucisarii. De
obicei Imperecherea se efectueaza cu o probabilitate p. cuprinsa intre 60% si 100 %.
Perechile de parinti neincrucigati sunt sunt transferate in populatia intermediara, astfel
existnd gsansa ca cel mai bun individ dintr-o populatie sa supravietuiasca neperturbat in
generatia urmatoare.

Daca indivizii dintr-o subpopulatie (sau intrega populatie) au aceeasi biti pe anumite
pozitii, atunci acestia vor fi mosteniti in urma incrucisarii. Un astfel de sablon, ca de
exemplu 10 * * % 01 % % se numegte "o schema” (in cazul nostru, de ordinul 4, deoarece
contine 4 biti fixati urmnd ca cei marcati cu * sa poata fi 0 sau 1 in spatiul de cautare,
care poate fi privit ca un hipercub (de dimensiune 9 in acest exemplu) si ea definesgte un
"hiperplan” (de dimensiune 5 in acest exemplu).

Prin incrucisare este explorata reteaua genetica a populatiei iar prin selectie sunt
eliminate progresiv genele necorespunzatoare, populatia suferind un proces de convergenta
catre un individ cu o comportare (adecvare) mai buna.

Este posibil ca totusi dupa un numar redus de generatii, procesul de selectie sa
conduca la o populatie alcatuita din indivizi identici (bitii de pe o pozitie ai tuturor
indivizilor au aceeasi valoare). O astfel de populatie se spune ca este degenerata. Daca
acest lucru se intmpla fara ca solutia obtinuta sa fie satisfacatoare, se spune ca algoritmul
genetic a avut o convergenta prematura.

Acest lucru se datoreaza pierderii diversitatii genetice si se poate intmpla cnd populatia
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are dimensiuni prea mici.

Pentru a restaura diversitatea genetica, operatorul de mutatie joaca un rol esential.
Mutatiile intrerup continuitatea procesului de convergenta, generat de incrucisari si selectii
succesive, dar asigurnd diversitatea genetica ele reprezinta un “rau necesar” pentru a
obtine convergenta globala. Prin caracterul lor aleator ele pot determina "iegirea din
groapa” unui minim local (”hill-climbing”) si pot elimina in acest fel convergenta pre-
matura. Din acest motiv unii cercetatori considera ca incrucisarile nu sunt neaparat
necesare si ca mutatiile singure pot fi suficiente pentru genera metode de cautare robuste
si eficiente. Cu toate acestea probabilitatea de aplicare a mutatiei este de ordin foarte
mic p,, = 0.1% = 5%.

O alta cauza a convergentei premature o poate constitui tendinta populatiei de a
degenera, adica de a deveni o populatie cu indivizi foarte asemanatori. O metoda de
sporire a presiunii de selec‘gi consta in scalarea functiei de adecvare prin micgorarea
valorii corespunzatoare individului cel mai rau plasat si cresterea celei corespunzatoare
celui mai bun individ.

Oprirea procesului de evolutie are loc de obicei dupa un numar limita de generatii.
In unele cazuri generatiile sunt numarate de la ultima modificare a celui mai bun individ.

Dintre codurile simple de algoritmi genetici mentionam GENESIS si ES GAT
(Elitist Simple Genetic Algorithm with Tournement Selection).

E.2 Strategii evolutioniste

In afari de algoritmii genetici canonici s-au dezvoltat si alte modele evolutioniste de calcul,
dintre care mentionam Strategiile evolutioniste (ES) (Rechenberg-1973, Schwefel-
1975), cu urmatoarele doua variante:

e In varianta (L4 A) — ES cei p parinti produc A urmasi si populatia este redusa din
nou la g parinti prin selectia celor mai buni indivizi din populatia comuna formata
din parinti si urmasgi. In acest fel, un parinte supravietuieste pna cnd este inlocuit
de un urmag mai bun. Deoarece nu apare o generatie intermediara, acumularea
cromozomilor imbunatatiti in populatie ca si cresterea celei mai bune performante
are un caracter monoton.

I Presiunea de selectie se refers la gradul in care indivizii buni sunt favorizati: cu cat presiunea de
selectie este mai mare, cu atdt mai mult sunt favorizati indivizii mai buni sa devina parinti. Rata de
convergenta a unui algoritm evolutionist este determinata in mare masura de presiunea de selectie: cu
cat aceasta este mai mare, cu atat rata de convergenta creste. Daca presiunea de selectie este prea mare,
algoritmul ar putea converge cétre puncte sub-optime (extreme locale).
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e Varianta (1, A) — E'S este conceptual apropiata algoritmilor genetici clasici, deoarece
urmagii inlocuiesc parintii gi apoi are loc selectia. Spre deosebire de GA canonic,
operatorii de recombinare in ES sunt diferiti de incrucisarea binara clasica, de ex-
emplu parametrii urmasilor se pot obtine prin media parametrilor parintilor (aceasta
permite utilizarea unor codificari ”continui”, prin numere reale, ale parametrilor).

De obicei in strategiile evlolutioniste codificarea indivizilor se realizeaza printr-un
vector cu componente reale gi nu un gir de biti ca in cazul GA. Schemele de selectie
(1, A) sunt bazate pe ordine si constau in extragerea a p indivizi si selectarea celor
mai buni A indivizi. Se spune ca un algoritm este elitist, daca se colecteaza
si se mentine in populatie cel mai bun individ gasit pna in momentul respectiv.
Convergenta unui algoritm elitist este monotona, deoarece la nici o generatie nu are
loc scaderea functiei de adecvare a celui mai bun individ.

Dintre implementarile metodei (u+A) ES mentionam programul Genitor (Whitley 1988),
care fata de GA canonic are urmatoarele trei deosebiri importante:

e in urma reproducerii, cei doi parinti genereaza un singur urmas, care este plasat
imediat 1napoi in populatie,

e urmasul nu inlocuiesgte parintii, ci cel mai neadaptat membru al populatiei,

e pentru a mentine o presiune constanta de selectie pe parcursul cautarii, populatia
este Impartita in clase, reproducerea fiind permisa doar claselor superioare.

Un alt algoritm genetic elitist este implementat in programul CHC, dezvoltat de L.
Eshelman in 1991. Principalele caracteristici ale acestui algoritm de tip (1 + A)ES sunt:

e dupa recombinare, cei mai buni N indivizi distincti sunt selectati (eliminnd du-
plicatele) din populatia de parinti si urmasi, pentru a forma noua generatie (se
creeaza in acest fel o presiune de selectie suficienta pentru a nu mai fi necesar alt
mecanism de selectie);

e cei doi parinti selectati aleator trebuie sa se afle la o distanta Hamming suficient
de mare unul fatad de altul (”prevenirea incestului” este destinata promovarii
diversitatii genetice), iar recombinarea se realizaza cu un operator de incrucigare
uniforma in care jumatate din bitii diferiti sunt luati de la un parinte si restul de la
celalalt;

e este utilizatda o populatie redusa (de cca 50 indivizi) iar cnd aceasta isi pierde diver-
sitatea are loc o mutatie catastrofala (la toti indivizii, cu exceptia celui mai bun),
urmnd ca dupa mutatie sa fie repornita cautarea genetica folosind numai incrucisari.
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Un program care folosesgte codificarea prin valori reale si nu binare, precum si opera-
tori genetici de recombinare bazati pe mediere si nu pe incrucigre binara este Genocop,
dezvoltat de Michalewicz in 1992.

O alta varianta de algoritmi bazati pe evolutie este cea a algoritmilor hibrizi
(mimetici) care permite indivizilor ca pe Inga operatiile stocastic-evolutioniste speci-
fice sa se efectueze si o cautare determinist-locala a optimului. Astfel, dupa ce fiecare
urmasg este creat, acesta constituie o initializare pentru un algoritm de tip ”local hill-
climbing”, realizat de obicei cu tehnici deterministe sau prin cautare aleatoare. Cromo-
zomii imbunatatiti prin aceasta ”evolutie Lamarckiana” sunt plasati in populatie pentru
a participa la competitia pentru reproducere. In multe probleme de optimizare, algoritmii
hibrizi obtin rezultate superioare (din punctul de vedere al robustetii si eficientei) fata
de algoritmii traditionali. Avantajul acestor abordari consta si in dimensiunea mica a
populatiei necesare. Cu doar 20 de indivizi se poate realiza o cautare suficient de robusta.

E.3 Prototipul unui algoritm evolutionist

Dupa cum se cunoaste, algoritmii genetici (GA) si strategiile evolutioniste (ES) au multe
caracteristici comune, ambele abordari facnd parte dintr-o clasa mai larga de algoritmi,
numita algoritmi evolutionigti (EA), sau uneori algoritmi genetici generali.

Prototipul unui algoritm evolutionist simplu (SEA) contine urmatoarele etape:

1. Initializarea populatiei

2. Evaluarea populatiei gradului de adecvare

3. Verificarea criteriului de oprire

4. Generarea tabloului de imperechere si schimbare
5. Mutatia

6. Se reia algoritmul de la etapa 2

Pentru a codifica posibilele solutii se utlizeaza cromozomi (alcatuiti de obicei din
siruri de biti grupati in blocuri constitutive). Un parametru important al algoritmului il
constituie dimensiunea populatiei. Daca aceasta este prea mica, numarul initial de blocuri
constitutive este prea mic si algoritmul risca sa convearga spre o solutie suboptimala (un
extrem local). Daca populatia este prea mare algoritmul irosegte timp prin procesarea
inutila a unor indivizi asemanatori.
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In etapa a doua a algoritmului se evalueaza functia obiectiv a fiecarui individ si pe
baza ei se determina gradul de adecvare (fitness) al indivizilor. Din diferite motive, gradul
de adecvare nu reflecta perfect functia obiectiv, si se spune ca evaluarea se realizeaza
cu zgomot (fie ca functia obiectiv este evaluata rapid, dar aproximativ, fie ca gradul
de adecvare este determinat aproximativ prin egsantionare). Acest zgomot influenteaza
decizia in procesul de selectie. Din cauza lui, in cazul schemelor de selectie bazate pe
ordine, ca turneul, clasamentul liniar sau selectia (Au) viteza de convergenta a algoritmului
scade. In cazul schemelor de selectie proportionala, zgomotul nu modifica viteza globala
de convergenta, in schimb aceste mecanisme au alte probleme (scalarea gi efortul mare de
calcul).

In algoritmii evolutionisti se utilizeaza diferite criterii de oprire. O metoda este de a
impune numarul total de generatii sau o limita a timpului de executie. Algoritmul poate fi
oprit daca cea mai buna solutie nu se modifica un numar dat de generatii. O alta metoda
se bazeaza pe convergenta populatiei catre aproape aceeasi valoare a functei obiectiv sau
gruparea intregii populatii in jurul unui individ, eventual convergenta populatiei catre
un singur individ, daca se elimina de la un moment dat mutatia. Un exemplu tipic de
algoritm evolutionist este implementat in programul mGA (Messy Genetic Algorithm),
care urmareste rezolvarea ct mai rapida a problemelor dificile. S-au obtinut complexitati
subpatratice O(Llogi(L)) in functie de numarul variabilelor, pentru probleme codificabile
cu 30 pna la 150 biti. Spre deosebire de alte programe in mGA se utilizeaza o reprezentare
compacta a legaturilor specifice blocurilor constructive ale cromozomului. Un cromo-
zom este alcatuit dintr-o multime de gene (caracterizata fiecare prin nume si valoare),
care pot fi subdeterminate (lipsesc unele gene) sau supradeterminate (unele gene sunt
in contradictie. mGA are doua etape, in prima, numita faza primordiala, se selecteaza
populatia pornind de la o initializare partial enumerativa (sau complet probabilistica in
versiunile mai noi, urmata de o filtrare a blocurilor constitutive). A doua etapa, numita
faza de juxtapunere, este similara unui algoritm genetic fara mutatie, la care operatorul
de incrucisre este inlocuit cu un operator de "taiere si altoire”.

Trebuie remarcat ca lungimea sirului de gene creste pe masura procesarii.

E.4 Algoritmi cu nise pentru optimizarea functiilor
multimodale

Algoritmii traditionali prezentati anterior nu sunt potriviti pentru optimizarea functiilor
multimodale, care au mai multe extreme globale, deoarece intrega populatie are tendinta
sa evolueze catre un singur punct, maxim global al functiei obiectiv. In multe cazuri
practice intereseaza gasirea optimelor multiple, fie globale fie locale. Pentru rezolvarea
acestui tip de probleme, sunt folositi algoritmii genetici care folosesc conceptul de nisa.
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Algoritmii genetici cu nige permit formarea mai multor subpopulatii stabile aso-
ciate "niselor” aflate in vecinatatea solutiilor optime. Acesti algoritmi mentin diversitatea
populatiei, prevenind caderea in capcanele unor extreme locale si permitnd investigarea
a mai multor ”vrfuri” in paralel. Mecanismul de nise modeleaza ecosistemele naturale in
care mai multe specii coexista gi evolueaza in paralel, fiecare gasindu-gi propria niga in
mediul inconjurator. O specie este definita ca un grup de indivizi cu caracteristici simi-
lare, capabili sa se iImperecheze reciproc dar incapabili sa se imperecheze cu alte specii.
In fiecare niga resursele mediului sunt finite gi trebuie impartite intre indivizii unei specii
care ocupa acea nisa.

Pentru a putea implementa conceptul de niga, in algoritm se alege un numar de
selectii specific.

Dintre algoritmii genetici cu nise, cei mai cunoscuti sunt cei bazati pe vecinatati
explicite, ca de exemplu cei cu ”partajarea adecvarii” (fitness sharing) si cei bazati pe
vecinatati implicite, ca de exemplu cei cu "aglomerare” (crowding).

In algoritmi cu partajarea adecvarii gradul de adaptare (fitness) este considerat
ca o resursa a nisgei si este in consecinta diminuat de un numar de ori aproximativ egal cu
numarul de indivizi din subpopulatia nigei respective:

f; = fl/mw
n care
N
m; = ZS(dU)
j=1

unde N reprezinta dimensiunea populatiei, d;; reprezinta distanta dintre indivizii ¢ si 7,
iar s este o functie de partajare (sharing), care masoara similitudinea dintre doi indivizi:

[ 1—=(dijj/os)* daca d<og;
s(dy) = { 0 in rest,

intorcnd zero daca indivizii sunt mai departati dect raza nisei o, si o valoare cu att mai
apropiata de 1 cu ct distanta dintre indivizi este mai mica. Coeficientul « se alege de
obicei 1 (functie de partajare triunghiulara) dar poate fi ales gi 1/2 sau 2 (in cazul functiei
parabolice).

Distanta intre indivizi este de obicei norma euclidiana a diferentei reale, din spatiul
de cautare (similitudinea fenotipica) si mai rar evaluata ca distanta Hamming intre cro-
mozomii binari (similitudine genotipica).

O tehnica uzuala pentru a imbunatati eficienta impartirii este de a rescala gradul de
adecvare folosind parametrul g > 1:

fi” = ff/mi-
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Daca [ este totusi prea mare, predominanta superindivizilor poate determina convergenta
prematura, motiv pentru care se recomanda cresterea sa progresiva in timpul cautarii
(" parameter annealing”).

Incrucigarea dintre indivizi aflati in nige diferite conduce de obicei la aparitia unor
urmagi neperformanti, ”indivizi letali”. Pentru a evita acest lucru se aplica cu succes
scheme de restrictie a imperecherii ("mating restriction”).

Intr-o schemi tipica de restrictie a imperecherii, primul parinte este ales aleator (sau
in urma unui terneu), iar al doilea este ales astfel inct sa satisfaca o restrictie impusa
distantei fata de primul parinte. Alegerea se poate face din intrega populatie, caz in care
complexitatea are ordinul O(N?) sau dintr-o parte a ei, de dimensiune M F (factor de
imperechere), caz in care complexitatea calculului are ordinul O(MF x N). Restrictia
impusa distantei se poate baza pe o inegalitate de forma d < o,,, in care o, este "raza
de imperechere”, iar daca nu exista un individ care sa satisfaca aceasta inegalitate al
doilea parinte se alege aleator din intrega (sub)populatie sau individul cel mai apropiat.
Dezavantajul acestei metode consta in faptul ca pentru indivizi aflati la frontiera unei
nige, perechea sa are 50% sansa sa se afle in afara nisei. Acest dezavantaj este eliminat
daca se utilizeaza reproducerea in linie ("line breeding”), bazata pe alegerea celui de-al
doilea parinte, ca fiind ”campionul nigei”. In tehnica numitd de "reproducere interna si
intermitent externa” (”inbreeding with intermitent cross-breeding”), inmultirea are loc in
interiorul nigei, att timp ct gradul mediu de adecvare al subpopulatiei nisei creste si cu
indivizi din nige diferite, daca adecvarea medie este stationara.

Pentru a elimina aceste dezavantaje s-au propus multe alte alternative la metodele
prezentate, dintre care mentionam: nisge secventiale, nige dinamice, sisteme cu imunitate,
specii cu coevolutie, algoritmi genetici gi mecanisme bazate pe aglomerare.

O metoda interesanta de nige adaptive obtinute prin coevolutie este CSN (Co-
evolutionary Shared Niching). Tehnica este inspirata din modelul economic al competitiei
monopoliste, In care capitalistii isi plaseaza geografic afacerile astfel inct sa-si maximizeze
profitul, obtinut de la o populatie de clienti. Algoritmul mentine doua populatii, una de
"afaceristi” si alta de "clienti”, prima indicnd nisele iar a doua posibilele solutii ale prob-
lemei. Cele doua populatii urmaresc maximizarea separata a intereselor lor, permitnd
stabilirea att a locatiilor cat si a razelor nigelor, adaptate unui peisaj complex.

Fie C populatia de clienti cu marimea n. = ||C|| si B populatia de afacerigti cu
ny, = ||B]], se spune ca un client apartine afacerii b daca distanta Hamming |b — ¢| este
minima. Multimea clientilor unei afaceri se noteaza cu Cj, iar numarul lor cu my, = [|Ch]|.

Functia de adecvarea a unui client se defineste:

f(c) = f(c)/mucec,
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prin impartirea gradului brut de adecvare la numarul de clienti din aria de serviciu a
afacerii la care individul este client. Afacerile vor fi plasate in vrfurile nigelor, dar nu la
distanta mai mica dect d,,;, una de alta.

Se considera gradul de succes al unei afaceri (fitness) egal cu suma gradului brut de
adecvare a clientilor ei:

3(b) =Y flo).

ceCy

Afacerea ¢ va fi de preferat afacerii j daca ¢; > ¢;, adica daca fi > n; fi/m;, deci numarul
de clienti ai unei afaceri bune va tinde sa fie mai mare dect numarul de clienti ai unei
afaceri proaste. Dupa cum se constata, scopul algoritmului CSN este de a determina
intr-o maniera autoadaptiva pozitia gi dimensiunea niselor (care sunt poliedrele Voronoi
in jurul afacerilor). In varianta simpld a programului CSN populatia de clienti nu are
mutatii (p,, = 0) iar cea de afaceristi nu are incrucisari (p. = 0). Se proceseaza pe rnd
cele doua populatii folosind incrucisarea simpla si selectia stocastica universala (SUS).
O noua afacere Inlocuieste o afacere veche doar daca este mai buna ca aceasta si este
indeplinit criteriul d,,;,.

Rezultate mai bune se obtin aplicnd mecanismul de imprimare (”inprint”), care per-
mite convertirea celor mai buni clienti in oameni de afaceri.

Metodele de aglomerare aplicate in algoritmi genetici par cele mai promitatoare

tehnici de nige cu vecinatati implicite si ele se bazeaza pe modul in care noile elemente
sunt inserate in populatie, prin inlocuirea elementelor similare.

Aglomerarea clasica a fost propusa de DeJong inca din 1975, si se bazeaza pe faptul
ca numai o parte G ("generation gap”) din populatie se reproduce gi moare la fiecare
generatie, iar un urmag inlocuieste individul cel mai apropiat (cu maxima similitudine
genotipica), ales dintr-o subpopulatie formata din CF (factor de aglomerare) indivizi ai
populatiei globale. Pentru valori mici ale factorului CF < 30% au loc multe erori de
inlocuire, ceea ce face metoda ineficienta, iar pentru valori mari ale factorului CF, efortul
de comparatie este mare, deoarece are ordinul O(C'F x N).

O metoda eficienta este cea a aglomerarii deterministe (DC), care se bazeaza
pe competitia intre urmasii si parintii din aceeasi nise. Dupa incrucisare si eventuala
mutatie, urmasul inlocuiegte cel mai apropiat parinte (in sens fenotipic), daca este mai
bun ca acesta. Cstigatorul este determinat in urma unui turneu in doua seturi (P1 contra
Ul si P2 contra U2 in primul set si Plcontra U2 si P2 contra Ul in al doilea set).
Complexitatea acestui algoritm este doar liniara, avnd ordinul O(n).

O alta varianta de nige bazate pe aglomerare este selectia cu turneu restrns
(RTS). Aceasta este similara aglomerarii clasice, cu deosebirea ca insertia se face dupa o
competitie (urmasul inlocuieste individul similar, doar daca este mai bun ca acesta).



178 METODE STOCASTICE PENTRU OPTIMIZAREA GLOBALA

Metoda RTS necesita un efort de calcul mai mare dect metoda DC, in schimb rezul-
tatele sunt in general ceva mai bune.

E.5 Algoritmi evolutionisti paraleli

Algoritmii evolutionisti sunt utilizati pentru rezolvarea unor probleme de mare complex-
itate, care, in consecinta, au un timp mare de calcul. Pentru a reduce timpul pna se
obtine solutia dorita, o metoda consta in utilizarea in paralel a mai multor calculatoare.
Utiliznd modelul biologic este clar ca evolutia genetica are loc ”in paralel”. Atunci cnd
se dezvolta un algoritm paralel sau distribuit pe mai multe sisteme de calcul este necesar
sa se reduca la minim comunicarea intre procesoare, deoarece aceasta poate necesita un
timp suplimentar, mai mare dect timpul propriu-zis de calcul.

Metoda naturala de paralelizare consta in distribuirea populatiei pe mai multe pro-
cesoare.

Cel mai simplu model de algoritm genetic paralel global este modelul ”fermier-
muncitori”, in care procesorul master (server) colecteaza valorile functiilor obiectiv,
calculeaza gradul de adecvare gi efectueaza selectia pe cnd procesoarele sclavi (clienti)
intretin fiecare cte o subpopulatie (primita de la server) aplicnd operatorii genetici si
evalund subpopulatia rezultata.

Un alt algoritm genetic paralel este cel bazat pe modelul insulelor (Whitley 1990).
Populatia este impartita intr-un numar de subpopulatii egal cu numarul de procesoare
disponibile. Fiecare procesor ruleaza un algoritm genetic canonic, Genitor sau CHC.
Periodic (de exemplu la cinci generatii), cteva copii (clone) ale indivizilor din fiecare
subpopulatie migreaza catre alte subpopulatii cu scopul de a transporta material genetic
proaspat spre alte ”insule”, pe care se afla subpopulatii cu evolutii independente.

Prin introducerea migratiilor modelul insulelor este capabil sa exploateze diferenta
dintre diversele subpopulatii, ca o sursa de diversitate genetica, fara ca fiecare populatie
sa trebuiasca sa fie de mari dimensiuni. Frecventa si numarul migratiilor nu trebuie sa fie
prea mare pentru a evita riscul de convergenta pematura.

Un program paralel este iiGA (Injection Island GA), bazat pe modelul insulelor, cu
migrari asincrone si admitnd att topologie statica ct gi dinamica (ierarhica). fiecare insula
avand lungimi diferite pentru cromozomi. In acest fel aceeasi problema este codificata cu
nivele diferite de rezolutie, iar migrarea are loc numai de la noduri de rezolutie joasa la
noduri cu rezolutie inalta (prin injectie).

Dintre codurile paralele mentionam GALOPPS dezvoltate de Michigan State Uni-
versity - Genetic Algorithm Research and Appl. Group (MSU-GARAGE), precum si
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sistemul PeGAsuS (Programming Env. for Parallel genetic Algorithms), dezvoltat la
GMD.

E.6 Analiza parametrilor algoritmilor evolutionisti

Un parametru important al unui algoritm genetic este dimensiunea populatiei. In cazul
populatiilor mici algoritmii genetici fac erori de decizie, iar calitatea convergentei este
slaba, solutia fiind condusa fie de mutatiile arbitrare fie suferind o convergenta prematura.

In cazul populatiilor mari, algoritmii pot discrimina in mod robust intre blocurile
constitutive adecvate si cele neadecvate, astfel inct recombinarea in paralel a acestor
blocuri conduce relativ rapid la solutie, chiar in cazul problemelor dificile. Din pacate,
dimensiuni prea mari ale populatiei necesita un efort inacceptabil de calcul. Dimensiunea
optima este dependenta de sursele de zgomot stohastic, cum sunt zgomotul de selectie,
zgomotul operatorilor genetici gi zgomotul din functia obiectiv:

2

M
N = QCK?,

in care

¢ - este un factor de scalare (cu valori intre 2 gi 20) ce masoara nivelul de incredere
ca populatia nu va converge prematur;

K = x*(M —1)/m, in care  este cardinalitatea alfabetului (uzual 2), k este lungimea
celui mai mare bloc constructiv iar m este numarul de blocuri constructive din cromozom;

d - este minimul semnalului diferenta dintre doua blocuri aflate in competitie;

o3, = 0% + 0% - dispersia populatiei plus dispersia zgomotului functiei de adecvare.

S-a demonstrat ca numarul de generatii necesare convergentei are ordinul O(logN)
pentru schemele de selectie bazate pe ordin (turneu, clasament liniar) si ordinul O(NlogN)
pentru scheme de selectie bazate pe valoare (ruleta, selectie stohastica universala). Con-
sidernd ca dimensiunea populatiei N are ordinul O(L), in care L este lungimea cromo-
zomului, rezulta ca efortul de calcul pentru cele doua tipuri de metode de selectie are
ordinul O(L log L) si respectiv O(L?log L).
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Anexa F

Initiere in Viab (Scilab)

Scilab (Vlab) este un mediu de programare sub sistemul de operare Unix care permite
rezolvarea unor probleme tipice de matematica prin efectuarea de calcule matematice,
trasarea de grafice, programare in limbaj specific. El emuleaza limbajul MATLAB,
avand extensii suplimentare.

Majoritatea temelor prezentate in carte necesita utilizarea acestui mediu de progra-
mare. De aceea, aceasta anexa are ca scop familiarizarea cu Scilab.

F.1 Inainte de toate....

Una din componentele mediului Scilab este interpretorul care permite introducerea in mod
interactiv a unor comenzi de la consola si executarea imediata a acestora.

e Cum se lanseaza in executie interpretorul? Lansarea interpretorului se face
prin invocarea numelui sau:

scilab < >
e Cum se opreste interpretorul? La promptul Scilab --> se da comanda:
quit < 0O>

e Exista programe demostrative? Apasati butonul “Demos” si apoi (de exemplu)
“Introduction to SCILAB”. Sunt vizualizate instructiunile utilizate precum si rezultatele
lor.

e Ajutor !!. Lista comenzilor si semnificatia lor se poate obtine apasand butonul
“Help”. Fereastra de help este impartita in doua. In partea de jos sunt principalele
capitole. Pentru rezolvarea temelor veti avea nevoie de: “Scilab Programming”, “Graphic
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Library”, “ Utilities and Elementary Functions” si “Linear Algebra”. Partea de sus
contine comenzi legate de subiectul capitolului selectat. Selectarea unei astfel de comenzi
are ca rezultat aparitia unei ferestre care descrie sintaxa comenzii, parametrii ei, modul
de apelare.

Exista si help-on-line. La promptul Scilab-ului dati comanda:
help < U >

e Nu stii comanda care face ....7 O comanda utila este comanda apropos, care
cauta cuvinte cheie in help-ul Scilab-ului.

Ezxercitiul F.1: a) Folosind comandahelp aflati care este sintaxa comenzii apropos.

b) Folosind comanda apropos aflati care sunt comenzile cu care se pot trasa spectre
de linii de camp.

F.2 Variabile si constante.

In rezolvarea temelor veti folosi in exclusivitate matrice cu elemente reale. Un numar
poate fi considerat o matrice cu un singur element.

e Dimensiunea unei matrice nu trebuie declarata explicit.

Ezxercitiul F.2: Care este efectul comenzii:

--> a(10,5) =1
e Introducerea unei matrice se poate face natural astfel:

-—>A=[ 1 2
4 5
7 8

©O© O W

Intr-o scriere compacta, liniile matricei pot fi separate prin “;” astfel:
-->A=1[123; 456; 7 8 9]

Pentru separarea elementelor unei linii se poate folosi caracterul blank (ca mai sus)
sau virgula:

--> A = [1,2,3;4,5,6,7,8,9]



F.3. Atribuiri si expresii 183

Exercitiul F.3: Stiind ca vectorii sunt un caz particular de matrice, care sunt
comenzile cu care se va introduce un vector linie, respectiv coloand cu elementele 1, 2, 37

Exercitiul F.4: Comentati urmatoarea instructiune:

-—> u = 12.4e-3

Observatie: variabilele utilizate intr-o sesiune de lucru ocupa memoria sistemului pe
masura ce sunt definite. Pentru a vizualiza lista variabilelor existente la un moment dat
si memoria disponibila se foloseste comanda who. Daca se doreste eliberarea memoriei de
una, mai multe sau toate variabilele generate se foloseste comanda clear.

Ezxercitiul F.5: Executati instructiunea who. Ce reprezintahe %pi %f %t ‘eps
%inf ?

F.3 Atribuiri si expresii
Instructiunea de atribuire are sintaxa:
variabila = expresie
sau simplu:
expresie

in care variabila este numele unei variabile, iar expresie este un gir de operatori si op-
eranzi care respecta anumite reguli sintactice. In a doua forma, dupa evaluarea expresiei,
rezultatul este atribuit variabilei predefinite ans.

e Operatorii aritmetic recunoscuti de Scilab sunt:
+ adunare;
- scadere;
inmultire;
impartire la dreapta;
impartire la stanga;

Y NN ¥

ridicare la putere.

Pentru transpunerea unei matrice se foloseste operatorul “apostrof” ca in exemplul:

-—>B = A’

!Operatorii aritmetici se aplicd unor operanzi aritmetici, iar rezultatul este aritmetic.
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in care matricea B se calculeaza ca transpusa matricei A.

Observatii:

1. Adunarea si scaderea pot fi efectuate:

e intre doua matrice cu aceleasi dimensiuni;

e intre o matrice i un numar (caz in care numarul este adunat, respectiv scazut
din fiecare din elementele matricei).

2. inmul’girea poate fi efectuata:

e intre doua matrice daca lungimea liniei primei matrice este egala cu lungimea
coloanei celei de a doua matrice;

e intre un numar gi o matrice (caz in care numarul este inmultit cu fiecare din
elementele matricei);

e intre douad matrice cu aceleagi dimensiuni (element cu element), caz in care
operatorul * este precedat de un punct, ca in exemplul:

-->C=A .xB
3. impér@irea matricelor poate fi facuta in mai multe feluri:

e la dreapta (pentru matrice patrate si nesingulare):
-->X =B/ A

echivalent cu:

--> X = B * inv(A)
sau cu
-—=> X =B x A~(-1)

e la stanga:
-—>X=A\B

echivalent cu:

-—> X = inv(A) * B
sau cu
-—> X =A"(-1) * B
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Daca A este o matrice dreptunghiulara de dimensiuni m x n, iar b este un vector
coloana cu m elemente, atunci impartirea la stanga x = A \ b calculeaza solutia
ecuatiei Ax = b in sensul celor mai mici patrate.

e Impartirea unei matrice la un numar (sa il notam cu u):

-—>Y=A/u

e impartirea element cu element a matricelor de dimensiuni egale:

-->C=A./B
sau
-->C=A .\B

4. Ridicarea la putere A™p se face astfel E:

pentru p intreg pozitiv: daca matricea A este patrata atunci A se inmulteste
cu ea insagi de p ori; daca matricea A este dreptunghiulara atunci se ridica la
puterea p fiecare element din matricea A

pentru p intreg negativ: daca matricea A este patrata atunci inversa ei se
inmulteste cu ea insagi de —p ori; daca matricea A este dreptunghiulara atunci
se ridica la puterea p fiecare element din matricea A

pentru p numar real (dar nu intreg) pozitiv: daca matricea A este patrata
atunci calculul se face cu ajutorul vectorilor si valorilor proprii ale matricei;
daca matricea A este dreptunghiulara, atunci se ridica la puterea p fiecare
element din matricea A.

pentru p numar real (dar nu intreg) negativ: dacd matricea A este patrata
atunci calculul se face cu ajutorul vectorilor si valorilor proprii ale inversei
matricei; daca matricea A este dreptunghiulara, atunci se ridica la puterea p
fiecare element din matricea A.

e Operatorii de rela’gitﬂ recunoscuti de Scilab sunt:

mai mic decat;

mai mic sau egal cu;
mai mare decat;

mai mare sau egal cu;
egal cu;

diferit de.

2Nu sunt descrise toate situatiile posibile.
3Operatorii de relatie se aplici unor operanzi aritmetici iar rezultatul este logic.
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Acesgtia permit testarea unor conditii, rezultatul avand valoarea F (fals) sau T (adevarat).
Daca operanzii sunt matrice de dimensiuni egale, atunci operatiile logice se fac intre ele-
mentele de pe aceleasi pozitii, iar rezultatul este o matrice cu elementele F si T.

e Operatorii logici@ recunoscuti de Scilab sunt:
& conjunctia logica;
|  disjunctia logica;
negatia logica.

Daca operanzii sunt matrice (logice) cu aceleagi dimensiuni, atunci operatia se face
element cu element. Daca unul din operanzi este o valoare logica, atunci acesta se combina
cu fiecare din elementele celuilalt operand. Alte situatii nu sunt permise.

e Functii elementare. Operanzii unor expresii pot fi si apeluri de functii elementare
(de exemplu trigonometrice), sau alte functii cunoscute. Aceste functii aplicate unei ma-
trice actioneaza asupra fiecarui element in mod independent. Lista lor poate fi inspectata
apasand butonul “Help” si apoi “Utilities and Elementary Functions”.

Exercitiul F.6:

1 2
3 4
rezolvarea ecuatiei: A (UT + :v) =0

Fie A = [ }, b = { 2 ] 1V = [ 4 3 } Care sunt comenzile Scilab pentru

F.4 Generarea vectorilor si matricelor

e Vectorii ai caror elemente formeaza o progresie aritmetica pot fi generati cu
constructia:

valin : pas : valfin

Ezxercitiul F.7: Comentati rezultatele urmatoarelor instructiuni:

-->x =1:10
-—>y =1:2:10
-->z =1:3:10
-—>t =1:-3:10
-—>w = -1:-3:-10
-->u = -1:-10
-->v = -10:-1
-->a = 10:-2:-3

4Operatorii logici se aplica unor operanzi logici iar rezultatul este logic.
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e Vectorii ai caror elemente formeaza o progresie geometrica pot fi generati
cu constructia:

logspace(dl, d2, n)

Exercitiul F.8: a) Care este semnificatia marimilor dl, d2, n din comanda Logspace ?

b) Ce genereazi comanda linspace ¢

e Descrierea vectorilor si matricelor pe blocuri. Vectorii si matricele pot fi
descrisi pe blocuri, folosind notatii de forma:

A=[XY; UV];

X

ificatia A =
cu semnificatia [ U v

} ,in care X, Y, U,V sunt matrice sau vectori.

Exercitiul F.9: Care este rezultatul comenzii:

-—> A = [1:3 ; 1:2:7]

e Referirea la elementele unei matrice. Pentru a obtine valoarea unui element,
se folosesc constructii de forma a(1,1),a(1,2). Se pot obtine valorile mai multor elemente
prin constructii de forma a(u, v) unde u si v sunt vectori. De exemplu a(2,1:3) reprezinta
primele trei elemente din linia a doua a matricei a. Pentru a obtine toate elementele liniei
2 se scrie a(2,:).

1 10 100 1000
Exercitiul F.10: Fie A= | 2 20 200 2000
3 30 300 3000

Notati rezultatele si comentati urmatoarele comenzi:

--> A(0,1)

--> A(2,3)

-—> A(:,3)

-—> A(:, )

--> A(3,:)

-—> A(2,2:4)
-—> A(2:3,2:4)

e Generarea unor matrice particulare utile se poate face cu ajutorul functiilor:
eye matrice cu elementele unitare pe diagonala si nule in rest;
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zeros matrice nula;

ones matrice cu toate elementele unitare;

rand matrice cu elemente aleatoare in intervalul (0,1);

diag construieste o matrice cu o anumita diagonala, sau extrage diagonala
dintr-o matrice.

Exercitiul F.11: Comentafi urmdatoarele comenzi (unde A este matricea de la

exercitiul FIIO iarv=[1 2 3 4 5]):

--> eye(3)

--> eye(3,3)

--> eye(3,4)

-=> eye(A)

--> diag(A)

--> diag(v)

Exercitiul F.12: Comentafi urmatoarele comenzi:

-=> A = diag(1:3)

--=> B = [A, eye(A); ones(A) zeros(A)]
--> C = diag(B)

-=> D = C’*C

--> E = (D == 14)

e Dimensiunile matricelor (vectorilor) pot fi modificate in timpul executiei unui pro-
gram. Pentru a obtine dimensiunea unei matrice X se foloseste instructiunea:

[m, n] = size(X)

in care m reprezinta numarul de linii §i n numarul de coloane. Dimensiunea unui vector
v se obtine cu:

length(v)

care are semnificatia max(size(v)).

Ezxercitiul F.13: Definiti o matrice oarecare B (de exemplu cu 3 linii $i 4 coloane).

Ezecutati si comentatt urmatoarele instructiuni:

--> [m,n] = size(B)
--> B = [B; zeros(1l, n)]
--> B = [B zeros(m+1,1)]



F.5. Instructiuni grafice 189

Graficul u=f(t)
Tensiunea

A N

; | \ ]
L | | \/ | | | | \ | Timpul

0.00 125 250 37 500 6.25 750 875 1000 1125 1250

Figura F.1: Acest grafic trebuie obtinut la exercitiul F[14]

e Matricea vida. Scilab opereaza si cu conceptul de matrice vida, notata cu []
si care este o matrice de dimensiune nula, fara elemente. Aceasta se dovedeste utila in
eliminarea unor linii sau coloane dintr-o matrice data. De exemplu, instructiunea

--> B(:, [2 4]) =[]

are ca efect eliminarea coloanelor 2 i 4 din matricea B. In acest fel, dimensiunea unei
matrice poate sa si scada in timpul executiei unui program, nu numai sa creasca prin
adaugarea de noi elemente.

F.5 Instructiuni grafice
Functia principala pentru reprezentari grafice este:
plot

Ea are diferite varia,nteﬁ, printre care:

SIncercati apropos plot
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plot(x,y)

in care x este vectorul variabilei independente, iar y este vectorul variabilei dependente.
Instructiunea:

plot(A)

in care A este o matrice are ca efect reprezentarea grafica a variatiei elementelor coloanelor
matricei A in functie de indexul lor. Numarul de grafice este egal cu numarul de coloane.

Functiile auxiliare xtitle si xgrid permit completarea graficului cu un titlu si re-
spectiv adaugarea unui rastru.

Ezxercitiul F.14: Realizati graficul din figura [EL1.  El reprezinta functia y(t) =
10 * sin(t) pentru t € [0,47]. Puneti titlul graficului, axelor, si rastrul ca in figurd.

F.6 Programare in Scilab

Scilab permite utilizarea unor structuri de control (decizii, cicluri, definiri de functii) ca
orice limbaj de programare de nivel inalt. Se pot scrie programe in Scilab, ca in orice
limbaj de programare.

Avantajul folosirii Scilab consta, mai ales, In usurinta cu care se pot postprocesa
rezultatele, tinand seama de facilitatile grafice ale sale.

F.6.1 Editarea programelor

Péana acum, ati lucrat la consola Scilab. Comenzile introduse pot fi scrise intr-un fisier
si apoi “citite” cu comanda

exec

Un program in Scilab are urmatoarea structura posibila:
// comentarii
instructiune; // fara afisarea rezultatului
instructiune  // cu afigarea rezultatului

Exercitiul F.15: Scrieti comenzile cu care ali rezolvat exvercitiul FII4] , intr-un

fister numait tema.sci i apoi executati-l cu comanda:
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-—> exec(’tema.sci’)

Observati ce se intampla daca la sfarsitul fiecarei instructiuni adaugati terminatorul 7.

IMPORTANT: Comenzile necesare rezolvarii temelor vor fi scrise in figiere i execu-
tate apoi cu comanda exec.

F.6.2 Operatii de intrare/iegire

e Introducerea datelor
Cea mai simpla metoda consta in utilizarea instructiunii de atribuire, ca in exemplul:
a=25

In cazul unui program scris intr-un figier, este mai convenabil sa se foloseasca functia
input. Functia input se utilizeaza in atribuiri de forma:

variabila = input(’text’)
in care “variabila” este numele variabilei a carei valoare va fi citita de la consola,
iar “text” este un sir de caractere ce va fi afisat, ajutand utilizatorul la identificarea
informatiei ce trebuie introdusa. De exemplu:

a = input(’Introduceti valoarea variabilei a’)

e Inspectarea si afisarea rezultatelor

Pentru inspectarea valorilor variabilelor este suficient sa fie invocat numele lor:
-—> x

pentru ca interpretorul sa afiseze valoarea lor.

Daca se doreste eliminarea afigarii numelui variabilelor din fata valorii sale, atunci se
foloseste functia disp:

-=> disp(x)
Aceasta functie poate fi folosita si pentru afisarea textelor, de exemplu:
disp(’Acest program calculeaza ceva ’)

Formatul in care sunt afisate valorile numerice poate fi modificat de utilizator cu
ajutorul instructiunii:
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format

Operatia de iegire se poate realiza gi prin apelul functiei printf in instructiuni de
forma:

printf(’format’ variabile)

in care “variabile” sunt variabilele care vor fi scrise in formatul corespunzator instructiunii,
iar “format” este un gir de caractere ce descrie formatul de afisare. Sunt recunoscute
urmatoarele constructii, similare celor din limbajul C:

%t  scrierea numarului in format cu virgula fixa;

%e  scrierea numarului in format cu exponent;

%g  scrierea numarului in formatul cel mai potrivit (%f sau %e).

Celelalte caractere intalnite in girul “format” sunt afisate ca atare, de exemplu:
printf (° Rezultatul este a = %g’, a)

Afigarea rezultatelor se poate face si grafic (vezi paragraful [EL5]).

Exercitiul F.16: Scrieti, intr-un fisier, un program prietenos care va permite in-
troducerea de la consola Scilab a doud numere reale, va calcula suma lor, si va afisa

rezultatul in formatul cel mai potrivit.

F.6.3 Structuri de control

e Decizii

Decizia simpla:

Pseudolimbayj Scilab H Observatii
daca conditie atunci | if conditie then || “conditie” este o expresie care
instructiuni instructiuni || este evaluata, iar daca rezultatul
end este adevarat (T), atunci se

executa “instructiuni”, altfel
se executa prima instructiune

ce urmeaza dupa end.
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Decizia cu alternativa:

Pseudolimbayj Scilab H Observatii
daca conditie atunci | if conditie then | “conditie” este o expresie care
instructiunil instructiunil || este evaluata, iar daca rezultatul
altfel else este adevarat (T), atunci se
instructiuni2 instructiuni2 || executa “instructiunil”, iar daca
end rezultatul este fals (F), se
executa “instructiuni2”.
Decizia de tip selectie:
Pseudolimbaj Scilab H Observatii
daca conditiel atunci if conditiel then Pot exista oricate
instructiunil instructiunil alternative de selectie.
altfel daca conditie2 elseif conditie2
instructiuni2 instructiuni2
altfel else
instructiuni3 instructiuni3

end

daca expresie = expresiel
instructiunil

altfel daca expresie = expresie2
instructiuni2

altfel
instructiuni

select expresie,
case expresiel then
instructiunil,
case expresie2 then
instructiuni2,
else instructiuni,
end

Pot exista oricate
cazuri.
“instructiunil” sunt
executate daca
expresie==expresiel,
etc.

Observatie: “instructiuni” pot fi scrise dupa then, pe aceeagi linie. Cuvantul cheie

e Cicluri

Ciclul cu test initial:

then poate lipsi daca “instructiuni” se scriu pe linie separatéﬁ.

Pseudolimbaj Scilab

Observatii

cat timp conditie | while conditie Se repeta corpul ciclului, adica “instructiuni”,

instructiuni instructiuni || cat timp “conditie” este adevarata.

end S-ar putea ca “instructiuni” sa nu fie executate

niciodata in timpul rularii programului.

6 Aceasta este sintaxa MATLAB.
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Ciclul cu contor:

Ciclul cu contor are doua forme, din care a doua este cea generala. Daca “expresie”
este o matrice, atunci “variabila” ia succesiv valorile coloanelor matricei. “instructiuni”
nu sunt executate niciodata daca vectorul “valin:pas:valfin” este incorect definit (vid) sau
daca “expresie” este matricea vida.

Pseudolimbayj Scilab Observatii
pentru contor = valin, valfin, pas | for contor = valin : pas : valfin, | Forma a
instructiuni instructiuni doua este
end cea generala.

for variabila = expresie,
instructiuni
end

lesirile fortate din cicluri se pot face cu instructiunea break.

Ezxercitiul F.17: Scrieti un program care sa determine cel mai mare numar intreg n

pentru care 10™ poate fi reprezentat in Scilab. Indicatie: folositi pentru testare constanta
%inf.

F.6.4 Functii

Functiile sunt proceduri Secilab (termenii “macro”, “functie” sau “procedura” au aceeasi
semnificatie).

e Definirea functiilor in fisiere

De obicei functiile sunt definite in figiere si “incarcate” in Scilab cu comanda getf.
Un figier continand o astfel de functie trebuie sa inceapa astfel:

function| yi,...,y, | = nume_functie (xy,...,z,)

unde y; sunt variabilele de iesire, calculate in functie de variabilele de intrare x; si, even-
tual, de alte variabile existente in Scilab in momentul executiei functiei.

Exercitiul F.18: FEditati un fisier numit “numefis.sci” cu urmatorul continut:

function [x,y] = combin(a,b)
Xx=a+b
y=a->b

st un fisier numit “main.sci” cu urmatorul continut:
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getf ("numefis.sci’)

a = input(’Introduceti a’);

b = input(’Introduceti b’);

[c,d] = combin(a,b)

printf(’ Suma numerelor a = %g si b = %g este
a+b=7Y%g ,a,b,c);

printf(’ Diferenta numerelor a = %g si b = %g
este a - b = Yg’,a,b,d);

Ezxecutati in Scilab comenzile din “main.sci”:
-—> exec(’main.sci’);

Comentatu.

Exercitiul F.19: Scrieti (intr-un figier) o functie care sa calculeze produsul scalar
a doi vectori. Scrieti un program Scilab care sa permita introducerea de la tastatura a
dot vectori de dimensiune egala si care sa afiseze produsul lor scalar.

e Definirea “on-line” a functiilor
Functiile se pot defini gi “on-line” cu comanda deff.

Ezxercitiul F.20: o) Cu ajutorul comenzii help aflati ce face comanda fcontour.

b) Ezxecutafi si comentali urmatoarele comenzi Scilab:

-=> deff(’ [x] = cerc(u,v)’,’x = sqrt(u~2+v-2)’)
-—> fcontour(-1:0.1:1,-1:0.1:1,cerc,4)

c) Definiti “on-line” functia “combin” din exercitiul FI1§ .

F.7 Alte facilitati de postprocesare

Acest exercitiu urmareste exersarea altor facilitati de postprocesare ale programului.

Ezercitiul F.21: Fie o sarcind punctiformd q = 1071° C, situatd in vid (gy =
8.8-107' F/m), in punctul de coordonate (x,y,z) = (0,0,0).

Sa se vizualizeze, in planul z = 0, linii echipotentiale si vectori camp electric cu aju-
torul comenzilor contour §i champ. Pentru aceasta, se vor determina valorile potentialului
st ale componentelor campului intr-o multime discreta de puncte din spatiu, plasate in
nodurile uner grile generate de un vector de abscise si un vector de ordonate.

Se recomanda parcurgerea urmatorilor pasi:
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e Se wa scrie o functie care calculeaza, intr-un punct oarecare, potentialul unei sarcini
punctuale situata intr-un punct oarecare din spatiu;

e Se wa scrie o functie care calculeaza, intr-un punct oarecare, vectorul componentelor
campului electric al unei sarcini punctuale, situata intr-un punct oarecare din spatiu;

e Se wa scrie un program principal, care sa permita introducerea datelor problemei
de la tastatura si care sa afiseze linii echipotentiale si vectori camp intr-un anumit
domeniu din planul z = 0.

Figurile [F.2] [F.3] [F.4] prezinta rezultatele unui astfel de program in cazul in care grila
a fost extrem de rara, generata cu ajutorul vectorilor:

d =0.5

xmin = -d; xmax = d
ymin = -d; ymax = d
pasx = 2x%d/3

pasy = 2%d/3

abscise = xmin:pasx:xmax
ordonate = ymin:pasy:ymax

Observatie: in cazul spectrelor desenate cu comanda champ, vectorii sunt desenati
(translatati) astfel incat mijlocul lor coincide cu punctul de calcul (de aceea, figura
apare oarecum ciudat).

Exercitiul F.22:

a) Observati si comentali alura echipotentialelor pentru diferite grade de finete ale
grilei folosite.

b) Cum tratati cazul in care unul din punctele grilei coincide cu punctul in care se
afla sarcina?

c) Scrieti un program care sa genereze o grila adaptata problemei, astfel incat liniile
echipotentiale sa aiba racordart cat mar “dulci”.
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Figura F.2: Efectul comenzii champ: Figura F.3: Efectul comenzii champl:
vectorii au o lungime proportionala cu vectorii au lungimi egale si sunt colorati
valoarea modulului lor conform valorii modulului lor

Figura F.4: Efectul comenzii contour; curbele au aceasta forma datorita grilei extrem
de rare folosite
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