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Facultatea de Electrotehnică
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ştiinţifice.
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3.1 Algoritmi pentru rezolvarea problemelor neliniare . . . . . . . . . . . . . . 43
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5.5 Algoritmi evoluţionişti ı̂n optimizarea dispozitivelor . . . . . . . . . . . . . 135
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D.3 Convergenţa algoritmilor genetici . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
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Capitolul 1

Introducere

1.1 Prezentarea lucrării

”Studiul câmpului electromagnetic ı̂n medii neliniare” este o temă extrem de generoasă.

Ea ar putea cuprinde toate regimurile de funcţionare ale câmpului electromagetic, de la

static la general variabil, toate tipurile de probleme (rezolvare, optimizare sau probleme

inverse, de sinteză), pentru fiecare din ele existând metode (şi dificultăţi) specifice de abor-

dare. A trata toate problemele ı̂ntr-o lucrare de acest tip este cu siguranţă peste puterile

unui singur om. De aceea, din diversitatea aceasta am ales problema optimizării dispozi-

tivelor electromagnetice. Optimizarea dispozitivelor electromagnetice este o problemă de

mare actualitate, lucru care se observă din creşterea numărului de contribuţii ı̂n domeniu

ı̂n ultimii ani. Cea mai prestigioasă conferinţă din domeniul calcului câmpului electro-

magetic (COMPUMAG 1) are o secţiune dedicată special problemelor de optimizare.

Înlănţuirea rezolvare-optimizare-sinteză este foarte strânsă. O problemă de optimizare

are nevoie de o metodă de rezolvare precisă şi rapidă, iar o problemă de sinteză are nevoie

de o metodă de optimizare potrivită. De aceea, pentru a ı̂ncadra, clasifica şi sistematiza

conceptele legate de rezolvare şi optimizare am simţit nevoia să scriu o introducere ı̂n care

să prezint şi să explic principalele concepte ale domeniului rezolvării problemelor de câmp

şi optimizării dispozitivelor electromagnetice.

Introducerea are astfel două părti principale. Prima parte se referă la analiza câmpului

electromagnetic şi conţine definirea modelelor de câmp (fenomenologic, matematic, nu-

meric) precum şi evidenţierea diversităţii lor. Partea a doua a introducerii se referă la

optimizarea dispozitivelor electromagnetice prezentând evoluţia conceptelor privind opti-

mizarea precum şi o clasificare a algoritmilor de optimizare.

1”Conference on the Computation of Electromagnetic Fields”

1



2 CAPITOLUL 1. INTRODUCERE

Starea actuală a cercetărilor ı̂n domeniu este prezentată pe larg ı̂n capitolul al doilea.

Acest capitol are de asemenea două părţi importante. Prima dintre ele se referă la me-

todele de analiză a câmpului electromagnetic ı̂n regim magnetic staţionar, iar al doilea

paragraf reflectă stadiul actual al utilizării metodelor de optimizare ı̂n proiectarea dis-

pozitivelor electromagnetice. Pe lângă clasificările de rigoare se fac şi consideraţii critice

asupra rezultatelor prezentate ı̂n literatură, ı̂n vederea identificării căilor şi tendinţelor de

dezvoltare ı̂n viitor a acestui domeniu important al cercetării.

Capitolul al treilea este dedicat prezentării metodelor de calcul numeric pentru câmpul

electromagnetic cu modelul diferenţial şi modelul mixt diferenţial-integral. Sunt elaboraţi

şi prezentaţi algoritmii dedicaţi analizei câmpului electromagnetic. Algoritmii au fost

implementaţi şi depanaţi ı̂n mediul UNIX/C. Validarea lor a fost efectuată prin compara-

rea rezultatelor numerice obţinute cu cele provenite din pachetul de programe MEGA. În

urma studiilor efectuate au fost propuşi noi algoritmi care pe de o parte permit generarea

reţelelor de discretizare adaptate optimal la soluţie (prin rafinare succesivă), iar pe de

altă parte comută automat ı̂ntre metode diferite de iteraţii neliniare (metoda polarizaţiei

cu relaxare optimală care este garantat convergentă şi metoda Newton care este rapidă).

Rafinarea reţelei de discretizare se poate aplica atât pe parcursul iteraţiilor neliniare cât

şi pe parcursul procedurii de optimizare. Sunt stabilite criterii pentru rafinare succesivă

(un indicator local de eroare) şi pentru comutarea polialgoritmului.

În capitolul al patrulea se studiază metodele de calcul al senzitivităţilor funcţiei obiec-

tiv, mărimi necesare aplicării metodelor deterministe de optimizare de ordin superior.

Sunt studiate posibilităţile de calcul al senzitivităţilor mărimilor principale şi mărimilor

derivate care pot să apară ı̂n expresia funcţiei obiectiv.

Capitolul al cincilea descrie algoritmul evoluţionist folosit ı̂n optimizarea dispozitivelor

electromagnetice prezentate ı̂n capitolul al şaselea. Algoritmul elaborat este destinat

rulării ı̂n paralel pe o arhitectură de calcul distribuită. Sunt descrişi şi analizaţi algoritmul

secvenţial şi cel distribuit precum şi influenţa parametrilor specifici asupra convergenţei

procesului de optimizare.

Capitolul al şaselea conţine optimizarea propriu-zisă a două dispozitive electromagnet-

ice. Prima aplicaţie reprezintă optimizarea unui dispozitiv de stocare a energiei magnet-

ice, iar a doua reprezintă optimizarea unei matriţe folosită pentru orientarea pulberilor ı̂n

câmp magnetic. Ambele probleme sunt probleme de benchmark propuse de comunitatea

internaţională ı̂n cadrul “TEAM2 Workshop”. Ultimul capitol este rezervat prezentării

contribuţiilor aduse ı̂n această teză. Lucrarea are patru anexe, primele trei conţinând

clasificări ale tipurilor şi metodelor de rezolvare ale problemelor de optimizare, ultima

anexă explicând principalele concepte legate de programele bazate pe evoluţie.

2TEAM (Testing Electromagnetic Analysis Models) reprezintă un grup internaţional de lucru consti-

tuit ı̂n scopul comparării diferitelor programe folosite la analiza câmpului electromagnetic.



1.2. ANALIZA CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC 3

1.2 Analiza câmpului electromagnetic

Una din categoriile de probleme fundamentale referitoare la câmpul electromagnetic ı̂n

medii fixe sau mobile o reprezintă problemele de analiză (calcul sau determinare) a câm-

pului electromagnetic, ı̂n care se presupun cunoscute domeniul spaţial de existenţă a

câmpului, caracteristicile materialelor din acest domeniu, distribuţia spaţială şi tempo-

rală a surselor de câmp şi alte condiţii suplimentare cerute pentru obţinerea unei soluţii

unice precum condiţiile iniţiale şi de frontieră şi se cere determinarea mărimilor de stare

macroscopică locală şi instantanee a câmpului (E, D, B, H) ı̂n domeniul spaţio-temporal

supus analizei.

Formularea corectă a unei probleme de analiză a câmpului electromagnetic macroscopic

presupune ı̂n primul rând definirea fenomenologiei de bază a problemei (relaţiile de cau-

zalitate esenţiale şi ipotezele simplificatoare adoptate), deci stabilirea modelului fenome-

nologic, care se referă la regimul câmpului electromagnetic, identificarea surselor de câmp

şi a modelelor de material.

Urmează apoi reflectarea ı̂n plan formal a acestei fenomenologii esenţiale ı̂ntr-un model

matematic de câmp electromagnetic care trebuie prezentat sub forma unei probleme ma-

tematice bine formulate. Rezolvarea sa, ı̂n vederea obţinerii soluţiei problemei de analiză

a câmpului electromagnetic macroscopic, se poate efectua pe cale analitică sau numerică.

Metodele analitice (separarea variabilelor, funcţii de variabilă complexă, transformări con-

forme etc.) sunt cele mai riguroase ı̂n domeniile lor de aplicabilitate, dar devin inaplicabile

ı̂n domenii de formă complicată sau ı̂n cazul materialelor neliniare. Metodele numerice,

bazate pe utilizarea tehnicii moderne de calcul, prezintă o arie de aplicabilitate mai mare,

fiind supuse la restricţii mai puţine. Deşi aproximative, dacă satisfac anumite criterii de

control a erorii de calcul, metodele numerice conduc la rezultate acceptabile din punct de

vedere ingineresc, fiind ı̂n acest caz mult mai atractive decât cele analitice.

Perechea formată dintr-un model matematic de câmp electromagnetic şi o metodă nu-

merică de determinare a acestui câmp exprimată printr-un algoritm programabil defineşte

un model numeric de câmp electromagnetic.

1.2.1 Modele matematice

Modelul matematic constă ı̂n esenţă dintr-o ecuaţie operatorială ı̂n care necunoscuta

(pe care o vom numi ı̂n cele ce urmează ”mărime principală”) este o mărime de stare

a câmpului sau o altă mărime scalară sau vectorială asociată. La aceasta se adaugă,

ı̂n acord cu tipul ecuaţiei operatoriale satisfacută de mărimea principală, condiţii supli-

mentare necesare asigurării unicităţii soluţiei ecuaţiei. Din punct de vedere matematic,

mărimea principală este de fapt o funcţie de mai multe variabile (̂ın care intervin cel
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puţin coordonatele spaţiale). Pentru ca modelul matematic să fie corect, pentru el tre-

buie demonstrate teoreme de existenţă, unicitate şi stabilitate a soluţiei. Acestea din

urmă trebuie să garanteze mărginirea abaterilor soluţiei ı̂n cazul unor date perturbate.

Pentru problemele ı̂n care apar medii neliniare astfel de teoreme nu sunt uşor de formulat

şi demonstrat.

Este posibil ca mărimea principală să nu fie aceeaşi ı̂n tot domeniul de studiu. Dome-

niul spaţial poate fi ı̂mpărtit ı̂n mai multe subdomenii, fiecare din ele fiind caracterizat

de altă mărime principală. La trecerea dintr-un subdomeniu ı̂n altul, din condiţiile de

trecere pentru mărimile de câmp se deduc condiţii de trecere pentru mărimile principale.

În funcţie de tipul ecuaţiei operatoriale satisfăcute de mărimea principală se disting

următoarele tipuri de modele matematice (formulări):

• Formulări diferenţiale - În acest caz problema se reduce la o ecuaţie operatorială (sau

diferite ecuaţii operatoriale pe porţiuni) de tip diferenţial. Pentru rezolvare sunt necesare

impunerea condiţiilor de frontieră pentru soluţie, şi ca atare aceste formulări se utilizează

ı̂n practica numerică numai ı̂n cazul domeniilor mărginite.

• Formulări integrale - În acest caz problema se reduce la o ecuaţie operatorială de tip

integral. În această situaţie nu este necesară impunerea condiţiilor pe frontieră şi ca atare

aceste formulări se pot aplica şi domeniilor nemărginite. Modelul matematic integral

conţine de obicei integrale pe domeniu dacă mediul este neomogen şi integrale pe frontieră

dacă mediul este omogen.

• Formulări mixte - În acest caz pentru o parte a domeniului se foloseşte un operator

diferenţial şi pentru altă parte a domeniului se foloseşte un operator integral. Domeniul

spaţial ı̂n care se foloseşte operatorul diferenţial trebuie să fie mărginit. Cea mai impor-

tantă problemă este cea a condiţiilor de cuplaj ce trebuie impuse la trecerea din domeniul

unui operator ı̂n domeniul altui operator.

1.2.2 Modele numerice

Rezolvarea numerică a modelului matematic presupune aproximarea soluţiei prin repre-

zentarea sa ı̂n funcţie de un număr finit de necunoscute scalare. Există mai multe posi-

bilităţi de a realiza acest lucru.

• Cazul modelului matematic diferenţial

Metoda numerică de rezolvare poate fi metoda diferenţelor finite. Aceasta constă ı̂n

aproximarea ecuaţiilor cu derivate parţiale prin ecuaţii cu diferenţe finite care conţin

valorile funcţiei necunoscute ı̂n nodurile unei reţele de discretizare a domeniului de câmp.

O altă abordare a metodei diferenţelor finite constă ı̂n discretizarea formelor integrale

ale legilor câmpului electromagnetic şi nu a celor locale diferenţiale [65, 105]. Precizia
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de aproximare a soluţiei prin valorile sale discrete depinde de forma şi pasul reţelei, de

tipul relaţiei de discretizare folosită pentru operatorii diferenţiali sau integrali, de modul

de aproximare a condiţiilor la limită şi de procedeele numerice de calcul utilizate.

O altă metodă numerică de rezolvare este metoda elementelor finite. Şi ı̂n acest caz

domeniul spaţial se discretizează, dar reţeaua de discretizare poate avea topologie nere-

gulată. Tratarea modelului matematic se face variaţional. Metoda variaţională poate fi

de minimizare caz ı̂n care se construieşte mai ı̂ntâi o problemă echivalentă cu ajutorul

unei funcţionale energetice ce depinde de mărimea principală, al carei minim este atins

ı̂n cazul ı̂n care necunoscuta principală este soluţia modelului matematic iniţial, sau de

proiecţie caz ı̂n care se impune anularea proiecţiei erorii reziduale ı̂ntr-un spaţiu care de

obicei are dimensiune numărabilă. Prima metodă se mai numeşte metoda de minimizare

Rayleigh-Ritz, iar cea de a doua metoda momentelor sau metoda reziduurilor ponderate

sau metoda de proiecţie Petrov-Galerkin.

Mărimea principală se aproximează apoi cu ajutorul unui număr finit de mărimi ne-

cunoscute pe care le vom numi ”necunoscute principale”. Aceste necunoscute au de

obicei semnificaţie fizică pentru problema dată. Ele pot reprezenta de exemplu valorile

mărimii principale ı̂n diferite puncte ale domeniului, integrale de linie, suprafaţă, volum

ale mărimii principale de-a lungul unor linii, suprafeţe, volume bine definite ı̂n domeniul

de studiu, derivate după anumite direcţii ale mărimii principale ı̂n anumite puncte din

domeniu, etc.

Fie de exemplu ecuaţia operatorială: Kf = g unde K este un operator liniar, f este

funcţia necunoscută şi g reprezintă sursa. f se aproximează cu f =
∑

i αifi astfel ı̂ncât

fi reprezintă un set de funcţii liniar independente date iar αi reprezintă necunoscutele

problemei. Metoda momentelor proiectează eroarea reziduală ε =
∑

i(Kfi)αi − g ı̂ntr-un

spaţiu finit dimensional: < wj, ε >=
∑

i < wj, (Kfi) > αi− < wj, g > unde wj reprezintă

un set de ponderi liniar independente iar <,> denotă un produs scalar. Eroarea este

minimizată dacă relaţia anterioară se egalează cu zero. Astfel rezultă un sistem de ecuaţii

liniare satisfacut de αi:
∑

i

< wj, (Kfi) > αi =< wj, g > (1.1)

În funcţie de alegerea funcţiilor pondere, metoda momentelor ia diferite nume. Astfel:

dacă wi = δ metoda se numeşte a colocaţiei, dacă wi = fi se obţine metoda Bubnov-

Galerkin3, dacă wi = (Kfi) metoda se numeşte a celor mai mici pătrate.

Metoda variaţională Rayleigh-Ritz - bazată pe minimizarea funcţionalei energiei - apli-

cată ecuaţiei Kf = g conduce la (1.1) dacă operatorul este autoadjunct şi pozitiv definit.

Pentru operatori care nu sunt autoadjuncţi, o formulare variaţională s-ar putea să nu

3De acum ı̂nainte, când vom specifica ”metoda Galerkin” ne vom referi la această metodă.
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existe, dar metoda Galerkin poate fi aplicabilă cu condiţia ca problema adjunctă să existe

[91].

• Cazul modelului matematic integral

În cazul formulărilor diferenţiale, una din dificultăţile principale şi una din sursele

principale de erori o constituie modelarea unui câmp care se extinde până la infinit, cu

un câmp mărginit spaţial. De obicei se alege, relativ arbitrar, o frontieră fictivă care

să aproximeze linii de câmp sau suprafeţe echipotenţiale şi care va constitui frontiera

exterioară a problemei.

Formulările integrale sunt convenabile deoarece condiţiile de frontieră cerute de for-

mulările diferenţiale nu trebuie specificate. Regiunile de aer pot fi excluse iar condiţia

de comportare asimptotică (de exemplu câmpul magnetic se anulează la infinit) este sat-

isfăcută automat. Aceste formulări sunt potrivite pentru problemele de optimizare a

formei, precum şi ı̂n problemele de curenţi turbionari ı̂n care există mişcare [20, 51].

Ideea folosită ı̂n modelele integrale este de a formula o problemă echivalentă ı̂n care

mediul cu µr 6= 1 este ı̂nlocuit cu o distribuţie echivalentă de surse ı̂n vid [171]. Aceste

surse trebuie alese astfel ı̂ncât să determine un câmp egal cu câmpul problemei originale.

Contribuţia fiecărei surse se determină din ecuaţiile Maxwell ı̂n vid, iar datorită liniarităţii,

câmpul problemei echivalente se calculează prin superpoziţie. Având ı̂n vedere acest lucru,

tratarea neliniarităţii trebuie făcută ı̂naintea formulării. Pentru a rezolva numeric ecuaţia

operatorială integrală se poate folosi fie o tehnică de integrare numerică, fie o tehnică de

proiecţie de tip Galerkin.

În cazul ı̂n care mediul este omogen, ecuaţia integrală cuprinde doar integrale pe

frontieră, metoda numerică numindu-se metoda elementelor de frontieră. În cazul ı̂n care

mediul este neomogen şi ı̂n cazul mediilor neliniare este necesară discretizarea ı̂n totalitate

a mediului, nu numai a frontierei sale.

• Cazul modelului matematic mixt

Metodele numerice folosite ı̂n acest caz reprezintă combinaţii ale metodelor numerice

diferenţiale (pentru interiorul domeniului) cu cele integrale (pentru condiţiile de frontieră).

Din acest motiv se spune că metoda numerică folosită este o metodă hibridă.

În cele din urmă un model numeric conduce la un sistem liniar sau neliniar de ecuaţii

algebrice cu un număr finit de necunoscute. Pentru rezolvarea acestuia se aplică algoritmi

iterativi şi de aceea trebuie studiate următoarele aspecte:

1. În ce condiţii algoritmul converge către o soluţie, deci care este raza de convergenţă?

2. Cât de repede converge către soluţie, deci care este rata de convergenţă?

Dacă din aceste două puncte de vedere algoritmul este convenabil, ceea ce mai rămâne

de făcut este evaluarea erorii rezultatelor. Studiul acestor aspecte este mai complicat ı̂n
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cazul neliniar.

1.2.3 Ipoteze folosite ı̂n aceasta lucrare

În cele ce urmează va fi analizat doar cazul regimului magnetic staţionar [106]. Mediile

se consideră izotrope şi neliniare magnetic. Nu se ţine seama de fenomenul de histerezis.

1.2.4 Tratarea neliniarităţilor

Tratarea neliniarităţilor caracteristicilor de magnetizare se poate face ı̂n esenţă ı̂n două

moduri.

O posibilitate este de a ı̂ncepe rezolvarea problemei cu tratarea neliniarităţii, respectiv

de a extrage din relaţia B−H neliniară dată o componentă liniară astfel ı̂ncât de exemplu

B = µH+I. Se adoptă apoi o anumită formulare pentru această problemă liniară. Metoda

numerică se aplică deci unei probleme liniare, rezultând un sistem liniar ı̂n necunoscutele

principale. După obţinerea soluţiei se corectează datele de material (se determină com-

ponenta neliniară din caracteristica de magnetizare ı̂n punctul corespunzător soluţiei nu-

merice obţinute pentru problema liniară) şi se reia rezolvarea problemei liniare. Iteraţiile

continuă ı̂n acest mod. Unei astfel de metode ı̂i vom spune ı̂n general metoda polarizaţiei.

Această metodă este o metodă de punct fix [29, 66]. Metoda numerică, bazată pe o for-

mulare diferenţială converge ı̂ntotdeauna, dar convergenţa este relativ lentă atunci când

materialul nu este prea saturat, ı̂n schimb ea converge rapid când saturaţia este puter-

nică [30]. Acest stil de tratare a neliniarităţii se aplică aproape ı̂ntotdeauna formulărilor

integrale.

O a doua posibilitate este de a folosi o formulare direct pentru problema neliniară.

Acest lucru se poate face de obicei pentru o formulare diferenţială. Metoda numerică

se aplică unei probleme neliniare, rezultând un sistem neliniar ı̂n necunoscutele princi-

pale. Pentru rezolvarea lui se poate folosi de exemplu metoda Newton-Raphson sau o

metodă iterativă pe care o vom numi metoda substituţiei sau metoda iteraţiei X, unde X

este mărimea care se iterează. Această din urmă metodă constă ı̂n presupunerea anu-

mitor valori iniţiale pentru mărimea neliniară X, rezolvarea sistemului, corecţia mărimii

neliniare, rezolvarea sistemului, ş.a.m.d. Pentru modelele numerice diferenţiale metoda

Newton-Raphson este mai rapidă decât metoda polarizaţiei, ı̂nsă ı̂n cazul unor materiale

foarte saturate metoda Newton-Raphson poate să nu conveargă. Comportamentul com-

plementar al celor două metode sugerează că, ı̂n cazul materialelor foarte saturate să se

aplice mai ı̂ntâi metoda polarizaţiei, iar soluţia obţinută din aceasta să constituie punct

de start pentru o procedură Newton-Raphson care converge mult mai repede (pătratic)

decât metoda polarizaţiei care are o convergenţă liniară. În [30] se propune o astfel de
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metodă (formularea folosită este una diferenţială). În cazul ı̂n care materialele nu sunt

saturate, nu merită să se aplice o astfel de combinaţie. În astfel de cazuri, rezultatele

metodei polarizaţiei nu sunt precise după primele iteraţii, fiind preferabilă doar aplicarea

metodei Newton-Raphson.

Formularea integrală pentru un mediu neliniar aduce probleme numerice suplimentare

faţă de cazul formulării diferenţiale pentru un mediu neliniar, motiv pentru care, ı̂n cazul

unei formulări mixte se preferă de obicei formularea integrală pentru regiunile liniare şi

formularea diferenţială pentru regiunile neliniare.

1.3 Optimizarea dispozitivelor electromagnetice

1.3.1 Evoluţia cunoştinţelor privind optimizarea

Problemele de optimizare apar ı̂n toate domeniile ştiinţei şi ingineriei acolo unde este

necesar să se minimizeze (sau maximizeze) anumite funcţii obiectiv, sau să se aranjeze e-

chipamente complexe, să se stabilească o succesiune de operaţii, etc. În ingineria electrică

problemele de optimizare cele mai interesante presupun determinarea câmpului electro-

magnetic.

Optimizarea dispozitivelor electromagnetice este de multe ori o optimizare a dimensi-

unilor lor geometrice (sau forme ale pieselor componente) şi a surselor de câmp (poziţia şi

valoarea lor) astfel ı̂ncât mai multe obiective să fie satisfăcute. Foarte pe scurt specificaţia

de proiectare (”design”) constă ı̂ntr-o mulţime de costuri şi restricţii. Un dispozitiv valid

va satisface toate restricţiile, minimizând costurile. Costurile sunt de obicei mai sim-

ple decât restricţiile. Iată câteva exemple de funcţii de cost: volumul total de cupru

dintr-un dispozitiv, forţa asupra unui conductor, costul materialelor, puterea disipată,

inductivitatea bobinelor, mărimea sau neuniformitatea câmpului electromagnetic produs

de dispozitiv. Aceste funcţii depind direct de valorile variabilelor de proiectare. O altă

clasă de funcţii de cost implică o mulţime de soluţii pentru un interval al parametrilor

(de exemplu liniaritatea forţei ı̂n funcţie de deplasare). Restricţiile sunt de obicei mai

complicate decât costurile. Condiţia de ”quench”4 (impusă câmpului magnetic dintr-un

supraconductor) din problema TEAM 22 [98], care semnifică faptul că bobina este ı̂n stare

supraconductoare, este un exemplu de restricţie complicată.

Problemele care urmăresc satisfacerea simultană a mai multor obiective se numesc

probleme de optimizări vectoriale 5.

4”quench” - este un termen din metalurgie, el ı̂nsemnând ”revenire” - operaţia prin care un metal

aflat la temperaturi ı̂nalte este răcit brusc, de exemplu cu apă.
5Pentru clarificarea terminologiei pe care o voi folosi: unui obiectiv de ı̂ndeplinit i se asociază o funcţie
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Din perspectivă istorică se constată că metodele matematice de optimizare şi unele

tehnici numerice asociate lor au ı̂nceput să se dezvolte prin anul 1950. Teoria programării

neliniare cu restricţii liniare bazată pe criteriul de optimalitate a lui Kuhn şi Tucker

a fost prezentată ı̂n 1951. Metodele de tratare a restricţiilor neliniare au ı̂nceput să

se dezvolte la ı̂nceputul anilor 1960. Numeroşi algoritmi de optimizare folosind atât

metode deterministe cât şi stocastice au fost dezvoltaţi la sfârşitul anilor 1960. Numeroşi

algoritmi de optimizare utilizând atât metode deterministe cât şi elemente stocastice au

fost dezvoltaţi ı̂n cărtile lor de Wilde (1964), Rosenbrock (1966), Himmelblau (1972),

Brent (1973) şi Schwerel (1977) [137].

Una din primele aplicaţii ı̂n optimizarea dispozitivelor electromgnetice este cea a lui

Halbach care ı̂n 1967 introducea o metodă pentru optimizarea aranjamentului unor bobine

şi formei polilor magneţilor, folosind metoda elementelor finite pentru calculul câmpului.

Armstrong combina ı̂n 1982 algoritmii de optimizare cu metoda integralelor de volum

pentru optimizarea profilului polului unui magnet. Girdinio optimiza ı̂n 1983 forma unui

electrod. Toate aceste ı̂ncercări erau totuşi specifice aplicaţiei, fără să aibă un caracter

general [137].

Numai recent, programele generale de calculul câmpului au ı̂nceput să fie ”legate” de

algoritmi de optimizare. Motivele acestei ı̂ntârzieri includ: restricţii legate de puterea

de calcul, probleme legate de discontinuitatea şi nederivabilitatea funcţiilor de cost care

rezultă din discretizarea problemei, lipsa de acurateţe ı̂n calculul numeric al câmpului.

Începând cu 1989, un număr tot mai mare de contribuţii ale cercetătorilor din domeniul

calcului câmpului electromagnetic se referă la problemele de optimizare. Iată o extrem

de mică selecţie de lucrări şi câteva nume dintre cele mai des ı̂ntâlnite (ordinea este cea

alfabetică): Barba [16, 17], Dughiero [15, 45], Dyck şi Lowther [47], Gottvald [16, 54, 130],

S.R.H. Hoole [60, 61, 62, 126, 127, 150, 166, 167], Mohammed [43, 88, 89, 108, 109, 158,

159, 160], Russenschuck [108, 136, 137], Saldanha [80, 138, 139, 163], Simkin şi Trowbridge

[147, 148], Park [94, 119, 120, 121, 122], Preis [9, 54, 100, 130, 142].

Interesul pentru acest tip de probleme reiese şi din faptul că printre ultimele probleme

apărute ı̂n lista TEAM Workshop, şi anume problemele numărul 22 [98] şi numărul 25

[151], sunt probleme de optimizare a dispozitivelor electromagnetice.

Recent, cercetătorii dezvoltă algoritmi sofisticaţi, potriviţi pentru procesare paralelă,

care pot găsi optime globale şi sunt potriviţi pentru un număr mare de variabile de

proiectare.

Din nefericire, varietatea de metode aplicate arată că nu există o metodă generală care

să rezolve problema optimizării unui dispozitiv electromagnetic aşa cum algoritmul sim-

de cost; funcţia care este optimizată propriu-zis şi care ı̂nglobează mai multe obiective de ı̂ndeplinit este

numită funcţie obiectiv.
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plex există pentru rezolvarea problemei programării liniare. Există multe aplicaţii diferite

şi fiecare categorie ı̂şi cere procedura proprie de optimizare. Dificultatea optimizării dis-

pozitivelor electromagnetice este legată şi de faptul că evaluarea funcţiei obiectiv necesită

rezolvarea numerică a unei probleme de câmp care implică resurse de calcul (timp CPU,

memorie) importante. Din acest motiv algoritmii de optimizare trebuie să fie adaptaţi

problemei şi să reducă pe cât posibil la minim evaluările inutile ale funcţiei obiectiv. În

caz contrar execuţia ar putea necesita un timp de calcul atât de mare ı̂ncât programul

dezvoltat pe baza lor ar fi inutil.

1.3.2 Algoritmi de optimizare

Algoritmii de optimizare pot fi clasificaţi din mai multe puncte de vedere. Din punct de

vedere al ordinului derivatelor necesare metodele sunt de ordin zero - cele care au nevoie

doar de evaluarea funcţiei obiectiv sau de ordin superior - cele care necesită şi evaluarea

derivatelor funcţiei obiectiv. În metodele de ordin superior traiectoria de optimizare dintr-

un spaţiu Euclidian n-dimensional este construită pas cu pas ca o secvenţă de căutări

unidimensionale de-a lungul unei direcţii (direcţia unui gradient) care este recalculată la

fiecare iteraţie. În aceste metode trebuie calculaţi vectorii gradient (sau chiar aproximaţii

cu derivate de ordin superior) ale funcţiei obiectiv. Fiecare din metodele de ordin superior

diferă prin modalitatea de calcul a direcţiilor.

Din alt punct de vedere metodele de optimizare pot fi clasificate ı̂n metode deterministe

şi metode neterministe (stocastice, statistice). Algoritmii determinişti sunt reproductibili

deoarece conduc la aceeaşi soluţie pentru rulări diferite dacă pornesc de la aceleaşi condiţii

iniţiale şi au aceiaşi parametri. Acest lucru nu se ı̂ntâmplă ı̂n cazul algoritmilor statistici.

Dezavantajul algoritmilor nedeterminişti constă ı̂n faptul că ei nu garantează obţinerea

soluţiei chiar dacă timpul de rulare este infinit. Dezavantajul algoritmilor determinişti

este acela că ei permit obţinerea doar de extreme locale dependente de iniţializare iar ı̂n

cazul folosirii unor algoritmi de ordin superior ei necesită şi proprietăţi suplimentare ale

funcţiei obiectiv (de exemplu derivabilitatea).

Algoritmii statistici sunt algoritmi de ordin zero 6. Există algoritmi determinişti atât

de ordin zero (de exemplu metoda Brent, metoda simplexului coborâtor, metoda simplex,

metoda Powell) cât şi de ordin superior (metode de gradienţi conjugaţi, metode quasi

Newton, metoda paşilor descendenţi).

Din punct de vedere al funcţiei obiectiv folosită pentru minimizare, metodele se ı̂mpart

ı̂n metode primare şi metode de transformare (conform clasificării din [139]). Metodele

6Din punct de vedere al definiţiei de mai sus; unii autori se referă la algoritmi statistici de ordin

superior [100], dar acestă definiţie se referă la alt aspect.
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primare sunt cele care folosesc funcţia obiectiv aşa cum este ea dată ı̂n specificaţia proble-

mei. Metodele de transformare sunt cele care transformă problema originală cu restricţii

ı̂ntr-o succesiune de probleme fără restricţii. Metodele de tratare a restricţiilor descrise

ı̂n anexa C.2 sunt astfel de metode de transformare.

De multe ori ı̂ntr-o problemă de optimizare a dispozitivelor electromagnetice se caută

extreme globale. Găsirea unui extrem global este, ı̂n general, o problemă foarte dificilă.

Se folosesc pe scară largă două metode euristice. Prima constă ı̂n găsirea mai multor

extreme locale pornind de la valori de start diferite ale variabilelor independente. Aceste

valori de start trebuie ı̂mprăştiate ı̂n tot domeniul de căutare. În final se alege extremul

global dintre valorile găsite. O a doua abordare perturbă un extrem local luând un pas de

amplitudine finită şi apoi văzând dacă algoritmul ı̂ntoarce un punct mai bun sau revine

la acel extrem. Alte strategii sunt metoda Tabu (standard sau aleatoare), căutarea după

”pattern”. Metoda Tabu standard a fost propusă de Glover ı̂n 1986 [46] pentru a rezolva

probleme combinatoriale ca de exemplu problema comis-voiajorului. Căutarea este făcută

ı̂ntr-un număr de paşi şi rezultatele sunt memorate ı̂ntr-un tabel (listă). Bazându-se pe

acest tabel sunt stabilite nişte restricţii pe baza cărora se desfăşoară căutarea viitoare.

Parametrul fundamental este dimensiunea listei. Dacă lista Tabu este prea mică atunci

vor apare repetiţii excesive ale buclelor de căutare; dacă este prea mare atunci căutarea ı̂n

vecinătatea unui optim global este inhibată. Fără a viola o restricţie Tabu, o repetiţie a

căutărilor rafinează soluţia şi procesul conduce la găsirea optimelor globale, eliminându-le

pe cele locale. Hu a modificat procedura lui Glover [46] şi a adaptat-o rezolvării probleme-

lor de optimizare cu restricţii, procedura numindu-se ”Tabu aleatoare”. Se introduc doi

noi parametri şi anume numărul de regiuni din vecinătarea unui punct şi numărul maxim

de căutări care să se facă ı̂ntr-o vecinătare. Dacă x0 este un punct, atunci se ı̂mparte

vecinătatea lui ı̂ntr-un număr de subvecinătăţi. O nouă mulţime de soluţii posibile este

generată la ı̂ntâmplare ı̂n fiecare subvecinătate. Dacă vreun punct corespunde la o valoare

mai bună decât f(x0) atunci acesta devine aproximaţia următoare. Procedura de bază

este foarte similară cu metoda de căutare Hooke-Jeeves şi cu metoda gridului. ”Pattern

search” caută să afle din panta locală a funcţiei obiectiv şi din informaţiile din ı̂ncercările

anterioare cea mai scurtă cale spre optim. Această metodă este potrivită pentru faza a

doua a algoritmului de optimizare [44].

Ca o alternativă la aceste abordări, au ı̂nceput să se aplice metode de căutare globală

(aleatoare, Simulated Annealing, strategii evoluţioniste) care pot evita agăţarea ı̂n ex-

treme locale.

De asemenea, ı̂n dorinţa de a combina avantajele celor două tipuri de algoritmi şi de

a reduce dezavantajele lor, au ı̂nceput să apară algoritmi combinaţi care ı̂ncep prin apli-

carea unui algoritm statistic urmat de un algoritm determinist, sau amestecă un algoritm

statistic cu unul determinist.
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Pe lângă metodele amintite mai sus, există şi abordări care vin dinspre rezolvarea

problemelor inverse, şi care intră ı̂n categoria tehnicilor de inteligenţă artificială cum ar

fi folosirea reţelelor neurale [78] sau a logicii vagi (fuzzy) [149].

Anexele A-D sunt menite a completa şi clarifica informaţiile despre metodele de op-

timizare, astfel: anexa A descrie tipurile de probleme de optimizare, anexa B cuprinde

informaţii despre optimizările vectoriale, criteriul de optimalitate a lui Pareto şi stabilirea

funcţiei obiectiv ı̂n cazul optimizărilor vectoriale, anexa C conţine o clasificare a metode-

lor de optimizare deterministe pentru probleme fără restricţii precum şi modul de tratare

a problemelor cu restricţii, anexa D fiind rezervată programelor de evoluţie şi ı̂n particular

algoritmilor genetici (bază teoretică, algoritmi, convergenţă).



Capitolul 2

Stadiul actual al metodelor folosite

ı̂n optimizarea dispozitivelor

electromagnetice

O metodă de proiectare (̂ın sens de optimizare) a unui dispozitiv electromagnetic necesită

analiza mai multor configuraţii posibile. Informaţiile rezultate dintr-o astfel de analiză

influenţează mersul metodei de optimizare. De aceea primul aspect care trebuie rezol-

vat ı̂n vederea optimizării unui dispozitiv electromagnetic ı̂l constituie alegerea metodei

de analiză a dispozitivului. Având ı̂n vedere acest motiv am ı̂mpărţit acest capitol ı̂n

două părti. Prima din ele se referă la metodele de analiză a câmpului electromagnetic
1. Al doilea paragraf al acestui capitol reflectă stadiul actual al utilizării metodelor de

optimizare ı̂n proiectarea dispozitivelor electromagnetice.

2.1 Metode de analiză a câmpului magnetic staţionar

Analiza problemei de câmp presupune stabilirea unui model matematic şi rezolvarea lui cu

o metodă analitică sau numerică. Modelele matematice reflectă fenomenologia problemei

de rezolvat. Ele constau ı̂n ecuaţii diferenţiale sau integrale la care se adaugă alte condiţii

necesare asigurării existenţei, unicităţii şi stabilităţii soluţiei. Ecuaţiile au drept necunos-

cute mărimile de stare locală B,H sau potenţiale. Se va presupune că sunt satisfăcute

ecuaţiile fundamentale ale regimului magnetic staţionar:

div B = 0 , rotH = J , B = f(H) (2.1)

1Gândindu-mă la multitudinea de tipuri de probleme care există, cu siguranţă nu aş fi putut scrie

despre stadiul actual al acestui domeniu fără a face câteva limitări legate de clasa de probleme. Cunoscând

problemele de optimizare pe care le aveam de rezolvat, toate fiind de regim magnetic staţionar, am ı̂ncercat

să pun ı̂n evidenţă şi să sintetizez metodele de analiză folosite ı̂n rezolvarea acestei categorii de probleme.

13
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În cazul particular al mediilor liniare cu magnetizaţie permanentă relaţia B − H are un

caracter afin B = µH+ I. Este evident că la aceste ecuaţii trebuie adăugate condiţiile de

frontieră specifice problemei.

2.1.1 Abordări unificate pentru modele diferenţiale

O abordare unificată a problemei este prezentată ı̂n [125]. Figura 2.1 ilustrează relaţiile

dintre diferitele mărimi care se pot defini (pentru simplificare am presupus că nu exis-

tă magnetizaţie permanentă). Legătura ı̂ntre mărimi se face cu ajutorul operatorilor

diferenţiali. A este potentialului magnetic vector continuu şi ales astfel ı̂ncât B = rotA.

Ecuaţia satisfăcută de el este rot
(

rotA
µ

)

= J numită ”ecuaţie primară” ı̂n schema din

figura 2.1. Se observă că pentru a lega potenţialul A de sursa de câmp J se poate merge

prin B şi H sau direct prin ecuaţia Poisson.

O altă posibilitate este de a folosi o reprezen-
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Figura 2.1: Relaţii de bază pentru regimul

mgnetic staţionar

tare pentru intensitatea câmpului magnetic

H. Deoarece div J = 0, se poate găsi un vec-

tor T astfel ı̂ncât J = rotT apoi, deoarece

rotH = rotT rezultă H = T−grad Ω. T este

numit de unii autori [27, 105] potenţial elec-

tric vector pentru că provine dintr-un curent,

iar Ω potenţial magnetic scalar. Penman şi

Fraser [125] propun un alt nume pentru T

şi anume intensitate magnetică redusă. De

asemenea Ω mai este numit potenţial scalar

redus spre a-l deosebi de cazul J = 0 ı̂n care

H poate fi exprimat doar cu ajutorul unui

potenţial scalar care este numit potenţial sca-

lar total. Pentru a face mai evidentă simetria schemei autorii notează div B = ρm

unde ρm ar fi densitatea sarcinii magnetice libere, şi este binêınţeles zero. Rezultă

B = µH = µ(T − grad Ω) şi ecuaţia duală div [µ(T − grad Ω)] = ρm. Există o anu-

mită simetrie ı̂n această figură. De exemplu J şi ρm sunt sursele de câmp, ı̂n timp ce

A, Ω2 sunt potenţialele. Totuşi, operatorii care unesc A de B şi H de J sunt rot şi ad-

junctul său care este tot rot . B este legat de ρm prin operatorul div . Adjunctul acestui

operator este −grad care apare ı̂ntr-adevăr ı̂n partea dreaptă a schemei. T a fost plasat

lângă H. El are aceleaşi unităţi de masură ca şi H şi se comportă ca el. De aceea autorii

ı̂l numesc vectorul intensităţii magnetice reduse. Această reprezentare cuprinde şi relaţiile

2Doar ı̂n acest subcapitol voi nota acest potenţial cu Ω. În rest, cu Ω voi nota domeniul geometric al

problemei.
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de bază ı̂n mărimile de câmp şi anume (̂ımprumutând termenii din mecanică): relaţia de

compatibilitate div B = 0, relaţia constitutivă B = µH, relaţia de echilibru (relaţia de

stare) rotH = J.

Există mai multe posibilităţi de a rezolva problema astfel formulată. Primul pas ı̂l

constituie alegerea ecuaţiei cu derivate parţiale (primare sau duale). Dacă se presupune

că aceasta se rezolvă variaţional (fie prin minimizare, fie prin proiecţie), mai trebuie făcută

o alegere. Putem satisface ecuaţia de compatibilitate şi apoi să se rezolve echilibrul sau

putem satisface echilibrul şi rezolva compatibilitatea. Tabelul 2.1 sintetizează cele patru

posibilităţi:

Ec.dif. satisfăcută satisfăcută formulare

aleasă direct indirect (ecuaţie)

primară compatibiltatea echilibrul standard pentru

(div B = 0) (rotH = J) ecuaţia primară (ec. ı̂n A)

echilibrul compatibiltatea complementară pentru

(rotH = J) (div B = 0) ecuaţia primară (ec. ı̂n H)

duală compatibiltatea echilibrul standard pentru

(div B = 0) (rotH = J) ecuaţia duală (ec. ı̂n B)

echilibrul compatibiltatea complementară pentru

(rotH = J) (div B = 0) ecuaţia duală (ec. ı̂n Ω)

Tabelul 2.1: Posibilităţi de a rezolva un model matematic diferenţial

Rezultatele obţinute au proprietăţi interesante. De exemplu dacă se folosesc ambele

formulări (standard şi complementară) pentru o anumită ecuaţie se obţin rezultate care

corespund unor extreme pentru energie. Pentru formulări complete şi demonstraţii pen-

tru ı̂ncadrari trebuie consultate referinţele articolului [125]. De exemplu, pentru detalii

matematice şi teste numerice legate de formularea primară standard şi complementară se

poate consulta [124, 57].

A.Bossavit ı̂n [21] prezintă structura matem-

L L2 22 divL L2grad rot

Figura 2.2: Complexul lui de Rham

atică descrisă mai sus cu ajutorul complexului

lui de Rham. Acest complex este alcatuit din

patru spaţii (două copii ale lui L2 şi două copii

ale lui L2) şi trei operatori diferenţiali (figura

2.2) care acţioneaza ı̂ntre aceste spaţii. Domeniul de definiţie al unui operator este doar

un subspaţiu al lui L2 sau L2.

Să considerăm că domeniul spaţial este simplu conex, iar regiunile Sh şi Sb ı̂n care

este ı̂mparţită frontiera sunt de asemenea simplu conexe. Se presupun de asemenea că
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Figura 2.4: Diagrama Tonti duală

pe frontieră sunt satisfăcute condiţii nule: n × H = 0 pe B, n · B = 0 pe B∗ ı̂n care s-a

notat B = Sh şi B∗ = Sb, deci B∗ este complementara lui B faţa de frontieră. Operatorii

din acest complex depind de frontieră, aşa cum se vede din tabelul 2.2.

Dacă domeniul şi frontiera
Operator Domeniul operatorului

grad B φ ∈ L2 : grad φ ∈ L2, φ = 0 pe B

rot B H ∈ L2 : rotH ∈ L2,n × H = 0 pe B

div B B ∈ L2 : div B ∈ L2,n · B = 0 pe B∗

Tabelul 2.2: Domeniile operatorilor din complexul Rham

sunt simplu conexe, structura

de Rham este exactă (imaginea

unui domeniu printr-un oper-

ator este exact nucleul opera-

torului de la dreapta sa). Dacă

domeniul sau frontiera sa nu

sunt simplu conexe, secvenţa nu va mai fi una exactă. Se poate construi acum un complex

dual (tabelul 2.3), folosind adjuncţii operatorilor de mai sus.

Aceste două structuri duale pot fi aşezate vertical, prima la stânga coborând şi a doua

la dreapta urcând. Pe acestă structură mărimile de câmp şi potenţialele pot fi aşezate ı̂n

două moduri (figurile 2.3 şi 2.4). Astfel de diagrame se numesc diagrame Tonti.

Operator Domeniul operatorului Coincide cu:

(grad B)∗ B ∈ L2 : div B ∈ L2,n · B = 0 pe B∗ −div B∗

(rot B)∗ H ∈ L2 : rotH ∈ L2,n × H = 0 pe B∗ rot B∗

(div B)∗ φ ∈ L2 : grad φ ∈ L2, φ = 0 pe B∗ −grad B∗

Tabelul 2.3: Domeniile operatorilor din complexul dual complexului de Rham
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Existenţa şi unicitatea perechii (B,H) rezultă din proprietăţile de exactitate ale struc-

turii ı̂n cazul mediilor liniare. Rezultatul se extinde şi pentru medii neliniare, pentru

demonstraţie fiind necesare elemente de analiză convexă.

2.1.2 Modele diferenţiale

În cele ce urmază voi comenta pe scurt diferitele formulări ı̂ntâlnite. Explicaţii mai

detaliate se găsesc ı̂n [33] şi, evident, ı̂n sursele bibliografice citate.

Formularea ı̂n B şi H - este prezentată deosebit de riguros ı̂n [63, 64, 65, 66]. Se demon-

strează teoreme de unicitate, existenţă şi stabilitate pentru domenii care pot fi multiplu

conexe. Este necesar ca relaţia de material să fie lipschitziană şi uniform monotonă.

Formularea ı̂n potenţial scalar total Ψ poate fi aplicată ı̂n situaţia ı̂n care ı̂n domeniul

de studiu nu există curent de conducţie. În acestă situaţie pentru reprezentarea lui H

se poate folosi un singur potenţial scalar, notat Ψ şi numit potenţial scalar total: H =

−grad Ψ. În schema din figura 2.1 el este reprezentat de potenţialul Ω. Permeabilitatea

magnetică µ depinde de câmp ı̂n Ωfier şi este egală cu permeabilitatea vidului ı̂n Ωaer, iar

Br este inducţia remanentă din interiorul magneţilor permanenţi. Condiţiile de frontieră

scrise pentru potenţiale devin: Ψ dat peSh şi n · (µgrad Ψ) dat peSb. Dezavantajul acestei

formulări ı̂l constituie condiţia de a nu există curenţi de conducţie, clasa de probleme la

care se poate aplica fiind astfel extrem de redusă.

Formularea ı̂n potenţial scalar redus Φ - introdusă de Zienkiewicz ı̂n [172] a apărut din

dorinţa de a evita folosirea unui potenţial vector care ar introduce de trei ori mai multe

necunoscute. Această formulare are nevoie şi de o soluţie analitică obţinută prin integrare

din curenţi. Spre deosebire de formularea ı̂n potenţial scalar total Ψ, Ω poate fi multiplu

conex, iar ı̂n el pot exista distribuţii de curenţi. Se calculează mai ı̂ntâi un câmp Hs astfel

ı̂ncât rotHs = J de exemplu cu formula Biot-Savart-Laplace. În schema din figura 2.1

acesta este reprezentat de potenţialul T. Rezultă deci
∮

Γ
(H − Hs) dr = 0 pentru orice

curbă ı̂nchisă Γ din domeniul Ω, deci câmpul H − Hs poate fi scris ca fiind gradientul

unui potenţial scalar redus Φ: H−Hs = −grad Φ. Ecuaţia diferenţială pe care trebuie să

o satisfacă potenţialul scalar redus este: div (µgrad Φ) = div (µHs) + div Br iar condiţiile

de frontieră scrise pentru potenţiale devin: Φ dat peSh, n · (Hs − µgrad Φ) dat peSb.

Formularea ı̂n potenţial scalar total - potenţial scalar redus Ψ − Φ a fost prezentată

de Simkin şi Trowbridge ı̂n [145]. Ei au arătat că formularea ı̂n potenţial scalar redus Φ

cu Hs calculat analitic duce la erori mari ı̂n interiorul materialelor feromagnetice. Acest

lucru se explică ı̂n felul următor: deoarece H = Hs − grad Φ iar ı̂n interiorul materialelor

feromagnetice H ≪ Hs, ı̂nseamnă că grad Φ şi Hs au acelaşi ordin de mărime, ceea ce

duce la erori numerice datorită fenomenului de anulare prin scădere. De aceea ei au propus
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ı̂n [146] o metodă care foloseşte două potenţiale scalare. În această metodă ı̂n regiunile

fără curent se foloseşte potenţial scalar total Ψ iar ı̂n regiunile ı̂n care J 6= 0 se foloseşte

potenţial scalar redus Φ. Regiunea de potenţial scalar total trebuie să fie simplu conexă.

La frontiera dintre regiunea Ψ şi regiunea Φ trebuie impuse condiţii de interfaţă, deduse

din condiţiile de trecere pentru câmp, astfel ı̂ncât să se asigure unicitatea soluţiei. Metoda

are două dezavantaje majore [129]: pe de o parte dacă regiunea ocupată de materialul

feromagnetic este multiplu conexă şi ı̂nconjoară curenţi, atunci potenţialul scalar total

trebuie făcut discontinuu pe anumite suprafeţe numite ”tăieturi”. Pe de altă parte nu

sunt permise surse de curent ı̂n regiunile de permeabilitate mare. Aici trebuie folosit

potenţial scalar total pentru a evita erorile de anulare prin scadere.

Formularea ı̂n potenţial vector A. Dezavantajele formulării Φ − Ψ pot fi depăşite

prin utilizarea potenţialului vector fie ı̂n tot domeniul, fie doar ı̂n regiunile ocupate de

materialele feromagnetice. Acum ı̂nsă apar alte probleme, de natură numerică. Câmpul

magnetic nedefinind ı̂n mod unic potenţialul vector, apar probleme numerice dacă acest

potenţial nu este etalonat. În cazul problemelor plan-paralele sau axisimetrice potenţialul

vector este foarte popular deoarece el are numai o componentă, cea ortogonală pe planul

de analiză. În cazul tridimensional toate cele trei componente există şi trebuie calculate.

Ecuaţia diferenţială pe care trebuie să o satisfacă potenţialul vector este rot (νrotA) =

J. Condiţiile de frontieră pentru o formulare corectă sunt ceva mai complicate şi sunt

prezentate ı̂n [65]. O altă variantă [129] constă ı̂n modificarea ecuaţiei diferenţiale ı̂n:

rot (νrotA)−div (νdiv A) = J şi ı̂nlocuirea condiţiilor de frontieră ı̂n mod corespunzător.

Acest mod de a privi problema corespunde unei funcţionale cu penalizare ataşate ecuaţiei

diferenţiale iniţiale şi care conţine sub formă variaţională condiţia de etalonare. Această

din urmă prezentare este detaliată ı̂n [65].

Formularea ı̂n potenţial vector redus Ar - este prezentată ı̂n [129] şi a apărut ca reacţie

la unul din dezavantajele formulării ı̂n A şi anume acela de a discretiza cu grijă bobinele,

densitatea de curent apărând ı̂ntr-o integrală de volum de tipul
∫

Ω
J · wi dΩ. Potenţialul

vector este ı̂mpartit ı̂n două părţi: A = As + Ar unde As este potenţialul vector datorat

distribuţiei de curenţi ı̂n aer. Între acest potenţial As şi câmpul magnetic Hs dedus printr-

o formulă Biot-Savart ı̂n formularea Φ − Ψ există relaţia: rotAs = µ0Hs. Condiţiile de

frontieră pentru Ar sunt aceleaşi ca pentru potenţialul vector total (formularea A) iar

calculul câmpului As nu este necesar, deoarece el intervine numai ı̂n expresia rotAs care

este µ0Hs.

Formularea ı̂n potenţial vector - potenţial scalar redus A−Φ: Pentru a reduce numărul

de grade de libertate care apar ı̂n formularea ı̂n potenţial vector, este posibil să se utilizeze

potenţialul vector doar ı̂n regiunile feromagnetice, ı̂n rest utilizându-se doar potential
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scalar redus [129]. 3 Experienţele numerice au arătat că dacă frontiera aer-fier coincide cu

frontiera Φ−A apar comportări ciudate ale câmpului ı̂n zona acestei interfeţe, comportare

care nu este eliminată prin rafinarea reţelei ci prin extinderea regiunii ΩA astfel ı̂ncât

frontiera Φ−A se află ı̂n totalitate ı̂n aer. Comportarea ciudată ı̂n cazul ı̂n care frontiera

aer-fier coincide cu frontiera Φ−A se explică prin faptul că cuplarea ı̂ntre regiunile A şi Φ

este asigurată de componenta normală a inducţiei ı̂n fier şi de componenta tangenţială a

intensităţii câmpului magnetic ı̂n aer. Ambele cantităţi sunt foarte mici deoarece inducţia

este practic tangenţială ı̂n fier iar intensitatea câmpului magnetic este practic normală ı̂n

aer datorită schimbărilor rapide in permeabilitate.

Formularea Ar, Φ − Ψ - este descrisă ı̂n [165] şi calculează componenta intensităţii

câmpului magnetic care are rotorul diferit de zero prin intermediul unui potenţial vector

redus Ar. Intensitatea câmpului magnetic constituie apoi o excitaţie pentru o soluţie ı̂n

potenţial scalar ı̂n tot domeniul. Avantajul acestei formulări este acela că neliniaritatea

intervine doar ı̂n final, când se folosesc doar potenţiale scalare, precum şi ı̂n faptul că nu

sunt necesare tăieturi pentru a asigura domeniul de potenţial scalar total simplu conex

(ca la formularea Ψ − Φ).

2.1.3 Modele integrale

Dezvoltarea metodelor integrale a fost făcută ı̂n principal de cercetătorii din domeniul

telecomunicaţiilor, pentru că aici apar probleme de ı̂mprăştiere, radiaţii, care implică

domenii nemărginite şi pentru care formulările integrale constituie o alegere naturală.

Formulările integrale sunt mai puţin populare decât formulările diferenţiale şi iată câteva

motive: metodele numerice pentru rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale sunt mai uşor de

folosit şi de implementat; ı̂n cazul ecuaţiilor integrale apar singularităţi; funcţiile Green

depind de problemă şi ı̂n general nu sunt cunoscute sau uşor de obţinut; expresiile integrale

sunt mai dificil de evaluat. Ecuaţiile integrale conţin integrale de volum care doar ı̂n cazul

mediilor omogene pot fi simplificate la integrale de suprafaţă (pe frontiere), prin aplicarea

teoremei divergenţei.

Pentru a obţine o formulare integrală se construieşte o problemă echivalentă ı̂n care

mediul feromagnetic este ı̂nlocuit cu o distribuţie echivalentă de surse ı̂n vid. Aceste

surse echivalente pot fi sarcini sau dipoli magnetici (surse de simplu strat, dublu strat),

sau distribuţii de curent echivalente. Se fac apoi raţionamente bazate pe superpoziţie sau

pe folosirea funcţiilor Green. O altă posibilitate de a ajunge la formulări integrale constă

ı̂n utilizarea identităţii Green, sau a metodei Treftz [134]. Rezultatele obţinute ı̂n cazul

3Iată explicaţia notaţiei prescurtate pentru o formulare: atunci când folosim diferite potenţiale pe

diferite regiuni, vom folosi liniuţa ca separator ı̂ntre potenţiale; când este vorba de aceeaşi regiune ı̂n care

se folosesc mai multe potenţiale, vom folosi virgula pentru a separa aceste potentiale.
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folosirii surselor de simplu strat sau identităţii Green sunt similare. Metoda Treftz poate

fi considerată un caz special al utilizării identitaţii Green.

În [33] am detaliat cum se ajunge la formularea integrală ı̂n potenţial scalar, for-

mularea integrală ı̂n H, formularea integrală ı̂n M prin H şi apoi prin B. Formularea

integrală ı̂n potenţial scalar este un model dipolar, bazat pe o problemă echivalentă ı̂n

care apar surse de tipul unor dipoli magnetici (surse de dublu strat) [171]. Este necesar ca

domeniul de studiu să fie simplu conex şi ı̂n el să nu existe curenţi de conducţie, ipoteze

destul de limitatoare. Ipotezele acestea nu sunt necesare ı̂n formularea integrală ı̂n H ı̂n

care prezenţa materialului feromagnetic este reprezentată printr-o distribuţie echivalentă

de curent electric [171]. În formularea integrală ı̂n M prin H problema echivalentă se

construieşte astfel [59]: materialul feromagnetic se ı̂nlocuieşte cu aer ı̂n care există două

tipuri de distribuţii de sarcină, una de volum cu densitatea div M şi una de suprafaţă cu

densitatea div sM = n12 · (M2 − M1) = −n ·M, unde n este normala exterioară la Ωfier -

domeniul ocupat de materialul feromagnetic, iar M este vectorul magnetizaţie din materi-

alul feromagnetic. În formularea integrală ı̂n M prin B, pornind de la ecuaţiile satisfăcute

de potenţialul vector A, ı̂n problema echivalentă materialul feromagnetic se ı̂nlocuieşte cu

aer ı̂n care există două tipuri de distribuţii de curent: una de volum cu densitatea rotM

şi una de suprafaţă cu densitatea rot sM = n12 × (M2 −M1) = M× n, unde n este nor-

mala exterioară la Ωfier - domeniul ocupat iniţial de materialul feromagnetic. Binêınteles

se păstrează şi restul curenţilor de conducţie care existau ı̂n problema originală şi care

reprezintă cauza magnetizaţiei corpului feromagnetic. Deci cele două probleme sunt echi-

valente din punct de vedere al potenţialului vector A (deci şi a câmpului B) peste tot,

iar din punct de vedere al lui H doar ı̂n domeniul Ω − Ωfier [171].

Aceaste formulări nu epuizează modalitătile prin care se poate ajunge la ecuaţii inte-

grale ı̂n cazul regimului magnetic staţionar (medii neliniare). Alte referinţe bibliografice

pentru ecuaţii integrale sunt: [91, 92] - ecuaţii integrale ı̂n potenţial scalar pentru medii

liniare şi omogene (se folosesc funcţii Green); [90] - ecuaţie integrală ı̂n sarcini magnetice

pentru medii neliniare; [10] - ecuaţie integrală ı̂n potenţial scalar pentru medii liniare şi

omogene pe porţiuni (se folosesc funcţii Green); [135] - ecuaţie integrală ı̂n potenţiale

scalare pentru medii liniare; [106] - expresii integrale pentru potenţialul vector şi ecuaţii

integrale ı̂n B pentru ecuaţia Laplace. [143] - ecuaţie integrală ı̂n potenţial vector (2D),

tehnica abordată constând ı̂n descompunerea operatorului diferenţial neliniar ı̂ntr-o sumă

formată dintr-un operator liniar şi unul neliniar. Termenul neliniar este trecut ı̂n membrul

drept şi privit ca o sursă. Pornind de la această ecuaţie diferenţială neliniară se obţine

ecuaţia integrală cu ajutorul formulei Green; [6] - ecuaţie integrală ı̂n potential vector

(3D) pentru medii liniare; accentul este pus pe calculul integralelor singulare ı̂n sensul

valorii principale Cauchy.
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2.1.4 Modele mixte

Avantajele şi dezavantajele rezolvărilor numerice pentru formulările diferenţiale şi pentru

cele integrale au condus ı̂n mod natural la apariţia unei formulări combinate. Pe anu-

mite porţiuni se foloseşte un model diferenţial, pe altele se foloseşte un model integral.

Vom spune că un astfel de model este un model mixt. Pentru rezolvarea numerică a lui

se combină metodele numerice corespunzătoare diferitelor formulări. Vom ı̂ntelege astfel

prin termenul de metoda hibridă o combinaţie ı̂ntre o metodă numerică corespunzătoare

unei formulări diferenţiale şi o metodă numerică corespunzătoare unei formulări integrale.

Cu o astfel de metoda se pot rezolva de exemplu problemele cu frontiera deschisă (”open

boundary”). Dificultăţile adaptării unei formulări integrale ı̂n cazul mediilor neliniare a

făcut ca metoda hibridă să folosească formularea integrală pe porţiunea liniară şi formu-

larea diferenţială pe porţiunea neliniară a domeniului.

Ideea folosirii acestei metode a provenit din dorinţa de a exploata avantajele şi a

evita dezavantajele fiecărei metode [140]. Astfel, metoda elementelor finite generează

ecuaţii multe pe când metoda elementelor de frontieră generează ecuaţii puţine. Metoda

elemenetelor finite se aplică domeniilor ı̂nchise, restricţie care nu apare la elemente de

frontieră. Metoda elementelor finite este mult mai uşor adaptabilă la materiale neliniare

decât metoda elementelor de frontieră. Matricile generate de elemente finite sunt rare spre

deosebire de cele generate de elemente de frontieră care sunt pline. Matricea elementelor

finite este diagonal dominantă şi simetrică. La elemente de frontieră diagonal dominanţa

nu este asigurată, iar matricea este nesimetrică (devine simetrică dacă se foloseşte o formu-

lare variaţională). De asemenea utilizarea elementelor de frontieră are ı̂n anumite cazuri

avantaje faţă de alte metode propuse pentru problemele cu frontieră deschisă (”balooning”

sau ”elemente infinite” [28, 95, 97, 103]).

Iată alte câteva puncte de reper: [123, 141] - probleme 2D, formulare ı̂n potential

vector; [155] - probleme 2D formulate ı̂n potenţial vector şi probleme 3D formulate ı̂n

potenţiale scalare; [11] - probleme 3D formulate ı̂n potenţiale scalare; [117] - probleme 3D

- formulări ı̂n potenţial vector şi ı̂n H; [14] - formulare mixtă in H, deosebit de riguros

prezentată.
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2.2 Optimizarea dispozitivelor electromagnetice

Tehnicile matematice de optimizare descrise pe scurt ı̂n capitolul 1 şi anexe sunt un

instrument esenţial ı̂n optimizarea dispozitivelor electromagentice. Principala problemă

constă ı̂n a găsi proceduri robuste care să conducă la o soluţie optimală ı̂n sens Pareto şi

care să satisfacă restricţiile.

În acest paragraf vom descrie (fără a epuiza subiectul) principalele dispozitive electro-

magnetice şi metodele folosite pentru optimizarea lor ı̂ntâlnite ı̂n literatura de specialitate.

Gama de aplicaţii este vastă: de la determinarea geometriei magneţilor care trebuie să

producă un câmp uniform ı̂n sistemele MRI 4[101, 154] , determinarea formei polilor ı̂n

acceleratoarele de particule şi dispozitive de deflecţie [115], optimizarea magneţilor din di-

verse dispozitive, tot felul de motoare [19, 69, 136], transformatoare [93] şi alte dispozitive

care să satisfacă anumite cerinţe cu costuri minime, ı̂n optimizarea formei izolatorilor sau

a electrozilor acestora [162], proiectarea dispozitivelor de levitaţie magnetică [41, 45, 118]

până la proiectarea dispozitivelor de ı̂ncălzire prin inducţie [40, 126].

2.2.1 Probleme de test propuse (”benchmark”)

În domeniul proiectării automate a dispozitivelor electromagnetice, cercetătorii au devenit

conştienţi de necesitatea clarificării mai multor aspecte: definirea unui limbaj neambiguu,

o clasificare revăzută a metodelor de optimizare adaptată aplicaţiilor din ingineria elec-

trică şi o listă de probleme de test, standard, capabile să evalueze cu severitate eficienţa

metodelor de optimizare.

În [16] se propune prima problemă de test, luată din domeniul rezonanţei magnetice

nucleare care referă la aşa numitul solenoid al lui Loney. Sistemul, cu doar două grade de

libertate care identifică geometria, constă dintr-o bobină principală (solenoid) de dimen-

siuni date, situată ı̂n aer şi două bobine corectoare (tot solenoidale) plasate ı̂n exterior

şi coaxial cu bobina principală. Problema constă ı̂n a găsi lungimea bobinelor corectoare

(L) şi distanţa dintre ele (S) astfel ı̂ncât ı̂n centrul bobinei principale câmpul magnetic să

fie uniform pe o anumită distanţă. Funcţia obiectiv propusă este D = (Bmax −Bmin)/B0

unde B0 este valoarea dorită ı̂n zona de interes. Problema este de tip minimax deoarece

se urmăreşte minimizarea deviaţiei maxime, fiind prost condiţionată şi cu multe minime

locale. În [15] se reia problema solenoidului lui Loney de data aceasta cu patru variabile

de proiectare. Cele două variabile noi introduse sunt dimensiunile bobinelor corectoare

(raza şi grosimea).

Alte două probleme de test pentru proceduri de optimizare au fost propuse la TEAM

4Magnetic Resonance Imaging
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Workshop. În [98] se propune optimizarea unei configuraţii de stocare a energiei mag-

netice ı̂ntr-un sistem supraconductor (problema TEAM 22) ı̂n raport cu trei obiective:

energia să aibă o anumită valoare, câmpul magnetic de dispersie să fie cât mai mic iar

ı̂n interiorul ı̂nfăşurărilor trebuie să fie respectată condiţia de câmp magnetic critic care

asigură starea supraconductoare a conductorului. O altă problemă este prezentată ı̂n

[151] şi se referă la optimizarea formei unei matriţe cu electromagnet folosită la crearea

materialelor anizotrope care sunt răcite ı̂n câmp magnetic (problema TEAM 25). Obiec-

tivul de ı̂ndeplinit este realizarea unui câmp magnetic de o anumită valoare şi orientare

ı̂n cavitatea ı̂n care se obţin materialele anizotrope. De rezolvarea acestor două probleme

se ocupă capitolul al şaselea.

2.2.2 Abordări deterministe

Pentru primele optimizări ale dispozitivelor electromagnetice au fost folosite metode de-

terministe. În continuare se prezintă principalele contribuţii ı̂ntâlnite ı̂n literatura de

specialitate, fiind scoase ı̂n evidenţă ideile principale.

• Metode de ordin zero

Dintre metodele deterministe de ordin zero, metoda simplexului coborâtor este folosită

de exemplu ı̂n [17] pentru optimizarea solenoidului lui Loney.

• Metode de ordin superior

Mai des folosite ı̂nsă sunt metodele de ordin superior (gradienţi conjugaţi, paşi descendenţi,

quasi-Newton) ı̂n care sunt folosite şi informaţii despre derivatele (senzitivităţile) funcţiei

obiectiv ı̂n raport cu variabilele de proiectare. Din acest motiv analiza senzitivităţilor

este de importanţă majoră ı̂n utilizarea algoritmilor determinişti de ordin superior, fiind

foarte important să se deducă cât mai precis posibil formule pentru senzitivităţi.

• Senzitivităţi - abordare discretă

Există două abordări pentru calculul analitic al senzitivităţilor [119]. O abordare posibilă

este una bazată pe sistemul discretizat de ecuaţii ce rezultă de exemplu prin aplicarea

metodei elementelor finite, abordare folosită ı̂n [120, 132]. Metoda elementelor finite duce

la un sistem de ecuaţii care conţine ı̂n el informaţii despre dimensiunile geomtriece, pro-

prietăţile de material şi sursele de câmp. Din expresiile termenilor ce apar ı̂n acest sistem

sunt deduse expresii pentru calculul senzitivităţilor. În [132] analiza senzitivităţilor este

făcută chiar pe modele tridimensionale şi foloseşte potenţialul magnetic vector ca variabilă

de stare. Formule pentru senzitivităţi ı̂n această abordare discretă sunt deduse pentru

o formulare pentru câmpuri magnetic şi termic cuplate ı̂n cazul optimizării unui sistem

de ı̂ncălzire prin inducţie ı̂n [126], formule utilizate apoi ı̂ntr-un algoritm de gradienţi

conjugaţi. Cazul unui regim armonic permanent se ı̂ntâlneşte ı̂n [47].
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• Senzitivităţi - abordare continuă (modelul adjunct)

O altă abordare pentru calculul analitic al senzitivităţilor este una continuă, bazată pe

diferenţierea formulării variaţionale ı̂nainte de a fi discretizată. Astfel de abordare folosesc

[87, 89, 93, 119, 121]. Formulele senzitivităţilor sunt ı̂ntr-o formă ı̂n care intră variabilele

de stare şi variabile adjuncte şi ele conţin integrale doar pe suprafeţele care se modifică.

Pentru evaluarea numerică codul de elemente finite este folosit atât pentru variabilele

de stare cât şi pentru variabilele adjuncte. O astfel de abordare este folosită ı̂n [94]

pentru minimizarea pierderilor ı̂n fier dintr-un transformator monofazat, folosind metoda

gradienţilor conjugaţi. Acelaşi tip de analiză a senzitivităţilor este folosită şi ı̂n [40], unde

se optimizează un dispozitiv de ı̂ncălzire prin inducţie din punct de vedere al eficienţei

sale. Se deduc formule pentru senzitivităţi ı̂n concordanţă cu formularea problemei (̂ın mai

multe potenţiale, curenţi turbionari) şi metoda variabilei adjuncte. Aceeaşi strategie este

folosită ı̂n [122] unde se foloseşte metoda paşilor descendenţi pentru optimizarea formei

polilor.

• Senzitivităţi pentru metode integrale

Formule pentru senzitivităţi au fost deduse şi ı̂n cazul folosirii unor metode integrale pen-

tru evaluarea funcţiei obiectiv. În [162] se foloseşte abordarea continuă pentru calculul

senzitivităţilor, cuplată cu tehnica funcţiei Lagrange modificate pentru optimizarea unui

izolator, pentru rezolvarea problemei fiind folosită metoda elementelor de frontieră. În

[153] se optimizează dimensiunile unui miez feromagnetic dintr-un circuit magnetic astfel

ı̂ncât să se păstreze valorile dorite ale inducţiei magnetice. Pentru rezolvarea proble-

mei se foloseşte o metodă integrală ı̂n M. Ecuaţia ı̂n M este neliniară şi rezolvată cu

metoda Newton-Raphson. Abordarea problemei cu restricţii se face cu ajutorul funcţiei

Lagrange modificate. Pentru minimizarea acestei funcţii se foloseşte o metodă quasi-

Newton. Tot o abordare cu o metodă integrală şi calculul senzitivităţilor adaptat acestei

metode este făcut ı̂n [62] pentru optimizarea unui condensator de reglaj şi ı̂n [86] pentru op-

timizarea formei unui electromagnet. În [156] se optimizeză profilul unui izolator folosind

metodele deterministe de ordin superior: Gauss-Newton, quasi-Newton, metoda paşilor

descendenţi, metoda gradienţilor conjugaţi. Pentru rezolvarea problemei de regim elec-

trostatic se foloseşte o metodă integrală care necesită astfel doar discretizarea suprafeţei

izolatorului. Dintre aceste metode, Gauss-Newton a fost cea mai rapid convergentă. Au-

torii afirmă că metoda Gauss-Newton poate conduce uneori la matrice prost condiţionate,

situaţii ı̂n care este mai bine să fie folosite metode quasi-Newton sau gradienţi conjugaţi.

În [85] sunt deduse formule pentru senzitivităţi pentru o problemă tridimenională (un

electromagnet) rezolvată prin metoda elementelor de frontieră. Formulele se deduc prin

diferenţierea ecuaţiilor integrale de frontieră ı̂n raport cu variabilele de proiectare.

• Metode analitice pentru evaluarea funcţia de cost

În cazul ı̂n care pentru funcţia obiectiv pot fi deduse (printr-o metodă analitică sau semi-
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analitică) formule ı̂n care parametrii de proiectare să intervină explicit, senzitivităţile se

calculează mai simplu, prin derivarea acestor formule. Astfel, [112] evidenţiază utilitatea

unor formule analitice pentru senziţivităţi chiar dacă ele sunt determinate ı̂n ipoteze sim-

plificatoare (material liniar, neglijarea efectelor de capăt) pentru dispozitivul de optimizat

(o matriţă de turnare cu magneţi permanenţi). Metoda poate fi aplicată pentru primii

paşi ai unei metode de optimzare, ı̂naintea aplicării unei metode mai riguroase. În [83]

se optimizează forma polului unui magnet cu ajutorul unei proceduri deterministe quasi-

Newton. Modelul de analiză este unul liniar plan paralel pentru care autorii dezvoltă

expresii analitice de calcul a câmpului folosind funcţii de variabilă complexă. Câmpul

magnetic poate fi datorat unei distribuţii uniforme de curent, şi magneţilor permanenţi

magnetizaţi uniform. În [17] metoda folosită pentru calculul câmpului este metoda spec-

trală a armonicilor zonale, care permite o evaluare cu acurateţe a câmpului magnetic ı̂n

interiorul unui solenoid. În [15] se reia problema solenoidului lui Loney de data aceasta cu

patru variabile de proiectare, abordarea problemei făcându-se determinist pentru prob-

lema de optimizare (metoda quasi-Newton) şi analitic pentru rezolvare (prin calculul unor

integrale eliptice de speţa a doua).

• Aproximări pentru funcţia de cost

Algoritmii determinişti sunt instabili ı̂n anumite condiţii, de exemplu ı̂n problemele de

curenţi turbionari, unde soluţia variază foarte repede lângă suprafeţele conductoare dato-

rită efectului pelicular. Aceste variaţii tind să facă instabilă metoda de optimizare. Pentru

a evita aceste perturbaţii numerice ı̂n [127] se recomandă folosirea unor forme normalizate

de tipul celor mai mici pătrate pentru funcţia obiectiv, forme care se comportă mult mai

bine la optimizare. Astfel, pentru optimizarea formei unei bobine dintr-un dispozitiv de

ı̂ncălzire prin inducţie astfel ı̂ncât să se minimizeze pierderile ı̂n ı̂nfăşurare, se foloseşte o

funcţie obiectiv de forma F =
∑p

k=1(qk/qd,k − 1)2, relaţia indicând deviaţia densităţii de

putere qk obţinută din rezolvarea problemei faţă de densitatea de putere dorită qd,k ı̂ntr-un

punct de inspecţie k. O aproximare polinomială a funcţiei obiectiv, aproximare implicând

produse de puteri ale tuturor variabilelor se foloseşte ı̂n [41] care optimizează secţiunea

unui magnet permanent component al unui tren MAGLEV 5. A optimiza un dispozitiv cu

levitaţie magnetică este mai dificil decât a optimiza un motor electric. Vehiculul trebuie

să fie stabilizat din punct de vedere al levitaţiei şi al ghidajului, minimizarea greutăţii

este esenţială şi binêınţeles şi costul lui. De obicei sursa câmpului magnetic este plasată

pe vehicul iar curenţii care interacţionează cu acest câmp sunt plasaţi (sau induşi) ı̂n linii.

Problema constă ı̂n a determina secţiunea magnetului care minimizează curentul cerut

pentru accelerarea vehiculului la o anumită viteză. Metoda folosită pentru optimizare

este de tip quasi-Newton (metodă de variabilă metrică). Având ı̂n vedere cerinţele acestei

metode dificultatea constă ı̂n obţinerea unei funcţii netede şi diferenţiabile care să reprez-

5MAGLEV = magnetically levitated vehicle
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inte cu acurateţe performanţa vehicului. Algoritmii de variabilă metrică merg cel mai

bine dacă funcţia de cost şi derivatele ei ı̂n raport cu variabilele de proiectare (Hessianul,

Jacobianul) sunt calculate cu uşurinţă şi de aceea se preferă aproximarea polinomială a

funcţiei obiectiv. O abordare asemănătoare se foloseşte ı̂n [118] care optimizează tor un

dispozitiv de levitaţie manetică folosind metoda programării pătratice secvenţiale.

• Algoritmi rapizi

Pentru evaluarea rapidităţii unui algoritm de optimizare se ia drept criteriu de apreciere

numărul de apeluri (evaluări) ale funcţiei obiectiv, ştiut fiind faptul că ı̂n optimizarea

dispozitivelor electromagnetice această evaluare este costisitoare din punct de vedere al

timpului de calcul deoarece necesită rezolvarea unei probleme de câmp prin metode nu-

merice, problemă care poate avea mii până la milioane de necunoscute scalare. Algoritmii

determinişti au avantajul convergenţei rapide către un optim. Iată de exemplu ı̂n [40]

este prezentată optimizarea unui dispozitiv de ı̂ncălzire prin inducţie cu un astfel de al-

goritm. Au fost necesare numai 8 evaluări de funcţii obiectiv pentru un dispozitiv simplu

de ı̂ncălzire şi 44 evaluări de funcţii obiectiv pentru un cuptor de inducţie cu o geometrie

mai complicată.

• Multistart

Figura 2.5: Funcţia de cost a solenoidu-

lui Loney ı̂n funcţie de S (L = 5.5 cm)

Deşi sunt rapizi, algoritmii determinişti nu garan-

teză obţinerea unui optim global. De aceea mulţi

autori recomandă tehnica multistart [17, 115].

Iată un exemplu de strategie de optimizare folosit

ı̂n [17]. Autorii abordează problema solenoidului

lui Loney cu două metode deterministe: metoda

simplexului coborător şi metoda quasi-Newton.

Metodele deterministe depind foarte mult de punc-

tul de start, şi de aceea problemei i se aplică

o tehnică multistart, folosind o sută de puncte

de start ı̂mprăştiate aleator ı̂n domeniu. Distribuţia

punctelor finale indică faptul că cele două metode

dau rezultate similare. Majoritatea punctelor finale (mai mult de 90 % dintre ele) se aşează

la S constant, dar dispersia lui L este foarte mare indicând faptul că senzitivitatea prob-

lemei este mult mai mare ı̂n raport cu S decât cu L. Dintre cele două metode, metoda

simplexului coborător s-a dovedit a fi mai robustă (indicele de eroare al subrutinei simplex

(NAG) este zero, pe când indicii de eroare ai subrutinei quasi-Newton (biblioteca NAG)

sunt diferiţi de zero). Procesul de optimizare este reluat apoi pentru S = 14 cm (valoarea

spre care au convers majoritatea rulărilor cu diferite puncte de start) şi găsită valoarea

optimă a lui L = 5.5 cm. Pentru o validare a rezultatului s-a păstrat L = 5.5 cm şi a

fost considerat ca parametru de optimizare doar S. Variaţia funcţiei de cost cu S este
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prezentată ı̂n figura 2.5. Iată deci că pentru o configuraţie extrem de simplă se observă

prezenţa unui minim local. Minimul a fost regăsit pentru S = 14 cm.

2.2.3 Abordări stocastice

Funcţiile obiectiv care apar ı̂n problemele de optimizare din electromagnetism sunt ade-

sea puternic nelinare, cu multe extreme şi sunt de multe ori nediferenţiabile. Metodele

deterministe au dezavantaje mari atunci când sunt aplicate la funcţii cu multe extreme

conducând la algoritmi de optimizare care sunt foarte interactivi şi costisitori. De aceea

au ı̂nceput să fie preferaţi algoritmii euristici care sunt insensibili la perturbaţii ale funcţiei

obiectiv datorită evaluării numerice, sunt algoritmi de ordin zero, care nu necesită calculul

derivatelor. Mai mult, metodele de optimizare stocastice au o probabilitate mai mică de

a converge către un extrem local decât metodele deterministe.

• Simulated annealing (SA)

Călirea simulată (”Simulated Annealing”) a fost folosită cu succes ı̂n rezolvarea probleme-

lor complexe de optimizare a dispozitivelor electromagnetice [79, 88, 116]. Acest algoritm

se bazează pe analogia dintre procesul optimizării globale şi răcirea unui topituri. Top-

itura ı̂şi atinge configuraţia cristalină care corespunde, ı̂n cazul răcirii ı̂ncete, unei energii

minime [8, 148]. Astfel, algoritmul atinge minimul global dacă optimizarea (căutarea) se

face suficient de ı̂ncet. Ideea de bază a metodei constă ı̂n faptul că, pentru a evita agăţarea

ı̂n minime locale, mişcări ascendente (corespunzătoare unei valori a funcţiei obiectiv mai

proaste) ar putea fi totuşi acceptate. Esenţial ı̂n algoritmul SA este criteriul Metropolis

care garantează o anumită rată de acceptabilitate a configuraţiilor proaste. Acest criteriu

poate fi enunţat astfel: dacă noua funcţie obiectiv F2 al unui nou punct x2 este mai mică

decât valoarea corespunzătoare configuraţiei anterioare F1, noua configuraţie este accep-

tată; dacă F2 > F1 atunci x2 este acceptat cu o probabilitate P = exp[−(F2 − F1)/T ]

unde T este un parametru de control care corespunde temperaturii dintr-un proces fizic

de călire. Procesul este condus cu astfel cu ajutorul parametrului T , numit ”temperatu-

ră”. Cu cât temperatura este mai mare, cu atât este mai mare probabilitatea acceptării

configuraţiilor mai proaste. Parametrul T trebuie redus treptat astfel ı̂ncât rata de accep-

tabilitate a ı̂ncercărilor mai rele să se diminueze. În cele din urmă, când temperatura este

suficient de scăzută vor fi acceptate numai configuraţii mai bune. Teoretic, ı̂n final min-

imul global va fi obţinut dacă au fost ı̂ncercate un număr suficient de mare de configuraţii

la T constant şi dacă temperatura a fost redusă la zero cu o viteză foarte mică. Algoritmul

este descris ı̂n [44, 131, 152]. Algoritmul SA este considerat ca o metodă de căutare locală

generalizată [43]. O metodă de căutare locală admite numai puncte mai bune pe toată

durata algoritmului.

Acest algoritm a fost mai ı̂ntâi propus ı̂n domeniul optimizării combinatoriale, adică ı̂n
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cazul ı̂n care funcţia de cost este definită ı̂ntr-un domeniu discret. In acest caz mişcările

aleatoare corespund unor permutări ı̂n lista de mişcări posibile, aşa cum se ı̂ntâmplă

ı̂n problema comis-voiajorului ı̂n care mişcările aleatoare corespund unor permutări ı̂n

lista oraşelor de vizitat. De aceea multe probleme importante, definite ca funcţii de

variabile continue cer ı̂n cazul aplicării SA o strategie eficientă ı̂n alegerea pasului aleator.

Această strategie trebuie să fie independentă de problemă [161]. Dezavantajul algoritmului

este acela că cere foarte multe evaluări ale funcţiei obiectiv, deci este un foarte mare

consumator de timp. În [101] se afirmă că pentru obţinerea unor rezultate de ı̂ncredere

sunt necesare un număr de evaluări ale funcţiei obiectiv de ordinul sutelor de mii. Foarte

multe articole se preocupă astfel de ı̂mbunătăţirea convergenţei algoritmului, ı̂n vederea

reducerii timpului de calcul.

În vederea reducerii timpului de calcul ı̂n [8] se propune aproximarea funcţiei obiectiv

cu funcţii de interpolare pătratice. O idee asemănătoare se găseşte ı̂n [102]. Aici se

optimizează o configuraţie cu solenoizi astfel ı̂ncât câmpul ı̂ntr-o anumită regiune să fie

uniform, folosindu-se pentru calculul funcţiei obiectiv formule analitice. Funcţia de cost

ı̂ntr-un punct nou este calculată incremental, calculând doar contribuţia elementelor care

s-au schimbat. Algoritmul SA a avut nevoie de aproximativ 8000 evaluări de funcţii

obiectiv pentru a rezolva această problemă.

Bazat pe algoritmul SA, ı̂n [133] se propune o metodă numită de autori MFA (”Mean

Field Anneling”). În această metodă unele mărimi sunt ı̂nlocuite cu valorile medii, mediile

făcându-se pe lanţuri Markov. Pe măsură ce temperatura descreşte algoritmul recalculează

aceste medii ı̂n funcţie de valorile la temperatura precedentă. Cu o astfel de procedură,

echilibrul unui lanţ Markov se atinge mult mai repede la fiecare temperatură decât la SA.

Dezavantajul este că MFA nu garantează convergenţa nici măcar pentru probleme pentru

care SA converge.

În [152] se ı̂ncearcă investigarea sistematică a factorilor care influenţează convergenţa

SA. Deoarece SA converge destul de ı̂ncet, ı̂n [170] se propune o ı̂mbunătăţire a convergenţei

folosind o schemă de răcire adaptivă.

Cea mai interesantă trăsătură a SA [8], mai ales ı̂n unele din cele mai recente im-

plementări [44] constă ı̂n probabilitatea foarte mare cu care poate fi identificat minimul

global. În [43, 44] se procedează astfel: fie x ∈ IRn vectorul variabilelor şi s ∈ IRn un

vector de deplasări. Atunci xi+1
j = xi

j + rsj, unde xi
j este parametrul j la ı̂ncercarea

i. Componentele vectorului deplasare s depind de rata de acceptabilitate Ra = Na/NT

unde NT este numărul de puncte de ı̂ncercare (lungimea lanţului Markov) iar Na numărul

de puncte acceptate la T constant, r este +1 sau −1 ı̂n mod aleator. După unele reco-

mandări valoarea iniţială a temperaturii este obţinută astfel ı̂ncât la această temperatura

Ra = 1. În [43] se determină temperatura iniţială astfel. Mai ı̂ntâi se ia un vector de

deplasare s suficient de mare şi o valoare de test T0, se rulează algoritmul de n × Ns ori,



2.2. OPTIMIZAREA DISPOZITIVELOR ELECTROMAGNETICE 29

unde Ns = 10 ÷ 20, apoi se calculează Ra. Dacă Ra < 1 se creşte T0. Dacă Ra = 1 se

reduce s până când Ra devine puţin mai mic decât 1. Se ia T0 ca valoare iniţială pentru

pentru temperatură. Se repornesc iteraţiile cu acest T0 şi cu valoarea lui s dedusă. După

fiecare n×Ns iteraţii se verifică Ra şi se modifică s astfel ı̂ncât Ra să fie ı̂n jurul valorii de

0.5. Când condiţia pentru Ra este satisfăcută se porneşte un nou ciclu cu o temperatură

redusă, multiplicând temperatura curentă cu un factor ı̂ntre 0.8 ÷ 0.9. Pentru fiecare

temperatură vectorul deplasare are valoarea curentă (a pasului anterior). Apoi se reduce

s pentru a se menţine Ra ı̂n jurul valorii de 0.5. În acest fel, atunci când parametrul de

control T este foarte mic, deplasarea va fi foarte mică.

Deşi algoritmul SA este intrinsec secvenţial, constând ı̂n generarea unei secvenţe de

puncte ı̂n domeniul funcţiei, au apărut şi implementări paralele ale acestuia. Dezvoltarea

unui algoritm paralel fără violarea acestei secvenţe nu este o sarcină uşoară. Ideea prin-

cipală este să se realizeze căutări după mai multe direcţii, adaptând paşii de căutare şi

numărul de ı̂ncercări la comportarea funcţiei pentru a economisi timpul de calcul (prin

reducerea numărului total de evaluări) fără a micşora probabilitatea de a găsi minimul

global. În [101] se foloseşte o o abordare speculativă, ı̂n care procesoarele sunt văzute ca

fiind nodurile unui arbore binar.

• Algoritmi evoluţionişti

La jumătatea secolului al nouăsprezecelea ştiinţa biologiei a fost revoluţionată prin de-

scoperirea lui Charles Darwin a procesului prin care natura selectează şi optimizează

organismele vii. Creşterea ı̂n ultimul deceniu a puterii de calcul a făcut posibilă aplicarea

principiilor procesului de optimizare din natură la dispozitive construite pe baza teoretică

a ecuaţiilor lui Maxwell.

În forme felurite, algoritmii evoluţionişti şi ı̂n particular algoritmii genetici au fost

aplicaţi problemelor din domenii extrem de diferite, de la inginerie până la economie,

ı̂n domeniul inteligenţei artificiale. Algoritmii genetici pot fi foarte uşor aplicaţi prob-

lemelor care implică funcţii nederivabile şi spaţiilor de căutare discrete. De asemenea

ei au o natură paralelă inerentă, care ı̂i face foarte atractivi pentru implementarea pe

reţele de calculatoare. Există o teoremă a paralelismului implicit [168], acesta implicând

faptul că dublarea populaţiei ar putea să reducă timpul de calcul cu mai mult de 50 %.

Anexa D explică pe scurt programele de evoluţie şi ı̂n particular algoritmii genetici, detalii

suplimentare putând fi găsite ı̂n [104].

Rechenberg a transformat schema evoluţiei biologice ı̂ntr-un algoritm simplu [81]. A-

ceastă procedură elementară este numită strategia (1+1). Un părinte (un vector soluţie)

generează un copil printr-o mutaţie a unei variabile. După evaluarea funcţiei obiectiv,

vectorul de calitate mai bună este părinte ı̂n noua generaţie. Populaţia constă deci ı̂ntr-un

singur părinte. Pasul de mutaţie se ajusteză din când ı̂n când astfel ı̂ncât rata mutaţiilor

cu succes să fie 1/5 [100]. Schema (1+1) nu ia ı̂n considerare o populaţie. Bazându-se
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pe strategia (1+1) strategii mai generale şi mai puternice au fost introduse de Schoefel.

Strategia de evoluţie (µ + 1) implică µ părinţi. O altă caracteristică vitală poate fi

considerată durata de viaţa a unui individ. După ce dau naştere unui copil, părinţii nu

mai supravieţuiesc ı̂n generaţia următoare. Aceasta este strategia (µ, 1). Dacă din µ

părinţi posibili doar ρ participă cu informaţii genetice la un copil, aceasta este strategia

(µ/ρ, 1). Dacă numărul de descendenţi este crescut de la 1 la λ atunci strategia se numeşte

(µ/ρ, λ). Iată algoritmic această strategie:

1. iniţial µ părinţi

2. repetă

2.1. alege λ mulţimi (nu neaparat disjuncte) de câte ρ părinţi

2.2 din fiecare mulţime cu ρ părinţi rezultă 1 copil

(acum sunt deci λ copii)

2.3 aplică mutaţia celor λ copii

2.4. din cei λ copii alege µ cei mai buni;

(aceştia devin părinţi ı̂n noua generaţie)

până când este ı̂ndeplinită condiţia de stop.

Se observă că ρ ≤ µ ≤ λ. Strategiile ı̂n care generaţia următoare se alege din părinţi şi

copii se mai numesc şi stragegii plus 6. Acestea sunt deci strategiile (µ + λ) şi (µ/ρ + λ)

atunci când la crearea unui copil contribuie ρ părinţi. Un copil are de la un părinte un

factor de ereditate 1/ρ. Strategiile ı̂n care generaţia următoare este selectată doar din cei

mai buni copii se numesc strategii virgulă 7 şi acestea sunt (µ, λ) sau (µ/ρ, λ). Strategia

virgulă este numită strategie de ordin superior ı̂n [100], denumire ce ar putea induce

confuzii, de obicei metodele de ordin superior fiind cele care necesită calculul derivatei.

Pentru a transforma procedura ı̂ntr-una eficientă este necesar un pas (folosit pentru

mutaţie) de lungime adaptivă. Dacă acest pas este prea mic atunci părinţii şi copiii sunt

foarte similari şi metoda are o rată de convergenţă slabă. Nu se va observa ı̂mbunătăţirea

soluţiei. Rata de convergenţă a strategiilor evoluţioniste este maximă ı̂n benzi ı̂nguste

ale pasului (”fereastră de evoluţie” mică). O descreştere a pasului ı̂n medie asigură

convergenţa ı̂n timpul optimizării.

Prima optimizare a unui dispozitiv electromagnetic folosind algoritmii genetici este

prezentată ı̂n [159]. Aici se optimizează forma polului unui motor astfel ı̂ncât distribuţia

câmpului magnetic să fie sinusoidală ı̂n ı̂ntrefier. Fiecare cromozom are o lungime de 64

de biţi (4 variabile de proiectare), dimensiunea populaţiei fiind 30. Pentru reproducere se

foloseşte tehnica selecţiei tip roată de ruletă. Probabilitatea de ı̂ncrucişare este de 0.95

iar cea de mutaţie 0.005. Aceiaşi autori aplică algoritmii genetici pentru optimizarea unui

6”plus strategy”
7”comma strategy”
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magnetizor [160]. Se caută forma polilor dispozitivului astfel ı̂ncât să se obţină forma

dorită a câmpului magnetic. Dimensiunea populaţiei este 40, lungimea cromozomului

este 80 (15 gene şi 6 variabile), algoritmul fiind oprit după 50 generaţii. Variabilele sunt

codificate cu ajutorul codului Gray.

Un articol de sinteză despre aplicarea algoritmilor genetici ı̂n electromagnetism este

[168], el trecând ı̂n revistă folosirea algoritmilor genetici la proiectarea antenelor, a fil-

trelor optice multistrat, a formei pieselor polare şi izolatorilor, ı̂n reţele de comunicaţie,

joncţiunilor de ghiduri de undă. Autorii spun că natura stocastică a algoritmilor genetici

nu trebuie confundată cu o căutare pur aleatoare aşa cum evoluţia ı̂nsăşi nu este ceva

aleator; principiul supravieţuirii celui mai bun lasă loc pentru foarte multe interpretări.

Deoarece teoria algoritmilor genetici este incompletă, multe informaţii despre folosirea cu

succes a algoritmilor genetici vine din experienţă. Iată câteva sfaturi [168]:

1. Pentru algoritmi genetici (codificare binară a variabilelor) probabilităţile de mutaţie

şi ı̂ncrucişare sunt adesea folosite ı̂ntre limitele 0.6 ≤ pincr ≤ 0.9 şi 0.001 ≤ pmut ≤
0.01. În general pmut corespunde mutaţiei a una, cel mult două gene din cromozom

şi a cel puţin câţiva cromozomi dintr-o generaţie. Algoritmii genetici cu codificare

reală (programele de evoluţie) utilizează adesea probabilităţi de mutaţie mai mari.

2. Problemele care au parametri care variază continuu sunt adesea (dar nu ı̂ntotdeauna)

mai potrivite pentru algoritmi genetici cu codificare reală. În general codificarea

problemei fizice este mai bună dacă ea seamănă mai mult modelului.

3. Includerea unui algoritm de optimizare locală fie pentru a crea populaţia iniţială, fie

pentru a optimiza populaţiile intermediare, fie pentru a ı̂mbunătăţi populaţia finală

grăbesc procesul de optimizare.

4. Selecţia ”binary tournament” ı̂n general lucrează mai bine decât roata de ruletă şi

evită necazurile legate de convergenţă.

5. Când algoritmul genetic stagnează, creşterea probabilităţii de mutaţie dă informaţii

utile: dacă funcţia obiectiv a celei mai bune configuraţii se schimbă semnificativ

atunci ı̂nseamnă că algoritmul a fost temporar agăţat ı̂ntr-un optim local şi con-

tinuarea optimizării este utilă. Dacă nu, un nou start al algoritmului ar avea mai

multe şanse decât a continua cu vechea populaţie.

Deşi nu se referă la optimizarea unui dispozitiv electromagnetic ci la identificarea unui

model de histerezis, ı̂n [23] se găsesc câteva informaţii utile. Autorii folosesc pentru

un algoritm genetic cu codificare binară probabilităţile de 53 % pentru ı̂ncrucişare şi

7 % pentru mutaţie. Valorile acestor probabilităţi reprezintă principala diferenţă ı̂ntre

algoritmii genetici şi programele de evoluţie. În programele de evoluţie mutaţia joacă
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un rol central, pe când ı̂n algoritmii genetici ı̂ncrucişarea este cea esenţială. Valorile

acestor parametri sunt determinate cu ajutorul unui meta-algoritm genetic care foloseşte

o combinaţie de strategii stocastice şi deterministe. Acest meta-algoritm este costistitor

dar poate ı̂mbunătăţi convergenţa algoritmului principal, factorul de accelerare ajungând

până la valoarea 100.

Problema alegerii parametrilor unui algoritm de evoluţie µ, ρ, λ este rezolvată ı̂n [100]

făcându-se teste pe funcţii bine cunoscute (funcţia lui Rosenbrock, funcţia lui Rastrigin,

definite de exemplu şi ı̂n [104]). Parametrii astfel găsiţi sunt folosiţi apoi pentru optimiza-

rea dispozitivului electromagnetic propriu-zis. De asemenea se constată că introducerea

unui ”dezastru” (după un număr de generaţii amplitudinea mutaţiei este foarte mare)

ı̂mbunătăţeşte performanţa globală a algoritmului.

O idee asemănătoare se găseşte ı̂n [169], unde analiza influenţei parametrilor unui

algoritm genetic asupra găsirii unui optim global se face pe o funcţie analitică

f(x.y) = 1 +
sin(

√

x2 + y2)
√

x2 + y2
,

care are extreme locale şi un extrem (maxim) global cunoscut. Autorii definesc un algoritm

genetic ca fiind eficient dacă satisface două cerinţe: prima este aceea că algoritmul trebuie

să găsească soluţia prin evaluarea doar a câteva combinaţii din spaţiul de căutare; a doua

cerinţă este aceea ca algoritmul genetic să aibă o probabilitate de succes cel puţin mai

mare decât a unui algoritm de căutare complet aleatoare. Prima condiţie este foarte

importantă căci aplicaţiile reale au un domeniu de căutare foarte mare. A doua cerinţă

pare evidentă dar autorii arată că pot exista configuraţii ale parametrilor algoritmului

genetic care ı̂l pot face mai puţin eficient decât un algoritm de căutare aleatoare. A

măsura performanţa unui algoritm genetic numai după evoluţia valorii medii a funcţiei de

cost poate fi ı̂nşelător pentru că se poate ı̂ntâmpla ca după câteva generaţii majoritatea

punctelor (indivizilor) să fie concentrate ı̂n jurul unui optim local. Strategia de a măsura

performanţele unui algoritm genetic este următoarea:

1. Se alege o funcţie bine cunoscută (ca cea de mai sus) care are mai multe extreme

cunoscute.

2. Pe această funcţie se testează mai multe configuraţii de algoritmi genetici (diferi-

te codificări, diferite proabilităţi de mutaţie şi ı̂ncrucişare, diferite dimensiuni ale

populaţiei, diferite mecanisme de selecţie);

3. Numărul de apeluri ale funcţiei obiectiv se limitează la un anumit procent din

numărul de puncte posibile care există ı̂n spaţiul de căutare (să notăm cu A acest

procent care reprezintă numărul maxim de combinaţii evaluate);
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4. Se determină probabilitatea de succes a algoritmului genetic ı̂n această configuraţie

Pag(A). Algoritmul a avut succes dacă a găsit configuraţia optimă. Probabilita-

tea de succes se determină rulând algoritmul de 1000 ori şi aplicând apoi formula:

Pag(A) = nr.rulări cu succes /1000.

5. Pentru a măsura performanţa reală a algoritmului genetic Pag(A) este comparată cu

probabilitatea Prand(A) de succes a unui algoritm de căutare pur aleatoare care face

acelaşi număr de evaluări de funcţii obiectiv. Se poate demonstra că probabilitatea

teoretică de a găsi p optime ı̂ntr-un spaţiu de căutare cu n combinaţii posibile, prin

inspectarea a A % din numărul de combinaţii posibile este dat de formula

Prand(A) =
k∑

i=1

p

n

(

1 − p

n

)i−1

, unde A =
k

n
100. (2.2)

Din testele făcute pe funcţia f(x, y) de mai sus autorii au ajuns la concluzia că o

codificare reală este mult mai eficientă decât una binară iar un mecansim de selecţie

de tip ”stochastic remainder” este mai bun decât roata de ruletă. De asemenea

folosirea unei strategii elitiste duce la un algoritm eficient decât nefolosirea ei, caz

ı̂n care cel mai bun individ s-ar putea pierde prin mutaţii şi ı̂ncrucişări.

6. Algoritmul genetic ai cărui parametri sunt pregătiţi ca mai sus este aplicat apoi

problemei reale de optimizat.

Autorii aplică această strategie optimizării numărului de fire conductoare dintr-un con-

ductor multifilar. Problema care apare este cât de asemănător se comportă funcţia reală

de optimizat cu funcţia test folosită ı̂n stabilirea parametrilor. Ceea ce rămâne de făcut

este de a găsi un set de funcţii test cunoscute care să fie potrivite ı̂n testarea configuraţiei

algoritmilor genetici.

• Strategii evoluţioniste combinate cu simulated annealing

În ideea de a combina avantajul algoritmului simulated annealing de a evita agăţarea ı̂n

minime locale şi abilitatea algoritmilor evoluţionişti de a folosi informaţiile despre stările

deja inspectate, au apărut variante combinate de algoritmi [31, 32, 55, 81, 84]. Variaţiile

aleatoare ale variabilelor sunt făcute pe principiile strategiilor evoluţioniste iar selecţia

noilor valori ı̂n concordanţă cu regulile algoritmului simulated annealing. În [54] se descrie

un astfel de algoritm, dându-i-se interpretări din statistică, biologie, termodinamică.

2.2.4 Abordări deterministe comparate cu abordări stocastice

Multe lucrări investighează mai multe metode de optimizare, aplicate aceleiaşi probleme

[18, 58, 108, 130, 142, 147]. Din păcate o mare parte dintre ele se mulţumesc doar cu
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compararea rezultatelor finale, nefurnizând informaţii despre timpul de calcul (numărul

de evaluări ale funcţiei de cost).

În [130] se optimizează forma polilor (cazuri 2D, 3D, neliniare) astfel ı̂ncât să se mini-

mizeze neomogenitatea câmpului magnetic ı̂ntr-o anumită zonă. Pentru aceasta au fost

testate diferite tehnici de optimizare, forma polilor fiind aproximată cu polinoame de

ordin patru, şase sau opt. Autorii compară trei metode deterministe (paşilor descendenţi,

gradienţi conjugaţi şi quasi-Newton) cu strategii evoluţioniste (1+1) (metoda Monte-

Carlo) şi (1,6). Pentru a obţine rezultate ı̂ntr-un timp rezonabil, pentru rezolvarea pro-

blemei neliniare s-a folosit un algoritm care combină iteraţiile directe cu metoda Newton,

pentru rezolvarea sistemului ı̂n cazul iteraţiilor directe folosind descompunere incompletă

Cholesky. Concluzia autorilor este că metodele evoluţioniste sunt comparabile cu meto-

dele deterministe de ordin superior din punct de vedere al vitezei de convergenţă, dar mai

robuste decât acestea, fiind deci superioare lor.

Concluzia de mai sus nu se desprinde din [147] unde sunt folosite pentru optimizarea

configuraţiei unui sistem de conductoare metoda gradienţilor conjugaţi şi metoda sim-

ulated annealing, pentru aceasta din urmă fiind nevoie de aproximativ 106 evaluări de

funcţii. Şi ı̂n [18] se afirmă că metoda deterministă este mult mai rapidă decât cea sto-

castică (simulated annealing), dar este puternic dependentă de punctul iniţial.

În [108] se compară eficienţa mai multor proceduri de optimizare: deterministe, bazate

pe strategii de evoluţie şi algoritmi genetici. Problema se referă la proiectarea formei

polilor unui magnet, având 11 variabile de proiectare. Unul din algoritmii de optimizare

determinişti folosiţi a constat ı̂n minimizări unidimensionale prin intermediul extrapolării

Powell ı̂ntr-o direcţie principală de căutare (definită de utilizator) şi o direcţie ortogonală

evaluată prin ortogonalizare Gram-Schmidt. După ce aceste minimizări au fost făcute

(sfârşitul pasului de căutare) direcţia principală de căutare a fost recalculată ca fiind un

vector care uneşte punctul anterior cu minimul găsit ı̂n pasul de căutare. Un al doilea al-

goritm determinist folosit este algoritmul Davidon-Fletcher-Powell care foloseşte o aproxi-

mare pătratică a funcţiei obiectiv, direcţia de căutare fiind dată de △x = −H−1grad f(x).

Matricea Hessian nu este calculată de fiecare dată. Algoritmul determinist a necesitat 218

evaluări de funcţii şi, ı̂n restricţiile date, a dus la un profil colţuros. Pentru a obţine un pro-

fil neted ar fi nevoie de restricţii suplimentare. Algoritmii determinişti au convers foarte

repede ı̂nsă nu există siguranţa că extremele găsite sunt globale. Strategia evoluţionistă

folosită a fost de tip (µ/ρ, λ) cu o rulare simulated annealing la fiecare 50 iteraţii. Prob-

lema a fost abordată şi cu algoritmi genetici ı̂n care fiecare variabilă a fost reprezentată

de un cromozom cu 8 biţi (codul Gray), un individ fiind reprezentat pe 88 biţi. Numărul

de indivizi dintr-o generaţie este 30 iar numărul de generaţii este 100. Autorii evidenţiază

necesitatea analizei senzitivităţilor pentru a determina comportarea funcţiei obiectiv la

variaţia parametrilor de optimizare. De asemenea curba care defineşte forma polilor ar
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trebui să fie derivabilă ı̂n orice punct pentru a evita colţurile.

Algoritmii genetici sunt comparaţi cu algoritmi determinişti şi ı̂n [58], problemele de

test fiind legate de optimizarea antenelor. Concluzia este aceea că algoritmii bazaţi pe

gradient sunt mai eficienţi pentru un număr mic de parametri care pot varia continuu, iar

algoritmii genetici sunt foarte potriviţi ı̂n cazul ı̂n care sunt mulţi parametri de optimizat

şi mărimile variază discret.

Dispozitivele SMES 8 apar foarte des ı̂n articolele care tratează optimizarea dispozi-

tivelor electromagnetice. Un astfel de articol este şi [142]. O primă abordare este una

analitică ı̂n care autorii au inspectat distanţa de la care câmpul magnetic scade sub o

anumită valoare. O a două abordare a fost o strategie de evoluţie (1+1) cu maximum 300

generaţii, o a treia a fost o strategie deterministă (gradienţi conjugaţi) ı̂n care sezitivităţile

au fost calculate prin derivare numerică, iar apoi o strategie cuplată: evoluţie + gradienţi

conjugaţi. Concluzia este aceea că o strategie cuplată este cea mai eficientă (din punct

de vedere al numărului de evaluări ale funcţiei obiectiv). Nu este specificat criteriul de

trecere de la o strategie la alta.

2.2.5 Abordări hibride

Tendinţa naturală de a cupla avantajele algoritmilor determinişti (viteza de convergenţă

cu avantajele algoritmilor stocastici (căutarea globală) a dus la apariţia algoritmilor hi-

brizi, ı̂n care cele două tipuri de algoritmi sunt aplicate succesiv sau sunt amestecate

rezultând o strategie nouă.

• Combinaţii cu simulated annealing

În [50] se arată că dispozitivele de stocare a energiei (SMES) cu mai mult de două bobine

pot să fie mai eficiente decât cele cu două bobine. Analiza este făcută atât pentru cazul

fără ecran magnetic cât şi cu ecran magnetic. În acest din urmă caz optimizarea formei

ecranului feromagnetic este făcută combinând strategii stocastice cu deterministe. Lu-

crarea arată cum pot fi extrase informaţii utile prin evaluarea senzitivităţilor. În cazul

ı̂n care nu există ecran feromagnetic analiza problemei se face prin proceduri analitice;

ı̂n cazul ı̂n care problema este neliniară se foloseşte metoda elementelor finite. Pentru a

reduce necesarul de timp se procedează astfel: ı̂n primul pas se optimizează dispozitivul

ı̂n aer pentru a obţine energia dorită şi un câmp de dispersie cât mai mic; al doilea pas

constă ı̂n alegerea formei ecranului feromagnetic astfel ı̂ncât să se minimizeze zona in-

terzisă din exteriorul dispozitivului. Optimizarea este astfel mai uşoară din cauză că se

diminuează numărul de parametri, dar ea ar putea conduce la un optim local. Procedura

folosită pentru cazul liniar se bazează pe algoritmul simulated annealing urmat de o proce-

dură deterministă (Powell) care porneşte din punctul optim găsit de algoritmul stocastic.

8”Superconducting Magnetic Energy Storage System”



36 CAPITOLUL 2. STADIUL ACTUAL

Pentru etapa a două se foloseşte doar o procedură deterministă (gradienţi conjugaţi) şi

analiza senzitivităţilor. Funcţia obiectiv folosită este una ı̂n care diferitele obiective sunt

ponderate. Forma finală obţinută depinde puternic de alegerea acestor ponderi.

O strategie hibridă pentru optimizarea polilor unui motor sincron este prezentată ı̂n

[43]. Suprafaţa polilor trebuie proiectată astfel ı̂ncât să producă o distribuţie dreptun-

ghiulară a inducţiei magnetice ı̂n ı̂ntrefierul maşinii. Suprafaţa polilor este modelată

cu ajutorul unor funcţii de interpolare spline. Estimarea funcţiei obiectiv se face cu

ajutorul metodei elementelor finite (metoda Newton-Raphson pentru rezolvarea problemei

neliniare) iar optimizarea se face cu algoritmul simulated annealing urmat de o metodă de

căutare directă (de tip metoda simplexului). În urma executării algoritmului simulated

annealing cele mai bune n+2 puncte (unde n este numărul de parametri) sunt memorate,

iar condiţia de trecere de la un algoritm la altul este: (Fmax − Fmin)/Fav ≤ ε unde Fmax

reprezintă valoarea maximă dintre cele n + 2 puncte alese, Fmin este valoarea minimă iar

Fav este valoarea medie. Implementarea metodei arată că timpul de calcul al metodei

hibride este 27 % din timpul de calcul al algoritmului SA singur şi că soluţia optimă nu

depinde de punctul iniţial de start.

Tot o strategie hibridă este folosită şi ı̂n [5], pentru optimizarea bobinelor dintr-un

sistem MRI. Algoritmul ı̂ncepe cu simulated annealing şi continuă cu un algoritm deter-

minist (metoda Powell). Autorii nu dau informaţii despre criteriul de trecere de la un

algoritm la altul.

Algoritmul simulated annealing este cuplat cu o căutare Hooke şi Jeeves ı̂n [38] şi cu

metoda de căutare Tabu ı̂n [161].

• Combinaţii cu strategii evoluţioniste

În [163] se aplică o tehnică hibridă pentru optimizare globală combinând algoritmii genetici

cu metodele deterministe. Avantajul unei astfel de strategii este acela că soluţia finală

este mai precisă. O problemă intrinsecă a unei tehnici hibride este momentul ı̂n care se

trece de la o metodă la alta, criteriul după care se face această comutare fiind dependent

de problemă, un astfel de criteriu trebuind să lanseze algoritmul determinist după ce a

fost identificată zona ı̂n care se află minimul global. Puţine lucrări care folosesc metode

hibride dau şi criterii care să indice când să se treacă de la o metodă la alta. Încrucişarea

este cea mai importantă operaţie care generează noi puncte ı̂n domeniul de căutare al

optimului global. Mutaţia este cel mai important operator care introduce caracteristici

genetice noi ı̂n populaţie. La fiecare generaţie cel mai bun cromozom este preluat de

algoritmul de optimizare determinist. Probabilităţile de aplicare a operatorilor mutaţie şi

ı̂ncrucişare sunt schimbate ı̂n mod dinamic ı̂n funcţie de raportul dintre valoarea medie a

funcţiei de cost şi valoarea ei maximă. Când acest raport este apropiat de 1 ı̂nseamnă că

nu există o diversitate prea mare ı̂n populaţie aşa ı̂ncât probabilitatea de a aplica mutaţia

creşte şi probabilitatea de a aplica ı̂ncrucişarea scade. Când raportul este apropiat de zero
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ı̂nseamnă că varietatea genetică ı̂n populaţie este prea mare şi probabilitatea de mutaţie

este micşorată iar cea de ı̂ncrucişare este crescută. Este folosit de asemenea şi operatorul

de inversiune. Se ı̂ncearcă definirea mai multor criterii de comutare de la o metodă la

alta şi se testează aceste criterii pe o problemă tipică de optimizare globală (funcţia lui

Rastringin - funcţie analitică care are 10n minime locale, n fiind un parametru ı̂ntreg al

funcţiei). Criteriile propuse au fost: numărul de generaţii, diferenţa ı̂ntre valoarea medie

a funcţiei de cost ı̂ntre două generaţii succesive, diferenţa dintre cele mai bune valori ı̂ntre

generaţii, diferenţa ı̂ntre cele mai bune două valori ı̂n aceeaşi generaţie. Pentru orice

criteriu propus au existat şi situaţii ı̂n care algoritmul nu a convers către optimul global.

În variantele lor tradiţionale algoritmii genetici, deşi sunt destul de robuşti, se consideră

că nu sunt competitivi cu alte abordări euristice precum căutarea Tabu sau simulated

annealing [48]. De aceea majoritatea implementărilor algoritmilor genetici sunt variante

modificate sau cuplate cu algoritmi de tip ”hill-climbing”. Algoritmi care să cupleze

simulated annealing cu proceduri de optimizare deterministe au fost prezentaţi [44] şi s-

au dovedit a fi foarte eficienţi. În ultimul timp au apărut şi algoritmi hibrizi care cuplează

algoritmi genetici cu alţi algoritmi [22]. [48] propune un algoritm genetic modificat cuplat

cu metoda deterministă a simplexului coborâtor a lui Nelder şi Mead. Algoritmul este

testat pe o problemă de NMR 9. Ideile principale ale algoritmului genetic modificat sunt

următoarele:

1. Calitatea populaţiei iniţiale afectează puternic performanţele algoritmului genetic,

aceasta trebuind să aibă indivizi destul de buni şi destul de diverşi.

2. Încrucişarea este un operator critic pentru succesul unui algoritm genetici, ı̂n parti-

cular individul cel mai bun nu trebuie pierdut.

3. Pentru a evita convergenţa prematură a algoritmului este convenabil să se introducă

diversitate ı̂n populaţie prin intermediul mutaţiei sau al migrării.

După mai multe ı̂ncercări optimizarea principală este făcută de o serie de rulări ale al-

goritmului simplex. Algoritmul genetic face o explorare largă a domeniului de căutare

şi este crucial ı̂n pregătirea ultimelor rulări ale metodei simplex. Codificarea variabilelor

este reală, mai potrivită pentru un domeniu de variaţie continuă a parametrilor. Asigura-

rea diversităţii populaţiei iniţiale este făcută alegând aleator puncte ı̂n interiorul fiecărei

celule a unei reţele uniforme ce discretizează domeniul de căutare. Populaţia iniţială este

determinată ı̂n doi paşi. Mai ı̂ntâi un număr de cele mai bune configuraţii este preluat de

algoritmul simplex. Minimele locale rezultate constituie prima parte a populaţiei iniţiale.

Restul populaţiei iniţiale se ia din mulţimea generată aleator (tot ı̂n ordinea valorică).

Cu această abordare populaţia iniţială este un eşantion bun atât din punctul de vedere

9Nuclear Magnetic Resonance
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al distribuţiei punctelor ı̂n domeniu cât şi din punctul de vedere al valorii lor. Autorii

propun şi o variantă nouă de operator de ı̂ncrucişare. Rezultate bune se obţin dacă se

cuplează la ı̂ntâmplare doi părinţi, cuplul generând un singur copil care ı̂l ı̂nlocuieşte pe

părintele mai puţin valoros. Aici copilul nu ia de la părinte valoarea cromozomului ci

intervalul ı̂n care se află, luând aleator o valoare ı̂n acel interval. O ı̂mbunătăţire supli-

mentară se observă dacă ı̂n plus se selectează aleator una din variabile şi acesteia i se

atribuie valoarea medie a părinţilor. Pentru a evita convergenţa prematură a populaţiei

şi pentru a mări capacitatea de explorare a algoritmului este esenţial să se aplice mutaţia

după ı̂ncrucişare. O alternativă a mutaţiei este migrarea care constă ı̂n ı̂nlocuirea unor

indivizi cu alţii selectaţi din mulţimea iniţială de indivizi rezultată din ı̂mpărţirea dome-

niului ı̂n celule. Pentru a reduce numărul total de iteraţii se execută o optimizare locală

finală care se aplică unui număr de indivizi din populaţia finală. Pentru a asigura şi aici

o căutare ı̂ntr-un spaţiu mai larg punctele de start ale optimizării finale nu sunt indivizii

cei mai buni ci sunt alese sortând indivizii după valoare şi luând uniform indivizi de la

cei mai buni ajunând până la cei mai răi. Acestă optimizare finală este făcută ı̂n paralel.

Acest algoritm genetic hibrid a fost testat pe o problemă de MRI, cu un obiectiv care

ı̂şi propune un câmp magnetic uniform ı̂n interiorul unei suprafeţe sferice ı̂n interiorul

structurii. Structura magnetică conţine şase bobine axiale, conectate ı̂n serie, având raza

interioară şi grosimea radială fixate. Variabilele de optimizare sunt poziţia axială a cen-

trului bobinelor şi grosimea lor axială. Valorile câmpului sunt calculate prin integrare

analitică a formulei Biot-Savart-Laplace. Au fost folosite 10 subintervale pentru fiecare

domeniu al unei variabile, numărul de celule iniţiale 1000, dimensiunea populaţiei 50, 20

rulări simplex pentru calculul populaţiei iniţiale şi 10 rulări simplex pentru optimizarea

finală. Pentru comparaţie au fost făcute şi rulări cu alţi algoritmi: algoritmi genetici

standard, simulated annealing, simplex cu multistart. Fiecare algoritm a fost rulat de 300

ori pornind din puncte de start diferite. Algoritmul propus s-a dovedit a fi cel mai bun

pentru problema de test. El este urmat de simulated annealing. Algoritmul simplex nu a

dus niciodată la soluţii mai bune chiar dacă se folosesc pentru start punctele iniţiale ale

noului algoritm.

O combinaţie a strategiilor evoluţioniste cu metoda simplexului se ı̂ntâlneşte şi ı̂n [22].

Optimul se localizează cu ES şi o discretizare rară a domeniului, căutarea finală fiind

făcută cu simplex pentru o discretizare fină.

Algorimii genetici sunt combinaţi cu metode deterministe bazate pe gradient ı̂n [82,

109] pentru analiza senzitivităţilor fiind folosite abordări discrete.
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2.2.6 Concluzii

Există multe dificultăţi ı̂n optimizarea dispozitivelor electromagnetice. Ele sunt legate de:

1. acurateţea şi timpul de calcul necesar evaluării funcţiei de cost;

2. acurateţea evaluării derivatelor ı̂n metodele de ordin superior;

3. convergenţa algoritmului de optimizare către un optim global;

4. viteza de convergenţa a algoritmului de optimizare, aceasta implicând timpul de

calcul necesar.

Primele două aspecte sunt strâns legate de metoda de analiză a câmpului electromag-

netic. Dacă problema are soluţie analitică atunci aceasta este de preferat unei metode

numerice. Calculele de gradienţi sunt ı̂ntotdeauna mai precise pentru o astfel de metodă.

Urmează apoi metodele integrale (care nu necesită discretizarea aerului), iar cele mai

puţin precise calcule de gradient se fac atunci când metoda de analiză a câmpului se

bazează pe un model diferenţial. Dacă reţeaua de discretizare folosită pentru metoda

elementelor finite nu este construită ı̂n anumite condiţii atunci calculul gradienţilor este

eronat [60]. A face discretizări diferite pentru fiecare configuraţie ı̂nseamnă a folosi mod-

ele numerice diferite ı̂n timpul procesului de optimizare. A fost recunoscut faptul că

topologii diferite de reţea cauzează discontinuităţi ı̂n mărimile de câmp ca funcţiile de

variabilele de proiectare, conducând la funcţii obiectiv discontinue [167]. Majoritatea

lucrărilor care folosesc metoda elementelor finite nu ı̂şi pun ı̂nsă problema măsurii ı̂n care

reţele de discretizare diferite pot induce extreme locale false ı̂n funcţia de cost. Pentru a

obţine valori bune pentru gradienţi proprietăţile topologice ale reţelei trebuie menţinute

constante [150]. Se propune chiar aplicarea tehnicii din ingineria mecanică unde un nod

are drep necunoscute şi valorile coordonatelor sale. Într-o problemă 2D vor fi deci trei

necunoscute pe nod. În [150] se propune ca reţeaua să fie schimbată numai ı̂n zona

interfeţelor care se modifică, iar această schimbare să se facă continuu. O altă alternativă

este prezentată ı̂n [80] care prezintă conceptul de ”reţea elastică” 10 care se adaptează

schimbărilor parametrilor. Aceste aspecte fac ca metodele deterministe să fie de fapt

pseudo-deterministe. În [54] se afirmă că dacă o metodă deterministă se comportă ac-

ceptabil, aceasta nu se ı̂ntâmplă din cauză că sunt satisfăcute condiţiile de eficienţă (con-

vexitate, diferenţiabilitate, acurateţe) ci dimpotrivă, aceste principii sunt atât de violate

ı̂ncât procedura de optimizare ascunde ı̂n ea ceva aleator.

Multe lucrări scot ı̂n evidenţă rapiditatea cu care o metodă deterministă ajunge la un

optim (numărul de evaluări de funcţii obiectiv este de ordinul zecilor). În plus, aceste

10”rubber mesh”
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metode furnizează valori pentru multiplicatorii Lagrange asociaţi restricţiilor, informaţii

deosebit de utile pentru proiectanţi. De aceea metodele deterministe sunt mai degrabă

recomandate de alţi autori [167]. Performanţa unei metode deterministe depinde de punc-

tul de start (de cele mai multe ori se practică tehnica multistart), de acurateţea evaluării

direcţiei descendente, de metoda folosită pentru minimizarea unidimensională şi de cri-

teriul de oprire.

Dezavantajul metodelor stocastice (aplicate ı̂n variante clasice) este acela că necesită

foarte multe evaluări de funcţii obiectiv. Cum această evaluare este costisitoare ı̂n cazul

optimizării unui dispozitiv electromagnetic, o astfel de metodă necesită un timp de calcul

mare. Componenta aleatoare a metodelor stocastice face posibil faptul că, la rulări diferite

dar care au aceiaşi parametri şi aceleaşi condiţii iniţiale rezultatele sunt diferite. De aceea

ı̂n cazul folosirii unei astfel de metode se practică rulările multiple ı̂n aceleaşi condiţii

pentru a vedea câte (dintr-un anumit număr) reuşesc să găsească acelaşi optim (global).

O alegere potrivită a strategiei stocastice (de exemplu cea care combină strategiile

evoluţioniste cu algoritmul simulated annealing recomandată ı̂n [54]) face ca o astfel de

metodă să fie mai rapid convergentă decât orice metodă deterministă. Figura 2.6 prezintă

variaţia funcţiei obiectiv ı̂n funcţie de numărul de apeluri ale funcţiei de cost ı̂n cazul

strategiei globale aleatoare şi ı̂n cazul folosirii metodelor deterministe. Graficul reprezintă

o medie făcută pe patru probleme de test. În medie, algoritmul stocastic global este

comparabil cu metodele deterministe de ordin superior pentru problemele simple şi mult

superior acestora pentru problemele complexe (unde metodele deterministe nu există ı̂n

sensul strict al cuvântului).

Figura 2.6: Funcţia de cost ı̂n funcţie de numărul de apeluri ale ei
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La terminarea unei execuţii a unui algoritm de optimizare trebuie făcute investigaţii

suplimentare cum ar fi:

• Este rezultatul obţinut ı̂ntr-adevăr cel optim?

• Cum sunt obiectivele şi restricţiile influenţate de toleranţele variabilelor de proiectare?

La aceste ı̂ntrebări răspunsul poate fi găsit prin aplicarea analizei senzitivităţilor şi

estimarea multiplicatorilor Lagrange [136]

Un alt aspect care trebuie luat ı̂n considerare este acela că rezultatul final trebuie să

garanteze un dispozitiv manufacturabil. De aceea parametrizarea geometriei trebuie să

impună restricţii legate de netezimea conturului geometric, care trebuie să fie cel puţin

continuu. Multe probleme de optimizare permit numai o variaţie discretă a parametrilor

(de exemplu diametrele şi secţiunile sunt standardizate) şi pentru aceste probleme nu pot

fi aplicate metode determisite.

În concluzie nu există metodă perfectă de optimizare. Pentru orice problemă tre-

buie ı̂ncercate şi analizate mai multe metode. A utiliza algoritmul de optimizare ca o

”cutie neagră” este foarte periculos, fiecare algoritm comportându-se diferit ı̂n funcţie

de aplicaţia pe care doreşte să o rezolve. Metoda de rezolvare trebuie şi ea aleasă cu

grijă. Acolo unde problema o permite sunt de preferat metodele analitice sau formule

matematice aproximative, cel puţin ı̂ntr-o primă etapă. În [60] se sugerează combinarea

avantajelor tuturor metodelor (stocastice, deterministe, de inteligenţă artificială) ı̂ntr-o

strategie de tipul următor. Proiectarea iniţială trebuie făcută clasic, adică utilizând mod-

ele de circuite magnetice pentru dispozitive. Aceasta conduce la o configuraţie aproxi-

mativă. Se foloseşte apoi un program de elemente finite (de exemplu) pentru a genera

perechi parametru-funcţie de cost, cu acestea fiind ”antrenată” o reţea neurală. După ce

aceasta ı̂nvaţă funcţia, ea va furniza parametrul pentru o valoare dorită a funcţiei de cost.

Folosind acest rezultat ca punct de start se poate aplica o metodă deterministă de ordinul

unu pentru a rafina soluţia. Totul seamănă cu o orchestră ı̂n care fiecare devine solist la

momentul potrivit şi fiecare cântă, sub bagheta dirijorului, pentru a desăvârşi simfonia.
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Capitolul 3

Analiza numerică a câmpului

magnetic staţionar ı̂n medii neliniare

3.1 Algoritmi pentru rezolvarea problemelor neliniare

de regim magnetic staţionar

Modelul numeric folosit ı̂n acest capitol se bazează pe formularea diferenţială ı̂n potenţial

vector şi metoda elementelor finite. Regimul de studiu al câmpului este cel magnetic

staţionar ı̂n medii neliniare magnetic. Nu sunt studiate mediile cu histerezis, iar detalierea

metodelor se face pentru problemele plan paralele. Scopul capitolului este de a genera

algoritmi pentru analiza numerică a câmpului magnetic, algoritmi care să fie robuşti şi

optimali din punctul de vedere al resurselor de calcul necesare, ı̂n special timpul CPU.

Notaţii folosite:

• Domeniul de studiu se notează cu Ω ⊂ R3 şi se consideră mărginit de suprafaţa

ı̂nchisă ∂Ω . ∂Ω se consideră partiţionată ı̂n Sh şi Sb , Sh fiind reuniunea unui număr finit

n de suprafeţe disjuncte Shi :

∂Ω = Sh ∪ Sb , Sh ∩ Sb = ∅ , Sh = ∪Shi.

Domeniul Ω poate fi multiplu conex, ordinul de conexitate fiind p + 1.

• În cazul problemei plan-paralele, Ω ⊂ R2, frontiera se notează tot cu ∂Ω , partiţiile

fiind ı̂n acest caz Ch şi Cb .

Restul notaţiilor folosite sunt cele uzuale.

43
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3.1.1 Formularea corectă a problemei

Pentru detalierea şi studiul metodelor prezentate vom folosi formularea ı̂n B şi H şi

formularea ı̂n potenţial magnetic vector.

Formularea ı̂n B şi H:

Pentru analiza câmpului magnetic staţionar trebuie rezolvat sistemul:

div B = 0 , rotH = J , B(P ) = f(H(P )), (3.1)

unde P ∈ Ω iar J şi relaţia constitutivă f ∈ U (mulţimea funcţiilor lipschitziene şi

uniform monotone) sunt cunoscute (presupunem deci că nu există pânze de curent ı̂n Ω)

şi de asemenea se cunosc condiţiile pe frontieră:

• (a) Pe Sh se dă Ht = f ;

• (b) Pe Sb se dă Bn = g;

• (c) Pe n − 1 din cele n suprafeţe Shi se dau fluxurile lui B, deci
∫

Shi
Bn dA = Φi, cu

i = 1, . . . , n − 1;

• (d) Pe curbele Γ1, . . . , Γp ce ı̂nconjoară găurile lui Ω se dau circulaţiile lui H, deci
∮

Γm
H dr = im, cu m = 1, . . . , p.

În aceste condiţii problema este corect formulată [65] existând soluţie unică şi stabilă.

Formularea ı̂n A:

Pentru rezolvarea problemei de câmp magnetic staţionar trebuie rezolvată ecuaţia

rot (νrotA) = J (3.2)

cu condiţia de etalonare

div (σA) = 0 (3.3)

şi condiţiile de frontieră:

• (a) Pe Sh se dă (νrotA)t = f ;

• (b) σA · n = 0 pe Sh ;

• (c) Pe Sb se dă At = g;

• (d) Dacă Sb este formată din n suprafeţe disjuncte Sk , atunci pe n − 1 din ele se dau

fluxurile lui σA, deci
∫

Sk
σA · n dA = 0, pentru k = 1, . . . , n − 1.

Mărimile ν şi σ sunt funcţii scalare pozitive definite pe Ω, prima fiind mărimea de

material (reluctivitatea) iar a doua fiind aleasă arbitrar. Conform teoremei de unicitate

[65] şi această problemă este corect formulată.
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3.1.2 Metoda polarizaţiei

Pentru a prezenta această metodă vom folosi mai ı̂ntâi formularea ı̂n B şi H.

Deoarece f ∈ U atunci există f−1 şi f−1 ∈ U . În cele ce urmează, notăm h = f−1, deci

H = h(B). (3.4)

Ideea metodei polarizaţiei constă ı̂n ı̂nlocuirea relaţiei (3.4) cu următoarele două relaţii:

B = µH + I, (3.5)

I = B − µh(B) = g(B). (3.6)

În aceste relaţii I este de natura unei polarizaţii magnetice iar µ de natura unei permea-

bilităţi. Dacă alegem cu grijă µ (şi anume µ ∈
(
0, 2λ

Λ2

)
, unde λ, Λ sunt constantele funcţiei

h - de monotonie, respectiv Liepschitz), atunci g este o contracţie [66].

Observaţii legate de alegerea permeabilităţii de calcul µ:

1. În funcţie de dependenţa h se pot alege permeabilităţi de calcul µ astfel ı̂ncât să avem

anumite avantaje, de exemplu:

• factorul de contracţie să fie minim;

• mediul de calcul să fie omogen (µ constant in Ω);

• mediul de calcul să fie omogen pe porţiuni.

2. În cazul ı̂n care mediul neliniar de calcul este omogen pe porţiuni, se demonstrează ı̂n

[66] că g este contracţie ı̂n fiecare punct al lui Ω dacă µ se alege astfel ı̂ncât

µ ∈
(

0,
2

νmax

)

= (0, 2µmin) , (3.7)

valoarea optimă a lui µ (pentru care factorul de contracţie este minim) fiind

µoptim =
2

νmax + νmin

. (3.8)

În relaţiile de mai sus

µmax = supH′,H′′

f(H ′) − f(H ′′)

H ′ − H ′′
=

1

νmin

,

νmin = infB′,B′′

h(B′) − h(B′′)

B′ − B′′
,

µmin = infH′,H′′

f(H ′) − f(H ′′)

H ′ − H ′′
=

1

νmax

,

νmax = supB′,B′′

h(B′) − h(B′′)

B′ − B′′
.

µmax reprezintă cea mai mare creştere de pe curba B − H, fiind un fel de permeabilitate

dinamică dar care nu necesită derivabilitatea funcţiei B − H (condiţie cerută de metoda

Newton).
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Deoarece procedura este convergentă pentru µ ∈ (0, 2µmin) şi cum orice material are

practic µ ≥ µ0, putem alege de exemplu valoarea de calcul a lui µ ca fiind: µ = µ0.

Alegerea lui µ poate fi facută la modul general dacă µ ∈
(
0, 2λ

Λ

)
. În termenii ecuaţiei

caracteristice H = h(B), λ provine din monotonie, deci λ = νmin, iar Λ provine de la

condiţia Liepschitz, deci Λ = νmax. Rezultă că putem alege

µ ∈
(

0,
2νmin

ν2
max

)

=

(

0,
2µ2

min

µmax

)

. (3.9)

Algoritmul metodei polarizaţiei - iteraţia prin B:

1.iniţializează I

2.stabileşte µ

3.repetă

3.1. calculează câmpul pentru problema liniară:

div B = 0, rotH = J,B = µH + I

cu I fixat şi cu condiţiile de frontieră (a),(b),(c),(d)

3.2. corectează polarizaţia I = B − µh(B)

până când (diferenţa ı̂ntre două polarizaţii succesive devine suficient de mică).

În [66] se demonstrează că această procedura iterativă este convergentă.

Observaţii:

1. Procedura de calcul are avantajul că mediul are aceeaşi permeabilitate de calcul µ la

toate iteraţiile, ca urmare matricea sistemului liniar obţinut prin discretizarea ecuaţiilor

este aceeaşi ı̂n toate iteraţiile neliniare.

2. Metoda are o convergenţă liniară, deci este mai lentă decât metoda Newton-Raphson,

ı̂nsă are avantajul convergenţei asigurate.

3. Algoritmul iterativ poate fi gândit şi ca funcţie de H ı̂n loc de B. In acest caz,

caracteristica B = f(H) se ı̂nlocuieşte prin

B = µ(H + M), (3.10)

M = νf(H) − H = p(H), (3.11)

unde M este un termen de natura unei magnetizaţii, iar ν este de natura unei reluctivităţi.

Toate raţionamentele se fac dual cu cele de la iteraţia prin B. Dacă se alege ν ∈
(0, 2νmin) atunci p este contracţie. Valoarea optimă a lui ν este

νoptim =
2

µmin + µmax

. (3.12)

Ca p să fie contracţie este necesar ca

ν ∈
(

0,
2

µmax

)

=⇒ µ ∈
(µmax

2
,∞
)

, (3.13)
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condiţie esenţial diferită de cea de la iteraţia prin B. În acest caz, dacă domeniul de calcul

conţine zone de aer şi fier, nu mai putem alege un mediu de calcul omogen.

Algoritmul metodei polarizaţiei - iteraţia prin H:

1.iniţializează M

2.stabileşte µ

3.repetă

3.1. calculează câmpul pentru problema liniară:

div B = 0, rotH = J,B = µ(H + M)

cu M fixat şi cu condiţiile de frontieră (a),(b),(c),(d)

3.2. corectează polarizaţia M = µ−1f(H) − H

până când (diferenţa ı̂ntre două magnetizaţii succesive devine suficient de mică).

Rezolvarea sistemului liniar (pasul 3.1.) se poate face prin orice metodă numerică

cunoscută. Se demonstrează că dacă problema liniară de câmp se rezolvă cu metoda

elementelor finite folosind potenţialul scalar, atunci procedura iterativă descrisă anterior

converge atunci când corecţia se face prin H; dacă problema liniară de câmp se rezolvă cu

metoda elementelor finite folosind potenţialul vector, atunci procedura iterativă descrisă

anterior converge atunci când corecţia se face prin B.

În cele ce urmează ne vom concentra atenţia asupra pasului 3.1. (rezolvarea problemei

liniare) ı̂n cazul ı̂n care corecţia se face prin B. La acest pas trebuie rezolvat sistemul

div B = 0 , rotH = J , B = µH + I, (3.14)

la care se adaugă condiţiile de frontieră. Polarizaţia magnetică I este cunoscută iar µ este

permeabilitatea de calcul aleasă la pasul 2.

În cele ce urmează vom folosi formularea ı̂n A pentru rezolvarea problemei liniare de

câmp. Considerând metoda elementelor finite, ı̂n care se lucrează cu potenţialul magnetic

vector (din această cauză am ales iteraţia prin B), ecuaţia de rezolvat devine

rot

(
rotA

µ

)

= J + rot

(
I

µ

)

, (3.15)

unde condiţiile de frontieră sunt cele prezentate ı̂n paragraful 3.1.1 (formularea ı̂n A).

Pentru problemele plan-paralele (unde A = Ak):

rot

(
rotA

µ

)

= kdiv

(

− 1

µ
grad A

)

,

rot

(
I

µ

)

= k

[
∂

∂x

(
Iy

µ

)

− ∂

∂y

(
Ix

µ

)]

,
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unde I = Ixi + Iyj (deoarece B şi H sunt ı̂n planul XY, rezultă că şi I este plasat ı̂n acest

plan).

Ecuatia (3.15) devine

div

(

− 1

µ
grad A

)

= J +
∂

∂x

(
Iy

µ

)

− ∂

∂y

(
Ix

µ

)

, (3.16)

unde pe o parte a frontierei (Cb ) se dă A (condiţie esenţială), iar pe cealaltă parte (Ch )

se dă Ht (condiţie naturală).

Să notăm cu IT vectorul de componente Iy şi −Ix, deci

IT = Iyi − Ixj. (3.17)

Ecuaţia (3.16) se scrie

div

(

− 1

µ
grad A

)

= J + div

(
IT

µ

)

. (3.18)

Formularea slabă a ecuaţiei (3.18) are forma
∫

Ω

Ψidiv

(

− 1

µ
grad A

)

dΩ =

∫

Ω

JΨi dΩ +

∫

Ω

Ψidiv

(
IT

µ

)

dΩ. (3.19)

Aplicând formulele Green, relaţia (3.19) devine
∫

Ω

1

µ
grad A · grad Ψi dΩ −

∫

∂Ω

Ψi
1

µ
grad A · n ds =

=

∫

Ω

JΨi dΩ −
∫

Ω

IT · grad Ψi

µ
dΩ +

∫

∂Ω

Ψi
IT · n

µ
ds. (3.20)

Pe Cb (frontiera pe care se impune A) Ψi = 0 iar pe Ch din Ht se poate deduce o condiţie

de frontieră de tip ν ∂A
∂n

not
= g. Relaţia (3.20) devine
∫

Ω

1

µ
grad A · grad Ψi dΩ −

∫

Ch

Ψig ds =

=

∫

Ω

JΨi dΩ −
∫

Ω

IT · grad Ψi

µ
dΩ +

∫

∂Ω

Ψi
IT · n

µ
ds. (3.21)

Dacă A se aproximează cu

A =
N∑

j=1

ΨjAj, (3.22)

şi descompunând domeniul Ω ı̂n elemente finite Ω = ∪Ωe atunci
∫

Ω
=
∑

e

∫

e
,
∫

Ch
=

∑

e1

∫

Ce1
h

(unde e1 sunt elemente ce au laturi pe Ch), relaţia (3.21) se scrie sub forma:

∑

e

∫

e

N∑

j=1

Aj
1

µ
grad Ψj · grad Ψi dΩ −

∑

e1

∫

Ce1
h

Ψig ds =

=
∑

e

∫

e

JΨi dΩ −
∑

e

∫

e

IT · grad Ψi

µ
dΩ +

∑

e1

∫

Ce1
h

Ψi
IT · n

µ
ds. (3.23)
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Din această relaţie se observă că sistemul de rezolvat este de tipul

SA = T (3.24)

şi putem identifica contribuţiile fiecărui element şi fiecărui segment de pe frontieră la

matricea S şi vectorul T . Astfel:

• Contribuţia fiecărui element e (de noduri i, j, k)

Fiecare nod (fie nodul i) al elementului e contribuie cu:

s
(e)
ii =

∫

e

1

µ
(grad Ψi)

2 dΩ, (3.25)

s
(e)
ij =

∫

e

1

µ
grad Ψi · grad Ψj dΩ, (3.26)

s
(e)
ik =

∫

e

1

µ
grad Ψi · grad Ψk dΩ, (3.27)

t
(e)
i =

∫

e

JΨi dΩ −
∫

e

IT · grad Ψi

µ
dΩ. (3.28)

• Contribuţia fiecărui segment de pe frontieră cu condiţie Neumann (de noduri-capete i, j)

Fiecare capăt (fie nodul i) contribuie cu

t
(e1)
i =

∫

Ce1
h

Ψig ds +

∫

Ce1
h

Ψi
IT · n

µ
ds. (3.29)

În cazul elementelor triunghiulare de ordinul ı̂ntâi (la care Ψi are o variaţie liniară pe

element), expresiile se simplifică. Astfel

s
(e)
ii =

1

µ

1

4△(bibj + cicj) =
1

µ
△αij, (3.30)

unde αij = (bibj + cicj)/(4△2), △ este aria elementului e, bi = yj − yk, bj = yk − yi, ci =

xk − xj, cj = xi − xk, i, j, k fiind nodurile elementului ordonate trigonometric.

În ce priveşte t
(e)
i , presupunând J constant pe element şi ştiind că

grad Ψi =
bi

2△ i +
ci

2△j, (3.31)

rezultă

t
(e)
i =

J△
3

− 1

µ

(
Iybi

2
− Ixci

2

)

. (3.32)

A mai ramas doar

t
(e1)
i = g

llat

2
+

IT · n
µ

llat

2
, (3.33)

unde llat reprezintă lungimea laturii elementului e1 care se află pe frontiera Ch , (IT · n)

este constant pe elementul e1, iar µ este permeabilitatea de calcul.
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Deoarece µ este o permeabilitate de calcul fixată la ı̂nceput, matricea S rămâne aceeaşi

pe parcursul iteraţiilor. Ceea ce se schimbă la fiecare iteraţie este vectorul T , datorită

polarizaţiei IT . Din termenii care participă la formarea vectorului T , o parte nu depind

de IT . De aceea, scriem vectorul T ca fiind

T = T1 + T2, (3.34)

unde T1 este o matrice constantă pe parcursul iteraţiilor şi ca atare, ea va fi calculată o

singură dată, ca şi matricea S.

Condiţiile de frontieră Dirichlet sunt impuse ı̂nainte de rezolvarea sistemului astfel

generat. Ecuaţiile corespunzatoare nodurilor Dirichlet se elimină, iar termenii core-

spunzători acestor noduri ı̂n celelalte ecuaţii sunt trecuţi ı̂n membrul drept.

Algoritmul metodei polarizaţiei

- regim magnetic staţionar, 2D, XY, MEF, A, iteraţia prin B -

1.citeşte datele problemei:

- geometria;

- datele de material;

- sursele (J);

- condiţiile de frontieră:

(a) noduri ı̂n care se dau valorile lui A;

(b) segmente pe care se dă Ht (notăm ∂A
∂n

= g, funcţie ce se poate deduce din Ht)

2.iniţializează I

pentru e ∈ { toate elementele }
Ie = 0

3.stabileşte permeabilitatea de calcul

pentru e ∈ { toate elementele }
dacă elementul este liniar atunci µe = µliniar

dacă elementul este neliniar atunci µe = 2/(νmax + νmin) (contracţie optimă)

4.asamblează S şi T1

pentru e ∈ { toate elementele } (e de noduri i, j, k)

pentru fiecare nod ∈ e (fie nodul i)

temp = 4△µ

s
(e)
ii = (b2

i + c2
i )/temp

s
(e)
ij = (bibj + cicj)/temp

s
(e)
ik = (bibk + cick)/temp

t
(e)
1i = J△/3

pentru toate segmentele pe care se impune Ht (fie i, j capetele):

t1i = t1i + 1
µ
g llat

2
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t1j = t1j + 1
µ
g llat

2

itnelin = 1; contor iteraţii neliniare

5.repetă

5.1. anulează elementele lui T2

pentru i ∈ { toate nodurile }
t2i = 0

5.2. asamblează T2

dacă itnelin 6= 1 atunci

pentru e ∈ { toate elementele } (e de noduri i, j, k)

pentru fiecare nod ∈ e (fie nodul i)

t
(e)
2i = − 1

µ

(
Iybi

2
− Ixci

2

)

5.3. calculează câmpul pentru problema liniară

rezolvă SA = T1 + T2

Obs: aici se impun valorile lui A ı̂n nodurile ”esenţiale”

conform procedelor cunoscute (vezi de exemplu [77])

5.4. corectează polarizaţia

pentru e ∈ { toate elementele } (e de noduri i, j, k)

calculează B:

B = ∂A
∂y

i − ∂A
∂x

j = i
(
∑

j∈e Aj
∂Ψj

∂y

)

− j
(
∑

j∈e Aj
∂Ψj

∂x

)

=

= i
(
∑

j∈e Aj
cj

2△

)

− j
(
∑

j∈e Aj
bj

2△

)

calculează H: H = H(B)

corectează I: Ie = B − µH

(Obs: pentru elementele liniare, I = 0 ı̂ntotdeauna)

5.5. itnelin = itnelin + 1

până când (‖δI‖ < valoare impusă)

În algoritmul de mai sus ‖δI‖ este norma L2 a corecţiilor polarizaţiilor. S-a demonstrat

că procedeul este convergent ı̂n această normă [66]. În cazul metodei elementelor finite

‖δI‖ =

√
∑

e

1

µ
△‖dIe‖2 =

√
∑

e

1

µ
△(dI2

x + dI2
y ). (3.35)

Cât de mică trebuie să fie valoarea impusă? Testele numerice au arătat că ea depinde

de problemă. Pentru a opri algoritmul este totuşi mai folositoare o mărime relativă, de

exemplu ‖δI‖/‖I‖, unde ‖I‖ este norma L2 a polarizaţiei, ı̂n cazul metodei elementelor

finite

‖I‖ =

√
∑

e

1

µ
△‖Ie‖2 =

√
∑

e

1

µ
△(I2

x + I2
y ). (3.36)
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3.1.3 Metoda polarizaţiei cu relaxare

Ideea relaxării aplicată metodei polarizaţiei [67] poate fi explicată simplu folosind o funcţie

f reală de o singură variabilă reală. Presupunem că f este contracţie (fie λ factorul de

contracţie) şi notăm cu x∗ punctul ei fix. Un algoritm iterativ fără relaxare calculează

termenii succesiv astfel:

x0 , x1 = f(x0) , x2 = f(x1). (3.37)

Se poate arăta foarte uşor că

‖x2 − x∗‖ ≤ λ

1 − λ
‖x2 − x1‖. (3.38)

Într-o procedură cu relaxare, succesiunea este următoarea:

x0 , x1 = f(x0), (3.39)

x1 se relaxează

y1 = x0 + ω(x1 − x0), (3.40)

iar următoarea valoare este

y2 = f(y1). (3.41)

Se poate arăta uşor că

‖y2 − x∗‖ ≤ λ

1 − λ
‖y2 − y1‖. (3.42)

În aceste condiţii y2 este mai bun decât x2 dacă

‖y2 − y1‖ ≤ ‖x2 − x1‖,
⇔ ‖f(y1) − y1‖ ≤ ‖f(x1) − x1‖, (3.43)

unde y1 = x0 + ω(x1 − x0).

Iată algoritmul procedurii de relaxare pentru f (o funcţie reală de o variabilă

reală):

1.iniţializează x0

2.k = 1

3.repetă

3.1. calculează xk = f(xk−1)

3.2. dacă ‖f(xk) − xk‖ < ε stop

3.3. △x = xk − xk−1

3.4. minimizează g(ω) = ‖f(xk−1 + ω△x) − (xk−1 + ω△x)‖ =⇒ ω

3.5. xk = xk−1 + ω△x

3.6. xk+1 = f(xk)

3.7. k = k + 2

până când (1 < 0) ; ciclu infinit
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În cazul rezolvării prolemei de câmp electromagnetic, acest algoritm se traduce uşor,

ı̂nlocuind x cu I şi f cu ÎB̂a unde B̂a este operatorul care rezolvă problema liniară de

câmp, iar Î este operatorul care realizează corecţia potenţialelor.

Iată algoritmul metodei polarizaţiei cu relaxare pentru rezolvarea unei probleme

de câmp:

1.iniţializează I0

2.k = 1 ; k reprezintă contorul iteraţiilor neliniare

3.repetă

3.1. Bk = B̂a(Ik−1) ;calculează câmpul

Ik = Î(Bk) ;corectează polarizaţia

3.2. Bk+1 = B̂a(Ik);

dacă ‖Î(Bk+1) − Ik‖2 < ε stop

3.3. △I = Ik − Ik−1

3.4. △B = Bk+1 − Bk

rezolvă g′(ω) = 0 =⇒ ω

dacă g(ω) > g(1.) =⇒ ω = 1.0 ;punctul găsit este un maxim

3.5. Ik = Ik−1 + ω△I

3.6. Ik+1 = Î(Bk + ω△B)

3.7. k = k + 2

până când (1 < 0) ;ciclu infinit

Expresia funcţiei de minimizat este

g(ω) = ‖f(xk−1 + ω△x) − (xk−1 + ω△x)‖2 =

= ‖ÎB̂a(Ik−1 + ω△I) − (Ik−1 + ω△I)‖2 =

= ‖Î(Bk + ω△B) − (Ik−1 + ω△I)‖2, (3.44)

iar derivata ei este

1

2
g′(ω) = 〈 ∂Î

∂B
|Bk+ω△B · △B −△I, Î(Bk + ω△B) − (Ik−1 + ω△I)〉. (3.45)

Observaţie: B̂a nu este un operator liniar ci unul afin. El se poate descompune ı̂nsă

ca suma dintre un operator corespunzător curenţilor şi condiţiilor de frontieră nenule (să

ı̂l notăm B̂J) şi un operator liniar (B̂al) corespunzător polarizaţiilor. De aceea

B̂a(Ik−1 + ω△I) = B̂J(0) + B̂al(Ik−1 + ω△I) =

= B̂J(0) + B̂al(Ik−1) + ωB̂al(△I) =

= B̂a(Ik−1) + ω(B̂al(Ik) + B̂al(Ik−1) + B̂J(0) − B̂J(0)) =

= B̂a(Ik−1) + ω(Bk+1 − Bk) (3.46)

= Bk + ω△B, (3.47)
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expresie folosită la pasul 3.6 al algoritmului.

3.1.4 Metoda Newton

Să presupunem că materialul magnetic al problemei este caracterizat de o relaţie consti-

tutivă neliniară H = ν(B)B, unde ν este reluctivitatea statică. Am preferat să schimbăm

notaţia pentru că condiţiile pe care trebuie să le satisfacă funcţia neliniară ı̂n metoda

Newton sunt altele decât cele cerute funcţiei de material ı̂n metoda polarizaţiei. S-a notat

cu

wm =

∫
B

0

H(b)db (3.48)

densitatea de energie magnetică ı̂n fiecare punct.

Pentru prezentarea metodei vom folosi formularea ı̂n potenţial magnetic vector prezen-

tată ı̂n paragraful 3.1.1. În [65] se demonstrează următoarea teoremă:

Rezolvarea problemei liniare (cu ν fixat):

rot (νrotA) = J (3.49)

cu condiţia de etalonare

div (σA) = 0 (3.50)

şi condiţiile de frontieră:

• (a) Pe Sh se dă (νrotA)t = f ;

• (b) σA · n = 0 pe Sh ;

• (c) Pe Sb se dă At = g;

• (d) Dacă Sb este formată din n suprafeţe disjuncte Sk , atunci pe n − 1 din ele se dau

fluxurile lui σA, deci
∫

Sk
σA · n dA = 0, pentru k = 1, . . . , n − 1,

este echivalentă cu minimizarea funcţionalei:

F(A) =
1

2

∫

Ω

νrot 2A dΩ −
∫

Ω

J · A dΩ −
∫

Sh

(A × f) · n dA (3.51)

unde F : H → IR, H fiind mulţimea funcţiilor A care ı̂ndeplinesc condiţia de etalonare

şi condiţiile de frontieră (b), (c) şi (d).

Observaţii:

1. În teorema de mai sus am presupus că ı̂n domeniul de studiu nu există pânze de curent,

presupunere care o vom menţine şi ı̂n cele ce urmează.

2. Condiţia de frontieră (a) trebuie să fie compatibilă cu ecuaţia (3.2), adică
∫

∂S
f dr =

∫

S
Jn dA pentru (∀)S ⊂ ∂Ω cu ∂S ⊂ Sh.

3. Condiţiile (b) şi (d) nu au semnificaţie fizică, dar sunt necesare pentru a asigura

unicitatea potenţialului vector A.



3.1. ALGORITMI PENTRU REZOLVAREA PROBLEMELOR NELINIARE 55

Ar fi de dorit să găsim şi ı̂n cazul ı̂n care materialul nu este liniar magnetic o funcţională

de tipul (3.51). În (3.51) se observă imediat că prima integrală reprezintă energia mag-

netică ı̂nmagazinată ı̂n Ω. Deci (3.51) poate fi scrisă şi sub forma

F(A) =

∫

Ω

wm(A) dΩ −
∫

Ω

J · A dΩ −
∫

Sh

(A × f) · n dA, (3.52)

unde F : H → IR, H fiind mulţimea funcţiilor A care ı̂ndeplinesc condiţia de etalonare şi

condiţiile de frontieră (b), (c) şi (d) iar f = Ht ı̂n punctele de pe Sh .

Relaţia (3.52) poate fi privită ca fiind valabilă pentru materiale neliniare magnetic dacă

pentru densitatea de energie se consideră expresia (3.48). Se poate arăta (conform [144])

că, deoarece primul termen ı̂n (3.52) reprezintă o energie, condiţiile pentru existenţa şi

unicitatea soluţiei sunt: funcţiile caracteristice de magnetizare B(H) ale materialelor din

problemă să fie monoton crescătoare, ı̂n timp ce prima derivata µd(H) = dB/dH să fie

monoton descrescătoare.

Cazul problemelor plan-paralele.

În cele ce urmează vom urmări minimizarea funcţionalei (3.52) ı̂n cazul problemelor

plan-paralele. Planul problemei se consideră a fi planul XY, densitatea de curent J este

orientată ı̂n directia axei Z (de versor k), potenţialul magnetic vector A este presupus de

asemenea orientat ı̂n direcţia axei Z (asigurându-se ı̂n acest fel satisfacerea condiţiei de

etalonare div A = 0).

Vom nota

A = A(x, y)k, J = J(x, y)k. (3.53)

Minimizarea funcţionalei (3.52) pentru cazul neliniar urmăreşte aceeaşi tehnică ca ı̂n

cazul problemelor liniare.

Presupunem că domeniul problemei este discretizat ı̂ntr-o multime de elemente finite

şi ne vom concentra atenţia asupra unui element.

Potenţialul A este aproximat prin

A(x, y) =
∑

i∈e

AiΨi(x, y), (3.54)

unde (x, y) este un punct ı̂n interiorul elementului e, iar indicele i parcurge nodurile

elementului e. Ai reprezintă valoarea lui A ı̂n nodul i iar Ψi(x, y) reprezintă funcţia de

formă corespunzatoare nodului i.

Cu această substituţie, F(A) devine o funcţie de un număr finit de variabile, iar pro-

cesul de minimizare este reprezentat de

∂F
∂Ai

= 0, (3.55)
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cu i parcurgând nodurile. Relaţia (3.55) scrisă dezvoltat devine

∂

∂Ai

(∫

Ω

wm dΩ

)

− ∂

∂Ai

(∫

Ω

JA dΩ

)

− ∂

∂Ai

(∫

Ch

(A × f) · n ds

)

= 0. (3.56)

Iată contribuţiile fiecărui element e la termenii ecuaţiei (3.56):

• Contributia elementului e la primul termen din (3.56)

∂

∂Ai

(∫

e

wm dΩ

)

=

∫

e

∂wm

∂Ai

dΩ. (3.57)

Dar
∂wm

∂Ai

=
∂

∂Ai

(∫ B

0

ν(b)b db

)

. (3.58)

În cele ce urmează este mai convenabil să se considere reluctivitatea ca o funcţie de

pătratul inducţiei magnetice. De aceea facem schimbarea de variabilă

b =
√

b1 ⇒ db =
1

2
√

b1

db1; (3.59)

(3.58) devine

∂wm

∂Ai

=
∂

∂Ai

(
∫ B2

0

ν(
√

b1)
√

b1
1

2
√

b1

db1

)

=

=
1

2

∂

∂Ai

(
∫ B2

0

ν1(b
2) d(b2)

)

, (3.60)

unde am notat ν(
√

b1) = ν1(b1) (deci ν1(b
2) = ν(b)). Cu această notaţie (3.60) se mai

poate scrie

∂wm

∂Ai

=
1

2

∂

∂B2

(
∫ B2

0

ν1(b
2) d(b2)

)

∂B2

∂Ai

=

=
1

2
ν1(B

2)
∂B2

∂Ai

, (3.61)

deoarece ∂
∂x

∫ x

0
f(y) dy = f(x). Reluând (3.57)

∂

∂Ai

(∫

e

wm dΩ

)

=

∫

e

1

2
ν1(B

2)
∂B2

∂Ai

dΩ. (3.62)

Dar

B = rotA =
∂A

∂y
i − ∂A

∂x
j, (3.63)
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de unde

B2 =

(
∂A

∂y

)2

+

(
∂A

∂x

)2

=

=

(

∂

∂y

∑

j∈e

AjΨj(x, y)

)2

+

(

∂

∂x

∑

j∈e

AjΨj(x, y)

)2

=

=

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂y

)2

+

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂x

)2

. (3.64)

Rezultă că, dacă i este unul din vârfurile elementului e, atunci

∂B2

∂Ai

= 2

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂y

)

∂

∂Ai

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂y

)

+

+ 2

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂x

)

∂

∂Ai

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂x

)

=

= 2

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂y

)

∂Ψi(x, y)

∂y
+ 2

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂x

)

∂Ψi(x, y)

∂x
.

Reluând (3.62)

∂

∂Ai

(∫

e

wm dΩ

)

=

=

∫

e

ν1(B
2)

[

∂Ψi(x, y)

∂y

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂y

)

+
∂Ψi(x, y)

∂x

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂x

)]

dΩ =

=

∫

e

ν1(B
2)
∑

j∈e

[

Aj

(
∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y
+

∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x

)]

dΩ =

=
∑

j∈e

Aj

∫

e

ν1(B
2)

(
∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y
+

∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x

)

dΩ =

def
=
∑

j∈e

Ajs
(e)
ij . (3.65)

Observaţie: dacă j nu este unul din vârfurile elementului e atunci s
(e)
ij = 0.

• Contribuţia elementului e la al doilea termen din (3.56)

∂

∂Ai

(∫

e

JA dΩ

)

=

∫

e

∂

∂Ai

(

J
∑

j∈e

AjΨj(x, y)

)

dΩ =

=

∫

e

JΨi(x, y) dΩ
def
= t

(e)
i . (3.66)

Observaţie: dacă i nu este unul din vârfurile elementului e atunci t
(e)
i = 0.
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• Contribuţia elementului e la al treilea termen din (3.56)

Fie e un element care are o latură pe Ch . Atunci, contribuţia lui este:

∂

∂Ai

(
∫

Ce
h

(A × f) · n ds

)

=

∫

Ce
h

∂

∂Ai

(
∑

j∈e

AjΨj(x, y)(k × f) · n
)

ds =

=

∫

Ce
h

Ψi(x, y)(k × f) · n ds =

def
= t

′(e)
i . (3.67)

În final, sistemul de rezolvat este de tipul

SA = T, (3.68)

unde la matricea S contribuie toate elementele cu

s
(e)
ij =

∫

e

ν1(B
2)

(
∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y
+

∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x

)

dΩ, (3.69)

iar la vectorul T contribuie elementele ı̂n care J 6= 0 cu

t
(e)
i =

∫

e

JΨi(x, y) dΩ (3.70)

şi elementele care au laturi pe frontiera pe care se dă Ht cu

t
′(e)
i =

∫

Ce
h

Ψi(x, y)(k × f) · n ds. (3.71)

Metoda Newton. Algoritmul pentru probleme plan-paralele.

Considerăm funcţionala de energie

F(A) =

∫

Ω

wm(A) dΩ −
∫

Ω

J · A dΩ −
∫

Sh

(A × f) · n dA, (3.72)

unde F : H → IR, H fiind mulţimea funcţiilor A care ı̂ndeplinesc condiţia de etalonare şi

condiţiile de frontieră (b), (c) şi (d) iar f = Ht ı̂n punctele de pe Sh .

În cazul problemelor plan-paralele, funcţionala (3.72) devine

F(A) =

∫

Ω

wm(A) dΩ −
∫

Ω

JA dΩ −
∫

Ch

A(k × f) · n ds. (3.73)

Fie A∗ soluţia exactă a problemei şi

A = A∗ − δA (3.74)

o estimare aproximativă a potenţialului, apropiată de A∗.
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În metoda elementelor finite A =
∑

i AiΨi(x, y), deci F poate fi privită ca o funcţie

multidimensională F(A1, . . . , AN).

Dezvoltarea ı̂n serie Taylor a unei funcţii f(x1, x2, . . . , xN) ı̂n jurul punctului

(x01, x02, . . . , x0N) este

f(x1, x2, . . . , xN) = f(x01, x02, . . . , x0N) +

+
∂f

∂x1

(x01, x02, . . . , x0N)(x1 − x01) +

+ · · · +
+

∂f

∂xN

(x01, x02, . . . , x0N)(xN − x0N) +

+ · · · . (3.75)

Pentru f = ∂F
∂Ai

obţinem

∂F
∂Ai

(A∗) =
∂F
∂Ai

(A) +
∑

j

∂2(F)

∂Ai∂Aj

(A) (A∗ − A)j
︸ ︷︷ ︸

(δA)j

+ · · · . (3.76)

Dar
∂F
∂Ai

(A∗) = 0 (3.77)

şi, neglijând termenii de ordin superior din (3.76), rezultă

δA = −P−1V, (3.78)

unde

(δA)j = (A∗ − A)j, (3.79)

pij =
∂2(F)

∂Ai∂Aj

(A), (3.80)

Vj =
∂F
∂Aj

(A). (3.81)

Metoda iterativă porneşte de la nişte valori iniţiale pentru A, apoi calculul abaterii faţă

de soluţia exactă cu formula (3.78), abatere care este apoi adăugată estimării iniţiale a

potenţialului. Deoarece derivatele de ordin mai mare sau egal cu 3 au fost neglijate ı̂n

(3.76) rezultă că (3.78) nu dă abaterea exactă ci una aproximativă. Această abatere ar

fi exactă dacă F(A) ar fi o funcţională pătratică; acesta este cazul problemelor liniare

ı̂n care procedura Newton converge ı̂ntr-un singur pas. În cazul problemelor neliniare,

deplasarea calculată cu (3.78) se adaugă vechilor valori pentru a obţine o estimare mai

bună şi ı̂ntregul proces se repetă.

Implementarea acestei metode necesită evaluarea derivatelor (3.80) şi (3.81). Când am

discutat despre minimizarea funcţionalei ı̂n cazul problemelor plan-paralele (paragraful
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3.1.4, pagina 56), am văzut tipurile de termeni care apar prin derivarea ∂F
∂Aj

. Rămâne de

analizat (3.80). Din (3.73) rezultă

∂2(F)

∂Ai∂Aj

=

∫

Ω

∂2(wm)

∂Ai∂Aj

dΩ. (3.82)

Reamintind (3.61)

∂wm

∂Ai

=
1

2
ν1(B

2)
∂B2

∂Ai

,

rezultă că
∂2(wm)

∂Ai∂Aj

=
ν1(B

2)

2

∂2(B2)

∂Ai∂Aj

+
1

2

∂ν1(B
2)

∂B2

∂B2

∂Aj

∂B2

∂Ai

.

• Contribuţia elementului e la integrala (3.82)

p
(e)
ij =

∫

e

ν1(B
2)

2

∂2(B2)

∂Ai∂Aj

dΩ +

∫

e

1

2

∂ν1(B
2)

∂B2

∂B2

∂Aj

∂B2

∂Ai

dΩ. (3.83)

Dar (formula (3.64))

B2 =

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂y

)2

+

(
∑

j∈e

Aj
∂Ψj(x, y)

∂x

)2

.

Deci elementul e contribuie la pij doar dacă nodurile i şi j aparţin elementului e. În

cazul utilizării elementelor triunghiulare de ordinul ı̂ntâi, calculul se simplifică. Astfel,

considerând i, j, k nodurile elementului e, rezultă

∂2(B2)

∂Ai∂Aj

= 2

(
∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x
+

∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y

)

,

∂B2

∂Ai

= 2Ai

[(
∂Ψi(x, y)

∂x

)2

+

(
∂Ψi(x, y)

∂y

)2
]

+

+ 2Aj

(
∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x
+

∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y

)

+

+ 2Ak

(
∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψk(x, y)

∂x
+

∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψk(x, y)

∂y

)

,

∂B2

∂Aj

= 2Aj

[(
∂Ψj(x, y)

∂x

)2

+

(
∂Ψj(x, y)

∂y

)2
]

+

+ 2Ai

(
∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x
+

∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y

)

+

+ 2Ak

(
∂Ψj(x, y)

∂x

∂Ψk(x, y)

∂x
+

∂Ψj(x, y)

∂y

∂Ψk(x, y)

∂y

)

.

(3.84)
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Reluând (3.83) rezultă

p
(e)
ij =

∫

e

ν1(B
2)

(
∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x
+

∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y

)

dΩ +

+

∫

e

2
∂ν1(B

2)

∂B2
[Ai

(
∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψi(x, y)

∂x
+

∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψi(x, y)

∂y

)

+

+ Aj

(
∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x
+

∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y

)

+

+ Ak

(
∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψk(x, y)

∂x
+

∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψk(x, y)

∂y

)

] ·

· [Ai

(
∂Ψi(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x
+

∂Ψi(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y

)

+

+ Aj

(
∂Ψj(x, y)

∂x

∂Ψj(x, y)

∂x
+

∂Ψj(x, y)

∂y

∂Ψj(x, y)

∂y

)

+

+ Ak

(
∂Ψj(x, y)

∂x

∂Ψk(x, y)

∂x
+

∂Ψj(x, y)

∂y

∂Ψk(x, y)

∂y

)

] dΩ.

Pentru a simplifica scrierea, notăm

αab =
∂Ψa

∂x

∂Ψb

∂x
+

∂Ψa

∂y

∂Ψb

∂y
, (3.85)

unde a, b ∈ {i, j, k}. Deci

p
(e)
ij =

∫

e

ν1(B
2)αij dΩ +

+ 2

∫

e

∂ν1(B
2)

∂B2
[Aiαii + Ajαij + Akαik] [Ajαjj + Aiαij + Akαjk] dΩ. (3.86)

Dar, pentru elementele triunghiulare de ordinul ı̂ntâi, B, ν, deci şi ν1 sunt constante ı̂n

interiorul unui element, precum şi derivatele ∂Ψi(x,y)
∂x

, ∂Ψi(x,y)
∂y

. Integralele din (3.86) sunt

de aceea uşor de evaluat, integranzii fiind mărimi constante. Deci

p
(e)
ij = ν1(B

2)αij△ +

+ 2
∂ν1(B

2)

∂B2
△ [Aiαii + Ajαij + Akαik] [Ajαjj + Aiαij + Akαjk] , (3.87)

unde △ este aria elementului e. Se demonstrează că pentru elementul triunghiular de

ordinul ı̂ntâi αij =
bibj+cicj

4△2 unde bi = yj − yk, bj = yk − yi, ci = xk − xj, cj = xi − xk, i, j, k

fiind nodurile elementului, ordonate ı̂n sens trigonometric.

În cele ce urmează vom detalia algoritmul Newton:

1.iniţializare potenţiale

A = valori iniţiale

2.repetă
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2.1. calculează termenul liber V

2.2. calculează matricea Jacobian P cu elementele date de relaţia (3.87)

2.3. rezolvă sistemul liniar PδA = −V şi determină corecţia δA

2.4. corectează A: A = A + δA

până când (δA este neglijabil)

Calculul lui V (etapa 2.1.) presupune:

• 2.1.1. asamblarea matricei S conform relaţiei (3.65), unde

s
(e)
ij =

∫

e

ν1(B
2)αij dΩ = ν1(B

2)αij△

pentru elemente triunghiulare de ordinul ı̂ntâi;

• 2.1.2. asamblarea vectorului T conform relaţiei (3.66), unde

t
(e)
i =

∫

e

JΨi(x, y) dΩ =
J△
3

pentru elemente triunghiulare de ordinul ı̂ntâi (̂ın care J se consideră constant ı̂n interiorul

unui element);

• 2.1.3. asamblarea vectorului T ′ conform relaţiei (3.67), unde

t
′(e)
i =

∫

Ce
h

Ψi(x, y)(k × f) · n ds = (k × f) · n lsegm

2

pentru elemente triunghiulare de ordinul ı̂ntâi (lsegm fiind lungimea laturii elementului e

care este situată pe frontiera Ch , frontiera pe care se dă Ht = f);

• 2.1.4 V = SA − T − T ′.

Observaţie: În cazul problemei neliniare, condiţia de frontieră de tip natural este cea

care dă valoarea lui Ht pe o parte a frontierei (Sh ), condiţiile esenţiale care trebuie impuse

sistemului fiind (vezi şi pagina 44):

• Pe Sh : An = 0, condiţie ı̂ndeplinită automat ı̂n cazul problemelor plan-paralele ı̂n care

A = Ak;

• Pe Sb : se dă At, condiţie care ı̂n cazul problemelor plan-paralele semnifică impunerea

valorii scalare A ı̂n noduri;

• Dacă Sb este formată din n suprafeţe disjuncte, pe n − 1 se dau fluxurile
∫

Sk
An dA =

0, k = 1, . . . , n − 1, condiţie ı̂ndeplinită automat ı̂n cazul problemelor plan-paralele.

Algoritm Newton - regim magnetic stationar, 2D, XY, MEF:

1.citeşte datele problemei:

- geometria;

- datele de material;
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- sursele (J);

- condiţiile de frontieră:

(a) noduri ı̂n care se dau valorile lui A;

(b) segmente pe care se dă Ht (notăm (k × Ht)n = g).

2.iniţializări

pentru i ∈ { toate nodurile }
Ai = 0

pentru i ∈ { toate nodurile pe care se impune A }
Ai = valoarea impusă

3.procedura Newton

repetă

3.1. calculează V şi Jacobianul P

pentru e ∈ { toate elementele } (e de noduri i, j, k)

pentru fiecare nod ∈ e (fie nodul i)

h = b2
i + c2

i ; h = 4αii△2

hij = bibj + cicj ; hij = 4αij4△2

hik = bibk + cick ; hik = 4αik4△2

temp3 = dν(B)
dB2 /(8△3)

asamblează S şi incepe asamblarea lui P

s
(e)
ii = p

(e)
ii = hν/(4△)

s
(e)
ij = p

(e)
ij = hijν/(4△)

s
(e)
ik = p

(e)
ik = hikν/(4△)

asamblează T

t
(e)
i = J△/3

dacă e este neliniar (temp3 6= 0), continuă asamblarea lui P :

tempi = Aih + Ajhij + Akhik

hjj = b2
j + c2

j

hjk = bjbk + cjck

hkk = b2
k + c2

k

tempj = Ajhjj + Aihij + Akhjk

tempk = Akhkk + Aihik + Ajhjk

p
(e)
ii = p

(e)
ii + temp3 · tempi2

p
(e)
ij = p

(e)
ij + temp3 · tempi · tempj

p
(e)
ik = p

(e)
ik + temp3 · tempi · tempk

pentru toate segmentele pe care se impune Ht (fie i, j capetele):

asamblează T ′

t
′(segm)
i = glsegm/2

t
′(segm)
j = glsegm/2

V = SA − T − T ′
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3.2. rezolvă PδA = −V

3.3. pentru i ∈ {toate nodurile in afara de cele pe care se impune A}
Ai = Ai + (δA)i

până când (‖δA‖ < valoare impusă)

Majoritatea timpului consumat pe iteraţie se datorează rezolvării sistemului liniar şi

evaluării derivatei dν(B)
dB2 .

3.1.5 Comparaţii

In acest paragraf am prezentat mai detaliat două metode de rezolvare a problemelor

de câmp magnetic staţionar ı̂n medii neliniare magnetic: metoda Newton şi metoda

polarizaţiei (cu şi fără relaxare). Metoda Newton are avantajul unei convergenţe rapide

(pătratice) ı̂n apropierea soluţiei dar are dezavantajul că nu este ı̂ntotdeauna convergentă.

Metoda polarizaţiei are avantajul că este ı̂ntotdeauna convergentă, dar are dezavantajul

unei convergenţe liniare.

Poate că un algoritm ı̂ntelept ar trebui să combine avantajele celor două metode şi

anume să ı̂nceapă prin iteraţii ale metodei polarizaţiei după care la un moment dat ar

trece pe iteraţii Newton-Raphson. În alegerea acestui moment de trecere ar trebui să se

ţină cont şi de alţi indicatori şi/sau estimatori de eroare.

O problemă importantă o constituie şi rezolvarea sistemului liniar. În cazul metodei

polarizaţiei, matricea coeficienţilor sistemului este ı̂ntotdeauna aceeaşi, de aceea ı̂n acest

caz se poate folosi o metodă directă de rezolvare a sistemului (factorizare LU - varianta

Cholesky pentru că matricea sistemului este simetrică şi pozitiv definită). În cazul metodei

Newton-Raphson se pot aborda două strategii. Una din ele este să se rezolve sistemul

liniar printr-o metoda directă, caz ı̂n care se recomandă ca matricea Jacobian să nu se

recalculeze la fiecare iteraţie având ı̂n vedere că ea nu se schimbă prea mult de la o iteraţie

la alta. Matricea Jacobian se calculează pentru primele L iteraţii Newton-Raphson apoi

se menţine neschimbată M iteraţii, se recalculează la iteraţia L+M +1 şi apoi se menţine

neschimbată ş.a.m.d. Având ı̂n vedere că pe parcursul a M iteraţii matricea coeficienţilor

sistemului de rezolvat este neschimbată, se poate folosi şi aici o factorizare LU. Un avantaj

suplimentar ı̂l putem obţine ı̂n cazul unei numerotări convenabile a nodurilor şi anume se

ı̂ncepe cu nodurile de care sunt agăţate doar elemente liniare şi apoi se continuă cu restul

nodurilor. In cazul ı̂n care astfel de noduri sunt majoritare algoritmul pentru factorizarea

LU a matricei coeficienţilor corespunzatoare unui grup de M iteraţii poate ţine cont de

factorizarea grupului anterior ı̂n vederea micşorării timpului de calcul. O altă posibiltate

este să se folosească o metodă iterativă pentru rezolvarea sistemului liniar, avantajul
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principal al acestei soluţii constând ı̂n posibilitatea aplicării tehnicilor eficiente de matrice

rare.

În ce priveşte curbele de magnetizare, ele trebuie să fie monotone pentru a putea fi

folosite de metoda polarizaţiei şi necesită o prelucrare suplimentară (interpolare) pentru

a putea fi folosite de metoda Newton-Raphson.

3.1.6 Condiţii de frontieră pentru domenii nemărginite

Metoda elementelor finite asociată unui model matematic diferenţial necesită ca domeniul

de calcul al problemei să fie mărginit. În problemele ı̂n care domeniul este nemărginit,

modelul numeric are o frontiera artificială plasată suficient de departe astfel ı̂ncât pe ea

câmpul să se anuleze şi să poată fi presupuse adevărate condiţii nule de frontieră de tip

Dirichlet sau Neumann. În consecinţă problema cuprinde o regiune mare de aer care

trebuie discretizată. O alternativă la această abordare ar fi găsirea unei condiţii asociate

unei frontiere ”deschise”1 (care nu trebuie să fie dusă cât mai departe de sursele de câmp),

dar care să simuleze infinitatea mediului ı̂nconjurător. Aceast lucru se realizează folosind

o formulare integrală pentru domeniul exterior frontierei. Discretizarea acestei formulări

integrale se face cu ajutorul metodei elementelor de frontieră. Elementele de frontieră

apar ı̂n mod natural prin discretizarea domeniului interior ı̂n elemente finite.

Există mai multe posibilităţi de a trata formulările integrale, deci metoda elementelor

de frontieră atunci când sunt cuplate cu formulări diferenţiale, deci cu metoda elementelor

finite. Un articol de referinţă despre acest subiect este [134] ı̂n care se clasifică abordările

ı̂n: metoda surselor de simplu strat, metoda identităţii Green şi metoda Treftz. Pentru

primele două metode, pentru obţinerea sistemului discretizat, se poate folosi fie metoda

colocaţiei, fie o metodă variaţională.

În acest paragraf vom arăta cum se tratează o frontieră deschisă ı̂n cazul unei probleme

plan paralele de regim magnetic staţionar folosind metoda identitătii Green. Înainte de

aceasta vom prezenta două teoreme de unicitate pentru regimul magnetic staţionar (cazul

3D şi cazul 2D) ı̂n care frontiera domeniului este caracterizată de o condiţie mai specială,

care apare din considerarea mediului exterior.

• Formularea problemei cu frontieră deschisă (cazul 3D)

Domeniul problemei va fi ı̂mpărţit ı̂n două părti disjuncte. Un domeniu interior Di,

simplu conex, ı̂n care se găsesc materiale neliniare şi surse de câmp, mărginit de o suprafaţă

ı̂nchisă Σ şi un domeniu exterior suprafeţei Σ, notat De, care se extinde până la infinit.

Normala exterioară la domeniul interior o notăm cu n, iar cea interioară este n′ = −n.

Suprafaţa ı̂nchisă Σ va fi aleasă astfel ı̂ncât să treacă numai prin aer iar domeniul exterior

(care are µ = µ0) să nu conţină surse de câmp (figura 3.1).

1”open boundary”
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În aceste condiţii ı̂n domeniul exterior (care este simplu conex) şi cel puţin pe o mică

”coajă” lipită de Σ din domeniul interior putem folosi potenţialul magnetic scalar V (P )

definit astfel ı̂ncât H = −grad V . Acesta satisface ı̂n domeniul exterior ecuaţia lui Laplace

∆V = 0 şi tinde către zero când P → ∞ mai repede decât 1/RP . Pe frontiera Σ presupusă

suficient de netedă potenţialul V va fi continuu la fel ca şi derivata sa după normală.

Folosind identitatea Green se poate arăta

J
(H=-grad V)

Pn

D

µ(Β)

D

e

i

o

o

Σ

µ

µ

V = 0

Figura 3.1: Împărţirea ı̂n domenii ı̂n cazul

3D

uşor că

V (P ) =

∮

∑
V (Q)

∂G(P,Q)

∂nQ

dAq, (3.88)

unde P este un punct ı̂n domeniul exterior

iar G este funcţia Green care satisface −∆G(P,Q)

= δ(P,Q), G|Σ = 0. Derivând relaţia (3.88)

ı̂n punctele de pe frontiera Σ rezultă
(

∂V

∂n

)

(P ) =

∮

∑
V (Q)

∂2G(P,Q)

∂nP ∂nQ

dAq.

(3.89)

Relaţia (3.89) defineşte un operator integral

care exprimă o relaţie ı̂ntre valorile derivatei după normală ale potenţialului pe frontieră

şi valorile lui ı̂n toate punctele frontierei. Vom nota acest operator cu P . El se numeşte

operatorul Poincaré-Steklov, este un operator liniar şi se demonstrează că este simetric şi

negativ definit [74].

TEOREMĂ DE UNICITATE (3D): Problema determinării câmpului magnetic

staţionar (B,H) ı̂n domeniul interior Di, care satisface ı̂n Di ecuaţiile

rotH = J , div B = 0 , B = F (H), (3.90)

unde F este o funcţie uniform monotonă, admite soluţie unică dacă pe frontiera Σ se

impune o relaţie de tipul
∂V

∂n

∣
∣
∣
∣
Σ

= P (VΣ) , (3.91)

unde P este un operator liniar negativ.

Negativitatea operatorului P se scrie explicit
∮
∑ V ∂V

∂n
dA ≤ 0. Pentru demonstraţie

se presupune prin reducere la absurd că există două perechi diferite de soluţii (B′,H′)

şi (B′′,H′′) şi notăm cu (Bd,Hd) diferenţa lor. Deoarece rotHd = 0 se poate defini un

potenţial scalar Vd astfel ı̂ncât Hd = −grad Vd. În aceste condiţii putem scrie că
∫

Di

Hd · Bd dv = −
∫

Di

grad Vd · Bd dv = −
∫

Di

div (VdBd) dv = −
∮

∑
VdBd · n dA =

= −
∮

∑
Vdµ0Hd · n dA = µ0

∮

∑
Vdgrad Vd · n dA = µ0

∮

∑
Vd

∂Vd

∂n
dA ≤ 0 (3.92)
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Pe de altă parte ı̂nsă
∫

Di

Hd · Bd dv = < Bd,Hd >=< F (H′) − F (H′′),H′ − H′′ >

≥ λ‖H′ − H′′‖2 ≥ 0 (3.93)

din condiţia de monotonie. Ecuaţiile (3.92) şi (3.93) nu pot fi satisfăcute simultan decât

dacă cele două soluţii sunt identice, concluzie ce contrazice ipoteza iniţială.

Ca un corolar la această teoremă se poate demonstra că soluţia problemei formulată

anterior ı̂n domeniul interior este identică cu restricţia la domeniul interior a soluţiei unei

probleme definită ı̂n ı̂ntreg spaţiul infinit (cu condiţia de regularitate la infinit corespun-

zătoare). Pentru demonstraţie se consideră tot câmpul diferenţă. Acesta are divergenţă

zero, rotorul zero, satisface aceeaşi relaţie pe frontieră (pentru că operatorul P este liniar).

Relaţia constitutivă dintre Bd şi Hd este Bd = F (H+H2)−B2, tot uniform monotonă. Se

observă că un câmp diferenţă zero satisface toate aceste condiţii, şi cum sunt ı̂ndeplinite

toate condiţiile teoremei de unicitate rezultă ca acestă valoare este unică.

• Formularea problemei cu frontieră deschisă (cazul 2D)

În cazul problemei plan paralele suprafaţa

J

Pn

D

D

µ(Β)

e

i

o

o

µ

µ

Γ

(B = rot (A k) )

A = 0

Figura 3.2: Împărţirea ı̂n domenii ı̂n cazul

2D

Σ devine curba ı̂nchisă Γ, iar formularea prob-

lemei se face exclusiv ı̂n A, componenta după

axa z a potenţialului vector (figura 3.2).

În domeniul exterior potenţialul satisface ecuaţia

Laplace. Pe frontiera Γ suficient de regulată

potenţialul este continuu şi de asemenea şi

derivata sa după normală este continuă.

TEOREMĂ DE UNICITATE (2D): Prob-

lema determinării potenţialului magnetic vec-

tor A = Ak al câmpului magnetic staţionar

ı̂n domeniul interior Di, care satisface ı̂n Di

ecuaţia

−div (F−1grad A) = J, (3.94)

unde F este o funcţie uniform monotonă cu H×F (H) = 0 pentru orice H, admite soluţie

unică dacă pe frontiera Γ se impune o relaţie de tipul
(

∂A

∂n

)

Γ

= P (AΓ) , (3.95)

unde P este un operator liniar negativ.

Pentru demonstrarea acestei teoreme vom face din nou un raţionament de reducere

la absurd. Presupunem că ar exista două soluţii A′ şi A′′ ale problemei şi vom nota
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cu Ad diferenţa lor. Vom considera ı̂n acelaşi timp şi câmpurile asociate lor. Rezultă că

Bd = rotAd (unde Ad = Adk). Deoarece rotHd = 0, există V astfel ı̂ncât Hd = −grad V .

Similar ca ı̂n relaţia (3.92) se arată că
∫

Di

Hd · Bd dv = −
∮

Γ

V Bd · n dl. (3.96)

Şi integrala (3.96) este negativă deoarece

−
∮

Γ

V Bd · n dl = ν0

∮

Γ

Ad
∂Ad

∂n
dl, (3.97)

cu ν0 = 1/µ0. Membrul drept din (3.97) este mai mic sau egal cu zero datorită negativităţii

operatorului P . Pentru demonstrarea egalitătii (3.97) se ı̂nlocuiesc ı̂n ea relaţiile:

Bd =
∂Ad

∂y
i − ∂Ad

∂x
j, (3.98)

ν0
∂Ad

∂y
= −∂V

∂x
, (3.99)

ν0
∂Ad

∂x
=

∂V

∂y
, (3.100)

rezultând o relaţie echivalentă
∮

Γ

rot (V Ad) · n dl = 0, (3.101)

ı̂ntotdeauna adevărată. Relaţiile (3.99) şi (3.100) sunt deduse din relaţia Hd = −grad V

unde pe frontieră Hd = ν0Bd.

Rezultă astfel că mărimile de câmp diferenţă sunt nule, deci rotAd = 0 şi cele două

soluţii diferă până la o constantă. Dacă se impune ı̂ntr-un punct din domeniul interior

(sau de pe frontieră) o anumită valoare (de exemplu 0), atunci A′ şi A′′ coincid.

3.1.7 Modelul numeric hibrid diferenţial-integral (FEM-BEM)

În cazul problemelor plan-paralele, o soluţie fundamentală dată de funcţia Green este

G(P,Q) = 1
2π

ln( 1
RPQ

). Aplicând formula Green domeniului exterior (figura 3.2), rezultă

2πA(P ) =

∮

Γ

∂A

∂n′
(Q)ln

(
1

RPQ

)

dlq −
∮

Γ

A(Q)
RPQ · n′

R2
PQ

dlq, (3.102)

unde P este un punct ı̂n domeniul exterior. Când P se apropie de Γ integrala a doua din

membrul drept al relaţiei (3.102) este improprie. Fie Pk un punct pe Γ. Eliminăm o mică

vecinătate (curba Cε) a lui din Γ (figura 3.3). Integrala a doua devine

−
∮

Γ

A(Q)
RPQ · n′

R2
PQ

dlq = −
∫

Γ−Cε

A(Q)
RPQ · n′

R2
PQ

dlq +

∫

Cε

A(Q)
(−RPQ) · n′

R2
PQ

dlq. (3.103)



3.1. ALGORITMI PENTRU REZOLVAREA PROBLEMELOR NELINIARE 69

D
i

e

n

Pk

Q P

R
PQ

Cε

Γ

βk

D

Figura 3.3: Tratarea integralei improprii

Când P tinde către Pk, integrala pe Cε tinde către αA(Pk), unde pe Cε (care este

extrem de mică) se poate presupune că potenţialul este constant, iar α este unghiul sub

care se vede frontiera din P atunci când P tinde către Pk. Dacă am calcula integrala

direct ı̂n punctul Pk atunci integrala pe Cε este zero deoarece RPQ este perpendiculară

pe n′. În consecinţă această integrală are un salt descrescător de αA(Pk) la trecerea din

domeniul exterior pe frontieră. De aceea, dacă dorim să scriem relaţia (3.102) ı̂ntr-un

punct Pk de pe frontieră, din membrul stâng trebuie să scădem αAk. Notăm 2π−α = βk.

Relaţia (3.102) scrisă ı̂ntr-un punct Pk al frontierei devine

βkAk =

∮

Γ

A(Q)
RPkQ · n

R2
PkQ

dlq −
∮

Γ

∂A

∂n
(Q)ln

(
1

RPkQ

)

dl. (3.104)

Relaţia (3.104) este cea care se discretizează. Pentru aceasta aproximăm frontiera Γ cu

o linie poligonală formată din m segmente. Vom nota cu Si un segment [Pi, Pi+1] unde

i = 1, . . . ,m iar Pm+1 coincide cu P1 şi Pm coincide cu P0. Pentru a asigura continuitatea

cu modelul numeric al elementelor finite ce discretizează domeniul interior vom aproxima

potenţialul A pe fiecare segment Si ca având o variaţie liniară şi derivata lui după normală

ca fiind constantă pe fiecare segment Si. Ecuaţia (3.104) discretizată devine

βkAk =
m∑

i=1

∫

Si

A(Q)
RPkQ · n

R2
PkQ

dlQ −
m∑

i=1

∫

Si

∂A

∂n
(Q)ln

(
1

RPkQ

)

dlQ. (3.105)

Notând Ai = A(Pi), A′
i =

(
∂A
∂n

)

Si
şi folosind interpolarea liniară pentru potenţial pe

segmentul Si prima integrală din 3.105 devine

∫

Si

A(Q)
RPkQ · n

R2
PkQ

dlQ = Ai+1

∫ Pi+1

Pi

RPkQ · n
R2

PkQ

lPiQ

Li

dlQ+Ai

∫ Pi+1

Pi

RPkQ · n
R2

PkQ

(

1 − lPiQ

Li

)

dlQ.

(3.106)
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Am notat cu Li lungimea segmentului Si iar lPiQ este variabila de integrare, o coor-

donată care uneşte capătul Pi al segmentului Si cu punctul curent Q aflat pe segmentul

[Pi, Pi+1] (figura 3.4). A doua integrală din (3.105) devine

∫

Si

∂A

∂n
ln

(
1

RPkQ

)

dlQ = A′
i

∫

Si

ln

(
1

RPkQ

)

dlQ. (3.107)

Sistemul discretizat poate fi scris mai compact

βkAk =
m∑

i=1

G′
kiAi −

m∑

i=1

GkiA
′
i (3.108)

sau
m∑

k=1

(G′
ki − βkδki) Ai =

m∑

i=1

GkiA
′
i. (3.109)

Scriind relaţia (3.109) pentru k = 1, . . . ,m rezultă un sistem de ecuaţii pe care ı̂l scriem

matriceal

Cp = Bd, (3.110)

unde C şi B sunt matrice pătrate de dimensiune m iar p şi d sunt vectori coloană de

dimensiune m reprezentând valorile potenţialului A ı̂n nodurile de pe frontieră şi respectiv

derivatele după normală A′ pe segmentele frontierei. Expresiile termenilor matricelor sunt:

cki = G′
ki =

∫ Pi

Pi−1

RPkQ · n
R2

PkQ

lPi−1Q

Li−1

dlQ +

∫ Pi+1

Pi

RPkQ · n
R2

PkQ

(

1 − lPiQ

Li

)

dlQ , i 6= k,

ckk = −βk,

bki = Gki =

∫ Pi+1

Pi

ln

(
1

RPkQ

)

dlQ. (3.111)

Din ecuaţia (3.110) rezultă

d = B−1Cp. (3.112)

Matricea P = B−1C reprezintă discretizarea operatorului integral asociat frontierei.

Calculul integralelor din formulele (3.111) conduce la următoarele expresii adecvate

implementării ı̂ntr-un limbaj de programare. Pentru uşurinţa citirii formulelor am notat

cu L = Li lungimea segmentului [Pi, Pi+1], cu L1 = Li−1 lungimea segmentului [Pi−1, Pi],

r distanţa dintre punctul Pk şi punctul Pi, R distanţa dintre punctul Pk şi punctul Pi+1

şi r1 distanţa dintre puncul Pk şi punctul Pi−1. Cu A am notat aria triunghiului deter-

minat de punctele Pk, Pi, Pi+1 şi cu A1 am notat aria triunghiului determinat de punctele

Pk, Pi, Pi−1. Termenul cki l-am scris ca fiind suma dintre expresiile i1 şi i2 unde i1 este

rezultatul integralei de la Pi−1 la Pi şi i2 este rezultatul integralei de la Pi la Pi+1. Cu d

am notat distanţa dintre punctul Pi+1 şi punctul Pi−1.
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• Elementul bki:

bki = −

L
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• Elementul cki = i1 + i2 cu k 6= i:

Pk

i

Q
P

i

Pi+1
RPQk

l L

Figura 3.4: Notaţii relative la un seg-

ment de frontieră

i1 = 2 A1
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• Elementul cii = −βi:

cii = arccos(
−d2 + L2 + L1

2

2 L L1
)

Cuplarea propriu-zisă cu metoda elementelor finite se face asamblând mai ı̂ntâi ma-

tricea elementelor finite ca şi cum ar exista doar condiţii de frontieră Neumann. Termenii

asociaţi derivatelor după normală se substituie apoi cu expresiile deduse mai sus.

3.1.8 Indicatori de eroare a soluţiei numerice. Reţele adaptive

de discretizare.

Scopul acestui paragraf este de a caracteriza abaterea dintre soluţia numerică şi cea exactă

a unei probleme de câmp magnetic. Evaluarea riguroasă a acestei abateri ar presupune

cunoaşterea soluţiei exacte. Majoranţi ai acestei abateri sunt cunoscuţi sub numele de

estimatori de eroare. Din păcate, determinarea estimatorilor de eroare necesită un efort

de calcul important iar relevanţa lor nu este ı̂n toate cazurile cea aşteptată (de multe ori

ei dau caracterizări ale erorii prea pesimiste). Din aceste motive vom prefera utilizarea

indicatorilor de eroare care au proprietatea că se anulează odată cu abaterea dintre soluţia
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exactă şi cea numerică. Ei permit identificarea punctelor din domeniul de calcul ı̂n care

abaterea dintre soluţia exactă şi cea numerică este semnificativă. Prin folosirea unor

algoritmi de rafinare succesivă locală a reţelei de discretizare ı̂n aceste puncte se obţine

ı̂n final o eroare mică (aşa cum este caracterizată ea de indicatorul ales) atât din punct

de vedere global cât şi local (prin adaptarea reţelei de discretizare la soluţie).

Să presupunem că se lucrează cu potenţialul vector A, iar A′ este aproximarea nu-

merică a soluţiei exacte A. În aceste condiţii ecuaţia div B′ = 0, unde B′ = rotA′, este

automat satisfăcută. În plus, dacă H′ = F (B′) atunci şi ecuaţia constitutivă de material

este satisfăcută exact. Singura ecuaţie care este satisfăcută aproximativ este rotH = J.

În consecinţă se propune calculul densităţii de curent reziduale definită prin

Jr = rotH′ − J (3.113)

şi care va caracteriza local eroarea soluţiei numerice (va fi deci un indicator de eroare).

În cazul metodei elementelor finite ı̂n probleme plan-paralele, pentru o discretizare ı̂n

elemente triunghiulare de ordinul ı̂ntâi, câmpul este constant pe triunghi şi ı̂n consecinţă

rotH = 0 pe fiecare element. Curentul rezidual va avea doar distribuţie superficială pe

laturile elementului şi, eventual, pe volumul elementului dacă J 6= 0. Direcţia curentului

rezidual va fi evident tot direcţia k şi notând Jr = Jrk rezultă că

Jr = div (νgrad A′) + J. (3.114)

Soluţia numerică A′ poate fi deci interpretată ca fiind soluţia exactă a unei probleme ı̂n

care sursele de câmp sunt curenţii J ′

−div (νgrad A′) = J ′. (3.115)

Ecuaţiile (3.114) şi (3.115) sunt privite ı̂n sensul teoriei distribuţiilor. Pornind de la

sistemul de ecuaţii care se rezolvă ı̂n cazul folosirii metodei Galerkin

−
∫

Ω

νgrad Ψi · grad A′ dΩ +

∫

Ω

ΨiJ dΩ +

∮

Γ

νΨig dl = 0 i = 1, . . . , n, (3.116)

unde Ω este domeniul bidimensional al problemei, Ψi este funcţia de formă asociată nodu-

lui i, iar g = ∂A/∂n este condiţia de frontieră Neumann, asociată unei părţi CN din

frontiera Γ a domeniului, se poate demonstra uşor că

∫

Ω

ΨiJr dΩ −
∫

CN

ΨiJrN
dl = 0, (3.117)

unde JrN
= ν(∂A′

∂n
− g) este densitatea unei pânze de curent reziduale corespunzătoare

frontierei Neumann. Pe frontiera Dirichlet Ψ = 0 şi de aceea integrala pe frontieră Γ a

fost redusă la integrala pe porţiunea CN . Ecuaţia (3.117) indică o autoechilibrare globală

a reziduurilor.



3.1. ALGORITMI PENTRU REZOLVAREA PROBLEMELOR NELINIARE 73

În consecinţă, metoda numerică rezolvă exact o altă problemă ı̂n care curenţii iniţiali

din elemente au fost redistribuiţi pe laturile acestora astfel ı̂ncât ei se autoechilibrează.

Pentru un nod interior, ţinând cont de proprietătile

P

(i)

Ck

e

M G

Figura 3.5: Domeniul Ωi

funcţiei Ψi, rezultă următoarea formă a condiţiei (3.117):

∫

Ωi

ΨiJr dΩ = 0 ⇐⇒
∫

Ωi

ΨiJ
′ dΩ =

∫

Ωi

ΨiJ dΩ ⇐⇒
∑

Ck⊂Ωi

∫

Ck

ΨiJ
′
k dlk =

∫

Ωi

ΨiJ dΩ, (3.118)

unde s-a notat cu Ωi domeniul determinat de mulţimea

triunghiurilor care conţin nodul i (figura 3.5), cu Ck

o muchie care concură la nodul i şi cu J ′
k densitatea

pânzei de curent reziduale de pe muchia Ck. Relaţiile

(3.118) arată că autoechilibrarea erorilor are loc şi local, ı̂n jurul fiecărui nod. (Curen-

tul real din vecinătea nodului i, care este o treime din curentul total al elementelor ce

ı̂nconjoară nodul, este egal cu curentul redistribuit ı̂n vecinătea nodului i, care este egal

cu jumătate din curenţii laturilor care concură la nod.) Din acest motiv indicatorul local

de eroare pare mai natural să fie asociat entitătii element sau celei de laturi decât entităţii

nod.
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• Indicator de eroare bazat pe curentul rezidual

Celula elementară ı̂n care se analizează balanţa curentului rezidual reprezintă un tri-

unghi care are un vârf ı̂n nodul (i), un vârf ı̂n centrul de greutate al elementului analizat

şi al treilea vârf ı̂n mijlocul laturii elementului care trece prin nodul (i) (figura 3.5).

Curentul rezidual al tuturor celulelor elementare care concură la nodul (i) este nul. În

schimb, curenţii reziduali din cele patru celule elementare ce conţin segmente dintr-o

latură precum şi curenţii din cele şase celule elementare ale unui element triunghiular nu

se anulează ı̂n mod necesar. Mărimile acestor curenţi reprezintă criterii de performanţă

(indicatori de eroare) pentru laturi şi respectiv pentru elemente. Din analiza cazului uni-

dimensional rezultă că valorile curenţilor reziduali pe celulele elementare sunt corelate

cu densitatea spaţială a curentului real pe când curentul total rezidual pe element este

corelat cu derivata a doua a curentului real.

Din păcate, aceşti indicatori de eroare nu pot fi transformaţi uşor ı̂n mărimi relative,

deoarece este dificil de stabilit o mărime de raportare de tip curent pentru o problemă

arbitrară (de exemplu ı̂n cazul ı̂n care J = 0, g = 0).

• Indicator de eroare bazat pe o mărime de câmp magnetic

Datorită redistribuirii curenţilor, eroarea este chiar diferenţa dintre intensitatea câm-

pului magnetic produsă de curentul iniţial (soluţia exactă) şi cea produsă de curenţii

redistribuiţi (soluţia aproximativă). Determinarea acestei mărimi este complicată şi im-

posibilă fără cunoaşterea soluţiei exacte, de aceea algoritmul propus calculează diferenţa a

două mărimi de tip intensitate a câmpului magnetic determinate cu formula Biot-Savart-

Laplace. În centrul P al fiecărui element se evaluează câmpul produs de curentul iniţial

din element şi câmpul produs de curenţii redistribuiţi. Curenţii din elementele şi la-

turile vecine sunt ponderate cu funcţiile de formă astfel ı̂ncât au o influenţă mai mică.

Fiecărui element i se asociază un număr indicator de eroare. Chiar dacă mediul iniţial

este neomogen, calculul câmpului se face pentru un mediu omogen, acesta fiind punctul

slab al metodei. Neomogenitatea este ascunsă ı̂n valorile curenţilor distribuiţi pe laturile

elementelor.

Algoritm de calcul al indicatorului de eroare de tip intensitate a câmpului

magnetic:

1. pentru fiecare element e

1.1. identifică centrul său (punctul P)

1.2. H = 0

1.3. pentru fiecare nod i al elementului e

1.3.1. pentru fiecare element f ce conţine nodul i

1.3.1.1. calculează H1(P ) datorat curentului real J din

elementul f ponderat cu Ψi
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1.3.1.2. H = H + H1(P )

1.3.2. pentru fiecare latură ce concură la nodul i

1.3.2.1. calculează H2(P ) datorat curentului J ′
s de pe

latură ponderat cu Ψi

1.3.2.2. H = H − H2(P )

1.4 indicator[e] = |H|

După calculul indicatorilor, elementele sunt sortate crescător după valoarea indicatorului

de eroare, şi un anumit procent din coada listei este rafinat. Figurile 3.7 şi 3.8 reprezintă

rafinări consecutive ale problemei din figura 3.6.

 [CC] Contours of A [CC] Contours of A

Figura 3.6: Discretizarea iniţială

şi spectrul inducţiei magnetice

Indicatorul de eroare propus pare a

indica corect zonele unde este nece-

sară rafinarea discretizării şi anume

la interfeţele dintre materiale diferite

şi mai ales ı̂n zonele ı̂n care aceste

interfeţe nu sunt netede (̂ın colţuri).

Mărimea propusă poate fi făcută rel-

ativă prin raportarea ei la valoarea

maximă a intensităţii câmpului mag-

netic din problemă.

Figura 3.7: Discretizarea după două

rafinări succesive

Figura 3.8: Discretizarea după patru

rafinări succesive
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• Indicator de eroare bazat pe o mărime de tip energetic

Pentru a caracteriza local eroarea soluţiei numerice se poate folosi circulaţia lui H′

pe o curbă ce ı̂nconjoară fiecare nod (n). Fie această curbă Γ (figura 3.9) alcătuită din

segmente de mediane.

Ea va trece prin centrele de greutate ale triunghiurilor

l

S
Γ

(n)

Γ

Figura 3.9: Domeniul Ωn şi

curba Γ

care ı̂l au pe (n) ca nod. Curentul rezidual asociat unui nod

este curentul rezidual pe suprafaţa SΓ

irn
=

∫

SΓ

(rotH′ − J) · n dA =

∮

Γ

H · dl −
∫

SΓ

J · n dA =

=
∑

e∋(n)

(∫

Ce

H · dl − Je△e

3

)

=
∑

e∋(n)

(

Hele −
Je△e

3

)

,

(3.119)

ı̂n care Ce este o curbă ce uneşte mijloacele laturilor din

e care concură la nodul (n) iar △e este aria elementului

(triunghiului) e. Curba Ce poate fi aleasă arbitrar ı̂n inte-

riorul elementului e deoarece H este constant şi integrala

nu depinde de forma ei ci doar de punctele ei extreme. În

consecinţă ea va fi aleasă ca segmentul de dreaptă l care

uneşte cele două mijloace ale laturilor (figura 3.9).

Conform relaţiei (3.118), pentru o soluţie numerică determinată exact curentul irn
are

valoare nulă pentru orice nod n.

Proiecţia reziduului peste soluţie reprezintă un indicator global de eroare de natură

energetică, care va fi numit reziduu energetic global

Wr =

∫

Ω

Jr · A dΩ =
∑

e

∫

e

Jr · A dΩ =
∑

(n)

Wrn
=
∑

(n)

irn
An. (3.120)

Deoarece A este o combinaţie liniară de funcţii de formă Ψi şi proiecţia lui Jr pe aceste

funcţii este nulă conform (3.118) rezultă că şi Wr trebuie să fie nulă pentru soluţiile

numerice determinate exact. În fiecare nod contribuţia Wrn
la reziduul energetic global

se calculează ı̂nmulţind potenţialul An cu valoarea curentului rezidual irn

Wrn
= An

∑

e∋(n)

(

Hele −
Je△e

3

)

. (3.121)

Deoarece o mărime relativă este mai utilă decât una absolută, este necesară definirea unei

mărimi globale de tip energie care să fie folosită pentru raportare. Una potrivită ar putea

fi

W =
∑

e

νeB
2
e△e, (3.122)
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măsurată ı̂n Joule şi care este nenulă ı̂n cazul soluţiilor netriviale.

În consecinţă, parametrul global ce caracterizează relativ eroarea cu care a fost deter-

minată soluţia numerică este

ε =
Wr

W
=

∑

(n)[An

∑

e∋(n)(Helen − Je△e/3)]
∑

e νeB2
e△e

. (3.123)

Din punct de vedere local, fiecărui nod i se poate asocia un parametru de performanţă

ε(n) =
Wrn

W
=

An

W

∑

e∋(n)

(Helen − Je△e/3), (3.124)

astfel ı̂ncât ε =
∑

(n) ε(n). ε permite compararea calităţii soluţiei numerice obţinute prin

metode diferite şi ı̂n consecinţă ar putea fi folosit drept criteriu unic de oprire a iteraţiilor

nelinare ı̂n tehnicile polialgoritmice (Newton şi iteraţie simplă).

Parametrii ε(n) pot fi calculaţi cu relaţia (3.124) prin parcurgerea o singură dată a

elementelor şi adăugarea contribuţiei lor la componentele vectorului [ε]. (Fiecare element

contribuie cu expresia An(um − Je△e/3) la fiecare nod al său, ı̂n care um este pe rând

Hele1, Hele2, Hele3 iar An este A1, A2 şi respectiv A3. Cu această ocazie se poate evalua

şi W (fiecare triunghi contribuind cu νeB
2
e△e).

• Rafinarea reţelei

După cum s-a constatat, vectorul [εn] nu este un indicator de eroare, el caracterizează

mai mult abaterea soluţiei numerice aproximative (de exemplu obţinută după câteva

iteraţii neliniare) faţă de cea numerică exactă (limita şirului de iteraţii neliniare), decât

abaterea soluţiei numerice faţă de cea exactă.

Pentru o obţine un indicator de eroare se propune folosirea unui vector [εe] la care

fiecare componentă este asociată unui element e

εe =
Wre

W
=

1

W

∫

e

Jr · A dΩ =
1

W

[

1

2

3∑

f=1

Af (He − Hf ) · lef − JeAe△e

]

, (3.125)

ı̂n care s-a notat cu Ae soluţia ı̂n centrul elementului e, Af soluţia ı̂n mijlocul laturii f

din elementul e (de lungime lef ), He şi Hf câmpul magnetic din elementul e şi respectiv

din elementul vecin f . Suma componentelor acestui vector este chiar ε (formula (3.123)),

deci reprezintă un indicator pentru exactitatea determinării soluţiei numerice, ı̂n schimb

componentele sale reprezintă indicatori locali de eroare şi implicit norma sa reprezintă un

indicator global de eroare.

Un alt indicator de eroare ar putea fi asociat unei laturi l. El are expresia

εl =
Wrl

W
=

1

W

∫

Ωe

Jr·A dΩ =
1

W
[Al(He − Hf ) · lef − JeAe△e/3 − JfAf△f/3] , (3.126)
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unde Ωe este reuniunea celor două triunghiuri (de arii △e/3 şi △f/3 care au baza lef şi

vârfurile ı̂n centrele de greutate ale elementelor e şi f care conţin muchia lef . Ae şi Af sunt

valorile soluţiei ı̂n centrele de greutate ale acestor triunghiuri. Pornind de la indicatorul

de eroare asociat fiecărei muchii se poate determina un indicator asociat triunghiurilor

prin sumarea semiindicatorilor asociaţi celor trei laturi ale elementului. Aceasta se pare

că asigură o robusteţe maximă ı̂n identificarea triunghiurilor cu probleme.

Nodurile la care parametrul |εe| are valori mari indică zone locale la care soluţia este

imprecis calculată. O metodă de identificare a elementelor care trebuie rafinate ar putea

fi cea de a selecta din cele E elemente primele E/λ elemente 2 la care erorile locale |εe|
au valorile cele mai mari.

Deoarece un triunghi se ı̂nlocuieşte ı̂n medie cu alte 4 triunghiuri, rezultă că alegând

λ = 3, la fiecare rafinare practic se dublează numărul de elemente (şi implicit de noduri).

Dacă se doreşte ca după m rafinări succesive reţeaua să conţină de r ori mai multe elemente

atunci trebuie aleasă valoarea λ = 3/( m
√

r − 1). În mod uzual, probabil că mai puţin de

o treime din numărul de noduri vor fi declarate cu probleme.

Calitatea reţelei de discretizare (adaptarea ei la variaţia câmpului) poate fi caracter-

izată prin dispersia componentelor vectorului [εe] ı̂n jurul valorii medii, respectiv prin

raportul

q =
‖ε‖2

‖ε‖max
=

√
1
E

∑E
e=1 ε2

e

maxe=1,E|εe|
, (3.127)

care are valoare unitară ı̂n cazul unei reţele perfect adaptate (care asigură distribuţia

uniformă a erorilor locale). Cu cât valoarea factorului de calitate q este mai mică cu atât

reţeaua este mai prost adaptată. Înmulţit cu zece el dă ”nota” reţelei.

Această abordare are avantajul că poate fi generalizată fără dificultăţi ı̂n cazul 3D.

Reziduul energetic asociat unui element e este

Wre
=

∫

Ωe

Jr · A dΩ =
1

2

m∑

f=1

Af · [nfe × (He − Hf )]Sf − Je · AeΩe, (3.128)

ı̂n care m reprezintă numărul de feţe ale elementului (m = 4 ı̂n cazul elementelor tetrae-

drale), Af reprezintă potenţialul vector ı̂n centrul feţei f , Sf este aria feţei f , He şi Hf

reprezintă intensitatea câmpului magnetic ı̂n elementul e şi respectiv ı̂n cel vecin f , iar

Ae este potenţialul vector ı̂n centru elementului e, de volum Ωe.

2Gândindu-ne la evoluţia reţelei de discretizare simultan cu procesul de optimizare, ı̂n SA λ poate

fi corelat cu temperatura printr-o transformare afină astfel ı̂ncât el să scadă spre final. În GA λ poate

scade exponenţial cu numărul generaţiei curente (eventual acelaşi tip de scădere folosită de probabilitatea

mutaţiei). Folosind modelul metodei multigrid, rafinarea succesivă poate fi aplicată atât pe parcursul

procesului iterativ de rezolvare a sistemului liniar de ecuaţii obţinut prin discretizare cât mai ales pe

parcursul iteraţiilor neliniare.
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Reziduul energetic asociat unei feţe f care separă elementul e de elementul g este

Wrf
=

∫

Ωf

Jr · A dΩ = Af · [nge × (He − Hg)]Sf − JeAeVe − JgAgVg, (3.129)

ı̂n care Ωf este reuniunea celor două piramide de bază comună faţa f şi cu vârfurile

plasate ı̂n centrele elementelor e şi g, Af este potenţialul vector ı̂n centrul feţei f , nge

este versorul normal la faţa f , He, Hg şi Je, Jg sunt intensităţile câmpurilor magnetice,

respectiv densităţile de curent din cele două elemente e şi g care au faţa f comună, Ve şi

Vg sunt volumele celor două piramide iar Ae şi Ag sunt potenţialele ı̂n centrele de greutate

ale acestor piramide.

Singura deosebire de principiu care apare ı̂n cazul 3D faţă de cazul 2D este aceea că

λ = 7/( m
√

r− 1) deoarece un tetraedru se ı̂nlocuieşte prin rafinare cu 8 tetraedre (m fiind

numărul de rafinări succesive, iar r fiind factorul de creştere a numărului de noduri pe

ı̂ntregul proces).

Algoritm de rafinare a reţelei pe parcursul iteraţiilor neliniare:

1. nnod = număr de noduri

2. nnodmax = număr maxim de noduri

3. kmax = număr maxim de iteraţii

4. eps0 = eroarea impusă

5. r = 100 ; factor de creştere a numărului de noduri pe ı̂ntregul proces

6. k = 0 ; contor iteraţii

7. λ = 3/( kmax
√

r − 1)

8. repetă

8.1. k = k + 1

8.2. dacă k > kmax atunci stop

8.3. efectuează iteraţie neliniară

8.4. e = ‖δI‖/‖I‖ ; corecţia relativă a polarizaţiei magnetice

8.5. calculează vectorul indicator de eroare ε

8.6. scrie k, nnod, e, ε, ‖ε‖2, q

8.7. dacă ‖ε‖2 > eps0 şi nnod
(

3
λ

+ 1
)

< nnodmax

atunci rafinează reţea şi interpolează soluţie

până când e < eps0
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3.2 Teste numerice

Acest paragraf cuprinde rezultatele numerice ale implementării celor trei algoritmi detaliaţi

până acum: polarizaţie, polarizaţie cu relaxare, Newton. Implementarea3 a fost făcută ı̂n

limbajul de programare C şi sistemul de operare LINUX, programele fiind rulate pe un

sistem PC Pentium (75 MHz). Pentru validarea acurateţii au fost făcute comparaţii cu

rezultatele unor probleme identice sau asemănătoare modelate cu ajutorul programului

de calcul de câmp MEGA, produs de Universitatea din Bath, şi care a fost rulat pe o

staţie grafică HP/720. În rulările cu MEGA s-au folosit parametrii impliciţi ai progra-

mului: metoda Newton, condiţia de oprire fiind ca eroarea relativă maximă a inducţiei

magnetice să fie sub 0.5 %, iar pentru rezolvarea sistemului liniar fiind folosită metoda

gradienţilor conjugaţi cu o eroare de 1.00E-12. Rezolvarea sistemului liniar ı̂n FAP a fost

făcută cu metoda suprarelaxării succesive (cu factor de relaxare optim) cu o eroare de

1.00E-7.

3.2.1 Probleme de test

Prima problemă de test o constituie o bară feromagnetică situată ı̂ntr-un câmp uniform.

Discretizarea este extrem de rară (figura 3.10), având 25 noduri şi 36 elemente. Reţeaua de

discretizare făcută cu MEGA este identică. Nodurile de pe latura din stânga au asociată

o condiţie Dirichlet nulă, iar nodurile de pe latura din dreapta au asociată o condiţie

Dirichlet A = 0.02, ı̂n rest s-au presupus condiţii Neumann nule.

Liniiaan.ps

Figura 3.10: Test 1 - reţeaua de discre-

tizare

Liniireleurar.ps

Figura 3.11: Test 2 - reţeaua de discre-

tizare

Al doilea test ı̂l constituie un circuit magnetic neliniar (de tip releu), având reţeaua de

3Discretizarea a fost făcută cu preprocesorul FAP[2] dezvoltat ı̂n LMN, iar autoarea a implementat şi

depanat modulul de rezolvare neliniară şi postprocesare.
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Liniireleu.ps

Figura 3.12: Test 3 - reţeaua de discre-

tizare

Liniiteam25.ps

Figura 3.13: Test 4 - reţeaua de discre-

tizare

discretizare din figura 3.11. Reţeaua are 94 noduri şi 170 elemente. Prin bobină circulă

un curent cu o densitate de 3.7143 · 106 A/m2.

Testul al treilea se referă la aceeaşi problemă ca la testul 2, reţeaua de discretizare

fiind ı̂nsă mai fină (725 noduri, 1366 elemente, figura 3.12). Pentru acest caz reţelele

de discretizare folosite de FAP şi MEGA nu sunt identice ı̂nsă au aproximativ aceleaşi

dimensiuni (reţeaua generată cu MEGA are 748 noduri şi 1431 elemente).

Testul al patrulea urmăreşte rezolvarea configuraţiei problemei TEAM 25. Şi ı̂n acest

caz reţelele au aproximativ aceleaşi dimensiuni (reţeaua generată cu MEGA are 1446

noduri şi 2749 elemente, iar reţeaua generată cu FAP are 1420 noduri şi 2703 elemente).
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Figura 3.14: Curba de magnetizare

pentru testele 1,2 şi 3
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Figura 3.15: Curba de magnetizare

pentru testul 4

Pentru primele trei teste am folosit curba de magnetizare din figura 3.14, iar pentru

testul al patrulea am folosit curba de magnetizare din figura 3.15.
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3.2.2 Rezultate numerice

Pentru validarea algoritmilor am comparat valorile potenţialului ı̂n noduri (pentru testele

1 şi 2, pentru care discretizările au fost identice cu cele folosite ı̂n programul MEGA).

Tabelul 3.1 conţine informaţii despre câteva valori nodale.

Test Nr. MEGA FAP FAP polarizaţie FAP

nod polarizaţie cu relaxare Newton

TEST 1 5 .30982805E-03 3.091263E-04 3.091232E-04 –

10 .46465615E-02 4.646037E-03 4.646040E-03 –

15 .19233620E-01 1.923497E-02 1.923498E-02 –

20 .18848182E-01 1.884921E-02 1.884921E-02 –

TEST 2 6 .72526785E-04 7.250396E-05 7.250669E-05 7.252645E-05

16 .31375288E-02 3.134394E-03 3.134594E-03 3.137492E-03

47 .26050894E-02 2.602314E-03 2.602488E-03 2.605059E-03

89 -2.197060E-04 -2.196935E-04 -2.196939E-04 -2.197061E-04

Tabelul 3.1: Câteva valori nodale

Se observă că rezultatele nu diferă până la 3 cifre semnificative, lucru adevărat pentru

mai multe noduri inspectate nu numai pentru cele din tabel. Rezultatele au fost obţinute

pentru o condiţie de oprire ‖δI‖/‖I‖ < 10−5 ı̂n cazul metodei polarizaţiei şi pentru o

condiţie de oprire ‖δA‖/‖A‖ < 10−5 ı̂n cazul metodei Newton pentru testul al doilea.

****UNSET****                                                                             

FILE  : AAN

 [CC] Contours of A [CC] Contours of A

Figura 3.16: Test 1 - spectrul inducţiei

(MEGA)

Liniiaan.ps

Figura 3.17: Test 1 - spectrul inducţiei

(FAP)

Tabelul 3.2 conţine valorile energiei obţinute ı̂n situaţiile descrise mai sus. Diferenţa

FAP-MEGA este sub 0.06 % pentru primele două teste, de 3.26 % pentru testul 3 şi de

0.3 % pentru testul 4 ı̂n cazul folosirii metodei polarizaţiei şi de 0.09 % pentru testul 2 şi

de 3.07 % pentru testul 3 ı̂n cazul metodei Newton.
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****UNSET****                                                                             

FILE  : RELEURAR

 [CC] Contours of A [CC] Contours of A

Figura 3.18: Test 2 - spectrul inducţiei

(MEGA)

Liniireleurar.ps

Figura 3.19: Test 2 - spectrul inducţiei

(FAP)

Test MEGA FAP FAP - PB FAP

PB cu relaxare Newton

TEST 1 71.1803 71.1744 71.1744 –

TEST 2 2.6327 2.6311 2.6313 2.6351

TEST 3 3.8626 3.7367 3.7367 3.7441

TEST 4 39.4790 39.5983 39.5982 –

Tabelul 3.2: Energii ı̂n model

3.2.3 Rata şi raza de convergenţă

Pentru a evalua performanţele algoritmilor implementaţi a fost studiat modul ı̂n care

aceştia converg către soluţie.
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Liniireleu.ps

Figura 3.20: Test 3 - spectrul inducţiei

(FAP)

Liniiteam25.ps

Figura 3.21: Test 4 - spectrul inducţiei

(FAP)

Liniiteam25.ps

Figura 3.22: Test 4 - spectrul inducţiei

ı̂n zona de interes (”zoom”) obţinut cu

FAP

Figura 3.16 prezintă spectrul inducţiei

magnetice aşa cum este obţinut de

metoda polarizaţiei, iar figura 3.17

acelaşi spectru obţinut cu MEGA pen-

tru prima problemă de test. Figurile

3.18 şi 3.19 conţin spectrele pentru tes-

tul al doilea.

Figurile 3.20, 3.21 şi 3.22 prezintă

spectrele inducţiei magnetice pentru

cazul releului discretizat fin şi pentru

cazul problemei TEAM 25. Rezultatele

prezentate validează corectitudinea al-

goritmilor implementaţi de autoare ı̂n

FAP.

Tabelele 3.3 şi 3.4 conţin informaţii legate de rata de convergenţă. Timpul de calcul

depinde de performanţele calculatorului utilizat şi de eroarea impusă soluţiei numerice.

De aceea o coloană specială din tabel conţine valoarea erorii relative (‖δI‖/‖I‖ ı̂n cazul

metodei polarizaţiei şi ‖δA‖/‖A‖ ı̂n cazul metodei Newton). S-a notat cu PB4 algoritmul

polarizaţiei cu iteraţii prin B.

• Metoda polarizaţiei

Se observă că, ı̂n majoritatea cazurilor studiate, metoda polarizaţiei cu relaxare ı̂mbu-

nătăţeşte timpul total de calcul (pentru acelaşi criteriu de oprire) al metodei polarizaţiei

chiar dacă timpul de calcul pe iteraţie este mai mare (cu 40 % ÷ 120 %) datorită calculării

factorului de relaxare. Figura 3.23 prezintă variaţia cu factorul de relaxare a funcţiei de

4Picard-Banach
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Metoda eroare TEST 1 TEST 2

relativă număr timp energie număr timp energie

iteraţii [sec] [J] iteraţii [sec] [J]

PB 10−2 6 0.07 71.1814 40 2.23 1.9607

10−3 16 0.14 71.1750 90 4.60 2.5417

10−4 36 0.27 71.1744 145 6.64 2.6222

10−5 55 0.40 71.1744 253 9.59 2.6311

PB+relax 10−2 3 0.05 71.1819 13 2.33 2.009

10−3 11 0.18 71.1744 29 3.03 2.5593

10−4 15 0.22 71.1744 45 3.76 2.6231

10−5 25 0.26 71.1744 77 4.99 2.6313

Newton 10−2 3 0.65 2.6350

10−3 Nu converge 3 0.67 2.6351

10−4 5 1.04 2.6351

10−5 7 1.38 2.6351

MEGA 4 0.34 71.1803 4 0.38 2.6327

Tabelul 3.3: Timp de calcul - testele 1 şi 2

minimizat g(ω) şi a derivatei acesteia ı̂n cazul testului al doilea pentru obţinerea primului

factor de relaxare (care este 2.74).

Timpul de calcul se reduce cu cel puţin
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Figura 3.23: Funcţia de minimizat şi derivata

ei ı̂n funcţie de factorul de relaxare

jumătate ı̂n cazurile ı̂n care criteriul de

oprire este dur (‖δI‖/‖I‖ < 10−5). Pentru

problemele extrem de simple (din punct

de vedere al dimensiunii sistemului de re-

zolvat) de exemplul primul test micşorarea

numărului de iteraţii nu duce la o reducere

a timpului de calcul. Dimpotrivă, pentru

primul test la o condiţie de oprire de 10−3

timpul total creşte. Acest test nu este ı̂nsă

relevant pentru aprecierea metodei. Pen-

tru a fi rezolvate cu acurateţe problemele

necesită discretizări mai fine, deci sisteme

de rezolvat mai mari. De aceea, mai degrabă putem generaliza concluziile rezultate din

testele 3 şi 4 decât cele rezultate din primul test. În cazul testului 4 ı̂mbunătăţirea este

spectaculoasă ı̂n cazul erorii de 10−4, timpul necesar pentru atingerea acestui criteriu

scăzând de la jumatate de oră ı̂n cazul procedurii fără relaxare la 8 minute ı̂n cazul
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Metoda eroare TEST 3 TEST 4

relativă număr timp energie număr timp energie

iteraţii [sec] [J] iteraţii [sec] [J]

PB 10−2 49 58.74 2.3983 30 767 31.9413

10−3 122 106 3.5409 59 1350 38.6494

10−4 204 136 3.7170 344 1881 39.5924

10−5 633 264 3.7367 2352 3355 39.5983

PB+relax 10−2 15 30.39 2.4101 11 226 33.5876

10−3 37 47.61 3.5457 21 379 39.025

10−4 59 56.70 3.7212 89 495 39.5925

10−5 135 81.15 3.7367 829 1204 39.5982

Newton 10−2 6 73.91 3.7442

10−3 13 126 3.7441 Nu converge

10−4 20 186 3.7441

10−5 27 271 3.7441

MEGA 4 1.33 3.8626 5 16.07 39.4790

Tabelul 3.4: Timp de calcul - testele 3 şi 4

folosirii relaxării (timpul scade de aproximativ 4 ori). Prin utilizarea relaxării la testul

3 viteza medie de calcul a crescut de 3.26 ori iar la testul 4 de 2.78 ori. În concluzie,

utilizarea relaxării este recomandată ı̂n toate cazurile ı̂n care se aplică metoda iteraţiilor

simple.

O altă observaţie este aceea că timpul pe iteraţie nu este constant. Acest lucru se

explică prin aceea că pentru rezolvarea sistemului liniar la fiecare iteraţie am folosit o

procedură iterativă care foloseşte drept iniţializare soluţia găsită la iteraţia anterioară.

Pe măsură ce iteraţiile avanseză, solu-ţia se apropie de soluţia exactă, iniţializarea pentru

algoritmul de rezolvare iterativ este din ce ı̂n ce mai bună şi ı̂n consecintă timpul necesar

de rezolvare a sistemului liniar este din ce ı̂n ce mai mic.

Cât să fie de mare valoarea raportului ‖δI‖/‖I‖? Pentru a avea o idee asupra acurateţii

rezolvării problemei tabelele 3.3 şi 3.4 conţin şi valorile energiei ı̂n model. Luând drept

referinţă valoarea obţinută cu MEGA observăm că o eroare de 1 % nu duce uneori (testele

3, 4) la rezultate prea bune ale energiei. De asemenea, a scădea eroarea de la 10−4 la 10−5

nu aduce o modificare substanţială a energiei. Mai mult, timpul necesar pentru a scădea

cu ı̂ncă un ordin de mărime este atât de mare ı̂ncât nu merită efortul. De exemplu testul

al patrulea, ı̂n cazul metodei fără relaxare programului ı̂i trebuie jumatate de oră pentru a

ajunge la o eroare de 10−4 şi ı̂ncă o jumătate de oră pentru a mai scădea cu ı̂ncă un ordin

de mărime. Scăderea ordinului de mărime a criteriului de oprire se face din ce ı̂n ce mai
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greu. Tot ı̂n cazul testului 4, metoda fără relaxare, programul face 59 iteraţii pentru a

ajunge la 10−3 ı̂n 22 minute şi apoi mai face ı̂ncă aproximativ 300 iteraţii pentru a ajunge

la 10−4. Pentru acestea ı̂i mai trebuie ı̂ncă 10 minute (am explicat mai sus de ce timpul

pe iteraţie nu este constant).

Algoritmul polarizaţie converge ı̂n norma L2 a polarizaţiei. Criteriul de oprire este

ı̂nsă ‖δI‖/‖I‖. Figurile 3.24 şi 3.25 prezintă variaţia normei corecţiilor polarizaţiilor ı̂n

timpul procesului iterativ pentru testele 3 şi 4 (̂ın cazul unui criteriu de oprire de 10−4) iar

figurile 3.26 şi 3.27 prezintă variaţia criteriului de oprire ‖δI‖/‖I‖ pentru aceleaşi situaţii.

Deşi convergenţa algoritmului este demonstrată pentru ‖δI‖ şi nu pentru ‖δI‖/‖I‖, se

pare că şi această din urmă mărime are o variaţie descrescătoare ı̂n timp, fiind un criteriu

robust pentru oprirea algoritmului. El este un criteriu mai atrăgător decât ‖δI‖ deoarece

conţine o mărime relativă şi nu una absolută.
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Figura 3.24: Test 3 - norma corecţiilor
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Figura 3.25: Test 4 - norma corecţiilor

polarizaţiilor ‖δI‖ ı̂n metoda PB
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Figura 3.26: Test 3 - norma relativă a

corecţiei ‖δI‖/‖I‖ ı̂n metoda PB
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Figura 3.27: Test 4 - norma relativă a

corecţiei ‖δI‖/‖I‖ ı̂n metoda PB
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Figura 3.28: Test 2 - factorul de rela-

xare ı̂n metoda PB
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Figura 3.29: Test 3 - factorul de rela-

xare ı̂n metoda PB
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Figura 3.30: Test 4 - factorul de rela-

xare ı̂n metoda PB
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Figura 3.31: Test 3 - norma relativă a

corecţiei ‖δA‖/‖A‖ ı̂n metoda Newton

Figurile 3.28, 3.29 şi 3.30 prezintă variaţia factorului de relaxare pentru testele 2, 3, şi

4 (criteriu de oprire 10−4). Ceea ce se observă ı̂n toate aceste figuri este variaţia oscilatorie

a acestuia, precum şi faptul că el poate lua valori spectaculoase (de exemplu 30).

În concluzie se constată că:

- Rata de convergenţă −δlg(ε)/δn este de 2 ÷ 3 ori mai mare prin utilizarea relaxării (̂ın

anumite cazuri ajunge şi de 6 ori mai mare);

- Pe parcursul iteraţiilor rata de convergenţă scade la valori de 2 ÷ 6 ori mai mici decât

valorile iniţiale (la testul 4 această modificare are loc practic brusc după 30 iteraţii).

• Metoda Newton

Metoda Newton a fost convergentă pentru două din cele patru teste.

Timpul de calcul pe iteraţie a fost mai mare la metoda Newton decât la metoda

polarizaţiei cu relaxare (de aproximativ 3 ori la testul 2 şi de 17 ori la testul 3).
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Dacă analizăm testul al treilea, la erori relative egale metoda Newton converge ı̂n timp

CPU de circa 3 ori mai ı̂ncet decât metoda polarizaţiei cu relaxare chiar dacă numărul de

iteraţii necesare este mult mai mic. Dacă analizăm ı̂nsă şi valorile energiei, observăm că

aceasta este mai puţin sensibilă la criteriul de oprire al metodei Newton decât la criteriul

de oprire al metodei polarizaţiei. În consecinţă comparaţia algoritmilor polarizaţie şi

relaxare pentru valori egale ale criteriului de oprire devine lipsită de sens. Rezultă ı̂n

acest moment necesitatea implementării unor indicatori sau estimatori de eroare potriviţi

mărimilor ce se cer calculate. Figura 3.31 prezintă variaţia normei relative a corecţiei ı̂n

timpul iteraţiilor Newton pentru testul al treilea. Pentru testul al doilea (mult mai mic

din punct de vedere al numărului de necunoscute) metoda Newton este evident mult mai

rapidă ı̂n orice situaţie, asigurând atingerea erorii de 10−3 ı̂ntr-un timp de 3.6 ori mai mic

decât metoda polarizaţiei cu relaxare.
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Figura 3.32: Test 1 - norma relativă a

corecţiei ‖δA‖/‖A‖ ı̂n metoda Newton
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Figura 3.33: Test 1 - energia ı̂n timpul

iteraţiilor Newton

Metoda Newton nu converge pentru testele 1 şi 4. În figura 3.32 se observă variaţia

criteriului de oprire pentru primul test ı̂n cazul metodei Newton, iar figura 3.33 prezintă

variaţia energiei ı̂n timpul aceluiaşi proces iterativ. Algoritmul oscilează şi nu se poate

opri natural. Rezultate similare se obţin şi pentru testul 4 (figurile 3.34 şi 3.35).

Dacă ı̂n cazul primului test variaţiile energiei sunt foarte mari (150 %), ı̂n cazul testului

4 aceste variaţii sunt mici (4 ÷ 5 %). Unii autorii [107] folosesc drept criteriu de oprire

relaţia

‖W i+1
m − W i

m

W i
m

‖ ≤ ε, (3.130)

unde ε este o toleranţa impusă, algorimul oprindu-se atunci când relaţia 3.130 este valabilă

trei iteraţii consecutive. Impunând o astfel de condiţie de oprire şi un ε = 0.05 algorimul

s-ar opri natural. Totuşi, o astfel de condiţie de oprire nu este foarte riguroasă, aceeaşi

energie putând corespunde la mai multe configuraţii de câmp.
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Figura 3.34: Test 4 - norma relativă a

corecţiei ‖δA‖/‖A‖ ı̂n metoda Newton
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Figura 3.35: Test 4 - energia ı̂n timpul

iteraţiilor Newton

În consecinţă se poate afirma că rata de convergenţă pentru metoda Newton, atunci

când ea converge, este de 10 ÷ 16 ori mai mare decât a metodei polarizaţiei cu relaxare.

Şi ı̂n acest caz se observă o micşorare cu 20% ÷ 100 % a ratei de convergenţă pe parcursul

iteraţiilor.

De ce nu converg testele 1 şi 4? De ce converg testele 2 şi 3? Când am detaliat

algoritmul Newton am văzut că avem nevoie de ν(B2) şi de dν/dB2. În consecintă avem

nevoie de o interpolare a perechilor (B,H) date iniţial şi o extrapolare a acestei curbe.

Extrapolarea am făcut-o astfel ı̂ncât curba B−H extrapolată să corespundă unei variaţii

liniare de pantă µ0. Pentru porţiunea extrapololată materialul are deci o permeabilitate

dinamică µ0. Dacă notăm cu Bn−1, Hn−1 ultima pereche de puncte cunoscută, curba

extrapolată va fi B = µ0H + Bn−1 − µ0Hn−1. Rezultă că ν = H/B pentru porţiunea

extrapolată va fi

ν(B) =
1

µ0

− 1

B

(
1

µ0

Bn−1 − Hn−1

)

(3.131)

şi se poate calcula uşor dν/dB2. Pentru interpolare am folosit metoda Akima. În figurile

3.36 şi 3.37 sunt prezentate curbele care rezultă din interpolarea şi extrapolarea perechilor

(B.H).

Curba reluctivitătii pare rezonabilă, dar derivata ei are un salt important ı̂n zona de

trecere de la interpolare la extrapolare. În momentul ı̂n care căutarea soluţiei se face ı̂n

această zonă este de aşteptat ca algoritmul să nu conveargă ci să oscileze. Metoda Newton

converge pentru cazurile 2 şi 3 pentru că pentru ele nu au nevoie să facă extrapolarea

curbei de material, ı̂n timp ce testele 1 şi 4 au nevoie de aşa ceva.

Interpolarea curbei reluctivităţii trebuie făcută cu grijă. Iată de exemplu ı̂n figura

3.38 cum interpolarea spline pentru punctele curbei ν − B2 are ca rezultat o curbă ce ia

şi valori negative fapt ce nu poate corespunde proprietăţii de material. Folosind această
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Newton, interpolare spline
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Figura 3.39: νdinamic aşa cum rezultă

din interpolarea Akima

curbă ı̂n locul celei din figura 3.36, testul al doilea nu a fost convergent.

În [144] se afirmă că pentru obţinerea soluţiei sunt suficiente condiţiile: funcţiile carac-

teristice de magnetizare B(H) ale materialelor din problemă să fie monoton crescătoare,

ı̂n timp ce prima derivata µ
(H)
d = dB/dH să fie monoton descrescătoare.

Mărimea dν/dB2 conţine ı̂n ea informaţii legate de permeabilitatea dinamică deoarece

dν

dB2
=

1

2B

dν

dB
=

1

2B

(
1

B

dH

dB
− H

B2

)

=
1

2B

νdinamic − ν

B
. (3.132)

Graficul din figura 3.39 reprezintă reluctivitatea dinamică calculată cu formula 3.132 şi

cu rezultatele interpolării Akima (şi curba de material a testului 4). Se observă că această

mărime nu este monoton crescătoare. Punctele curbei de material al trebui rearanjate

astfel ı̂ncât interpolarea să fie satisfăcătoare.
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3.2.4 Concluzii

În urma testelor numerice efectuate se poate ajunge la concluzia că metoda polarizaţiei

ridică mult mai puţine probleme decât metoda Newton atât din punct de vedere al

convergenţei cât şi din punctul de vedere al prelucrării curbei de material. Utilizarea

relaxării optime conduce la ı̂mbunătăţirea acestui algoritm prin sporirea vitezei de calcul

a soluţiei numerice de circa 3 ori, deci ea este puternic recomandată.

Algoritmul Newton standard nu este robust. Deoarece rezolvarea multor probleme

eşuează cu algoritmul Newton, se ı̂ntâlnesc ı̂n literatură algoritmi Newton-Raphson mo-

dificaţi, care folosesc subrelaxarea pentru a asigura convergenţa algoritmului [7, 52, 99,

113, 114], dar care evident conduc la micşorarea vitezei de convergenţă.

Pentru a obţine algoritmi rapizi dar robuşti (având convergenţa asigurată) se pare că

cea mai bună metodă este de a folosi tehnica polialgoritmilor. Iteraţiile iniţiale se reali-

zează cu o metodă garantat convergentă (de exemplu PB cu relaxare) iar ı̂n vecinătatea

soluţiei se comută pe metoda Newton care este mai rapidă. Eventual dacă aceasta nu

se dovedeşte convergentă se revine la metoda polarizaţiei şi ciclul se repetă. Singura

problemă care trebuie rezolvată constă ı̂n alegerea criteriului de comutare ı̂ntre metode.

Pe baza rezultatelor numerice obţinute ı̂n testele anterioare propunem drept criteriu

de performanţă a unui algoritm timpul prezumat pentru obţinerea erorii impuse, obţinut

prin extrapolarea liniară a logaritmului corecţiei relative din ultimele două iteraţii. Pe

baza acestui criteriu algoritmul următor comută ”inteligent” ı̂ntre cele două metode.

Algoritm de comutare ”inteligentă” ı̂ntre metodele polarizaţie cu relaxare

şi Newton:

1. n1 = 30 ; număr maxim de iteraţii ale metodei PB la o trecere

(conform rezultatelor de la testul 4)

2. c0 = 0.1 ; impune scăderea erorii relative cu un ordin de mărime

la fiecare trecere prin metoda PB, de asemenea stabileşte

numărul maxim de iteraţii ale metodei Newton = n1c0

3. n2 = n1c0 ; număr maxim de iteraţii ale metodei Newton

4. eps0 = 10−3 ; eroare impusă

5. eps = 1.0 ; eroarea relativă iniţială

(la metoda PB, dacă polarizaţiile se iniţializează cu zero,

norma relativă a corecţiei după prima iteraţie este 1)

6. k = 1 ; contor global iteraţii

7. nritmax = nr noduri; număr maxim de iteraţii

8. repetă

8.1. epsa = eps

8.2. eps1 = c0eps

8.3. (t, n, eps) =PBrelax(n1, eps1) ; apelul metodei PB cu relaxare pentru
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eroare eps şi numărul maxim de iteraţii n1 ı̂ntoarce timpul de calcul,

numărul de iteraţii efectuat şi eroarea la care s-a oprit algoritmul

8.4. k = k + n

8.5. dacă (eps < eps0) atunci stop

8.6. perf1 = t · lg(eps0/epsa)/lg(eps/epsa); estimează timpul perf1 după care

PB ar atinge eroarea eps0

8.7. epsa = eps ; noua eroare iniţială

8.8. (t, n, eps) =Newton(n2, eps0) ; ı̂ncearcă ”finish” cu metoda Newton

8.9. k = k + n

8.10. dacă (eps < eps0) atunci stop

8.11. perf2 = t · lg(eps0/epsa)/lg(eps/epsa) ; estimează timpul perf2 după care

Newton ar atinge eroarea eps0
8.12. dacă (perf2 < perf1) atunci

8.12.1. n3 = minim(n2 + n · perf2/t, n1) ; Newton cu mai multe iteraţii

8.12.2. (t, n, eps) =Newton(n3, eps0)

8.12.3. k = k + n

până când ( (eps < eps0) sau (k >nritmax) )
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Capitolul 4

Analiza senzitivităţilor şi

optimizarea dispozitivelor

electromagnetice

Optimizarea dispozitivelor electromagnetice se reduce la găsirea extremelor unei funcţii

reale f numită funcţie obiectiv, a cărei expresie este stabilită ı̂naintea alegerii metodei de

optimizare propriu-zise,

f(”parametri”) = ”expresie”. (4.1)

Parametrii problemei sunt mărimile care se cer găsite astfel ı̂ncât să fie satisfăcute

anumite obiective. Există două tipuri de abordări.

1. Regiuni omogene mari:

Una din abordări presupune cunoscută forma dispozitivului şi poziţia surselor de

câmp (se poate desena o schiţă a dispozitivului din care ı̂nsă lipsesc valorile numerice

ale anumitor cote şi poate şi valorile surselor de câmp). Într-o astfel de abordare

parametrii problemei pot fi:

• dimensiuni geometrice principale ale obiectelor geometrice ale dispozitivului (de e-

xemplu raze de cercuri, semiaxe de elipse, diferite distanţe) care fixează ”interfeţele”

dintre materiale cu proprietăti diferite; se presupune deci că sunt cunoscute familiile

de curbe care descriu ”interfeţele”, optimizarea găsindu-le poziţia optimă ı̂n spaţiu.

• valorile surselor de câmp pentru care trebuie cunoscut tipul de variaţie temporală

(pentru a putea stabili metoda de analiză potrivită).

• valorile parametrilor de material (presupus liniar) sau curbele neliniare ce descriu

caracteristicile de material.

2. Regiuni omogene foarte mici, de tip celule:

O a doua abordare nu presupune cunoscută forma dispozitivului ci doar extinderea

95
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lui maximală ı̂n spaţiu. În acestă situaţie necunoscutele problemei sunt ı̂n număr

infinit: ı̂n fiecare punct din spaţiu proprietatea de material şi sursa de câmp. Pen-

tru a avea un număr finit de parametri domeniul maximal se ı̂mparte ı̂ntr-un număr

finit de celule pe care proprietăţile de material şi sursele de câmp se presupun omo-

gene. Şi ı̂n această situaţie trebuie făcută o presupunere despre variaţia temporală

a surselor de câmp. O astfel de abordare aparţine mai degrabă de problema sintezei

dispozitivelor.

Expresia din membrul drept al relaţiei (4.1) poate conţine o varietate de mărimi de

tipul:

• dimensiuni geometrice ale problemei (pot apare de exemplu din consideraţii legate de

cantitatea sau preţul anumitor materiale);

• mărimi locale ce caracterizează câmpul electromagnetic (de exemplu inducţii magnetice

ı̂n anumite puncte);

• mărimi globale ce caracterizează câmpul electromagnetic (de exemplu fluxuri, energii).

• mărimi locale sau globale ce caracterizează efecte ale câmpului electromagnetic (tem-

peraturi, viteze, debite, cupluri, forţe etc.)

Ultimele trei categorii sunt de obicei mărimi derivate din mărimea principală a proble-

mei (cea ı̂n care este formulată problema de câmp pentru rezolvare). Mărimea principală

depinde la rândul ei de caracteristicile geometrice, de material şi de sursele problemei, o

parte dintre acestea fiind cunoscute iar altele fiind parametri a căror valori optime sunt

căutate. Având ı̂n vedere aceste considerente, putem scrie relaţia (4.1) mai explicit astfel

f(p) = F (p′, d′(A(p, d))). (4.2)

→ p reprezintă vectorul parametrilor de optimizat, cei a căror valoare se cere determinată

astfel ı̂ncât să fie satisfăcute obiectivele problemei. Ei pot fi dimensiuni geometrice, con-

stante de material sau valori ce identifică sursele de câmp.

→ p′ sunt parametri de optimizare care apar explicit ı̂n expresia F a funcţiei obiectiv.

→ d reprezintă datele problemei de câmp, cele prin a căror specificare problema de câmp

este bine formulată.

→ A este mărimea principală a problemei, cea ı̂n care este formulată problema de câmp

pentru a fi rezolvată (de exemplu A este potenţialul magnetic vector).

→ d′(A) reprezintă mărimile derivate din mărimea principală A (de exemplu inducţia

magnetică, energia).

Dacă notăm cu P mulţimea parametrilor de optimizare (elementele acestei mulţimi

fiind componentele vectorului p), cu P ′ mulţimea parametrilor de optimizare care apar

explicit ı̂n expresia F şi cu D mulţimea datelor problemei de câmp atunci P ′ ⊂ P ⊂ D.

Funcţia f din (4.2) este ı̂n cele din urmă o funcţie reală definită ı̂ntr-un spaţiu multidi-

mensional. Folosirea unei metode de optimizare deterministe de ordin superior presupune
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cunoaşterea gradientului funcţiei, deci a derivatelor (”senzitivităţilor”) funcţiei ı̂n raport

cu parametrii de optimizat.

O posibilitate de a calcula senzitivităţile funcţiei de cost ı̂n raport cu variabilele de

proiectare este aceea de a folosi metode de tip diferenţe finite. Dacă pentru o evaluare

a funcţiei de cost este necesară o rezolvare a unei probleme de câmp, aceasta ı̂nseamnă

că pentru calculul unei derivate parţiale sunt necesare mai multe rezolvări de probleme

de câmp. Metoda este imprecisă datorită tuturor problemelor care apar la derivarea

numerică (calculul pasului optim ar face ca metoda să fie costisitoare din punct de vedere

al timpului de calcul). De aceea, ı̂n cele ce urmează vom prezenta alte tipuri de metode

pentru calculul senzitivităţilor.

Aplicând derivatele ı̂n membrul drept din (4.2) rezultă (de exemplu aplicând reg-

uli de derivare ı̂nlănţuită) că vom avea nevoie de calculul derivatelor (”senzitivitătilor”)

mărimilor de câmp (locale sau globale) ı̂n raport cu variabilele de proiectare.

În acest capitol vom considera primul tip de abordare ı̂n care parametrii pot fi dimen-

siuni sau valori de surse de câmp. Materialele (liniare sau neliniare) le vom presupune

cunoscute.

4.1 Senzitivităţile mărimii principale faţă de parame-

trii problemei de optimizare

Vom nota cu A mărimea (necunoscuta) principală a problemei (cea care rezultă din re-

zolvarea problemei de câmp), definită pe domeniul problemei (fiind astfel necunoscute o

infinitate de valori scalare) şi cu pk (k = 1, . . . ,m) parametrii problemei de optimizare

(componentele vectorului p). Problema tratată ı̂n acest paragraf este calculul mărimii
∂A
∂pk

. În cele ce urmează vom renota componenta pk cu p şi nu vom mai face referiri la

vectorul parametrilor problemei de optimizare.

4.1.1 Folosirea unei probleme adjuncte

Vom considera cazul regimului magnetic staţionar, ı̂n care mărimile de câmp satisfac

div B = 0 =⇒ B = rotA,

rotH = J.

În aceste condiţii rezultă că

div (A × H) = H · B − A · J =⇒
∫

∂Ω

(A × H) · n dA =

∫

Ω

(H · B − A · J) dΩ.
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Dacă frontiera ∂Ω este suficient de departe de sursele de câmp, putem presupune că pe

ea intesitatea câmpului magnetic este nulă şi ı̂n consecinţă rezultă că
∫

Ω

H · B dΩ =

∫

Ω

A · J dΩ. (4.3)

Relaţia (4.3) este valabilă indiferent de legătura dintre câmpurile de vectori B şi H.

Esenţial este ca rotH = J şi B = rotA. În aceste condiţii relaţia este valabilă şi dacă

H şi J corespund unei probleme iar B şi A corespund altei probleme (de regim magnetic

staţionar).

Vom considera trei probleme de regim magnetic staţionar. Prima problemă este prob-

lema iniţială, ı̂n care materialele sunt neliniare (dar izotrope):

B = rotA , rotH = J , B = f(H).

A doua problemă reprezintă prima problemă cu mici perturbaţii:

B + δB = rot (A + δA) , rot (H + δH) = J + δJ.

Rezultă că relaţiile satisfăcute de perturbaţii sunt:

δB = rot δA , rot δH = δJ.

A treia problemă este o problemă numită adjunctă:

B̂ = rot Â , rot Ĥ = Ĵ

Scriind relaţii de tipul (4.3) pentru perechile (B̂, Â) şi (δH, δJ) şi apoi pentru (δB, δA)

şi (Ĥ, Ĵ) rezultă relaţiile:
∫

Ω

B̂ · δH dΩ =

∫

Ω

Â · δJ dΩ, (4.4)
∫

Ω

Ĥ · δB dΩ =

∫

Ω

Ĵ · δA dΩ. (4.5)

Scăzând relaţiile (4.4) şi (4.5) rezultă
∫

Ω

(B̂ · δH − Ĥ · δB) dΩ =

∫

Ω

(Â · δJ − Ĵ · δA) dΩ (4.6)

Fie p unul din parametrii de optimizare. Privind domeniul problemei ca fiind format din

celule, fiecare celulă este caracterizată de două mărimi: f(H, p) şi J(p).

Folosind derivata Frechet a funcţiei f , variaţia δB se poate exprima astfel:

δB =
df

dH
δH +

∂f

∂p
δp, (4.7)

δJ =
dJ

dp
δp. (4.8)
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Înlocuind relaţiile (4.7) şi (4.8) ı̂n (4.6) rezultă că
∫

Ω

(B̂ · δH − Ĥ · df

dH
δH − Ĥ · ∂f

∂p
δp) dΩ =

∫

Ω

(Â · dJ

dp
δp − Ĵ · δA) dΩ. (4.9)

Dacă alegem Ĵ = J0δ(P,Q) (sursa problemei adjuncte concentrată ı̂n punctul ı̂n care se

doreşte calculul senzitivităţii mărimii principale A ı̂n raport cu variabila de optimizat p) şi

B̂ = df

dH
Ĥ (materialele ı̂n problema adjunctă sunt liniare şi au permeabilitatea magnetică

egală cu permeabilitatea dinamică din problema iniţială) atunci relaţia (4.9) devine

J0 · δA =

∫

Ω

Â · dJ

dp
δp dΩ +

∫

Ω

Ĥ · ∂f

∂p
δp dΩ, (4.10)

şi pentru o problemă plan-paralelă rezultă că

∂A

∂p
= J−1

0

(∫

Ω

Â
dJ

dp
dΩ +

∫

Ω

Ĥ · ∂f

∂p
dΩ

)

. (4.11)

Dacă p este un parametru care reprezintă o dimensiune geometrică, atunci derivatele ı̂n

raport cu p sunt diferite de zero pe interfeţele parametrizate de p. Dacă p este o sursă de

câmp atunci ∂f

∂p
= 0 dar dJ

dp
este diferită de zero ı̂n regiunea parametrizată de p.

Dacă p este un parametru geometric, atunci relaţia (4.11) se reduce la integrale pe

interfeţele care se modifică, sub integrale apărând saltul lui J şi saltul mărimii B · Ĥ ı̂n

sensul creşterii parametrului p.

Relaţia (4.10) este valabilă pentru o alegere corespunzătoare a problemei adjuncte.

Aceasta este o problemă liniară, cu o anumită distribuţie a surselor de câmp. Sursa de

câmp a problemei adjuncte este de tip distribuţie, plasată ı̂n punctul ı̂n care se doreşte

calculul senzitivitătii potenţialului vector. O astfel de sursă are sens numai pentru prob-

lemele plan-paralele sau axisimetrice.

4.1.2 Exploatarea metodei numerice de rezolvare

În cazul folosirii unei metode numerice numărul de valori scalare necunoscute este finit.

Aceste necunoscute le vom nota cu Ai (i = 1, . . . , n) şi le vom numi necunoscute princi-

pale. Vom nota cu A vectorul n-dimensional având drept componente necunoscutele Ai.

Prin utilizarea unei metode numerice, vectorul necunoscutelor principale se obţine prin

rezolvarea unui sistem de ecuaţii algebrice

SA = T, (4.12)

unde S este o matrice pătrată de dimensiuni n × n iar T este vectorul de dimensiune n

al termenilor liberi (vom nota componentele sale cu ti). Este evident că pentru asam-

blarea matricei S şi a vectorului T sunt folosite informaţii despre geometria problemei,
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materialele şi sursele de câmp. Elementele lor vor depinde ı̂n consecinţă de parametrii

de optimizat p. Derivând fiecare ecuaţie a sistemului (4.12) şi notând cu S ′ matricea de

elemente s′ij, cu A′ vectorul de elemente A′
i şi cu T ′ vectorul de elemente t′i unde:

s′ij =
∂sij

∂pk

, A′
i =

∂Ai

∂pk

, t′i =
∂ti
∂pk

, (4.13)

rezultă că

S ′A + SA′ = T ′ =⇒
SA′ = T ′ − S ′A. (4.14)

Pentru calculul celor n derivate ı̂n raport cu pk (cu k fixat) este necesară rezolvarea

sistemului (4.14). Pentru calculul tuturor derivatelor este necesară rezolvarea a m sisteme

de tipul (4.14). Asamblarea celor m matrice S ′ şi a celor m vectori T ′ se poate face

simultan cu asamblarea matricei S şi a vectorului T . Metoda de calcul al senzitivităţilor

necunoscutelor principale faţă de parametrii de optimizare este incorporată ı̂n metoda

numerică de rezolvare a problemei de câmp. Se observă de asemenea că sistemele (4.14)

şi (4.12) au aceeaşi matrice a coeficienţilor, rezultând că ı̂n cazul folosirii unei metode

directe de rezolvare factorizarea matricei se face o singură dată.

Necunoscuta principală ı̂ntr-un punct oarecare al domeniului se va exprima ca fiind

A = g(A1, . . . , An), (4.15)

şi rezultă că
∂A

∂pk

=
n∑

i=1

∂g

∂Ai

∂Ai

∂pk

. (4.16)

Funcţia g este depinde liniar de A1, . . . , An şi, ı̂n consecinţă, derivatele ∂g
∂Ai

sunt uşor de

calculat.

În cazul unei probleme neliniare, calculul necunoscutei principale A nu se face prin

rezolvarea unui singur sistem de tipul (4.12) ci a unei succesiuni de astfel de sisteme.

Exploatarea metodei numerice se poate face şi ı̂n acest caz, pentru detalierea calcului

trebuie ı̂nsă precizată metoda de tratare a neliniaritătii folosită, modelul matematic şi

numeric folosit.

• Integrarea calcului senzitivităţilor ı̂n metoda polarizaţiei aplicată mod-

elului diferenţial tratat cu metoda elementelor finite

Conform algoritmului detaliat la paragraful 3.1.2, la fiecare iteraţie neliniară se rezolvă

sistemul

SA = T1 + T2. (4.17)

Matricea S şi vectorul T1 sunt ı̂ntotdeauna aceleaşi. Vectorul T2 se recalculează la fiecare

iteraţie. Matricea S depinde exclusiv de reţeaua de discretizare şi de permeabilitatea
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magnetică. Vectorul T1 depinde de reţeaua de discretizare şi de sursele de câmp iar

vectorul T2 depinde de polarizaţiile de la iteraţia respectivă, de reţeaua de discretizare şi

de material. De aceea, dacă S ′ şi T ′
1 pot fi asamblate simultan cu asamblarea matricei

S şi a vectorului T1, ı̂nainte de ı̂nceperea iteraţiilor neliniare, vectorul T ′
2 este asamblat

după ieşirea din ciclul iteraţiilor neliniare.

3 Elementele matricei S ′

Dacă parametrul p este o sursă de câmp atunci elementele acestei matrice sunt zero. Să

presupunem că p este un parametru geometric. Atunci

dsij

dp
=

N∑

k=1

(
∂sij

∂xk

∂xk

∂p
+

∂sij

∂yk

∂yk

∂p

)

. (4.18)

Cum sij este diferit de zero doar pentru nodurile i şi j care aparţin unui acelaşi element,

rezultă că asamblarea elementelor
dsij

dp
se poate face ı̂n acelaşi ciclu ce parcurge elementele

ı̂n care se face asamblarea lui sij. Fiecare element e poate contribui cu maximum 9 termeni

de tipul

3∑

k=1

(
∂sij

∂xk

∂xk

∂p
+

∂sij

∂yk

∂yk

∂p

)

,

unde i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3 iar xk, yk sunt coordonatele nodurilor triunghiului e. Se observă

că are sens să se calculeze derivatele
∂sij

∂xk
şi

∂sij

∂yk
doar pentru elementele pentru care ∂xk

∂p
6= 0

sau ∂yk

∂p
6= 0. Acestea sunt elementele care au cel puţin un nod pe interfaţa generată de p.

În consecinţă elementele care contribuie cu termeni nenuli la matricea S ′ (̂ın cazul ı̂n

care parametrul p reprezintă o dimensiune geometrică) sunt elementele care ating interfaţa

generată de parametru. Matricea S ′ este astfel şi mai rară decât matricea S.

Vom detalia contribuţiile elemenentului e la matricea S ′ şi anume termenii s
(e)′

ii , s
(e)′

ij ,

s
(e)′

ik unde elementul e are nodurile (ordonate ı̂n sens trigonometric) de coordonate (xi, yi),

(xj, yj) şi (xk, yk). Vom nota aria acestui triunghi cu △, deci

2△ = xjyk − xkyj + xkyi − xiyk + xiyj − xjyi.

Contribuţiile corespunzătoare acestui element (pentru nodul i) ı̂n matricea S sunt

s
(e)
ii =

b2
i + c2

i

4µ△ , s
(e)
ij =

bibj + cicj

4µ△ , s
(e)
ik =

bibk + cick

4µ△ ,

unde am notat

bi = yj − yk , bj = yk − yi , bk = yi − yj,

ci = xk − xj , cj = xi − xk , ck = xj − xi.
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∂sii ∂sij ∂sik

∂xi
− bi(b

2
i +c2i )

8µ△2

2ci△−bi(bibj+cicj)

8µ△2

−2ci△−bi(bibk+cick)
8µ△2

∂xj

−4ci△−bj(b
2
i +c2i )

8µ△2

−2cj△−bj(bibj+cicj)

8µ△2

2(ci−ck)△−bj(bibk+cick)

8µ△2

∂xk

4ci△−bk(b2i +c2i )

8µ△2

2(cj−ci)△−bk(bibj+cicj)

8µ△2

2ck△−bk(bibk+cick)
8µ△2

∂yi
− ci(b

2
i +c2i )

8µ△2

−2bi△−ci(bibj+cicj)

8µ△2

2bi△−ci(bibk+cick)
8µ△2

∂yj

4bi△−cj(b
2
i +c2i )

8µ△2

2bj△−cj(bibj+cicj)

8µ△2

2(bk−bi)△−cj(bibk+cick)

8µ△2

∂yk

−4bi△−ck(b2i +c2i )

8µ△2

2(bi−bj)△−ck(bibj+cicj)

8µ△2

−2bk△−ck(bibk+cick)
8µ△2

Tabelul 4.1:
∂sij

∂xk
şi

∂sij

∂yk
, unde i, j, k sunt nodurile elementului e.

Atunci

s(e)′

∗∗ =
∂s∗∗
∂xi

∂xi

∂p
+

∂s∗∗
∂xj

∂xj

∂p
+

∂s∗∗
∂xk

∂xk

∂p
+

∂s∗∗
∂yi

∂yi

∂p
+

∂s∗∗
∂yj

∂yj

∂p
+

∂s∗∗
∂yk

∂yk

∂p
, (4.19)

unde ı̂n loc de ∗ poate fi i, j sau k. Derivatele din s∗∗ sunt trecute detaliate ı̂n tabelul 4.1.

3 Elementele vectorului T ′
1

Pentru fiecare element e şi pentru fiecare nod al său i contribuţia la vectorul T1 este1

t1
(e)
i =

J△
3

.

Formulele de derivare sunt simple. Dacă parametrul p este J atunci t1
(e)′

i = △/3 iar dacă

parametrul p este o dimensiune geometrică atunci t1
(e)′

i = J△′/3, unde

△′ =
∂△
∂xi

∂xi

∂p
+

∂△
∂xj

∂xj

∂p
+

∂△
∂xk

∂xk

∂p
+

∂△
∂yi

∂yi

∂p
+

∂△
∂yj

∂yj

∂p
+

∂△
∂yk

∂yk

∂p
=

=
1

2

(

bi
∂xi

∂p
+ bj

∂xj

∂p
+ bk

∂xk

∂p
+ ci

∂yi

∂p
+ cj

∂yj

∂p
+ ck

∂yk

∂p

)

. (4.20)

3 Elementele vectorului T ′
2

Pentru fiecare element e şi pentru fiecare nod al său i contribuţia este

t2
(e)
i = − 1

µ

(
Iybi

2
− Ixci

2

)

.

Şi ı̂n acest caz formula de derivare este simplă ı̂n cazul ı̂n care p este un parametru

geometric

t2
(e)′

i = − 1

2µ

(

Ix
∂xj

∂p
− Ix

∂xk

∂p
+ Iy

∂yj

∂p
− Iy

∂yk

∂p

)

. (4.21)

1Am presupus că parametrii problemei afectează interiorul domeniului şi nu frontiera lui şi de aceea

nu am mai discutat (derivat) contribuţiile frontierei.
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Algoritmul metodei polarizaţiei

- regim magnetic staţionar, 2D, XY, MEF, A, iteraţia prin B -

ı̂n care este ı̂nglobat calculul senzitivităţilor potenţialului magnetic vector ı̂n

raport cu m parametri de optimizat pk(k = 1, . . . ,m) care reprezintă dimensiuni

geometrice

1.citeşte datele problemei:

- geometria;

- datele de material;

- sursele (J);

- condiţiile de frontieră:

(a) noduri ı̂n care se dau valorile lui A;

(b) segmente pe care se dă Ht (notăm ∂A
∂n

= g, funcţie ce se poate deduce din Ht)

2.iniţializează I

pentru e ∈ { toate elementele }
Ie = 0

3.stabileşte permeabilitatea de calcul

pentru e ∈ { toate elementele }
dacă elementul este liniar atunci µe = µliniar

dacă elementul este neliniar atunci µe = 2/(νmax + νmin) (contracţie optimă)

4.asamblează S şi T1 simultan cu m matrice S ′
(p) şi m vectori T1′(p), p = 1, . . . ,m

pentru e ∈ { toate elementele } (e de noduri i, j, k)

pentru fiecare nod ∈ e (fie nodul i)

temp = 4△µ

s
(e)
ii = (b2

i + c2
i )/temp

s
(e)
ij = (bibj + cicj)/temp

s
(e)
ik = (bibk + cick)/temp

t
(e)
1i = J△/3

pentru p = 1,m ; contribuţii la S ′ şi T1′

s
(e)′

(p)ii = . . .

s
(e)′

(p)ij = . . .

s
(e)′

(p)ik = . . . (conform (4.19))

t1
(e)′

(p)i = J△′

3

pentru toate segmentele pe care se impune Ht (fie i, j capetele):

t1i = t1i + 1
µ
g llat

2

t1j = t1j + 1
µ
g llat

2

itnelin = 1; contor iteraţii neliniare

5.repetă

5.1. anulează elementele lui T2
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pentru i ∈ { toate nodurile }
t2i = 0

5.2. asamblează T2

dacă itnelin 6= 1 atunci

pentru e ∈ { toate elementele } (e de noduri i, j, k)

pentru fiecare nod ∈ e (fie nodul i)

t
(e)
2i = − 1

µ

(
Iybi

2
− Ixci

2

)

5.3. calculează câmpul pentru problema liniară

rezolvă SA = T1 + T2

Obs: aici se impun valorile lui A ı̂n nodurile esenţiale

conform procedelor cunoscute (vezi de exemplu [77])

5.4. corectează polarizaţia

pentru e ∈ { toate elementele } (e de noduri i, j, k)

calculează B:

B = ∂A
∂y

i − ∂A
∂x

j = i
(
∑

j∈e Aj
∂Ψj

∂y

)

− j
(
∑

j∈e Aj
∂Ψj

∂x

)

=

= i
(
∑

j∈e Aj
cj

2△

)

− j
(
∑

j∈e Aj
bj

2△

)

calculează H: H = H(B)

corectează I: Ie = B − µH

(Obs: pentru elementele liniare, I = 0 ı̂ntotdeauna)

5.5. itnelin = itnelin + 1

pâna când (‖δI‖ < valoare impusă)

6.anulează elemenele celor m vectori T2′(p)

pentru p = 1,m

pentru i ∈ { toate nodurile }
t2′(p)i = 0

7.asamblează vectorii T2′(p)

pentru e ∈ { toate elementele } (e de noduri i, j, k)

pentru fiecare nod ∈ e (fie nodul i)

pentru p = 1,m

t2
(e)′

(p)i = . . . conform (4.21)

8.calculează senzitivităţi

pentru p = 1,m

rezolvă SA′
(p) = T1′(p) + T2′(p) − S ′

(p)A

• Integrarea calcului senzitivităţilor ı̂n metoda Newton aplicată modelului

diferenţial tratat cu metoda elementelor finite

Cu notaţiile algoritmului prezentat la paragraful 3.1.4 necunoscuta principală se cal-



4.2. SENZITIVITĂŢILE MĂRIMILOR DERIVATE 105

culează recursiv ı̂n timpul procesului iterativ

Ak = Ak−1 + δAk, (4.22)

unde k este iteraţia, A0 este ales arbitrar iar δAk este corecţia la iteraţia k, calculată prin

rezolvarea unui sistem

P kδAk = −V k. (4.23)

În acest caz senzitivităţile necunoscutei principale vor trebui calculate tot recursiv

(A′)k = (A′)k−1 + (δA′)k, (4.24)

unde alegem (A′)0 = 0, iar (δA′)k este soluţia sistemului

P k(δA′)k = −(V ′)k − (P ′)kδAk. (4.25)

Efortul de calcul al integrării calcului senzitivităţilor ı̂n metoda Newton este astfel mult

mai mare decât la metoda polarizaţiei. Aici la fiecare iteraţie neliniară trebuie rezolvat un

sistem ı̂n plus pentru fiecare parametru, pe când la metoda polarizaţiei trebuia rezolvat

un sistem ı̂n plus (pentru fiecare parametru) pe tot algoritmul.

La rândul lui, vectorul V k se calcula cu formula

V k = SkAk−1 − T − T1. (4.26)

Presupunând că frontiera nu depinde de parametrii de optimizare rezultă că

(V ′)k = (S ′)kAk−1 + Sk(A′)k−1 − T ′. (4.27)

Asamblarea lui T ′ poate fi scoasă ı̂n afara iteraţiilor neliniare, dar la fiecare iteraţie

neliniară trebuie asamblate m matrice S ′ şi m matrice P ′ şi rezolvate m sisteme de tipul

(4.25).

4.2 Senzitivităţile mărimilor derivate faţă de para-

metrii problemei de optimzare

Pentru mărimi locale derivate din A, de exemplu B(A) sau w(B) se pot imagina derivate

ı̂nlănţuite care să reducă problema găsirii senzitivităţii lor la problema calculării senzi-

tivitătii necunoscutei principale faţă de parametrul de optimizare:

∂B

∂pk

=
∂B

∂A

∂A

∂pk

, (4.28)

∂w

∂pk

=
∂w

∂B

∂B

∂A

∂A

∂pk

. (4.29)
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4.2.1 Calculul senzitivitătii inducţiei magnetice

Presupunem că se cunoaşte senzitivitatea potenţialului magnetic vector ı̂ntr-o problemă

plan-paralelă care a fost rezolvată cu metoda elementelor finite. Inducţia magnetică ı̂ntr-

un punct M din interiorul unui triunghi e este dată de relaţia

B2(M) =

(
∂A

∂y

)2

+

(
∂A

∂x

)2

, (4.30)

unde A =
∑3

k=1 AkΨk(x, y), A1, A2, A3 fiind potenţialele din vârfurile triunghiului e.

Rezultă atunci că senzitivitatea inducţiei magnetice se calculează ı̂n funcţie de senzitivi-

tatea potenţialului magnetic vector astfel:

∂B

∂p
(M) =

1

2B

∂B2

∂p
(M) =

1

2B

[

2

(
∂A

∂y

)
∂

∂p

(
∂A

∂y

)

+ 2

(
∂A

∂x

)
∂

∂p

(
∂A

∂x

)]

=
1

B

(
3∑

k=1

Ak
∂Ψk

∂y

)(
3∑

k=1

∂Ak

∂p

∂Ψk

∂y

)

+
1

B

(
3∑

k=1

Ak
∂Ψk

∂x

)(
3∑

k=1

∂Ak

∂p

∂Ψk

∂x

)

.(4.31)

4.2.2 Senzitivitatea fluxului magnetic

Fluxul magnetic printr-o suprafaţa deschisă se poate exprima cu ajutorul unei integrale

pe o curbă ı̂nchisă Γ (frontiera suprafeţei deschise) din potenţialul magnetic vector

φSΓ
=

∮

Γ

A · n dl. (4.32)

Dacă curba Γ nu depinde de parametrul de optimzare atunci calculul senzitivităţii fluxului

se reduce şi ı̂n acest caz la calculul senzitivitătii potenţialului deoarece

∂φSΓ

∂p
=

∮

Γ

∂A

∂p
· n dl. (4.33)

În cazul ı̂n care sursele de câmp ale problemei sunt constituite exclusiv din bobine

filiforme iar mărimea de interes este fluxul printr-o bobină, se poate deduce o formulă

pentru senzitivitatea acestui flux cu ajutorul unei probleme adjuncte. În această situaţie

formula (4.3) devine
∫

Ω

H · B dΩ =
b∑

k=1

φkik, (4.34)

unde b este numărul total de bobine, φk este fluxul total al bobinei k străbătută de curentul

ik.

Considerând trei probleme: problema iniţială, problema perturbată şi problema ad-

junctă, se ajunge similar ca ı̂n cazul relaţiei (4.6) la relaţia

∫

Ω

(B̂ · δH − Ĥ · δB) dΩ =
b∑

k=1

(

φ̂kδik − îkδφk

)

. (4.35)
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Alegând ı̂n problema adjunctă materiale liniare având permeabilitatea egală cu perme-

abilitatea dinamică a materialelor problemei iniţiale şi presupunând că parametrul de

optimizare nu afectează curenţii (deci perturbaţiile δik sunt zero), relaţia (4.35) devine

∫

Ω

Ĥ
∂f

∂p
δp dΩ =

b∑

k=1

îkδφk. (4.36)

Dacă ı̂n problema adjunctă presupunem doar bobina k străbătută de curentul îk 6= 0 (cu k

fixat), restul curenţilor adjuncţi fiind nuli, din relaţia (4.36) rezultă formula senzitivităţii

fluxului
∂φk

∂p
=

1

îk

∫

Ω

Ĥ · ∂f

∂p
. dΩ (4.37)

Deoarece p este un parametru geometric, formula (4.37) se reduce la o integrală pe

interfaţa parametrizată de p. Sub integrală va apare saltul mărimii B · Ĥ ı̂n sensul

creşterii lui p.

4.2.3 Senzitivitatea energiei

Senzitivitatea energiei poate fi calculată uşor ı̂n cazul unei probleme liniare ı̂n care densi-

tatea de energie este B2

2µ
. Ea se reduce astfel la calculul senzitivităţii inducţiei magnetice.

Efortul de calcul poate fi redus utilizând relaţia (4.3) prin integrare pe domeniile ı̂n care

J 6= 0.

4.3 Utilizarea senzitivitătilor ı̂n rezolvarea problemelor

de optimizare

În acest moment ne interesează doar minimizarea unei funcţii reale multidimensionale

f(x), f : IRm → IR pentru care se poate calcula gradientul −∇f . Acest subiect este tratat

pe larg ı̂n literatura de specialitate [49, 128, 131]. Iată de exemplu algoritmul metodei

paşilor descendenţi cu pas variabil. Algoritmul pleacă dintr-un punct P0, apoi, de câte ori

este necesar, punctul curent se mişcă din Pi ı̂n Pi+1 prin minimizare unidimenională de-a

lungul unei linii care trece prin Pi şi are direcţia gradientului local luat cu semnul minus

−∇f(Pi).

1. Alege:

x0 ; iniţializarea soluţiei

maxit ; numărul maxim de iteraţii permis

ε

2. k = 0 ; contor iteraţii
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3. cât timp k ≤ maxit repetă

3.1. gk = −grad f(xk) ; calculează direcţia gradientului

3.2. ρk =arg minρ>0 f(xk + ρgk) ; calculează pasul pe direcţia aleasă

3.3. xk+1 = xk + ρkgk ; noua soluţie

3.4. dacă ‖grad f(xk)‖ < ε stop



Capitolul 5

Algoritmi evoluţionişti de optimizare

pentru arhitecturi de calcul

distribuite

”The subject of optimization is a fascinating blend of

heuristics and rigour, of theory and experiment.”

R. Fletcher

Metodele deterministe de optimizare au marele dezavantaj că sunt capabile să găsească

doar extreme locale, dependente de iniţializare. Metodele de optimizare care urmăresc

găsirea extremelor globale folosesc de aceea şi alte tehnici (euristice) de căutare. În ultimul

deceniu au fost folosiţi tot mai mult algoritmi bazaţi pe modele biologice evoluţioniste ı̂n

rezolvarea problemelor de optimizare din diferite domenii 1. Anexa D descrie principalele

concepte, structura unui program de evoluţie şi principalele probleme legate de conceperea

unor astfel de algoritmi. Teoria algoritmilor genetici (̂ın care codificarea indivizilor se face

binar) furnizează explicaţii pentru convergenţa acestor algoritmi către extreme globale.

Se constată totuşi că şi pentru alte tipuri de reprezentări genetice programele de evoluţie

tind către ”mai bine”. Charles Darwin spunea ı̂n Origin of Species: ”As natural selection

works solely by and for the good of each being, all corporeal and mental endowments will

tend to progress toward perfection.”

Folosirea programelor bazate pe modele evoluţioniste se poate aplica şi ı̂n optimizarea

dispozitivelor electromagnetice. De aceea, ı̂n cele ce urmează, vom descrie programul de

evoluţie folosit ı̂n optimizarea dispozitivelor descrise ı̂n capitolul al şaselea. Deoarece, ı̂n

1Aceasta a impus apariţia de curând (aprilie 1997) a primului număr al revistei IEEE Transactions

on Evolutionary Computation. O căutare a cuvintelor cheie ”Evolutionary Computation” pe Internet

generează o listă cu 80000 documente iar a cuvintelor cheie ”Genetic Algorithms” o listă cu 420000

documente.

109
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general, algoritmii evoluţionişti sunt costisitori din punct de vedere al timpului de calcul,

lucru şi mai evident atunci când sunt folosiţi ı̂n optimizarea dispozitivelor electromag-

netice, am urmărit implementarea unor variante de algoritmi care să ruleze ı̂n paralel pe

arhitecturi de calcul distribuite. Algoritmii implementaţi fac parte din categoria algorit-

milor cu granularitate mare a paralelizării. Populaţia este divizată ı̂ntr-un număr (relativ

mic) de subpopulaţii (insule) care evoluează ı̂n paralel şi care schimbă din când ı̂n când

informaţii (indivizi).

5.1 Formularea problemei

Într-o problemă de optimizare cu restricţii forma geometrică a mulţimii de soluţii ac-

ceptabile din IRq (unde q este numărul parametrilor de optimizare) este o caracteristică

deosebit de importantă. Există un tip special de mulţime, cea convexă, pentru care a

fost dezvoltată o cantitate semnificativă de teorie, deoarece este un caz frecvent ı̂ntâlnit

ı̂n practică.

Din acest motiv, algoritmii prezentaţi ı̂n continuare tratează cazul ı̂n care funcţia

obiectiv f este definită pe un domeniu convex paralelipipedic

D ⊂ IRq, unde D =

q
∏

k=1

[lk, uk], (5.1)

unde [lk, uk] reprezintă intervalul pe care este definită variabila xk.

Problema tratată poate fi formulată astfel:

Optimizează funcţia f(x1, x2, . . . , xq) care are următoarele restricţii liniare:

• q restricţii de domeniu:

li ≤ xi ≤ ui i = 1, . . . , q. (5.2)

Aceste relaţii le putem scrie simbolic astfel: l ≤ x ≤ u unde l = (l1, l2, . . . , lq), u =

(u1, u2, . . . , uq).

• p ecuaţii independente:

Ax = b, (5.3)

unde A = (aij), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q, b = (b1, b2, . . . , bp).

• m inecuaţii:

Cx ≤ d, (5.4)

unde C = (cij), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , q, d = (d1, d2, . . . , dm).

Această formulare este destul de generoasă pentru clasa de probleme de optimizare

standard.
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Algoritmul de optimizare propriu-zis nu se aplică problemei aşa cum este definită

mai sus. Deoarece cele p ecuaţii sunt independente, ı̂nseamnă că există p variabile

(xi1 , xi2 , . . . , xip), unde {xi1 , xi2 , . . . , xip} ⊂ {1, 2, . . . , q}, care pot fi eliminate ı̂n funcţie

de celelalte.

Matricea A se ı̂mparte ı̂n două matrice A1 şi A2 astfel: coloana j a lui A va fi coloană

a matricei A1 dacă şi numai dacă j ∈ {i1, i2, . . . , ip}. Matricea A1 este o matrice pătrată

şi deoarece egalităţile sunt independente ea este şi inversabilă. Există deci A−1
1 .

Analog se ı̂mparte matricea C ı̂n matricele C1 şi C2, precum şi vectorii x, l şi u. Vom

nota astfel de exemplu cu

x1 = [xi1 , xi2 , . . . , xip ] (5.5)

vectorul variabilelor eliminate şi cu x2 vectorul variabilelor ı̂n funcţie de care se face

optimizarea propriu-zisă, cu

l1 = [li1 , li2 , . . . , lip ], (5.6)

u1 = [ui1 , ui2 , . . . , uip ] (5.7)

restricţiile de domeniu ale variabilelor care vor fi eliminate.

Cele p egalităţi se scriu

A1x
1 + A2x

2 = b, (5.8)

de unde rezultă

x1 = A−1
1 b − A−1

1 A2x
2. (5.9)

Variabilele eliminate sunt deci combinaţii liniare de variabile care rămân. Pentru fiecare

variabilă eliminată există o restricţie de domeniu lij ≤ xij ≤ uij . De aceea, fiecare

restricţie eliminată va face să apară un nou set de inegalităţi

l1 ≤ A−1
1 b − A−1

1 A2x
2 ≤ u1, (5.10)

care se adaugă la inegalităţile iniţiale.

Setul iniţial de inegalităţi se rescrie

C1x
1 + C2x

2 ≤ d (5.11)

şi ı̂nlocuind x1 rezultă

C1(A
−1
1 b − A−1

1 A2x
2) + C2x

2 ≤ d. (5.12)

În concluzie, după eliminarea celor p variabile xi1 , xi2 , . . . , xip setul final de restricţii

cuprinde doar următoarele inegalităţi:

• de domeniu:

l2 ≤ x2 ≤ u2, (5.13)
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• inegalităţi noi:

l1 ≤ A−1
1 b − A−1

1 A2x
2 ≤ u1, (5.14)

• inegalităţi vechi rescrise:

(C2 − C1A
−1
1 A2)x

2 ≤ d − C1A
−1
1 b. (5.15)

5.2 Descrierea algoritmului secvenţial

Algoritmul evoluţionist distribuit are la bază unul secvenţial. În cele ce urmează vom

descrie componentele principale ale algoritmului secvenţial folosit.

5.2.1 Reprezentarea genetică şi dimensiunea populaţiei

Una din componentele principale ale unui program de evoluţie este reprezentarea genetică,

adică alegerea unei codificări potrivite pentru parametrii de optimizare. Există mai multe

posibilităti de alegere a reprezentării genetice. Se consideră că majoritatea celor ce utili-

zează astfel de programe preferă reprezentări legate de problemă [12]. Astfel, dacă ı̂ntr-o

problemă de optimizare de parametri este permisă o variaţie continuă a acestora, atunci

pentru ei se adoptă ca reprezentare genetică un număr real pentru fiecare parametru.

Dacă variaţia este discretă, atunci se preferă o codificare binară pentru fiecare parametru.

În această din urmă situaţie, pentru ca doi vecini ı̂n aşa numitul “spaţiu fenotip” (spaţiul

real) să fie vecini şi ı̂n “spaţiul genotip” (spaţiul reprezentării genetice), se preferă cod-

ificarea binară GRAY ı̂n care reprezentarea binară a două numere consecutive diferă

printr-un singur bit.

Din acest motiv, deoarece ı̂n problemele studiate parametrii pot varia continuu ı̂ntre

anumite limite, reprezentarea genetică aleasă pentru un individ este un vector de numere

reale de dimensiune q (numărul total de variabile). Fiecare componentă a vectorului

reprezintă o valoare posibilă pentru un anumit parametru de optimizare.

Dimensiunea populaţiei (sau subpopulaţiilor ı̂n cazul algoritmilor distribuiţi) am con-

siderat-o fixă. Vom nota această dimensiune cu POP SIZE.

5.2.2 Populaţia iniţială

Populaţia iniţială este formată din indivizi diferiţi, uniform repartizaţi ı̂n ı̂ntreg domeniul

de căutare (generat de limitele minime şi maxime admise ale parametrilor). Mai ı̂ntâi se

partiţionează domeniul ı̂n celule disjuncte şi apoi se generează aleator ı̂n fiecare celulă câte
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un individ care să satisfacă restul restricţiilor (de tip inegalitate). Un astfel de individ va

aparţine populaţiei iniţiale.

5.2.3 Operatori folosiţi

• Mutaţie uniformă

Acest operator se aplică unui singur părinte x şi produce un singur copil x′. El este

deci un operator unar. Operatorul selectează o componentă aleatoare k ∈ {1, 2, . . . , q} a

vectorului x = (x1, . . . , xk, . . . , xq) şi produce un vector x′ = (x1, . . . , x
′
k, . . . , xq), unde x′

k

este o valoare aleatoare (probabilitatea de distribuţie fiind uniformă) ı̂n limitele domeni-

ului ei.

Acest operator joacă un rol important ı̂n fazele timpurii ale procesului de evoluţie,

permiţând indivizilor să se mişte ı̂n spaţiul de căutare. Operatorul este esenţial ı̂n algo-

ritmii ı̂n care populaţia iniţială constă ı̂n copii identice ale aceluiaşi individ 2.

În fazele ı̂naintate ale procesului de evoluţie operatorul permite ieşirea din zona unui

optim local.

• Mutaţie pe frontieră

Acest operator se aplică de asemenea unui singur părinte x şi produce un singur copil

x′. El este o variantă a mutaţiei uniforme, unde x′
k este una din cele doua limite ale

domeniului pe care este definita variabila k.

Operatorul este folositor ı̂n problemele de optimizare ı̂n care soluţia optimă se află pe

sau lângă frontiera spaţiului de căutare. În consecinţă un astfel de operator nu are nici

un sens ı̂n problemele fără restricţii şi ı̂n care limitele unei variabile sunt mari. El se

dovedeşte a fi foarte folositor ı̂n prezenţa restricţiilor.

• Mutaţie neuniformă

Mutaţia neuniformă este de asemenea un operator unar şi ea este cea care asigură

reglajul fin al căutării. Operatorul este definit astfel: pentru un părinte x, dacă elementul

xk a fost selectat pentru această mutaţie, atunci rezultatul este x′ = (x1, . . . , x
′
k, . . . , xq)

unde

x′
k =

{

xk + △(t, right(k) − xk) daca un bit aleator este 0

xk − △(t, xk − left(k)) daca un bit aleator este 1.
(5.16)

În formula de mai sus “right(k)” şi “left(k)” reprezintă domeniul variabilei xk. Funcţia

△(t, y) ı̂ntoarce o valoare ı̂n domeniul [0, y] astfel ı̂ncât probabilitatea ca △(t, y) să fie cât

2De exemplu GENOCOP - program evoluţionist ce poate fi găsit pe Internet la adresa

http://www.aic.nrl.navy.mil:80/galist/src.
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mai apropiată de 0 să crească pe măsură ce t creşte, t fiind numărul generaţiei curente.

O astfel de definire a lui △ face ca operatorul să exploreze iniţial (atunci când t este mic)

uniform domeniul de căutare şi să facă o exploare locală atunci când t este mare. Iată un

exemplu de astfel de funcţie 3:

△(t, y) = yr

[

1 −
(

t

T

)b
]

, (5.17)

unde r este un număr aleator ı̂ntre 0 şi 1, T este numărul maxim de generaţii şi b este un

parametru care determină gradul de neuniformitate.

• Încrucişare aritmetică

Încrucişarea aritmetică este un operator binar. Ea se aplică la doi părinţi x1 şi x2. Din

ı̂ncrucişarea celor doi părinţi rezultă doi copii x′
1 şi x′

2, fiecare din ei fiind o combinaţie

liniară de cei doi părinţi:

x′
1 = ax1 + (1 − a)x2, (5.18)

x′
2 = ax2 + (1 − a)x1. (5.19)

Parametrul a este o valoare aleatoare ı̂n intervalul [0, 1]. Într-un domeniu convex, cei doi

copii vor fi ı̂ntotdeauna ı̂n spaţiul de căutare.

Iată alte denumiri care se cunosc pentru acest operator: ı̂ncrucişare medie garantată

(pentru a = 0.5), ı̂ncrucişare intermediară, ı̂ncrucişare liniară.

S-a constatat de asemenea că un algoritm genetic care foloseşte şi acest fel de ı̂ncrucişare

este mai stabil, deviaţia standard a celor mai bune soluţii (obţinute din mai multe rulări)

fiind mai mică.

Parametrul a s-ar putea determina prin optimizare unidimensională prin metode de-

terministe.

• Încrucişare simplă

Încrucişarea simplă este de asemenea un operator binar. Doi părinţi x1 = (x1, . . . , xq) şi

x2 = (y1, . . . , yq) sunt ı̂ncrucişati la poziţia k, copiii rezultaţi fiind x′
1 = (x1, . . . , xk, yk+1, . . . , yq)

şi x′
2 = (y1, . . . , yk, xk+1, . . . , xq). Un astfel de operator ar putea produce copii ı̂n afara

spaţiului de căutare. Pentru a evita acest lucru, se poate folosi proprietatea mulţimilor

convexe şi anume faptul că există a ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât

x′
1 = (x1, . . . , xk, yk+1a + xk+1(1 − a), . . . , yqa + xq(1 − a)) (5.20)

şi

x′
2 = (y1, . . . , yk, xk+1a + yk+1(1 − a), . . . , xqa + yq(1 − a)) (5.21)

3folosită ı̂n GENOCOP
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să fie ı̂n spaţiul de căutare. Problema care mai rămâne de rezolvat este să se găsească

cea mai mare valoare a lui a, aceasta corespunzând celei mai mari cantităţi de informaţie

schimbată. Cea mai simplă metodă de a face acest lucru este să se pornească cu a = 1 şi,

dacă cel puţin unul din copii nu este ı̂n spaţiul de căutare, se descreşte a de ρ ori s.a.m.d

până când cei doi copii sunt ı̂n spaţiul de căutare.

Rezultatele numerice arată că un program fără ı̂ncrucişare simplă este chiar mai puţin

stabil decât un program fără ı̂ncrucişare aritmetică.

• Mutaţie neuniformă a tuturor genelor

Toate genele (componentele) părintelui căruia i se aplică acest operator suferă o mutaţie

neuniformă de tipul celei descrise la operatorul mutaţie neuniformă.

Operatorii se aplică succesiv astfel: de P1 ori mutaţia uniformă, de P2 ori mutaţia

pe frontieră, de P3 ori mutaţia neuniformă, de P4 ori ı̂ncrucişarea aritmetică, de P5 ori

ı̂ncrucişarea simplă şi de P6 ori mutaţia neuniformă a tuturor genelor.

5.2.4 Mecanismul de selecţie

În vederea selecţiei părinţilor pentru reproducere populaţia se ordonează astfel ı̂ncât

primul individ este cel mai bun şi apoi urmează ceilalţi ı̂n ordine descrescătoare. Pen-

tru reproducere se selectează ı̂n mod independent P =
∑6

i=1 Pi cromozomi (nu neaparat

distincţi). Selecţia se bazează pe poziţia (rangul) unui cromozom ı̂n populaţie.

Cu ajutorul unui parametru q ∈ (0, 1) se defineşte o funcţie neliniară

probab(i) = q(1 − q)i−1 (5.22)

unde i este un ı̂ntreg ı̂ntre 1 şi dimensiunea populaţiei, i = 1 corespunde celui mai bun

individ şi i = POP SIZE celui mai prost. Această funcţie reprezintă probabilitatea ca

un individ din poziţia i să fie selectat la o singură selecţie. Această schemă permite

utilizatorului să influenţeze presiunea de selecţie4.

Se calculează apoi probabilităţile cumulate

cum probab(i) =
i∑

j=1

(probab(j)). (5.23)

4Presiunea de selecţie se referă la gradul ı̂n care indivizii buni sunt favorizaţi: cu cât presiunea de

selecţie este mai mare, cu atât mai mult sunt favorizaţi indivizii mai buni să devină părinţi. Rata de

convergenţă a unui algoritm evoluţionist este determinată ı̂n mare măsură de presiunea de selecţie: cu

cât aceasta este mai mare, cu atât rata de convergenţă creşte. Dacă presiunea de selecţie este prea mare,

algoritmul ar putea converge către puncte sub-optime.
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Procedeul de selecţie al părinţilor se bazează pe un proces asemănător ruletei. Roata

ruletei se ı̂nvârteşte de P ori şi de fiecare dată se selectează un individ (cromozom) pentru

a fi părinte. La o rotaţie a roţii ruletei:

• Se generează un număr real aleator random ∈ [0, 1];

• Dacă random < cum probab(1) atunci primul cromozom va fi selectat drept părinte,

altfel va fi selectat drept părinte primul cromozom (să zicem i) pentru care

cum probab(i − 1) <random ≤ cum probab(i).

Evident unii cromozomi vor fi selectaţi mai mult decât o dată pentru a deveni părinţi.

Cei mai buni cromozomi (cei având număr de ordine mic ı̂n populaţie) au şanse de a se

reproduce de mai multe ori.

În figurile 5.1 şi 5.2 se pot observa valorile vectorului cum probab pentru diferite valori

ale parametrului q ı̂n cazul unei populaţii cu 20 indivizi şi ı̂n cazul unei populaţii cu 70

indivizi.
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Se observă că pentru o populaţie cu 70 de indivizi, pentru q = 0.2 indivizii aleşi drept

părinţi vor fi practic ı̂n primii 20. Cu cât q scade, pot fi aleşi părinţi şi din indivizii mai

slabi.

Selecţia folosită este “on the fly” (din zbor): dacă un copil este mai bun decât părintele

său el ı̂l ı̂nlocuieşte imediat, altfel nu este luat ı̂n considerare.

5.2.5 Algoritmul folosit

Algoritmul genetic (secvenţial) folosit este următorul:
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0. t = 0

1. iniţializează P(t)

2. evaluează P(t)

3. ordonează P(t)

3. repetă

3.1. selectează P părinţi

3.2. aplică de P1 ori mutaţia uniformă (evaluează copii, ı̂nlocuieşte sau

nu părinţi)

3.3. aplică de P2 ori mutaţia pe frontieră (. . . )

3.4. aplică de P3 ori mutaţia neuniformă

3.5. aplică de P4 ori ı̂ncrucişarea aritmetică

3.6. aplică de P5 ori ı̂ncrucişarea simplă

3.7. aplică de P6 ori mutaţia neuniformă a tuturor genelor

3.8. ordonează P(t + 1)

3.6. t = t + 1

până când (este ı̂ndeplinită condiţia de oprire)

5.2.6 Condiţia de oprire

Algoritmul se opreşte dacă a fost depăsit un număr maxim de iteraţii (generaţii) impus.

Alte criterii de oprire ı̂ntâlnite sunt: impunerea unui timp maxim de rulare, impunerea

unui număr maxim de evaluări de funcţii, testarea convergenţei algoritmului genetic.

Această din urmă condiţie de oprire este mai delicată. În general, se consideră că al-

goritmul genetic a convers atunci când indivizii din populaţie sunt asemănători (se spune

că populaţia a degenerat, şi-a pierdut diversitatea), şi ı̂n consecinţă ı̂ncrucişarea lor nu

mai are efect.

5.2.7 Parametrii algoritmului secvenţial

Vom contabiliza acum parametrii algoritmului secvenţial, cei care trebuie fixaţi de uti-

lizator (̂ın afara tipului de codificare şi a mecanismului de selecţie). Aceştia sunt:

• POP SIZE = dimensiunea populaţiei;

• q = parametru real ı̂ntre 0 şi 1 care influenţează presiunea de selecţie;

• a = valoare reală ı̂ntre 0 şi 1 folosită de operatorul ı̂ncrucişare aritmetică;

• ρ = număr real mai mare decât 1 folosit de operatorul ı̂ncrucişare simplă pentru a găsi

copii ı̂n domeniul de căutare;

• b = valoare reală mai mare decât 1 folosită de operatorul mutaţie neuniformă;

• P1 = numărul de mutaţii uniforme / generaţie;
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• P2 = numărul de mutaţii pe frontieră / generaţie;

• P3 = numărul de mutaţii neuniforme / generaţie;

• P4 = dublul numărului de ı̂ncrucişări aritmetice / generaţie;

• P5 = dublul numărului de ı̂ncrucişări simple / generaţie;

• P6 = numărul de mutaţii neuniforme a tuturor genelor / generaţie;

• T = numărul maxim de generaţii.

Sarcina utilizatorului este deosebit de complicată. Alegerea parametrilor influenţează

succesul sau eşecul algoritmului evoluţionist. Un mic studiu al influenţei parametrilor

asupra evoluţiei procesului de optimizare este prezentat ı̂n paragraful 5.4.3. Soluţia care

se practică este aceea de a folosi un algoritm genetic (numit meta GA) care să optimizeze

parametrii strategiei evoluţioniste.

5.3 Algoritmi evoluţionişti distribuiţi

5.3.1 Implementări paralele ale algoritmilor evoluţionişti

Implementările paralele ale algoritmilor evoluţionişti pot fi clasificate astfel [26, 96, 104]:

• Algoritmi cu paralelizare globală5. Aceşti algoritmi efectuează evaluările indivizilor

ı̂n paralel. Un individ se poate combina cu oricare alt individ al populaţiei, operatorii

fiind neschimbaţi faţă de modelul secvenţial. Algoritmul se comportă exact ca unul

secvenţial, timpul de execuţei scăzând proporţional cu numărul de procesoare.

• Algoritmi cu granularitate mare a paralelizării6. Populaţia este divizată ı̂n mai multe

subpopulaţii (insule) care evoluează ı̂n paralel, operatorii genetici fiind aplicaţi ı̂n

cadrul fiecărei subpopulaţii ı̂n parte. Schimbul de informaţii ı̂ntre subpopulaţii se

efectuează cu ajutorul unui operator de migrare. În cadrul acestei categorii sunt

cunoscute modelul insulelor paralele7 ı̂n care migrarea indivizilor se poate face către

oricare altă populaţie, şi modelul treptei8, ı̂n care apar restricţii ı̂n ceea ce priveşte

migrarea indivizilor, schimbul de indivizi neputând avea loc decât ı̂ntre subpopulaţii

considerate vecine.

În general, algoritmii din această categorie sunt cunoscuţi mai ales sub denumirea

de algoritmi genetici distribuiţi datorită implementărilor uzuale pe arhitecturi de

5“micro-grain”
6 “coarse-grain”
7“parallel island model”
8“stepping-stone model”
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tip MIMD9 cu memorie distribuită.

• Algoritmi genetici cu granularitate fină a paralelizării10. Din această categorie fac

parte algoritmii care folosesc un numar larg de subpopulaţii de mici dimensiuni.

Cazul limită este obţinut când ı̂ntr-o subpopulaţie se află un singur individ, şi poate

fi implementat cu avantaje maxime pe calculatoare paralele cu un număr ridicat de

procesoare (de obicei 210 sau mai mult). Aceşti algoritmi se mai numesc şi algoritmi

masiv paraleli.

• Algoritmi paraleli hibrizi. Modelul este similar cu modelul algoritmilor masiv par-

aleli deoarece există tot o corespondenţă unu la unu ı̂ntre procesoare şi indivizi.

Totuşi, sunt folosite un număr mic de procesoare. De obicei astfel de algoritmi

includ şi tehnici deterministe pentru a ı̂mbunătăţi performanţele sistemului.

Sub numele de algoritmi hibrizi se ı̂ntâlnesc şi combinaţii ı̂ntre tipurile de imple-

mentări paralele descrise mai sus.

Algoritmii evoluţionişti cu paralelizare globală evoluează la fel ca algoritmii secvenţiali.

Celelalte implementări paralele introduc ı̂nsă schimbări fundamentale.

Cei mai populari algoritmi evoluţionişti paraleli sunt cei cu granularitate mare a pa-

ralelizării. Succesul algoritmilor ı̂n care apare migraţia a fost explicat folosind argumente

din biologie: ı̂ntr-un populaţie izolată ı̂n care apar schimbări ı̂n mediu, este probabil să

apară repede noi specii. Numărul de emigranţi determină nivelul acestor schimbări şi noi

soluţii apar repede după migraţie.

Experienţa a arătat că, ı̂n general, un algoritm evoluţionist paralel care foloseşte

migraţia este mai bun şi mai rapid decât un algoritm paralel care nu foloseşte migraţia,

acesta la rândul lui fiind mai rapid decât un algoritm evoluţionist secvenţial.

5.3.2 Parametrii specifici unui algoritm paralel ce foloseşte mi-

graţia

Dimensiunea populaţiei este probabil parametrul care afectează cel mai tare performanţa

unui algoritm genetic. De aceea studiul algoritmilor paraleli trebuie să ı̂nceapă cu di-

mensiunea subpopulaţiilor. Există de asemenea un număr optim de subpopulaţii

(de o anumită dimensiune) care maximizează speedup-ul.

În ceea ce priveşte migraţia, aceasta este controlată de următorii parametri: topologia

care defineşte conexiunea ı̂ntre subpopulaţii, rata de migraţie care controlează numărul

9”Multiple Instructions Multiple Data”. Pentru clarificări şi clasificări ale sistemelor paralele se pot

consulta [75, 111].
10 “fine grain”
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de indivizi care migrează, intervalul (frecvenţa) de migraţie care arată cât de des are

loc migraţia. Mai trebuie stabilite cum are loc selecţia indivizilor pentru migrare

(aleator, sau ı̂n funcţie de calitatea lor) şi inserarea indivizilor ı̂n noua populaţie.

Iată câteva din concluziile cercetătorilor din domeniu [26]:

• Topologia (schema de conexiune) este un factor important pentru perfomanţa

unui algoritm genetic paralel, deoarece ea determină cât de repede (sau de ı̂ncet) o

soluţie bună diseminează către alte subpopulaţii.

Alegerea topologiei nu este foarte importantă ı̂n performanţele unui algoritm par-

alel atât timp cât ea are conectivitate mare şi diametru mic (Cohon, 1987). Dacă

topologia are o conectivitate densă (sau diametru scurt, sau ambele), soluţiile bune

vor ajunge repede la toate subpopulaţiile. Dacă topologia are o conectivitate rară

(sau diametru lung), soluţiile bune se vor ı̂mprăştia ı̂ncet, subpopulaţiile sunt mai

izolate unele de altele, permiţând apariţia de soluţii diferite. Aceste soluţii s-ar

putea combina la un moment de timp ulterior, şi ar putea forma indivizi mai buni.

Topologia de comunicaţie este importantă şi pentru că ea determină timpul de

migraţie. De exemplu o topologie densă asigură o bună amestecare a indivizilor,

dar costurile de comunicaţie pot fi mari.

Tendinţa generală este de a folosi topologii statice, care rămân neschimbate ı̂n tim-

pul execuţiei algoritmului. Multe implementări cu topologii statice folosesc aceeaşi

topologie ca şi topologia reţelei de calculatoare disponibile. Implementări de hiper-

cuburi şi inele sunt astfel obişnuite. Studii empirice arată că algoritmii paraleli

cu topologii dense găsesc soluţia globală cu mai puţine evaluări de funcţii decât

algoritmii paraleli cu topologii rare.

Există de asemenea şi implementări care folosesc topologii dinamice. În acest caz o

subpopulaţie nu comunică doar cu o mulţime fixă de alte subpopulaţii, ci ea trimite

indivizi tuturor subpopulaţiilor care satisfac anumite criterii. Motivaţia topologiilor

dinamice este aceea de a identifica subpopulaţiile ı̂n care indivizii care emigrează

pot produce un anumit efect. De obicei, criteriile folosite pentru alegerea unei

subpopulaţii drept destinaţie includ informaţii legate de diversitatea subpopulaţiei,

sau de distanţa dintre două subpopulaţii, sau informaţii legate de anumiţi indivizi

(de exemplu cei mai buni). Avantajul unei topologii dinamice este şi acela că,

ı̂n cazul opririi unui procesor (nod), algoritmul ar putea reconfigura schema de

conexiune dintre procesoarele rămase.

O abordare diferită a fost propusă de Marin, Trelles-Salazar şi Sandoval (1994). Ei

propun o schemă centralizată ı̂n care sclavii execută un algoritm genetic, periodic

trimit cele mai bune rezultate unui proces master, acesta ı̂i alege pe cei mai buni

indivizi pe care ı̂i trimite apoi tuturor proceselor slave.
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• Rata de migraţie are o valoare critică, sub care performanţa algoritmului este

micşorată datorită izolării subpopulaţiilor, şi peste care algoritmul se comportă ca

unul secvenţial (Grosso, 1985).

• Frecvenţa migraţiei influenţează de asemenea performanţele algoritmului. Tanese

(1989) face un studiu asupra frecvenţei migraţiei şi numărului de indivizi care mi-

grează, ajungând la concluzia că migrarea a prea multor indivizi prea frecvent, sau

a prea puţin indivizi prea rar, degradează performanţele algoritmului.

În majoritatea algoritmilor cu granularitate mare, migraţia este sincronă, adică

apare la intervale constante, predeterminate. Această abordare are dezavantajul că

procesoarele rapide sunt ı̂ncetinite de cele mai lente. Migraţia poate fi asincronă,

comunicaţia dintre subpopulaţii realizându-se după apariţia unui anumit eveniment,

nelegat de momentul evoluţiei subpopulaţiei (model mai apropiat de modelul nat-

ural). Dezavantajul unei astfel de implementări este acela că un individ foarte bun

(dar sub-optimal) poate fi inserat ı̂ntr-o populaţie proastă. El ar putea domina

populaţia, ducând la o convergenţă prematură a ei.

Se pare că, dacă migraţia apare prea devreme, emigranţii sunt prea slabi pen-

tru a influenţa căutarea ı̂n direcţia corectă, aceasta ı̂nsemnând irosirea resurelor.

Braun (1990) prezintă un algoritm ı̂n care migraţia apare după ce subpopulaţiile

degenerează (converg) 11.

Un alt aspect este acela al omogenităţii procesoarelor (insulelor, nodurilor). Un

algoritm paralel cu insule omogene foloseşte ı̂n fiecare nod aceeaşi parametri, operatori, tip

de codificare. Un astfel de algoritm are avantajul că este simplu de implementat. În cazul

insulelor neomogene ı̂n fiecare nod pot fi folosite diferite metode de codificare, operatori

genetici diferiţi, funcţii obiectiv diferite. Implementarea este mai complicată (indivizii

trebuie să-şi schimbe tipul de codificare la migraţie), dar ı̂n acest caz probabilitatea de

convergenţă prematură este mai mică.

5.3.3 Algoritmii folosiţi

Algoritmii genetici distribuiţi adoptaţi sunt de tipul celor cu granularitate mare a paraleli-

zării. Au fost implementate două tipuri de topologii: una statică, de tip inel unidirecţional

şi una dinamică, bazată pe ierarhizarea subpopulaţiilor. Insulele sunt omogene şi sincrone.

11Populaţia se consideră degenerată atunci când deviaţia standard este mică şi ı̂ncrucişarea nu mai are

efect.
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5.4 Teste numerice

Algoritmul implementat a fost testat pe funcţii analitice care au mai multe extreme.

Exemple de astfel de funcţii pot fi găsite ı̂n anexa A.

Deoarece un algoritm statistic se comportă diferit la rulări diferite care pornesc din

acelaşi condiţii iniţiale, pentru comparaţie fiecare caz a fost rulat de 20 ori consecutiv.

Pentru estimarea efortului de calcul a fost contorizat numărul de evaluări de funcţii

obiectiv, această operaţie fiind cea mai costisitoare ı̂n optimizările de dispozitive electro-

magnetice.

5.4.1 Descrierea problemelor de test

Funcţia ”six-hump camel back”

Această funcţie are expresia:
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Figura 5.3: Harta funcţiei C(x, y)

C(x, y) =

(

4 − 2.1x2 +
x4

3

)

x2 + xy +

+
(
−4 + 4y2

)
y2, (5.24)

unde −3 ≤ x ≤ 3 şi −2 ≤ y ≤ 2. Funcţia

are un minim global egal cu −1.03163 ı̂n două

puncte diferite: (x, y) = (−0.0898,−0.7126)

şi (x, y) = (0.0898,−0.7126)

Pentru ca extremul global să fie unic, funcţia

folosită ı̂n programul de optimizare este definită

pentru 0 ≤ x ≤ 3. Figura 5.3 prezintă 40 curbe de echivalori ı̂n intervalul (−1.1; 5.8),

domeniile dintre curbe fiind colorate conform valorilor funcţiei (culoarea roşie corespunde

zonelor de minim). Se observă prezenţa a trei minime (din care două sunt locale).

Prezenţa minimelor locale se poate observa şi din graficele C(x,−0.7126) (figura 5.4)

şi C(0.0898, y) (figura 5.5).

Media funcţiei pe domeniul de căutare este 20.1609.

Funcţia lui Bohachevsky

Această funcţie are expresia:

B(x, y) = x2 + 2y2 − 0.3 cos(3πx) cos(4πy) + 0.3, (5.25)
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Figura 5.5: C(0.0898, y)
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Figura 5.6: Harta funcţiei B(x, y)
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Figura 5.7: B(x, 1)

unde −50 ≤ x ≤ 50 şi −50 ≤ y ≤ 50. Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n

(x, y) = (0, 0).

Figura 5.6 prezintă 40 curbe de echivalori ı̂n intervalul (0; 4), domeniile dintre curbe

fiind colorate conform valorilor funcţiei (culoarea roşie corespunde zonelor de minim). Se

observă prezenţa a nouă minime (din care patru sunt locale). Prezentă minimelor locale

se poate observa şi din graficul B(x,−1) (figura 5.7). Media funcţiei pe domeniul de

căutare este 2500.3.
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Funcţia lui Rosenbrock

Această funcţie are expresia:

R(x, y) = 100(y − x2)2 + (1 − x)2, (5.26)

unde −2.048 ≤ x ≤ 2.048 şi −2.048 ≤ y ≤ 2.048. Funcţia are un minim global egal cu

0 ı̂n punctul (x, y) = (1, 1). Minime locale nu există, dar funcţia are un relief complicat

pentru algoritmii de optimizare de ordinul unu. Pentru puncte de start depărtate de

minim, direcţia gradientului nu indică direcţia corectă către minim, valea funcţiei fiind

răsucită.

Figura 5.8 prezintă 7 curbe de echivalori ı̂n intervalul (0.1; 10) iar figura 5.9 o secţiune

pe la y = 0.2. Pe aceasta din urmă se observă două minime. Doar unul din ele este minim

adevărat. Ele reprezintă de fapt aceeaşi vale care se răsuceşte. Pentru o astfel de funcţie,

minimizarea la un moment dat după o singură direcţie ar putea de fapt să ı̂ndepărteze

punctul curent de minimul adevărat.
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Figura 5.8: Echivalori de R(x, y)
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Figura 5.9: R(x, 0.2)

Media funcţiei pe domeniul de căutare este 494.052.

5.4.2 Mediul de calcul distribuit

Un sistem distribuit este alcătuit din mai multe calculatoare independente, conectate ı̂n

reţea, simulând un calculator paralel. Un mediu distribuit poate fi privit ca un calculator

paralel virtual, ı̂n general cu structură de tip MIMD cu memorie distribuită.

Mediul de calcul distribuit folosit ı̂n experimente este alcătuit din 9 calculatoare PC

Pentium (166 MHz, 32 MB RAM), interconectate printr-o magistrală Fast Ethernet de



5.4. TESTE NUMERICE 125

viteză 100 Mb/s, ı̂ntr-o structură asemănătoare cu structura unui calculator paralel de tip

MIMD cu memorie distribuită. Programele au fost scrise ı̂n limbajul de programare C,

sub sistemul de operare LINUX. Mediul software folosit pentru construirea calculatorului

parale virtual a fost PVM 12 [53]. El se bazează pe un model de transmisie/recepţie

de mesaje ı̂ntre calculatoarele care compun maşina virtuală, performanţele globale ale

acesteiea depinzând atât de performanţele individuale ale fiecărei maşini cât şi de viteza

cu care este realizată comunicaţia ı̂ntre maşini.

5.4.3 Studiul parametrilor algoritmului secvenţial

În cele ce urmează vom lua pe rând fiecare parametru al algoritmului secvenţial şi vom

face câteva teste numerice pe funcţia “six hump” pentru a observa influenţa parametrului

respectiv asupra evoluţiei procesului de minimizare.

Trebuie să precizăm că algoritmul secvenţial se opreşte atunci când este atins un număr

maxim de generaţii T , ales ı̂n testele prezentate egal cu 300.

• Mecanismul de selecţie şi crearea noii generaţii

Mecanismul de selecţie este cel descris la paragraful 5.2.4. Acelaşi mecanism este folosit

şi ı̂n GENOCOP.

Crearea noii generaţii este făcută diferit faţă de GENOCOP. Acolo, copii creaţi se

reţin ı̂ntr-o altă structură de date. După crearea tuturor copiilor, indivizi “condamnaţi la

moarte” (care puteau fi alţii decât părinţii) erau ı̂nlocuiţi cu copiii. Un copil prost putea

astfel ı̂nlocui un individ bun. În metoda adoptată pentru crearea noii generaţii, copiii

ı̂nlocuiesc imediat părinţii (selecţia este “on the fly”). Înlocuirea se face doar dacă copilul

este mai bun decât părintele, algoritmul având astfel un caracter elitist.

Testele numerice au arătat că acest algoritm are, faţă de GENOCOP, mai puţine

eşecuri, iar valoarea celui mai bun individ apare mai repede.

• Dimensiunea populaţiei

Pentru a observa influenţa dimensiunii populaţiei asupra algoritmului, au fost studiate

cazurile POP SIZE = 25, 49, 100. În fiecare caz, valorile parametrilor Pi au fost modificate

astfel ı̂ncât procentul de indivizi cărora li se aplică operatorii să rămână aproximativ

acelaşi.

Pentru ca selecţia părinţilor să se facă aproximativ la fel, valoarea parametrului q, care

influenţează presiunea de selecţie, a fost aleasă astfel ı̂ncât cum probab[POP SIZE/2] =

0.9. Deoarece

cum probab[i] = 1 − (1 − q)i, (5.27)

12”Parallel Virtual Machine”
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rezultă q = 1 − 0.12/POP SIZE. Ceilalţi parametri (neschimbaţi la variaţia dimensiunii

populaţiei) sunt: a = 0.25, b = 2, ρ = 10, T = 300.

Tabelul 5.1 cuprinde valorile parametrilor ajustaţi după dimensiunea populaţiei, astfel

ı̂ncât testele numerice să reflecte numai influenţa dimensiunii populaţiei asupra evoluţiei

algoritmului.

Figura 5.10 prezintă evoluţia celui
POP SIZE P1 P2 P3 P4 P5 P6 q

25 1 1 1 2 2 1 0.1682

49 2 2 2 4 4 2 0.089

100 4 4 4 8 8 4 0.045

Tabelul 5.1: Parametrii folosiţi ı̂n testele cu diferite

valori pentru POP SIZE

mai bun individ ı̂n funcţie de numărul

generaţiei curente, iar figura 5.11

evoluţia celui mai bun individ ı̂n

funcţie de numărul de evaluări. Deoarece

ı̂n optimizarea dispozitivelor elec-

tromagnetice operaţia de evaluare

a funcţiei de minimizat este cea mai

costisitoare din punct de vedere al timpului de calcul, vom considera această operaţie drept

operaţie de referinţă. În consecinţă, figura 5.11 (şi orice figură care are ı̂n axa absciselor

numărul de evaluări), o vom privi ca o evoluţie ı̂n timp.
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-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

0 50 100 150 200 250 300 350 400

V
al

o
ar

ea
 c

el
u
i 

m
ai

 b
u
n
 i

n
d
iv

id

Numar de evaluari

popsize = 25
popsize = 49

popsize = 100
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Este evident că, cu cât dimensiunea populaţiei este mai mare, cu atât valoarea iniţială

a celui mai bun individ este mai bună (figura 5.10). De asemenea, cu cât dimensiunea

populaţiei este mai mare, cu atât indicele generaţiei la care se atinge minimul este mai mic.

Aceasta nu ı̂nseamnă ı̂nsă mai repede. Evoluţia ı̂n timp (figura 5.11) arată că populaţii
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cu 49 (sau chiar cu 25) indivizi se comportă mai bine decât populaţii mari care demarează

greu datorită efortului mare de evaluare a populaţiei iniţiale. Totuşi, algoritmul cu 25

indivizi ı̂n populaţie a ı̂nregistrat 2 eşecuri din 20 ı̂ncercări, pe când cazurile cu 49 şi,

respectiv 100 indivizi nu au ı̂nregistrat nici un eşec ı̂n 20 de ı̂ncercări. Eşecul (̂ın cazul cu

25 indivizi) a ı̂nsemnat convergenţa ı̂n minimul local egal cu −1 (corespunzător punctului

x = 0, y = 0.7).

Figurile 5.12 şi 5.13 prezintă evoluţia ı̂n timp a punctului de minim (parametrilor de

optimizat).
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-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0 100 200 300 400 500 600

P
ar

am
et

ru
l 

y

Numar de evaluari

popsize = 25
popsize = 49

popsize = 100

Figura 5.13: Evoluţia parametrului y
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Aspecte interesante se observă şi

din inspectarea evoluţiei ı̂n timp a

dispersiilora funcţiei obiectiv (figura

5.14), parametrului x (figura 5.15) şi

parametrului y (figura 5.16). În prima

parte a evoluţiei, populaţia este dis-

persată, examinând diverse regiuni ale

domeniului de căutare, iar ı̂n final

se observă ı̂nghesuirea populaţiei spre

zona de minim global.

aDispersia unei mulţimi de valori reale

x1, . . . , xn a fost calculată cu relaţia:
√

[
∑

k
(xk − xmediu)2]/n/xmediu.
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128 CAPITOLUL 5. ALGORITMI EVOLUŢIONIŞTI DE OPTIMIZARE

În cazul unor parametri aleşi corespunzător, dispersia are după un anumit timp o

variaţie monotonă către zero. Ea nu are valori prea mici deoarece, la algoritmul secvenţial,

cu q ales ca mai sus, participă practic doar jumătate din populaţia algoritmului. Dispersia

primei jumătăţi din populaţie devine ı̂ntr-adevăr foarte mică (degenerează practic numai

jumătate din populaţie).

• Parametrii Pi

Studiul parametrilor Pi a fost făcut pe populaţia cu 49 de indivizi.

În figurile 5.17, 5.18, 5.19, 5.20 se observă evoluţia algoritmului cu 49 indivizi ı̂n

populaţie şi cu parametrii Pi: 2 2 2 4 4 2 (situaţie pe care o vom considera ca referinţă),

cu un algoritm ı̂n care lipsesc toate mutaţiile (Pi: 0 0 0 4 4 0), cu unul ı̂n care lipsesc

toate ı̂ncrucişările (Pi: 2 2 2 0 0 2), şi unul aleator care face 16 ı̂ncercări aleatoare pe

generaţie.
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Figura 5.16: Dispersia parametrului y

pentru diferite valori POP SIZE

Din figura 5.17 se observă că algoritmul aleator este cel mai prost, cel mai bun indi-

vid tinde să conveargă către minim, dar convergenţa este mult mai lentă decât ı̂n cazul

algoritmului de referinţă. În cazul ı̂n care lipsesc mutaţiile, datorită lipsei de diversitate,

algoritmul eşuează de multe ori ı̂n minimul local −1. De aceea, media celor 20 de ı̂ncercări

are alura din figură.

Evoluţia dispersiilor funcţiei obiectiv şi parametrilor sugerează detalii suplimentare

despre convergenţa algoritmilor. Se observă clar caracterul aleator pe graficele dispersiilor

funcţiei obiectiv şi parametrului x. De asemenea, evoluţia dispersiilor funcţiei obiectiv,

parametrilor x şi y pentru cazul ı̂n care lipsesc ı̂ncrucişările, arată că procesul nu ar fi

trebuit oprit. În cazul ı̂n care lipsesc mutaţiile, algoritmul este convergent, dar el a convers

ı̂n majoritatea cazurilor către un minim local.

În figurile 5.21, 5.22, 5.23, 5.24 se observă evoluţia algoritmului de referinţă şi a algo-

ritmilor ı̂n care, pe rând, se renunţă la aplicarea unuia din cele 4 tipuri de mutaţii.
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Figura 5.20: Dispersia parametrului y:

referinţă; fără mutaţii; fără ı̂ncrucişări.

Oricare din cazurile Pi = 0 unde i = 1, 2, 3 sau 6 converge mai repede decât situaţia

de referinţă. Se pare că, situaţia de referinţa are prea multe mutaţii pe generaţie. Nu se

poate spune clar care mutaţie este esenţială. Lipsa tuturor este ı̂nsă catastrofală. Se ştie

că rolul operatorilor este diferit pe parcursul evoluţiei.

În figurile 5.25, 5.26, 5.27, 5.28 se observă evoluţia algoritmului de referinţă şi a algo-

ritmilor ı̂n care, pe rând, se renunţă la aplicarea unuia din cele 2 tipuri de ı̂ncrucişări.

Din punct de vedere al evoluţiei celui mai bun individ, algoritmii ı̂n care P4, respectiv P5

sunt zero se comportă asemănător cu algoritmul de referinţă. Graficele dispersiilor funcţiei

obiectiv şi parametrului x arată că ı̂n cazul lipsei operatorului ı̂ncrucişare aritmetică

(P4 = 0), care genera copii ı̂n interiorul unui segment ce unea părinţii, algoritmul nu

ajunge la convergenţă ı̂n intervalul de timp impus.

• Parametrul q
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Parametrul q (număr real cuprins ı̂ntre 0 şi 1) este cel care influenţează presiunea de

selecţie. Influenţa lui a fost studiată pentru populaţia cu 49 de indivizi (figurile 5.29, 5.30,

5.31, 5.32).

Din graficele dispersiei funcţiei obiectiv şi parametrului x, se observă că valoarea q =

0.2 este cea mai nesatisfăcătoare, ea nu conduce la convergenţa algoritmului ı̂n timpul

impus. Valoarea q = 0.2 corespunde unei presiuni de selecţie mare, ı̂n care părinţii dintr-

o generaţie sunt selectaţi practic numai din indivizii foarte buni. De asemenea, valoarea

q = 0.05 este mai bună decât valoarea q = 0.089. Aceasta ı̂nseamnă că presiunea de

selecţie este mai scăzută, putând fi aleşi drept părinţi şi indivizi mai slabi.

• Parametrul b

Parametrul b (număr real mai mare decât 1) este cel care determină legea de variaţie

ce intervine ı̂n mutaţia neuniformă. Cu cât el este mai mare, scăderea mărimii [1−(t/T )b]

este mai abruptă. Figurile 5.33, 5.34, 5.35, 5.36 arată rezultatele testelor efectuate pentru

cazurile b = 1, 2, 4.

Rezultatele nu sunt foarte relevante. Valorile b = 1 şi b = 4 par a fi mai bune decât

valoarea b = 2.
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Figura 5.24: Dispersia parametrului y:

algoritm de referinţă; P1 = 0; P2 =

0; P3 = 0; P6 = 0.

5.4.4 Algoritmul distribuit ı̂n comparaţie cu algoritmul secvenţial

Figura 5.37 prezintă evoluţiile unui
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Figura 5.37: Evoluţia celui mai bun individ: al-

goritmul secvenţial faţă de cel distribuit

algoritm secvenţial cu 100 indivizi, un

algoritm distribuit ı̂n care 4 subpopulaţii

de câte 25 de indivizi sunt conectate

ı̂ntr-o topologie ı̂n inel şi un algoritm

secvenţial cu 25 de indivizi. Este ev-

ident că algoritmul distribuit converge

mult mai repede decât algoritmul secvenţial

cu 100 indivizi. Se observă că o populaţie

care cooperează cu altele converge mult

mai repede decât ı̂n cazul in care ar fi

izolată (algoritmul secvenţial cu 25 in-

divizi).

Mai mult, ı̂n cazul algoritmului dis-

tribuit nu s-a ı̂nregis-trat nici un eşec, aşa cum s-a ı̂ntâmplat ı̂n cazul algoritmului

secvenţial cu 25 indivizi ı̂n subpopulaţie.

5.4.5 Studiul parametrilor algoritmului distribuit

În cele ce urmează vom prezenta rezultatele testelor pe un algoritm distribuit cu topologie

ı̂n inel, ı̂n care dimensiunea unei subpopulaţii este de 25 de indivizi iar algoritmul se opreşte
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Figura 5.26: Dispersia funcţiei de cost:

algoritm de referinţă; P4 = 0; P5 = 0.

atunci când fiecare subpopulaţie a efectuat 300 de generaţii 13. La o astfel de dimensiune

a subpopulaţiei este rezonabil să migreze un singur individ (cel mai bun). El va ı̂nlocui

un individ din populaţia destinaţie doar dacă este mai bun decât el.

Insulele sunt omogene şi sincrone. A mai fost implementată şi o topologie dinamică,

stabilită la fiecare migraţie ı̂n funcţie de calitatea subpopulaţiei. Rezultatele obţinute

(pentru numărul mic de insule folosit) nu au indicat diferenţe radicale faţă de cazul

topologiei ı̂n inel şi de aceea nu le vom prezenta ı̂n continuare. O topologie dinamică ar

putea avea efecte benefice ı̂n cazul folosirii mai multor insule.

• Cine este ı̂nlocuit la migraţie?

Figurile 5.38, 5.39, 5.40, 5.41 prezintă rezultatele testelor ı̂n care un emigrant ı̂nlocuieşte

(dacă este mai bun) pe cel mai bun individ din populaţia destinaţie, pe cel mai prost, sau

unul aleator.

Din punct de vedere al evoluţiei celui mai bun individ, rezultatele sunt asemnănătoare.

Se poate spune că ı̂nlocuirea celui mai prost individ face că o valoare foarte bună să apară

mai repede. Din punct de vedere al evoluţiei dispersiei funcţiei obiectiv se observă că,

ı̂nlocuirea celui mai prost individ face că populaţia să degenereze foarte repede, făcându-

ne să suspectăm o convergenţă prematură a algoritmului. Populaţia degenerează ceva

mai târziu ı̂n cazul ı̂nlocuirii unui individ aleator şi mai greu ı̂n cazul ı̂nlocuirii celui mai

bun. Este normal să se ı̂ntâmple aşa datorită mecanismului de selecţie şi creare a unei

noi generaţii. Prin selecţie se aleg numai indivizi din prima jumătate a populaţiei. Dacă

13Având ı̂n vedere că urmărim aplicarea unui astfel de algoritm la optimizarea dispozitivelor electro-

magnetice, nu am dorit să studiem cazuri cu mai mulţi indivizi ı̂n subpopulaţie şi nici cu număr maxim

de generaţii mai mare. Astfel de cazuri ar duce la creşterea substanţială a efortului de calcul.
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Figura 5.28: Dispersia parametrului y:

algoritm de referinţă; P4 = 0; P5 = 0.

se ı̂nlocuieşte tot timpul cel mai bun, practic numai jumătate din populaţie participă

la algoritmi. Înlocuirea celui mai prost sau unuia aleator dă şanse şi jumătăţii de jos a

populaţiei să se ı̂mbunătăţească.

Supraconvergenţa ı̂n cazul ı̂nlocuirii celui mai prost individ o suspectăm şi urmărind

graficele dispersiei parametrilor (figurile 5.40 şi 5.41).

De asemenea, din graficele dispersiilor, observăm că ı̂n cazul ı̂nlocuirii celui mai bun

individ, dispersiile nu ajung prea mici (aşa cum se ı̂ntâmpla şi ı̂n algoritmul secvenţial).

Motivul este din nou acela că practic numai jumătate din populaţie participă la algoritm.

În cazul ı̂nlocuirii celui mai prost individ sau unuia aleator dispersiile sunt foarte mici,

practic nule, populaţia este ı̂ntr-adevăr degenerată şi continuarea procesului evoluţionist

nu mai are sens.

În concluzie, cel mai bine este ca un emigrant să ı̂nlocuiască (dacă este mai bun) un

individ ales aleator din populaţia destinaţie. Aşa vom proceda ı̂n toate testele următoare.

• Numărul de insule

Figurile 5.42, 5.43, 5.44, 5.45 prezintă rezultatele testelor ı̂n care sunt folosite 2, 4, 6

şi respectiv 10 insule. Algoritmul foloseşte 25 indivizi ı̂ntr-o subpopulaţie, iar perioada

migraţiei este 3.

Se observă că oricare algoritm distribuit este mai bun decât cel secvenţial din punct

de vedere al evoluţiei celui mai bun individ. Algoritmul secvenţial a avut 2 eşecuri din 20

de ı̂ncercări, ca şi algoritmul distribuit cu 2 insule. Nu s-au ı̂nregistrat eşecuri ı̂n celelalte

cazuri.
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Figura 5.29: Cel mai bun individ: q =

0.089; q = 0.2; q = 0.05.
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Figura 5.30: Dispersia funcţiei de cost:

q = 0.089; q = 0.2; q = 0.05.

Algoritmii cu 4, 6 şi respectiv 10 insule se comportă aproximativ la fel. De aceea, efortul

necesar pentru creşterea numărului de insule (procesoare ı̂n plus, timp de comunicaţie mai

mare), nu se justifică peste un anumit număr. Considerăm de aceea că un număr de 4

insule este rezonabil, cel puţin pentru problema de test considerată.

• Perioada migraţiei

Figurile 5.46, 5.47, 5.48, 5.49 prezintă rezultatele testelor unui algoritm distribuit cu

4 insule sincrone, omogene, ı̂n care perioada migraţiei este 1, 3, respectiv 6.
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Figura 5.31: Dispersia parametrului x:

q = 0.089; q = 0.2; q = 0.05.
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Figura 5.32: Dispersia parametrului y:

q = 0.089; q = 0.2; q = 0.05.

Se observă că algoritmul cu perioada 1 este cel mai rapid convergent, poate prea

rapid, şi l-am putea suspecta de supraconvergenţă. În plus, migrarea indivizilor la fiecare

generaţie necesită un timp de comunicaţie mai mare, care ar putea deveni semnificativ.

Cazul ı̂n care perioada migraţiei este 6 se comportă mai prost decât cazul cu perioada

3, atât din punct de vedere al convergenţei cât şi al eşecurilor. Considerăm de aceea că

perioada 3 este rezonabilă, cel puţin pentru această problemă de test.

5.5 Algoritmi evoluţionişti ı̂n optimizarea dispozitivelor

electromagnetice

5.5.1 Funcţii de test

Am văzut că alegerea parametrilor algoritmului evoluţionist este deosebit de importantă.

Testele numerice efectuate relevă faptul că valorile acestor parametri depind de funcţia de

test folosită. În cazul optimizării dispozitivelor electromagnetice, este posibil ca, pentru

dispozitive complexe, evaluarea funcţiei obiectiv să fie costisitoare din punct de vedere al

timpului de calcul. Dacă algoritmul de optimizare nu este adaptiv, atunci trebuie făcute

mai multe teste, pentru valori diferite ale parametrilor. Dacă evaluarea funcţiei obiectiv

durează mult (mult ı̂nseamnă chiar câteva minute), atunci toate aceste teste sunt foarte

mari consumatoare de timp.

De aceea, pentru a acorda parametrii algoritmului folosit pentru optimizare, propunem

să se folosească ı̂n loc de funcţia obiectiv F , o funcţie de test F ′, cu o expresie foarte simplă.
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Figura 5.33: Cel mai bun individ: b =

1; b = 2; b = 4.
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Figura 5.34: Dispersia funcţiei de cost:

b = 1; b = 2; b = 4.

O astfel de funcţie trebuie să aibă acelaşi număr de parametri ca şi F şi să aibă un relief

asemănător cu cel al funcţiei F .

Pentru definirea unei astfel de funcţii de test,
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Figura 5.50: Funcţii caracteristice de

relief, mapate pe intervalul [0,1]

definim o funcţie auxiliară f : [0, 1] → IR ce car-

acterizează relieful funcţiei F , astfel:

• Funcţia obiectiv F este evaluată ı̂n n+1 puncte

xk(k = 0, . . . , n) din domeniul de căutare;

• Cele n + 1 valori Fk = F (xk) sunt sortate de-

screscător, iar şirul xk se renumerotează. Fie

FM = F (x0) cea mai mare valoare găsită şi

Fm = F (xn) cea mai mică;

• Expresia funcţiei f(α) este

f(α) = FInt(αn). (5.28)

Funcţia f este o funcţie ı̂n trepte, monoton

descrescătoare de la FM la Fm. De asemenea,

atunci când n tinde la infinit, (∀)α1, α2 ∈ [0, 1] cu α1 < α2, diferenţa α2 − α1 reprezintă

probabilitatea de a găsi ı̂n domeniul de căutare D o valoare pentru F ı̂n intervalul

[f(α2), f(α1)]. De aceea vom numi funcţia f funcţia caracteristică a reliefului funcţiei

F .

Figura 5.50 prezintă funcţiile caracteristice reliefurilor a trei funcţii de test binecunos-

cute: funcţia “six-hump”, funcţia Bohachevsky şi funcţia lui Schaffer precum şi funcţia

caracteristică reliefului problemei TEAM Workshop 22 (cazul cu 3 parametri).
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Figura 5.35: Dispersia parametrului x:

b = 1; b = 2; b = 4.
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Figura 5.36: Dispersia parametrului y:

b = 1; b = 2; b = 4.

Să considerăm l “puncte esenţiale” ale graficului lui f . Prin aceasta ı̂nţelegem o

mulţime de l puncte din care funcţia caracteristică a reliefului poate fi reconstruită cu

o eroare impusă (de exemplu prin interpolare liniară pe porţiuni). De exemplu, dacă

l = 3 putem lua α egal cu 0, 0.5 şi respectiv 1. Valorile Fk şi punctele corespunzătoare

xk, k = 1, l reprezintă “puncte esenţiale” ı̂n relieful funcţiei F . Utilizând aceste puncte,

se construieşte următoarea funcţie de test:

F ′(x) =
l∑

k=1

fk

l∏

j=1

j 6=k

‖x − xj‖2

‖xk − xj‖2
. (5.29)

Funcţia de test are următoarele proprietăţi:

• F şi F ′ au acelaşi număr de variabile q;

• F ′ este o interpolare ı̂n l puncte a funcţiei obiectiv F ;

• Efortul de calcul necesar evaluării funcţiei de test F ′ este mult mai mic decât pentru F ;

• F ′ şi F au acelaşi minim global când n → ∞.

Pe scurt, F ′ este o aproximare pentru F , ambele funcţii având aceleaşi valori ı̂n xk, k =

1, l. De aceea, adăugarea ı̂n lista punctelor esenţiale a ultimelor puncte din lista sortată

ameliorează aproximarea din vecinătatea minimului.

5.5.2 Strategie de control optimal

Presupunând că algoritmul evoluţionist are parametrii potriviţi pentru problema de re-

zolvat, dacă evaluarea funcţiei obiectiv este costisitoare, algoritmul ar putea dura foarte

mult (numărul de evaluări de funcţii fiind cel puţin de ordinul miilor). În vederea reducerii
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Figura 5.39: Dispersia funcţiei obiec-

tiv: se ı̂nlocuieşte cel mai bun; cel mai

rău; unul aleator

timpului de calcul, propunem ca acurateţea evaluării funcţiei obiectiv să crească treptat

ı̂n timpul algoritmului de optimizare. Pentru stabilirea strategiei de control a acurateţii

vom folosi de asemenea funcţia de test F ′.

Vom aborda problemele de optimizare a dispozitivelor electromagnetice ı̂n felul următor:

• Pasul 1 - Construirea funcţiei de test.

1.1. Funcţia caracteristică a reliefului. Funcţia obiectiv F este evaluată ı̂n n = 2q

puncte (nu mai puţin de 20), ı̂mprăştiate aleator ı̂n ı̂ntreg domeniul de căutare.

Cu aceste informaţii se construieşte funcţia caracteristică a reliefului f ca ı̂n relaţia

(5.28).

1.2. Funcţia de test. Alegând l puncte esenţiale din funcţia caracteristică a reliefului

(recomandăm l ≤ q + 1), funcţia de test F ′ se construieşte ca ı̂n relaţia (5.29).

• Pasul 2 - Acordarea algoritmului de optimizare.

Parametrii algoritmului de optimizare se determină făcând teste pe funcţia F ′.

• Pasul 3 - Strategia de control optimal.

3.1. Stabilirea unei relaţii ı̂ntre timpul necesar evaluării funcţiei obiectiv şi acurateţe.

Într-un punct arbitrar x din domeniul de căutare funcţia obiectiv F este evaluată

pentru diferite grade de fineţe a reţelei de discretizare j = 1, jm (recomandăm

jm ≤ 6) şi se contorizează timpii de calcul Tj. Se evaluează erorile de discretizare

εj ale funcţiei F . Se face o regresie a datelor obţinute din ierarhia de discretizări

şi, aproximând relaţia dintre timpul de calcul şi acurateţe ca fiind T = Cε−m, se

determină constantele C şi m.
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Figura 5.40: Dispersia parametrului x:
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Figura 5.41: Dispersia parametrului y:

se ı̂nlocuieşte cel mai bun; cel mai rău;

unul aleator

3.2. Strategia de control a preciziei. Considerând k generaţia curentă, se deduce

variaţia ε(k) pentru a obţine timpul minim echivalent pentru minimizarea funcţiei

F ′. Se simulează pierderea de acurateţe ı̂n evaluarea funcţiei F ′, iar timpul echiva-

lent de calcul se calculează cu relaţia T = Cε−m. Funcţia ε(k) trebuie să aibă valori

suficient de mici la terminarea algoritmului.

• Pasul 4 - Optimizarea finală.

Se rezolvă problema reală. Funcţia F se optimizează cu algoritmul stocastic având

parametrii obţinuţi la pasul 2, acurateţea evaluării funcţiei obiectiv fiind crescută

treptat ı̂n timpul algoritmului de optimizare, conform strategiei de control optimal

stabilită la pasul 3. Populaţia iniţială este cea folosită la pasul 1.

5.6 Concluzii

Algoritmii evoluţionişti sunt capabili, ı̂n general, să găsească soluţii bune ı̂ntr-un timp

rezonabil. Deoarece ei ı̂ncep să fie aplicaţi la probleme din ce ı̂n ce mai dificile (printre care

şi optimizarea dispozitivelor electromagnetice), există o creştere a timpului necesar găsirii

soluţiei adecvate. De aceea, s-au făcut multiple eforturi pentru a face algoritmii genetici

mai rapizi, şi una dintre cele mai promiţătoare alegeri constă ı̂n utilizarea implementărilor

paralele.

Algoritmul de bază al unei implementări paralele este un algoritm evoluţionist secvenţial.

Pentru acesta trebuie stabiliţi: mecanismul de selecţie - care identifică cei mai potriviţi in-

divizi pentru a fi părinţi, operatori de ı̂ncrucişare - operatori primari ce explorează spaţiul
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Figura 5.43: Dispersia funcţiei obiec-

tiv: algoritm secvenţial; 2, 4, 6, 10 in-

sule

de căutare, operatori de mutaţie - care asigură diversitatea populaţiei. O decizie deosebit

de importantă o constituie alegerea dimensiunii populaţiei. Goldberg afirmă că timpul

cerut de un algoritm genetic să conveargă este O(n log(n)) evaluări de funcţii, unde n

este dimensiunea populaţiei. Se spune că o populaţie a convers atunci când toţi indivizii

sunt asemănători şi o viitoare ı̂mbunătăţire este posibilă doar printr-o mutaţie. Algoritmii

evoluţionişti nu garantează găsirea soluţiei optime, dar cu cât n creşte, cu atât şansa de a

găsi soluţia globală este mai mare (̂ıntr-un timp mai mare). Cu un algoritm secvenţial se

pot obţine rezultate bune şi de ı̂ncredere ı̂ntr-un timp mare. Reducerea timpului se face

pe seama pierderii ı̂ncrederii ı̂n rezultat.

În general sunt dificil de găsit parametrii potriviţi pentru un algoritm evoluţionsit,

toate teoriile dezvoltate până acum referindu-se exclusiv la cazul algoritmilor genetici,

ı̂n care codificarea indivizilor se face binar. Stabilirea lor se face mai ales după fler şi

intuiţie. A ı̂nceput ı̂nsă să se practice folosirea unor parametri adaptivi. Se foloseşte un

meta-algoritm genetic care optimizează parametrii ce se aplică algoritmului evoluţionist

principal.

Spre deosebire de implementările secvenţiale, cele paralele pot găsi repede rezultate ı̂n

care se poate avea ı̂ncredere. Cea mai populară implementare este aceea care constă ı̂n mai

multe subpopulaţii care evoluează separat şi schimbă, ocazional, indivizi. Acest tip de im-

plementare se numeşte cu granularitate mare, sau implementare distribuită (deoarece, de

cele mai multe ori, este implementată ı̂ntr-o arhitectură distribuită de calculatoare, de tip

MIMD). Implementările paralele ale modelului migraţiei au arătat că găsirea soluţiei glob-

ale are nevoie de mai puţine evaluări de funcţii decât un algoritm cu o singură populaţie.

Astfel, cu algoritmii distribuiţi, pentru orice funcţie testată au fost obţinute rezultate mai
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algoritm secvenţial; 2, 4, 6, 10 insule
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Figura 5.45: Dispersia parametrului y:

algoritm secvenţial; 2, 4, 6, 10 insule

bune decât pentru o singură populaţie cu proporţional mai mulţi indivizi.

Algoritmii evoluţionişti paraleli sunt foarte complecşi şi există multe probleme ı̂ncă

nerezolvate, de exemplu:

1. Care este rata de de migraţie optimă?

2. Care este topologia de comunicaţie adecvată care să permită amestecarea soluţiilor

bune, dar care să nu ducă la costuri de comunicaţie excesive?

3. Care este numărul de subpopulaţii (şi dimensiunea lor) care maximizează ı̂ncrederea

ı̂n rezultat?

Cele mai recente studii au arătat că ı̂mbunătăţirea drastică a unui algoritm evoluţionist

secvenţial se face folosind:

• implementari paralele;

• selectie de tip turneu;

• niching;

• elitism.

Scopul acestui capitol a fost să privească şi să ı̂nţeleagă algoritmii evoluţionişti de

optimizare. Testele numerice efectuate relevă importanţa alegerii unor parametri corecţi

pentru un astfel de algoritm.

Cea mai importantă concluzie este aceea că un algoritm distribuit, ı̂n care subpopulaţiile

schimbă informaţii, se comportă mai bine decât un algoritm secvenţial cu o populaţie mai

mare. Există o valoare critică pentru numărul de subpopulaţii cât şi pentru perioada

migraţiei. Topologia se pare că nu contează prea mult la un număr mic de insule.

Dacă algoritmul nu este adaptiv, un sfat unanim acceptat, este acela că, ı̂n vederea

creşterii ı̂ncrederii ı̂n rezultate, un algoritm stocastic trebuie executat de mai multe ori
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Figura 5.46: Cel mai bun individ: al-

goritm secvenţial; perioada = 1, 3, 6.
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Figura 5.47: Dispersia funcţiei obiec-

tiv: algoritm secvenţial; perioada = 1,

3, 6.

(pentru aceeaşi parametri), şi de asemenea cu mai multe seturi de parametri. În cazul

aplicării unor astfel de algoritmi la optimizarea dispozitivelor electromagnetice, problema

cea mai mare este legată de durata evaluării funcţiei obiectiv. Dacă aceasta este mare,

toate aceste teste sunt foarte mari consumatoare de timp. De aceea, se obişnuieşte să se

folosească funcţii de test cunoscute, cu o expresie algebrică simplă. Acest capitol propune

construierea unor funcţii de test adaptate problemei de rezolvat pentru determinarea

parametrilor algoritmului.

Chiar şi aşa, cu parametrii corecţi, un algoritm evoluţionist aplicat optimizării unui

dispozitiv electromagnetic poate dura foarte mult. Deoarece la ı̂nceputul algoritmului se

explorează spaţiul de căutare, calculul foarte precis al funcţiei obiectiv nu este folositor. De

aceea, am propus o strategie ı̂n care precizia evaluării funcţiei obiectiv creşte pe parcursul

algoritmului, astfel ı̂ncât, la terminarea acestuia, funcţia obiectiv este evaluată foarte

precis. O astfel de abordare este folosită ı̂n optimizarea dispozitivelor electromagnetice

prezentate ı̂n capitolul 6.
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Figura 5.48: Dispersia parametrului x:

algoritm secvenţial; perioada = 1, 3, 6.
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Capitolul 6

Rezultate privind optimizarea

dispozitivelor electromagnetice

6.1 Problema TEAM 22

Problema TEAM Workshop 22 constă ı̂n optimizarea unui dispozitiv SMES1. Dispozitivele

SMES sunt dispozitive care stochează energia ı̂n câmpuri magnetice. În principiu ele sunt

construite din bobine realizate din materiale supraconductoare. Bobinele sunt alimentate

printr-un comutator de la un convertizor de putere, după care comutatorul se deschide

simultan cu scurtcircuitarea bornelor bobinelor. Curentul circulă ı̂n bobine fără a scădea

ı̂n timp datorită rezistenţei nule a supraconductoarelor. Astfel de dispozitive pot fi folosite

pentru stabilizarea fluctuaţiilor de putere ı̂n sistemele energetice.

Există două tipuri diferite de bobine folosite ı̂n dispozitivele SMES: solenoizii şi toroizii.

Tehnica de realizare a unei bobine solenoidale este foarte simplă, ı̂n timp ce realizarea unei

bobine toroidale este mult mai sofisticată şi necesită o cantitate de material supraconduc-

tor aproape de două ori mai mare. Avantajul unei bobine toroidale constă ı̂n faptul că,

datorită geometriei sale, câmpul magnetic ı̂n spaţiul ı̂nconjurător este practic nul. Acest

rezultat este valabil ı̂n cazul ı̂n care bobina toroidală este ı̂nfăşurată perfect, lucru care

nu se realizează ı̂n practică deoarece toroizii sunt construiţi din mai mulţi solenoizi plasaţi

pe o formă de tor. Cu toate acestea, un astfel de toroid produce un câmp magnetic la

mare depărtare de el mult mai mic decât câmpul magnetic produs de un singur solenoid.

Problema TEAM 22 constă ı̂ntr-o configuraţie SMES care are doi solenoizi prin care

trec curenţi de sensuri opuse. În acest fel câmpul de dispersie ı̂n cazul folosirii a doi sole-

noizi este mai mic decât câmpul de dispersie al unui singur solenoid. Această construcţie

simulează câmpul magnetic al unui quadripol care scade (la depărtare) cu puterea a 5-a

1Superconducting Magnetic Energy Storage

145
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a razei, spre deosebire de câmpul magnetic al unui solenoid (un dipol magnetic) care

scade la depărtare cu puterea a 3-a a razei. Desigur, această construcţie consumă mai

mult material decât un singur solenoid, avantajul economiei de material (faţa de cazul

toroidului) nemaifiind semnificativ. Totuşi, construcţia cu solenoizi este mult mai simplă

din punct de vedere tehnologic[1].

6.1.1 Prezentarea problemei

Un dispozitiv SMES (figura 6.1) trebuie optimizat astfel ı̂ncât să fie atinse următoarele

obiective:

• Energia magnetică stocată ı̂n dispozitiv să fie 180 MJ;

• Câmpul magnetic trebuie să satisfacă condiţia fizică ce garantează supraconductibil-

itatea;

• Câmpul de dispersie (măsurat la o distanţa de 10 metri de dispozitiv) să fie cât mai

mic posibil.

Figura 6.1: Dispozitiv SMES cu doi

solenoizi

Figura 6.2: Restricţia impusă pentru

supraconductor

Problema are 8 parametri (R1, R2, h1/2, h2/2, d1, d2, J1, J2) ale căror restricţii sunt pre-

zentate ı̂n tabelul 6.1.

Condiţia care asigură faptul că bobinele nu ı̂şi pierd starea supraconductoare (“quench

condition”) constă ı̂ntr-o relaţie ı̂ntre modulul densităţii de curent şi valoarea maximă a
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R1 R2 h1/2 h2/2 d1 d2 J1 J2

[m] [m] [m] [m] [m] [m] [MA/m2] [MA/m2]

min 1.0 1.8 0.1 0.1 0.1 0.1 10.0 -30.0

max 4.0 5.0 1.8 1.8 0.8 0.8 30.0 -10.0

Tabelul 6.1: Restricţii de domeniu ale variabilelor de optimizare

modulului inducţiei magnetice |B| ı̂n bobine, aşa cum arată figura 6.2. Ecuaţia (6.1) este

o aproximare a curbei din figura 6.2,

|J| = (−6.4|B| + 54.0) A/mm2. (6.1)

Funcţia obiectiv propusă este

F =
B2

stray

B2
norm

+
|E − Eref |

Eref

, (6.2)

unde Eref = 180 MJ, Bnorm = 2.0 · 10−4T şi

B2
stray =

∑22
i=1 |Bstrayi

|2
22

. (6.3)

Valoarea B2
stray este obţinută după evaluarea câmpului ı̂n 22 de puncte echidistante de pe

liniile a şi b (figura 6.1).

6.1.2 Evaluarea funcţiei de cost

Evaluarea funcţiei de cost a fost făcută cu metoda elemenelor finite.

• Reţeaua de discretizare

Având ı̂n vedere strategia de optimizare pro-

pusă la capitolul 5, ı̂n care precizia evaluării

funcţiei de cost era crescută pe parcursul al-

goritmului de optimizare, fineţea reţelei de

discretizare (caracterizată prin numărul de

noduri N) este corelată cu parametrul p aso-

ciat preciziei de calcul (p = 0 corespunde

unei precizii proaste, deci unei reţele rare

de discretizare, cu aproximativ 800 noduri,

iar p = 1 corespunde unei precizii bune,

deci unei reţele fine de discretizare, cu 10000

noduri).

(0,0) (20,0)

(0,20)

z

(20,20)

m

mr

Figura 6.3: Distribuirea nodurilor: ı̂n

zona [0,mr] × [0,mz] sunt n2 noduri.
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Reţeaua de discretizare este alcătuită din triunghiuri dreptunghice, obţinute din ı̂nju-

mătăţirea unor dreptunghiuri ce discretizează un domeniu ce se ı̂ntinde atât pe axa r cât

şi pe axa z ı̂ntre 0 şi 20 metri. Numărul de noduri pe axa r este egal cu numărul de noduri

pe axa z şi este 2n, astfel ı̂ncât numărul total de noduri este N = (2n)2. Împărtirea se face

astfel: zona cuprinsă ı̂ntre 0 şi mr pe axa r şi 0 şi mz pe axa z (zonă ce cuprinde bobinele)

cuprinde n2 noduri, restul de noduri rămase fiind ı̂mprăştiate ı̂n restul domeniului, astfel

ı̂ncât nodurile sunt dispuse mai rar spre frontiera de la 20 metri (figura 6.3).

• Rezolvarea şi calculul mărimilor de interes

Rezolvarea (asamblarea ecuaţiilor metodei elementelor finite) a fost făcută ı̂n două

moduri. Primul din ele utilizează schimbarea de variabila A∗ = Ar iar al doilea utilizează

A∗ = A/
√

r. Detalii despre rezolvarea şi postprocesarea problemelor axisimetrice se pot

găsi ı̂n [76].

• Teste numerice

Solver p N mr mz Nr. iter. Energie B2
stray F

FAP [m] [m] SOR [MJ] [10−10 T2]

A∗ = Ar 0 784 3 3 383 171.22 4.43 5.9·10−2

4.5 4.5 262 161.13 7.93 1.2·10−1

6.5 6.5 340 157.76 59.66 2.7·10−1

8.5 8.5 184 137.18 248.74 8.6·10−1

0.5 2116 3 3 834 175.78 1.97 2.83 ·10−2

4.5 4.5 620 174.11 2.38 3.8 ·10−2

6.5 6.5 444 167.13 18.58 1.18 ·10−1

8.5 8.5 397 161.08 8.16 1.25 ·10−1

1 10000 3 3 822 178.67 3.11 1.52 ·10−2

4.5 4.5 1712 177.72 2.68 1.9 ·10−2

6.5 6.5 1393 175.83 1.70 2.7 ·10−2

8.5 8.5 1189 174.43 1.79 3.5 ·10−2

Tabelul 6.2: Rezultate numerice pentru evaluarea funcţiei de cost a problemei TEAM 22

- metoda A∗ = Ar

Tabelele 6.2 şi 6.3 cuprind rezultatele diferitelor teste numerice efectuate pentru cele

două tipuri de abordări, pentru diferite valori pentru mr şi mz şi pentru diferite precizii

p (deci diferite grade de fineţe a reţelei de discretizare). Configuraţia testată este cea

raportată ca optimă de echipa de la Graz [1] şi anume: R1 = 1.5703 m, R2 = 2.0999

m, h1/2 = 0.7846 m, h2/2 = 1.4184 m, d1 = 0.5943 m, d2 = 0.2562 m, J1 = 17.3367

MA/m2, J2 = −12.5738 MA/m2 pentru care autorii obţin o energie de 179.9924 MJ,

valoarea B2
stray = 2.1913 ·10−10 T2 şi funcţia obiectiv F = 5.5203 ·10−3. Pentru rezolvarea
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sistemului liniar a fost folosită metoda suprarelaxării succesive (SOR). Eroarea relativă

la care se opreşte algoritmul SOR a fost aleasă 2 · 10−7.

Solver p N mr mz Nr. iter. Energie B2
stray F

FAP [m] [m] SOR [MJ] [10−10 T2]

A∗ = A/
√

r 0 784 3 3 403 172.71 7.54 5.9 ·10−2

4.5 4.5 444 164.66 5.77 9.9 ·10−2

6.5 6.5 341 162.85 2.96 1.02 ·10−1

8.5 8.5 280 147.22 27.23 2.5 ·10−1

0.5 2116 3 3 492 176.29 9.33 4.39·10−2

4.5 4.5 391 175.21 6.29 4.23·10−2

6.5 6.5 509 168.78 9.87 8.7·10−2

8.5 8.5 751 164.63 24.75 1.5·10−1

1 10000 3 3 560 178.81 3.20 1.46·10−2

4.5 4.5 784 177.99 31.46 8.98·10−2

6.5 6.5 711 176.35 49.36 1.43·10−1

8.5 8.5 563 175.41 53.32 1.58·10−1

Tabelul 6.3: Rezultate numerice pentru evaluarea funcţiei de cost a problemei TEAM 22

- metoda A∗ = A/r0.5

Sursa Energie B2
stray F Timp Metoda Nr.

[MJ] [10−10 T2] [s] rezolvare iter

Graz 179.99 2.1913 5.52 ·10−3 necunoscut

MEGA (N = 2461) 177.0 3.068 3.2 ·10−2 3.4 ICCG 14

MEGA (N = 9671) 178.8 2.515 1.3 ·10−2 24.2 ICCG 29

MEGA (N = 34746) 179.3 2.295 9.6 ·10−3 156.4 ICCG 59

Tabelul 6.4: Rezultate de referinţă folosite ı̂n evaluarea algoritmului de calcul al funcţiei

de cost pentru problema TEAM 22.

Acurateţea evaluării funcţiei de cost2

Pentru aceeaşi precizie (acelaşi număr de noduri) şi metodă reţeaua de discretizare

influenţează foarte mult valoarea funcţiei de cost (până la un ordin de mărime). Com-

parând rezultatele numerice obţinute cu cele de referinţă (tabelul 6.43), se poate observa

2Este esenţial ca pentru N foarte mare toate numerele reale să fie declarate de tip “double”. Aceasta

ı̂mbunătăţeşte considerabil acuraţeţea mărimii B2
stray. Toate rezultatele prezentate ı̂n tabelele 6.2, 6.4 şi

6.5 corespund cazului ı̂n care toate variabilele reale din program au fost declarate “double”.
3Programul MEGA a fost rulat pe o staţie grafică HP/720.
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că o reţea ı̂n care densitatea de noduri este mai mare ı̂n zona bobinelor conduce la rezul-

tate mai bune. Cu o singură excepţie (cazul p = 0.5 pentru solverul A∗ = A/
√

r), cele

mai bune rezultate se obţin pentru mr = mz = 3.

Distribuirea nodurilor reţelei de discretizare influenţează foarte mult mărimea B2
stray

mai ales ı̂n cazul A∗ = A/
√

r. În cazul cu 10000 noduri (p = 1) rezultatele obţinute

pentru B2
stray ı̂n metoda A∗ = A/

√
r sunt mai sensibile la reţeaua de discretizare decât

valorile obţinute cu metoda A∗ = Ar.

În general, metoda A∗ = A/
√

r conduce la valori mai bune pentru energie şi mai

proaste pentru B2
stray decât metoda A∗ = Ar. La precizii mari (număr de noduri mai

mare de 40000) metoda A∗ = Ar furnizează rezultate mai bune pentru funcţia de cost

decât metoda A∗ = A/
√

r. În oricare din metode, se observă că, cu creşterea numărului de

noduri, energia converge către energia de referinţă, lucru care nu se ı̂ntâmplă cu valoarea

lui B2
stray. Acesta scade către valoarea de referinţă şi apoi creşte. Lucrul acesta se ı̂ntâmplă

pentru N cuprins ı̂ntre 40000 şi 102400 pentru metoda A∗ = Ar şi ı̂ntre 10000 şi 40000

pentru metoda A∗ = A/
√

r. Acest fenomen se ı̂ntâmpla şi ı̂n cazul ı̂n care toate variabilele

din program erau declarate “float” şi numai rezolvarea cu SOR se făcea ı̂n dublă precizie,

ı̂n acel caz acest fenomen apărând la un număr mai mic de noduri. S-ar putea ca pentru

N > 40000 ı̂n cazul metodei A∗ = Ar şi pentru N > 10000 ı̂n cazul metodei A∗ = A/
√

r

nici reprezentarea ca “double” pentru numerele reale să nu fie de ajuns. Cea mai bună

valoare este obţinută pentru cazul A∗ = Ar, N = 40000.

Figurile 6.4 şi 6.5 prezintă spectrul câmpului magnetic ı̂n cele două cazuri extreme

(p = 0 şi p = 1) pentru situaţia mr = mz = R2 + 1 şi metoda A∗ = Ar. Domeniul din

aceste figuri este un “zoom” pe zona (0,0,4,4).

Liniirar.ps

Figura 6.4: Linii de câmp ı̂n cazul p = 0

Liniides.ps

Figura 6.5: Linii de câmp ı̂n cazul p = 1
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Timp de calcul

Efortul de calcul este contorizat pentru cazul mr = mz = R2 + 1. Rezultatele sunt

prezentate ı̂n tabelul 6.5 pentru metoda A∗ = Ar şi ı̂n tabelul 6.6 pentru metoda A∗ =

A/
√

r. Programul a fost scris ı̂n limbajul de programare C şi sistemul de operare LINUX,

fiind rulat pe un PC Pentium (75 MHz).

p N Nr. iter. Energie B2
stray F Timp de calcul [s]

SOR [MJ] [10−10 T2] prep. solver postp. total

0 784 376 171.11 4.09 5.9 ·10−2 0 2 0 2

0.5 2116 799 175.68 1.82 2.8 ·10−2 0 18 1 19

1 10000 1263 178.65 3.41 1.6 ·10−2 1 144 0 145

- 40000 2442 179.24 2.10 9.5 ·10−3 1 1137 0 1138

- 102400 5065 179.36 5.9 1.83 ·10−2 3 6041 0 6044

- 160000 6910 179.39 13.84 3.79·10−2 3 13001 9 13013

Tabelul 6.5: Efortul de calcul pentru evaluarea funcţiei de cost a problemei TEAM 22 -

metoda A∗ = Ar

p N Nr. iter. Energie B2
stray F Timp de calcul [s]

SOR [MJ] [10−10 T2] prep. solver postp. total

0 784 397 172.52 8.88 6.32 ·10−2 0 4 0 4

0.5 2116 476 176.21 9.93 4.59 ·10−2 0 11 0 11

1 10000 696 178.79 7.89 2.64 ·10−2 0 82 3 85

- 40000 1243 179.27 22.05 5.9 ·10−2 1 584 8 593

- 102400 2692 179.37 82.99 2.1·10−1 3 3225 20 3248

- 160000 3805 179.39 151.07 3.8·10−1 4 7217 57 7278

Tabelul 6.6: Efortul de calcul pentru evaluarea funcţiei de cost a problemei TEAM 22 -

metoda A∗ = A/r0.5

Se observă că numărul de iteraţii SOR este relativ mare şi aceasta face ca timpul de cal-

cul să fie mult mai mare decât cel necesar programului MEGA. Acesta din urmă foloseşte

pentru rezolvarea sistemului liniar metoda gradienţilor conjugaţi cu precondiţionare in-

completă Cholesky (ICCG4) care se dovedeşte a fi foarte eficientă (59 iteraţii ı̂n cazul cu

34746 noduri pentru a atinge o eroare de 10−10 faţa de 2442 iteraţii SOR ale programului

FAP ı̂n cazul cu 40000 noduri, pentru o eroare de 2 · 10−7).

4Incomplete Cholesky Conjugate Gradient
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În concluzie, rezolvarea acestei probleme prin metoda elementelor finite este nesatisfă-

cătoare pentru un algoritm de optimizare ı̂n care este inclusă, deoarece timpul de calcul

necesar unei evaluări este foarte mare (15 minute). Mai mult, ea nu este potrivită din

punct de vedere al evaluării inducţiei magnetice ı̂n puncte din spaţiu ı̂n care câmpul

magnetic are valori foarte mici. În consecinţa ea nu a fost folosită ı̂n optimizarea propriu-

zisă a problemei.

Metoda de rezolvare adoptată se bazează pe utilizarea formulelor Biot-Savart-Laplace.

Metoda este prezentată ı̂n detaliu ı̂n [157].

6.1.3 Utilizarea strategiei evoluţioniste pentru optimizarea pro-

priu-zisă

Programul evoluţionist descris ı̂n capitolul 5 a fost folosit pentru optimizarea propriu-zisă

a acestei probleme.

Drept primă referinţă vom considera soluţia obţinută de echipa din Graz şi anume:

R1 = 1.5703 m R2 = 2.0999 m

h1/2 = 0.7846 m h2/2 = 1.4184 m

d1 = 0.5942 m d2 = 0.2562 m

J1 = 17.3367 MA/m2 J2 = −12.5738 MA/m2

Autorii raportează pentru această configuraţie valorile:

E = 179.9924 MJ B2
stray = 2.1913 · 10−10 T2 F = 5.5203 · 10−3

Pentru o anumită configuraţie geometrică, se pot determina prin minimizare pătratică

curenţii pentru care energia are valoarea de 180 MJ [71]. Cu această abordare, pentru

configuraţia geometrică Graz se pot găsi curenţi care să corespundă unei valori mai bune

a funcţiei obiectiv:

J1 = 17.3867 MA/m2 J2 = −12.6166 MA/m2

B2
stray = 1.6239 · 10−10 T2 F = 4.0599 · 10−3

Problema de optimizat va fi tratată ı̂n consecinţă ca o problemă cu 6 parametri, şi

anume doar parametrii geometrici.

Cea mai bună configuraţie pe care am găsit-o folosind algoritmul evoluţionist descris

ı̂n capitolul anterior5este:

5Această configuraţie pare mai bună decât configuraţia Graz. Pentru siguranţă ar trebui ca echipa de

la Graz să valideze acest lucru.



6.1. PROBLEMA TEAM 22 153

R1 = 1.382670 m R2 = 1.900561 m

h1/2 = 1.0894420 m h2/2 = 1.561662 m

d1 = 0.451645 m d2 = 0.172104 m

J1 = 19.3324 MA/m2 J2 = −18.8948 MA/m2

E = 180 MJ B2
stray = 1.0828 · 10−10 T2

F = 2.707 · 10−3

Pentru a putea aprecia comportarea algoritmului genetic, această configuraţie o vom

considera de referinţă.

Tratarea condiţiei de quench se face foarte dur: crearea populaţiei iniţiale se face astfel

ı̂ncât toţi indivizii să satisfacă această condiţie, iar copiii care nu satisfac această condiţie

nu sunt luaţi ı̂n considerare6.

Pentru alegerea parametrilor s-au efectuat teste similare celor prezentate ı̂n capitolul

5. Am constatat că, dacă algoritmul nu durează suficient de mult, valoarea finală găsită

s-ar putea să nu aibă curenţii ı̂n domeniul impus. De aceea, o altă variantă a algorit-

mului penalizează şi indivizii pentru care nu rezultă curenţi ı̂n domeniul impus de valori,

penalizarea făcându-se similar ca la condiţia de quench.

În cele ce urmează vom prezenta rezultatele obţinute pentru un algoritm genetic dis-

tribuit cu 5 procese (pe 5 procesoare diferite), intervalul migraţiei este 6, fiecare proces

are 16 indivizi ı̂ntr-o populaţie, parametrii Pi sunt 1 1 1 4 4 1, q ales aşa cum s-a specificat

ı̂n capitolul 5, a = 0.25, b = 2. Algoritmul se opreşte după 500 generaţii. Pentru fiecare

caz s-au făcut câte 10 rulări independente. Informaţiile despre cele 10 rulări se găsesc

ı̂n tabelele 6.7 şi 6.8 pentru situaţia ı̂n care funcţia obiectiv este penalizată dacă curenţii

ies din domeniul impus şi ı̂n tabelele 6.9 şi 6.10 pentru cazul ı̂n care nu se aplică nici o

penalizare ı̂n aceeşi situaţie. Configuraţia de referinţă este configuraţia B.9. Tabelele 6.7

şi 6.9 conţin configuraţiile obţinute. Numerele din paranteză reprezintă diferenţele rela-

tive (̂ın procente) faţă de configuraţia de referinţă. Sunt calculate de asemenea mediile şi

dispersiile celor zece rulări.

Trebuie specificat faptul că aceste rulări au fost făcute pentru p = 0, adică cu o precizie

mai mică a evaluării funcţiei obiectiv. În tabelele 6.7 şi 6.9 valoarea funcţiei obiectiv este

calculată pentru p = 1. În tabelele 6.8 şi 6.10 este trecută valoarea calculată cu p = 0

(valoarea obţinută efectiv prin procesul de optimizare). Se observă că diferenţa dintre

aceste valori nu este foarte mare, dar timpul necesar evaluării cu p = 1 creşte foarte mult

(de zeci de ori).

Este interesant de subliniat următorul aspect. În cazul ı̂n care funcţia obiectiv este

6Acest stil de tratare a unei restricţii se ı̂ntâlneşte sub numele de “death penalty”.
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penalizată dacă curenţii optimi ies din domeniul impus ne-am fi aşteptat ca timpul de

optimizare să fie mai mare datorită efortului mai mare de construire a populaţiei iniţiale.

În acest caz, pentru găsirea unei populaţii iniţiale cu 16 indivizi au fost necesare ı̂n medie

600 evaluări de funcţii, pe când ı̂n situaţia ı̂n care se penaliza doar condiţia de quench au

fost necesare ı̂n medie 70 de evaluări de funcţii. Algoritmul face ı̂n medie 6627 evaluări

de funcţii (pe proces) ı̂n varianta cu penalizare suplimentară şi ı̂n medie 6065 evaluări de

funcţii (pe proces) ı̂n varianta fără penalizare suplimentară. Algoritmul de optimizare a

durat ı̂nsă ı̂n medie 3 ore ı̂n varianta cu penalizare şi 4 ore ı̂n varianta fără penalizare.

În concluzie timpul de optimizare nu este proporţional cu numărul de evaluări.

Acest lucru era de aşteptat pentru o problemă la care evaluarea funcţiei obiectiv este

un proces iterativ, la acelaşi criteriu de oprire timpul de calcul depinzând de punctul de

calcul. De aceea, graficele prezentate ı̂n figurile următoare au ı̂n axa absciselor numărul

generaţiei şi nu numărul de evaluări.

Din punct de vedere al calităţii soluţiei găsite, funcţia obiectiv fără penalizare supli-

mentară generează soluţii mai bune (̂ın medie funcţia obiectiv găsită este 3.52 · 10−3 faţă

de 6.49 · 10−3 cât este ı̂n cazul cu penalizare suplimentară).

Calculul diferenţelor relative faţă de situaţia de referinţă scoate ı̂n evidenţă alte as-

pecte. Problema este prost condiţionată. Perturbaţii mici ı̂n date duc la perturbaţii

mari ale funcţiei obiectiv. De exemplu diferenţele relative ale parametrilor testului A.6

sunt sub 15% faţă de testul de referinţă B.9 iar funcţia obiectiv are o diferenţă relativă

de 80 %. În testul B.10 parametrii sunt la o diferenţă relativă de maxim 21 % iar funcţia

obiectiv este la o difernţă relativă de 103 %. De asemenea valori bune ale funcţiei obiec-

tiv (testul B.8) pot fi relativ departe (cel puţin pentru anumiţi parametri) de punctul de

referinţă. Această proastă condiţionare se reflectă şi ı̂n dispersiile rezultatelor celor 10

rulări, dispersiile parametrilor fiind ı̂ntotdeauna mai mici decât dispersia funcţiei obiectiv.

Vom ı̂ncerca să apreciem succesul sau eşecul unei rulări ı̂n funcţie de configuraţia

găsită şi nu de valoarea funcţiei obiectiv. Dacă considerăm de exemplu că zona unui

anumit parametru a fost găsită dacă diferenţa relativă dintre parametru şi valoarea lui de

referinţă este sub 10 %, atunci rezultă că:

• zona lui R1 a fost găsită ı̂n 10/10 cazuri ı̂n situaţia fără penalizare (B) şi ı̂n 4/10 cazuri

ı̂n situaţia cu penalizare (A).

• zona lui R2 a fost găsită ı̂n 9/10 cazuri ı̂n situaţia B şi ı̂n 3/10 cazuri ı̂n A.

• zona lui h1/2 a fost găsită ı̂n 6/10 cazuri ı̂n situaţia B şi ı̂n 3/10 cazuri ı̂n A.

• zona lui h2/2 a fost găsită ı̂n 10/10 cazuri ı̂n situaţia B şi ı̂n 7/10 cazuri ı̂n A.

• zona lui d1 a fost găsită ı̂n 3/10 cazuri ı̂n situaţia B şi ı̂n 2/10 cazuri ı̂n A.

• zona lui d2 a fost găsită ı̂n 1/10 cazuri ı̂n situaţia B şi ı̂n 0/10 cazuri ı̂n A.

• zona lui J1 a fost găsită ı̂n 6/10 cazuri ı̂n situaţia B şi ı̂n 3/10 cazuri ı̂n A.

• zona lui J2 a fost găsită ı̂n 3/10 cazuri ı̂n situaţia B şi ı̂n 4/10 cazuri ı̂n A.
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În concluzie, rezultatele ı̂n cazul fără penalizare suplimentară (B) sunt mult mai bune

decât cele ı̂n care configuraţiile cu valori nepermise ale curenţilor sunt rejectate. Este de

altfel recunoscut că un algoritm genetic ı̂n care valoarea funcţia obiectiv este penalizată

dacă nu sunt ı̂ndeplinite anumite restricţii are şanse să găsească un optim mai bun decât

un algoritm care practică “pedeapsa cu moartea”. Indivizi mai slabi din punct de vedere

genetic pot produce “supercopii” mai degrabă decât indivizi buni, dar nu excepţionali.

ID R1 R2 h1/2 h2/2 d1 d2 J1 J2 F · 103

[m] [m] [m] [m] [m] [m] [MA/m2] [MA/m2]

A.1 1.5190 2.0836 1.2128 1.7386 0.2766 0.1029 25.2657 -25.2599 6.854

(9.8) (9.6) (11.3) (11.3) (38.7) (40.2) (30.6) (33.6) (153.1)

A.2 1.6125 2.1585 1.0821 1.6521 0.2939 0.1201 24.8971 -22.3517 7.402

(16.6) (13.5) (0.6) (5.7) (34.9) (30.2) (28.7) (18.2) (173.4)

A.3 1.6524 2.1931 1.0902 1.6657 0.2918 0.1343 24.6501 -19.9509 8.625

(19.5) (15.3) (0.07) (6.6) (35.3) (21.9) (27.5) (5.5) (218.6)

A.4 1.7029 2.2648 0.9589 1.6150 0.3103 0.1254 24.4072 -20.3451 9.268

(23.1) (19.1) (11.9) (3.4) (31.2) (27.1) (26.2) (7.6) (242.3)

A.5 1.4787 2.0464 0.9455 1.5400 0.4615 0.1579 19.0869 -18.0317 3.960

(6.9) (7.6) (13.2) (1.3) (2.1) (8.2) (1.2) (4.5) (46.2)

A.6 1.4622 2.0958 0.9345 1.5936 0.4758 0.1458 18.2147 -17.1176 4.870

(5.7) (10.2) (14.2) (2.04) (5.3) (15.2) (5.78) (9.4) (79.9)

A.7 1.6322 2.1335 0.7847 1.4010 0.6008 0.2003 17.0719 -16.9736 4.563

(18.05) (12.2) (27.9) (10.2) (33.03) (16.3) (11.6) (10.1) (67.5)

A.8 1.2922 1.8385 1.2981 1.7230 0.4014 0.2000 19.8748 -14.9531 3.072

(6.53) (3.26) (19.1) (10.3) (11.1) (16.2) (2.8) (20.8) (13.4)

A.9 1.5651 2.0961 1.1474 1.6717 0.2950 0.1245 24.6651 -22.4271 6.421

(13.1) (10.2) (5.3) (7.05) (34.6) (27.6) (27.5) (18.6) (137.1)

A.10 1.7425 2.3056 0.9013 1.5925 0.3208 0.1040 24.2110 -24.2105 9.887

(26.03) (21.3) (17.2) (1.9) (28.9) (39.5) (25.2) (28.1) (265.23)

medii 1.56 2.12 1.03 1.62 0.37 0.14 22.23 -20.16 6.49

dispersii 8.06 % 5.76 % 14.42% 5.73% 27.61% 23.55% 13.85 % 15.95 % 34.16 %

Tabelul 6.7: Rezultate numerice ale optimizării problemei TEAM 22 ı̂n cazul ı̂n care

funcţia obiectiv este penalizată dacă curenţii ies din domeniul impus.
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ID B2
stray · 1010 Timp Număr Timp evaluare F · 103 Timp evaluare

[T2] optimizare evaluări (la p = 0) [s] (la p = 0) (la p = 1) [s]

A.1 2.7417 2 h 39 min 6677 0.61 7.065 17.84

A.2 2.9609 3 h 11 min 6468 0.59 7.660 15.70

A.3 3.4501 2 h 41 min 6665 0.59 8.939 16.25

A.4 3.7075 2 h 25 min 6623 0.60 9.614 16.43

A.5 1.5842 2 h 59 min 6519 0.61 4.096 26.42

A.6 1.9483 2 h 50 min 6694 0.62 5.013 22.92

A.7 1.8254 3 h 59 min 6650 0.79 4.685 33.86

A.8 1.2291 4 h 25 min 6649 0.91 3.139 41.77

A.9 2.5684 2 h 37 min 6677 0.59 6.660 16.43

A.10 3.9549 2 h 28 min 6651 0.58 10.243 14.93

Tabelul 6.8: Alte informaţii despre testele cu penalizare suplimentară

ID R1 R2 h1/2 h2/2 d1 d2 J1 J2 F · 103

[m] [m] [m] [m] [m] [m] [MA/m2] [MA/m2]

B.1 1.5426 2.0333 0.9270 1.4609 0.5169 0.2028 18.1327 -17.0276 3.682

(11.5) (6.9) (14.9) (6.4) (14.4) (17.83) (6.2) (9.8) (36.01)

B.2 1.2537 1.9673 1.0995 1.6862 0.6873 0.2002 13.1652 -12.2676 4.007

(9.3) (3.5) (0.9) (7.9) (52.1) (16.3) (31.9) (35.07) (48.02)

B.3 1.4240 1.9542 1.0002 1.5218 0.4803 0.2005 18.8297 -15.8866 2.965

(2.9) (2.8) (8.1) (2.5) (6.3) (16.5) (2.6) (15.9) (9.5)

B.4 1.4652 1.9813 1.2301 1.6924 0.3041 0.1285 24.3136 -22.9611 4.659

(5.9) (4.2) (12.9) (8.3) (32.6) (25.33) (25.7) (21.5) (72.1)

B.5 1.4167 1.9494 0.9840 1.5083 0.5177 0.2022 17.9215 -15.9813 2.868

(2.4) (2.5) (9.6) (3.4) (14.6) (17.4) (7.2) (15.4) (5.9)

B.6 1.3541 1.9550 0.9844 1.5449 0.6234 0.2020 15.2558 -14.6411 3.073

(2.06) (2.8) (9.6) (1.06) (38.04) (17.3) (21.08) (22.5) (13.5)

B.7 1.3214 1.8273 1.3179 1.7111 0.4058 0.2007 19.7671 -16.2153 3.046

(4.4) (3.8) (20.9) (9.5) (10.1) (16.6) (2.2) (14.1) (12.5)

B.8 1.3764 1.9245 1.0010 1.5133 0.6079 0.2117 15.7861 -15.5763 2.765

(0.4) (1.2) (8.1) (3.09) (34.6) (23.01) (18.3) (17.5) (2.1)

B.9 1.3826 1.9005 1.0894 1.5616 0.4516 0.1721 19.3324 -18.8948 2.707

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

B.10 1.5149 2.1534 0.8582 1.5707 0.4934 0.1438 18.1607 -17.0036 5.513

(9.5) (13.3) (21.2) (0.5) (9.2) (16.4) (6.06) (10.01) (103.6)

medii 1.40 1.96 1.05 1.57 0.51 0.18 18.06 -16.64 3.52

dispersii 5.90 % 4.12 % 12.56 % 5.29 % 20.77 % 14.55 % 15.77 % 15.97 % 25.22 %

Tabelul 6.9: Rezultate numerice ale optimizării problemei TEAM 22 ı̂n cazul ı̂n care

funcţia obiectiv nu este penalizată dacă curenţii ies din domeniul impus.
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ID B2
stray · 1010 Timp Număr Timp evaluare F · 103 Timp evaluare

[T2] optimizare evaluări (la p = 0) [s] (p = 0) (la p = 1) [s]

B.1 1.4729 3 h 55 min 6064 0.85 3.797 34.51

B.2 1.6028 4 h 23 min 6067 1.00 4.083 57.28

B.3 1.1862 3 h 38 min 6060 1.06 3.041 34.67

B.4 1.8639 3 h 37 min 6068 0.69 4.844 21.06

B.5 1.1473 3 h 54 min 6062 0.79 2.954 36.50

B.6 1.2295 4 h 11 min 6062 0.85 3.142 44.27

B.7 1.2186 5 h 08 min 6062 0.91 3.118 43.66

B.8 1.1062 4 h 11 min 6070 0.92 2.826 46.03

B.9 1.0828 4 h 15 min 6070 0.65 2.812 31.83

B.10 2.2053 2 h 55 min 6074 0.61 5.672 21.16

Tabelul 6.10: Alte informaţii despre testele fără penalizare suplimentară
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Figura 6.6: Evoluţia celui mai bun in-
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Figura 6.10: Evoluţia parametrului R1
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Figura 6.12: Evoluţia parametrului R2
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Figura 6.13: Evoluţia dispersiei lui R2
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Figura 6.18: Evoluţia parametrului d1
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Figura 6.19: Evoluţia dispersiei lui d1
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Figura 6.20: Evoluţia parametrului d2
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Figura 6.21: Evoluţia dispersiei lui d2
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Evoluţiile dispersiilor din figurile de mai sus arată că algoritmul genetic converge către

o populaţie de un anumit tip. Se observă că, de la un moment dat dispersiile oscilează

sub o anumită valoare (aproximativ 5 %). Se ştie că ı̂ntr-o astfel de situaţie o şansă mai

mare de a obţine o soluţie mai bună este de a face o nouă rulare mai degrabă decât de a

continua perpetuarea generaţiei obţinute.

Concluzia finală este aceea că pentru o astfel de problemă prost condiţionată este nece-

sar cel puţin un algoritm genetic adaptiv. Un algoritm genetic care să folosească tehnici

de niching ar fi poate mult mai potrivit iar calculul senzitivităţilor devine obligatoriu.

6.1.4 Calculul senzitivităţilor

• Senzitivităţile funcţiei de cost

Funcţia de cost se calculează cu relaţia

F =
1

22B2
norm

22∑

i=1

(
B2

ri
+ B2

zi

)
+

1

Eref

|E − Eref |. (6.4)

Derivata funcţiei F ı̂n raport cu unul din parametrii de optimizat p va fi

∂F

∂p
=

1

22B2
norm

22∑

i=1

(

2Bri

∂Bri

∂p
+ 2Bzi

∂Bzi

∂p

)

+
1

Eref

sgn(E − Eref)
∂E

∂p
=

=
1

11B2
norm

22∑

i=1

(

Bi ·
∂Bi

∂p

)

+
1

Eref

sgn(E − Eref)
∂E

∂p
. (6.5)

Pentru calculul senzitivităţilor, termenii care trebuie evaluaţi sunt: ∂Bi

∂p
, ∂E

∂p
. În cele

ce urmează vom detalia formulele senzitivităţilor inducţiei magnetice şi energiei la fiecare

din cei 8 parametri de optimizare. Vom ţine cont de faptul că evaluarea senzitivităţilor

se face după evaluarea evaluarea funcţiei de cost, şi de aceea vom exprima, pe cât posibil,

formulele senzitivităţilor ı̂n funcţie de mărimi deja calculate.

• Utilizarea formulelor Biot-Savart-Laplace

Pentru această problemă, senzitivităţile se pot calcula mai simplu, fără a folosi metodele

prezentate ı̂n capitolul 4.

Problema constă ı̂n distribuţii de curent aflate ı̂n aer şi ı̂n consecinţă potenţialul mag-

netic vector A şi inducţia magnetică B se pot exprima cu ajutorul formulelor Biot-Savart-

Laplace (BSL):

A =
µ0

4π

∫

V

J

R
dv, (6.6)

B =
µ0

4π

∫

V

J × R

R3
dv. (6.7)
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În cazul axisimetric studiat A = uθA unde A = A(r, z), J = uθJ unde J este constant ı̂n

fiecare din cei doi solenoizi, iar elementul de volum este dv = rdθdrdz. Formulele BSL se

pot scrie mai detaliat astfel:

A =
µ0J1

4π

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

∫ 2π

0

uθr

R
dθdzdr +

µ0J2

4π

∫ R2+
d2
2

R2−
d2
2

∫ h2
2

−
h2
2

∫ 2π

0

uθr

R
dθdzdr, (6.8)

B =
µ0J1

4π

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

∫ 2π

0

uθ × R

R3
r dθdzdr +

µ0J2

4π

∫ R2+
d2
2

R2−
d2
2

∫ h2
2

−
h2
2

∫ 2π

0

uθ × R

R3
r dθdzdr.

(6.9)

Energia din domeniu se poate calcula prin integrarea pe domeniile străbătute de curenţi

a mărimii A · J/2 = AJ/2:

E = πJ1

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

Ar drdz + πJ2

∫ R2+
d2
2

R2−
d2
2

∫ h2
2

−
h2
2

Ar drdz. (6.10)

Pentru simplificarea scrierii vom folosi notaţiile din tabelul 6.11.

Notaţie Formula

IA1(R1, d1, h1, J1)
µ0J1

4π

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

∫ 2π

0
uθr
R

dθdzdr

IA2(R2, d2, h2, J2)
µ0J2

4π

∫ R2+
d2
2

R2−
d2
2

∫ h2
2

−
h2
2

∫ 2π

0
uθr
R

dθdzdr

A(R1, d1, h1, J1, R2, h2, d2, J2) IA1 + IA2

IA1(R1, d1, h1, J1) IA1 · uθ

IA2(R2, d2, h2, J2) IA2 · uθ

A(R1, d1, h1, J1, R2, h2, d2, J2) IA1 + IA2

IB1(R1, d1, h1, J1)
µ0J1

4π

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

∫ 2π

0
uθ×R

R3 r dθdzdr

IB2(R2, d2, h2, J2)
µ0J2

4π

∫ R2+
d2
2

R2−
d2
2

∫ h2
2

−
h2
2

∫ 2π

0
uθ×R

R3 r dθdzdr

B(R1, d1, h1, J1, R2, h2, d2, J2) IB1 + IB2

IE1(R1, d1, h1, J1, R2, h2, d2, J2) πJ1

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

Ar drdz

IE2(R1, d1, h1, J1, R2, h2, d2, J2) πJ2

∫ R2+
d2
2

R2−
d2
2

∫ h2
2

−
h2
2

Ar drdz

E(R1, d1, h1, J1, R2, h2, d2, J2) IE1 + IE2

Tabelul 6.11: Notaţii folosite ı̂n formulele senzitivităţilor problemei TEAM 22

Mai sunt utile următoarele formule pentru calculul componentelor vectorului inducţiei
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magnetice:

Bz(r, z) =
1

r

∂

∂r
(rA) , (6.11)

Br(r, z) = −∂A

∂z
. (6.12)

În calculul senzitivităţilor acestei probleme sunt utile formulele prezentate ı̂n tabelul

6.12 (a căror demonstraţie poate fi găsită de exemplu ı̂n [39]).

F (x) F ′(x)

F (x) =
∫ Ψ2(x)

Ψ1(x)
f(x, y) dy ⇒ F ′(x) =

∫ Ψ2(x)

Ψ1(x)
∂f
∂x

(x, y) dy−
−Ψ′

1(x)f(x, Ψ1(x)) + Ψ′
2(x)f(x, Ψ2(x))

F (x) =
∫ Ψ2(x)

Ψ1(x)
f(y) dy ⇒ F ′(x) = −Ψ′

1(x)f(Ψ1(x)) + Ψ′
2(x)f(Ψ2(x))

Tabelul 6.12: Formule utile pentru derivarea integralelor

• Senzitivităţile faţă de curenţi (J)

Deducerea senzitivităţii inducţiei magnetice faţă de densităţile de curent este foarte

simplă deoarece formula (6.9) indică liniaritatea inducţiei faţă de aceşti parametri. Se

deduce imediat că:

∂B

∂J1

=
IB1

J1

(6.13)

∂B

∂J2

=
IB2

J2

(6.14)

Pentru energie, rezultatul nu mai este la fel de simplu pentru că ı̂n integrala (6.10)

A depinde la rândul lui de curenţi. În acestă situaţie cel mai simplu este să se utilizeze

inductivităţile proprii şi mutuale ale celor doi solenoizi. Astfel, dacă notăm E(I1, I2)

energia corespunzătoare curenţilor I1, I2:

L1 =
2E(I1, 0)

I2
1

, (6.15)

L2 =
2E(0, I2)

I2
2

, (6.16)

M =
2E(I1, I2) − L1I

2
1 − L2I

2
2

I1I2

. (6.17)

Rezultă senzitivităţile:
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∂E

∂J1

= (L1I1 + MI2)
1

d1h1

= L1J1 + MJ2
d2h2

d1h1

(6.18)

∂E

∂J2

= (L2I2 + MI1)
1

d2h2

= L2J2 + MJ1
d1h1

d2h2

(6.19)

• Senzitivităţile faţă de parametrii geometrici (R, d, h)

Fie p un astfel de parametru geometric. Atunci senzitivitatea componentelor inducţiei

magnetice B este:

∂Bz

∂p
=

1

r

∂

∂r

(

r
∂A

∂p

)

=
1

r

∂A

∂p
+

∂

∂r

(
∂A

∂p

)

, (6.20)

∂Br

∂p
= − ∂

∂z

(
∂A

∂p

)

. (6.21)

Cu notaţiile din tabelul 6.6 rezultă senzitivitatea potenţialului vector faţă de parametrul

p:

∂A

∂R1

=
∂IA1

∂R1

,
∂A

∂d1

=
∂IA1

∂d1

,
∂A

∂h1

=
∂IA1

∂h1

(6.22)

∂A

∂R2

=
∂IA2

∂R2

,
∂A

∂d2

=
∂IA2

∂d2

,
∂A

∂h2

=
∂IA2

∂h2

(6.23)

Trebuie astfel să detaliem doar calculul mărimilor: ∂IA1

∂R1
, ∂IA1

∂d1
şi ∂IA1

∂h1
.

Pentru calculul derivatelor integralei IA1 ı̂n raport cu R1 şi d1, aceasta se scrie

IA1 =
µ0J1

4π

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

f(r) dr, (6.24)

unde

f(r) =

∫ h1
2

−
h1
2

∫ 2π

0

uθ0 · uθ

R
r dθdz =

∫ h1
2

−
h1
2

I(z, r, z0, r0)r dz. (6.25)

Versorul uθ0 este versorul uθ ı̂n punctul de calcul de coordonate r0, z0, θ0 = 0. Deoarece

uθ0 · uθ = cosθ şi R2 = r2
0 + r2 + (z0 − z)2 − 2rr0cosθ, rezultă că

I(z, r, z0, r0) =

∫ 2π

0

cosθ
√

r2
0 + r2 + (z0 − z)2 − 2rr0cosθ

dθ. (6.26)

Această integrală poate fi adusă la forma

I(z, r, z0, r0) =
2s

rr0

[

F (m)
(

1 − m

2

)

− E(m)
]

, (6.27)
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unde s =
√

(r0 + r)2 + (z0 − z)2, m = 4rr0

s2 iar F (m) şi E(m) sunt integralele eliptice

complete Legendre definite prin:

E(m) =

∫ π
2

0

√

1 − msin2φ dφ =

∫ π
2

0

√

1 − mcos2φ dφ, (6.28)

F (m) =

∫ π
2

0

1
√

1 − msin2φ
dφ =

∫ π
2

0

1
√

1 − mcos2φ
dφ. (6.29)

Conform primei formule din tabelul 6.12 rezultă că:

∂IA1

∂R1

=
µ0J1

4π

[

−f(R1 −
d1

2
) + f(R1 +

d1

2
)

]

(6.30)

∂IA1

∂d1

=
µ0J1

4π

[
1

2
f(R1 −

d1

2
) +

1

2
f(R1 +

d1

2
)

]

(6.31)

Pentru calculul derivatei integralei IA1 ı̂n raport cu h1, aceasta se scrie

IA1 =
µ0J1

4π

∫ h1
2

−
h1
2

g(z) dz, (6.32)

unde

g(z) =

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ 2π

0

uθ0 · uθ

R
r dθdz =

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

I(z, r, z0, r0)r dr. (6.33)

Integrala I este dată de formula (6.27). Rezultă derivata integralei IA1 ı̂n raport cu h1:

∂IA1

∂h1

=
µ0J1

4π

[
1

2
g(−h1

2
) +

1

2
g(

h1

2
)

]

(6.34)

Să calculăm acum derivatele inducţiei magnetice la parametrii geometrici.

Pentru a evita confuziile, atragem atenţia că variabilele r şi z au fost folosite ca variabile

de integrare pentru calculul potenţialului şi derivatei lui la p. Rezultatul obţinut este

A(r0, z0) şi ∂A
∂R1

(r0, z0). În cele ce urmează r0 şi z0 devin variabilele de derivare.

Observăm că (formulele (6.21) şi (6.20)) mărimile care mai trebuie evaluate sunt

derivatele ı̂n raport cu r0 şi cu z0 ale senzitivităţii potenţialului magnetic:
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∂Bz

∂R1

=
∂IA1

∂R1

+ r0
∂

∂r0

(
∂IA1

∂R1

)

,
∂Br

∂R1

= − ∂

∂z0

(
∂IA1

∂R1

)

(6.35)

∂Bz

∂d1

=
∂IA1

∂d1

+ r0
∂

∂r0

(
∂IA1

∂d1

)

,
∂Br

∂d1

= − ∂

∂z0

(
∂IA1

∂d1

)

(6.36)

∂Bz

∂h1

=
∂IA1

∂h1

+ r0
∂

∂r0

(
∂IA1

∂h1

)

,
∂Br

∂h1

= − ∂

∂z0

(
∂IA1

∂h1

)

(6.37)

∂Bz

∂R2

=
∂IA2

∂R2

+ r0
∂

∂r0

(
∂IA2

∂R2

)

,
∂Br

∂R2

= − ∂

∂z0

(
∂IA2

∂R2

)

(6.38)

∂Bz

∂d2

=
∂IA2

∂d2

+ r0
∂

∂r0

(
∂IA2

∂d2

)

,
∂Br

∂d2

= − ∂

∂z0

(
∂IA2

∂d2

)

(6.39)

∂Bz

∂h2

=
∂IA2

∂h2

+ r0
∂

∂r0

(
∂IA2

∂h2

)

,
∂Br

∂h2

= − ∂

∂z0

(
∂IA2

∂h2

)

(6.40)

Relaţiile (6.30) şi (6.31) pot fi scrise astfel ı̂ncât să punem ı̂n evidenţa dependenţa de r0

şi z0. Notând R1i = R1 − d1

2
şi R1e = R1 + d1

2
rezultă că:

∂

∂r0

(
∂IA1

∂R1

)

=
µ0J1

4π

[

−R1i

∫ h1
2

−
h1
2

∂

∂r0

(
I(z,R1i,z0,r0)

)
dz + R1e

∫ h1
2

−
h1
2

∂

∂r0

(
I(z,R1e,z0,r0)

)
dz

]

∂

∂z0

(
∂IA1

∂R1

)

=
µ0J1

4π

[

−R1i

∫ h1
2

−
h1
2

∂

∂z0

(
I(z,R1i,z0,r0)

)
dz + R1e

∫ h1
2

−
h1
2

∂

∂z0

(
I(z,R1e,z0,r0)

)
dz

]

∂

∂r0

(
∂IA1

∂d1

)

=
µ0J1

8π

[

R1i

∫ h1
2

−
h1
2

∂

∂r0

(
I(z,R1i,z0,r0)

)
dz + R1e

∫ h1
2

−
h1
2

∂

∂r0

(
I(z,R1e,z0,r0)

)
dz

]

∂

∂z0

(
∂IA1

∂d1

)

=
µ0J1

8π

[

R1i

∫ h1
2

−
h1
2

∂

∂z0

(
I(z,R1i,z0,r0)

)
dz + R1e

∫ h1
2

−
h1
2

∂

∂z0

(
I(z,R1e,z0,r0)

)
dz

]

∂

∂r0

(
∂IA1

∂h1

)

=
µ0J1

8π

[
∫ R1+

d1
2

R1−
d1
2

∂

∂r0

(

I
(−

h1
2

,r,z0,r0)
r
)

dr +

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∂

∂r0

(

I
(

h1
2

,r,z0,r0)
r
)

dr

]

∂

∂z0

(
∂IA1

∂h1

)

=
µ0J1

8π

[
∫ R1+

d1
2

R1−
d1
2

∂

∂z0

(

I
(−

h1
2

,r,z0,r0)
r
)

dr +

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∂

∂z0

(

I
(

h1
2

,r,z0,r0)
r
)

dr

]

Mărimile cheie care trebuie calculate sunt derivatele ı̂n raport cu r0 şi z0 ale integralei

eliptice I (formula (6.27)). Rezultatele obţinute sunt:

∂I

∂r0

=
2

rr0

(coefFr F (m) + coefEr E(m)) , (6.41)

∂I

∂z0

=
2

rr0

(coefFz F (m) + coefEz E(m)) , (6.42)
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unde

coefFr = −r2 + (z − z0)
2

sr0

, (6.43)

coefEr =
rr0[(z0 − z)2 + r2 − r2

0] + [((z − z0)
2 + r2 + rr0][(z − z0)

2 + (r0 − r)2]

(1 − m)r0s3
,

(6.44)

coefFz =
z0 − z

s
, (6.45)

coefEz = −(z0 − z)[r2
0 + r2 + (z0 − z)2

(1 − m)s3
. (6.46)

Să calculăm acum derivatele energiei la parametrii geometrici:

∂E

∂p
=

∂IE1

∂p
+

∂IE2

∂p
(6.47)

Din nefericire, scrierea aditivă nu ı̂nseamnă ı̂n acest caz o separare a variabilelor ca ı̂n

cazul inducţiei magnetice şi de aceea trebuie să deducem formule de derivare a integralei

IE1 la toţi cei şase parametri geometrici. (Schimbând indicii 1 şi 2 ı̂ntre ei rezultă formulele

de derivare a integralei IE2.

Pentru calculul derivatelor integralei IE1 ı̂n raport cu R1 şi d1, aceasta se scrie

IE1 = πJ1

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

h(R1, r) dr, (6.48)

unde

h(R1, r) =

∫ h1
2

−
h1
2

Ar dz. (6.49)

Conform primei formule din tabelul 6.12 rezultă că:

∂IE1

∂R1

= πJ1

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

∂A

∂R1

r dzdr − h
(R1,R1−

d1
2

)
+ h

(R1,R1+
d1
2

)
(6.50)

∂IE1

∂d1

= πJ1

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

∂A

∂d1

r dzdr +
1

2
h

(R1,R1−
d1
2

)
+

1

2
h

(R1,R1+
d1
2

)
(6.51)

Pentru calculul derivatei integralei IE1 ı̂n raport cu h1 aceasta se scrie

IE1 = πJ1

∫ h1
2

−
h1
2

t(h1, z) dz, (6.52)
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unde

t(h1, z) =

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

Ar dr. (6.53)

Conform primei formule din tabelul 6.12 rezultă că:

∂IE1

∂h1

= πJ1

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

∂A

∂h1

r dzdr +
1

2
t
(h1,−

h1
2

)
+ t

(h1,
h1
2

)
(6.54)

Derivarea integralei IE1 la p = R2, d2 sau h2 este mai simplă pentru că aceşti parametri

nu apar ı̂n limitele de integrare:

∂IE1

∂p
= πJ1

∫ R1+
d1
2

R1−
d1
2

∫ h1
2

−
h1
2

∂A

∂p
r dzdr (6.55)

Concluzii:

Calculul senzitivităţilor inducţiei magnetice faţa de parametrii geometrici presupune

efectuarea de integrale unidimensionale din integranzi care presupun evaluări de funcţii

eliptice.

Calculul senzitivităţilor energiei faţă de parametrii geometrici presupune efectuarea de

integrale tridimensionale din integranzi care presupun evaluări de funcţii eliptice.
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6.2 Problema TEAM 25

Problema TEAM 25 constă ı̂n optimizarea formei unei matriţe cu electromagnet, folosită

pentru orientarea pulberilor magnetice ı̂n procesul de sinterizare a pieselor polare pentru

micromaşini. Matriţa şi electromagnetul sunt confecţionate din oţel, forma matriţei fiind

astfel realizată ı̂ncât să se genereze un câmp magnetic radial ı̂ntr-o cavitate ce va fi

umplută cu pulberea magnetică [151].

6.2.1 Prezentarea problemei

Figura 6.23 reprezintă o secţiune transversală a matriţei cu electromagnet, iar figura 6.24

prezintă un detaliu ı̂n zona de interes. Matriţa trebuie optimizată pentru două valori

ale solenaţiilor bobinelor: 4253 amperi-spiră şi respectiv 17500 amperi-spiră astfel ı̂ncât

câmpul magnetic ı̂n cavitate (de-a lungul curbei e-f din figura 6.24) să fie orientat radial

şi să aibă următoarele valori:

• ı̂n cazul solenaţiei mici (4253 amperi-spiră)

Bx = 0.35 cos θ [T] By = 0.35 sin θ [T] (6.56)

• ı̂n cazul solenaţiei mari (17500 amperi-spiră)

Bx = 1.5 cos θ [T] By = 1.5 sin θ [T] (6.57)

Figura 6.22: Curba de magnetizare a

oţelului

Analizele preliminare făcute la curenţi mici

arată că distribuţia de câmp cerută poate

fi obţinută (cu eroare acceptabilă) adoptând

pentru matriţă o formă obţinută printr-o

combinaţie de linie dreaptă, cerc şi elipsă.

Matriţa este alcătuită din două părţi, numite

forme. Forma interioară a matriţei este pre-

supusă a fi un cerc de rază R1. Partea dinspre

interior a formei exterioare este reprezentată

de o elipsă de semiaxe L2 şi L3 şi o linie par-

alelă cu axa x, ca ı̂n figura 6.24.

Variabilele de proiectare sunt: R1 - raza formei interioare, L2 - axa lungă a elipsei,

L3 - axa scurtă a elipsei, L4 - lungimea pintenului formei exterioare. Proiectatul are
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libertatea să aleagă şi alte parametrizări ale curbei g-h a formei interioare şi ale curbei

i-j-k-m corespunzătoare formei exterioare.

Se constată că la curenţi mari, dacă forma interioară şi cea exterioară sunt reprezentate

prin cerc şi elipsă rezultatele nu sunt satisfăcătoare.

Matriţa şi electromagnetul sunt din oţel, având curba de magnetizare prezentată ı̂n

figura 6.22. Punctele acestei curbe sunt cele din tabelul 6.13.

B [T] 0.0 0.11 0.18 0.28 0.35 0.74 0.82 0.91

H [A/m] 0.0 140 178 215 253 391 452 529

B [T] 0.98 1.02 1.08 1.15 1.27 1.32 1.36 1.39

H [A/m] 596 677 774 902 1164 1299 1462 1640

B [T] 1.42 1.47 1.51 1.54 1.56 1.60 1.64 1.72

H [A/m] 1851 2262 2685 3038 3395 4094 4756 7079

Tabelul 6.13: Punctele curbei de magnetizare

Problema are 4 parametri (R1, L2, L3, L4) care pot varia continuu ı̂ntre limitele pre-

zentate ı̂n tabelul 6.14.

R1 L2 L3 L4

[mm] [mm] [mm] [mm]

min 5 12.6 14 4

max 9.4 18 45 19

Tabelul 6.14: Restricţii de domeniu ale variabilelor de optimizare

Funcţia obiectiv propusă este

F =
n∑

i=1

[(Bxpi − Bxoi)
2 + (Bypi − Byoi)

2]. (6.58)

Indicii p şi o se referă la valorile calculate, respectiv la valorile specificate. Se consideră

n = 10 puncte situate pe curba e-f (un arc de cerc de rază 11.75 mm, conform figurii 6.24),

ı̂n punctele corespunzătoare unghiurilor de: 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40 şi respectiv 45

de grade.

Se cere de asemenea calculul erorii maxime εBmax a modulului şi eroarea maximă εθmax

a unghiului inducţiei magnetice, definite astfel:

εBmax = max
1≤i≤n

∣
∣
∣
∣

Bpi − Boi

Boi

∣
∣
∣
∣
, (6.59)

εθmax = max
1≤i≤n

∣
∣θBpi − θBoi

∣
∣ . (6.60)
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Autorii acestei probleme au realizat experimental două astfel de matriţe, pentru care

au măsurat valorile inducţiei ı̂n punctele specificate. Aceste rezultate experimentale sunt

prezentate ı̂n [152].

Electromagnet

Aer

Bobina

Pol

Matrite

Cavitate 7.5

88

113 50

163

33
.5

39

80
50

50
18

0

b

cd

x

y

a

a-b-c-d: Frontiera Dirichlet
d-a: Frontiera Neumann

(a) Vedere de ansamblu

Figura 6.23: Matriţă cu electromagnet
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Figura 6.24: Detaliu ı̂n zona de interes

6.2.2 Evaluarea funcţiei de cost

Rezolvarea problemei de câmp cu metoda elementelor finite prezentată ı̂n capitolul 3

nu este satisfăcătoare din cauza timpului de calcul inacceptabil de mare pentru includ-

erea ı̂ntr-o problemă de optimizare (8 minute pentru evaluarea funcţiei obiectiv, aşa cum

rezultă din testul 4 din capitolul 3). De aceea, vom ı̂ncerca o altă metodă de rezolvare a

problemei neliniare de câmp.

Se propune utilizarea metodei polarizaţiei cu permeabilitatea de calcul egală cu per-

meabilitatea vidului, metodă bazată pe algoritmul:

1.iniţializează I

2.repetă

2.1. calculează câmpul pentru problema liniară:

div B = 0, rotH = J,B = µ0H + I, cu I fixat

2.2. corectează polarizaţia I = B − µ0h(B)

până când (diferenţa ı̂ntre două polarizaţii succesive devine suficient de mică)

În algoritmul de mai sus h reprezintă dependenţa neliniară H = h(B). Pe parcursul

algoritmului polarizaţia magnetică I va fi diferită de zero doar ı̂n domeniile feromagnetice.
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Problema liniară care trebuie rezolvată la pasul 2.1 este echivalentă din punct de vedere

al inducţiei magnetice B cu rezolvarea problemei:

div B = 0 , rotH1 = J +
1

µ0

rot I , B = µ0H1, (6.61)

adică cu o problemă omogenă (̂ın care permeabilitatea este µ0 peste tot), dar ı̂n care ı̂n loc

de materialul neliniar există o distribuţie de curenţi cu densitatea de volum Je = rot I/µ0.

Problema liniară fiind omogenă, pentru rezolvarea ei se poate aplica formularea integrală.

Soluţia problemei (6.61) poate fi obţinută prin superpoziţia

B = BS + BI , (6.62)

unde BS reprezintă câmpul magnetic dat de curenţii impuşi (din bobine) J, iar BI repre-

zintă câmpul magnetic dat de polarizaţiile magnetice I.

Singurele domenii care trebuie discretizate sunt doar domeniile feromagnetice. Aceste

domenii vor fi ı̂mpărţite ı̂n elemente ı̂n care polarizaţia I este presupusă constantă. Pentru

a asigura convergenţa procedurii iterative corecţia polarizaţiei ı̂n fiecare element trebuie

făcută ı̂n funcţie de valoarea medie a compontentei BI din element [68]. Factorul de

contracţie se poate calcula cu formula

θ = 1 − µ0

µmax

= 1 − 4π10−7

0.11/140
= 0.9984, (6.63)

iar eroarea faţă de soluţia exactă se poate evalua cu formula:

‖B∗ − Bn‖ν ≤ 1

1 − θ
‖In − In−1‖ν ≈ 625‖In − In−1‖ν . (6.64)

În aer, eroarea se poate evalua cu formula [42]

‖B∗ − Bn‖ν ≤ θ

2
√

1 − θ
‖In − In−1‖ν ≈ 12.5‖In − In−1‖ν . (6.65)

• Câmpul magnetic datorat curenţilor impuşi

Fie un domeniu plan-paralel poligonal Ω, parcurs de un curent distribuit uniform cu

densitatea J = Jk. Câmpul magnetic produs de acest curent ı̂ntr-un punct este

B =
µ0

2π

∫

Ω

Jk × R

R2
dΩ = −µ0J

2π
k ×

∫

Ω

grad (ln R) dΩ = −µ0J

2π
k ×

∮

∂Ω

(ln R)nΩ dlΩ =

= −µ0J

2π
k ×

∑

m∈∂Ω

∫

m

(ln R)nΩ dlΩ = −µ0J

2π

∑

m∈∂Ω

∫

m

(ln R)(k × nΩ) dlΩ =

= −µ0J

2π

∑

m∈∂Ω

ut

∫

m

(ln R) dlΩ. (6.66)
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• Media câmpului magnetic datorat polarizaţiilor

Fie un element Ωk, ı̂n care polarizaţia este Ik. Media câmpului magnetic ı̂ntr-un

element Ωi datorat polarizaţiei Ik este

B̃i(k) =
1

σ(Ωi)

∫

Ωi

rot A dΩi =
1

σ(Ωi)

∮

∂Ωi

(ni × A) dli. (6.67)

Potenţialul vector este A = Ak, unde

A = −µ0

2π

∫

Ωk

Je ln R dΩk = −µ0

2π

∫

Ωk

(Je · k) ln R dΩk =

= − 1

2π

∫

Ωk

(rot I · k) ln R dΩk = − 1

2π

∮

∂Ωk

(−nk × I) · k ln R dlk =

=
1

2π

∮

∂Ωk

ln R I · dlk. (6.68)

Înlocuind (6.68) ı̂n (6.67), rezultă

B̃i(k) =
1

2πσ(Ωi)

∮

∂Ωi

(

ni ×
∮

∂Ωk

ln RIk · dlk
)

dli =

= − 1

2πσ(Ωi)

∑

mi∈Ωi

∫

mi

∮

∂Ωk

ln R(Ik · dlk)dli =

= − 1

2πσ(Ωi)
Ik

∑

mi∈Ωi

∑

mk∈Ωk

∫

mi

∫

mk

ln R(dlk;dli). (6.69)

Vom nota

B̃i(k) = − 1

σ(Ωi)
¯̄αikIk, (6.70)

unde

¯̄αik =
1

2π

∑

mi∈Ωi

∑

mk∈Ωk

∫

mi

∫

mk

ln R(dlk;dli) =

=
1

2π

∑

mi∈Ωi

∑

mk∈Ωk

∫

mi

∫

mk

ln R dli dlk(ui;uk) =

=
1

2π

∑

mi∈Ωi

∑

mk∈Ωk

[
1

lilk

∫

mi

∫

mk

ln R dli dlk

]

(li; lk). (6.71)

Media câmpului magnetic ı̂ntr-un element Ωi, datorat tuturor elementelor neliniare

este

B̃i = − 1

σ(Ωi)

ne∑

k=1

¯̄αikIk. (6.72)

Pentru calculul funcţiei obiectiv mai avem nevoie de câmpul magnetic datorat pola-

rizaţiilor (6.73). De asemenea, pentru diferite reprezentări grafice sunt utile şi proceduri

care să calculeze potenţialul vector (6.74) şi (6.68).
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• Câmpul magnetic datorat polarizaţiilor

Fie un element Ωk, ı̂n care polarizaţia este Ik. Câmpul magnetic ı̂ntr-un punct, datorat

polarizaţiei Ik este

B =
µ0

2π

∫

Ωk

Je × R

R2
dΩk =

µ0

2π

∫

Ωk

Jek × R

R2
dΩk =

µ0

2π

∫

Ωk

(Je · k)(k × R)

R2
dΩk =

=
1

2π

∫

Ωk

[(rot I) · k](k × R)

R2
dΩk =

1

2π

∮

∂Ωk

[(−nk × Ik) · k](k × R)

R2
dlk =

= − 1

2π

∮

∂Ωk

k × R

R2
(ut · Ik) dlk = − 1

2π

∮

∂Ωk

k × R

R2
(Ik · dl) =

= − Ik

2π

∑

m∈∂Ωk

cos (Ik,dl)

∫

m

k × R

R2
dl. (6.73)

• Potenţialul vector datorat curenţilor impuşi

Fie un domeniu plan-paralel poligonal Ω, parcurs de un curent distribuit uniform cu

densitatea J = Jk. Potenţialul magnetic vector produs de acest curent ı̂ntr-un punct este

A = Ak, unde

A = −µ0J

2π

∫

Ω

ln R dΩ = −µ0J

4π

∫

Ω

[div (R ln R) − 1] dΩ =

=
µ0J

4π

∮

∂Ω

(R · n) (ln R) dl + const =

=
µ0J

4π

∑

m∈∂Ω

(R · n)

∫

m

(ln R) dl + const. (6.74)

Observaţii:

1. Datorită simetriei problemei structurile de date care conţin informaţii despre noduri,

elemente şi muchii reprezintă doar un sfert din domeniul problemei. Integralele

trebuie ı̂nsă realizate pe ı̂ntregul domeniu de calcul. În această situaţie, coeficienţii

¯̄αik nu reprezintă numai efectul polarizaţiei Ik (corespunzătoare unui element din

cadranul 1) ci şi a elementelor simetrice cu el.

2. Timpul necesar iteraţiilor neliniare ar putea fi redus dacă iniţializarea se află cât

mai aproape de soluţia exactă. În acest scop, un tabel cu soluţii (de exemplu pentru

cazul cel mai bun ı̂ntâlnit) ar putea fi utilizat ca vector de iniţializare.

3. Timpul de calcul pentru rezolvarea problemei de câmp magnetic depinde esenţial

de numărul elementelor de discretizare. Un algoritm de discretizare adaptivă poate

conduce la un număr minim de elemente de discretizare. Drept criteriu de calitate a

unui nod se poate adopta diferenţa dintre valoarea medie şi cea minimă sau maximă

(extremă aflată pe frontiera elementului).
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4. Datorită faptului că ı̂n decursul optimizării se schimbă doar o mică parte din ge-

ometrie, câmpul datorat curenţilor impuşi precum şi matricea α se modifică puţin

de la o evaluare la alta. Timpul de optimizare poate fi folosit ı̂n mod optim dacă

coeficienţii constanţi de-a lungul procesului de optimizare sunt evaluaţi o singură

dată.

• Algoritmul principal

1.; citeşte structuri de date

ı̂ntreg NUMAR NODURI, NUMAR ELEMENTE, NUMAR MUCHII

tablou real noduri[NUMAR NODURI,2] ; coordonate x, y

tablou ı̂ntreg elemente[NUMAR ELEMENTE,7] ; noduri ale elementelor

tablou ı̂ntreg muchii[NUMAR MUCHII,4] ; nod iniţial şi final, elemente la care

; aparţine (cu semn)

ı̂ntreg SIM X, SIM Y ; tipuri de simetrii (0 = fară,1 = par,

; −1 = impar)

; curba de material

...................

ı̂ntreg N SURSE ; descrierea bobinelor

tablou real surse[N SURSE,2] ; J şi numărul de vârfuri

tablou real vf surse ; coordonatele vârfurilor surselor

; alte declaraţii

...................

2.calculeaza Bimpus(BSx,BSy) ; câmpul impus ı̂n centrele elementelor

3.calculeaza distante geometrice(dg) ; integralele duble din lnR

; dg este o matrice cu NUMAR MUCHII

; linii şi un număr de coloane egal cu

; nr cadrane*NUMAR MUCHII, unde

; nr cadrane poate fi 1, 2 sau 4

4.calculeaza alpha(α) ; α este o matrice pătrată de dimensiune

; 2*NUMAR ELEMENTE

5.initializari(pol x,pol y) ; iniţializări polarizaţii

6.repetă

norma dI = 0

norma I = 0

pentru e = 1, NUMAR ELEMENTE

calcul BImediu(e,bIx,bIy)

bx = bIx + BSx(e)

by = bIy + BSy(e)

corecteaza pol(bx,by,px,py)
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pol x nou(e) = px

pol y nou(e) = py

dIx = pol x(e) - px

dIy = pol y(e) - py

norma dI = norma dI + aria(e)*(dIx*dIx + dIy*dIy)

norma I = norma I + aria(e)*(px*px + py*py)

norma dI = sqrt(norma dI)

norma I = sqrt(norma I)

pentru e = 1, NUMAR ELEMENTE

pol x(e) = pol x nou(e)

pol y(e) = pol y nou(e)

până când (norma dI ≤ norma I)

• Calculul integralelor care intervin

Pentru calculul câmpului magnetic datorat curenţilor impuşi (formula (6.66)) şi pentru

calculul potenţialului vector datorat polarizaţiilor (formula (6.68)) sau curenţilor impuşi

(formula (6.74)) este necesar calculul integralei simple din ln(R).

P

P

P

1

2

R

α

α
β

1

2

l

l2

1
l

L

Figura 6.25: Notaţii folosite

la calculul integralei simple

Această integrala se poate calcula analitic, rezultatul

fiind (vezi notaţiile din figura 6.25, unde L = P1P2):

∫ P2

P1

ln R dl = l2 cos α2 ln l2 + l1 cos α1 ln l1 −

− L + β l1 sin α1 (6.75)

Pentru calculul coeficienţilor de proporţionalitate (formula (6.71)) este necesar calculul

integralei duble din ln(R). Pentru muchiile care au un nod comun se vor utiliza formule

analitice, astfel:

Dacă P1P2 şi P3P4 coincid, atunci:
∫ P2

P1

∫ P4

P3

ln R dl1 dl2 = L2

(

ln L − 3

2

)

(6.76)

unde am notat cu L lungimea muchiei.



6.2. PROBLEMA TEAM 25 177
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Figura 6.26: Notaţii folosite la calculul

integralei duble - cazul ı̂n care muchiile

au un nod comun
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Figura 6.27: Eroarea ı̂n funcţie de x

Dacă P1P2 şi P3P4 au un nod comun, atunci (vezi notaţiile din figura 6.26):
∫ P2

P1

∫ P4

P3

ln R dl1 dl2 =

(

L1L2 sin2 α − D2

2
cos α

)

ln D +

+
cos α

2

(
L2

1 ln L1 + L2
2 ln L2

)
+

sin α

2

(
L2

2β2 + L2
1β1

)
−

− 3

2
L1L2 (6.77)

În cazul muchiilor care nu au un punct comun, se va utiliza integrarea numerică.

Ordinul de integrare se stabileşte ı̂n funcţie de poziţia relativă a celor două muchii, şi

anume de distanţa dintre centre raportată la lungimea unei muchii.

Analiza erorii a fost făcută pentru integrala simplă, ı̂n cazul ı̂n care segmentul este

centrat ı̂n origine, orizontal, de lungime unitară, iar punctul de calcul are coordonatele

(x, 0). Variaţia erorii ı̂n funcţie de x pentru ordine de integrare cuprinse ı̂ntre 1 şi 6 este

prezentată ı̂n figura 6.27.

Graficul ı̂n scară dublu logaritmică din figura 6.27 arată că: pentru n =1,2 şi 3 variaţia

este liniară pentru x ∈ [1, 10], pentru n = 4 liniaritatea se păstrează pentru x ∈ [1, 5.5],

pentru n = 5 → x ∈ [1, 2.4] iar pentru n = 6 → x ∈ [1, 1.6]. Pe aceste intervale

ln ε = a ln x + b, respectiv ε = Cxa, unde C = eb. Făcând regresia liniară a datelor,

rezultă următoarele valori:

n C a

1 .173862e+00 -3.096321

2 6.173626e-03 -5.128433

3 2.819749e-04 -7.160817

4 2.645225e-05 -9.933035

5 5.749159e-05 -11.629652

6 9.605960e-05 -13.928753
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Din prelucrarea acestor date, rezultă ca majorant al erorii expresia:

εm =
8000

(20x)n+2
(6.78)

Figurile 6.28 ÷ 6.33 prezintă graficele de eroare pentru cele şase ordine de integrare,

precum şi graficul funcţiei care majorează aceste erori, funcţie definită de relaţia (6.78).
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Figura 6.28: Eroare şi majorant, n = 1
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Figura 6.29: Eroare şi majorant, n = 2
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Figura 6.30: Eroare şi majorant, n = 3
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Figura 6.31: Eroare şi majorant, n = 4

În concluzie, formula propusă este acceptabilă. În consecinţă, pentru o valoare impusă

a erorii, ordinul de integrare se stabileşte cu formula

n =

[

ln
(

8000
ε

)

ln (20x)
− 2

]

(6.79)

Formula (6.79) a fost aplicată ı̂n rezolvarea problemei TEAM 25. Dacă n care rezultă din

formulă este mai mic decât 1, atunci lui i se atribuie valoarea 1. Dacă n este mai mare

decât 8, atunci lui i se atribuie valoarea 8.
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Figura 6.32: Eroare şi majorant, n = 5

1e-20

1e-10

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E
ro

ar
e 

re
la

ti
va

x

eroare (n = 6)
majorant

Figura 6.33: Eroare şi majorant, n = 6

Configuraţia testată are 57 de muchii si 4 simetrii. Rezultă că sunt de calculat aprox-

imativ 11372 astfel de integrale duble. Fie nr m un vector de ı̂ntregi de dimensiune 8,

iniţializat cu zero. Pentru fiecare integrală dublă, rezultă două ordine de integrare n1 şi n2.

Se incrementează atunci nr m(n1) şi nr m(n2). În final, suma componentelor vectorului

nr m trebuie să fie de aproximativ 2*11372 = 22744. Tabelul următor arată componentele

acestui vector pentru diferite valori ale erorii impuse. Timpul din tabel reprezintă timpul

necesar (̂ın Scilab) până la ı̂nceperea iteraţiilor neliniare (timpul necesar calcului tuturor

integralelor duble dar şi calcului altor mărimi necesare: arii, lungimi, asamblat matrice

α).

eroare nr m(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) timp [s]

1E-2 20450. 1463. 314. 19. 8. 0. 0. 4. 248

1E-4 12041. 7228. 2006. 788. 164. 16. 7. 8. 279

1E-6 5449. 6523. 6428. 2395. 913. 411. 108. 31. 341
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Figura 6.34: Vectorul nr m

Aceste rezultate sunt prezentate grafic ı̂n

figura 6.34. Graficul validează formula

(6.79), iar distribuţia lor arată că ordinul

maxim ales egal cu 8 este rezonabil (dacă ar

fi fost prea mic, s-ar fi constatat o ı̂nghesuire

la capăt)). De asemenea, din punct de vedere

al timpului de calcul, trecerea la o eroare de

10−4 nu necesită un timp suplimentar mult

mai mare. Aceasta va fi valoarea folosită ı̂n

programul de optimizare.
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Ultima integrală necesară este integrala simplă din k×R/R2, care intervine la calculul

funcţiei obiectiv (câmpul magnetic datorat polarizaţiilor, formula (6.73)). Să notăm

I0 =

∫

m

k × R

R2
dl = I0xi + I0yj. (6.80)

Utilizând notaţiile din figura 6.25, componentele integralei I0 au expresiile:

Dacă P (x0, y0) nu este pe dreapta P1P2 (sin α1 6= 0), atunci

I0x =
y2 − y1

L

(

ln l2 − ln l1 + β
cos α1

sin α1

)

+ (y1 − y0)
β

l1 sin α1

, (6.81)

I0y = −x2 − x1

L

(

ln l2 − ln l1 + β
cos α1

sin α1

)

− (x1 − x0)
β

l1 sin α1

. (6.82)

Dacă P (x0, y0) este pe dreapta P1P2 (sin α1 = 0), atunci

I0x =
y2 − y1

L

(

ln l2 − ln l1 − 1 − l1 cos α1

L − l1 cos α1

)

− (y1 − y0)

(
1

l1 cos α1

+
1

L − l1 cos α1

)

,

(6.83)

I0y = −x2 − x1

L

(

ln l2 − ln l1 − 1 − l1 cos α1

L − l1 cos α1

)

+ (x1 − x0)

(
1

l1 cos α1

+
1

L − l1 cos α1

)

.

(6.84)

6.2.3 Rezultate numerice

Tabelul 6.15 conţine rezultatele obţinute cu metoda integrală atât ı̂n cazul iteraţiilor

Picard-Banach cât şi ı̂n cazul iteraţiilor Newton iar figura 6.35 prezintă spectrul câmpului

obţinut cu cea mai rară discretizare folosită (cu 20 de elemente). Programele corespunză-

toare au fost scrise ı̂n Scilab [4] şi rulate pe un PC Pentium (166 MHz), sub Linux [3] iar

configuraţia de test folosită a fost cea mai bună configuraţie raportată până acum pentru

această problemă [24].

Se observă că timpul necesar calcului matricei ¯̄α este mult mai mare decât timpul

necesar iteraţiilor neliniare. În timpul procesului de optimizare, rediscretizarea proble-

mei ar implica recalcularea acestei matrice, deci un timp CPU foarte mare. Se observă

de asemenea că metoda Newton este mult mai rapid convergentă decât metoda Picard-

Banach. Aplicarea suprarelaxării la metoda Picard-Banach a condus la o ı̂njumătăţire

a numărului de iteraţii, dar la acelaşi timp de calcul (datorită calcului factorului de

suprarelaxare).

În această situaţie, metoda integrală ar merita să fie integrată ı̂ntr-un program de

optimizare doar dacă se adoptă o abordare de tip celule, ı̂n care, geometria maximală

este discretizată ı̂n celule dreptunghiulare, iar apoi, ı̂n funcţie de dimensiunile actuale ale

parametrilor, celulele sunt active sau nu (materialul este feromagnetic sau aer).
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Nr.elem/ Metoda Nr. Timp (s) Rezultate

nr.muchii iteraţii ¯̄α iteraţii

20/ PB 192 330 120 f = 2.69E-2

59 εB = 0.213

εθ = 0.158 rad

Newton 3 3 f = 2.66E-2

εB = 0.211

εθ = 0.157 rad

32/ PB 194 870 207 f = 1.55E-2

89 εB = 0.186

εθ = 0.081 rad

Newton 4 7.5 f = 1.50E-2

εB = 0.184

εθ = 0.081 rad

44/ PB 194 1898 346 f = 1.34E-2

117 εB = 0.167

εθ = 0.059 rad

Newton 4 13 f = 1.28E-2

εB = 0.165

εθ = 0.059 rad

63/ PB 417 5280 1355 f = 9.72E-3

160 εB =0.152

εθ = 0.066rad

Newton 4 28 f = 9.07E-3

εB =0.149

εθ =0.066 rad

Tabelul 6.15: Rezultate numerice ale metodei integrale

Cu o abordare de tip celule, matricea ¯̄α trebuie calculată o singură dată ı̂naintea

procesului de optimizare propriu-zis. Dezavantajul acestei abordări ı̂l constituie faptul că

interfeţele dintre materialul feromagnetic şi aer nu rezultă netede ci ı̂n trepte. Pentru ca

aceast lucru să nu perturbe foarte mult acurateţea funcţiei obiectiv celulele trebuie să fie

suficient de mici. Pentru un grid ı̂n zona de interes cu un pas de 1 mm (figura 6.36) rezultă

o reţea cu 317 elemente şi 681 muchii. Calculul matricei ¯̄α durează ı̂n Scilab aproximativ

5 zile, deci nepermis de mult.

Având ı̂n vedere aceste rezultate s-a revenit la metoda elemenetelor finite dar algorit-

mul iniţial a fost ı̂mbunătăţit cu proceduri de calcul numeric oferite de PETSc [13].
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Figura 6.35: Linii de câmp obţinute cu

metoda integrală pentru reţeaua cu 20

elemente

Figura 6.36: Discretizare de tip celule

Tabelul 6.16 prezintă rezultatele obţinute pentru diferite metode de accelerare de tip

Kr̂ılov folosite pentru rezolvarea problemei liniare: gradienţi conjugaţi (CG) şi reziduul

minimal generalizat (GMRES). Iată câteva din metodele de precondiţionare folosite: Sch-

wartz aditiv (ASM), bloc Gauss-Seidel (BGS), bloc Jacobi (BJACOBI), suprarelaxare suc-

cesivă (SOR), SOR combinată cu metoda Eisentat (EISENSTAT), factorizare LU (LU),

factorizare LU incompletă (ILU), solver liniar (SLES). Metoda CG s-a dovedit a fi mai

rapidă decât metoda GMRES, şi cel mai bun precondiţionator a fost ILU. CG cu SOR şi

GMRES cu EISENSTAT nu au fost convergente

Precondiţionator CG GMRES

(PC) Nr. iteraţii Timp(s) Nr. iteraii Timp(s)

ASM 40 0.36 62 0.79

BGS 40 0.24 62 0.66

BJACOBI 40 0.22 62 0.79

EISENSTAT 713 3.44 -10000 95.32

ILU 40 0.21 62 0.63

JACOBI 145 0.49 630 4.96

LU 1 0.26 1 0.26

SLES 2 0.98 2 1.31

SOR -10000 44.71 398 4.02

Tabelul 6.16: Teste numerice - problema liniară - diferiţi precondiţionatori

Metoda CG a fost aleasă pentru testele din tabelul 6.17, care se referă de asemenea
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la problema liniară dar pentru diferite reţele de discretizare. Precondiţionatorul ILU se

comportă similar cu precondiţionatorul BJACOBI, mult mai bine decât BGS. Numărul

de iteraţii este independent de precondiţionator.

Nr. PC Timp(s) Nr. Funcţie

elem. total solver it. de cost

302 BGS 1.64 0.05 16 1.27e-02

302 BJACOBI 1.54 0.01 16 1.27e-02

302 ILU 1.53 0.01 16 1.27e-02

1352 BGS 2.23 0.09 31 1.69e-03

1352 BJACOBI 2.22 0.09 31 1.69e-03

1352 ILU 2.20 0.08 31 1.69e-03

3284 BGS 3.48 0.33 44 1.73e-03

3284 BJACOBI 3.47 0.31 44 1.73e-03

3284 ILU 3.47 0.31 44 1.73e-03

Tabelul 6.17: Teste numerice - problema liniară - diferite reţele

Tabelul 6.18 conţine rezultatele pentru cazul neliniar (iteraţii Picard-Banach), metoda

liniară aleasă fiind CG şi GMRES, cu precondiţionare ILU. Numărul de iteraţii neliniare

a fost acelaşi pentru CG şi pentru GMRES, dar metoda CG a fost cu 10 % mai rapidă

decât GMRES.

Metoda Toleranţa Nr. iteraţii Timp de Funcţie

relativă neliniare rezolvare (s) de cost

GMRES 10−2 32 94.86 1.77e-02

GMRES 10−3 64 196.98 1.12e-03

GMRES 10−4 315 1029.56 1.32e-03

CG 10−2 32 87.43 1.77e-02

CG 10−3 64 199.1 1.12e-03

CG 10−4 315 899.03 1.32e-03

Tabelul 6.18: Problema nelinară - iteraţii Picard-Banach

Tabelul 6.19 conţine rezultatele obţinute pentru problema neliniară, rezolvată cu iteraţii

Newton. Sistemul liniar a fost rezolvat cu CG şi precondiţionator BJACOBI. Convergenţa

metodei Newton a fost ı̂mbunătăţită cu metodele “line search (ls)” sau “trust region (tr)”.

În cazul “ls”, o creştere a toleranţei relative peste 10−3 nu conduce la nici o ı̂mbunătăţire.

Pentru a obţine cu acurateţe funcţia de cost (1.3e-03) timpul de rezolvare ı̂n cazul
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Metoda Toleranţa Nr.iteraţii Timp Funcţie

relativă neliniare rezolvare (s) de cost

ls 10−1 6 2.60 1.13e-03

ls 10−2 30 11.02 1.25e-03

ls 10−3 47 17.31 1.37e-03

ls 10−4 64 23.74 1.37e-03

ls 10−5 687 470.66 1.37e-03

tr 10−2 1 231.09 1.22e+00

Tabelul 6.19: Problema neliniară - iteraţii Newton.

metodei Newton a fost de 50 de ori mai mic decât ı̂n cazul iteraţiilor Picard-Banach.

Reamintim că metoda Newton clasică nu a convers pentru această problemă şi nici

ı̂mbunătăţirea ei cu algoritmul “ts”.

Figura 6.37 reprezintă variaţia funcţie de cost şi a energiei magnetice cu inversul

numărului de elemente. Creşterea numărului de elemente conduce la o instabilitate a

funcţiei de cost, fenomen care nu se observă ı̂n cazul energiei. Se pare că este inutil a se

folosi mai mult de 2000 elemente finite ı̂n acest caz.
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Figura 6.37: Variaţia energiei şi a

funcţiei de cost cu inversul numărului

de elemente
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Figura 6.38 prezintă variaţia funcţiei de cost pentru diferite valori ale parametrului R1.

Este evident faptul că metoda integrală a folosit prea puţine elemente, ı̂n timp ce pentru

metoda elementelor finite 2000 elemente par a fi de ajuns.

Figurile 6.39 şi 6.40 prezintă variaţia ı̂n spaţiu a componentelor Bx şi By ale intensităţii
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Figura 6.39: Bx ı̂n funcţie de unghiul α
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Figura 6.40: By ı̂n funcţie de unghiul α

câmpului magnetic pentru aceeaşi configuraţie de referinţă, calculate cu cele două metode.

Se poate observa că ı̂n metoda integrală variaţia acestor mărimi este mai netedă decât ı̂n

metoda elementelor finite datorită faptului că zona de interes ı̂n care se calculează câmpul

nu este discretizată.

Concluzii:

• Metoda aleasă pentru rezolvarea problemei de câmp ı̂n vederea calcului funcţiei

obiectiv este deosebit de importantă ı̂ntr-un algoritm de optimizare. Trebuie făcut

un compromis ı̂ntre acurateţe şi timp de calcul, dar robusteţea este obligatorie. Nu

ne putem permite de exemplu ca algoritmul să nu conveargă (ca de exemplu ı̂n

metoda Newton clasică).

• Efort de calcul mare este acceptabil dar o singură dată, de aceea ı̂n cazul metodei

integrale, abordarea de tip celule este mai potrivită, matricea ¯̄α fiind calculată o

singură dată, ı̂naintea procesului de optimizare propriu-zis.

• Pentru obţinerea unei aceleiaşi acurateţi pentru funcţia obiectiv metoda integrală

are nevoie de un număr de elemente de aproximativ 10 ori mai mic decât ı̂n cazul

metodei elementelor finite, dar are nevoie de un timp de calcul mai mare.

• Metoda integrală mai are avantajul că soluţia obţinută ı̂n zona de interes este mult

mai netedă decât ı̂n cazul metodei elemenelor finite. Pentru a evita aceste discon-

tinuităţi care rezultă ı̂n cazul metodei elementelor finite, pentru evaluarea funcţiei

de cost este necesară o procedură de netezire.

• În cazul metodei elementelor finite, cel mai bun rezultat a fost obţinut pentru me-

toda Newton cu subrelaxare optimală (“line search”), cu un solver iterativ pentru
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rezolvarea sistemului liniar (GMRES - Generalised Minimal Residual + BJACOBI

- precondiţionator Block Jacobi), o eroare impusă de 10−3, toţi aceşti parametri

dând un rezultat satisfăcător (timp CPU mai mic de 20 secunde), eroarea relativă

a funcţiei obiectiv fiind 4E-4.

• Pentru obţinerea unei soluţii aproximative propunem modificarea criterului de oprire

(de exemplu eroarea impusă poate fi crescută până la 10−1 sau numărul maxim de

iteraţii să fie mai mic), mai degrabă decât să se creeze reţele cu un număr mai mic

de elemente.

Aplicând o astfel de strategie, algoritmul evoluţionist descris ı̂n capitolul 5 a fost aplicat

optimizării acestei probleme, cu următorii parametri: 3 procese sclav, fiecare având 16

indivizi ı̂ntr-o populaţie, parametrii Pi: 1, 1, 1, 4, 4, 1, perioada migraţiei 3, B = 2, A =

0.25, numărul maxim de generaţii 60. Procesul a durat 33 ore (cei trei sclavi au fost pe

aceeaşi maşină), iar cea mai bună configuraţie găsită a fost:

R1 = 6.879 mm L2 = 13.789 mm

L3 = 14.065 mm L4 = 13.579 mm

F = 1.244 · 10−3

Diferenţa relativă dintre configuraţia găsită şi cea de referinţă este următoarea: R1 se

află la 1.75 % faţă de valoarea de referinţă (R1 = 7.0018 mm), L2 se află la 0.32 % faţă de

valoarea de referinţă (L2 = 13.7448 mm), L3 se află la 0.04 % faţă de valoarea de referinţă

(L3 = 14.058 mm) iar L4 se află la 0.9 % faţă de valoarea de referinţă (L4 = 13.7108 mm).

Se observă că parametrii L2, L3, L4 sunt apropiaţi de cei ai configuraţiei de referinţă.

Valoarea parametrului R1 ar putea fi ı̂mbunătăţită printr-o minimizare unidimensională

deterministă. Având ı̂n vedere cum variază funcţia de cost cu R1 se poate aplica de

exemplu metoda aproximării parabolice pentru găsirea unui valori optime a parametrului

R1 pentru valori fixate ale parametrilor L2, L3, L4. În acest fel, ı̂n algoritmul stocastic

ar putea fi inclus un algoritm de optimizare deterministă unidimensională aşa cum s-a

procedat şi pentru problema TEAM 22, indivizii care participă la evoluţie fiind astfel

dintre cei mai buni.



Capitolul 7

Contribuţii

Optimizarea dispozitivelor electromagnetice este una dintre cele mai importante dar şi cele

mai dificile probleme. Încercând să clarifice, clasifice şi să rezolve o parte din problemele

legate de optimizare, această lucrare aduce următoarele contribuţii:

1. Prezentarea pe larg a stadiului actual al metodelor folosite ı̂n optimizarea dispo-

zitivelor electromagnetice. Pe lângă clasificările de rigoare se fac şi consideraţii

critice asupra rezultatelor prezentate ı̂n literatură, ı̂n vederea identificării căilor şi

tendinţelor de dezvoltare ı̂n viitor a acestui domeniu important al cercetării.

2. Elaborarea şi prezentarea unor algoritmi originali pentru rezolvarea problemei de

analiză a câmpului electromagnetic. Algoritmii propuşi permit, pe de o parte, ge-

nerarea reţelelor de discretizare adaptate optimal la soluţie (prin rafinare succe-

sivă), iar pe de altă parte comută automat ı̂ntre metode diferite de iteraţii neliniare

(metoda polarizaţiei cu relaxare optimală care este garantat convergentă şi metoda

Newton care este rapidă). Sunt stabilite criterii pentru rafinare succesivă (un indi-

cator local de eroare) şi pentru comutarea polialgoritmului.

3. Formularea şi demonstrarea a două teoreme de unicitate ı̂n cazul problemelor plan-

paralele cu frontieră deschisă, bazate pe folosirea unei formulări integrale pentru

domeniul exterior frontierei.

4. Studiul metodelor de calcul a senzitivităţilor funcţiei obiectiv, necesare aplicării me-

todelor deterministe de optimizare de ordin superior fie prin folosirea unei probleme

adjuncte, fie prin exploatarea metodei numerice de calcul.

5. Elaborarea unui algoritm evoluţionist distribuit şi analiza influenţei parametrilor săi

asupra convergenţei procesului de optimizare.

6. Rezolvarea problemelor de optimizare propuse de comunitatea internaţională.
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Rezultatele din această lucrare au fost comunicate la diverse conferinţe internaţionale.

Astfel, [34, 35, 37, 71, 164] se referă la optimizarea problemei TEAM 22 folosind algoritmi

evoluţionişti distribuţi sau algoritmi evoluţionişti distribuiţi combinaţi cu strategii deter-

ministe de optimizare, [72] se referă la calculul senzitivităţilor folosind tehnica variabilelor

adjuncte, [36] se referă la optimizarea problemei TEAM 25 şi anume la analiza metodei

optime pentru calculul funcţiei obiectiv.

Două din aceste lucrări au fost acceptate pentru publicare ı̂n revista IEEE Transactions

on Magnetics [70, 73].

În concluzie nu există metodă perfectă de optimizare. Pentru orice problemă tre-

buie ı̂ncercate şi analizate mai multe metode. A utiliza algoritmul de optimizare ca o

”cutie neagră” este foarte periculos, fiecare algoritm comportându-se diferit ı̂n funcţie de

aplicaţia pe care doreşte să o rezolve. Metoda de rezolvare trebuie şi ea aleasă cu grijă.

Acolo unde problema o permite sunt de preferat metodele analitice sau formule matema-

tice aproximative, cel puţin ı̂ntr-o primă etapă. Până acum se practică combinarea a două

metode de optimizare, dar este posibil ca ı̂n viitor să se elaboreze strategii mixte cu mai

mult de două metode de optimizare. De asemenea acurateţea evaluării funcţiei obiectiv

ar trebui să fie dinamică pe parcursul procesului de optimizare, ca şi parametrii acestui

proces. Paralelizarea algoritmilor se va impune tot mai mult dat fiind efortul foarte mare

de calcul necesar optimizării dispozitivelor electromagnetice. Este posibil ca strategiile de

optimizare să fie combinate tot mai mult cu metode de inteligenţă artificială.



Anexa A

Tipuri de probleme de optimizare

A.1 Enumerarea tipurilor de probleme de optimizare

În cele ce urmează vom nota cu f0 : IRn → IR funcţia obiectiv (reală), cu x ∈ IRn vectorul

variabilelor, restricţiile sunt reprezentate de funcţia c : IRn → IRp unde unele componente

ale lui c sunt restricţii de tip inegalitate, de forma ci(x) ≤ 0 pentru i ı̂ntr-o mulţime de

indici notată I, alte componente ale lui c sunt restricţii de tip egalitate de tip ci(x) = 0

pentru indici i dintr-o mulţime de indici notată E . Pot exista restricţii bilaterale de tipul

li ≤ ci(x) ≤ ui unde li şi ui sunt marginile inferioară şi superioară ale restricţiei, cazul

ci(x) = xi corespunzând restricţiilor de domeniu.

Iată tipurile de probleme de optimizare [110]:

1. Probleme de programare neliniară cu restricţii1

În aceste probleme f0 şi c sunt funcţii neliniare de x. Două formulări tipice echivalente

sunt

min {f0(x)|ci(x) ≤ 0, i ∈ I, ci(x) = 0, i ∈ E} ,

şi

min {f0(x)|c(x) = 0, l ≤ x ≤ u} .

2. Probleme de programare liniară2

În aceste probleme funcţia obiectiv şi restricţiile sunt liniare. Formularea standard a

acestor probleme este:

min
{
cTx|Ax = b,x ≥ 0

}
,

1 ”Nonlinear programming”
2”Linear programming”
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unde c ∈ IRn este un vector de cost şi A ∈ IRm×n este o matrice de restricţii. De multe

ori se foloseşte formularea mai convenabilă

min
{
cTx|li ≤ aT

i x ≤ ui, i ∈ I, li ≤ xi ≤ uii ∈ B
}

.

În acestă formulare restricţiile de tip egalitate sunt descrise prin relaţii de ı̂ncadrare ı̂n

care li = ui pentru i ∈ I.

3. Programare pătratică3

Aceste probleme au restricţii liniare şi funcţii obiectiv pătratice, formularea problemei

făcându-se astfel

min

{

cTx +
1

2
xTQx|aT

i x ≤ bi, i ∈ I, aT
i x = bi, i ∈ E

}

,

unde Q ∈ IRn×n este o matrice simetrică. Aceste probleme sunt convexe dacă Q este

pozitiv semidefinită şi neconvexe ı̂n caz contrar.

4. Probleme de cele mai mici pătrate cu restricţii liniare 4

Unele probleme convexe de programare pătratică pot fi formulate mai natural ca o prob-

lemă de cele mai mici pătrate

min

{
1

2
‖Cx − d‖2

2|aT
i x ≤ bi, i ∈ I, aT

i x = bi, i ∈ E
}

,

unde matricea coeficienţilor C nu este neaparat pătrată.

5. Probleme care au doar restricţii de domeniu 5

În aceste probleme singurele restricţii sunt cele care mărginesc componentele vectorului x

min {f0(x)|l ≤ x ≤ u} .

6. Probleme fără restricţii 6

sunt cele care nu au nici un fel de restricţii (nici măcar de domeniu).

7. Probleme neliniare de cele mai mici pătrate 7

În aceste problema funcţia obiectiv are forma specială

f0(x) =
1

2

m∑

i=1

fi(x)2,

unde fiecare componentă fi este numită reziduu. Grupând reziduurile ı̂ntr-o funcţie vec-

torială f : IRn → IRm putem scrie f0 ca fiind

f0(x) =
1

2
‖f(x)‖2

2.

3”Quadratic Programming”
4”Constrained linear least square problems”
5”Bound Constrained Problems”
6”Unconstrained problems”
7 ”Nonlinear least square problems”
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8. Sisteme de ecuaţii neliniare

Rezolvarea unui sistem de ecuaţii neliniare definit cu ajutorul funcţiei f : IRn → IRn

este un vector x astfel ı̂ncât f(x) = 0. Unii algoritmi sunt stânşi legaţi de algoritmii de

optimizare fără restricţii şi de cele mai mici pătrate neliniare, ei rezolvând

min {‖f(x)‖|x ∈ IRn} ,

unde ‖ · ‖ este de obiecei norma L2 din IRn.

9. Probleme de optimizare a reţelelor 8

În aceste probleme f0 şi ci au o structură specială care provine de la un graf constând ı̂n

arce şi noduri. Astfel de probleme apar ı̂n aplicaţii care implică distribuţia produselor,

transportul, comunicaţiile. Restricţiile sunt de obiecei liniare şi fiecare restricţie ci implică

de obiecei numai una sau două componente ale lui x. Funcţia f0 poate fi fie liniară fie

neliniară, dar este de obiecei ”separabilă”, adică se poate scrie sub forma

f0(x) =
n∑

i=1

fi(xi),

unde fiecare funcţie scalară fi depinde numai de argumentul xi.

10. Programare ı̂ntreagă 9

Acest termen defineşte problemele de optimizare ı̂n care componentele lui x sunt ı̂ntregi.

Problemele de tip 1÷9 au presupus valori reale ale componentelor. Termenul programare

mixtă 10 defineşte problemele ı̂n care o parte a componentelor lui x sunt reale iar cealaltă

parte sunt ı̂ntregi. Astfel de probleme sunt mai dificil de rezolvat, de aceea până acum

au apărut metode care rezolvă doar problemele de programare liniară şi unele cazuri de

programare pătratică. Aceste metode se bazează pe tehnica ”branch and bound”.

Majoritatea problemelor de optimizare nu se pot ı̂ncadra strict ı̂ntr-una din categoriile

de mai sus. De exemplu o problemă de programare liniară este ı̂n acelaşi timp o problemă

de programare pătratică care este ı̂n acelaşi timp o problemă de programare neliniară.

O problemă trebuie plasată ı̂n categoria cea mai restrictivă pentru că astfel se pot folosi

metode şi implementa algoritmi care să ţină cont de toate particularităţile problemei.

8”Network optimzation problems”
9”Integer programming”

10”Mixed-integer programming”
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A.2 Probleme de test

Testarea algoritmilor de optimizare care doresc să găsească extreme globale se face cu

ajutorul unor probleme ale căror soluţii sunt cunoscute. Iată câteva astfel de funcţii

[104].

1. De Jong (I):

3∑

i=1

x2
i , unde − 5.12 ≤ xi ≤ 5.12.

Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul (x1, x2, x3) = (0, 0, 0).

2. De Jong (II):

100(x2
1 − x2)

2, unde − 2.048 ≤ xi ≤ 2.048.

Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul (x1, x2) = (1, 1).

3. De Jong (III):

5∑

i=1

integer(xi), unde − 5.12 ≤ xi ≤ 5.12.

Funcţia are un minim global egal cu -30 pentru −5.12 ≤ xi < −5.0.

4. Schaffer:

0.5 +
sin2

√

x2
1 + x2

2 − 0.5

[1.0 + 0.001(x2
1 + x2

2)]
2
, unde − 100 ≤ xi ≤ 100.

Funcţia are un minim global egal cu 0 ı̂n punctul (x1, x2) = (0, 0).

5. Goldstein-Price:

[1 + (x1 + x2 + 1)2(19 − 14x1 + 3x2
1 − 14x2 + 6x1x2 + 3x2

2)]

·[30 + (2x1 − 3x2)
2(18 − 32x1 + 12x2

1 + 48x2 − 36x1x2 + 27x2
2)],

unde −2 ≤ xi ≤ 2.

Funcţia are un minim global egal cu 3 ı̂n punctul (x1, x2) = (0,−1).

6. Branin:

a(x2 − bx2
1 + cx1 − d)2 + e(1 − f)cos(x1) + e,

unde −5 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 15, şi a = 1, b = 5.1/(4π), c = 5/π, d = 6, e = 10,

f = 1/(8π).

Funcţia are un minim global egal cu 0.397887 ı̂n trei puncte diferite: (x1, x2) = (π,

12.275), (π, 2.275), şi (9.42478, 2.475).



Anexa B

Optimizări vectoriale

Una din dificultăţile ı̂ntâmpinate ı̂n optimizarea dispozitivelor electromagnetice constă ı̂n

cerinţa de a satisface mai multe obiective. Problemele care urmăresc satisfacerea simul-

tană a mai multor obiective se numesc probleme de optimizări vectoriale.

B.1 Optimalitate Pareto

Caracteristic pentru problemele de optimizare vectorială este apariţia unui conflict de

obiective, ı̂n care soluţiile care ar minimiza fiecare obiectiv ı̂n parte sunt diferite şi nu

există soluţie acolo unde toate obiectivele ı̂şi ating minimul. O problemă de minimizare

vectorială se formulează astfel:

Să se minimizeze F(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fK(x)) unde F : IRn −→ IRK, este supusă

la restricţiile gi, hj : IRn −→ IR, gi(x) ≤ 0, (i = 1, 2, . . . ,m) (restricţii de tip inegalităţi),

hj(x) = 0, (j = 1, 2, . . . , p) (restricţii de tip egalităţi) şi xll ≤ xl ≤ xlu, (l = 1, 2, . . . , n)

(restricţii de domeniu).

În definirea soluţiei optimale se aplică criteriul de optimalitate introdus iniţial de Pareto

ı̂ncă din 1896 pentru problemele din economie [137]. O soluţie optimală x∗ ı̂n sens Pareto

se caută acolo unde nu există o soluţie x ı̂n domeniul de căutare M = {x ∈ IRn|gi(x) ≤
0; hj(x) = 0; xll ≤ xl ≤ xlu(∀)i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , p; l = 1, . . . , n} pentru care fk(x) ≤
fk(x

∗), (∀)k ∈ [1, K], fk(x) < fk(x
∗), pentru cel puţin un k ∈ [1, K]. O problemă de

optimizare ı̂n care ı̂mbunătăţirea unui obiectiv cauzează degradarea a cel puţin unui alt

obiectiv nu are soluţie decât ı̂n sens optimal Pareto. Figura B.1 arată interpretarea

geometrică a soluţiei optimale ı̂n sens Pareto pentru cazul a două obiective care sunt ı̂n

conflict.

Graficul din figură reprezintă dependenţa dintre f1 şi f2. Pe acestă curbă există soluţiile

posibile ale problemei, fiind marcată regiunea soluţiilor optimale ı̂n sens Pareto. Se ob-
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in sens Pareto

SOLUTIE PERFECTA

f

f

1

2

COMPROMIS

Solutii optimale

Figura B.1: Interpretarea geometrică a soluţiilor optimale ı̂n sens Pareto

servă că nu există un punct pentru care ambele obiective să ı̂şi atingă minimul. Acel

punct este numit ”soluţie perfectă”. O soluţie de compromis ar putea fi aceea pentru

care distanţa dintre soluţia perfectă dar nefezabilă şi mulţimea soluţiilor optimale ı̂n sens

Pareto este minimă.

Abordarea unei probleme de optimizări vectoriale are trei aspecte importante: sta-

bilirea funcţiei obiectiv 1, metodele de a trata restricţiile neliniare şi alegerea algoritmului

de optimizare care minimizează funcţia obiectiv.

B.2 Stabilirea funcţiei obiectiv ı̂n cazul optimizărilor

vectoriale

Aplicarea unui algoritm de optimizare are nevoie de o metodă de luare a deciziilor care

garantează o soluţie din mulţimea de soluţii optimale ı̂n sens Pareto. Iată câteva metode

care se aplică ı̂n optimizarea dispozitivelor electromagnetice [136, 137].

• Ponderarea obiectivelor

O primă posibilitate este aceea de a se folosi o funcţie obiectiv care este suma ponderată

a tuturor obiectivelor de minimizat. Noua funcţie obiectiv este u(F(x)) =
∑K

k=1 tkfk(x)

unde x ∈ M . Pentru probleme de optimizare ı̂n care toate funcţiile de cost fk sunt convexe

se poate arăta că problema minimizării funcţiei u are o soluţie optimală ı̂n sens Pareto

unică [137]. Problema care apare constă ı̂n găsirea unor ponderi potrivite, cunoscând

faptul că obiectivele au valori numerice diferite şi senzitivităti diferite. Ponderarea obiec-

tivelor este de aceea un proces iterativ ı̂n care trebuie făcute mai multe optimizări, cu

ponderi recalculate.

1Procesului de stabilire a funcţiei obiectiv i se mai spune şi ”alegerea criteriului de decizie” folosit de

algoritmul de optimizare propriu-zis.



B.2. STABILIREA FUNCŢIEI OBIECTIV 195

• Ponderarea distanţelor

O a doua posibilitate este de folosi metoda ”funcţiei distanţă”. Presupunem că f ∗
k sunt

cerinţele de atins (minimele funcţiilor de cost fk). Funcţia obiectiv care se foloseşte este

o distanţă (de cele mai multe ori ı̂n sensul celor mai mici pătrate). Şi aici apare problema

stabilirii ponderilor, funcţia de minimizat fiind ‖z(x)‖2 =
∑K

k=1 tk(f
∗
k (x)−fk(x))2. Pentru

funcţii convexe şi dacă f ∗
k sunt minimele fiecărei funcţii obiectiv se poate arăta că ‖z‖ are

un optim unic ı̂n sens Pareto. Dezavantajul folosirii unei astfel de norme euclidiene este

sensitivitatea scăzută la reziduuri subunitare. De aceea trebuie folosiţi factori de pondere

suficient de mari.

• Reformularea problemei cu restricţii

Problema factorilor de pondere poate fi depăşită reformulând problema astfel: numai unul

din obiective este minimizat, celelalte fiind considerate restricţii suplimentare. Problema

astfel reformulată minimizează doar fi(x) (cu i fixat) cu restricţiile suplimentare fk(x)−
rk ≤ 0, (∀)k = 1, K, k 6= i. Valoarea rk reprezintă minimul cerut pentru funcţia de cost k.

O astfel de formulare are avantajul că ei i se poate aplica o tehnică de tip Lagrange.
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Anexa C

Metode de optimizare pentru

probleme cu şi fără restricţii

C.1 Metode de optimizare deterministe pentru pro-

bleme fără restricţii

Cunoaşterea metodelor de optimizare fără restricţii este foarte importantă pentru că de

multe ori o problemă de optimizare cu restricţii este redusă la o problemă de optimizare

fără restricţii. Iată o clasificare a metodelor de optimizare pentru probleme fără restricţii

[25, 56, 131].

• Optimizare unidimensională

O metodă fără calculul derivatei trebuie să ı̂ncadreze mai ı̂ntâi minimul. O astfel

de metodă de ı̂ncadrare este metoda secţiunii de aur1 care găseşte un triplet de puncte

a < b < c astfel ı̂ncât f(b) este mai mic şi decât f(a) şi decât f(c). Dacă funcţia de

optimizat are caracteristici suplimentare (de exemplu derivata de ordin doi este continuă,

atunci ı̂ncadrarea obţinută din metoda secţiunii de aur se poate rafina cu ajutorul unei

interpolări parabolice. O astfel de metodă este metoda Brent.

Pentru minimizări unidimensionale cu calculul derivatei se poate folosi de exemplu o

variantă a metodei Brent care utilizează şi informaţii despre prima derivată.

• Optimizarea multidimensională

In acest caz trebuie ales ı̂ntre metode care au un necesar de memorie de ordinul N2 (N

reprezintă numărul de dimensiuni) sau de ordinul N . Pentru valori mici ale lui N această

cerinţa nu este o restricţie.

1Golden Section
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Dintre metodele fără calculul derivatei una din metode este metoda simplexului

descendent 2, datorată lui Nelder şi Mead. Ea nu trebuie confundată cu metoda simplex

din programarea liniară. Această metodă este foarte ı̂ncet convergentă, dar este foarte

robustă şi nu face presupuneri speciale despre funcţie. Un simplex ı̂n N dimensiuni este un

poligon convex având N +1 vârfuri (triunghi pentru N = 2, tetraedru pentru N = 3). In

cazul bidimensional, vârful unui triunghi caracterizat de valoarea cea mai mare a funcţiei

obiectiv este reflectat ı̂n raport cu linia care trece prin celelalte două vârfuri. Valoarea

funcţiei ı̂n acest punct nou este comparată cu valorile rămase ı̂n celelalte două puncte. In

funcţie de acest test noul punct poate fi acceptat sau rejectat. Când nu se mai realizează

nici o ı̂mbunătăţire laturile triunghiului sunt contractate şi procedura se repetă. In acest

fel este posibil ca vârfurile triunghiului să conveargă către un punct ı̂n care funcţia de

minimizat este minimă. Necesarul de memorie este N2.

O altă metodă este metoda alegerii direcţiilor, metoda Powell fiind prototipul acestei

categorii. Această metodă cere o minimizare unidimensională (de exemplu metoda Brent),

iar necesarul de memorie este N2.

In ce priveşte metodele cu calculul derivatei, există două familii mari de algoritmi pen-

tru minimizarea multidimensională, care necesită calcul de derivate. Ambele familii cer

un subalgoritm de minimizare unidimensional care poate sau nu să folosească informaţii

legate de derivată. Prima familie (de ordinul unu) cuprinde metoda paşilor descendenţi

şi metode de gradienţi conjugaţi. Metoda paşilor descendenţi este una din cele mai

populare şi mai vechi metode folosite ı̂n optimizare. Soluţia optimă este obţinută printr-

un număr de iteraţii consecutive, ı̂n fiecare din ele o soluţie nouă fiind obţinută printr-o

deplasare plecând din punctul vechi pe o anumită direcţie. Direcţia este opusă direcţiei

gradientului iar lungimea (pasul) este o mărime constantă sau nu. Există mai multe vari-

ante de algoritmi pentru metoda gradienţilor conjugaţi, de exemplu algoritmul Fletcher-

Reeves sau algoritmul Polak-Ribiere (mai bun). Necesarul de memorie este de ordinul

N .

A doua familie (de ordinul doi) cuprinde metoda Gauss-Newton şi metode quasi-

Newton, de exemplu algoritmul Davidon-Fletcher-Powell, sau algoritmul Broyden-Fletcher-

Goldfarb-Shanno. Intr-o metodă quasi-Newton direcţia de căutare △x la iteraţia q este

definită ca △x = −H−1grad f(x) unde H este o aproximare a matricei Hessian a funcţiei

obiectiv F . La primul pas H este luată matricea unitate (primul pas este deci identic

cu cel al metodei paşilor descendenţi); apoi H este recalculat succesiv ı̂n concordanţă cu

o procedură de variabilă metrică. Necesarul de memorie este de N2. În metoda Gauss-

Newton se foloseşte chiar matricea Hessian.

Pe scurt, o minimizare multidimensională se reduce la un şir de iteraţii de tipul: xk+1 =

2Downhill simplex method
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Metodă dk Observaţii

Paşilor descendenţi −∇kf

Gradienţilor conjugaţi −∇kf + dk−1 (∇kf)T∇kf)
(∇k−1f)T∇k−1f

Gauss-Newton −(Gk)−1∇kf G este matricea Hessian:

G = 2JTJ unde

J este matricea Jacobi

quasi-Newton −(Hk)−1∇kf H este o aproximare a

matricei Hessian

Tabelul C.1: Direcţii de căutare ı̂ntr-o metodă de optimizare de ordin superior

xk+αkdk unde dk este direcţia de căutare la iteraţia k iar αk este un coeficient determinat

printr-o metodă de minimizare unidimensională. Metodele diferă prin alegerea lui dk.

Tabelul C.1 cuprinde valorile acestor direcţii pentru metodele de ordin superior:

C.2 Tratarea restricţiilor

În ceea ce priveşte problemele cu restricţii, metoda simplex a fost prima dezvoltată special

pentru o astfel de problemă [131]. Această metodă se bazează pe faptul că o funcţie

obiectiv liniară ı̂si atinge extremele pe frontieră şi atunci căutarea lor se face numai pe

frontieră. Mai există o clasă de metode numite ”metode de punct interior” [110], mai rar

folosite decât metoda simplex.

Aceaste două metode rezolvă ı̂nsă doar problema programării liniare adică aceea ı̂n care

atât funcţia de minimizat cât şi restricţiile sunt liniare, situaţie extrem de rar ı̂ntâlnită

ı̂n optimizarea dispozitivelor electromagnetice. De aceea o problemă foarte importantă o

constituie tratarea restricţiilor. Există mai multe posibilităţi de a elimina restricţiile.

• Folosirea funcţiei Lagrange [25, 56, 110]

Această abordare nu foloseşte funcţia propriu-zisă f ci o nouă funcţie numită funcţie

Lagrange, fiind deci o metodă de transformare.

Pentru a putea folosi o scriere mai concisă vom nota cu f : IRn → IR funcţia obiectiv

(reală), cu x ∈ IRn vectorul variabilelor, restricţiile sunt reprezentate de funcţia c : IRn →
IRp unde unele componente ale lui c sunt restricţii de tip inegalitate, de forma ci(x) ≤ 0

pentru i ı̂ntr-o mulţime de indici notată I, alte componente ale lui c sunt restricţii de tip

egalitate de tip ci(x) = 0 pentru indici i dintr-o mulţime de indici notată E . Problema se
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poate formula astfel

min {f(x)|ci(x) ≤ 0, i ∈ I, ci(x) = 0, i ∈ E} , (C.1)

unde ci : IRn → IR, I şi E sunt mulţimile de indici corespunzătoare inegalităţilor şi

egalităţilor 3.

Pentru formularea C.1 funcţia Lagrange se defineşte ca

L(x, λ) = f(x) +
∑

i∈I∪E

λici(x), (C.2)

unde λi se numesc multiplicatori Lagrange. Funcţia Lagrange este folosită pentru expri-

marea condiţiilor de existentă a unui minim local.

Condiţia necesară de ordinul unu (condiţie de existenţă) a unui minim local x∗ a

problemei de optimizare cu restricţii C.1 cere existenţa multiplicatorilor Lagrange λ∗
i

astfel ı̂ncât

∇xL(x∗, λ∗) = ∇f(x∗) +
∑

i∈A∗

λ∗
i∇ci(x

∗) = 0, (C.3)

unde A∗ = {i ∈ I|ci(x
∗) = 0}∪ E este mulţimea restricţiilor ”active” la x∗ şi λ∗

i ≥ 0 dacă

i ∈ A∗ ∩ I.

Multiplicatorii Lagrange sunt o măsură a mo-

Figura C.1: Interpretarea geometrică a

multiplicatorilor Lagrange

dificării optimului ı̂n cazul ı̂n care restricţiile se

modifică [136]. Figura C.1 reprezintă o inter-

pretare geometrică a acestei afirmaţii. Funcţia

de minimizat f are trei restricţii de tip inegalităţi

g1, g2, g3, domeniul de căutare determinat de ele

fiind ”haşurat” cu linii de echivalori ale lui f .

Se observă ca minimul se atinge ı̂n punctul 3

(̂ın care restricţiile active sunt g2 şi g3). Mu-

tarea restricţiei g2 ı̂n g∗
2 ı̂n domeniul admisibil

nu modifică mai puţin valoarea minimului (noul

minim este punctul 4), decât cazul ı̂n care se

mută restricţia g3 ı̂n g∗
3 (minimul ı̂n acest caz

este punctul 5). În punctul optim (punctul 3) −∇f = λ2∇g2 + λ3∇g3 unde λ2 > λ3

Condiţia de ordinul doi (existenţă şi stabilitate) - cere ca (x∗, λ∗) să satisfacă condiţia

de ordinul unu ∇xL(x∗, λ∗) = 0 şi, ı̂n plus, Hessianul funcţiei Lagrange

∇2
xx
L(x∗, λ∗) = ∇2f(x∗) +

∑

i∈A∗

λ∗
i∇2ci(x

∗),

să satisfacă wT∇2
xx
L(x∗, λ∗)w > 0 pentru vectorii nenuli w din mulţimea

{w ∈ IRn|∇ci(x
∗)Tw = 0, i ∈ I∗

+ ∪ E ,∇ci(x
∗)Tw ≤ 0, i ∈ I∗

0},
3Inegalităţile de domeniu sunt incluse ı̂n ci(x) ≤ 0, i ∈ Ii.
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unde

I∗
+ = {i ∈ A∗ ∩ I|λ∗

i > 0}, I∗
0 = {i ∈ A∗ ∩ I|λ∗

i = 0}.

Această condiţie garantează că problema de optimizare are o comportare stabilă ı̂n jurul

extremului.

În funcţie de cum este folosită mai departe această funcţie Lagrange (cum sunt calculaţi

multiplicatorii Lagrange şi cum este minimizată funcţia Lagrange), metodele sunt: metode

de gradient redus, metode de programare pătratică şi liniară, metode bazate pe funcţii

Lagrange modificate4şi funcţii de penalizare. Descrierea detaliată a metodelor se găseşte

ı̂n [110].

O altă metodă care foloseşte funcţia Lagrange este metoda asimptotelor 5 [139]. În

această metodă ideea de bază este de a se ı̂nlocui problema iniţială cu o secvenţă de

subprobleme convexe care au o formă simplă. Pentru fiecare subproblemă se defineşte

Lagrangeanul L(x, λ) = F (x) +
∑

λiFi(x) unde F şi Fi sunt aproximaţii convexe ale

funcţiei obiectiv şi restricţiilor, suma se face după indicii i aparţinând restricţiilor active, şi

se rezolvă problema duală maxλ≥0 {minxL(x, λ)}. Aceeaşi metodă este descrisă şi folosită

ı̂n [138].

• Minimizări secvenţiale pentru funcţii obiectiv care includ restricţiile

penalizate6 [56, 139]

– Eliminarea restricţiilor de tip egalitate după metoda lui Courant

Există situaţii când tehnica Lagrange este dificil de aplicat. În aceste situaţii, ı̂n

practică sunt preferate alte metode. Una din cele mai cunoscute tehnici alternative de

tratare a restricţiilor a fost iniţiată de R.Courant [56]. În această metodă se minimizează

funcţia

F (x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + r

p
∑

i=1

[h(x1, . . . , xn)]2 r > 0 (C.4)

ca o problemă fără restricţii, pentru o secvenţă de valori crescătoare ale lui r. Funcţia f

este astfel ”penalizată” atunci când restricţiile nu sunt satisfăcute. Când r tinde către

infinit, suma pătratelor restricţiilor este forţată să tindă spre zero. În acest fel, şirul

minimelor succesive ale funcţiei F tind către soluţia problemei iniţiale.

– Eliminarea restricţiilor de tip inegalitate

Să presupunem că problema are m restricţii neliniare de tip inegalitate

gi(x1, . . . , xn) ≥ 0 i = 1, . . . ,m. (C.5)

4Se ı̂ntâlneşte ı̂n literatură cu prescurtarea ALM - ”Augmented Lagrange Method”.
5”Method of Moving Asymptotes”
6”Penalty Methods”
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Există două abordări posibile: una se numesţe ”the boundary-following approaches”

(abordări care urmăresc frontiera) şi cealaltă este ”penalty-function techniques” (tehnici

bazate pe funcţii de penalizare).

După cum le sugerează numele, abordările care urmăresc frontiera sugerează ca atunci

când o restricţie este (sau aproape este) violată, se urmăreşte frontiera domeniului vari-

abilelor, corespunzătoare acelei restricţii, până se găseşte un punct satisfăcător. Dacă

frontiera este puternic neliniară, convergenţa unor astfel de abordări este ı̂nceată. În

aceste cazuri se foloseşte tehnica funcţiilor de penalizare. Să considerăm de exemplu

funcţiile:

F1(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + r

m∑

i=1

1

gi(x1, . . . , xn)
r > 0, r → 0,

F2(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) − r
m∑

i=1

ln[gi(x1, . . . , xn)] r → 0,

F3(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + r
m∑

i=1

min2(0, gi(x1, . . . , xn) r → ∞.

Dacă aceste funcţii sunt minimizate secvenţial pentru un şir de valori pozitive ale lui

r (monoton descrescător pentru F1 şi F2 şi mononton crescător pentru F3), atunci şirul

minimelor funcţiilor cu penalizare (fără restricţii) tinde către minimul funcţiei originale.

O altă metodă de eliminare a restricţiilor de tip inegalitate gi(x) ≤ 0 este următoarea

[139]. Se foloseşte o funcţie

W (x, r) = f(x) + r

m∑

i=1

Fi(gi(x)),

unde r este un parametru de penalizare iar funcţia Fi asociată restricţiei gi este definită

astfel

Fi(gi(x)) =







− 1
gi(x)

pentru gi(x) ≤ ε

1
ε

[

3gi(x)
ε

−
(

fi(x)
ε

)2

− 3

]

pentru gi(x) > ε
,

unde ε este un parametru. Soluţia problemei de optimizare este obţinută prin minimizări

succesive ale lui W pentru o secvenţă de valori descrescătoare a lui r. Aceeaşi metodă

este folosită şi ı̂n [69, 80].



Anexa D

Programe bazate pe evoluţie

În ultimii treizeci de ani interesul pentru rezolvarea problemelor prin metode care se

bazează pe principii de evoluţie şi ereditate a crecut foarte mult. Se vehiculează concepte

ca: 1

• Strategii de evoluţie (Evolution Strategies) - algoritmi care imită principiile evoluţiei

naturale ı̂n problemele de optimizare a parametrilor (Rechenberg 1973, Schwefel 1981);

• Programare evoluţionistă (Evolutionary Programming - Fogel 1966);

• Căutare ı̂mprăştiată (Scatter Search - Glover 1977);

• Algoritmi genetici (Genetic Algorithms - GAs. Holland 1975);

• Programare genetică (Genetic Programming) - urmăreşte căutare a celui mai potrivit

program pentru calculator care să rezolve o anumită problemă. (Koza 1990).

Pentru toate sistemele (inclusiv cele de mai sus) care se bazează pe evoluţie se foloseşte

un termen comun ”programe de evoluţie” (Evolution Programs - EP).

Toate aceste abordări au comun faptul că sunt algoritmi cu caracter statistic, inspiraţi

din pradigme biologice. Scopul lor este de a obţine optime globale şi de a le evita pe cele

locale, folosind un timp de calcul cât mai redus. Cu toate că nu există teoreme matematice

care să demonstreze indubitabil convergenţa acestor algoritmi, ei sunt tot mai răspândiţi

deoarece dau soluţii satisfăcătoare din punct de vedere practic.

D.1 Structura unui program de evoluţie

Un program de evoluţie este un algoritm probabilistic care menţine o populaţie P (t).

P (t) - populaţia de la iteraţia t este o mulţime de indivizi xt
k:

P (t) = {xt
1, x

t
2, . . . , x

t
n} (D.1)

1Această anexă cuprinde ideile principale ale cărţii lui Michalewicz [104]
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Un individ este o soluţie potenţială a problemei. El este implementat ca o structură de

date S. Un individ este evaluat şi i se atribuie un grad de potrivire (fitness measure).

Unui individ i se mai spune şi genotip, cromozom. Ideea comună o oricărui EP este aceea

că o populaţie de indivizi suferă transformări şi ı̂n timpul acestui proces indivizii luptă

pentru supravieţuire.

La fiecare iteraţie nouă (t + 1) se formează o populaţie nouă prin selecţia indivizilor

cu un grad de potrivire mai bun.

Unii membri suferă transformări, se alterează. Modificările se fac cu ajutorul oper-

atorilor genetici. Aceştia pot fi de două tipuri:

• unari, de tip mutaţie: un astfel de operator mi crează un individ nou printr-o schimbare

a unui individ vechi:

mi : S → S;

• binari, de tip ı̂ncrucişare (crossover): un astfel de operator cj crează un individ prin

combinarea a doi indivizi vechi:

cj : S × S → S.

După un anumit număr de iteraţii (sau generaţii) programul converge (se speră): cel

mai bun individ este o soluţie apropiată de optim.

Iată algoritmul unui program de evoluţie (EP):

1. t = 0

2. iniţializează P(t)

3. evaluează P(t)

4. cât timp (nu condiţie de stop) repetă

4.1. t = t + 1

4.2. selectează P(t) din P(t − 1)

4.3. alterează P(t)

4.4. evaluează P(t)

Pentru o anumită problemă pot fi formulate mai multe programe de evoluţie. Ele pot

diferi din mai multe puncte de vedere:

• structura de date pentru implementarea unui individ (S);

• operatorii genetici;

• metoda de creare a populaţiei iniţiale;

• metoda de tratare a restricţiilor;

• parametri: dimensiunea populaţiei, probabilitatea aplicării diferitor operatori.
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Structura unui algoritm genetic (GA) este aceeaşi ca cea prezentată pentru EP. Di-

ferenţele sunt la nivele mai joase. GAs clasici folosesc drept structură de date pentru

reprezentarea unui individ un şir binar de lungime fixă şi doi operatori: mutaţia binară şi

ı̂ncrucişarea binară. In EP cromozomii pot fi şi altceva decât structuri binare de lungime

fixă, iar procesul de alterare poate include şi alţi operatori genetici.

Un algoritm genetic (ca orice program de evoluţie), pentru o problemă particulară are

următoarele cinci componente:

1. reprezentarea genetică pentru soluţia potenţială a problemei;

2. o modalitate de a crea o populaţie iniţială a soluţiei potenţiale;

3. o funcţie de evaluare (cost) care joacă rolul mediului;

4. operatori genetici care alterează compoziţia populaţiei;

5. valori pentru parametri: dimensiunea populaţiei, probabilitatea de a aplica operatorii

genetici.

D.2 Baza teoretică a algoritmilor genetici

Fundamentul teoretic al GAs se bazează pe o reprezentare tip şir binar a soluţiei şi pe

noţiunea de schemă. O schemă S este construită prin introducerea unui nou simbol

ı̂n alfabetul cromozomilor. Acest simbol este ”*” (oricare). O schemă reprezintă toate

şirurile care se potrivesc cu ea ı̂n toate pozitiile care nu sunt ”*”.

Să notăm cu m numărul de biţi ai unei scheme şi cu r numărul de simboluri ”*”. O

schemă are două proprietăti importante:

• ordinul schemei este numărul de poziţii fixe

o(S) = m − r. (D.2)

Ordinul foloseşte ı̂n calcularea probabilităţii de supravieţuire a schemei la mutaţii.

• lungimea schemei este distanţa dintre prima şi ultima poziţie fixată. Se notează cu

δ(S). Ea defineşte compactitatea informaţiei conţinută ı̂n schemă.

O altă proprietate este gradul de potrivire al schemei S la momentul t. Se

notează cu eval(S, t) şi reprezintă media gradurilor de potrivire a indivizilor (şirurilor)

din populaţia t care se potrivesc schemei S.

Se demonstrează următoarea teoremă:

Teorema schemei: Schemelor de lungime mică, de ordin mic şi care au un grad de potrivire

mai mare decât valoarea medie a gradurilor de potrivire a indivizilor, le vor corespunde, ı̂n

generaţiile care urmează, un numar tot mai mare (creşterea este exponenţială) de indivizi

din populaţie.
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Un rezultat imediat al acestei teoreme este acela că un algoritm genetic trebuie să

exploreaze spaţiul de căutare prin intermediul schemelor de lungime mică şi ordin mic.

D.3 Convergenţa algoritmilor genetici

Teoria algoritmilor genetici dă explicaţii de ce pentru o problemă dată putem obţine

convergenţa către punctul optim căutat. Din nefericire, aplicaţiile practice nu urmăresc

ı̂ntotdeauna teoria, principalele motive fiind:

• codul problemei face adesea ca algoritmul genetic să opereze ı̂ntr-un alt spaţiu decât

problema ı̂n sine;

• există o limită a numărului (ipotetic infinit) de iteraţii;

• există o limită a numărului (ipotetic infinit) a dimensiunii populaţiei.

Din aceste motive, algoritmii genetici nu găsesc ı̂ntotdeauna soluţia optimă, ele con-

vergând prematur către un optim local.

Cele mai multe cercetări se referă la ordinul de mărime şi tipul erorii introduse de

procesul de selecţie şi de asemenea la studiul funcţiei obiectiv. Au apărut de asemenea

algoritmi genetici contractivi şi algoritmi genetici având dimensiunea populaţiei variabilă

de la o generaţie la alta.

D.3.1 Importanţa mecanismului de selecţie

Există două probleme importante ı̂n procesul de evoluţie al căutării genetice: diversi-

tatea populaţiei şi presiunea de selecţie.

Aceşti doi factori sunt strâns legaţi: o creştere a presiunii de selecţie duce la scăderea

diversităţii populaţiei şi viceversa. Cu alte cuvinte o presiune de selecţie puternică este

cauza convergenţei premature a unei căutări GA. O presiune slabă duce la o căutare

ineficientă. De aceea este necesară o balanţă ı̂ntre aceşti doi factori, mecanismele de

selecţie ı̂ncercând să atingă acest scop.

Dintre autorii care au propus modele ale mecanismelor de selecţie, DeJong este primul

(1975) şi cel mai recunoscut. El a propus următoarele modele (̂ın 1975):

• modelul elitist - forţează păstrarea celui mai bun cromozom;

• modelul valorii aşteptate - pentru fiecare cromozom este introdus un contor care

este descrescut cu 0.5 atunci când cromozomul este selectat pentru ı̂ncrucişare şi cu 1

atunci când el este selectat pentru mutaţie. Când valoarea acestui contor devine negativă,

cromozomul nu mai este de loc disponibil pentru selecţie.

• modelul elitist şi al valorii aşteptate - o combinaţie de cele două;
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• modelul factorului de ”̂ınghesuială” - un cromozom nou ı̂nlocuieşte unul vechi, cel

sortit pieirii fiind selectat dintre cei care seamănă cu cel nou.

In 1981 Brindel mai propune:

• eşantionare stocastică ı̂n funcţie de rest, cu sau fără ı̂nlocuire;

Dintre acestea, modelul eşantionării stocastice ı̂n funcţie de rest, cu ı̂nlocuire, ı̂n care un

cromozom este selectat ı̂n concordanţa cu partea ı̂ntreagă a valorii ce reprezintă numărul

de apariţii al cromozomului ı̂ntr-o nouă populaţie şi unde cromozomii ”concurează” ı̂n

concordanţa cu partea fracţională a restului de locuri din populaţie, a fost cea mai de

succes, şi adoptată de mulţi cercetători drept standard.

Au mai apărut şi alte variante:

• metode bazate pe introducerea unor ponderi artificiale: cromozomii sunt selectaţi mai

degrabă proporţional cu poziţia lor ı̂n populaţie decât ı̂n concordanţă cu valorile rezultate

din evaluare.

Aceste metode se bazează pe convingerea că motivul convergenţei premature este

prezenţa superindivizilor, care sunt mult mai buni decât media populaţiei. Astfel de

superindivizi au un număr mare de copii şi (datorită dimensiunii constante a problemei)

nu lasă alţi indivizi să contribuie cu copii la noua generaţie. In câteva generaţii, un su-

perindivid poate elimina un material cromozomial bun, cauzând o convergenţa rapidă

către optime posibil locale.

• selecţie tip turneu - ı̂ntr-o iteraţie sunt selectaţi un număr de indivizi şi cel mai bun

este ales pentru generaţia următoare, procedeul repetându-se de un număr de ori egal cu

dimensiunea populaţiei

Procedurile de selecţie s-ar putea clasifica astfel (după Back şi Hoffmeister):

1. metode dinamice şi metode statice - ı̂ntr-o selecţie statică probabilităţile de selecţie

rămân constante ı̂ntre generaţii;

2. metode extinctive şi metode prezervative - ı̂ntr-o metodă prezervativă probabilitatea

de selecţie este diferită de zero pentru orice individ, lucru care nu este adevărat pentru o

metodă extinctivă;

3. metode de selecţie pură - părinţii se reproduc ı̂ntr-o singură generaţie, timpul de

viaţă al unui individ fiind de o generaţie indiferent de cât de bun ar fi el;

4. selecţii generaţionale - mulţimea de părinţi este fixă până când sunt produşi toţi

copiii din generaţia următoare;

5. selecţii ”din zbor” - un copil ı̂şi ı̂nlocuieşte părintele imediat;

6. selecţii elitiste - unii sau toţi părinţii pot suferi selecţii ı̂mpreună cu copiii lor.
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D.3.2 Influenţa funcţiei obiectiv

Pentru ı̂mbunătăţirea convergenţei algoritmului GA, ar putea fi de ajutor unele măsuri

legate de caracteristicile funcţiei de optimizat. S-ar putea ı̂ncerca ”repararea” funcţiei

introducând un mecanism de scalare. După Goldberg aceste mecanisme se ı̂mpart ı̂n trei

categorii:

• scalare liniară

f ′ = af + b; (D.3)

• trunchiere sigma

: f ′ = f + (f̄ − cσ), (D.4)

unde σ este deviaţia standard a populaţiei;

• scalare după o dependentă tip putere:

f ′ = fk, (D.5)

unde k este apropiat de 1 şi depinde de problemă.

Problema care apare este următoarea: fie f1(x) o funcţie de maximizat şi f2(x) =

f1(x) + k unde k este o constantă (f2 are acelaşi optim global ca şi f1). Dacă k ≫ f̄1

atunci f2 va avea o convergenţa mult mai ı̂nceată decât f1. In cazul extrem funcţia a

doua va fi optimizată folosind o căutare aleatoare totală; o astfel de comportare poate fi

tolerată la ı̂nceputul algoritmului dar ar fi devastatoare apoi. Dimpotrivă, f1 ar putea

converge prea repede, ı̂mpingând algoritmul ı̂ntr-un minim local.

D.3.3 Condiţia de oprire a algoritmului

Condiţia de oprire este deosebit de importantă. Cea mai simplă ar verifica numărul

generaţiei curente, căutarea fiind terminată atunci când acest număr este mai mare

decât ceva impus.

In multe versiuni de EP nu toţi indivizii trebuie reevaluaţi; unii dintre ei trec de la

o generaţie la alta fără alterare. In aceste cazuri ar putea avea semnificaţie (pentru

comparare cu alţi algoritmi) numărul de evaluări ale funcţiei obiectiv, algoritmul

oprindu-se atunci când acest număr este mai mare decât ceva impus.

Cele două tipuri de condiţii de mai sus presupun cunoscute caracteristicile funcţiei,

acestea influenţând durata de căutare. O condiţie mai bună de oprire ar fi una care să

exprime faptul că şansa pentru o ı̂mbunătăţire semnificativă este redusă. Există

două categorii de bază drept condiţii de oprire pentru algoritm. Una din acestea se

bazează pe structura cromozomilor iar cealaltă pe semnificaţia unui anumit cromozom.



D.3. CONVERGENŢA ALGORITMILOR GENETICI 209

D.3.4 Algoritmi genetici contractivi

Demonstrarea convergenţei GAs este una din problemele cele mai provocatoare din dome-

niul calculelor bazate pe evoluţie. Mulţi cercetători au abordat această problemă din per-

spective diferite. Goldberg şi Segrest au făcut o analiză bazată pe lanţuri Markov finite.

David şi Principe au investigat posibilitatea extrapolării teoriei existente de la algoritmul

simulated annealing(SA) ı̂ntr-un model de GA bazat pe lanţ Markov. Eiben, Aarts şi Van

Hee au propus un GA abstract care unifica GA şi SA. Recent, Rudolph a demonstrat că

un GA clasic nu converge niciodată ı̂ntr-un optim global, dar versiuni modificate, care

menţin cea mai bună soluţie ı̂n populaţie (modele elitiste) converg.

O abordare posibilă se poate face cu ajutorul teoremei de punct fix a lui Banach. GAs

reprezintă transformări ı̂ntre populaţii. Dacă se găseşte un spaţiu metric ı̂n care aceste

transformări sunt contracţii, atunci se poate găsi un şir de populaţii succesive, conver-

gente către punctul fix, unic al contracţiei. Un astfel de spaţiu metric complet se poate

găsi, algoritmul genetic contractiv fiind următorul (pentru algoritmul de mai jos op-

timizare ı̂nseamnă maximizare):

1. t = 0

2. iniţializează P(t)

3. evaluează P(t)

4. cât timp (nu condiţie de stop) repetă

4.1. t = t + 1

4.2. selectează P(t) din P(t − 1)

4.3. recombină P(t)

4.4. evaluează P(t)

4.5. dacă Eval(P (t − 1)) ≥ Eval(P (t)) atunci t = t − 1

În algoritmul de mai sus

Eval(P ) =
1

n

∑

xi∈P

eval(xi). (D.6)

La o primă privire s-ar părea că doar alegerea populaţiei iniţiale ar putea influenţa viteza

de convergenţă. Acest algoritm ar converge către optimul global (in timp infinit). Totuşi

e posibil ca la un moment dat să nu fie acceptată o nouă populaţie după multe ı̂ncercări.

Cu alte cuvinte operatorii de mutaţie şi ı̂ncrucişare aplicaţi unei populaţii suboptimale

particulare sunt incapabili să producă o populaţie mai bună.
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D.3.5 GAs cu dimensiunea populaţiei variabilă

Alegerea dimensiunii populaţiei este una din cele mai importante decizii pe care trebuie să

o ia un utilizator de GAs şi poate fi critică ı̂n multe aplicaţii. Dacă acest număr este prea

mic GA converge prea repede, iar un număr prea mare poate ı̂nsemna irosirea resurselor

de calcul, timpul de aşteptare pentru o ı̂mbunătăţire putând fi prea mare.

O abordare mai naturală este aceea ı̂n care parametrul dimensiunea populaţiei este

variabil. Intr-un astfel de algoritm nu există mecanism de selecţie. Se introduce noţiunea

de durată de viaţă a cromozomului, aceasta reprezentând numărul de generaţii ı̂n care

cromozomul rămâne viu. Durata de viaţă a unui cromozom este atribuită la ”naşterea”

lui. Fiecare cromozom este ales să reproducă cu o probabilitate egală, indiferent de gradul

lui de potrivire. Moartea unui cromozom survine atunci când vârsta lui devinde mai mare

decât durata lui de viaţă. Iată cum ar arăta un astfel de algoritm:

1. t = 0

2. iniţializează P(t)

3. evaluează P(t)

4. cât timp (nu condiţie de stop) repetă

4.1. t = t + 1

4.2. creşte vârsta fiecărui individ cu 1

4.3. recombină P(t)

4.4. evaluează P(t)

4.5. elimină din P(t) toţi indivizii cu vârsta expirată

Există mai multe strategii posibile de atribuire a duratei de viaţă. O valoare constantă,

independentă de orice statistică a căutării ar genera o creştere exponenţială a dimensi-

unii populaţiei. Mai mult, deoarece nu există mecanism de selecţie rezultă că nu există

presiune de selecţie, iar aceasta ı̂nseamnă performanţe slabe ale algoritmului. Pentru a

introduce o presiune de selecţie durata de viaţă trebuie calculată mai sofisticat. Strategiile

de calcul trebuie să urmărească următoarele:

• să dea o durată de viaţă mai mare indivizilor cu grad de potrivire mai mare decât media,

respectiv mai mică celor cu un grad de potrivire mai mic decât media.

• să regleze dimensiunea populaţiei la o iteraţie astfel ı̂ncât să prevină creşterea exponenţiala

şi să reducă costurile de simulare.
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D.4 Tratarea restricţiilor

Tehnicile pentru tratarea restricţiilor ı̂n algoritmii genetici pot fi grupate ı̂n câteva cate-

gorii.

O modalitate de a trata candidaţii care violează restricţiile este de a genera soluţii

potenţiale fără a considera restricţiile şi de a le penaliza descrescând gradul lor de

potrivire. Cu alte cuvinte o problemă cu restricţii este transformată ı̂ntr-una fără restricţii,

asociind o penalizare violării restricţiilor. Aceste penalizări sunt incluse ı̂n evaluarea

funcţiei. Penalizarea poate fi constantă, sau poate depinde de gradul de violare a restricţiei,

sau poate fi chiar pedeapsa ”cu moartea” adică eliminarea soluţiei din populaţie. Această

din urmă are unele neajunsuri: pentru anumite probleme, probabilitatea de a genera

(prin intermediul operatorilor genetici standard) o soluţie care să nu violeze restricţiile

este relativ mică şi algoritmul pierde mult timp pentru a evalua indivizi ”ilegali”.

O altă categorie de metode de tratare a restricţiilor se bazează pe aplicarea unor

algoritmi de reparare care corectează soluţiile care violează restricţiile. Astfel de al-

goritmi sunt consumatori de timp şi depind de aplicaţie. Mai mult, procesul de corecţie

poate fi la fel de dificil ca rezolvarea problemei generale.

O a treia abordare se concentează pe folosirea unor funcţii speciale care garantează

(sau cel puţin cresc probabilitatea) generarea unor soluţii care nu ı̂ncalcă restricţiile,

sau utilizarea unor operatori specifici problemei ı̂n acelaşi scop. Şi astfel de funcţii sunt

costisitoare şi depind de aplicaţie.

Tehnicile diferă ı̂n cazul restricţiilor liniare faţă de cazul restricţiilor neliniare.

D.5 Reprezentarea genetică a soluţiei problemei

Codificarea binară facilitează analiza teoretică şi permite utilizarea de operatori genetici

eleganţi, dar ea are anumite neajunsuri atunci când este aplicată ı̂n cazul multidimen-

sional. De exemplu, pentru 100 variabile, fiecare ı̂n domeniul [−500, 500], unde se cere

o precizie de 6 cifre semnificative, lungimea vectorului soluţie binar este 3000. Aceasta

generează un spaţiu de căutare de aproximativ 101000. Pentru astfel de probleme, algorit-

mii genetici au performanţe slabe.

Pentru problemele de optimizări de parametri având variabile peste domenii continue

se pot experimenta cromozomi codificaţi cu ajutorul numerelor reale şi operatori genetici

speciali. Scopul principal ı̂n spatele unei astfel de implementări este de a muta algoritmul

genetic mai aproape de spaţiul problemei. Intr-o astfel de reprezentare două puncte

apropiate ı̂n spaţiul de reprezentare trebuie să fie apropiate ı̂n spaţiul problemei şi reciproc.
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D.6 Reglajul fin

Algoritmii genetici au dificultăţi inerente ı̂n a face o cautare locală. Holland sugerează că

algoritmii genetici ar trebui folosiţi pentru a face o căutare iniţială, după care ar trebui folosiţi

algoritmi care să poată folosi informaţii despre domeniu şi funcţie pentru a face o căutare locală.

Căutarea locală implică folosirea unor scheme de ordin mai mare şi de lungimi mai lungi

decât cele sugerate de teorema schemei. Mai mult decât atât, există probleme unde numărul

de parametri este foarte mare şi este necesară o precizie crescută. In cazul unei reprezentări

binare, această cerinţă implică o lungime foarte mare a vectorului soluţie. Pentru astfel de

probleme performanţa algoritmilor genetici este slabă.

Pentru a ı̂mbunătăţi posibilitatea de ”reglaj fin” al algoritmilor genetici se poate folosi un

operator special de mutaţie. Operatorul muţaţie tradiţional schimbă un bit al unui cromozom

la un moment dat. Cu cât este mai semnificativ acest bit (cu cât este mai la stânga), cu atât

valoarea absolută a schimbării vectorului datorită mutaţiei este mai mare. Biţii din partea

dreaptă au o influenţa mai mică, atunci când ei sunt cei care suferă mutaţia. De aceea se poate

proceda astfel: pe măsură ce populaţia ı̂mbătrâneşte, biţilor localizaţi spre dreapta li se atribuie

o probabilitate din ce ı̂n ce mai mare de a fi mutaţi, iar celor din partea stângă o probabilitate

din ce ı̂n ce mai mică. O astfel de mutaţie cauzează o căutare globală la ı̂nceputul procesului

iterativ, şi o explorare locală din ce ı̂n ce mai mare pe măsura succedării generaţiilor.
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3.11 Test 2 - reţeaua de discretizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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3.34 Test 4 - norma relativă a corecţiei ‖δA‖/‖A‖ ı̂n metoda Newton . . . . . . 90

3.35 Test 4 - energia ı̂n timpul iteraţiilor Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.36 ν(B2) pentru metoda Newton, interpolare Akima . . . . . . . . . . . . . . 91

3.37 dν/dB2 pentru Newton, interpolare Akima . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.38 ν(B2) pentru metoda Newton, interpolare spline . . . . . . . . . . . . . . . 91
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5.14 Evoluţia dispersiei funcţiei obiectiv pentru diferite valori ale dimensiunii populaţiei127
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5.25 Cel mai bun individ: algoritm de referinţă; P4 = 0; P5 = 0. . . . . . . . . . 132
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6.27 Eroarea ı̂n funcţie de x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

6.28 Eroare şi majorant, n = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

6.29 Eroare şi majorant, n = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

6.30 Eroare şi majorant, n = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

6.31 Eroare şi majorant, n = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

6.32 Eroare şi majorant, n = 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

6.33 Eroare şi majorant, n = 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

6.34 Vectorul nr m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
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