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Capitolul 0

Introducere

Disciplina “Bazele teoretice ale ingineriei electrice” analizeaza fenomenele elec-
trice si magnetice, folosind caracterizarile lor cantitative, si implicit modelarea
matematica a acestor fenomene, in vederea aplicatiilor lor tehnice.

Ea are doua mari subdiviziuni:

e Teoria campului electromagnetic
e Teoria circuitelor electrice

Teoria campului electromagnetic analizeaza fenomenele electromagnetice, in
regimuri stationare sau variabile, acordand o atentie deosebita repartitiei spatiale
a acestor fenomene. Conceptul principal al acestei teorii este campul electromag-
netic, caracterizat de vectori variabili in spatiu si eventual in timp, deci de functii
vectoriale de mai multe variabile scalare.

Fenomenele electromagnetice sunt descrise in aceasta teorie prin sisteme de
ecuatii diferentiale cu derivate partiale, care se refera la componentele campurilor
vectoriale.

In anumite ipoteze simplificatoare, sistemele fizice electromagnetice pot fi
caracterizate printr-un numar finit de marimi scalare variabile sau constante in
timp. Teoria asociata acestor sisteme, numite circuite electrice, se bazeaza pe
ecuatii diferentiale ordinare sau chiar algebrice, deci este mult mai simpla. Din
acest motiv ea este intens folosita in practica.

Fenomenele electromagnetice se pot clasifica in:

e fenomene electrice;
e fenomene magnetice;
e fenomene galvanice,

corespunzand starilor de electrizare, magnetizare, respectiv electrocinetica a cor-
purilor. Aceste fenomene au fost evidentiate cu mai multe secole in urma, dar



0. INTRODUCERE

studiul lor sistematic a fost elaborat in secolul trecut. Legatura intima intre cele
trei categorii de fenomene a fost pusa in evidenta abia la sfarsitul secolului al
XVIII - lea.

Fenomenele electrice au fost studiate sistematic de Coulomb folosind efectele
mecanice ale acestora. S-a constatat ca anumite corpuri 1gi modifica starea prin
frecare, fenomen numit de electrizare. Deoarece electrizarea poate fi de doua
tipuri (conventional numita ”pozitiva”, respectiv "negativa”), pentru caracteri-
zarea starii de electrizare a unui corp s-a introdus o marime fizica scalara (pozitiva
sau negativa) notata cu ¢ gi numita sarcina electrica.

Corpurile electrizate interactioneaza mecanic. Asupra fiecarui corp dintr-o
pereche de corpuri punctiformr electrizate se exercita forte egale in modul dar
de sens contrar, care sunt proportionale cu sarcinile gi invers proportionale cu
patratul distantei dintre corpuri. S-a presupus, In mod gresit, ca interactiunea
mecanica intre cele doua corpuri se realizeaza instantaneu, de la distanta. Teoria
actiunii la distanta a fost infirmata de teoria actiunii prin contiguitate (“din
aproape in aproape” ), care are la baza ipoteza ca fiecare corp electrizat determina
in jurul sau o modificare a starii materiei, numita camp electric. Forta care
se exercita asupra celui de-al doilea corp fiind datorata interactiunii acestuia
cu campul electric produs de primul corp. Introducerea campului electric, ca
element intermediar al interactiunii intre corpuri a reprezentat un mare progres in
intelegerea fenomenelor electromagnetismului. Campul electric este caracterizat
de intensitatea sa E, care este un vector proportional cu forta pe care acesta
o exercita asupra unui mic corp electrizat pozitiv. S-a constatat ca prezenta
corpurilor, chiar neelectrizate modifica intensitatea campului electric. Din acest
motiv caracterizarea completa a campului electric in corpuri se realizeaza cu
perechea de vectori: intensitatea E si inductia D a campului electric.

Asa cum 1n mecanica, integrala fortei de-a lungul unui drum determina o
marime scalara importanta numita lucrul mecanic, in electromagnetism integrala
intensitatii campului electric de-a lungul unei curbe determina tensiunea electrica
u, marime fizica scalara ce carcaterizeaza campul electric.

O alta categorie de fenomene studiata distinct de Volta, Galvani, Ohm si
Kirchhoff se refera la cele galvanice. Aceste fenomene apar in anumite sisteme de
corpuri metalice puse in contact cu pilele si acumulatoarele electrochimice si au
capatat denumirea generica de ” curent electric”. S-au constatat experimental mai
multe efecte ale curentului electric, dintre care mentionam efectul termic, chimic,
fiziologic si cel mecanic, toate cu o multitudine de aplicatii practice. Despre
conductoarele parcurse de curent electric se spune ca sunt in stare electrocinetica.
Pentru caracterizarea globala a acestei stari s-a introdus marimea fizica scalara,
notata cu ¢ i numita intensitatea curentului electric. Local, starea electrocinetica
este caracterizata de densitatea de curent J.

Intre starea electrocinetici si cea electrostatica s-a stabilit o relatie bazata
pe observatia ca doua corpuri electrizate diferit, unite printr-un corp metalic,
aduc pentru scurt timp acest corp in stare electrocinetica. S-a tras concluzia



ca starea electrocinetica reprezinta o deplasare a sarcinii electrice in interiorul
corpului metalic, numit din aceste motive conductor. Curentul electric depinde
proportional de tensiunea u intre extremitatile conductorului, dar si de forma si de
materialul din care este confectionat conductorul. Relatiile simple dintre tensiuni
si curenti, valabile in regim stationar si determinate initial de Kirchhoff pe cale
experimentala au fost ulterior extinse in cazul curentilor variabili, constituind
baza teoriei circuitelor electrice , o teorie aplicata intens si in prezent atat pentru
curenti slabi (electronica), cat si pentru curenti tari (electroenergetica).

Fenomenele magnetice au fost evidentiate mai intai prin interactiunile de na-
tura mecanica intre corpuri aflate intr-o anumita stare, numita de magnetizare.
Aceste corpuri au fost numite magneti. Faptul ca Pamantul in ansamblul sau
este un magnet, si-a gasit aplictie la busola magnetica. Pentru explicarea corecta
a interactiunii prin contiguitate si nu de la distanta a fost necesara introducerea
conceptului de camp magnetic. Acesta este conceput ca o stare speciala a mate-
riei, capabila sa intermedieze actiunile mecanice. Pentru caracterizarea locala a
campului magnetic in corpuri sefoloseste perechea de vectori: inductie magnetica
B si intensitatea campului magentic H. S-a constatat ca orice conductor par-
curs de curent produce in jurul lui camp magnetic. Mai mult s-a demonstrat ca
un magnet este echivalent cu un conductor infagurat parcurs de curent electric .
Echivalenta este valabila atat din punctul de vedere al campului magnetic pro-
dus, cat si din punctul de vedere al actiunilor mecanice exercitate asupra corpului
respectiv. In acest fel s-a evidentiat legatura stransa intre starea electrocinetica
si cea magnetica.

Atat campul electric, cat si cel magnetic sunt capabile sa acumuleze energie,
chiar gi in absenta corpurilor.

Cercetarile experimentale efectuate de Faraday care urmareau validarea ipo-
tezei gresite ca si campul magnetic este capabil sa produca curent electric au
condus la descoperirea unuia dintre fenomenele cele mai importante ale electro-
magnetismului, si anume fenomenul de inductie electromagnetica. Acesta consta
in faptul ca orice camp magnetic variabil in timp produce (induce) camp elec-
tric. Inductia electromagentica are in prezent mai multe aplicatii, dintre care
mentionam generatoarele de curent alternativ, care produc energia electrica in
intreaga lume si transformatoarele electrice, folosite printre altele la transportul
acestel energii.

Ultimul fenomen fundamental al electromagnetismului a fost evidentiat de
Maxwell pe cale teoretica si ulterior confirmat experimental de Hertz. Acesta
consta in faptul ca un camp electric variabil in timp genereaza un camp magnetic.
Astfel s-a evidentiat legatura intima intre componenta electrica si cea magnetica
a campului electromagnetic.

Faptul ca cele doua componente ale campului electromagnetic se genereaza
reciproc, atunci cand sunt variabile in timp a condus la explicatia fenomenului
de propagare a undelor electromagnetice, capabile sa transporte energie inclusiv
in vid.
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Toate aceste fenomene au pus in evidenta faptul ca pe langa substanta, mai
exista o alta componenta a realitatii fizice numita camp electromagnetic, camp
care interctioneaza cu substanta (este produs de corpuri gi modifica starea aces-
tora), dar poate exista gi independent de acestea.
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Marimile fizice ale
electromagnetismului

1.1 Marimile fizice locale ale electromagnetis-
mului

Pentru caracterizarea locala a campului electric se foloseste o pereche de vectori:
e E = E(r,t) - itensitatea campului electric
e D = D(r,t) - inductia electrica

Fiecare dintre acegtia sunt functie de punct (caracterizat de vectorul de pozitie
r) si timpul ¢. Intr-un sistem de coordonate cartezian vectorul de pozitie in spatiul
fizic este caracterizat de cele trei coordonate ale punctului:

r=uzi+yj+zk (1.1)

iar fiecare vector de camp are trei componente:

E=FE,i+ E,j+ E.j, (1.2)
unde:

E:c == E:c(xa Y, z, t)v

Ey - Ey(l',y,Z,t); (].3)

E, = E.(x,y,z1).

In mod aseménitor se exprimi si:

D = D,i+ D,j+ D.k (1.4)

Pentru caracterizarea starii locale a campului magnetic se utilizeaza alta pe-
reche de vectori tridimensionali:
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e B = B(r,t) - inductia magnetica,
e H = H(r,?) - intensitatea campului magnetic.

Campul electromagentic este o stare speciala de existenta a materiei, care
poate exista si in absenta sustantei (in vid), caracterizata prin vectoriii E, D,
B si H. Aceasta stare este capabila sa exercite actiuni ponderomotaore asupra
corpurilor, sa acumuleze gi sa transporte energie.

Pentru a caracteriza modificarea starii corpurilor in urma interactiunii cu
campul electromagnetic se utilizeazaa o alta pereche de marimi fizice locale:

e p = p(r,t) - densitatea sarcinii electrice;
e J=J(r,t) - densitatea curentului electric.

Prima este o marime scalara (pozitiva sau negativa) ce carcaterizeaza local
starea de electrizare, iar a doua este o marime vectoriala tridimensioanla ce ca-
racterizeaza local starea electrocinetica:

J=Ji+Jj+Jk (1.5)

In consecinta, in fiecare punct din spatiu pentru a caracteriza complet starea
campului elctromagnetic gi a corpurilor din punct de vedere electromagnetic este
nevoie de nu mai putin de 16 marimi scalare (componente ale celor patru vec-
tori caracteristici cAmpului, si perechii scalar-vector ce caracterizeaza corpurile).
Pentru a sintetiza aceasta cantitate enorma de informatie se introduc marimile
globale ale campului, respectiv ale corpurilor.

1.2 Marimile fizice globale ale electromagnetis-
mului

Marimile globale ale campului se obtin prin integrarea marimilor locale. Dome-
niul de integrare reprezinta o multime de puncte din spatiul fizic. Se deosebesc
trei tipuri de astfel de multimi numite varietati: curbe, suprafete si domenii
de volum nenul. Fiecare din marimile locale se integreaza pe o anumita varie-
tate. Chiar daca matematic fiecare marime locala s-ar putea integra pe oricare
din cele trei varietati, obtinandu-se in final 18 marimi, dintre acestea doar 6 au
semnificatie fizica. Ele sunt:

1. Tensiunea electrica:

u :C/E~dr, (1.6)

marime fizica scalara obtinuta prin integrarea intensitatii campului electric
pe o curba orientata;
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2. Fluxul electric:

v = [D-dA, (1.7)
/

marime fizica scalara obtinuta prin integrarea inductiei electrice pe o suptafata
orientata;

3. Tensiunea magnetica:

w, = /H dr, (1.8)
C

marime fizica scalara obtinuta prin integrarea intensitatii campului magne-
tic pe o curba orientata;

4. Fluxul magnetic:

o= [B-dA, (1.9)
/

marime fizica scalara obtinuta prin integrarea inductiei magnetice pe o
suptafata orientata;

5. Sarcina electrica:

q= /pdv, (1.10)
D

marime fizica scalara obtinuta prin integrarea densitatii de sarcina pe un
domeniu de volum nenul;

6. Intensitatea curentului electric:
z':/J~dA, (1.11)
S
marime fizica scalara obtinuta prin integrarea densitatii de curent electrica
pe o suprafata orientata.

In afard de sarcina electrica, toate celelalte marimi sunt definite pe varietati
orientate (curbe sau suprafete). Orientarea unei varietati se realizeaza conventional,
prin alegerea unui sens de referinta. Pentru a asigura coerenta interna a teoriei
se adopta urmatoarele reguli de orientare:

e suprafetele inchise se orienteaza din interior spre exterior;

e suprafetele deschise se orienteaza in conformitate cu regula burghiului fata
de orientarea curbei pe care acestea se sprijina;

e curbele se orienteaza arbitrar, cu exceptia curbelor inchise pe care se sprijina
suprafete deschise orientate, caz in care seaplica regula anterioara .

7
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Introducerea marimilor globale, care toate sunt functii scalare de timp, asoci-
ate varietatii pe care au fost definite, dar independente de punct, permite carac-
terizarea globala, in medie a campului electromagnetic pe multimea de puncte
precizate. Aceasta simplifica mult caracterizarea campului electromagentic si
analiza lui.
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Legile campului electromagnetic

Pentru intelegerea profunda a fenomenelor specifice campului electromagnetic,
acestea trebuie caracterizate nu numai calitativ ci gi cantitativ, prin intermediul
ecuatiilor intre marimile fizice caracteristice. Dintre multimea relatiilor mate-
matice intre marimile fizice, relatii stabilite pe baza observatiilor experimentale,
s-a ales un numar redus de relatii fundamentale, numite legi, care se bucura de
propietatile de independenta, noncontradictie si completitudine.

Legile campului electromagnetic vor caracteriza fenomenele fundamentale ale
electromagnetismului. Ele nu necesita demonstratie matematica ci sunt obtinute
printr-un proces de inductie, pornind de la observatii experimentale.

In continuare vor fi enuntate legile electromagnetismului, evidentiindu-se semnificatia
lor fizica, dar fara a se prezenta argumentatia care a condus la formularea lor.

2.1 Legea fluxului electric

Enuntul legii fluxului electric
Fluzul electric pe orice suprafata inchisa X este egal cu sarcina electrica din
domeniul Dy, marginit de aceasta:

Us = qpy, (2.1)
sau explicit (fig. 2.1)
]{ D= pdv. (2.2)
> Ds,

Semnificatia fizica a legii fluxului electric

Corpurile electrizate produc in jurul lor camp electric.

inconjurémd un corp electrizat cu o suprafata inchisa ¥, conform legii trebuie
ca fluxul electric pe aceasta sa fie nenul, ceea ce evidentiaza prezenta campului
electric.

Pentru a stabili forma gi orientarea liniilor de camp electric se considera doua
corpuri incarcate cu sarcini opuse (fig. 2.2). Pe o suprafata inchisa ¥;, care

9
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Figura 2.1: Referitoare la legea fluxului electric

inconjoara corpul cu sarcina ¢; > 0, fluxul electric este pozitiv ceea ce determina
Dymea > 0, deci liniile de camp electric vor parasi in medie aceasta suprafata. Pe
suprafata Yo care inconjoara corpul cu sarcina ¢ < 0, fluxul este negativ, deci
liniile de camp electric vor intra in acest corp. In schimb, pe o suprafata >3 in
interiorul careia sarcina este nula, fluxul este tot nul. Pe o astfel de suprafata
Dymea = 0, deci liniile de camp electric, care intra in X3 trebuie sa gi iasa, din
aceasta.

Se constata ca fluxul electric pe o suprafata inchisa nu depinde de sarcina
electrica din exteriorul suprafetei.

In concluzie, se poate afirma ca liniile inductiei electrice sunt curbe deschise
care parasesc sarcinile pozitive $i se indreapta spre cele negative, fiind continue
in zonele neelectrizate.

Forma locala a legii fluxului electric.

Aplicand relatia Gauss-Ostrogradski, fluxul electric se exprima ca:

Vs = [[DdA = [ diDdv = [ pav, (2.3)
%

Dy, Dy,

Deoarece ultima egalitate este valabila oricare ar fi domeniul Dy, rezulta ca
integranzii trebuie sa fie egali:

divD = p. (2.4)

Aceasta relatie cunoscuta sub numele de forma locala a legii luxului electric
este o ecuatie diferentiala cu derivate partiale, liniara si de ordinul inta. Utilizand
operatorul vectorial-diferential V, care intr-un sistem de coordonate carteziene
are forma:

10
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Figura 2.2: Spectrul campului electric

0 0 0
—iZ ;2 k2 9.
\Y 18x+']8y+ R (2.5)

forma locala a legii devine V - D = p sau explicit:

0Dx N 0Dy N oDz
ox dy a. *

(2.6)

Ea este o ecuatie diferentiala care leagd componentele D,, D, si D, ale
inductiei din fiecare punct cu densitatea de sarcina din acel punct. Semnificatia
operatorului divergenta este data de faptul ca acest scalar este proportional cu
“productivitatea in linii de camp a unui punct”. In consecinta, punctele electri-
zate pozitiv au divergenta pozitiva a inductiei si sunt deci surse ale liniilor de
camp electric, cele negative “absorb” liniile de camp, iar prin cele neelectrizate
liniile de cAmp trec in mod continuu. Pentru ca relatia (2.6) sa aiba loc in sens
clasic este necesar ca inductia electrica D sa fie o functie derivabila, iar sarcina
electrica sa fie distribuita exclusiv volumetric, cu valori marginite ale densitatii
de sarcina p = p,.

Forma pe suprafete de discontinuitate a legii fluxului electric

Forma integrala (2.1) a fluxului electric are un caracter general presupunand
doar integrabilitatea inductiei electrice D, pe cand forma locala (2.6 poate fi
aplicata doar in punctele in care inductia D este continua si derivabila spatial.
In practica se intalnesc situatii in care aceasta conditiie nu este indeplinita, deci
forma locala are un caracter particular. De exemplu, suprafata de separatie intre
doua medii omogene, cu proprietati diferite poate fi suprafata de discontinuitate
pentru inductia electrica. Din acest motiv este necesara stabilirea unei forme a

11



2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

legii fluxului, aplicabila pe astfel de suprafete. Se considera doua domenii Dy si
D, separate prin suprafata de discontinuitate S;, eventual electrizata superficial
(fig 2.3) dar suficient de neteda pentru ca in fiecare punct sa se poata defini o
normala n;, unica.

Figura 2.3: Suprafata de discontinuitate pentru campul electric

Atat in domeniul D; cat si in domeniul Dy se presupune ca inductia electrica
are o variatie spatiala continua, astfel incat in orice punct P, € Sy se pot defini
doi vectori Dy = limp, .p D(P;) cu P; € Dy, si Dy = limp, .p D(P) cu P, € De.
Aplicand legea fluxului electric pe un cilindru ¥ de inaltime h gi aria bazei A,
ales astfel incat cele doud baze sa se afle in domenii diferite (fig. 2.3) se obtine:

/ DdA = pvmedAh + psmedAa (27)
%

in care pymeq este valoarea medie a densitatii de volum a sarcinii din interiorul
cilindrului, iar pgmneq este valoarea medie a densitatii de suprafata a sarcinii de pe
aria A, a suprafetei de discontinuitate. Fluxul electric:

/2 DdA = (Doped — Dimea)tiaA + Dymed Ar. (2.8)

se exprima In functie de componenta normala medie a inductiei pe suprafata
laterala (DpmeqA;) si de pe cele doua baze ale cilindrului 3.
Prin impartire la A a relatiilor (2.7) si (2.8) se obtine:

A
(DQmed - Dlmed)n12 + Dnmedzl - pvmedh + Psmed; (29)

relatie care prin trecere la limita h — 0 si A — 0 astfel incat A;/A sa tinda catre
zero devine:

n;;(Dy; — Dy) = ps. (2.10)

Folosind notatia:
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2.1. LEGEA FLUXULUI ELECTRIC

d/L"USD = 1'112(D2 — Dl) (211)

relatia 2.10 devine:

div,D = pq, (2.12)

cunoscuta sub numele de forma locala a legii fluxului electricpe suprafete de
discontinuitate.

In consecinta la trecerea prin suprafata de discontinuitate, componenta nor-
mala a inductiei electrice D,, = nD are un salt egal cu densitatea superficiala de
sarcina p, din acel punct.

In cazul particular in care suprafata de discontinuitate S; este neelectrizata
superficial (ps = 0):

diUsD = 0, nlg(Dg - Dl) = 0, (213)

componenta normala a inductiei electrice se conserva la trecerea prin aceasta
suprafata (D,; = Dy2).

Aplicatie

Inductia electrica produsa de o sfera uniform electrizata.

Se considera o sfera omogena de raza a, plasata in vid si incarcata uniform
cu sarcina avand densitatea de volum p, (fig. 2.4)

z

X D(r)

Figura 2.4: Sfera electrizata

Din considerente de simetrie, liniile de camp electric, care parasesc sfera pen-
tru p, > 0 trebuie sa fie orientate radial. Pentru calculul inductiei electrice
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

intr-un punct situat la distanta r < a de centrul sferei se considera o suprafata
sferica X, de raza 1y pe care se aplica legea fluxului electric (2.1), in care:

s = / DdA = / DdA = D/ dA = 477D, (2.14)
by by b
4 3
qps = [ pdv= / podv = pU/ dv = py——, (2.15)
Dy, Ds, Ds, 3

deci modulul inductiei electrice are expresia D = p,r/3.
In cazul in care r > a, fluxul electric are aceeasi expresie, dar sarcina electrica
este

Ama®
qpy = / pdv = / podv = p,—— =q, (2.16)
Dy, D, 3

in care s-a notat cu D, domeniul sferei de raza a, a carui sarcina este q. Aplicand
din nou legea fluxului electric rezulta expresia inductiei in afara sferei electrizate
D = p,a’/3r*

Deoarece inductia este orientata radial rezulta ca D = Dr/r, deci

D(r) = por/3 = qr/dma® pentru r < a;
N a®r/3r3 = qr/4mr® pentru r > a.

Se constata ca in centrul sferei campul este nul, inductia elctrica avand o
variatie liniara dupa raza in interiorul sferei. Campul este maxim la suprafata
sferei, iar in exteriorul ei inductia scade invers proportional cu patratul distantei
r fata de centrul sferei. Daca sfera este electrizata pozitiv, atunci liniile de camp
sunt drepte care pornesc din interiorul sferei si sunt orientate radial spre infinit,
unde se presupune ca se afla sarcina negativa “pereche”. In cazul sferei electrizate
negativ, liniile de camp sunt orientate invers.

Daca sfera de raza a este electrizata cu sarcina ¢ distribuita uniform nu volu-
metric ci superficial, atunci inductia exterioard are aceeasi expresie D = ¢/ 472,
independenta de raza sferei. In schimb in interior ea este nuld. In acord cu forma
locala a legii fluxului electric, inductia are un salt la suprafata sferei, salt egal cu
ps = q/4ma’.

2.2 Legea fluxului magnetic

Enuntul legii fluxului magnetic
Fluzul magnetic pe orice suprafata inchisa X este nul:

x =0, (2.17)
sau explicit (fig. 2.5)
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Figura 2.5: Referitoare la legea fluxului magnetic

szdA —0. (2.18)

Semnificatie fizica a legii fluxului magnetic

Daca se compara legea fluxului magnetic cu cea a fluxului electric, rezulta ca
nu exista sarcini magnetice, similare celor electrice, capabile sa fie surse pozitive
sau negative ale campului magnetic.

In consecinta, liniile inductiei magnetice nu pot avea puncte din care sa izvo-
rasca sau in care sa se concentreze, ceea ce face ca liniile campului magnetic sa nu
poata fi curbe deschise cu puncte initiale sau finale. Liniile inductiei magnetice
sunt curbe continui, inchise.

Liniile de camp magnetic care intra intr-o parte a unei suprafete inchise trebuie
sa paraseasca suprafata prin cealalta parte a ei.

Forma locala a legii fluxului magnetic

Aplicand relatia Gauss-Ostrogradski, fluxul magnetic de pe o suprafata inchisa
se exprima ca:

o5 = / BdA = [ divDdv = 0. (2.19)
by

Dy,

Deoarece ultima egalitate este valabila pentru orice domeniu Dy, rezulta

divB = 0, (2.20)

ecuatie care reprezinta forma locala a legii fluxului magnetic.

Relatia 2.20 evidentiaza faptul ca prin orice punct din spatiu, liniile inductiei
magnetice trec continuu, fara sa apara sau sa dispara.

Intr-un sistem de coordonate carteziene relatia 2.20 devine,

. 0Bx 0By 0Bz
divB = VB = o + 3y + ER =0, (2.21)
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

ecuatie diferentiala cu derivate partiale, liniare de ordinul intai satisfacuta de
componentele induciei magnetice in orice punct din spatiu si la orice moment de
timp.

Forma pe suprafete de discontinuitate a legii fluxului magnetic

Se considera doua domenii D; si Dy separate prin suprafata de discontinuitate
Sq (fig 2.6) suficient de neteda pentru ca in orice punct al ei sa se poata defini
normala unica nys. Considerand inductia mgnetica un camp vectorial continuu
in fiecare din cele doua domenii, se pot defini in fiecare punct al suprafetei Sy o
pereche de vectori By si Bs, ca limite ale inductiei catre acel punct venind din
domeniul D;, respectiv din Ds.

Figura 2.6: Suprafata de discontinuitate pentru campul magnetic

Aplicand legea fluxului magnetic pe un cilindru ¥ cu arie laterala A; si aria
bazei A, plasat ca in figura 2.6 se obtine

é}&ﬂ&:(Bzmd—fhmgnwA+J&%MAl:0, (2.22)
sau dupa impartire la A:
(By,., — By, )ns + Bnmed% =0, (2.23)
relatie care tinde catre
n;;(B; — By) =0, (2.24)

daca A si A tind catre zero astfel incat A;/A sa tinda catre zero.
Folosind notatia divsB = nj2(By — By), rezulta forma pe suprafete de discon-
tinuitate a legii fluxului magnetic:

div,B = 0, (2.25)

care evidentiaza conservarea componentelor normale ale inductiei magnetice (B,,; =
By2) la trecerea printr-o suprafata de discontinuitate.
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2.3. LEGEA INDUCTIEI ELECTROMAGNETICE

2.3 Legea inductiei electromagnetice

Fenomenul de inductie electromagnetica, descoperit de Farraday in 1831 repre-
zinta unul din fenomenele fundamentale ale electromagnetismului, pe care se
bazeaza multe din aplicatiile actuale ale electronicii, electrotehnicii gi electroe-
nergeticii. In esenta, acest fenomen consta in producerea campului electric, ca
urmare a variatiei in timp a campului magnetic. Legea care descrie acest fenomen
este legea inductiei electromagnetice, care are urmatorul enunt,.

Tensiunea electrica pe orice curba inchisa I' este egala cu viteza de scadere a
fluxului magnetic de pe orice suprafata Sr, care se sprijina pe curba I':

$Sp
= — 2.2
ur dt ) ( 6)
sau explicit (fig. 2.7) q
Edr=—— BdA 2.27
7? ' dt Jsr ( )

Figura 2.7: Referitoare la legea inductiei electromagnetice

In teoria Maxwell-Hertz, atat punctele curbei I' cat si cele ale suprafetei St
se considera antrenate de corpuri in miscarea lor.

Semnificatia fizica a legii inductiei electromagnetice

Variatia in timp a fluxului magnetic pe o suprafata atrage dupa sine aparitia
unei tensiuni electrice nenule pe curba ce margineste suprafata respectiva, ceea
ce indica aparitia unui camp electric in zona acestei curbe. In consecinta, campul
magnetic variabil determina aparitia unui camp electric numit camp indus.

Inductia electromagnetica se poate datora variatiei inductiei magnetice in
timp B(t) sau miscarii corpurilor intr-un cdAmp magnetic cu inductie B eventual
constanta in timp. Primul tip de inductie se numeste “de transformare”, iar al
doilea se numegte “de migcare”.
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Forma locala a legii inductiei electromagnetice
Pentru a stabili o forma locala a legii este necesara efectuarea unei derivate

de flux de tipul:

d d

— | GdA=— G(t)dA 2.28

dt Jsp dt Jsr@ (t) ( )
in care atat integrantul G(t), cat si domeniul de integrare Sr(¢) sunt functii de

timp. O astfel de derivata se poate separa in doi termeni:

d d d
— G(t)dA = — G(t)dA + — GdA 2.29
dt Jsp (t) dt Jsr (t) dt Jsr(t) ( )
urmand ca in primul termen St sa se considere invariant in timp iar in al doilea
termen G sa se considere constant in timp. Daca domeniul de integrare nu variaza
in timp, se poate scrie:
0G
— GdA = —dA. 2.30
dt Jsr sr Ot (2.30)
Pentru a calcula cel de al doilea termen din 2.29 se considera doua momente

succesive de timp ¢ §i t + At, in care domeniul de integrare este Sp = Sr(t) si
respectiv St = Sp(t + At). Pe suprafata inchisa ¥ = Sp U St U S; formata din
Sr, St si suprafata laterala S;, generata de migcarea curbei I' in intervalul At
(fig. 2.8), fluxul vectorului G este:

/GdA’ GdA+ [ GAA'+ [ GdA' (2.31)
b Sr Si

Figura 2.8: Referitoare la densitatea de flux

Semnul minus al primului termen se datoreste faptului ca elementul de arie
dA = —dA'’ este orientat spre interiorul si nu spre exteriorul suprafetei inchise
3.

Fluxul de pe suprafata inchisa ¥ se exprima folosind relatia Gauss - Ostro-
gradski:

/GdA/: divGdv = At [ vdivGdA, (2.32)
b

Dz Sl"
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2.3. LEGEA INDUCTIEI ELECTROMAGNETICE

in care elementul de volum se exprima ca dv = dAds = vdA At, iar fluxul de pe
suprafata laterala 9 este:

[ Gaa- At/ G (dr x v), (2.33)
) r
deoarece d/A = dr x s = At(dr x v).
In consecinta,
d

G, caa= jm —[ GdIA —
/St

dt Jsve &0 At GdA] :/SFVdWGdA—/FG(erV)

(2.34)

Sr

si aplicand relatia lui Stokes:
/G (drxv) /G (vxdr) = /(va)dr: —/ rot (Gxv)dA (2.35)
r Sr

rezulta:

— GdA = [vdiv G + rot (G x v)|]dA. (2.36)
dt Sr(t) SI‘

In consecinta, derivata de flux are expresia:

oG dsG
— | GdA = — div G t (G dA = —dA, (2.
i Js. srlﬁt + vdiv G + rot ( xv)} s, dt (2.37)
in care s-a folosit notatia:
d;G G
% = %—t + vdiv G + rot (G x v). (2.38)

Aplicand aceasta dezvoltare in cazul legii inductiei electromagnetice, rezulta
conform relatiei lui Stokes:

d/B
/Edr :/ rotEdA = — [ H2gA (2.39)
r Sr sp dt

deci IB
tE = -1~ 2.40
ro 7 ( )

in care dff =% 4 vdivB +rot (B x v) = 28 4 rot (B x v), deoarece conform

legii fluxului magnetlc divB = 0.
Relatia obtinuta:

rot E = _38_]? —rot (B x v) (2.41)

poarta numele de forma locala a legii inductiei electromagnetice.
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Prin integrarea acestei relatii pe o suprafata deschisa St se obtine forma
integrala dezvoltata a legit inductier electromagnetice:

/Edr:— 9B A /va )dr (2.42)
r sp Ot

Se constata ca tensiunea electrica indusa pe orice curba inchisa se separa
in doua parti, ur = u; + ug, prima datorata variatiei propriu-zise a inductiei
magnetice In timp, numita tensiune indusa prin transformare:

0B

=— —dA, 2.43
" sp Ot (243)

iar a doua datorata deplasarii curbei I':
s = — / (B x v)dr, (2.44)

r

numita tensiune indusa prin miscare.

Forma locala a legii reprezinta o ecuatie diferentiala vectoriala liniara cu de-
rivate partiale de ordinul intai, care prin proiectie pe axe determina un sistem de
trei ecuatii diferentiale scalare.

In cazul particular al mediilor imobile (v=0) legea inductiei electromagnetice
are urmatoarea forma locala:

rotE = _9B (2.45)
ot
cunoscuta sub numele de a doua ecuatie a lur Mazwell.
In cazul coordonatelor carteziene operatorul rotor admite dezvoltarea:

i j k
_ -2 92 4
rotE=V xE=| 7 & & | (2.46)
E, B, E,
deci cele trei ecuatii cu derivate partiale devin:

0E. _ 9By _ 0B,

Ay Oz - ot

OBy _ 0B. _ _ 9By

0z ox ot

by  9Ey, _ _ 0B:

Ox oy ot

In general, rotorul unui camp vectorial E este un nou camp vectorial, definit
prin:

rotE =n EFIILO As. / Edr (2.47)

in care versorul n reprezinta acea orientare a ariei Ag. = nAg,, care asigura
valoarea maxima pentru nrot E.
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2.3. LEGEA INDUCTIEI ELECTROMAGNETICE

Semnificatia operatorului rotor este data de faptul ca aplicat campului de
viteze al unui fluid determina un vector proportional cu viteza unghiulara a unui
mic corp antrenat de fluid. In consecinta, ele reprezinta tendinta de rotatie a
liniilor de camp.

Forme pe suprafete de discontinuitate a legii inductiei

Se considera doua medii D;, D, separate prin suprafata S, (fig. 2.9) astfel
incat in orice punct al acesteia exista o normala unica n;5. Atat in domeniul Dy,
cat gi in domeniul Ds, se presupune ca intensitatea campului electric are variatie
spatiala continua, astfel incat in orice punct P € S; se pot defini doi vectori
E, = limp,_pE(P), cu P, € Dy §i Ey = limp,_.pE(P,) cu P, € Dy. In mod
asemanator se definesc By, Bs, vy §i va, care reprezinta inductiile magnetice si
respectiv vitezele pe cele doua fete ale suprafetei S;.Aplicand pe o curba inchisa
I', de forma unui dreptunghi cu laturile s si h, cuprins in planul normalei ny,
legea inductiei in forma integrala dezvoltata 2.42 se obtine:

0B
Fdr = - —dA 2.48
/F ' sr Ot (248)

in care s-a notat F=E +B x v.

Figura 2.9: Suprafata de discontinuitate pentru campul electric

Notand cu B¢ componenta normala a inductiei magnetice mediata pe
suprafata Sr se constata ca integrala:
0B OB med

—dA =
s Ot ot

tinde catre zero atunci cand h — 0 sau s — 0. Integrala pe curba I' este:

hs (2.49)

/ Fdr = —Fi meats + Fameats - h(Fa + Fy)med, (2.50)
T

in care s-a notat cu t versorul tangent la suprafata de discontinuitate cuprins in
planul Sr, iar cu F, si F, componentele vectorului F tangentiale la cele doua
laturi de lungime A ale dreptunghiului T.
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Dupa impartire la s se obtine relatia:

aBn med

h
F med — F me t - Fa F med —
(F2med 1 med)t + 3( + Fy)med ot

h (2.51)
care tinde catre:

daca h — 0 §i s — 0 astfel incat h/s — 0. Deoarece egalitatea F1t = Fyt se
pastreaza pentru orice orientare a tangentei t la Sy, rezulta ca are loc conservarea
componentei tangentiale a vectorului F = E+4 B X v la trecerea printr-o suprafata
de discontinuitate.

Prin proiectarea vectorului F pe directia normalei gi pe planul tangential la
Sq se obtine descompunerea F = (nF)A + (n x F) X n care permite scrierea
relatiei de conservare sub forma: ny; x (Fo — Fy) = 0.

Folosind notatia:

rotsF =njs x (Fy — F), (2.53)

legea inductiei electromagnetice capata urmatoarea forma pe suprafetele de di-
scontinuitate:
rots(E+B xv)=0. (2.54)

In cazul particular al mediilor imobile:
rotsE =0, (2.55)

ceea ce evidentiaza conservarea componentei tangentiale a intensitatii campului
electric (n12 X E = nj5 x E) la trecerea prin orice suprafata de discontinuitate.
Observatii privind legea inductiei

a) Separarea tensiunii electrice induse in doi termeni unul de transformare si
altul de miscare este conventionala, fiind relativa la sistemul de referinta
ales, in schimb suma lor este invarianta la referentialul ales. Tensiunea elec-
trica intr-o spira conductoare inchisa indusa de un magnet permanent vecin
este aceeasi indiferent daca spira se deplaseaza spre magnet sau magnetul
spre spira. Folosind referentialul laboratorului, in primul caz inductia este
de migcare iar in al doilea caz ea este de transformare dar prin folosirea
unui referetial atagat corpului mobil interpretarile se inverseaza.

b) In cazul in care corpurile se deplaseaza de-a lungul liniilor de camp B xv =
0, rezulta ca tensiunea indusa prin miscare este nula. Din acest motiv se
spune ca fenomenul de inductie prin miscare are loc atunci cand corpurile
tate liniile de camp in miscarea lor.

¢) Liniile de camp electric indus sunt curbe inchise, orientate asfel incat sa
inconjoare liniile campului magnetic variabil in timp care le-a produs
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B(t)/ B(t) \
<diiraadaiivs

Z—Q(Q :—1(2
U <0 U >0

Figura 2.10: Sensul campului electric indus

Sensul campului electric indus depinde nu numai de sensul campului magnetic
dar i de modul in care variaza acesta in timp (fig. 2.10).

Teorema potentialului electric stationar.

In regim stationar corpurile sunt imobile (v=0), iar marimile campului elec-
tromagnetic sunt constante in timp. In acest caz legea inductiei electromagnetice
degenereaza in:

ur =0, jfEdrzo (2.56)
N

relatie cunoscuta sub numele de teorema potentialului electric stationar, care
se enunta astfel: tensiunea electrica pe orice curba inchisa este nula in regim
stationar.

In cazul regimului stationar liniile campului electric nu pot fi curbe inchise
deoarece altfel ar contrazice relatia 2.56.

Forma locala a teoremei potentialului vector:

rotE =0 (2.57)

justifica numele ei. Intensitatea campului electric avand un caracter irotational
rezulta ca ea poate fi reprezentata printr-un potential electric scalar V, astfel
incat:

E = —gradV. (2.58)

Intr-un sistem de coordonate carteziene aceasta relatie se exprima ca:

+.]7—+k7—

2.
ox oy 0z (2.59)

Ez—grade—VVz—(i,a—v i oV 8V>

Aceasta expresie este justificata de faptul ca rotorul oricarui gradient este nul:
rotE = —rot(gradV) = =V x (VV) = 0. (2.60)
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Gradientul unui camp scalar V' este un camp scalar definit in general prin:

gradV = lim L/ VdA (2.61)
UDy.—0 Upy, /X
in care vp,, este volumul domeniului Ds,.

Gradientul unui camp scalar este un vector care indica directia si sensul in
care campul are variatia cea mai rapida, modulul gradientului indicand ”viteza
de variatie spatiala” a campului scalar.

Se constata ca toti cei trei operatori de derivare spatiala rot, div si grad se pot
exprima folosind operatorul vectorial-diferential V, aplicat in produs vectorial,
produs scalar si respectiv produsul cu un scalar.

O alta forma echivalenta a teoremei potentialului electric se poate exprima
astfel: tensiunea electrica intre doua puncte in regim stationar nu depinde de
drumul ales, ci doar de punctele extreme.

Pentru demonstrarea acestei afirmatii se considera doua curbe C] si Cy care
unesc punctele A si B:

Uy = Edr1 , U = EdI‘Q (262)
Cl 02

Figura 2.11: Independenta tensiunii de drum

si curba inchisa I' = C; U Cy (fig. 2.11) pe care

uF:/Edr:/ Edr+ [ Edr= | Edri— [ Edrs=u —us=0, (2.63)
I Cq Co C1 Ca

deci
U1p = Uo. (264)

Aceasta formulare permite determinarea potentialului electric al unui punct
ca fiind tensiunea electrica de la acel punct la un punct de referinta, la care se
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presupune in mod conventional potentialul nul:

V(P) = E dr, (2.65)

Cpp,

integrala fiind dependenta doar de punctul P, dar nu si de curba C care leaga
punctul P de Py(2.12).

« P

Cphpo

V:O%PO

Figura 2.12: Calculul potentialului

Aceasta definitie este in concordanta cu relatia E = —grad V', deoarece:
/ Edr = — gdedr:—/ a—valzic—i-a—volya—valz:
Cpp, Cpp, Cpp, OT dy 0z
= — dV =V (P) -V (R) =V (P). (2.66)
Cpp,

Potentialul electric este definit pana la o constanta aditiva C' deoarece grad (V+
C') = gradV, fixarea acesteia fiind echivalenta cu alegerea punctului de referinta
in care potentialul este conventional nul.

Relatia 2.65 permite calculul potentialului electric pornind de la intensitatea
campului, prin integrarea cesteia, pa cand relatia 2.58 asigura operatia inversa
de calcul al campului pornind de la potential, prin derivare.

Potentialului scalar V' simplifica reprezentarea campului electric deoarece se
utilizeaza in acest sens o functie scalara si nu una vectoriala de punct, iar tensiu-
nea poate fi calculata nu printr-o integrala ci printr-o operatie algebrica: tensiu-
nea electrica intre doua puncte fiind egala cu potentialul punctului initial minus
potentialul punctului final:

Uap = VA - VB (2.67)

Pentru demonstarea acestei afirmatii se calculeaza tensiunea pe un drum care
trece prin punctul de referinta O(fig. 2.13).
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CaB

A /\ B
CA& %BO
7% V=0

Figura 2.13: Tensiunea electrica in regim stationar

uAB:/ Edr:/ Edr=[ Edr— | Edr=V,— Vs (2.68)
CaB Ca0UCoB Cao Com

Trebuie remarcat ca oricare din relatiile echivalente 2.56, 2.57, 2.58, 2.64,
2.65 gi 2.67 este indreptatita sa fie forma matematica a teoremei potetialului
electrostatic.

Aplicatii ale legii inductiei electromagnetice

e [1.] Tensiunea indusa prin transformare.

Se considera un camp magnetic uniform, variabil sinusoidal in timp:

B(t) = kBg sin(wt) (2.69)
iar intr-un plan perpendicular pe directia acestuia o spira circulara de raza
a (fig. 2.14).

Tensiunea indusa in spira este:

. dpsr

e —7a* By w cos(wt). (2.70)

ur =

Se constata ca valoarea efectiva a tensiunii induse este cu atat mai mare
cu cat frecventa campului este mai ridicata ceea ce justifica afirmatia ca
fenomenul de inductie este favorizat de frecventele inalte.

e [2.] Tensiunea indusa prin miscare

Se considera un camp magnetic uniform si constant in timp B in care se
roteste un cadru dreptunghiular cu viteza unghiulara w, in jurul propriei
sale axe plasata perpendicular pe camp (fig. 2.15).
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B(t)

Figura 2.14: Tensiune indusa prin transformare

|

Figura 2.15: Tensiune indusa prin miscare

Fluxul magnetic de pe suprafata cadrului:

vsp = | BdA = BAcos(wt) (2.71)
Sr
este varibil in timp, ceea ce determina inducerea unei tensiuni electrice in

cadru:
o dpsy
dt

Valoarea efectiva acestel tensiuni este cu atat mai ridicata cu cat viteza
unghiulara a cadrului este mai mare.

ur =

= +BAwsin(wt). (2.72)

Tensiunea indusa poate fi calculata si cu ajutorul relatiei integrale dezvol-
tate: a
ur = —/(B x v)dr = 2B wib sin(wt), (2.73)
r

tinand cont ca integrantul este nenul doar pe cele doua laturi de lungime b
ale dreptunghiului, pe care v = wa/2.
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

2.4 Legea circuitului magnetic

Enunt legii

Tensiunea magnetica pe orice curba inchisa I' este egala cu suma dintre in-
tensitatea curentului electric ce strabate orice suprafata Sr, care se sprijina pe
curba I', plus viteza de variatie a fluzului electric pe acea suprafata:

: dips
Uy = dsp + = (2.74)
sau explicit (figura 2.16)
d
74 Hdr = | JdA+ 2 [ DdA. (2.75)
r Sr dt Jsy

Figura 2.16: Referitoare la legea circuitului magnetic

In teoria Maxwell-Hertz, atat punctele curbei I' cat si cele ale suprafetei Sr
se considera antrenate de corpuri in miscarea lor.

Semnificatia fizica a legii circuitului magnetic

Prin cei doi termeni din membrul drept ai relatiei 2.74, legea pune in evidenta
doua cauze distincte ale campului magnetic si anume curentul electric gi variatia
in timp a campului electric. Deoarece produce acelasi efect magnetic ca si curentul
de conductie, viteza de variatie a fluxului electric este cunoscuta sub numele
de intensitate a curentului de deplasare, nume dat de Maxwell. Curentul de
deplasare se poate datora pe de o parte variatiei propriu zise a inductiei electrice
in timp (efect evidentiat de Maxwell pe argumente teoretice obtinute in urma
studiului campului electromagnetic in medii imobile) sau pe de alta parte el se
poate datora deplasarii corpurilor in camp electric (efect evidentiat de Hertz).

In vecindtatea oricirui conductor aflat in stare electrocinetici apare un camp
magnetic produs de curentul electric ce strabate conductorul. Liniile campului
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2.4. LEGEA CIRCUITULUI MAGNETIC

magnetic sunt curbe inchise care inconjoara curentul electric ce le produce. Sensul
lor se determina cu regula burghiului drept fata de sensul curentului.

Considerand in jurul unui conductor parcurs de curent un cerc orientat dupa
regula burghiului rezulta aplicand legea circuitului magnetic ca U, = H;,, cq2mr >
0, deci ca intensitatea campului magnetic are o componenta tangentiala cu medie
pozitiva ceea ce justifica orientarea liniei de camp.

Campul electric variabil in timp produce in mod asemanator un camp mag-
netic ale carui linii de camp sunt curbe inchise ce inconjoara liniile campului
electric. La stabilirea sensului liniilor campului magnetic se ia in considerare
nu numai sensul liniilor de camp electric dar si felul in care acesta variaza in
timp, deoarece semnul curentului de deplasare depinde derivata functie de timp
a fluxului electric.

Daca D(t) este functie crescatoare, atunci campul magnetic are sensul dat de
regula burghiului drept, in schimb el are sens contrar in czul in care D(t) scade
in timp.

Forma locala a legii circuitului magnetic.

Ca g 1n cazul legii inductiei electromagnetice pentru obtinerea formei locale a
legii este necesara efectuarea unei derivate de flux de tipul:

dps, d d

d
= — D(t)dA = — D(¢t)dA + — DdA 2.76
dt dt Jsr(b) ®) dt Jsy (t)dA + dt Jsp () ’ (2.76)

in care primul termen reprezinta intensitatea curentului maxwellian de deplasare,
iar al doilea reprezinta intensitatea curentului hertzian de deplasare.
Folosind expresia derivatei de flux (2.37) obtinuta in paragraful 2.3 se obtine:

d 4D oD .
2 [ Daa = —dA:/ 2 | vdivD + rot (D dA.  (2.77
dt/sp o di Sp[at + vdivD + rot ( xv)] ( )

Transformand expresia tensiunii magnetice prin relatia lui Stokes rezulta egali-
tatea:

D
/ Hdr / rotHdA = [ |7+ 22 4 vdivD £ rot (D x v)| dA,  (2.78)
SI‘ S[‘ at

valabila pentru orice suprafata Sr. In consecinta, luand in considerare forma
locala a legii fluxului electric (divD = p), rezulta relatia:

D
rotH=J + aa—t + pv+rot (D xv), (2.79)

care este forma locala a legii circuitului magnetic.
Aceasta relatie evidentiaza din punct de vedere local patru vectori distincti,
surse ale campului magnetic:

e J — densitatea curentului electric de conductie;
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

o J, = %—? — densitatea curentului electric de deplasare, datorat variatiei
propriuzise a inductiei electrice in timp);

e J, = pv — densitatea curentului electric de convectie, datorat deplasarii
corpurilor electrizate, si

e Jr =rot (D x v) — densitatea curentului Rontgen, datorat rotirii corpurilor
polarizate.

Cei patru vectori au aceiasi unitate de masura si sunt echivalenti din punctul
de vedere al efectului lor magnetic. Ultimii trei alcatuiesc curentul de deplasare
global
dsD

dt’
alcatuit din curentul de deplasare maxwellian (J;) si din cel hertzian (J, + Jg).
Prin integrare se obtin:

Jdg:Jd+Jv+JR:

® ig. [g. JdA — intensitatea curentului de conductie;
® iy = [g.JadA = [y, 9D JA - intensitatea curentului de deplasare;
® iy = [g. JvdA = [g pvdA — intensitatea curentului de convectie;

® ips = [s. JrdA = [g 1ot (D x v)dA = [ (D x v)dr — intensitatea cu-
rentului Rontgen.

Aceste patru marimi scalare permit scrierea legii in urmatoarea forma integrala
dezvoltata:
Ump = iSr + idsp + /l:’USF + iRSF . (280)

In cazul particular al mediilor imobile (v =0), legea circuitului magnetic are
urmatoarea forma locala:

oD
tH=J + — 2.81
ro + 5 (2.81)

cunoscuta sub numele de prima ecuatie a lui Maxwell. Exprimand rotorul inten-
sitatii campului magnetic in coordonate carteziene:

i j k
rotH=VxH=| & & & (2.82)
H, H, H,

rezulta urmatoarea forma locala a legii circuitului magnetic, exprimata sub forma
a trei ecuatii diferentiale cu derivate partiale, scalare, liniare si de ordinul intai:

- €T

oy 9z L

OHy  O0H, __ y.

97 7 = Jy + 5 (2.83)
0H, _ OHg __ J + 0D,

oz oy J2 T o
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Aceste ecuatii leaga cele trei componente ale intensitatii campului magne-
tic produs de marimile caracteristice surselor acestuia: densitatea de curent de
conductie si cea de deplasare.

Forma pe suprafete de discontinuitate a legii circuitului magnetic.

Se considera doua medii D; si Do, in care marimile caracteristice campului
electromagnetic sunt functii continue de spatiu. Presupunem ca acestea sunt
separate printr-o suprafata de discontinuitate Sy suficient de neteda, astfel incat
in orice punct P € S; exista o normald unica njo (figura 2.17).

Figura 2.17: Suprafata de discontinuitate

In fiecare punct P € Sy se pot defini limitele dinspre domeniul D; si respectiv
dinspre domeniul Dy ale marimilor:

H,, H, — intensitatea campului magnetic;
Dy, D5 — inductia electrica;
v, Vo — vitezele locale ale celor doua medii.

Se considera ca suprafata de discontinuitate Sy este parcursa de o panza de
curent, caracterizata de densitatea J, si ca unul din cele doua domenii este elec-
trizat superficial cu densitatile de sarcina ps urmand ca acesta sa aiba viteza
locala v.

Pentru a demonstra forma locala a legii se considera o curba inchisa I' de
forma unui dreptunghi situat in planul normalei ny5 si al carui centru este punctul
P € S,, pe care se aplica forma globala dezvoltata a legii circuitului magnetic

sub forma:
oD

ﬁGdr - /SF <J -5+ pv) dA (2.84)

unde G = H — D x v. Integrala lui G este:

7{ Gdr = (Go — G1) ts + htnaGing (2.85)
I
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iar integrala pe suprafata dreptunghiului este:

OD e
[Jmed + BT 4 4 (pvmed)] hsn + [Jgnis + pgv], ., nS, (2.86)
deci
h a nmed
(G2 — Gl)med t+gG =S Jnmed -+ ot + (va)med +n (JS + PS, Vo — pSlvl) )

(2.87)
unde n = nj, X t este normala la Sp. Daca h si S tind catre zero astfel incat
Wg¢ — 0 rezulta:

(Go— G1)t = n(Ts+ psv). (2.88)

Deoarece aceasta egalitate este valabila oricare ar fi orientarea versorului tan-
gent t la suprafata S; in punctul P rezulta ca saltul componentei tangentiale a
vectorului G este egal cu Jg + psV deci:

N X (G2 — Gl) = Js’ + psv (289)
sau in forma compacta rotgG = Jg + pgv, sau echivalent:
rotsH = Jg + pgv + rots (D x v) (2.90)

care este forma pe suprafete de discontinuitate a legii circuitului magnetic.
In cazul mediilor imobile (v=0), rezulta ca saltul componentei tangentiale a
intensitatii campului magnetic este egala cu densitatea panzei de curent

rotsH = J, (2.91)

iar in cazul particular in care suprafata de discontinuitate nu este parcursa de cu-
rent suplimentar rot,H = 0, ceea ce asigura conservarea componentei tangentiale
a intensitatii campului magnetic, deoarece nys x (Hy — Hy) = 0 implica egalitatea
(Htl = th)'

Teorema lui Ampére.

In cazul regimului stationar legea circuitului magnetic se reduce la:

Uy = 1Sps (2.92)
sau explicit:

]f Hdr = [ JdA, (2.93)
T Sr

relatie cunoscuta sub numele de teorema lui Ampére. In forma locala aceasta
teorema se exprima prin:

rotH =J. (2.94)

Observatii privind legea circuitului magnetic
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a) Deoarece viteza corpurilor este relativa la sistemul de referinta adoptat, re-
zulta ca separarea curentului de deplasare in componentele sale are un ca-
racter conventional, depinzand de referentialul ales, in schimb suma acestor
componente este invarianta la alegerea sistemului de coordonate. Se consi-
dera de exemplu doua corpuri, din care unul este electrizat si altul neelec-
trizat in miscare relativa unul fata de celalalt. Daca se atageaza sistemul
de referinta corpului electrizat curentul de convectie este nul in schimb cu-
rentul Rontgen este nenul ceea, ce explica aparitia campului magnetic in
corpul neelectrizat. Daca in schimb se ataseaza sistemul de referinta cor-
pului neelectrizat, curentul Rontgen este nul dar curentul de convectie este
nenul.

b) Efectele magnetice au fost verificate experimental si s-a constatat concordanta
deplina cu legea circuitului magnetic, exceptand curentul Réntgen pen-
tru care s-a constat experimental, ca are densitatea Jp = rot (P x v).
Inadvertenta intre valoarea teoretica si cea experimentala a curentului Rontgen
se explica prin faptul ca in teoria Maxwell-Hertz s-a adoptat ipoteza ete-
rului antrenat. Deoarece curbele si suprafetele sunt antrenate de corpuri
in migcarea lor, chiar daca acestea sunt tot mai rarefiate, aceasta ipoteza
trebuie adoptata i in cazul vidului, care este conceput ca un gaz extrem
de rarefiat. Explicatia expresiei corecte a curentului Rontgen a fost data de
electrodinamica Einstein-Minkowski, stabilita pe baza teoriei relativitatii
restranse. Deoarece la viteze mici nerelativiste, teoria Maxwell-Hertz ex-
plica satisfacator si in mod simplu marea majoritate a efectelor intalnite in
aplicatiile practice fiind cea mai buna aproximare nerelativista a electrodi-
namicii relativisteea a fost adoptata ca baza teoretica a ingineriei electrice.

Aplicatii ale legii circuitului magnetic

Campul magnetic produs de un conductor cilindric parcurs de cu-
rent

Se considera un conductor omogen rectiliniu infinit lung cu sectiune cilindrica
de raza a, plasat in vid si parcurs longitudinal de un curent de conductie cu
densitatea J, constanta in timp (figura 2.18).

Din considerente de simetrie liniile, campului magnetic sunt cercuri plasate in
plan perpendicular pe axa cilindrului cu centrele plasate pe aceasta si orientate
conform regulii burghiului. Pentru calculul campului magnetic intr-un punct
plasat la distanta r < a de axa se considera curba I' de forma unui cerc cu raza
r cu centrul pe axa.

Tensiunea magnetica pe acest cerc este:

Uy = 74 Hdr = 7{ Hdr = H7§ dr = Hoxr, (2.95)
r r r
iar curentul ce strabate suprafata St este:
is = / JdA = / JdA =7 [ dA= Jmr. (2.96)
Sr Sr Sr
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A

]
o

Figura 2.18: Campul magnetic produs de un conductor

Conform teoremei lui Ampére u,,, = is,, rezulta:

H = g (2.97)

Daca se considera un punct exterior conductorului (r > a), tensiunea magnetica

are aceiagi valoare dar intensitatea curentului este:

Is. = / JIA = [ JdA = Jra® =1, (2.98)
Sr Sra

in care s-a notat cu [ intensitatea curentului ce strabate o sectiune transversala
prin intreg conductorul Sr,. Conform teoremei lui Ampére:

Ja? J
2r 27r ( )
In consecinta:

H(r) = Jr/2 = Ir/2ma® pentru r < a;
| Ja*/2r = I/2xr  pentru r > a.

Intensitatea campului magnetic are o variatie liniara cu distanta fata de axa in
interiorul conductorului pornind de la zero pana la valoarea maxima a intensitatii
campului magnetic, care este obtinuta la suprafata conductorului H,,,, = I/2ma.

In exteriorul conductorului campul magnetic are o variatie invers proportionala
cu distanta fata de axa h = I/27r, independenta de raza conductorului.

2.5 Legea legaturii dintre inductia si intensita-
tea campului electric

Enuntul legii legaturii dintre D si E
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CAMPULUI ELECTRIC

Inductia electrica dintr-un punct din spativ depnde de intensitatea campului
electric din acel punct (nu §i de intensiatea campului electric din alte puncte):

D = D(E) (2.100)

Relatia de dependenta dintre D si E impusa de aceasta lege poate fi extrem
de complicata si ea este functie de tipul substantei in care se considera perechea
D - E.

O forma echivalenta a acestei relatii este urmatoarea:

D=¢E+P (2.101)

in care s-au pus in evidenta ¢y = m F/m constanta universala numita permi-
tivitatea vidului §i P = P(E) polarizatia corpului. Aceasta poate fi descompusa
intr-o componenta permanentd P, = P(0) si una temporara Py, existenta doar
in prezenta campului electric (E # 0), astfel incat P = P;(E) 4+ P,. Din acest
motiv aceasta lege mai poarta i numele de legea polarizatiei (temporare).

In absenta corpurilor polarizatia este nula (P # 0), deci in vid D = ggE, ceea
ce evidentiaza faptul ca in vid este suficient un singur camp vectorial pentru a
caracteriza campul electric. Deosebirea dintre inductie si intensitate are relevanta
doar in corpuri, urmand ca diferenta P = D —¢gE sa poata fi considerata definitia
polarizatiei acestora.

O semnificatie posibila a acestei legi consta in faptul ca intensitatea campului
electric este evidentiata ca o cauza a polarizarii corpurilor gi ca un corp polarizat
produce camp electric sau perturba campul electric preexistent.

De multe ori relatia D(E) se aproximeaza cu o dependenta afind (obtinuta de
exemplu prin retinerea doar a primilor doi termeni din seria Taylor) de tipul:

D=¢E+P (2.102)

.....

absolute care de multe ori are valorile principale egale, deci degenereaza intr-un
scalar. Se constata ca legea pune in evidenta o noua cauza a campului electric
sl anume polarizatia permanenta P, care daca este nenula (cum se intampla in
cazul electretilor) este capabila sa produca un camp electric E # 0, chiar daca
D = 0 si invers.

Figura 2.19 prezinta spectrele intensitatii si inductiei electrice si se constata
ca D are liniile de camp inchise (in acord cu legea fluxului electric), in schimb E
are liniile de cAmp deschise (in acord cu legea inductiei). In aer cele douit spectre
se suprapun (D = ¢gE) pe cand in electric D gi E au sensuri opuse.

Capacitatea corpurilor polarizate permanent de a produce camp electric poate
fi considerata un alt fenomen fizic fundamental, care evidentiaza a treia cauza
posibila a campului electric.
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Figura 2.19: Spectrele E; D produse de un electret

Mai mult, introducerea oricarui corp intr-un camp electric aflat initial in vid
modifica acest camp atat in interiorul corpului cat si in vecinatatea sa, datorita
polarizarii temporare a corpului.

2.6 Legea legaturii dintre inductia intensitatea
campului magnetic

Enuntul legii legaturii dintre B si H
Inductia campului magnetic dintr-un punct este dependenta de intensitatea
campului magnetic din acel punct

B = B(H),

forma concreta a acestei relatii fiind in functie de natura mediului in care se afla
punctul.

In cazul vidului relatia dintre intensitatea si inductia campului magnetic
este de coliniaritate gi proportionalitate:

B = soH. (2.103)

Constanta de proportionalitate jo, numita permeabilitatea vidului are ca-
racterul uni constante universale, a carei valoare este dependenta doar de sistemul
unitatilor de masura adoptat. In cazul sistemului international al unitatilor de
masura valoarea acestei constante este:

o = am10-L (2.104)
m
In cazul vidului nu se justifica utilizarea a doi vectori H si B pentru caracterizarea
starii campului magnetic dintr-un punct. In schimb acest lucru este necesar in
cazul corpurilor, pentru a caracteriza fenomenele specifice care au loc in acestea
in urma interactiunii cu campul magnetic.
Ca i in cazul dielectricilor, mediile se impart din punct de vedere magnetic in
medii liniare gi neliniare, izotrope si anizotrope, cu efecte de ereditate (postefect
sau histerezis) sau fara astfel de efecte.
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Mediile liniare si izotrope sunt medii in care relatia dintre B si H este
asemanatoare vidului, respectiv de proportionalite gi coliniaritate:

B = ;H, (2.105)

si la care constanta de proportionalitate p, numita permeabilitate este un scalar
care depinde de natura mediului.

Pentru caracterizarea proprietatilor magnetice ale unui mediu se poate utiliza
marimea adimensionala:

P (2.106)
Ho
numita permeabilitate relativa obtinuta prin reportarea permeabilitatii mediului
la cea a vidului.

Majoritatea substantelor au o comportare magnetica de tipul (2.105). Mai
mult, valoarea permeabilitatii relative este foarte aproape de unitate, deosebirea
survenind doar la a cincea cifra semnificativa (p,., = 1—107°, ., = 1+22107°),
ceea ce este neesential din punct de vedere practic. Exceptie fac fierul, nichelul,
cobaltul si anumite combinatii ale acestora. Aceste materiale neliniare se numesc
feromagnetice si se pot clasifica in doua mari categorii.

Materiale feromagnetice moi, dintre care tipic este otelul electrotehnic
(puternic aliat cu siliciu, in proportie 2 —4%). Modul in care variaza inductia in
functie de intensitatea campului magnetic:

B = f(H)

are reprezentarea tipica din figura 2.20

B[T]
2,,
1,,
H[A/m]
11
-2

Figura 2.20: Caracteristica de magnetizare
Pe o astfel de curba, numita caracteristica de magnetizare se constata o
portiune practic liniara, aflata in jurul originii, pentru care B = pu,.uoH ,cu valori

mari ale permeabilitdtii relative g, = 103 — 10°. La cAmpuri magnetice intense
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(B > 1,5—2T) se constata saturarea materialului magnetic, respectiv o cregtere
mai putin importanta a inductiei magnetice in functie de intensitatea campului
magnetic, astfel incat in final, pentru campuri foarte mari caracteristica de mag-
netizare tinde catre o dreapta de panta pg, cu ecuatia:

B = o(H + M,). (2.107)

in care vectorul Mg se numeste magnetizatie de saturatie.

Materialele feromagnetice moi se folosesc in practica sub forma de armaturi
realizate din pachete de tole (de grosimi 0.35 — 0.5mm), pentru concentrarea si
dirijarea campului magnetic. Pentru ca ele sa fie eficiente este necesar sa aiba
permeabilitati relative mari, ceea ce explica utilizarea materialelor moi in zona
liniara.

In constructia transformatoarelor de mare putere se utilizizeaza tole supuse
procesului tehnologic de texturare (orientarea microcristalelor dupa o directie
privilegiata prin laminare la rece). Aceste tole au un caracter anizotrop urmand
ca n zona liniara dependenta dintre B si H sa poata fi exprimata prin relatia:

B = 7iH. (2.108)

in care permeabilitatea p este un tensor de ordinul doi avand una din directiile
principale orientata in sensul directiei de laminare.

Materiale feromagnetice dure au o caracteristica de magnetizare neuni-
voca, cu un puternic efect de histerezis (fig 2.21).

B[T ‘
C[] Bmax

Br

He H[A/m]

Figura 2.21: Ciclul de histerezis

Pornind de la o stare initiala O, in care B = 0, H = 0, cresterea intensitatii
campului magnetic determina cresterea monotona a inductiei magnetice, pe curba
OAB, numita curba de prima magnetizare. Se constata ca panta initiala a acestei
curbe este mai mica, apoi creste si scade din nou, tinzand pentru campuri intense
catre u,, datorita saturatiei magnetice.
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Dupa o saturatie prealabila, scaderea inductiei nu mai urmareste caracteris-
tica de prima magnetizare, obtinandu-se ramura descendenta B,C,D,FE a ci-
clului de histerezis. Se constata ca la anularea intensitatii campului magnetic,
inductivitatea are o valoare nenula, B, numita inductie remanenta. Pentru anu-
larea inductiei este necesara aplicarea unui camp magnetic de sens opus, H,
numit camp magnetic coercitiv. Dupa o saturatie inversa (punctul E in ciclul de
histarezis) revenirea la saturatia directa se realizeaza prin cresterea intensitatii
campului magnetic pe ramura ascendenta E, F, G, B similara ramurii descendente
(simetrica acesteia fata de origine).

Ciclul fundamental de magnetizare, obtinut prin variatii ciclice ale intensitatii
campului magnetic intre doua limite extreme, care asigura saturatia puternica in
cele doua sensuri, delimiteaza multimea punctelor din planul B — H accesibile
perechilor (B, H). Daca variatia in timp a intensitatii campului magnetic nu
atinge nivelul de saturatie, atunci caracteristica de magnetizare formeaza cicluri
minore, incluse in ciclul fundamental. In consecinta, pentru o valoare a inten-
sitatii campului magnetic, inductia magnetica poate lua orice valoare cuprinsa
intre limitele extreme B € [Biin, Bmaz), valoare dependenta de evolutia anteri-
oara in timp a intensitatii campului magnetic. Pentru demagnetizarea unui astfel
de material se revine la starea B = 0, H = 0, prin aplicarea unui camp magnetic
oscilant, a carui amplitudine scade progresiv spre zero. In acest fel sunt parcurse
ciclurile minore cu arie din ce in ce mai mica, cuprinse unul in altul pana la
atingerea originii.

Caracteristica de histerezis poate fi aproximata pe portiuni (mai ales in ca-
dranul doi) prin relatia:

B = u(H+ M,). (2.109)

in care vectorul M, numit de magnetizatie permanenta pune in evidenta fe-
nomenul de magnetizatie permanenta datorat unei magnetizari anterioare. Ma-
terialele feromagnetice dure sunt utilizate in practica la construcia magnetilor
permanent;i.

In afara inductiei magnetice remanente gi a intensitatii campului magnetic
coercitiv (tabelul 2.1 materialele magnetice dure mai sunt caracterizate de:

B .
poH?

- permeabilitatea relativa statica : ps =

- permeabilitatea diferentiala relativa pentru cresteri AH pozitive :

. A
/’Ldzf —AIIJH—1>O ,LL()AH

AH>0 = tga

- permeabilitatea reversibila relativa obtinuta:

. AB
AIIJIEO ,UOAH

Hrev = AH<0 — tgﬁ
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In particular, pentru variatii ale campului magnetic in jurul originii se obtine
permeabilitatea relativa initiala:

B AB
Hin = A}IIEO ,UOAH H=0,B=0-

(2.110)

Variatia tipica a permeabilitatii in functie de intensitatea campului magnetic
este reprezantata grafic in (fig. 2.22)

B

a (AH>0)

-
-

_&7B (aH<0)

HoH

Figura 2.22: Variatia permeabilitatii

Caracteristicile magnetice ale materialelor feromagnetice sunt influentate de
presiune si temperatura respectiv de starea de tensiune mecanica din interiorul
corpului gi de tratamentul termic la care acesta a fost supus.

Fenomenul de histerezis este intalnit nu numai la materialele feromagnetice
dure ci gi la cele moi, dar intr-o masura mult mai mica, de exemplu fierul pur
are campul magnetic coercitiv de circa o mie de ori mai mic decat al otelului
dur cu 1%C'. Mediile neliniare pot avea o comportare anizotropa de exemplu, in
cazul unui cristal de fier relatia B(H) depinde de orientarea intensitatii cAmpului
magnetic H (fig. 2.22)

Si in cazul materialelor magnetice, inductia magnetica nu urmareste cu fideli-
tate variatiile rapide ale intensitatii campului magnetic datorita fenomenului de
vascozitate magnetica (postefect). Acest efect poate fi modelat utilizand relatia:

B(t) = /Ow W (1) H(t — 7)dr, (2.111)

in care functia ereditara de pondere 1/(7) este o functie monoton descrescatoare,
definita pe intervalul (0,00). Prezenta postefectului face pe de o parte ca aria
ciclului de histerezis sa creasca o data cu frecventa si pe de alta parte ca permea-
bilitatea reversibila definita In camp variabil (numita permeabilitate dinamica)
sa scada cu cregterea frecventei.
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Tabela 2.1: Caracteristici ale unor materiale magnetice

Material Win | Be[T] | HJ]A/m)]
Fier pur 25000 14 4
Otel 500 1,8 40
electrotehnic
(4 % Si)
Permalloy 10000 | 0,6 4
(78,5 % Ni,
21,5 % Fe)
Ferita moale | 2000 | 0,15 20
(mangan-zinc)
Otel 1%C 40 0,7 5000
Alnico 4 0,73 34000
Ferita dura 1,2 0,35 | 200000

Daca pentru relatia B — H se adopta modelul unui sistem liniar de ordinul
-_T .
intai, atunci functia ereditara de pondere are expresia /(1) = £e7 , iar permea-
o

bilitatea dinamica relativa este pg = pu/po/+/1 + (w7,)2.

Observatii privind legea legaturii B — H si semnificatia ei fizica

a) Materialele magnetice liniare cat si cele neliniare au o comportare echi-
valenta unor medii cu permeabilitatea vidului pg, dar cu o magnetizatie
dependenta de intensitatea campului magnetic, numita magnetizatie tem-
porala My = My(H), urmand ca:

B = i, (H + M,). (2.112)

In cazul mediilor liniare, magnetizatia temporala este proportionala cu in-
tensitatea campului magnetic My = Y H, factorul de proportionalitate X,
numit susceptibilitate magnetica fiind un scalar in cazul mediilor izotrope si
un tensor de ordinul doi in cazul mediilor anizotrope. Intre susceptibilitatea
magnetica gi permeabilitate exista urmatoarea relatie:

B = jio(H + M) = j1o(H + XmH) = 10(T + Xm)H, (2.113)

7= 1T+ 5m). (2.114)

In cazul mediilor neliniare cu magnetizatie permanenta, relatia dintre B si
H se poate exprima prin relatia:

B = u,(H+ M (H) + M,). (2.115)
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in care suma vectorilor M = M (H)+M,, poarta numele de magnetizatie.
Folosind magnetizatia relatia B — H se poate exprima in general prin:

B = 11,(H+ M). (2.116)

b) legea legaturii dintre B — H descrie fenomenul de magnetizare, cunoscut si
sub numele de polarizatie magnetica.

Din punct de vedere microscopic, unele corpuri au moleculele polare din
punct de vedere magnetic. Acestea sunt echivalente cu mici bucle de cu-
rent, a caror aparitie se poate explica prin deplasarea electronilor in jurul
nucleelor sau calitativ prin rotirea electronilor in jurul propriei axe (spin).
Sub actiunea campului magnetic buclele de curent, orientate initial arbitrar
se orienteaza dupa directia campului exterior, contribuind la modificarea
acestuia. Datorita agitatiei termice orientarea nu este perfecta ci are un
caracter statistic, disparand dupa anularea campului magnetic, exterior. In
cazul corpurilor feromagnetice, apare o orientare spontana a spinilor dupa
o directie comuna, in interiorul unor microdomenii, numite domenii Weiss.
Initial domeniile Weiss sunt orientate arbitrar, dar sub actiunea campului
magnetic extern acestea au tendinta sa se orienteze in directia campului.
Cu cat campul este mai intens cu atat orientarea este mai apropiata de
cea a campului, urmand ca la atingerea saturatiei toate domeniile sa aiba
aceeasi orientare. Fenomenul de histerezis se explica prin faptul ca orien-
tarea privilegiata a blocurilor Weiss se mentin si dupa disparitia campului
extern.

Din punct de vedere macroscopic fenomenul de magnetizare se evidentiaza
prin faptul ca introducerea unui corp in camp magnetic atrage dupa sine
modificarea campului. Mai mult corpurile magnetizate permanent sunt
capabile sa genereze camp magnetic, chiar gi in absenta ca mpului exterior,
aga cum se intampla in cazul magnetilor permanent.

Teorema tubului de flux magnetic.

Pentru determinarea formei globale a legii legaturii B si H se considera un
tub flux magnetic, marginit de o suprafata laterala S; pe care inductia magnetica
este orientata longitudinal si doua suprafete externe S; si Sy pe care intensitatea
ciipului magnetic este orientata normal. (fig. 2.23)

O marime globala caracteristica starii magnetice a unui tub de flux este fluxul
transversal:

gp:/BdA:/ BdA = [ BUdA, (2.117)
S S Sa

care conform legii fluxului magnetic are aceeasi valoare pe orice suprafata transver-
sala.

Marimea globala asociata intesitatii campului magnetic este tensiunea magne-
tica. Pentru ca aceasta sa nu depinda de forma curbei considerate este necesar ca
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S

S S
Figura 2.23: Tubul de flux magnetic

tensiunea magnetica pe orice curba inchisa sa fie nula. Acest lucru este asigurat
in regim stationar, daca tubul de flux nu este strabatut de curent electric. Daca
aceste conditii sunt indeplinite, conform legii circuitului magnetic, tensiunea:

Py
Uy = H dr (2.118)
Py
are aceasi valoare, indiferent care este P, € S; si P, € 55.

In cazul mediilor liniare, relatia locala de proportionalitate B = pH se reflecta
si la nivel global gi conform teoremei tubului de flux magnetic, ea reprezinta forma
globala a legii legaturii B — H.

Enuntul teoremei tubului de flux magnetic

Fluzul magnetic stationar ce strabate un tub de flux format intr-un mediu
liniar neparcurs de curent electric este propotional cu tensiune a magnetica exis-
tenta intre extremitata:

0 =Ny Up. (2.119)

Constanta de proportionalitate A,, se numeste permeanta tubului de flux magnetic
si nu depinde de flux, ci doar de geometria acestuia si de natura materialului
magnetic considerat. In particular, in cazul mediilor omogene din punct de vedere
magnetic:

A, =pA. (2.120)

Permeanta magnetica fiind proportionala cu permeabilitatea mediului p si cu
permeanta geometrica A a tubului de flux.

Aplicatii

1. Permeanta unui tub de flux in camp magnetic uniform.

Datorita similitudinii matematice care exista intre ecuatiile campului elec
tric si cele ale campului magnetic in ipotezele teoremelor tuburilor de flux,
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permeantele geometrice a doua tuburi de flux de aceeasi forma si dimen-
siune au valori egale, indiferent de natura tubului de flux. In consecinta
permeanta unui tub de flux magnetic in camp uniform este:

A

Am:,u-A:,uj. (2.121)

in care A este aria sectiunii transversale si [ este lungimea tubului de flux.

2. Permeanta unui tub de flux din campul magnetic produs de un curent
rectiliniu.

Un conductor rectiliu infinit lung, plasat intr-un mediu omogen cu permea-
bilitatea p i parcurs de curentul I produce in exteriorul lui la distanta R
un camp magnetic cu intensitatea:

I
H—
2-m-R

(2.122)

si inductia B = pH = pl /(2w R). Liniile cAmpului magnetic sunt cercuri
cu centrele plasate pe axa firului. Un dreptunghi plasat in planul firului cu
doua laturi paralele cu firul situate la distantele a si b de acestea, avand
inaltimea h genereaza un tub de flux a carui deschidere este caracterizata
de unghiul « (figura 2.24)

Tensiunea magnetica de-a lungul tubului de flux este:

I I a I
Uy = H:dr = H -dr = — ﬁ:_/ dﬂ: Oé7
Ci2 C2 2-mJos R 2-mJo 2.7
(2.123)

iar fluxul magnetic este:

wl dA  plh *dR  plh, b
- BA:/B- YLy e L A OR DY)
7 /S d s d 2-m/s R 2-mJa R 2-7rlna ( )

In consecinta, permeanta tubului de flux magnetic are expresia:

A, = 2Bt (2.125)
U, Q a

2.7 Legea conductiei electrice
Enuntul legii
Densitatea curentului electric dintr-un punct este dependenta de intensitatea

campului electric din acel punct J = J(E), forma concreta a acestei relatii fiind
in functie de natura corpului in care se considera punctul respectiv.
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Figura 2.24: Tubul de flux produs de un fir

Din punctul de vedere al conductiei, mediile se clasifica in liniare sau neliniare,
izotrope sau anizotrope, efectele de ereditate locala fiind nesemnificative in cazul
conductiei.

Deoarece in vid fenomenul de conductie este inexistent, in acest caz legea

conductiei degenereaza in:
J=0. (2.126)

In majoritatea cazurilor intalnite in aplicatiile practice densitatea de curent
este proportionala si coliniara cu intensitatea campului electric:

J=oE. (2.127)

Aceste medii se numesc conductoare liniare si izotrope, iar constanta de
proportionalitate o, specifica fiecarei substante (dar dependenta de temperatura)
poarta numele de conductivitate electrica. Mediile liniare si izotrope pot fi carac-
terizate din punctul de vedere al conductiei folosind constanta p = 1/0 numita
rezistivitate electrica (a nu se confunda cu densitatea de sarcina !). Folosind
rezistivitatea relatia dintre J si £ devine:

E=plJ. (2.128)

In functie de valoarea conductivitatii, substantele se clasifica in trei mari
categorii:

— izolante (o =0, p — o0);
— conductoare (o #, p # 0);
— supraconductoare (o — 0o, p = 0).

In cazul corpurilor izolante, legea conductiei are forma specifica vidului (J =
0), astfel de corpuri nefiind parcurse de curent electric. Dintre acestea se mentioneaza
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gazele uscate, uleiul mineral, sticla, ceramica, masele plastice, cartonul etc. Ca-
racterul izolant al acestor corpuri este pierdut daca intensitatea campului electric
depasete o valoare limita F,,.., specifica fiecarei substante si numita rigiditate
dielectrica. La depasirea rigiditatii dielectrice, in corp au loc modificari fizico-
chimice ireversibile, datorate fenomenului de strapungere electrica.
Corpurile supraconductoare (dintre care se mentioneaza Nb la temperatura
T < 273K) au o rezistivitate practic nula, legea conductiei electrice capatand
forma:
E =0. (2.129)

Se constata ca in corpurile supraconductoare intensitatea campului electric
este nula. Totusi, valori mari ale densitatii de curent determina campuri magne-
tice intense care fac ca starea de supraconductibilitate sa dispara.

Corpurile conductoare se impart la randul lor in trei categorii: bune con-
ductoare, semiconductoare gi slabe sonductoare. Din categoria corpurilor bune
conductoare fac parte in primul rand metalele dintre care in acest scop se folosesc
in practica mai ales Cu, Al, Ag si Au a caror conductivitate este de circa 10°S/m
(tabelul 2.2).

Tabela 2.2: Constantele de material ale conductoarelor metalice

Material | p[Qmm?/m| | o[S/m)| Coeficient
de temperatura
Argint 0,0161 | 0,621-10° 0,004
Cupru 0,0172 0,58-10° 0,0044
Aur 0,0237 | 0,422-10° 0,004
Aluminiu 0,0278 0,350-10° 0,0038
Fier 0,0918 0,109-10° 0,0062

In cazul metalelor rezistivitatea creste cu cresterea temperaturii, relatia putand
fi aproximata liniar prin:

p(0) = poll + (6 — )] (2.130)

in care « este coeficient de crestere cu temperatura a carui valoare tipica este
5-1073K L, iar py este rezistivitatea la temperatura de referinta 6.

Corpurile semiconductoare (tipice fiind Si si Ge) au o conductivitate mult mai
mica decat a metalelor (1073 + 10S/m) cu valoare puternic dependente de tem-
peratura si de puritatea substantei. Spre deosebire de metale, in cazul semicon-
ductoarelor rezistivitatea scade cu cresterea temperaturii, pentru caracterizarea
acestei dependente folosindu-se relatia:

p(6) = poe 1% (2.131)
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in care 7y este coeficientul de variatie cu temperatura, iar pg = p(6) fiind rezisti-
vitatea la temperatura de referinta.

Corpurile slab conductoare au conductivititi cuprinse in intervalul 107° =
10719S/m. Un exemplu in acest sens este apa distilata si in general electrolitii
slabi a caror conductivitate este puternic influentata de concentratia de saruri. In
realitate si corpurile izolante au o conductivitate nenuld dar foarte mica (10710 +
1072°S/m).

Se constata ca rezistivitatea (si implicit conductivitatea) electrica este una din
marimile cu gama de valori extrem de ampla, care acopera circa 25 de ordine de
marime, ceea ce face ca determinarea ei experimentala sa ridice probleme extrem
de dificile in tehnica masurarilor electrice.

O alta categorie de corpuri o reprezinta conductoarele liniare si anizotrope,
la care legea conductiei are forma:

J=3E, (2.132)

in care @ este tensor simetric de ordinul doi, numit tensorul conductivitatii. In ca-
zul in care axele sistemului de coordonate cartezian sunt orientate dupa directiile
principale, matricea tensorului se reduce la o matrice diagonala. Matricea prin
care se reprezinta tensorul @ este inversabila asfel incat conductia anizotropa in

astfel de medii poate fi caracterizata si prin tensorul rezistivitatii p =@
E=7J. (2.133)

Caracterul anizotrop al unui mediu se poate datora structurii sale interne sau
unor cauze neelectrice, care genereaza o directie privilegiata, cum se intampla
in cazul efectelor galvano-magnetice, care constau in influenta pe care campul
magnetic o are asupra conductiei J = J(E,B). Dintre aceste efecte cel mai
important este efectul Hall, care poate fi modelat matematic printr-o relatie J =
FE tensoriald. In cazul in care se presupune ca vectorul B = kB, tensorul
conductivitatii are reprezentarea matriceala:

1 1

_ G T o
7=0 nFE mE U
0 0 1

in care § = Cyg - B este o marime proportionala cu inductia magnetica, prin
constanta Hall Uy, specifica materialului. Se constata ca in absenta campului
magnetic (B=0) tensorul & degenereaza in pseudoscalarul G = o1.

Nu toate corpurile asigura o relatie de proportionalitate intre J si E. Mediile
in care relatia de proportionalitate nu este indeplinita se numesc medii neliniare
din punctul de vedere al conductiei. Cel mai simplu model de material pentru
mediile neliniare este descris de relatia:

J=0(E+E,), (2.134)
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in care vectorul E;, caracteristic corpului se numesgte cAmp electric imprimat,
aparitia lui avand in general cauze neelectrice (neuniformitati de temperatura
sau concentratie, neomogenitati, forte de inertie). Prezenta campurilor electrice
imprimate face posibila aparitia fenomenului de conductie (J # 0) chiar si in
absenta campului electric (E = 0) sau reciproc aparitia campului electric (E # 0)
in conductoare nestrabatute de curent (J = 0).

Se deosebesc urmatoarele tipuri de campuri imprimate:

— camp imprimat de acceleratie, in metale are o distributie volumica data de
relatia:
m
E, = ——a (2.135)
e

in care mg este masa electronului, eq este sarcina sa iar a este acceleratia
corpului fata de un sistem de referinta inertial;

— camp electric imprimat datorat neuniformitatilor de temperatura (prin efect
Thomson);

— camp electric imprimat de concentratie, apare in electrolitii cu concentratii
neuniforme, datorita difuziei purtatorilor de sarcina;

— campuri electrice imprimate de contact (voltaice); la suprafata de contact
intre doua corpuri metalice diferite apare un camp electric de interfata dis-
tribuit normal la suprafata pe o adancime mica (10~'m) intre cele doua cor-
puri, datorita difuziei electronilor dintr-un corp in altul, aceste campuri sunt
dependente de temperatura suprafetei de contact (efectul Peltier-Seebeck);

— camp electric de natura galvanica, care apare la suprafata de contact dintre
un metal gi un electrolit;

— camp fotovoltaic imprimat, care apare la suprafata de contact intre un metal
si un semiconductor, sub actiunea luminii care cade pe aceasta interfata.

Campurile electrice imprimate aparute in jonctiunile dintre doua semiconduc-
toare dopate diferit sau dintre un metal si un semiconductor explica functionarea
dispozitivelor semiconductoare (diode, tranzistoare, tranzistoare cu efect de camp,
fotodiode etc). In acest caz campul electric imprimat depinde de densitatea de
curent.

O alta categorie de corpuri o reprezinta mediile cu conductie neliniara, la care
J = J(E). De obicei acestea au o comportare izotropa, cu densitatea de curent
coliniara cu intensitatea campului electric, deci pot fi caracterizate de functia
reala J = J(E).

Conductia neliniara se datoreste fie efectelor temperaturii, cum se intampla
in cazul rezistoarelor termice (ca de exemplu in lampile cu incandescenta) fie
neomogenitatilor microstructurale (ca in rezistorul cu carborund).
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J J

Figura 2.25: Caracteristici de conductie

In cazul rezistoarelor termice, trecerea curentului electric prin acestea deter-
mina incalzirea lor, ceea ce modifica rezistenta electrica deci implicit valoarea
densitati de curent J, pentru o anumita intensitate a campului electric (fig. 2.25
a). Cum dependenta dintre densitatea de curent si temperatura nu are un ca-
racter local si instantaneu, modelarea fenomenelor din rezistoarele tremice prin
relatia J = J(FE) are doar un caracter aproximativ, fiind valabila cel mult in
regim stationar.

Rezistorul cu carborund este format din granule fine de carbura de siliciu sin-
terizate intr-o masa ceramica. Granulele sunt inconjurate intr-o pelicula de S10q
iar la suprafata lor de contact se formeaza jonctiuni semiconductoare, cu carac-
teristica tensiune-curent neliniara. Din punct de vedere macroscopic densitatea
de curent J depinde neliniar de E conform graficului din figura 2.25 b.

Cu exceptia rezistoarelor termice, mediile conductoare nu prezinta efecte de
ereditate semnificative (la frecvente sub 10”Hz in cazul metalelor si 10'°Hz in
cazul electrolitilor)

Interpretarea microscopica a legii conductiei.

Metalele sunt alcatue din atomi ale caror nuclee formeaza o retea cristalina
si care au o parte din electroni liberi, ce au o miscare de agitatie termica in
tot volumul corpului. La un moment dat, datorita orientarii arbitrare pe care
o au vitezele electronilor liberi, media vectoriala a vitezei acestora este nula.
Sub actiuna unui camp electric exterior electronii capata o acceleratie orientata
in directia acestuia. Energia cinetica suplimentara, capatata de fiecare electron
in intervalul dintre doua ciocniri succesive este transmisa retelei la urmatoarea
ciocnire. Acest efect determina o crestere a temperaturii corpului, iar din punct
de vedere al electronilor interactiunea cu reteaua cristalina se comporta ca o
forta de frecare ce se opune miscarii ordonate a acestora. In cazul electrolitilor
mecanismul conductiei se deosebeste prin faptul ca de aceasta data purtatorii
liberi de sarcina sunt ionii.
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In consecinta, fenomenul de conductie consta in deplasarea ordonata a purtatorilor
liberi de sarcina sub actiunea unui camp electric exterior, deplasare suprapusa
peste miscarea naturala, de agitatie termica a acestora.

Sub actiunea aceluiasi camp electric, purtatorii liberi de sarcina pot capata
viteze medii diferite. Mobilitatea mare a electronilor liberi din metale explica va-
loarea mare a conductivitatii acestora, iar mobilitatea mica a ionilor din electroliti
explica slaba lor conductivitate. Din acest motiv, la valori comparabile ale den-
sitatii de curent, viteza medie a electronilor din metale este mult mai mica decat
cea a ionilor din electrolit;i.

Apartia campurilor electrice imprimate se explica prin forte de natura ne-
electrica ce actioneaza asupra purtatorilor de sarcina. De exemplu, campurile
electrice imprimate de acceleratie se datoresc fortelor de inertie care actioneaza
asupra purtatorilor liberi de sarcina iar cele datorate neomogenitatilor se explica
prin difuzia concentratiei purtatorilor liberi de sarcina.

Semnificatia fizica a legii conductiei.

Legea conductiei pune in evidenta cauza principala a aparitiei curentului elec-
tric de conductie gi anume campul electric.

In cazul mediilor cu camp electric imprimat, acesta este evidentiat ca o noua
cauza posibila a campului electric. In acest fel se explica, de exemplu, campul
electric produs de elementele galvanice.

Teorema tubului de curent (Relatia lui Ohm).

Pentru a detemina forma globala a legii conductiei se considera un tub de cu-
rent, marginit de o suprafata laterala S;, pe care densitatea de curent J este orien-
tata tangential si doua suprafete externe S; si S, pe care intensitatea campului
electric este orientata perpendicular (fig. 2.26).

S

S

Figura 2.26: Tubul de curent

In regim stationar tensiunea electrica de-a lungul tubului de flux:

w= [ Edr (2.136)
C12
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nu depinde de forma curbei C},, daca punctele extreme ale acesteia P, si P
apartin suprafetei S si respectiv Ss.
O alta marime caracteristica tubului de curent in regim stationar este inten-

sitatea curentului electric:
i = / JdA (2.137)
s

ce strabate o suprafata transversala a tubului.
In regim stationar rot H = J, de unde rezulta ca divJ = 0, deci:

/ JdA = [ divJdv =0, (2.138)
5 Ds,

ceea ce asigura independenta curentului fata de sectiunea transversala conside-
rata.

In cazul mediilor conductoare liniare, relatia de proportionalitate J = oE se
reflecta la nivel global conform urmatoarei teoreme.

In regim stationar, intensitatea curentului electric al unui tub de curent ce
ocupa un mediu conductor liniar este proportionala cu tensiunea electrica de-a
lungul tubului:

i=G-u (2.139)

Constanta de proportionalitate G, specifica tubului de flux, dar independenta
de starea electrica a acestuia se numeste conductanta electrica. In cazul conduc-
toarelor liniare, izotrope si omogene conductanta electrica este proportionala cu
conductivitatea o a mediului:

G=o0-A, (2.140)

in care A este permeanta geometrica a tubului de flux.
Aplicatii

1. Conductanta unui tub de curent in camp electric uniform.

Se considera un tub de curent de forma cilindirca avand aria bazei A si
inaltime [. Tensiunea electrica:

w=[ Edr=El (2.141)
Cr2

si intensitatea curentului:
i = / JdA = JA (2.142)
s

permit calculul conductantei tubului de curent:

i JA oA

in functie de conductivitatea ¢ a mediului.
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

2. Relatia dintre tensiune si curent la un tub de curent cu camp electric im-
primat.

Se considera un tub de curent cilindric de inaltime h si aria bazei A, in care
exista un camp electric imprimat uniform orientat longitudinal F;.

Relatia de material J = o(E + E;) proiectata pe axa cilindrului, capata
forma J = o(E+E;), in conditiile in care cAmpurile J, E si E; sunt continue
si orientate paralel. In regim stationar tensiunea electrica longitudinala
este:

w=[ EdR=El, (2.144)
Ci2

iar intensitatea curentului electric este:

i = / JdA = JA. (2.145)
S

In consecinta, din relatia de material rezulta:

1 U
—=0(=+E), 2.146
=03+ F) (2.146)
sau luand in considerare conductanta tubului de curent in camp uniform,
rezulta:
1 =Gu+ jo (2.147)

in care jo = o0 AE; poarta numele de curent electric imprimat.

Tensiunea electrica de-a lungul tubului de curent este:

"= é(i o) (2.148)

sau folosind notatiile R = 1/G pentru marimea numita rezistenta tubului
de curent si e = [, Edr = E1 = jo/G pentru marimea numita tensiunea
lectromotoare imprimata, rezulta:

u=Ri—e (2.149)

relatie cunoscuta sub numele de teorema lui Joubert.

2.8 Clasificarea mediilor din punctul de vedere
al legilor de material

Din punctul de vedere al legilor de material corpurile se clasifica in liniare sau
neliniare, izotrope sau anizotrope si cu sau fara efect de ereditate (postefect
sau histerezis). Un corp este omogen in cazul in care are aceleasgi propietati de
material in toate punctele sale. In caz contrar el este neomogen.
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2.8. CLASIFICAREA MEDIILOR DIN PUNCTUL DE VEDERE AL
LEGILOR DE MATERIAL

Cel mai simplu model de material este intalnit in cazul corpurilor omogene,
liniare, izotrope fara efecte de ereditate. In acest caz:

D(r,t) =¢-E(r,t), B(r,t) = p-H(r,t), J(r,t) = 0 - E(r, 1), (2.150)

corpurile fiind caracterizate de trei constante de material €, pu §i o, care sunt
marimi reale si pozitive, independente de punct si de starea electromagnetica
a corpului prezenta sau trecuta. Fiind izotrope, in aceste corpuri nu exista
directii privilegiate relatiile de material avand aceeasi forma indiferent de directia
campului. Din aceasta categorie fac parte gazele, lichidele si majoritatea corpu-
rilor solide omogene, ca de exemplu metalele neferomagnetice.

In cazul corpurilor liniare, izotrope si fara efect de ereditate, dar neomogene,
constantele de material €, ;4 sau ¢ au tot caracter scalar, dar variaza de la un
punct la altul:

( =
B(r,t) = p(r)-H(r,t); (2.151)
J(r,t) = o(r)-E
In cazul mediilor liniar si anizotrope:
D(r,t) = Z(r)-E(r,t);
B(r,t) = 7u(r) - H(r,t); (2.152)
J(r,t) = @
relatia de material este exprimata prin folosirea tensorilor de ordin doi. In cazul
mediilor omogene acesti tensori au un caracter independent de vectorul de pozitie.

Dintre mediile neliniare, cea mai simpla relatie de material are loc in mediile
cu caracteristica afina:

D(r,t) = e -E(r,t) +Py(r);
B(r,t) = p-(H(r,t)+ M,(r)); (2.153)
J(r,t) = o-(E(r,t)+ Ei(r)).

In cazul mediilor neliniare, izotrope si omogene, proprietatile de material pot
fi caracterizate complet de functiile reale (monotone gi impare):
D(r,t) = D(E(r,t));
B(r,t) = B(H(r,1)); (2.154)
J(r,t) = J(BE(r,t)).

In cazul mediilor neliniare, izotrope si neomogene aceste functii au ca para-
metru gi vectorul de pozitie:

D(r,t) = ﬁ(E(r,t),r);
B(r,t) = B(H(r,t),r); (2.155)
J(r,t) = J(E(r,t),r)
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urmand ca in cazul mediilor anizotrope, relatia de material sa fie caracterizata
prin functii vectoriale de variabila vectoriala:

(r,2),7)
3(H(r, 1), 1)
J(E(r,t),r).

D(E :
B(H ;

(2.156)

Aceste clasificari pot fi facute in mod independent din punct de vedere die-
lectric, magnetic sau al conductiei. De exemplu, fierul pur este liniar din punct
de vedere dielectric si al conductiei dar neliniar din punct de vedere magnetic:

D(r,t) = eo-E(r,t);

(2.157)
J(r,t) = o-E(r,t).

Ca toate metalele si fierul nu se polarizeaza, deci are permitivitate relativa
unitara.

2.9 Legea transferarii energiei in conductoare

Cele patru legi generale impreuna cu cele trei legi de material, anterior prezen-
tate alcatuiesc un sistem complet de ecuatii care permit determinarea univoca a
campului electromagnetic (E, D, B,J, H si p). In ingineria electrica, cunosterea
campului electromagnetic este necesara dar nu suficienta pentru aplicatiile prac-
tice, in care intereseaza mai ales determinarea efectelor acestui camp. Din acest
punct de vedere cele sapte legi formeaza un sistem cu complectitudine interna,
matematica, dar ele nu asigura complectitudinea fizica, deoarece nici una din
aceste legi nu se refera la efectele neelectrice ale campului electromagnetic.

Pentru a asigura complectitudinea fizica a sistemului legilor este necesara
adaugarea de relatii noi, care sa permita conexiunea electromagnetismului cu
celelalte ramuri ale fizicii. Legile prezentate in continuare asigura aceasta con-
exiune, permitand determinarea efectelor mecanice, termice sau de transfer de
masa specifice campului electromagnetic.

Legea transferarii energiei in conductoare descrie transferul energetic intre
campul electromagnetic gi corpuri, in procesul de conductie.

Enuntul legii transferarii energiei

Densitatea de volum a puterii transferate de campul electromagnetic corpurilor
in procesul de conductie este egala cu produsul scalar dintre densitatea curentulus
electric si intensitatea campului electric:

p=J E. (2.158)
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2.9. LEGEA TRANSFERARII ENERGIEI IN CONDUCTOARE

Densitatea de volum a puterii este o marime scalard, masurata in W/m3, ce
caracterizeaza local i temporal transferul de energie, definita prin:

. AP . AW
p= Al‘l/rgo N AP = AI?BO A (2.159)

in care AW reprezinta energia transferata in intervalul de timp At volumului
AV.

Densitatea de volum a puterii are sensul conventional de camp spre corp.
Daca p > 0 transferul are loc in sensul conventional, iar in cazul p < 0 transferul
real de energie are loc in sens invers celui conventional, respectiv corpul este cel
care transfera energie campului. In cazul p = 0 nu are loc transfer de energie
intre cele doua sisteme (situatie intalnita in mediile supraconductoare, la care
E = 0, in mediile izolante la care J = 0, sau in absenta conductie).

Consecintele legii transferarii

1. In cazul mediilor conductoare liniare.

Daca mediul conductor este izotrop J = o - E, densitatea de putere are
expresia;:
p=J-E=0-E*>0, (2.160)

care evidentiaza caracterul pozitiv al acestuia. Folosind rezistivitatea p se
obtine aceeasi concluzie:

p=J-E=p-J*>0, (2.161)

indiferent de orientarea vectorilor E sau J.

In cazul conductoarelor anizotrope:
p=J-E=E.-7-E=J-5-J>0, (2.162)

ceea ce evidentiaza caracterul pozitiv definit de tensorii @ si p.

In consecinta, in mediile conductoare transferul de energie are un caracter
ireversibil, avand loc de la camp spre corp. Energia primita de corp in feno-
menul de conductie duce la cresterea temperaturii sale, fenomen cunoscut
sub numele de efect electrocaloric Joule-Lentz.

2. In cazul mediilor conductoare cu camp imprimat.

Folosind relatia de legaturd J = o - (E + E;), rezulta:
p=J-E=0FE?+0EE,, (2.163)
iar in cazul in care se exprima E = pJ — E;, in functie de E, rezulta:

p=pJ>—E;-J. (2.164)
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Se constata ca densitatea de putere se descompune intr-o suma de doi ter-
meni, din care primul este pozitiv definit, reprezentand puterea transferata
ireversibil corpurilor prin efectul Joule-Lentz:

pr=p-J">0 (2.165)
si al doilea termen, datorita campului electric imprimat:
pi=—E;-J (2.166)

al carui semn depinde de orientarea densitatii de curent J fata de E;, deci
reprezinta un transfer energetic eventual reversibil. Sensul transferului este
dat de sensul curentului.

De exemplu, in cazul unui acumulator electrochimic, la care densitatea de
curent J are acelagi semn cu E;, termenul p; < 0, ceea ce evidentiaza ca
acumulatorul se descarca, campul electromagnetic (curentul electric) pri-
mind energie de la corp (acumulator). Daca se schimba sensul curentului
prin acumulator, atunci p; > 0 si acumulatorul se incarca (corpul este cel
care primegte energie de la camp). Indiferent de sensul transferului, acesta
este insotit de efectul ireversibil Joule-Lentz, ceea ce explica randamentul
subunitar al acumulatorilor.

Deoarece, in general o E? # pJ? si densitatea de putere transferata corpului
prin intermediul campului imprimat are expresia p; = —E; - J, rezulta ca
puterea transferatd prin efect Joule-Lentz are expresia p; = pJ? in cazul
mediilor izotrope si p; = JpJ In cazul mediilor anizotrope.

Forma globala a legii transferarii energiei
Puterea electrica transferata unui domeniu Dy, se obtine prin integrarea den-
sitatii de volum a puterii:

P = p-dv= E - Jdv, (2.167)

Dy, Dsx,

iar energia transferata intr-un interval de timp (1, t2) este:

to to
W= [ Pdv= / J - Edt. (2.168)
t1 Dyx

t1

In cazul unui tub de curent, in regim stationar, parcurs de curentul ¢ = I si
cu tensiunea u = U la borne sunt valabile relatiile E = grad V' si rot H = J, ceea
ce implica divJ = 0, iar folosind egalitatea:

div(J- V)=V -divI+J-gradV = JgradV (2.169)
se obtine:

P=/[ J-EBdv=—[ J gradvdy= —/ JVAA. (2.170)
b

DE DE
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2.10. LEGEA TRANSFERULUI DE MASA

Deoarece pe frontiera tubului de curent ¥ = S; U S; U Sy sunt indeplinite
conditiile JAA =0 pe S;, V =V; pe S; i V =V, pe Sy, rezulta:

P=-Vv- SJ~dA—V2- SJ~dA:z'(V1—V2):u~i (2.171)
1 2

S-a tinut cont ca elementul de arie de pe suprafata S; este orientat spre
exterior i nu in concordanta cu sensul de referinta al curentului, deci dA = —dA;
pe Sl, dar dA = dA2 pe SQ.

In consecinia se poate afirma ca, puterea transferata de campul electromagne-
tic unut tub de curent in regim stationar este egala cu produsul dintre tensiunea
de-a lungul tubului st intensitatea curentului ce strabate tubul.

P=ui (2.172)

In demonstrarea acestei afirmatii nu s-a folosit nici o ipoteza a supra relatiei
de material din interiorul conductorului. In cazul conductoarelor liniare expresia
puterii transferate tubului de curent in regim stationar are una din formele:

P=u-i=G-v*=R-i*>0 (2.173)

in care R = 1/G. Fiind transferata ireversibil acesta se numegte putere disipata.
In cazul unui tub de curent cu camp imprimat u = R-i—e, ceea ce determina

puterea:
P=u-i=R-i*—e-i, (2.174)

in care se separa termenul pozitiv definit R - i?, caracteristic efectului Joule-

Lentz si termenul e - ¢, caracteristic campului imprimat, care reprezinta puterea
transferata eventual corpurilor, intr-un proces reversibil.

2.10 Legea transferului de masa

Un alt efect ce insoteste procesul de conductie este transferul de masa in interiorul
corpurilor conductoare. Acest efect este caracterizat de legea transferului de
masa, cunoscuta mai ales sub numele de legea electrolizei.

Enuntul legii transferului de masa

In interiorul corpurilor conductoare, procesul de conductie este insotit de un
transfer de masa caracterizat de o densitate a fluxului de masa proportionala si
coliniara cu densitatea de curent:

§=k-J (2.175)

Constanta de proportionalitate £ are valori dependente de natura materialului
conductor. In cazul metalelor valoarea acestei constante este practic nula, dar in
cazul electrolitilor ea este egala cu constanta electrochimica:

b { 0 la metale;

A/Fyz la electroliti, (2.176)
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

in care A este masa atomica a ionului disociat, z este valenta sa, iar Fy = 96490C
este constanta lui Faraday. Spre deosebire de metale, in cazul electrolitilor pro-
cesul de conductie este insotit de reactii chimice, fenomen cunoscut sub numele
de electroliza.

Pentru caracterizarea transferului de masa se utilizeaza marimea vectoriala
numita densitatea fluxului de masa masurata in Kg/m?s, definitd de relatia:

Am

0=n AA_I’I(]):vIlAtZO AA - At

(2.177)
in care Am este masa transferata prin aria AA in intervalul de timp At, iar n
este un versor normal pe suprafata de arie AA, a carui orientare este aleasa astfel
incat sa asigure valoarea maxims# proiectiei n - 9.

Interpretarea microscopica a legii transferului de masa

Fenomenul de conductie consta in deplasarea ordonata a purtatorilor liberi
de sarcina (electroni sau ioni) din interiorul conductoarelor, deplasare suprapusa
peste miscarea dezordonata de agitatie termica. Deoarece toate microparticulele
purtatoare de sarcina electrica din interiorul conductorului au masa proprie (de
repaus) nenula, rezulta ca deplasarea ordonata a acestora este in mod necesar
insotita de un transfer de masa, transfer ale carui directie i sens sunt date de
deplasarea purtatorilor de sarcina.

In cazul metalelor, deoarece masa electronilor liberi care asigura conductia
este mult mai mica decat cea a restului microparticulelor ce alcatuiesc corpul,
iar viteza lor vectoriala medie are valori mici, pentru densitati uzuale de curent,
transferul de mas# are valori nesemnificative. In schimb, in cazul electrolitilor,
deoarece fenomenul de conductie este asigurat de deplasarea ionilor, transferul
de masa are valori mult mai importante.

Forma globala a legii electrolozei

Pentru determinarea formei globale se considera o cuva electrolitica, alcatuita
din doi conductori metalici scufudati intr-un electrolit lichid (figura 2.27).

Aplicand intre cei doi electrozi o tensiune electrica, atat electrozii cat si elec-
tolitul vor fi strabatuti de curent electric. Deoarece in electrolit transferul de
masa are valori apreciabile, iar in electrozi acesta este practic nul, rezulta ca pe
suprafata acestora apare o depunere de substanta, cu debitul masic:

Qm:/SSdA:/Sk-JdA, (2.178)

in care S este suprafata unui electrod (electrodul polarizat pozitiv - anodul, atunci
cand intereseaza depunerea metalica) scufundata in electrolit.
Pentru a calcula masa depusa se integreaza debitul masic in timp:

t t
m = Qdet:/Q/k-JdAdt, (2.179)
t1 S

t1

pe intervalul de timp (¢1,t3) cat dureaza procesul.
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2.10. LEGEA TRANSFERULUI DE MASA

Figura 2.27: Cuva electrolitica

In conditiile in care electrolitul este omogen, debitul masic devine:
Qm:k/JdA:k-i (2.180)
S

in care ¢ este intensitatea curentului care strabate cuva, iar daca acest curent este
constant in timp, ¢ = I, atunci:

t
m= [ keidt=k-I(ts—t;)=Fk-I-t. (2.181)

t1

In consecinta, legea electrolizei are urmatorul enunt in forma globala:masa
depusa prin electroliza este proportionala cu intensitatea curentului ce strabate
cuva $t cu timpul cat dureaza procesul, constanta de proportionalitate fiind egala
cu constanta electrochimica (k = A z - Fy) a elementului depus.

Se constata ca forma globala a legii se refera la masa totala depusa, fara sa
dea indicatii asupra locului in care are loc depunerea si implicit asupra grosimii si
uniformitatii stratului depus. Din acest motiv ea are un caracter particular, fata
de forma locala care evidentiaza ca grosimea stratului depus este proportionala
cu densitatea de curent de la suprafata electrodului.

Aplicatie la lege transferului de masa:

Se considera o solutie apoasa de azotat de argint in care sunt scufundati doi
electrozi parcursi de un curent cu intensitatea I = 1A. Masa de argint depusa
intr-o secunda este:

A 107.7

Tt=—"' 11186 10 *Ke = 1118. 6 me.  (2.182
~ - Fy 96490 & 6mg. - (2.182)

m=~k-1-t=

Aceasta valoare a fost folosita o vreme pentru definitia unitatii de masura a
intensitatii curentului electric, si a fost numita Amper international.
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2. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

2.11 Sistemul legilor campului electromagnetic

Cele noua legi ale campului electromagnetic se impart in trei mari categorii: legi
generale, legi de material si legi de conexiune.

Legile generale in numar de patru sunt doua de stare (legea fluxului electric si
cea a fluxului magnetic, care nu contin derivate fata de timp) si doua de evolutie
(legea inductiei si legea circuitului magnetic, care evidentiaza derivata fata de
timp a tensiunii electrice gi respectiv a tensiunii magnetice pe curbe inchise).

Legile de material, in numar de trei, evidentiaza legatura care exista intre
marimile locale caracteristice ale campului electric (intre inductie si intensitatea
campului electric), ale campului magnetic (intre inductie si intensitatea campului
magnetic) §i procesului de conductie (intre densitatea de curent si intensitatea
campului electric). Aceste legi caracterizeaza comportarea corpurilor in interactiunea
lor cu campul electromagnetic. In cazul mediilor cu efecte ereditare, legile de
material au caracter de evolutie, iar in caz contrar ele au un caracter de stare,
asigurand o legatura independenta de evolutia in timp a marimilor.

Legile de conexiune, in numar de doua, evidentiaza marimi care nu sunt carac-
teristice numai campului electromagnetic, asigurand conexiuni intre teoria elec-
tromagnetismului si celelalte ramuri ale fizicii. Aceste legi permit determinarea
efectelor campului electromagnetic in urma interactiunii acestuia cu corpurile.
Legea transformarii energiei in conductoare are un caracter general, independent
de natura corpurilor, iar legea electrolizei are un caracter de material, deoarece
in enuntul ei intervin marimi caracteristice mediilor in care aceasta se aplica.
Ambele legi de conexiune au un caracter de stare.

Fiecare din legile campului electromagnetic au o forma globala (integrald) si
una locala, una din aceste forme fiind generala si cealaltd particulara (dedusa
din forma generala in anumite ipoteze restrictive). Legile generale ale campului
electromagnetic au forma locala ca o forma particulara, cea globala avand un
caracter general. In schimb, legile de material si cele de conexiune au form’ele
global’e cu caracter particular, iar cele local’e cu caracter general.

Urmatoarele relatii sintetizeaza diferitele forme ale legilor campului electro-
magnetic §i semnificatiile acestora.

1. Legea fluxului electric (lege generala de stare)

Forma globala: Vs, = qpy;
Forma integrala: Js DdA = [p, pdv;
Forma locala: divD = p;

Forma pe suprafete de discontinuitate: divy D = p;.

Semnificatia fizica: corpurile electrizate produc in jurul lor camp electric
(cu linii deschise orientate de la sarcinile pozitive spre cele negative).
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2. Legea fluxului magnetic (lege generala de stare)

Forma globala: vy = 0;
Forma integrala: JsBdA = 0;
Forma locala: divB = 0;

Forma pe suprafete de discontinuitate: divs B = 0.

Semnificatia fizica: nu exista sarcini magnetice (liniile cAmpului magnetic
sunt curbe Inchise).

3. Legea inductiei electromagnetice (lege generala de evolutie)

< d
Forma globala: up = — =28,
Forma integrala dezvoltata: [p Edr = — [g 22dA — [(B x v)dr;
Forma locala: rot E = —28 — rot (B x v);

Forma pe suprafete de discontinuitate: roty E = rots (B x v).

Semnificatie fizica: campul magnetic variabil in timp induce un camp elec-
tric (liniile campului electric indus inconjoara liniile campului magnetic
inductor). Fenomenul de inductie se poate datora si miscarii corpurilor in
camp magnetic.

4. Legea circuitului magnetic (lege generala de evolutie)

sy
dt

Forma integrala dezvoltata: [p Hdr = [g (J+%—?+p v)dA+ [ (DxV);

Forma globala: Uy = 15, +

Forma locald: rot H=J + %2 + pv +rot (D x v);
Forma pe suprafete de discontinuitate: rots H = J,+ ps v +rotg (D X

V).

Semnificatia fizica: corpurile in stare electrocinetica si campul electric varia-
bil in timp genereaza camp magnetic (liniile acestuia sunt curbe inchise care
inconjoara curentii sau liniile campului electric ce le-au produs). Campul
magnetic apare datorita curentului de conductie, dar si datorita variatiei
propiu-zise a campului electric in mediile imobile (curent de deplasare), a
migcarii corpurilor electrizate (curent de convectie) sau deplasarii corpurilor
in camp electric (curent Rontgen).

5. Legea legaturii in camp electric (lege de material)

Forma locala: D = D(E) sau D = ¢E + P,(E) + P,;
in particular: D =EE + P;
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Forma globala: ¢ = A, - u.

Semnificatie fizica: sub actiunea campului electric mediile dielectrice se
polarizeaza, urmand ca polarizatia permanenta (electretii) sa reprezinte
o cauza posibila a campului electric. Campul electric este perturbat de
prezenta dielectricilor, liniile de camp fiind concentrate in corpurile de mare
permitivitate.

6. Legea legaturii in camp magnetic (lege de material)

Forma locala: B = B(H) sau B = po(H + M;(H) + M,));
in particular: B =a(H + M,);
Forma globala: ¢ = A,, - uy,.
Semnificatie fizica: sub actiunea campului electric, mediile se magnetizeaza,

urméand ca magnetizatia permanenta (magnetii permanenti) sa reprezinte
o cauza posibila a campului magnetic.

Campul magnetic este perturbat de corpurile feromagnetice, liniile de camp
magnetic fiind concentrate si dirijate de aceste corpuri.

7. Legea conductie (lege de material)

Forma locala: J = J(E);
in particular: J =5 (E + E;);
Forma globala: i = G - u.
Semnificatia fizica: aparitia starii electrocinetice este determinata de prezenta

campului electric. Campul electric imprimat reprezinta o alta cauza posi-
bila a campului electric.

8. Legea transferarii energiei in conductoare (lege generald de cone-
xiune)

Forma locala: p =J - E;

Forma globala: P = u - 1.

Semnificatie fizica: in procesul de conductie are loc un transfer de energie
intre campul electromagnetic si corpurile conductoare. Acest transfer are
o componenta ireversibila, de la camp la corp, care determina incalzirea
corpurilor in stare electrocinetica.

9. Legea transferarii masei (lege de conexiune cu caracter de material)

Forma locala: § = k- J;
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Forma globala: m =k -1 -t.
Semnificatie fizica: procesul de conductie este insotit de transfer de masa.

Fenomenele mentionate in semnificatiile fizice ale celor noua legi reprezinta
fenomenele fundamentale ale electromagnetismului.

Ecuatiile lui Maxwell

Formele locale ale legilor campului electromagnetic in mediile imobile:

oD

tH = J+ —;

70 + o
0B

tE = ———; 2.1
ro 5 (2.183)
divD = p;
divB = 0

alcatuiesc un sistem de ecuatii diferentiale partiale liniare si de ordinul intai,
cunoscute sub nunele de ecuatiile lui Maxwell. Daca aceste ecuatii se completeaza
cu legile de material in medii liniare gi izotrope:

D = cE;
B = uH; (2.184)
J = oE

se obtine un sistem de ecuatii care determina univoc campul electromagnetic in
conditiile mentionate. Deoarece aceasta solutie exista si este unica, rezulta ca
sistemul legilor campului electromagnetic este necontradictoriu si complet, din
punct de vedere matematic.

Deoarece nici una din legile electromagnetismului nu poate fi determinata
pornind de la celelalte, rezulta ca sistemul de legi are un caracter independent.
Completitudinea fizica a sistemului de legi prezentat este asigurata de faptul ca
practic toate fenomenele electromagnetice intalnite in ingineria electrica pot fi
explicate si modelate matematic folosind acest sistem de ecuatii.

Relatiile impuse in medii imobile de legile campului electromagnetic intre
marimile caracteristice ale acestui camp sunt reprezentate grafic in figura 2.28:

Fiecare dependenta cauza - efect a fost reprezentata printr-o sageata pe care
s-a marcat numarul legii ce evidentiaza acesta relatie. Relatiile de stare, existente
atat in regim stationar cat si variabil au fost reprezentate prin sageata dubla, iar
relatiile de evolutie, caracteristice regimului dinamic au fost reprezentate printr-o
sageata simpla.

Relatiile reprezentate evidentiaza cele trei cauze statice sau dinamice ale
campului electric (polarizatia permanenta P,, campul electric imprimat E;, si
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E;

|

Figura 2.28: Reprezentarea schematica a fenomenelor fundamentale ale electro-
magnetismului

electrizarea p) gi cauza sa exclusiv dinamica (variatia in timp a campului magne-
tic B). In timp ce campul magnetic are doud cauze statice sau (magnetizatia per-
manenta M,,,curentul electric J) si o cauza dinamica (variatia in timp a campului
electric D).

Regimurile campului electromagnetic

Se constata ca variatia in timp a campului electric genereaza camp magnetic
si reciproc, variatia in timp a campului magnetic genereaza camp electric. In
consecinta, nu poate exista camp electric variabil neinsotit de camp magnetic
si invers, ceea ce evidentiaza caracterul unitar al campului electromagnetic care
este o singura entitate fizica. Caracterul ciclic al acestor relatii, impus de legea
inductiei si legea circuitului magnetic, evidentiaza faptul ca in regim dinamic,
campul electromagnetic, generat succesiv se poate se poate desprinde de cor-
purile care l-au produs, propagandu-se inclusiv in vid. Acest fenomen specific
regimului dinamic, general variabil poarta numele de unda electromagne-
tica.

Daca variatia camplui electromagnetic este suficient de lenta in timp, fenome-
nul de propagare al undei electromagnetice este nesemnificativ. Aceasta situatie
are loc, spre exemplu in conductoare masive, in care curentul de deplasare este
mult mai mic decat cel de conductie, iar relatia 4’ poate fi eliminata. Regi-
mul campului electromagnetic in care curentul de deplasare este neglijabil, iar
rot H = J poarta numele de regim cvasistationar inductiv (figura 2.29 a). In
acest regim, campul magnetic se calculeaza in functie de curentul electric, folo-
sind relatiile din regim stationar. Deoarece fenomenul de inductie electromagne-
tica joaca un rol fundamental in acest regim, campul magnetic variabil produs
de curentii de conductie influenteaza distributia campului electric si implicit a
curentului electric. In consecinta, in regim cvasistationar inductiv, distributia cu-
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rentului electric in conductoarele masive se deosebeste de cea in regim stationar,
efect numit pelicular sau de refulare. Datorita efectului pelicular, curentul electric
se distribuie de preferinta pe suprafata conductoarelor si mai putin in miezul lor.
Un alt efect specific regimului cvasistationar inductiv 1l reprezinta curentii tur-
bionali, care constituie curentii indusi in conductoarele masive introduse in camp
magnetic variabil. Datorita fenomenului de inductie electromagnetica, in inte-
riorul conductorului se genereaza un camp electric, care pe baza legii conductie
produce curent electric. Prezenta curentului indus modifica distributia campului
magnetic, care se deosebesgte in acest regim de cea din regim stationar. Se con-
stata ca gi in regim cvasistationar apare ca o relatie ciclica. Dar spre deosebire de
cazul general variabil, in care relatia (3,4”) determina fenomenul de propagare
( datorita caracterului hiperbolic al acestor ecuatii cu derivate partiale, viteza
de propagare este finita), in cazul regimului cvasistationar relatia ciclica (7,4, 3)
reprezinta o ecuatie cu derivate partiale de tip parabolic, care determina un feno-
men de difuzie a cAmpului electromagnetic in interiorul conductorului (fara front
de unda cu viteza de propagare finita).

In cazul corpurilor slab conductoare, in conditiile in care variatia campului
este suficient de lenta fenomenul de difuzie s campului electromagnetic poate
fi descris neglijand fenomenul de inductie electromagnetica si considerand sa-
tisfacuta relatia:

rot E =0, (2.185)

specifica regimului stationar. Acest regim poarta numele de regimul cvasi-
stationar capacitiv al campului electromagnetic si are relatiile reprezentate in
figura 2.29 b. Se constata ca in acest regim campul magnetic nu influenteaza
distributia curentului electric si respectiv a campului electric.

Un regim particular, interesant din punct de vedere practic este regimul
stationar (figura 2.30).

mi
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Figura 2.29: Reprezentarea schematica a fenomenelor in regimuri cvasistationare

In acest regim campul magnetic nu influenteaza campul electric. In schimb
campul electric este cel care determina curentul electric si implicit campul mag-
netic. Dintre cele trei cauze ale campului electric (P,, E; si p), doar campul
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Figura 2.30: Regimul stationar

Ei
I
5 —— 1 — 6 —
— D,E F——| P Mp — B,H
a b

Figura 2.31: Regimuri statice

electric imprimat este capabil sa determine curent electric de conductie, deoarece
estre singurul capabil sa produca tensiune electromotare nenula. In consecinta,
in regim stationar se ridica doua categorii de probleme. Una consta in determina-
rea distributiei curentilor electrici si implicit a campului electric in conductoare
masive (relatia 7) iar a doua se refera la determinarea repartitiei campului mag-
netic (relatia 4’). Prima categorie de probleme reprezinta obiectul regimului
electrocinetic stationar iar a doua reprezinta obiectul regimului magnetic
stationar.

O separare neta a campului magnetic de cel electric se obtine in cazul in
care lipsegte procesul de conductie (J = 0). In acest caz, deoarece nu au loc
transformari de energie (p = JE = 0) regimurile obtinute se numesc statice.
Se constata ca ecuatiile campului electric, specifice regimului electrostatic
(figura 2.31 a) sunt complet independente de ecuatile campului magnetic, specifice
regimului magnetostatic (figura 2.31 b).

In regim magnetostatic, cauzele campului magnetic se reduc la una singura si
anume M,,, problema fundamentala a acestui regim fiind determinarea campului
magnetic produs de magnetii permanent;i.

In regim electrostatic campul electric poate fi produs de corpurile electrizate
(p), polarizate permanent (P, # 0) sau de campurile electrice imprimate (E;).
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Capitolul 3

Teoremele fundamentale ale
electromagnetismului. Bazele
fizice ale teoriei circuitelor
electrice

3.1 Teorema conservarii sarcinii electrice

Enuntul teoremei conservarii sarcinii
Intensitatea curentului electric ce paraseste orice suprafata inchisa X este
egala cu viteza de scadere a sarcinit electrice din domeniul Dy, inchis de acea
suprafata:
iE - _quE’
dt

(3.1)

sau explicit:
d
A=—— . 2
/E Jd e (3.2)

Datorita caracterului ei general, aceasta afirmatie este cunoscuta si sub nu-
mele de legea conservarii sarcinii.

In teoria Maxwell-Hertz suprafata > este antrenata de corpuri in migcarea
lor.

Demonstratia teoremei conservarii sarcinii

Se considera o suprafata deschisa Sr, care se sprijina pe curba inchisa I'.
Legea circuitului magnetic aplicata pe aceasta curba este:

dibs;
dt

Umr = Usp + (3.3)

Daca diametrul curbei I" tinde catre zero, aceasta se reduce la un punct P, iar
suprafata deschisa Sr tinde catre o suprafata inchisa ¥, cu P € ¥ (figura 3.1).
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Tensiunea magnetica pe curba I':
Ump = / Hdr = Htmed : lF (34)
r

tinde spre zero, deoarece I se anuleaza. In consecinta, deoarece Sp—23, din legea
circuitului magnetic rezulta:

dis
—r =0 (3.5)

érsf
e
s

ix +

Figura 3.1: Referitoare la teorema conservarii sarcinii

Deoarece fluxul electric 15, pe orice suprafata inchisa este egal cu sarcina
electrica ¢p,., din domeniul marginit de acesta, conform legii fluxului electric,

rezulta:
dQDg

=0 3.6
s — o, (36)

ceea ce trebuia demonstrat.
Forma locala cu teoremei conservarii sarcinii electrice
Pornind de la forma locala a legii circuitului magnetic:

0D
rotH=J + rr + pv +rot(D x v), (3.7)

si aplicand acestei egalitati vectoriale operatorul diferential divergenta, rezulta:
: a, .. :
divd + a(de) + div(pv) = 0, (3.8)

deoarece div(rot G) = 0 pentru orice camp G suficient de neted. Pe baza formei
locale a legii fluxului electric, divD = p, deci:

divy = —% — div(pv), (3.9)
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3.1. TEOREMA CONSERVARII SARCINII ELECTRICE

care este forma locala a teoremei conservarii sarcinii electrice, in medii mobile.
Deoarece J, = pv reprezinta densitatea curentului de convectie, aceasta relatie
se poate scrie sub forma

. dp
div(J+J,) = . 3.10
(3 +3,) = % (3.10)
In cazul mediilor imobile (v = 0), rezulti:
dp
div] = ——. 11
v T (3.11)

Integrand aceasta relatie pe un domeniu Dy, rezulta pe baza teoremei Gauss-
Ostrogradski:

/Z(J +ovida = [ ZPav, (3.12)

care este forma integrala dezvoltata a teoremei.

Spre deosebire de forma globala, in forma integrala dezvoltata, suprafata 3
nu este antrenata de corpuri in misgcarea lor.

Forma pe suprafete de discontinuitate a teoremei conservarii sarcinii
electrice

Se considera doua domenii D, si D¢ in interiorul carora marimile caracte-
ristice campului electromagnetic sunt functii continue de punct, conditie care nu
este In mod necesar satisfacuta pe suprafata de separatie Sy dintre cele doua me-
dii. Presupunand ca suprafata de discontinuitate este suficient de neteda, astfel
incat sa aiba normala unica si ca in fiecare punct se poate defini pentru orice P
€S, o pereche de vectori J; si Jo care reprezinta limitele densitatii de curent,
dinspre domeniul Dy, si respectiv De (figura 3.2).

Figura 3.2: Suprafata de discontinuitate pentru curent

Pentru inceput se va presupune ca suprafata S, este electrizata cu densitatea
superficiala de sarcina p,, dar cu densitate superficiala de curent nula, iar mediile
sunt imobile. Punctul P se considera centrul unui cilindru ¥ de inaltime h si
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aria barei A, orientat cu axa dupa normala n;s. Separand suprafetele bazelor
St si Sy de suprafata laterala a cilindrului S; se obtine intensitatea curentului ce
paraseste suprafata > = S; U S U Ss:

iE - éJdA - Jnmedhl - JlnmedA + <]2nmedAa (313)
in care [ este perimetrul bazei. Sarcina electrica din domeniul Dy este:

/ Pdv = pvmedAh + psmedA- (314)
D

Aplicand forma integrala dezvoltata a teoremei se obtine:

hl d ApPsmed
nmed 4 nmed — Ynmed — 7, Pvme h — 1
J, ) + Jonmed — Jnmed g Pomed 7 (3.15)

relatie care pentru h — 0 devine Jopmed — J1nmed = dpsd—’;ed, iar considerand ulterior
ca A — 0, rezulta:
dps

n12'(J2—J1):—8t,

(3.16)

sau sub forma compacta:

div,J = %’r (3.17)

in care s-a folosit notatia divsJ = nja(Jo — Jq), cu referire la saltul componentei
normale a densitatii de curent.
In cazul particular in care J, = 0, rezulta:

ngo - (J2 — Jl) = O, d?;?)sJ = O, (318)

ceea ce garanteaza conservarea componentelor normale ale densitatii de curent
Jn1 = Juo la trecere prin suprafata de deschidere.

In conditiile in care suprafata de discontinuitate S, este strabatuta de curent
de conductie distribuit superficial, cu densitatea J,, curentul pe suprafata laterala
Sr nu se anuleaza, atununci cand h — 0:

JdA = Jopeahl + J.ndl. (3.19)

Sr I'=¥nNSy

Suprafata de discontinuitate Sy poate fi descrisa folosind ecuatia parametrica
r = r(\ p), fiecare punct P€Sy fiind caracterizat de perechea de coordonate
locale (A, p). Aplicand teorema Gauss-Ostrogradski, cu referire la curba inchisa
I', rezulta:

/ J.adl = / divsdydA = (dived)mea, (3.20)
r'=%nS, Sr=DxNSy
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in care: . 5 5
() + ()], (3.21)

divyd, = ——
ol = 50 o oy

unde hy si h, sunt parametrii Lamé asociati parametrilor A si . In particular,
in cazul in care suprafata Sy este plana gi orientata spre exemplu paralel cu planul
z = 0, se pot utiliza coordonatele carteziene iar divergenta bidimensionala devine:

0Ty 0y

divaJ s = . 3.22
102ds ox oy ( )
Aplicand teorema conservarii sarcinii, rezulta in acest caz:
hl . dpvmed dpsmed
Jnme =y ']nme - ']nme d Js med — h — 3.23
dp+2 d 1nmed + (diV2d s )med i It ( )

Trecand de limita, pentru h — 0 §i A — 0, astfel incat h/A — 0 se obtine:

no - (J2 - Jl) + diUQJs == —aapts, (324)
sau sub forma compacta:
dps
divg = ———, 2
w BT (3.25)

in care s-a folosit notatia div,G = nys - (Go — G) + divsG. In cazul mediilor
imobile, utilizand in locul densitatii de curent J curentul total J + pv, iar in locul
densitatii superficiale de curent J, suma J, 4+ psv, in care v este viteza domeni-
ului "hincarcat cu p,, aplicand forma integrala dezvoltata a teoremei conservarii
sarcinii, rezulta:

dps

nqo - [(Jg + p2V2) — (Jl + plvl)] + din(Js + pSV) = —E, (326)
sau in forma compacta:
0ps
divg(J = ——. 3.27
i3+ pv) = — 2 (3:27)
In cazul regimului stationar, teorema conservarii sarcinii devine:
e in forma globala
1y =0, (3.28)
e in forma integrala
JdA =0, (3.29)
b
e in forma locala
divd = 0, (3.30)
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e in forma pe suprafete de discontinuitate

div, = 0. (3.31)

In acest regim, curentul electric ce strabate orice suprafata inchisa este nul,
afirmatie cunoscuta sub numele de teorema conservarii curentului. La tre-
cerea prin suprafetele de discontinuitate, componenta normala a densitatii de
curent se conserva, daca aceasta nu este parcursa de curent distribuit superficial
si respectiv are un salt egal cu divergenta bidimensionala a densitatii superficiale
a curentului in caz contrar:

o - (Jg — Jl) = —diUQJs (332)

Aceste relatii evidentiaza faptul ca in regim stationar liniile de curent nu pot
fi curbe deshise, neexistand surse de pe care acestea sa porneasca sau pe care
sa se opresca. In particular, in cazul unui tub de curent, intensitatea curentului
are aceeagi valoare indiferent de sectiunea considerata (figura 3.3). Suprafata
de separatie dintre un domeniu conductor si un mediu izolat este suprafata de
camp pentru liniile curentului electric, deoarece in mediul izolant J = 0, iar
conform conservarii componentei normale a densitatii de curent J, = 0 si in
conductor, la suprafata sa. In consecinta orice corp conductor cufundat intr-un
izolant reprezinta un tub de curent.

O alta consecinta, care justifica numele teoremei se obtine in cazul in care
domeniul Dy, este izolat electric (este inconjurat de un perete izolant in care
iy, = 0), ceea ce implica invarianta in timp a sarcinii din acest domeniu

ppy = Ct. (3.33)

Daca intreg mediul este izolant, forma locala a acestei relatii este:

. dp
d = —— 3.34
iv(pv) = ==L, (3:34)
cu urmatoarea forma integrala dezvoltata:
dp
dA:—/—d .
/2 PV 54V (3.35)

relatii similare celor care evidentiaza conservarea masei din mecanica fluidelor.

Semnificatia fizica a teoremei conservarii sarcinii.

Se considera un corp conductor Dy inconjurat de un mediu izolat, exceptand
un fir conductor (figura 3.4). Aplicand teorema conservarii sarcinii pe suprafata
> a conductorului se obtine:
dq
dt’
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in care i este intensitatea curentului ce strabate firul iar ¢ este sarcina corpului.
In consecinta, atunci cand sarcina ¢ a corpului scade in timp ¢ > 0, iar curentul
electric paraseste corpul. Daca in schimb sarcina conductorului creste in timp
1 < 0, iar curentul electric este injectat in corp. Teorema pune in evidenta
drept cauza a electrizarii corpurilor curentul electric (de conductie sau convectie),
curent care ”transporta” sarcini pe corp. Legatura stransa intre curent si sarcina
electrica este in acord cu interpretarea microscopica a fenomenului de conductie,
ca fiind datorat deplasarii ordonate a purtatorilor microscopici de sarcina din
interiorul corpurilor.

S

Figura 3.3: Tubul de curent

Figura 3.4: Conservarea sarcinii eletrice

3.2 Teorema energiei electromagnetice.

Enuntul teoremei energiei electromagnetice

Puterea transferata de campul electromagnetic unui domeniu tmobil prin fron-
tiera acestuia Ds, este egala cu puterea transferata corpurilor din domeniul Pp,,
plus viteza de crestere a energieir campului electromagnetic W, din domeniu:

0 Wem
ot -

Ps = Pp, + (3.36)

Demonstratia teoremei energiei electromagnetice
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Pentru demonstrarea acestei afirmatii se considera un domeniu Dy, marginit
de suprafata inchisa X, in care se afla un sistem de corpuri imobile si liniare din
punct de vedere dielectric (D = €E) gi magnetic (B = pH). Formele locale ale
legilor inductiei electromagnetice si circuitului magnetic:

0B
tE = ——
o i’
oD
tH=J+ —
ro + o
permit stabilirea consecintei:
oD 0B
ErotH — HrotE =JE+E— + H—.
"o e * ot + ot

Deoarece
! 1
div(ExH):V(ExH):V<ExH> +V<E><H> =H(VxXE)-

—E (V x H) = HrotE — ErotH

si
oD OE ¢0E? 0O (DE
EE_E5§_§W_§<T>’
0B 0 (BH
= - 2 (2=
ot 8t< 2 )’
rezulta ca:
. 0 (DE BH
—div (E X H) =JE + 9t <7 + T) , (337)

in care: p = EJ reprezinta conform legii transformarii energiei in conductoare
densitatea de volum a puterii transferata de camp corpurilor, iar

S = E x H reprezinta vectorul Paynting, masurat in W/m?;

w, = DE/2 reprezinta densitatea de volum a energiei electrice, masurata in
J/m3;

w, = BH/2 reprezinta densitatea de volum a energiei magnetice, masurata
in J/m?.

Notand cu we,, = w, + w,, densitatea de volum a energiei campului electro-
mganetic, rezulta ca:

(3.38)

relatie cunoscuta sub numele de forma localaa a teoremei energiei electromagne-
tice.
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Prin integrarea acestei relatii diferentiale locale pe domeniul Dy, se obtine:

[ divSdo = — / SiA = [ pav+ 2 / W
Ds; b Ds, ot Jps,
Notand cu Py, = — [, SdA = [, SdA,;,;, puterea transferata prin suprafata 3 de
la exterior spre interior;
Pp,, = [p, pdv, puterea transferata corpurilor din domeniul Dy, si
Wem = We+W,,, energia electromagnetica din domeniul Dy, cu componentele:
We = [p,, wedv, energia campului electric si
Wi = [p,, Wimdv, energia campului magnetic,
rezulta ceea ce trebuia demonstrat.

3.3 Teorema condensatorului liniar.

Un dispozitiv folosit frecvent in aplicatiile electromagnetismului 1l reprezinta con-
densatorul electric. Acesta este alcatuit din doua armaturi conductoare separate
de un izolant, numit si dielectric. Acest dispozitiv capabil sa produca in dielec-
tric un camp electric, atunci cand armaturile sunt incarcate cu sarcina, poate fi
utilizat ca acumulator de sarcina electrica si implicit de energie. Se spune ca un
condensator este incarcat, atunci cand o armatura are sarcina () iar cealalta are
sarcina —(). Pentru caracterizarea starii electrice a unui condensator, in afara
sarcinii () se utilizeaza si tensiunea intre armaturi:

U= Edr,
Ci2
in care (15 este o curba ce uneste doua puncte plasate pe cele doua armaturi.
In regim stationar gi absenta starii electrocinetice fiecare din cele doua armaturi
este echipotentiala, deci tensiunea U nu depinde de pozitia celor doua puncte pe
armaturi. Presupunand prima armatura incarcata cu sarcina (; = @), rezulta
conform legii fluxului electric ca ¥y, = (1, In care

Uy, = DdA

1
31

este fluxul electric de pe suprafata >; ce inconjoara strans prima armatura.
Teorema condensatorului liniar afirma ca un condensator realizat cu un die-
lectric liniar (D = €E) are sarcina proportionald cu tensiunea:

Q=CU. (3.39)

Aceasta afirmatie rezulta din teorema tubului de flux electric. Parametrul C,
numit capacitatea condensatorului caracterizeaza sistemul de armaturi fiind in-
dependent de starea sa electrica.
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Capacitatea unui condensator se defineste prin:

_ @

C - )
U12

(3.40)
definitie care poate fi aplicata si condensatoarelor cu dielectric neliniar, dar in
acest caz capacitatea depinde de tensiunea la bornele condensatorului. Res-
pectand orientarea curbei C'j5 conform definitiei, capacitatea condensatorului re-
zulta ca o marime pozitiva.

Ca aplicatie a teoremei se va considera cazul condensatorului plan, la care
armaturile au suprafetele plane si paralele. Considerand domensiunile armaturilor
mult mai mari decat distanta dintre ele se poate presupune ca intensitatea campului
electric este constanta in dielectric, neglijand in acest fel efectele de margine. Die-
lectricul reprezinta un tub de flux electric, cu camp uniform. Daca se noteaza
cu A aria armaturilor, cu d distanta dintre ele (lungimea dielectricului) si cu
permitivitatea dielectricului presupus omogen se obtine:

@ZW&:/]MA:DA
31

D Dd
Up= [ Edr— Em:/ Zar =22
C12 C12 Ci2 € £
Aplicand definitia capacitatii se obtine:
cA
C=— 3.41
d Y ( )

care este relatia de calcul a capacitatii condensatorului plan.

Functionarea unui condensator in regim dinamic, cu tensiunea la borne v =
u(t) si sarcind ¢ = q(t) variabile presupune prezenta unor conductoare, care
alimenteza cu curent armaturile. Conform legii conservarii sarcinii electrice, in-
tensitatea curentului prin aceste conductoare de aductie este:

=Tt dt’

(3.42)

Presupunand satisfacuta relatia ¢ = C'U (ceea ce presupune ca efectele inductjiei
electromganetice sunt neglijate), rezulta ca:

1=0— 3.43
dt ) ( )
relatie care evidentiaza legatura dintre tensiune si curent impusa de un condensa-
tor liniar in regim variabil. In cazul condensatoarelor cu dielectric neliniar ecuatia
de functionare a acestuia in regim variabil are forma:
dq(u)

= 3.44
1= (3.44)
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in care functia ¢ = q(u) este specifica fiecarui condensator. In stabilirea acestei
relatii s-a presupus ca dielectricul este izolant perfect, ceea ce nu este intotdeauna
real. Daca se ia in considerare si curentul de pierderi prin dielectric, a carui
conductanta va fi notata cu G, rezulta:

du
dt’

ecuatie specifica unui condensator liniar cu izolant imperfect.

it=Gu+C (3.45)

3.4 Teorema rezistorului liniar

3.5 Teorema bobineil liniare.

Dispozitivul tipic pentru producerea campului magnetic in electrotehnica este
bobina. Aceasta este alcatuita dintr-un conductor filiform infagurat in jurul unui
miez magnetic sau in aer. Pentru caracterizarea starii unei bobine in regim
stationar in afara intensitatii curentului I ce strabate bobina se mai foloseste
si fluxul magnetic total al acesteia:

QJ:/SBCZA, (3.46)

suprafata S sprijinindu-se pe curba mediana I'" a firului. In regim stationar,
conform teoremei lui Ampere, tensiunea magnetica pe o curba I/, care Inconjoara
strans cele n spire ale bobinei are valoarea:

Uy = | Hdr = nl. (3.47)

Teorema bobinei liniare afirma ca o bobina cu miez magnetic liniar (B = uH)
are fluzul total proportional cu intensitatea curentului ce o strabate:

®=LI, (3.48)

Aceasta relatie se demonstreaza folosind liniaritatea relatiilor ® — B, I — H si
B — H sau implicit pe baza teoremei tubului de flux liniar. Parametrul L poarta
numele de inductivitatea bobinei iar in cazul bobinei liniare acest parametru nu
depinde de starea magnetica a bobinei ci doar de datele geometrice si de material.
Definitia inductivitatii: o

L= 7 (3.49)
poate fi aplicata si in cazul bobinelor neliniare, cu observatia ca atunci L depinde
de intensitatea curentului ce strabate bobina. Daca se respecta regula burghiu-
lui drept pentru asocierea sensurilor de referinta pentru ® si 7, inductivitatea

bobinelor este o marime pozitiva.
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Ca aplicatie a acestei teoreme se va considera cazul solenoidului, care este o
bobina la care diametrul este mult mai mare decat lungimea sa. Aceasta ipoteza
definitorie permite sa se considere campul magnetic din miez ca fiind uniform, cu
liniile de camp drepte si paralele. Daca se noteaza cu A aria sectiunii transversale
a miezului bobinei, cu [ lungimea lui gi cu p permeabilitatea miezului, presupus
omogen, atunci fluxul total al bobinei este:

O =ndy=n [ BdA =nBA=nuHA, (3.50)
S1

in care s-a notat cu ®; fluxul de pe o spira arbitrara S; a bobinei, numit flux
fascicular.

Tensiunea magnetica pe un dreptunghi ce inconjoara toate spirele bobinei
este:

Une, = | Her = HI = nl, (3.51)

presupunand ca in afara bobinei campul este nul. In consecinta:

; l (3.52)

Aceasta este relatia de calcul a inductivitatii unui solenoid.

In conditiile in care se considera doua bobine invecinate, fluxul magnetic dintr-
o bobina nu depinde numai de propriul curent ci si de cel din bobina vecina. Daca
mediul este liniar din punct de vedere magnetic, liniaritatea dependintei dintre
flux si curenti este mentinuta:

(1)1 = L11]1+L12]2; (353)
Oy = Loyl + Logls.

Sistemul de doua bobine este caracterizat de patru parametri:
L11, Los - inductivitatile proprii ale celor doua bobine,
L5, Loy - inductivitatile mutuale ale bobinelor.

Valorile acestor parametrii nu depind de valorile curentilor, dar semnul lor de-
pinde de sensul de referinta ales pentru curenti. Daca se respecta regula bur-
ghiului drept, L si Log sunt pozitive. In schimb Lq5» = Loy poate avea o valoare
pozitiva sau negativa. Pentru a evita ambiguitatea asupra semnului inducti-
vitatile mutuale se marcheaza cate o borna a fiecarei bobine (borna marcata se
numeste borna polarizata). Relatia intre fluxuri si curenti este valabila sub forma
prezentata, daca se presupune ca ambii curenti /; si I5 au sensurile de referinta
astfel incat sa intre in bobine prin bornele polarizate. La modificarea unei borne
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polarizate se schimba semnul inductivitatii mutuale. Relatiile stabilite pentru
doua bobine pot fi generalizate la cazul unui sistem de n bobine:

¢, = Lyl + Lol +...+ Ly,
@2 — L21[1 + LQQIQ + N + LZnIn (354)
o, = LaL+Lplh+...4+ L1,

Aceste relatii numite ecuatiile lui Maxwell pentru inductivitati pot fi scrise
sub forma compacta

d=1L1I, (3.55)
folosind notatia matriceala:
o & =[Dy;Dy;...; q)n]T - vectorul fluxurilor;
o [ =[I; ;... In]T - vectorul curentilor;

e matricea inductivitatilor (proprii si mutuale)

Lll L12 e Lln
I - L21 L22 .. L2n
Ly Lys ... Lpg,
Aceasta este o matrice simetrica (L;; = Lj;). Inductivitatile proprii se
definesc prin:
P;
Ly = — >0,
i 11,0 54
iar cele mutuale prin:
P,
I 1 1u=0,k#j

Functionarea unei bobine in regim dinamic presupune aparitia fenomenului de
inductie electromagnetica. Daca se neglijeaza curentul de deplasare in comparatie
cu cel de conductie, relatiile de proportionalitate intre flux si curent ¢ = Li isi
mentin valabilitatea pentru mediile liniare gi in regim dinamic. Presupunand
infagurarea bobinei ca fiind supraconductoare, tensiunea la bornele bobinei u
este egala cu tensiunea indusa, data de legea inductiei electromagnetice, luata cu
sens schimbat:

d
ur:/Edr:—g}SF:—u:—/ Edr.
I dt Cea:t

Deoarece ¢g,. = ¢ = L, rezulta relatia dintre tensiune si curent impusa de o
bobina ideala:

= L—. 3.56
u=Lo (3.56)
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Daca bobina are miezul neliniar, atunci:
dp(i)
dt

in care p = (i) este o functie caracteristica bobinei.
In realitate, infagurarile bobinelor nu sunt supraconductoare si prezinta o
rezistenta nenula:

u =

(3.57)

. dy
= [ Edr=Ri—u=——.
ur /r r I —u o

Ecuatia de functionare a bobinei reale fiind:

di
= Ri+ L— 3.58
u i+ o (3.58)

in cazul bobinei liniare si

o de(i)
- R 3.59
u i+ 7 (3.59)

in cazul bobinei neliniare.
In cazul unei perechi de bobine, prin aplicarea legii inductiei electromagnetice,
se obtine sistemul de ecuatii:

diy diy

S P I .
Ul 11 0t + Lo 0t + Ryiq; (3 60)
diq diy .
S O
U 21+ lny + Ryis,

care dau expresiile tensiunilor de la bornele bobinelor in functie de curentii ce le
strabat. Aceste relatii se generalizeaza ugor pentru cazul a n bobine.

Relatiile obtinute presupun neglijarea curentilor de deplasare in interiorul
bobinelor. In realitate, o bobina la frecvente foarte inalte poate prezenta efecte
capacitive intre spirele ei, ceea ce conduce la fenomene de propagare de-a lungul
conductorului, relatiile 3.58 - 3.60 nefiind riguros valabile. In teoria circuitelor
electrice fenomenele de propagare nu sunt luate in consideratie, ceea ce presupune
ca vitezele de variatie a marimilor sunt suficient de mici, pentru ca acestea sa
fie neglijabile sau echivalent ca lungimile circuitelor sunt mult mai mici decat
lungimile undelor electromagnetice ce pot apare. Din acest motiv se spune ca
elementele de circuit au parametrii concentrati.

Aprecierea dimensiunilor unui circuit are un caracter relativ. De exemplu,
in cazul frecventei industriale f = 50Hz, lungimea de unda este A = ¢/f =
(3-10%m/s) / (50Hz) = 6 - 10°m urmand ca circuitele cu lungimea mai mica de
60 km sa fie considerate cu parametrii concentrati. Cu toate ca acesta dimensiune
pare foarte mare trebuie mentionat ca exista multe linii de inalta tensiune care
depasesc acesta lungime, ceea ce face ca acestea sa nu poata fi considerate ca
circuite electrice. Daca frecventa are in schimb valoarea 1 GHz lungimea de unda
devine mult mai mica A = ¢/ f = 300mm. Chiar gi in acest caz circuitele integrate
cu dimensiuni de ordinul milimetrilor pot fi considerate circuite cu parametrii
concentrati.
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3.6 Teoremele fortelor generalizate

Teorema fortei generalizate in camp electric

Enuntul teoremei fortei generalizate in camp electric
Forta feneralizata Xy cu care campulelectric actioneaza asupra sistemelor de
corpuri, este:

Xo= - Mel (3.61)
Ga:k b=ct
in care
We:/ Wedv (3.62)
D
cu
D
W, = / EdD (3.63)
0

este energia campului electric din sistem iar x; este coordonata generalizata aso-
ciata fortei Xj.

Se constata ca la flux (sarcind) constant(a) sistemul evolueaza in sensul mi-
nimizarii energiei sale (figura 3.5).

E,D

Figura 3.5: Efectul mecanic al campului electric

Tabelul 3.1 prezinta cateva exemple de perechi de forte si coordonate genera-
lizate.

Tabela 3.1: Exemple de perechi de forte si coordonate generalizate

| X T
Forta [V] deplasarea [m]
Cuplu [N/m] unghi [rad|
Presiunea [N/m?| | volumul [m?]

81



3. TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE ELECTROMAGNETISMULUL
BAZELE FIZICE ALE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE

In cazul mediilor liniare la care D = €E si P, = 0, energia electrica are
expresia:

W, = / DE . (3.64)

Teorema fortei generalizate in camp magnetic

Enuntul teoremei fortei generalizate in cAmp magnetic
Forta generalizata Xy, cu care campul magnetic actioneaza asupra unui sistem
de corpuri este:

X, = — Wm (3.65)
3xk b=ct
in care 5
W, :/ wy,dv cu w,y, :/ HdB (3.66)
D 0

este energia campului magnetic din sistem iar x; este coordonata generalizata
asociata fortei Xj.
In cazul mediilor la care B = iH si M,, = 0, energia magnetica are expresia.

W, / BH (3.67)

Se constata ca si in acest caz sistemul de corpuri tinde sa evolueze astfel incat
sd se minimizeze energia campului magnetic (figura 3.6).

§c

| /
\

\ ;
\ /

é/ /

Figura 3.6: Efectul mecanic al campului magnetic

In multe dispozitive electromagnetice fenomenele mecanice joaca un rol im-
portant, mai ales atunci cand acestea au piese in miscare. Chiar si in cazul
dispozitivelor statice (cu parti imobile) solicitarile mecanice pot determina limi-
tele regimurilor normale de functionare. De obicei analiza efectelor mecanice se
face ulterior rezolvarii problemei de camp electromagnetic. Exista totusi situatii
in care cele doua probleme nu pot fi separate ci trebuie tezolvate simultan, ca
o problema cuplata electromagnetica — mecanica. Acesta este mai ales cazul
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dispozitivelor cu parti mobile (masgini electrice, dispozitive de actionare, pompe
magneto — hidrodonamice etc.) indiferent ca acestea sunt rigide, deformabile,
plastice, sau fluide.

3.7 Circuite electrice cu elemente filiforme in
regim stationar. Teoremele lui Kirchhoff.

Teorema lui Joubert

Cele mai simple circuite electrice sunt cele realizate cu conductoare filiforme, care
sunt conectate pe la borne (au bornele puse in contact) si care functioneaza in
regim stationar. Pentru a caracteriza starea unui astfel de element de circuit se
utilizeaza doua marimi fizice scalare asociate unor sensuri de referinta:

I - intensitatea curentului electric, si
U - tensiunea electrica.

s-a demonstrat ca relatia impusa de un astfel de element de circuit intre marimile
caracteristice este:
U=RI-F, (3.68)

in care R este rezistenta firului iar F este tensiunea sa electromotoare. Daca
sensul de referinta al tensiunii electrice sau al curentului electric se modifica,
atunci se schimba si semnul marimii respective, deci in general:

U=+RI+E, (3.69)

in care semnele se aleg in functie de sensurile de referinta. Aceasta relatie este
cunoscuta sub numele de relatia lui Joubert. In particular, atunci cand £ = 0,
rezulta pentru cazul rezistorului filiform liniar U = £ R/, cunoscuta sub numele
de relatia lui relatia lui Ohm.

Topologia circuitelor

Se constata ca ecuatia caracteristica a fiecarui element gi implicit starea intregului
circuit nu depind de forma conductorului filiform ci doar de lungimea sa si de
modul in care elementul este conectat. Prin modificarea traseului conductorului,
fara a schimba conexiunea bornelor acestuia starea circuitului nu se modifica.
Din acest motiv se spune ca circuitul are o structura topologica si nu una me-
tricad (nu au importanta distantele intre borne sau unghiurile intre elemente). In
consecinta in ecuatiile teoriei circuitelor electrice nu intervin variabilele spatiale
x,1, z, coordonate ale punctelor. Structura unui circuit este descrisa de schema
sa electrica sau din punct de vedere matematic de graful circuitului.
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Prin graful unui circuit se intelege o multime de puncte, numite noduri si care
reprezinta bornele elementelor de circuit unite printr-o multime de arce de curba,
numite laturi, care reprezinta elementele circuitului.

Deoarece graful unui circuit descrie topologia circuitului si nu geometria aces-
tuia, forma laturilor nu corespunde in mod necesar formei conductoarelor filiforme
corespunzatoare. Pentru a permite identificarea sensului in care sunt conectate
elementele de circuit, laturile se considera curbe orientate. In consecinta, struc-
tura topologica a unui circuit este descrisa de un graf orientat.

In continuare se va nota cu: N - numérul total de noduri din graf (circuit);
L - numarul total de laturi din graf (circuit). Pentru a permite identificarea lor
laturile si nodurile vor fi numerotate, folosind indicele [ = 1,2, ..., L §i respectiv
n =1,2,...,N. Pentru a evita confuziile indicii nodurilor se inchid in paranteze
rotunde (n).

Un concept topologic important in teoria circuitelor este cel de cale. Aceasta
reprezinta o multime de laturi ce alcatuiesc o curbaconexa, simpla (fara ramificatii).
O cale este o curba ce unesgte doua noduri, unul initial cu altul final. Daca cele
doua noduri extreme sunt confundate (curba este inchisa), calea se numeste bucla.
Daca buclele unui circuit sunt numerotate b = 1, 2, ..., atunci pentru a evita con-
fuziile simbolul buclei se inchide intre paranteze patrate [b].

Fiecare latura are doua noduri la care aceasta concura. Aceasta relatie intre
o latura [ gi un nod n se noteaza [ € (n) si se citegte 'latura [ concura la nodul n”.
Relatia de incidenta a laturilor la noduri definesc complet structura topologica
a unui circuit. Faptul cd o anumita latura [ apartine unei bucle [b] se scrie sub
forma [ € [b].

Topologia unui circuit impune anumite relatii intre curenti si respectiv intre
tensiuni, relatii independente de caracteristicile fiecarei laturi. Aceste relatii sunt
cunoscute sub numele de teoremele lui Kirchhoff

Prima teorema a lui Kirchhoff

Afirma ca suma algebrica a intensitatilor curentilor din laturile care concurd la
orice nod al unui circuit este nula:

S =0, n=12.. N (3.70)

ke(n)

Prin suma algebrica:

i=1m i=1,n

se intelege o suma in care fiecare termen este ponderat cu un factor de semn ¢;,
factor care poate avea fie valoarea +1 fie valoarea -1 conform unei reguli de semn.

In prima teorema a lui Kirchhoff se adopta urmatoarea requla de semn: curen-
tul I, se trece cu plus daca sensul lui de referinta paraseste nodul curent (n) si cu
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minus in caz contrar. Este evident ca aceasta regula are un caracter conventional,
relatia 3.70 fiind valabila gi in cazul adoptarii conventiei inverse.

Demonstratia primei teoreme a lui Kirchhoff in acest caz al regimului stationar
se bazeaza pe teorema conservarii curentului (forma particulara a legii conservarii
sarcinii in regim stationar) aplicata pe o suprafata inchisa ¥ ce inconjoara nodul
(n), conform careia:

iv=[Jaa=3 [ Jaa= 3 L, =0,
>z ke(n) Sk

ke(n)

In aceasti relatie s-a presupus ca toti curentii [ parasesc nodul (n). Daca
un curent are sensul de referintd orientat spre nodul (n), pentru ca relatia sa
fie corecta, intensitatea va trebui considerata cu semn schimbat, ceea ce explica
necesitatea introducerii regulii de semn.

A doua teorema a lui Kirchhoff

Afirma ca suma algebrica a tensiunilor din laturile oricarei bucle din circuit este
nula:

S =0 (3.72)
ke(b]

Regula de semn care defineste suma algebrica in acest caz este data de comparatia
intre semnul de referinta al tensiunii si semnul de parcurs al buclei considerata
orientata. Tensiunea U, se considera cu semnul plus, atunci cand sensul ei de
referinta este orientat in sensul buclei [b] §i cu minus in sens contrar.

Demonstratia acestei teoreme se bazeaza pe teorema potentialului electric
stationar (forma particulara a legii inductiei in regim stationar), aplicata pe curba
[ alcatuita din laturile buclei [b]:

ur = [Bdr=Y [ Bar=3 vi=0.

keb] ” Cr ke[b]

In aceastd relatie s-a presupus ca toate tensiunile U, au sensurile de referinta
orientate in sensul de parcurs al buclei. Daca o tensiune are sensul de referinta
orientat invers, atunci va trebui considerata cu semn schimbat de unde rezulta
caracterul algebric al sumei .

O consecinta imediata a celei de-a doua teoreme a lui Kirchhoff este afirmatia
ca tensiunea electrica intre doua noduri nu depinde de calea ce uneste nodurile
A si B. Tensiunea electrica pe bucla b = C; | Cs, in care C; si Cy sunt doua cai
ce unesc nodurile A si B este nula

w=S"U=U,-U,=0, (3.73)
ke(b]
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in consecinta Uy = Uy = Uyp.

Starea unui circuit electric poate fi caracterizata folosind potentialele nodu-
rilor. In acest scop se alege un nod de referinta (0), pentru care potentialul
se considera in mod conventional nul, iar potentialul unui nod oarecare (k) se
definegte ca tensiunea de la nodul (k) la nodul de referinta (0), care conform
afirmatiei anterioare este invarianta la calea adoptata:

Vi = Uy = / Edr. (3.74)
Cro

Utilizarea potentialului faciliteaza calculul tensiunii:
Uap = Uao +Upp = Uao — Upo = Va — V5, (3.75)

care se exprima ca o diferenta de potentiale, mai exact potentialul initial minus
cel final:
Usp=V4—Vp (3.76)

Se constata ca schimbarea sensului de referinta al tensiunii determina modi-
ficarea semnului acesteia Uqsp = —Upgy.

Caracterizarea energetica

O alta relatie importanta in teoria circuitelor electrice se refera la puterea trans-
ferata pe la bornele unui element de circuit:

P=UI (3.77)

Pentru a determina sensul puterii transferate se interpreteaza semnul acestei
marimi. Deoarece semnul lui P depinde de modul in care sunt alese sensurile de
referinta ale tensiunii U si curentului 7, este necesara introducerea unor reguli de
interpretare.

Regula de asociere a sensurilor de la receptoare se aplica atunci cand
tensiunea U i intensitatea [ au sensuri de referinta orientate similar fata de
bornele elementului (ambele de la A spre B sau invers, ambele de la B spre A),
conform regulii de la receptoare, puterea P = UI este transferata de la circuit
spre element, cand P > 0 si transferata de la element spre circuit, cand P < 0. Se
constata ca in acest caz, sensul conventional al puterii P = U este de la circuit
spre element.

Regula de asociere a sensurilor de la generatoare se aplica atunci cand
tensiunea U si intensitatea I au sensurile de referinta orientate opus (una de la A
spre B si cealalta de la B spre A). In regula de la generatoare sensul conventional
al puterii P = UI este de la element spre circuit. Sensul real al puterii coincide
cu cel conventional, atunci cand P = Ul > 0 si este invers acestuia atunci cand

P=UI<0.
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Teoria circuitelor electrice in regim stationar se bazeaza pe cele doua teoreme
ale lui Kirchhoff in forma topologica 3.70 si 3.72, ecuatiile constitutive caracte-
ristice elementelor de circuit si date de relatia Joubert 3.69 si pe expresia puterii
transferate de la bornele elementului de circuit 3.77. In toate aceste relatii sen-
surile de referinta au un rol foarte important.

In concluzie, se poate afirma ca relatiile fundamentale ale teoriei circuitelor
electrice in regim stationar au un caracter algebric finit, starea electrica a circu-
itului fiind caracterizata de 2L marimi scalare, cate o tensiune si cate un curent
pentru fiecare latura.

3.8 Circuite electrice cu parametri concentrati.

Incercarea de a stabili ecuatiile fundamentale ale circuitelor electrice in regim
variabil se izbeste de mai multe dificultati. In primul rand, tensiunea electrica in
regim variabil depinde nu numai de punctele extreme ci si de forma curbei, ceea
ce nu permite exprimarea tensiuni ca o diferenta de potential. O alta dificultate
consta In aparitia fenomenului de propagare datorita caruia este posibil ca un
element de circuit sa aiba valori diferite ale intensitatii curentului la cele doua
borne ale sale.

Aceste dificultati pot fi evitate prin adoptarea unor ipoteze simplificatoare,
care evidentiaza aproximatiile teoriei circuitelor electrice cu parametrii concentrati:

e Fnergia campului magnetic se considera localizata exclusiv in miezul bobi-
nelor, in care se neglijeaza in schimb curentul de deplasare (densitatea de
energie electrica este neglijabila fata de densitatea energiei magnetice);

e Energia campului electric se considera localizata exclusiv in dielectricul con-
densatoarelor, in care se neglijeaza in schimb fenomenul de inductie electro-
magnetica (densitatea energiei magnetice este neglijabila fata de densitatea
energiei electrice);

e In interiorul conductoarelor, presupuse filiforme sau nu se neglijeaza atat
curentul de deplasare cat si fenomenul de inductie electromagnetica;

e Spatiul exterior elementelor de circuit se considera izolant §i nu poate fi
locul unor curenti de deplasare (deci implicit al undelor electromagnetice),
atat inductia magnetica dar si inductia electrica presupunandu-se nule in
aceste zone.

In consecinta, circuitele cu parametrii concentrati pot avea trei tipuri de ele-
mente: rezistiv, inductiv si capacitiv. Fenomenul de inductie magnetica este li-
mitat la elementele inductive (bobine), curentii de deplasare sunt localizati doar
in elementele capacitive (condensatoare), urmand ca elementele rezistive (con-
ductoarele filiforme) sa fie sediul exclusiv al fenomenelor galvanice, de conductjie.
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Aceasta separare elimina posibilitatea aparitiei fenomenelor specifice campurilor
variabile (propagari, efect pelicular, curenti turbionari, etc.).

In ipotezele mentionate, fiecare element dipolar (cu doua borne) de circuit
poate fi caracterizat printr-o pereche de marimi scalare:

i - intensitatea curentului ce strabate elementul;
u - tensiunea electrica la borne.

Mai mult, forma topologica a teoremelor lui Kirchhoff, stabilita in paragraful
anterior, ramane valabila gi in acest caz.

Prima teorema a lui Kirchhoff

Suma algebrica a curentilor ce concura la un nod este nula:
A
S g =0, (3.78)
ke(n)

cu observatia ca in acest caz iy = ix(t) poate fi variabil in timp.
Demonstratia teoremei se bazeaza pe legea conservarii sarcinii electrice, apli-
cate pe o suprafata inchisa 3 ce inconjoara nodul (n):

. . dQDz: d
is= Y ir == == [ DA =0, (3.79)
Ket) dt dt Js

aceasta, deoarece suprafata > strabate doar conductoare de aductie sau spatiul
exterior elementelor in care D = 0, deci sarcina care poate fi acumulata in oricare
nod al circuitului este nula.

Aceasta teorema garanteaza faptul ca valorile intensitatilor curentilor in cele
doua borne ale unui element dipolar de circuit electric cu parametrii concentrati
sunt egale.

A doua teorema a lui Kirchhoff

Suma algebrica a tensiunilor de pe laturile unei bucle este nula:

S g =0, (3.80)
keb]

cu observatia ca tensiunile uy = ug(t) pot fi variabile in timp.

Demonstratia teoremei se bazeaza pe legea inductiei electromagnetice aplicte
pe o curba I' ce urmareste laturile buclei [b], dar trecand de la o borna la alta
prin exteriorul elementelor de circuit:

d
ur= [Bar=3 [ Bir= 3 u=- [ Bia=o.
r kelb] Y Cr keb] Sr
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Deoarece in exteriorul elementelor inductia magnetica B este nula rezulta ca
fluxul magnetic g, = 0.

Utilizand pentru fiecare element, tensiunea la borne (determinata pe o curba
ce trece prin exteriorul elementului), rezulta ca tensiunea intre doua noduri nu
depinde de calea pe care aceasta este determinata si in consecinta tensiunea
electrica se poate exprima ca diferenta de potential:

UAR = Ug — VUB. (3.81)

Potentialul unui nod (k) se defineste si de aceasta data ca tensiunea de la acel
nod la nodul de referinta (0):
Vi = Uko- (382)

Dupa cum s-a aratat in capitolul anterior, ecuatiile caracteristice elementelor
cu parametrii concentrati sunt:

- pentru rezistoare filiforme:

uw=+Ri+e; (3.83)

- pentru condensatoare cu dielectric imperfect:

d
i=+Gu+ 0, (3.84)
dt
- pentru bobine necuplate:
di
=+Ri+ L— 3.85

in care R este rezistenta firului, e tensiunea electromotoare, G conductanta de
pierderi a dielectricului, C' este capacitatea condensatorului si L inductivitatea
bobinei. Semnele & se aleg functie de modul in care au fost alese sensurile de
referinta pentru w si 7. Se constata ca spre deosebire de cazul circuitelor in regim
stationar unde ecuatiile au caracter algebric, in regim variabil ecuatiile circuitelor
au caracter diferential.

Si in cazul circuitelor electrice cu parametrii concentrati puterea transferata
pe la bornele unui element bipolar se calculeaza ca produsul dintre tensiune si
curent:

p = ui (3.86)

interpretarea sensului facandu-se dupa regula de asociere adoptata (receptoare
sau generatoare).

Teoria care are la baza aceste relatii fundamentale poate fi generalizata, luand
in considerare gi elemente multipolare de circuit cum sunt bobinele cuplate sau
domeniile conductoare cu mai multe borne, numite rezistoare multipolare.
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3.9 Circuite electrice formate din elemente cu
parametrii distribuiti

In general, circuitele electrice reprezinta sisteme electromagnetice, la care struc-
tura interna si propietatile de material fac posibila separarea in subsisteme, nu-
mite elemente de circuit, si care au proprietatea ca interactiunea dintre ele poate
fi caracterizata printr-un numar finit de variabile scalare. In teoria circuitelor se
renunta la structura metrica a spatiului fizic, pastrandu-se doar structura topolo-
gica. Pentru a realiza aceasta simplificare majora, campul electromagnetic de pe
suprafata de frontiera a oricarui element de circuit trebuie sa satisfaca anumite
conditii, evidentiate de urmatoarea definitie.

Elementul multipolar de circuit electric.

Un domeniu spatial Dy, se numegte element de circuit daca pe frontiera sa 3 (nu-
mita gi suprafata tensiunilor la borne) se separa n suprafete disjuncte Sy, Ss, ..., Sy,
numite borne (sau terminale), astfel incat:

n-rotE(M,t) =0, M e ¥ (3.87)

n-rotH(M,t) =0, MeX— ] Sk (3.88)
k=1

nx E(M,t)=0, M € Sp, k=1,n. (3.89)

Conditia 3.87 evidentiaza absenta efectului de inductie electromagnetica in
toate punctele suprafetei Y, respectiv absenta cuplajelor magnetice dintre ele-
mentul de circuit si exteriorul acestuia. Aceasta conditie este indeplinita daca
pe suprafata Y, componenta normala a inductiei magnetice nB este nula sau
constanta in timp.

Conditia 3.88 impune absenta curentilor de conductie si de deplasare, in pun-
tele frontierei exterioare bornelor, respectiv impune ca interactiunea elementului
de circuit cu exteriorul, prin cuplaje capacitive sau galvanice sa fie realizata ex-
pe X, aceasta conditie este indeplinita, daca elementul de circuit este inconjurat
de un izolant strapuns de conductoarele de acces la borne.

Conditia 3.89 impune ca, pe suprafata bornelor, campul electric sa fie orientat
normal, ceea ce va asigura caracterul echipotential al fiecarei borne in parte.

Definitia elementului multipolar de circuit electric impune conditii doar asu-
pra comportarii campului electromagnetic de pe frontiera elementului gi nu se
refera la structura sa interna sau la regimul in care acesta functioneaza, avand
un caracter de maxima generalitate. Pe baza acestei definitii se pot caracteriza,
folosind limbajul teoriei circuitelor nu numai elemente cu parametrii concentrati
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ci gi elemente conductoare nefiliforme, cu pierderi suplimentare prin curenti tur-
bionari sau de natura dielectrica, deci elemente cu parametrii distribuiti.
Pentru a caracteriza interactiunea electromagnetica a unui element de circuit
cu exteriorul, fiecarei borne i se asociaza o pereche de marimi scalare gi anume
intensitatea curentului electric si potentialul electric.
Intensitatea curentului electric ce strabate borna k£ = 1,2,...,n este o
marime scalara asociata unui sens de referinta, definita prin:

ix(t) = 4 Hdr, E=1n (3.90)
k
in care curba inchisa 'y, = 05, C X este frontiera suprafetei bornei Si. Orientarea
curbei I'y in conformitate cu regula burghiului drept, fata de normala exterioara a
suprafetei X este echivalenta cu alegerea pentru curentul iy a sensului de referinta
orientat de la interior spre exterior.

Potentialul electric al bornei £ = 1,2,...,n este o marime fizica scalara

definita prin:
Uk(t) = Edr, (391)
C
in care C), C Y este o curba deschisa, inclusa in suprafata tensiunilor la borne, al
carui punct initial M € Sj apartine bornei k iar punctul final apartine bornei de
referinta (de exemplu borna n).

Conditia 3.87 din definitia elementului de circuit garanteaza caracterul irotational
al componentei tangentiale a intensitatii campului electric, asigurand invarianta
valorii potentialului V) fata de forma curbei C%, cu conditia ca aceasta sa nu
paraseasca suprafata X, a tensiunii la borne. Conditia 3.89 asigura independenta
valorii potentialului unei borne fata de alegerea punctelor M € Sy, N € S,, in
interiorul bornelor.

Deoarece punctul final al curbei C}, este ales conventional, rezulta ca potentialele
bornelor sunt relative la alegerea bornei de referinta, fiind diferite pana la o con-
stanta aditiva arbitrara.

Interactiunea unui element de circuit cu exteriorul este caracterizata complet
prin doi vectori n-dimensionali:

1" i= iz, in]”

v = [v1,v9,...,0, ,

ale caror componente sunt potentialele respectiv intensitatile curentilor din borne.
Urmatoare teorema evidentiaza faptul ca acesti doi vectori sunt suficienti
pentru a caracteriza interactiunea elementului de circuit cu exteriorul.

Teorema puterii transferate pe la bornele unui element
multipolar de circuit electric

Puterea electrica ce traverseaza frontiera unui element de circuit electric este
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egala cu produsul scalar al vectorilor potentialelor v si intensitatilor curentilor i
p(t) = vli. (3.92)

Sensul conventional al puterii p(t) este in concordanta cu sensurile de referinta
adoptate pentru curenti. Daca intensitatile curentilor au sensurile orientate de
la exterior spre interior, atunci puterea p(t) este conventional consumata de ele-
ment. Aceasta alegere, cunoscuta sub numele de requla de la receptoare, afirma
ca daca p(t) > 0, atunci sensul real al puterii coincide cu cel conventional, deci
este orientat spre element iar daca p(t) < 0, atunci sensul real este opus celui
conventional si deci paraseste elementul.

Daca intensitatile curentilor au sensurile de referinta orientate spre exterior,
atunci puterea p(t) este conventional produsa de element. Aceasta alegere este
cunoscuta sub numele de requla de la generatoare.

Pentru demonstrarea teoremei se exprima vectorul Poynting:

S=ExH=—(gradV) x H=VrotH — rot(VH)

in functie de potentialul electric scalar V, definit pe suprafata > astfel incat
E;=(nxE) xn=—gradV.

Conform teoremei energiei electromagnetice, puterea transferata elementului
de circuit este:

p(t) = — 7{ (Ex H)dA = —7{ VrotHdA = =) vk/ rotHdA =" v, (t)ir(t),
x 2 k=1 75k k=1

deoarece
]{ rot(vH)dA = divrot(VH)dv = 0,
2

Dy,

/ rotHdA = | Hdr = —iy,

S Tk
presupunand ca s-a adoptat regula de la receptoare deci curentul 7, are sensul
de referinta opus sensului elementului de arie dA (orientat de la interior spre
exterior).

Cele n componente ale vectorilor v si ¢ nu sunt independente, impunand

fiecarui vector cate o restrictie. Fluxul nul a vectorului rotH pe suprafata inchisa
Y. (deoarece div rotH) impune:

/ rotHdA = Z/ rotHdA = —> i =0 (3.93)
2 k=175 k=1

ca suma intensitatilor curentilor oricarui element sa fie nula. Aceasta conditie
asigura invariatia valorii puterii transferate pe la borne, fata de alegerea bornei
de referinta pentru potential:

n n

Pt) =2 (o +C)i =Y vkl + Oi _y o = pl(t), (3.94)
k=1 1

k=1 k=1 k=
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in care p’ este puterea calculata folosind valoarea potentialelor transferata cu
constanta arbitrara C'.

Pe de alta parte, pentru borna de referinta, potentialul are valoare nula (
v, = 0 ), ceea ce impune ca cel putin o componenta a vectorului v este identic
nuld. In consecinta, se poate renunta la cate o componenta atat din vectorul ¢
cat si din vectorul v, cele 2(n-1) marimi scalare ramase caracterizand complet
interactiunea elementelor cu exteriorul.

Un caz particular important este elementul dipolar de circuit electric la care
numarul de borne este n = 2. Interactiunea cu exteriorul a acestui element este
caracterizata de intensitatea curentului electric i(t) = iy = —iy si de tensiunea la
borne u(t) = v; — vy = vy, deoarece vy = 0, puterea translatata pe la borne este:

Conceptul de element de circuit (in special cel de element dipolar) este un
concept primar al teoriei circuitelor electrice, asa cum rezulta din urmatoarea
definitie. Se numeste circuit electric o multime de elemente de circuit conectate
la borne.

Prin punerea in contact a doua borne, suprafetele bornelor se identifica si
intensitatile curentilor din cele doua elemente sunt egale (cu conditia ca acestea
sa aiba orientari diferite, altfel suma celor doua intensitati e nula).

Topologia unui circuit electric este descrisa prin modul in care sunt conectate
elementele de circuit. Aceasta poate fi reprezentata printr-un graf. Fiecare ele-
ment dipolar de circuit va fi reprezentat printr-o latura in graful circuitului iar
fiecare element multipolar de circuit (cu n borne) va fi reprezentat prin n — 1
laturi, care leaga primele n — 1 borne ale sale cu borna de referinta. Acest mod
de reprezentare este in acord cu observatia ca pentru caracterizarea completa a
interactiunii elementului cu exteriorul sunt suficiente doar marimile asociate la
n — 1 borne. Curentii prin laturile asociate unui element de circuit permit de-
terminarea univoca a curentului prin borna n, a carei intensitate este egala cu
minus suma curentilor din aceste laturi.

Topologia unui circuit impune anumite restrictii curentilor si tensiunilor la
bornele elementelor. Acestea sunt evidentiate de urmatoarele teoreme aplicate
pe graful circuitului, numite din acest motiv formele topologice ale teoremelor lui
Kirchhoft.

Prima teorema a lui Kirchhoff

Suma algebrica a intensitatilor curentilor din laturile care concura la un nod este

S i =0.

ke(n)

nula:

93



3. TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE ELECTROMAGNETISMULUL
BAZELE FIZICE ALE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE

Pentru demonstrarea acestei afirmatii in cazul general, se considera dome-
niul Dy, obtinut prin reuniunea tuturor domeniilor elementelor, care sunt in con-
tact cu borna reprezentata prin nodul (n). Acest domeniu este un element de
circuit, deoarece pe suprafata > astfel obtinuta sunt indeplinite conditiile din
definitia elementului multipolar de circuit electric. In consecinta, suma inten-
sitatilor curentilor prin bornele acestui nou element este nula, ceea ce trebuia
demonstrat.

A doua teorema a lui Kirchhoff

Suma algebrica a tensiunilor din laturile oricarei bucle a circuitului este nuld:
A
ke(b]

Pentru demonstrarea acestei teoreme se porneste de la observatia ca tensiunea
electrica uy poate fi exprimata ca diferenta potentialelor bornelor extreme ki, ks:

U = Edr = / Edr — / Edr = Vi, — Uky
Cleyky Crykg Chrakg

deoarece tensiunea determinata pe o curba, apartinand suprafetei tensiunilor la
borne nu depinde de drumul de integrare. In consecinta, presupunand ca pe
bucla [b] toate tensiunile au sensul de referinta orientat in concordanta cu sensul
de parcurs al buclei, rezulta dupa reindexare:

ZAUk; =Y wp = (vg1 — vg2) =0,
kelb) k=1 k=1

deoarece prin contact vy = v(r41)1 pentru orice k = 1, (m—1) si v11 = Upa.

In concluzia acestui capitol se poate afirma ca teoremele lui Kirchhoff sunt
satisfacute pentru orice circuit electric, indiferent de structura acestuia sau de
caracterul elementelor de circuit. Mai mult, daca un sistem satisface relatiile lui
Kirchhoff, el poate fi analizat cu metodele teoriei circuitelor electrice, deci poate
fi considerat un circuit. Un sistem care nu satisface aceste relatii nu este un cir-
cuit. In consecinta, relatiile lui Kirchhoff au un caracter axiomatic pentru teoria
circuitelor electrice, nefiind necesare alte considerente legate de teoria campului
electromagnetic. Pentru caracterizarea energetica a elementelor de circuit si im-
plicit a circuitelor electrice se utilizeaza relatia 3.92, sau dezvoltat:

k=1

relatie care da puterea transferata pe la borne de un element de circuit electric.
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In teoria circuitelor electrice, relatiile constitutive, impuse de fiecare element
de circuit intre curenti si tensiuni nu se stabilesc pe cale structurala (a analizei
structurii interne a elementului) ci sunt date pe cale axiomatica, problema analizei
si modelarii elementelor concrete de circuit depasind cadrul teoriei circuitelor
electrice (apartinand teoriei campului electromagnetic).
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3.10 Elemente ideale de circuit electric

3.10.1 Modelarea circuitelor electrice

Printr-un circuit fizic se intelege o interconexiune a unor dispozitive si compo-
nente concrete cum sunt: rezistoare, bobine, condensatoare, diode, tranzistoare,
amplificatoare operationale sau alte circuite integrate, baterii , transformatoare,
motoare sau generatoare electrice, etc. Scopul teoriei circuitelor este de a prezice
comportarea electrica a circuitelor fizice, in vederea imbunatatirii performantelor
acestora.

Teoria circuitelor este o disciplina inginereasca fundamentala, pe care isi ba-
zeaza aplicatiile multe alte discipline ingineresti, cum sunt electroenergetica,
electronica pentru telecomunicatii sau instrumentatie, constructia calculatoare-
lor si altele. Pentru a evidentia evantaiul larg al aplicatiilor acestei teorii trebuie
mentionat ca in practica, tensiunile pot varia de la gV (in instrumente de masura
de precizie) la MV (in energetica), iar intensitatile curentilor au valori intre pA
(curentii din antene) si M A (in cazul scurtcircuitelor din izolatiile electroener-
getice), frecventa ia valori cuprinse intre 0 (in curent continuu) si GH z (circuite
cu microunde) si puterea electrica variind intre fIV = 10~'*W (semnalele radio
de la galaxii indepartate) la MW (puterea generatoarelor din sistemele electroe-
nergetice). In ciuda gamei extinse a aplicatiilor, fenomenele fizice din interiorul
acestor sisteme se supun acelorasi relatii. Pentru ca aceste fenomene sa fie stu-
diate in limbaj uman este necesara idealizarea comportarii diferitelor elemente
concrete de circuit, prin retinerea numai a unora dintre proprietatile magnetice
sau electrice, care se considera esntiale si neglijarea celorlalte. Astfel se obtin
elemente de circuit ideale, care reprezinta concepte abstracte si nu componente
fizice. Trebuie facuta distinctia dintre o bobina concreta, realizata dintr-un con-
ductor filiform infagurat in jurul unui miez magnetic si modelul acestei bobine
alcatuit dintr-un rezistor inseriat cu o bobina ideala. Aceasta operatie, prin care
componentelor fizile le sunt asociate scheme cu elemente ideale de circuit poarta
numele de modelare. In teoria circuitelor electrice nu se opereaza cu componente
fizice concrete ci cu elemente ideale de circuit, care alcatuiesc modele ale acestora.
Stabilirea modelelor pentru diferite componente concrete nu reprezinta obiectul
teoriei circuitelor electrice, ci al altor discipline ingineresti, cum sunt electronica,
teoria masinilor electrice, teoria aparatelor electrice, etc.

Abaterile pe care le poate avea comportarea unui circuit cu elemente ideale
fata de circuitul fizic real pe care acesta 1l modeleaza se pot datora:

— aproximarii cu care sunt satisfacute ipotezele teoriei circuitelor electrice,
respectiv neindeplinirea exacta a conditiilor din definitia elementului mul-
tipolar de circuit electric;

— deficientelor in modelarea componentelor circuitului; ca orice model, gi mo-
delele componentelor sunt aproximative.
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De obicei cea de a doua categorie de abateri este mai importanta, situatie in
care se Imbunatateste modelul prin adaugare de noi elemente ideale in schema
echivalenta operatie cunoscuta sub numele de succesiva.

Definitia elementelor ideale de circuit se face intr-o maniera functionala, prin
specificarea dependentei impuse intre tensiunea u si curentul ¢ si nu intr-o maniera
structurala (prin specificatia structurii interne). Evident ca se accepta cele mai
simple relatii posibile intre w si i. De exemplu, pornind de la observatia ca in
multe situatii tensiunea la bornele unui conductor filiform, este proportionala cu
intensitatea curentului u = Ri se preia acesta relatie ca definitie a unui element
ideal de circuit numit rezistor ideal. In realitate nu existi nici un element care
sa satisfaca aceasta relatie pentru orice valoare a intensitatii.

Orice conductor are o valoare a intensitatii curentului a carei depasire duce la
distrugerea componentei. Mai mult in cazul componentei, concrete variatia foarte
rapida a tensiunii la borne face ca intensitatea curentului sa nu mai aiba valoare
instantanee proportionala cu cea a tensiunii, aparand abateri fata de comportarea
ideala.

Elementele ideale de circuit electric au un dublu statut fata de componentele
fizice. Pe deoparte ele reprezinta idealizari ale unor componente fizice dar pe de
alta parte sunt elemente cu care se modeleaza componentele fizice. se presupune
ca inventarul elementelor ideale este sufucient de amplu, pentru ca prin combi-
narea lor sa se obtina o schema care sa aproximeze oricat de bine este necesar
comportarea componentei concrete.

Elementele ideale de circuit se pot clasifica dupa mai multe criterii in mai
multe categorii. Dupa numarul de borne se deosebesc:

— elemente dipolare cu doua borne;

— elemente multipolare cu n > 2 borne, dintre acestea un rol important il au
elementele cuadripolare la care n = 4.

Dupa tipul relatiei u — i se deosebesc:

— elemente liniare la care relatia dintre intensitatea curentului si tensiune are
un caracter liniar;

— elemente neliniare, la care dependenta u — ¢ nu mai are un caracter liniar.
Dupa comportarea in timp a elementelor ideale de circuit se deosebesc:

— elemente invariante in timp, la care comportarea nu se modifica in timp;

— elemente parametrice, la care relata u — ¢ se modifica in timp.

Dupa comportarea energiei se deosebesc:
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— elemente pasive, la care puterea consumata este pozitiva;

— elemente active, capabile sa produca energie electrica.

Relatia u — i poate avea un caracter algebric sau diferential ceea ce determina
clasificarea 1n:

— elemente rezistive, la care relatia u—i poate fi caracterizata printr-o functie;

— elemente reactive (acumulatoare de energie sau cu memorie), la care relatia
u — 1 este caracterizata printr-un operator integro-diferential.

3.10.2 Elemente dipolare liniare

1. Rezistorul liniar ideal este prin definitie un element dipolar de circuit
electric la care tensiunea la borne este proportinionala cu intensitatea curentului
ce strabate elementul. Ecuatia constitutiva (de functionare) este:

u = R,

in care parametrul R, caracteristic rezistorului poarta numele de rezistenta.
Aceasta ecuatie este valabila pentru asocierea sensurilor de referinta, in regula
de la receptoere. Prin modificarea sensului de referinta pentru v sau ¢ semnul
marimii respective se modifica, ceea ce corespunde urmatoarei ecuatii constitu-
tive:

u = —Ri,

valabila in cazul adoptarii regulii de asociere a sensurilor de la generator. De
obicei, rezistena este o marime pozitiva, dar nu este interzis cazul in care R < 0,
intalnit mai ales in modelarea pe portiuni sau cu mici variatii a elementelor
neliniare de circuit. Semnul minus din cea de a doua forma a ecuatiei constitutive
se datoreaza regulii de asociere gi nu trebuie interpretata ca o rezistenta negativa.
Pentru caracterizarea rezistorului se poate folosi gi parametrul G = 1/R,
numit conductanta. Ecuatia constitutiva avand in acest caz una din formele:

1 = —Gu, i = —Gu,

dupa cum s-a adoptat regula de asociere a sensurilor tensiunii la receptoare,
respectiv generatoare.

Relatia constitutiva admite o reprezentare grafica in planul v —1, ca o dreapta
ce trece prin origine.

Cazuri particulare. Urmatoarele doua cazuri particulare corespund unor
rezistoare degenerate, extrem de importante in teoria circuitelor electrice:

— conductorul perfect, la care R = 0, ceea ce impune u = 0
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— izolatorul perfect, la care G = 0, ceea ce impune 7 = 0

Caracterizarea energetica. Folosind regula de asociere a sensurilor de la
receptoare, puterea transferata la borne este:

p =ui = Ri* = Gu?,

si satisface inegalitatea p > 0, daca R > 0. Aceste rezistoare consuma sistematic
energie electrica, motiv pentru care ele se numesc elemente pasive disipative,
transferul energetic fiind ireversibil de la circuti la element.

2. Bobina liniara ideala este prin definitie un element dipolar de circuit
electric, la care tensiunea la borne este proportionala cu derivata fata de timp a
intensitatii curentului ce strabate elementul.

Adoptand regula de la receptoare, ecuatia constitutiva are forma :

di
u=L—
dt’
in care constanta de proportionalitate L este un parametru (de obicei pozitiv)
caracteristic elementului, numit inductivitatea bobinei.

Adoptand regula de la generatoare, ecuatia constitutiva are forma :

se constata ca in acest caz, relatia u — ¢ nu este o functie deci nu admite o
reprezentare in planul v — ¢. La aceeasi valoare a curentului pot corespunde care
depind de viteza de variatie in timp a intensitatii in acel moment.

Cazuri particulare. In cazul regimului stationar i —1 = ¢t ecuatia constitu-
tiva degenereaza in ecuatia conductorului perfect (u = 0). In consecinta, bobina
ideala nu opune nici un fel de rezistenta trecerii curentului continuu. Aceasta
reprezinta principala idealizare a bobinei reale.

Tot intr-un conductor perfect (u = 0) , degenereaza si bobina a carei induc-
tivitate este nula (L = 0).

Caracterizare energetica. Puterea transferata la borne la o bobina la care
marimile sunt asociate conform regulii de la receptoare, deci puterea conventional
consumata este: ‘

p:uz‘:Lﬁ:i(Lﬁ).
dt dt

In acest caz puterea se poate exprima ca derivata fata de timp a unei functii
de stare w = Li%/2, numita energia bobinei.

Dupa cum modelul intensitatii creste sau scade in timp, puterea consumata
este pozitiva sau negativa. Pornind de la o valoare initiala nula a curentului,

99



3. TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE ELECTROMAGNETISMULUL
BAZELE FIZICE ALE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE

cresterea monotona a curentului la valoarea I,,,, 1n timpul %y, determina un
consum energetic (p > 0):

to

LI

W:/p(t)dt: -
0

Daca intensitatea curentului scade monoton de la I la zero puterea electrica

|p| = —p este generata si corespunde unei energii:
to
LI?
0

egala in modul cu cea consumata. In consecinta, o bobina ideala poate acu-
mula energie w = Li*/2, ea fiind capabild si returneze circuitului toatd energia
consumatd. Randamentul acumularii este de 100%, spre deosebire de cazul bo-
binelor reale la care acest randament este subunitar. Din acest motiv se spune
despre bobina ca este un element acumulator de enrgie. Deoarece energia pro-
dusa nu poate depasi energia consumata, bobina este considerat un element pasiv
de circuit. Totusi, in anumite momente (p < 0), motiv pentru care bobina este
considerata un element reactiv, spre deosebire de rezistor care este un element
disipativ.

3. Condensatorul liniar ideal, este prin definitie un element dipolar de
circuit electric, la care intensitatea curentului este proportionala cu derivata fata
de timp a tensiunii la borne.

Adoptand regulsa de la receptoare, ecuatia de functionare are expresia:

1=C g
in care parametrul C (de obicei pozitiv), caracteristic elementului se numesgte
capacitatea condensatorului.
Adoptand regulsa de la generatoare, ecuatia constitutiva are expresia:
, du
1=—C—.
dt
Si In acest caz relatia u — ¢ nu are un caracter functional c¢i unul operational.
Cazuri particulare. In regim stationar (u = U = ct), relatia constitutiva a
condensatorului degenereaza in ¢ = 0, relatie definitorie pentru izolatorul perfect.
Se spune ca din acest motiv un condensator ideal nu poate fi strabatut de curentul
continuu. Un condensator ideal este strabatut de curent, doar in conditiile in
care tensiunea la bornele sale variaza in timp. Valoarea reala a conductantei
unui condensator in regim stationar este una din principalele idealizari.
Se constata ca daca C' = 0, condensatorul se comporta tot ca un izolator
perfect (i = 0).
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Caracterizare energetica. Puterea transferata pe la bornele unui conden-
sator cu marimile asociate cu regula de la receptoare:

i oyt _ 4 (Cut\ AW
AN

permite determinarea energiei acumulate

Cu?
V==

marime pozitiv definita pentru cazul in care ¢ > 0.

Aceasta relatie evidentiaza caracterul pasiv reactiv (pZ0) si acumulator de
energie al condensatorului. Spre deosebire de bobina la care energia se exprima in
functie de curentul 7, la condensator se exprima in functie de tensiunea la borne.
Din acest motiv se spune ca variabila de stare a unei bobine este intensitatea
curentului () iar variabila de stare a unui condensator este tensiunea la borne (u).
Cregterea in timp a modulului variabilei de stare determina cresterea energieie
acumulate, pe seama puterii p > 0 consumata de element iar scaderea acestui
modul determina scaderea energiei acumulate, puterea p < 0, fiind In acest caz,
in realitate, generata de element si consumata de circuit.

4. Sursa ideala de tensiune este prin definitie un element dipolar de circuit
la care tensiunea la borne nu depinde de intensitatea curentului ce-1 strabate.

Ecuatia constittiva a sursei ideale de tensiune are forma:

u=-e,

in care e este un parametru specific sursei (masurat tot in V) numit tensiune elec-
tromotoare (prescurtat t.e.m.). Tensiunea electromotoare nu depinde de variatia
curentului, dar poate fi functie de timp.

Cu toate ca cele doua marimi fizice u si e sunt egale, se face deosebire intre ten-
siunea la bornele sursei (masurata cu un voltmetru conectat la borne) si tensiunea
electromotoare interna, specifica sursei si independenta de modul de conexiune
al voltmetrului.

La schimbarea sensului de referinta al tensiunii, ecuatia de functionare isi
modifica forma:

u = —e,

indiferent care este sensul de referinta al curentului.

In cazul rezistorului, bobinei sau condensatorului liniar, modificarea simul-
tana a sensurilor de referinta pentru tensiune gi curent lasa invarianta ecuatia de
functionare, motiv pentru care se spune ca aceste elemente au bornele nepolari-
zate. Spre deosebire de acestea sursa ideala de tensiune are bornele polarizate.

Pentru a deosebi cele doua borne ale sursei, una se marcheaza cu ”+” iar
cealalta cu ”-”. Tensiunea la borne este egala cu tensiunea electromotoare doar
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daca ea are sensul de referinta orientat de la borna ”+4” la borna 7-7: u =
vy —v_ = e. In caz contrar tensiunea la borne este minus t.em. w = —u =
v_ — vy = —e. Se constata ca forma ecuatiei constitutive nu depinde de regula

de asociere a sensurilor (curentul neavand nici un rol in definitia acestui element)
ci de felul in care este orientata tensiunea fata de bornele polarizate (sau fata de
sageata interna, specifica t.e.m.).

In planul u — 7 relatia constitutiva a sursei ideale de tensiune se reprezinta ca
o dreapta orizontala, care nu trece in mod necesar prin origine.

Cazuri particulare. In regim stationar, tensiunea electromotoare a sursei se
noteaza cu FE, ecuatia de functionare fiind v = £ F, conform sensului de referinta
al tensiunii la borne.

Daca e = 0, sursa degenereaza intr-un conductor perfect (u = 0), caz in care
se spune ca sursa este pasivizata.

Valoarea nula a rezistentei interne a unei surse ideale de tensiune pasivizate
reprezinta idealizarea principala specifica acestui element.

Caracterizare energetica. Puterea transferata pe la borne de o sursa ideala
de tensiune este:

P =ut = el.

Presupunand ca v = e > 0 si ¢ > 0 sunt asociate in regula de la receptoare,
rezulta ca p > 0 este o putere reala consumata de sursa. Daca intensitatea curen-
tului 1gi modifica semnul, atunci p < 0 iar sursa trece din regim de consumator
in regim de generator. In consecinta la acest element pZ0, ceea ce evidentiaza
caracterul lui activ. Trecerea de la un regim la altul este dictata de sensul curen-
tului.

5. Sursa ideala de curent este prin definitie un element dipolar de circuit
electric, la care intensitatea curentului nu depinde de tensiunea la bornele sale.

Sursa ideala de curent este un element cu bornele polarizate, a carui relatie
constitutiva are forma:

i =J
atunci cand intensitatea curentului este orientata de la borna ”-” la borna ”+”
prin element si

= =7
in caz contrar. Parametrul j specific elementului este numit curent electromotor
(prescurtat c.e.m.) si nu depinde de tensiunea la borne, fiind del mult functie de
timp.

Se constata ca atunci cand sensull de referinta al curentului coincide cu sensul
curentului electromotor, relatia are forma ¢ = j si respectiv forma ¢ = —j in caz
contrar. Forma relatiei nu depinde de sensul tensiunii la borne, nu depinde nici
de regula de asociere adoptata.

In planul u — ¢ relatia constitutiva a sursei ideale de curent se reprezinta ca o
dreapta verticala, care nu trece in mod necesar prin origine.
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Cazuri particulare. In regim stationar curentul electromotor se noteaza cu
J, ecuatia de functionare avand una din formele I = +.J, in functie de sensul de
referinta al curentului.

Daca j = 0, sursa degenereaza intr-un izolator perfect (i = 0), caz in care se
spune ca sursa este pasivizata.

Valoarea reala a conductantei interne a unei surse de curent pasivizata repre-
zinta idealizarea principala a acestui element de circuit electric.

Caracterizare energetica. Puterea transferata pe la borne de o sursa ideala
de curent este:

p=ui = uj.

Deoarece aceasta poate avea atat valori pozitive cat si negative, elementul
poate consuma sau genera energie electrica. Din acest motiv sursa ideala de
curent intra in categoria elementelor active. Regimul energetic al acestei surse
(consumator sau generator) este dictat de semnul tensiunii la borne. Daca u > 0
si 7 = j > 0 sunt asociate in regula de la generatoare atunci p = u-j este o putere
real generata iar daca u < 0, atunci |p| = |u|j = —p este puterea consumata de
element.

Cele cinci elemente anterior definite reprezinta cele mai frecvent utilizate ele-
mente in aplicatiile practice ale teoriei circuitelor electrice. Circuitele electrice
constituite cu acestea se numesc circuite electrice liniare cu elemente dipolare
(sau circuite RLCEJ).

Aplicatia 1: Modelarea generatorului real.

Se considera un element dipolar de circuit electric numit generator real a carui
caracteristica in planul u-i se reprezinta printr-o dreapta ce nu trece prin origine.
Se presupune ca dreapta caracteristica a acestui element intersecteaza axele in
punctele Uy i Iy. Aceste valori corespund tensiunii de mers in gol (i = 0) si
respectiv curentului de scurtcircuit (u = 0) ale generatorului. Se pune problema
determinarii modelului acestui element, ca un circuit cu elemente ideale dipolare
liniare.

Ecuatia dreptei in planul v — i:

astfel Incat u = uy + us.

Prima tensiune u; = Uy fiind independenta de intensitatea curentului cores-
punde unei surse ideale de tensiune, cu t.em. FE = U,, iar a doua tensiune
uy = —(Upi) /Iy fiind proportionala cu intensitatea i a curentului prin element
corespunde unui rezistor liniar ideal cu rezistenta R = Uy/Iy, la care Uy si I
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sunt asociate in regula de la generatoare. Relatia u = u; 4+ us corespunde cone-
xiunii serie a celor doua elemente (R, F) ideale. In consecinta un generator real
admite o schema echivalenta formata dintr-o sursa ideala de tensiune inseriata
cu un rezistor liniar. Aceasta schema se numeste sursa reala de tensiune. Ten-
siunea electromotoare E a sursei ideale este egala cu tensiunea de mers in gol
sl se numeste tensiunea electromotoare a generatorului. Rezistenta R = Uy/I,
egala cu raportul dintre tensiunea de mers in gol si curentul de scurtcircuit al
generatorului se numeste rezistenta interna a generatorului.

Schema echivalenta obtinuta nu este singura schema cu doua elemente. Daca
se exprima ecuatia de functionare a generatorului sub forma:

Iy
i=1-0-—="y,
Uo
atunci se pot deosebi termenii i; = I — 0 si i = —(Ipu) /Uy, care satisfac relatia

1 = i1 + 1. Primul termen ¢; = I — 0, fiind independent de valoarea tensiu-
nii la borne corespunde unei surse ideale de curent, cu c.e.m. egal cu curentul
de scurtcircuit al generatorului J = I. Al doilea curent i = —(Iou)/Up fiind
proportionala cu tensiunea la borne corespunde unui rezistor in regula de la ge-
neratoare avand conductanta G = Iy/Uy, egala cu raportul dintre curentul de
scurtcircuit gi tensiunea de mers in gol ale generatorului. Relatia ¢ = i1 4 19
impune ca cele doua elemente ideale (G, I) sa fie conectate in paralel. Aceasta
schema echivalenta este cunoscuta sub numele de sursa reala de curent. Cei
doi parametrii ai sursei reale de curent sunt J - curentul electromotor §i G -
conductanta interna.

In consecinta un generator real de curent admite doua scheme echivalente
intre ele si echivalente cu generatorul, una de tip sursa reala de tensiune ( cu
parametrii £ = Uy, R = Uy/I)) si alta de tip sursa reala de curent (cu parametrii
J:I(), G: 1/R:I()/U0)

Se constata ca sursele ideale sunt idealizari ale generatorului real. Sursa ideala
de tensiune corespunde cazului in care rezistenta interna este nula (iar curentul de
scurtcircuit tinde catre infinit) pe cand sursa ideala de curent corespunde cazului
in care conductanta intern;a este nula (rezistenta interna tinde spre infinit o data
cu tensiunea de mers in gol).

Aplicatia 2: Modelarea condensatorului cu tensiune initiala nenula.

Fie un condensator care la momentul initial £ = 0 are valoarea tensiunii la
borne uy = u(0).

Integrand ecuatia de functionare a condensatorului

du

Z:O$,

pe intervalul (0,t) se obtine:
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deci,

t
Notand uy = ug si up = & [i(t')dt’, rezultd c& u(t) = wy + us, ceeace co-
0
respunde conexiunii serie a unei surse ideale de tensiune cu t.em. wug §i un
dUQ
condensator initial descarcat, cu ecuatia i = C o care uz(0) = 0, deci initial

neancarcat.

u,(t) cuu,(0)=0

E=u .
C: | ! = TN
\(/ -/ I
u(t)
cu u(0)=u, u(t)
Fig. 3.1.

Aplicatia 3: Modelarea bobinei cu, curent initial nenul.
Fie o bobina care la momentul initial ¢ = 0 are intensitatea curentului ¢(0) =
10-
Integrand ecuatia de functionare a bobinei:
uw=L—,
dt

pe intervalul (0,t) se obtine:

/u £)dt! —L/—dt — Li(t) — Li(0).

t
Notand i; = i(0) =i si 4o = 7 [u(t')dt/, rezultd ca i(t) = i1(t) + ia(t), ceea
0
ce corespunde conexiunii paralel a unei surse ideale de curent cu c.e.m. ig si o

C o . 12 . C e o
bobina cu ecuatia u = L—, la care i5(0) = 0, deci initial neparcursa de curent.

dt
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L i »(t) cui ,(0)=0
,,I:, i(tyeu i(O)::i>O ' = &
\/ f-\
u N

o

Fig. 3.2.

3.10.3 Elemente dipolare neliniare

1. Rezistorul ideal neliniar este un element dipolar de circuit la care valoarea
intensitatii curentului de la un moment de timp este intr-o relatie algebrica cu
tensiunea din acel moment de timp. Ecuatia de functionare a rezistorului neliniar

poate fi scrisa sub forma:
F(i,u) =0.

In planul u—: relatia constitutiva a rezistorului neliniar se reprezinta de regula
printr-o curba.

Se deosebesc doua cazuri particulare importante.

Rezistorul controlat in curent, este un element dipolar de circuit la care
tensiunea la borne este functie (in sens matematic) de intensitatea curentului ce
strabate elementul. Considerand adoptata regula de asociere a sensurilor de la
receptoare, ecuatia de functionare a rezistorului controlat in curent are formas:

u = f(i),

in care f: IR — IR este functia caracteristica u — i a elementului.

Rezistorul controlat in tensiune, este un element dipolar de circuit la
care intensitatea curentului este functie (in sens matematic) de tensiunea la borne.
Asociind a sensurile de referinta in regula de la receptoare, ecuatia de functionare
a rezistorului controlat in tensiune are forma:

i = g(u),

in care g : IR — IR este functia caracteristica ¢ — u a elementului.

Daca functia caracteristica este bijectiva, atunci f = ¢g~! si rezistorul neliniar
este controlat atat in tensiune cat i in curent.

Spre deosebire de rezistorul liniar, care are bornele nepolarizate cel neliniar
are, in general, bornele polarizate. Simbolul ales pentru acest element evidentiaza
aceasta proprietate, nefiind simetric fata de un plan transversal (fig. 3).

Totusi, daca functia caracteristica este simetrica f(—i) = —f(i) sau g(—u) =
—g(u), cele doua borne ale rezistorului neliniar sunt echivalente iar polarizarea
bornelor nu are semnificatie.
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Fig. 3.3.

Rezistoarele liniare sunt cazuri particulare ale rezistoarelor neliniare. Ex-
ceptand cazurile degenerate rezistoarele liniare sunt controlate atat in tensiune
cat si in curent. In schimb, conductorul perfect este controlat in curent, iar izola-
torul perfect este controlat in tensiune. Sursa reala poate fi considerata si ea un
rezistor neliniar controlat atat in curent cat si in tensiune. In particular, sursa
ideala de tensiune este un rezistor neliniar controlat in curent, iar sursa ideala de
curent este un rezistor neliniar controlat in tensiune.

Comportarea unui rezistor neliniar poate fi descrisa cu ajutorul functiilor ca-
racteristice, dar si folosind urmatoarele functii.

Rezistenta statica a unui rezistor:

U

Rs: e
1

care este o functie de intensitatea curentului Ry = Rs(i) = f(i)/i sau de tensiunea
la borne Ry = Rs(u) = u/g(u).
Conductanta statica a unui rezistor:
1
Gs =
u
care este inversa rezistentei statice.
Rezistenta diferentiala (dinamica):

du

R, — —
d d27

definita ca derivata functieie caracteristice f(i).
Conductanta diferentiala (dinamica):

i

G, = —
d du>

definita ca derivata functieie caracteristice g(u).

In cazul particular, al rezistorului liniar, Ry = Ry = R =1 /G =1/Gy=1/Gj
cu valori constante, independente de u sau i.

In cazul sursei reale Ry = R(G4 = 1/R), rezistenta dinamici este egali cu cea
interna. ”in cazul particular al sursei ideale rezistenta dinamica este nula (pentru
sursa de tensiune) sau conductanta dinamica este nula (pentru sursa de curent).
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Rezistoare neliniare tipice

Dioda semiconductoare este un element dipolar de circuit frecvent intalnit
in electronica. Aceasta poate fi modelata suficient de bine printr-un rezistor
neliniar, cu caracteristica (fig. 4)

i = L[e"/Vr — 1],

in care I, si Vp sunt constante numite curent de saturatie respectiv tensiune
termica. Acest rezistor este controlat in tensiune, functia caracteristica:

e“/VT=i+1:>u:VT1n<i+1),
I I

nefiind definita pe intreaga axa reala i € IR.

Fig. 3.4.

Conductanta dinamica a diodei semiconductoare are valori foarte mici pentru

tensiuni negative
Gd = ﬁeu/ VT,
Vr

dar valori tot mai mari pe masura ce tensiunea creste. Graficul relatiei u — i
depinde de felul in care au fost alese sensurile de referinta pentru u si i. Un
mod uzual de exprimare a caracteristicii diodei semiconductoare corespunde apro-
ximarii liniare pe portiuni:

.| G, u < U
L= GiVo + Ga(u —vg), u > vg.

Un astfel de model este caracterizat de trei parametrii: conductanta in pola-
rizare inversa (5;, conductanta in polarizare directa G4 si tensiunea de stingere
vg. Se constata ca spre deosebire de modelul anterior, noul model poate fi consi-
derat comandat atat in curent cat si in tensiune. In polarizare inversa, dioda se
comporta ca un rezistor liniar cu rezistenta foasrte mare, iar in polarizare directa
(u > vg) o sursa reala cu rezistenta interna mica. Neglijand conductanta inversa
G; = 0 g rezistenta directa Ry = 1/G4 = 0, rezulta un alt model caracterizat
doar prin tensiunea de stingere vy (fig. 5)
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Fig. 3.5.

Daca se considera tensiunea de frangere nula vy = 0, atunci se obtine cel mai
simplu model pentru dioda semiconductoare, numita dioda perfecta, descris prin:

1 =0 pentru u < 0
u =0 pentru i >0

Ultimele doua modele ce reprezinta rezistoare neliniare nu sunt controlate nici in
curent nici in tensiune. In polarizare inversa, aceste rezistoare se comporta ca
izolatoare perfecte. Curentul electric nu pote strabate aceste diode decat intr-un
singur sens, cel evidentiat de simbolul diodei.

Dioda stabilizatoare de tensiune (zenner) este un element dipolar de
circuit a carui caracteristica u — i este prezentata in (fig. 6). Se constata ca
acesta este comandata atat in tensiune cat si in curent.

i i i
i
— DN
~ Panta Gy
u
—Vz Gi -V,
u Vo u u
panta Gy
Fig. 3.6.

Caracteristica sa are trei zone, doua in polarizare inversa, zona Zener (cu
rezistenta dinamica neglijabild), zona de blocare (cu conductanta dinamica negli-
jabila) si o zona de polarizare directa, cu rezistenta dinamica neglijabila. Folosind
aproximari liniare pe portiuni caracteristica diodei zenner capata forma din (fig.
6.b). Prin idealizare, se poate considera Ry = 1/Gy = 0,G; =0, Ry =1/G4 =0
si vp = 0, observandu-se caracteristica din (fig. 6.c). In zona Zener (i < 0) acest
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model perfect se comporta ca o sursa ideala de tensiune u = —wvy, In zona de
blocare (—vy < u < 0) el se comporta ca un izolator perfect (u = 0).
Dioda tunel este un element dipolar cu o caracteristica de tipul celei din

(fig- 7)

Fig. 3.7.

Se constata ca elementul este controlat in tensiune si prezinta trei zone pe
caracteristica, in zona a doua rezistenta dinamica fiind negativa.

Dioda tiristor este un element dipolar de circuit cu o caracteristica de tipul
celei din figura 8.

Fig. 3.8.

Se constata ca acest element este un rezistor neliniar comandat in curent.
Caracteristica sa contine trei zone, prima in care elementul este blocat (prezinta
o conductanta neglijabild), o zona cu rezistenta negativa si o zona de conductjie,
in care rezistenta dinamica neglijabila, caracteristica sa poate fi aproximata liniar
pe portiuni, ca in figura 8.b.

Tubul fluorescent cu neon este un element dipolar de circuit cu o carac-
teristica de tipul celei din figura 9.

Acest element este comandat tot In curent, dar are caracteristica simetrica
fata de origine, deci bornele nepolarizate.

Caracteristica energetica a rezistoarelor neliniare Puterea transferata
pe la borne de un rezistor neliniar este:

p = ui.

Daca aceasta putere este pozitiva, in regula de la receptoare, elementul dipolar
este pasiv.
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u

Fig. 3.9.

In acest caz tensiunea u si curentul ¢ trebuie sa aiba in fiecare moment acelasi
semn. Rezulta ca rezistoarele neliniare ale caror caracteristica in regula de la
receptoare, este cuprins exclusiv in cadranele 1 gi 3 ale planului u—i, sunt elemente
pasive. Aceasta conditie obliga ca la tensiune nula v = 0 sa corespunda un curent
nul i = 0 (originea face parte din spatiu caracteristicii).

Fig. 3.10.

Daca aceeasi proprietate Au - A7 > 0 este satisfacuta pentru orice punct
M de pe caracteristica (fig. 11) se spune ca rezistorul este local pasiv. Un
astfel de rezistor trebuie sa aiba in plus caracteristica monotona (conductanta
sau rezistenta dinamica trebuie sa fie pozitive in orice punct).

2. Bobina ideala neliniara este un element bipolar de circuit caracteriszat
in regula de asociere a sensurilor de la receptoare prin ecuatia:

de
dt’

u =

in care @ este o variabila numita fluxul bobinei, aflata intr-o relatie f(¢,i) = 0
cu intensitatea curentului din bobina. Se deosebesc doua cazuri particulare:

— Bobina controlata in curent la care:



3. TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE ELECTROMAGNETISMULUL
BAZELE FIZICE ALE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE

Fig. 3.11.

— Bobina controlata in flux:
i =1i(p).
Bobinele a caror caracteristica ¢ — ¢ este simetrica fata de origine f(—¢, —i) =

f(¢, 1) au bornele nepolarizate. Simbolul general al bobinei neliniare este cel din
figura 12.

e
7

Fig. 3.12.

In afara functiilor f (p,1), §(7) sau 2(90), pentru caracterizarea bobinelor neli-
niare se mai folosesc:
o).

— inductivitatea statica: L, = f = —

. I

1 1

d
— inductivitatea dinamica: L = £ = @'(i);

di
i),
90 3
. . . . v . .U d/L ]
— inductivitatea reciproca dinamica: I'y = i ().

. . o - 4
— inductivitatea reciproca statica: I'y = — =

Bobina liniara este un caz particular al bobinei neliniare, la care Ly = Ly =
1Ty =1/Ty; = L.

Elementul dipolar neliniar cu caracter inductiv este bobina cu miez feromag-
netic, la care neliniaritatea se datoreste dependentei B - H specifice acestor ma-
teriale.
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In cazul mediilor feromagnetice moi, dependenta ¢ - ¢ are forma tipica din
figura 13.a, care poate fi aproximata prin una din relatiile:

L
7T A b))
i = ayp + bp?,
© = a+ h(bi),

sau liniar pe cele trei portiuni (13.b)

Ly (Z + Z()) — Loio, 1< —1lp
¥ = L0i7 _iO < i < iO
Ll(l — Zo) + Lotg 1> 1.

J, Vi
| 0,

Fig. 3.13.

Aceasta caracteristica de magnetizatie poate fi simplificata considerand L; =
0, i0 = 0 cu ¢y = Lyiy finit, ceea ce corespunde relatiei ¢ = ¢ -sgn(i), reprezentat
grafic in figura 13.c.

Un alt element de circuit care poate fi modelat printr-o bobina neliniara este
jonctiunea supraconductoare (Josephson), la care i = Iy sin kg, elementul fiind
controlat in flux. Un fenomen mai dificil de modelat este fenomenul de histerezis,
specific bobinelor cu miez feromagnetic dur. In acest caz, relatia ¢ - ¢ nu poate
fi reprezentata printr-o functie univoca (figura 14).

Pentru caracterizarea energetica, atunci bobina se va calcula puterea consu-
mata de bobina: p

. .ap
p=ui =i (3.96)

Considerand o bobina care la momentul ¢ = 0 are starea initiala caracterizata
prin i = ip §i ¢ = o, rezulta ca energia transferata bobinei in intervalul (0,¢)
este:

t P
W= [yt = [Ti)dg

®0
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¢

/
)
Fig. 3.14.

pentru cazul bobinei controlate in flux si:

T
W = /tpdt = ip — oo — / o) di,
0 io
in cazul bobinei controlate in curent.

Se constata ca daca starea finala este identica cu cea initiala (i = ig, ¢ = o)
energia transferata este nula, ceea ce evidentiaza caracterul pasiv, nedisipativ,
acumulator de energie al bobinei ideale neliniare. Aceasta afirmatie nu este va-
labila in cazul bobinelor cu histerezis care au un caracter disipativ.

3. Condensatorul ideal neliniar este un element dipolar de circuit, carac-
terizat in regula de asociere de la rezistoare prin ecuatia:

i= (3.97)

in care ¢ este o variabila numita sarcina condensatorului, aflata intr-o relatie
f(g,u) = 0 cu tensiunea de la bornele elementului. Se deosebesc doua cazuri
particulare:

— condensatorul controlat in tensiune, la care:
q=q(u), (3.98)
— condensatorul controlat in sarcina, la care:

u = 1(q), (3.99)

Condensatoarele la care caracteristica ¢ — u este simetrica fata de origine au
bornele nepolarizate. Simbolul general al condensatorului neliniar este prezentat
in figura 15

Condensatorul neliniar mai poate fi caracterizat prin urmatoarele functii:

q _ qu)

— capacitatea statica: sy = = = ——=,
u u
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i

—l-

N —

Fig. 3.15.

u  d
— capacitate statica reciproca: Sy, = — = ﬂ),
q q
: . dg
— capacitate dinamica: Cy = = (u),
U

du
— capacitate dinamica reciproca: Sy = == a'(q).
q

In cazul particular al condensatorului liniar C' = Cy = Cy = 1/S, = 1/5,.
Dintre elementele reale, cel care se poate modela printr-un condensator neli-
niar este dioda caricap, la care:

3 u\3
q(u) = —500(]0 <1 - FO>3 , U< U().

In practica se intalnesc si condensatoare cu dielectrice prezentand fenomenul

de histerezis, care nu pot fi caracterizate printr-o functie biunivoca g — u.
Energia transferata unui condensator in intervalul (0,¢) este:

t q
W = /0 pdt = /q u(q)dq, g0 = q(0), (3.100)

pentru condensatoarele controlate in sarcina, si:

u

t
W = / pdt = qu — qoup — / G(u)du, ug = u(0), (3.101)
0 uo

pentru condensatoarele controlate in tensiune. In cazul transformérilor ciclice
(u = ug, ¢ = qo) se constata ca energia totala transferata este nula W = 0, ceea
ce evidentiaza caracterul pasiv, nedisipativ si acumulator de energie al acestor
elemente.

3.11 Elemente dipolare parametrice

1. Rezistorul parametric este un element dipolar de circuit a carui relatie ten-
siune - curent este dependenta de timp. Relatia caracteristica a acestui element
are forma:

F(u,i,t) = 0. (3.102)
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Rezistorul neliniar parametric controlat in curent are ecuatia:

u= f(it), (3.103)
iar rezistorul neliniar parametric controlat in tensiune are ecuatia:

i =g(u,t). (3.104)

Simbolul general al unui rezistor neliniar parametric este reprezentat in figura 16

o o 5L

Fig. 3.16.

Daca functia caracteristica este simetrica fata de origine F'(—u, —i) = F'(u, 1)
atunci elementul are bornele nepolarizate. In particular, rezistorul liniar para-
metric are ecuatia:

w=R(t)—i, i =Gt) —u, (3.105)

si simbolul din figura 16.

Un exemplu tipic de rezistor liniar parametric este rezistorul (figura 16) rea-
lizat dintr-un rezistor cu cursor, a carui rezistenta depinde de pozitia cursorului.
Daca se presupune o miscare oscilatorie, cu pulsatia w, a cursorului, rezistenta
reostatului este:

R(t) = Ry + Ry, sinwt.

Un alt exemplu tipic de rezistor parametric este intrerupatorul ideal (figura
17), care poate avea doua stari:

O XC O

Fig. 3.17.

— inchis, caz In care este echivalent cu un conductor perfect (R =0, U = 0);

— deschis, caz in care este echivalent cu un izolator perfect (G =0, i = 0).
Acest element este important deoarece prezenta lui in circuit poate modifica

topologia retelei, deoarece in functie de pozitia sa adauga sau elimina laturi din
circuit.
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2. Bobina parametrica este un element dipolar de circuit electric a carui
relatie flux - curent este dependenta de timp. Relatiile constitutive ale bobinei
sunt:

d .
w="2 F(p,it)=0. (3.106)
dt

Daca functia caracteristica F' poate fi adusa sub forma: ¢ = $(i,t) se spune
ca elementul este controlat in curent. Daca functia caracteristica F' poate fi adusa
sub forma: i = i(ip,t) se spune ca bobina este controlata in flux. Simbolul general
al bobinei neliniare parametrice este prezentat in figura 18.

! i
\%
Fig. 3.18.

In cazul particular al bobinei parametrice liniare, fluxul depinde liniar de
intensitatea curentului: ¢ = L(t) - i, constanta de proportionalitate, numita
inductivitate parametrica, fiind dependenta timp. (figura 18)

Functia de functionare are, in acest caz forma:

ST ar a T lar

Se constata ca tensiunea la bornele bobinei parametrice are fata de tensiunea
la bornele bobinei liniare invariante, un termen suplimentar de natura parame-
trica.

Un exemplu tipic de bobina parametrica este bobina cu miez mobil, folosita
insusi ca traductor de pozitie. Modificarea pozitiei miezului determina modi-
ficarea inductivitatii. De exemplu, daca miezul are mici oscilatii armonice, de
pulsatie w:

_dp _d(Li) _ di dL

u (3.107)

L(t) = Lo + Lysin wt.

O astfel de bobina, chiar strabatuta de un curent continuu ¢ = I, are o
tensiune nenula la borne:

u(t) = I Ly,w cos wt.

3. Condensatorul parametric este un element dipolar de circuit a carui
relatie sarcina - tensiune este dependenta de timp. Relatiile constitutive ale
acestui element are forma:

_ dq

= —, F t) = 0. 3.108
i= 2L Flgu.t) (3.108)
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Condensatorul neliniar parametric controlat in tensiune are functia caracte-
ristica F' de forma:
¢ = dlu,), (3.109)

iar condensatorul neliniar parametric controlat in sarcina are functia caracteris-
tica F' de forma:
u=1(q,t). (3.110)

Simbolul general al condensatorului neliniar parametric este reprezentat in
figura 19.

Fig. 3.19.

In cazul particular al condensatorului liniar parametric, sarcina depinde liniar
de tensiune ¢ = C(t) - u, constanta de proportionalitate, numita capacitate para-
metrica, fiind variabila in timp (figura 19). Ecuatia de functionare are in acest
caz forma:

i = da _ d(Cu) :C@—l—ug,
dt dt dt dt

(3.111)

dC
continand un termen suplimentar u%, de natura parametrica.

Un exemplu tipic de condendator liniar parametric il reprezinta condensato-
rul cu armaturi mobile. Prin modificarea pozitiei unei armaturi se modifica si
capacitatea condensatorului.

3.12 Elemente multipolare liniare

Cel mai simplu element multipolar este elementul tripolar, cu trei borne. Totusi,
pentru a asigura o maxima flexibilitate In modelarea elementelor multipolare
reale, se prefera ca elementele multipolare ideale sa aiba patru borne. La aceste
elemente cuadripolare, bornele se grupeaza in doua perechi numite porti, astfel
incat iy =4y =i §i iy = iy = iy (figura 20).

In consecinta, poarta de intrare va fi caracterizata prin perechea tensiune -
curent (uq,41), iar poarta de iegire prin perechea (us,is). Cuadripolii diporti se
reprezinta in graful circuitului prin doua laturi, corespunzatoare celor doua porti
(figura 20).

Elementele cuadripolare de circuit impun anumite relatii intre cele patru
marimi caracteristice uq, uo, 11, . In cazul elementelor liniare aceste relatii au
un caracter liniar.
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i) ) A C
A 2 C
O] [———o
uy DLE
1 o f———0
B i" D B D

iy '2

Fig. 3.20.

Urmatoarele patru elemente multipolare, numite surse comandate alcatuiesc
un set complet, cu care se poate modela functionarea elementelor reale multipo-
lare liniare.

Sursa de tensiune comandata in tensiune este un element diport de
circuit la care poarta de intrare se comporta ca un izolator perfect, iar tensiunea
la poarta de iegire este proportionala cu tensiunea de intrare.

Simbolul sursei de tensiune comandata in tensiune este reprezentata in figura
21, iar ecuatiile ei constitutive sunt:

P S i,
—= a 3
Lo
Fig. 3.21
Uy = QU Us a 0 19
Parametrul acestui element o = wuy/u; se numegte factorul de transfer in

tensiune si are un caracter adimensional.

Sursa de curent controlata in curent (figura 22) este un element diport
de circuit, la care poarta de intrare se comporta ca un conductor perfect, iar
curentul de iegire este proportional cu curentul de intrare.
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u1:O Uy . 00 7;1
iy = 1y ~ io | g0 uy |

Parametrul caracteristic § = i5/i; se numeste factorul de transfer in curent si
este adimensional.

Sursa de tensiune controlata in curent (figura 23) este un element diport
de circuit la care poarta de intrare se comporta ca un conductor perfect, iar
tensiunea de iegire este proportionala cu curentul de intrare:

e N NI
. = = -
Uz = pl1 Uz p 0 (&)

Parametrul caracteristic p = us/u; se masoara in Ohmi i se numeste rezisten-
ta de transfer.

Sursa de curent controlata in tensiune (figura 24) este un element diport
de circuit la care poarta de intrare se comporta ca un izolator perfect, iar curentul
de iegire este proportional cu tensiunea de intrare.

[ 2
o——— ‘
3 Y ! U2
u, : |
O ‘
Fig. 3.24
Parametrul caracteristic v = i5/u; se masoara in Siemens gi se numeste

conductanta de transfer.

Cele patru tipuri de surse comandate nu au un caracter primitiv. Se poate
constata ugor sursele « si # se pot modera prin inlocuirea surselor p si . (figura
25).
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Sursele comandate sunt surse la care parametrii depind liniar de curenti sau
tensiuni din circuitul din care acestea fac parte. Avand un caracter liniar, ele
nu pot reprezenta excitatii ale circuitului, deoarece daca marimile de comanda
sunt nule atunci si cele comandate sunt tot nule. Din acest punct de vedere,
sursele comandate au o comportare similara rezistoarelor liniare. Totusi, din
punct de vedere energetic aceste elemente au un caracter activ, deoarece puterea
transferata pe la borne

P = ulil + UQiQ == Ugig, (3112)

poate fi pozitiva sau negativa. O componenta electronica uzuala a carui functio-
nare poate fi modelata cu surse comandate este amplificatorul operational. Acesta
este un element cuadripol de circuit electric, (figura 26) care admite in prima
aproximare o schema echivalenta cu cea din figura 27.

o

Fig. 3.27.

Poarta de intrare a acestui element se comporta ca un rezistor cu rezistenta
de ordinul sutelor de k{2, iar tensiunea la poarta de iesire este us = Au; — Ryio,
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in care constanta A, numita amplificare in bucld deschisi este de ordinul 10°, iar
rezistenta de iegire Ry este de ordinul zecilor de Ohmi. Aceasta comportare poate
fi si ea idealizata, presupunand R; — oo si R, = 0,

~
| ~

Fig. 3.29.

ceea ce corespunde modelarii pentru amplificatorul operational printr-o sursa
de tensiune comandata in tensiune cu parametrul a = A. In unele situatii se poate
presupune ca A este ceea ce corespunde modelului perfect al amplificatorului
operational.

Pentru a obtine o tensiune de iesire uo = Auy finita, este necesar ca tensiunea
de intrare u; sa fie nula. Ecuatiile constitutive ale amplificatorului operational

perfect sunt:
u1:O U1 . 00 U9
tne = L]-les]ln)

Si se constata ca nu este nici un parametru caracteristic.

Deoarece la terminalele de intrare tensiunea este sistematic nula se spune
ca ele asigura un scurtcircuit virtual. Dar, spre deosebire de scurtcircuitul real
curentul este si el nul 77 = 0.

Datorita ecuatiilor sale foarte simple si datorita faptului ca idealizeaza com-
portarea unui element real, amplificatorul operational perfect reprezinta cel mai
important element multipolar liniar ideal.

Aplicatia 1: Amplificatorul inversor

Dintre circuitele electronice cu amplificatoare operationale unul dintre cele
mai des utilizate este circuitul din figura 20, cunoscut sub numele de amplificator
inversor. Pentru a stabili relatia impusa de acest circuit intre tensiunea de intrare
up sl cea de iesire se constata ca cele doua rezistoare R; si Ry sunt parcurse de
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Fig. 3.30.

curenti egali, deoarece curentul de intrare in amplificatorul operational este nul.
Aplicand teorema a doua a lui Kirchhoff si considerand u; = 0, rezulta:

[1] Uy = Rlil,
[2] Ug = —Rgil,
si In consecinta:
. Uy
==,
1 R
Ry
Uy = ——U7.
2 i) 1

Se constata ca tensiunea de iesire are semn opus celei de intrare, ceea ce
explica numele adoptat pentru acest circuit. Daca Ry > R, atunci acest circuit
realizeaza amplificarea tensiunii de intrare, in caz contrar ele produs o atenuare
a el.

Aplicatia 2: Amplificatorul neinversor

Fig. 3.31.

In acest caz se constati ci 11 = 0 si daca u; = 0, rezulta:
[1] Uy = R1Z

Si in acest caz, deoarece curentul de intrare este nul cele doua rezistoare vor
fi parcurse de acelasi curent 7, iar
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2]: ug = (Re + Ry)i.

In consecinta:

Ry + Ry ( Ry
R, (T,
Ry Ry
Tensiunea de iegire are acelagi semn cu tensiunea de intrare, dar este amplifi-

cata. In particular, in cazul in care R; — oo se obtine circuitul din figura 32, la
care:

U2

{ il - 0

Uz = U1,

indiferent de valoarea rezistentei Ry, motiv pentru care acest circuit se numeste
repetor de tensiune.

Se constata ca amplificatorul neinversor are ecuatiile identice cu cele ale sursei
de tensiune comandate in tensiune, factorul de transfer in tensiune fiind o =
(1+Ry/Ry) > 1.

Pentru realizarea unei surse de tensiune comandata in tensiune cu un factor

de transfer negativ se poate folosi amplificatorul inversor, precedat de un repetor
de tensiune, care asigura izolarea circuitului, respectiv conditia i; = 0 (figura 33)

R
R1 —

i P - » i

) 14

A p

Fig. 3.33.

Aplicatia 3: Realizarea surselor comandate cu amplificatoare operationale.
Circuitul din figura 34 are ecuatiile:

Uy = 07 Ug = _Ri17
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Fig. 3.34

corespunzatoare sursei de tensiune comandata in curent, la care rezistenta de
transfer p = —R. Circuitul din figura 35 are ecuatiile:

il = 0, ig = Gul,

corespunzatoare unei surse de curent comandate in curent la care conductanta
de transfer v = G. Prin conectarea acestor circuite ca in figura 36 se obtine un
circuit, la care:

Uy = 0, ig == RGil,

deci are o comportare de tipul unei surse de curent comandate in curent, avand
factorul de transfer § = RG.

Aplicatia 4: Circuite de derivare si integrare.

Prin utilizarea elementelor reactive, cum sunt bobinele si condensatoarele in
locul rezistoarelor folosite in circuitele anterioare se obtin circuite care pot asi-
gura derivarea sau integrarea in timp a tensiunii sau intensitatii curentului de la
intrare.

De exemplu, circuitul din figura 37, numit circuit de derivare, va absorbi la
intrare curentul:

d

deci va avea tensiunea de iesire:

du1

U = —Rll = —RC%,
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Fig. 3.37.

proportionala cu derivata fata de timp a tensiunii de intrare. In schimb, in
circuitul din figura 38, numit circuit de integrare, are ecuatiile:

. Uy
11 = =,

R

]‘ t . / / 1 t / /
ugza/_oozl(t)dt :m/_ooul(t)dt.

Circuitul din figura 39 are tensiunea de iegire:
diq
dt’
proportionala cu derivata curentului de intrare.

Aplicatia 5: Convertoarele de negativare.
Analizand circuitul din figura 40, rezulta ca i; = iy si uy = Ri, us = —Ri,

deci:
11 = 19
u = —uy,

motiv pentru care acest circuit se numeste convertor pentru negativarea tensiunii
(UNIC). Daca la bornele de iesire ale acestui circuit se conecteaza o rezistenta
de sarcina pozitiva R, > 0, se constata ca fata de bornele de intrare, circuitul se
comporta ca un element dipolar rezistiv, la care uy = —us = —R4is = — R, ceea

UQ:—L
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Fig. 3.39.

ce corespunde unei rezistente negative. (bornele de intrare (uq,4;) sunt asociate
dupa regula de la receptoare !). Daca la bornele de iesire ale cuadripolului UNIC
se conecteaza o bobina cu Ly > 0 elementul se comporta fata de bornele de la
intrare ca o bobina cu inductivitatea negativa egala cu —L,. Pentru realizarea
unui condensator cu capacitate negativa la bornele de iegire se conecteaza un
condensator cu Cs > 0. Circuitul din figura 41, numit convertizor de negativare
a curentului (INIC) are ecuatiile:

Uy = Uz, 11 = —13,

rezultate din ecuatiile Kirchhoff scrise pe buclele [1] si [2].

Si in acest caz, daca la bornele de iegire se conecteaza un rezistor cu rezistenta
R, pozitiva, us = Rgis, rezulta ca fata de bornele de intrare uy = uy = Ryt =
—Rg11 circuitul se comporta ca un rezistor cu rezistenta negativa.

3.13 Bobine ideale cuplate magnetic

Perechea de bobine ideale cuplate magnetic reprezinta un element de circuit cua-
dripolar diport cu bornele polarizate (figura 42) caracterizat prin relatiile:

diy dis diy dis
=Liy1— + Lip— = Loy— + Los—. 3.113
U1 1 + Lo a U2 20 + Lo at ( )

Acestea sunt valabile in urmatoarele doua conditii:

— ambele porti au tensiunea asociata in regula de la receptoare fata de inten-
sitate;
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— ambii curenti au aceeasi pozitie fata de bornele polarizate (ori ambii intra in
bobine prin bornele polarizate, ori ambii ies din bobine prin aceste borne).

i, L i
1 —a l,

* I‘12 *
S——7
u Ly, Ly |u
2

Fig. 3.42.

La schimbarea unui sens de referinta fata de aceasta situatie considerata stan-
dard, se modifica semnul marimii respective din ecuatie. Perechea de bobine
cuplate magnetic este caracterizata de matricea inductivitatilor:

Ly Ly
L =
[ Lo Lo, 1

128



3.13. BOBINE IDEALE CUPLATE MAGNETIC

di, di
_ I‘12 dt 2 dt
AN /\

\/ * l2 * \/

Iy

Fig. 3.43.

care se presupune simetrica. Elementele diagonale ale acestei matrice (Liy, Lao)
se numesc inductivitati proprii, iar cele nediagonale (L2 = Loj) se numesc induc-
tivitati mutuale. Elementul ideal astfel definit poate fi generalizat, prin conside-
rarea a n bobine cuplate magnetic, care alcatuiesc un circuit multipolar n-port,
cu ecuatiile:

le dZQ d
=Li1— + Lio— L
1 + Lo 0t + o+ Lin— T
diq dis di
=L, L Lyp—
Un = L1 g Ln2 g e L

in conditiile standard evidentiate anterior. Folosind notatia matriceala:
i = [i1, 09, i)ty u = [ug, Us, .. )" (3.114)

rezulta ecuatiile constitutive:

di
uw=L", 3.115
o (3.115)
in care L = [L;;| este o matrice patrata si simetrica, independenta de starea

electrica a sistemului de bobine. La bobinele cuplate se constata ca tensiunea
la bornele unei bobine contine in afara unui termen proportional cu derivata
curentului din propria bobina si alti termeni proportionali cu vitezele de variatie
ale curentilor din bobinele cu care acestea este cuplata, termeni numiti tensiuni
induse prin cuplaj. Folosand surse de tensiune comandate in derivata curentului,
perechea de bobine cuplate admite schema echivalenta din figura 43.

Este evident ca bobinele necuplate sunt cazuri particulare ale bobinelor cu-
plate, la care inductivitatile mutuale sunt nule (L;; = 0, pentru i # j).

Pentru a caracteriza comportarea energetica a unui sistem de bobine se cal-
culeaza puterea transferata pe la borne:

p= Ul = = — L %)
Z kk kz:: 2:: det ZZ kﬂkdt dtzz kjtkty.

k=1j=1 k=1j
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Se constata ca energia unui sistem de bobine este:

w = % SN Lyjixi; = %iTLz'.

k=1 j=1

In particular, in cazul unei perechi de bobine se obtine:

. . , diy diy , diy diy
= =4 ([11— + 12— Lol— 4 [,2—2) =
P = uyiy + Ugio = i1(Ly o + L dt)+7/2( 2l + Lo dt)

d LHZ? nglg L. dw

S L - =
dt| 2 g Tiwhiz) =gn

deci: Lo L
i i .
w = 121 ! + 222 2 + ngillg.

Conditia necesara si suficienta pentru ca aceasta energie sa fie nenegativa
pentru orice valori ale curentilor este ca matricea inductivitatilor sa fie pozitiv
definita. Aceasta conditie este indeplinta pentru toate bobinele reale, la care
inductivitatile proprii sunt pozitive Ly > 0, Loy > 0, iar determinantul matricei
L este pOZitiV, respectiv L11L22 — L12L21.

In consecinta inductivitatea mutuala M = L5 = L1, satisface inegalitatea

M2 < Ly9Lo.

La limita, valoarea maxima a inductivitatii poate fi cel mult media geometrica
a inductivitatilor proprii, M = /L1 Lss, In acest caz se spune ca bobinele sunt
cuplate perfect.
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3.14 Elemente multipolare neliniare

Un element neliniar rezistiv cu n borne este caracterizat prin n — 1 functii ca-
racteristice de tot atatea variabile reale. De exemplu, aceste functii pot exprima
intensitatile curentilor in functie de potentiale:

il - gl(‘/h ‘/27 R Vn—l);
i2 - 92(‘/17 ‘/27 R Vn—l);

In—1 = gn—l(Vl, Vo, ..., anl)-

urmand ca i,, sa fie suma acestor curenti luata cu semn schimbat iar V,, = 0. Daca
bornele se cupleaza in perechi, numite porti, la care ' = ¢”, atunci caracterizarea
elementului multiport este posibila folosind m = n/2 functii reale. Acestea pot
exprima, de exemplu, curentii din porti in functie de tensiunile la bornele portilor:

il :gl(ul,ug,...,un);
ig :gg(ul,ug,...,un);
Z.n :gn—l(ubuQ?“‘aun)'

In particular, in cazul cuadripolilor, daca:
i1 = g1(u1, up),

lg = 92(U1>U2)-

se spune ca elementul este diport controlat in tensiune.
Daca elementul este controlat in curent, el va fi caracterizat prin ecuatiile:

uy = fi1(i1,42),

uy = fa(i1, iz).

In afara acestor doud moduri de caracterizare se mai pot concepe inca alte
patru distincte, dupa cum marimile de control sunt (iy,uq), (iz,us), (i1,us) si
respectiv (iz, uq), numite moduri hibride.

Pentru modelarea elementelor multipolare neliniare sunt utile sursele coman-
date neliniar, care sunt elemente ideale de tip cuadripol diport, ce generalizeaza
comportarea surselor comandate liniar.

Sursa de tensiune comandata neliniar in tensiune are ecuatiile constitutive:

i1 =0, upg = f(uy).
Sursa de curent comandata neliniar in curent are ecuatiile constitutive:
up = 0, 1o = g(iy).
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Sursa de tensiune comandata neliniar in curent are ecuatiile constitutive:
Uy = O, U = €(i1).

Sursa de curent comandata neliniar in tensiune are ecuatiile constitutive:
il == 0, 7;2 = h(ul)

Se constata ca fiecare din aceste patru elemente ideale este caracterizat de
cate o functie caracteristica, f,g,e,h: IR — IR.

Aceste elemente ideale nu sunt elemente primitive deoarece ele pot fi modelate
prin surse comandate liniar si rezistoare neliniare, dupa cum rezulta din exemplul
dat in figura 44.

Un element ideal util in modelarea circuitelor electronice ideale il reprezinta
modelul neliniar al amplificatorului operational.

Modelul liniar al amplificatorului liniar, prezentat anterior, are dezavantajul
ca tensiunea de iegire poate lua valori oricat de mari, ceea ce nu corespunde
realitatii.

U, u, . U,
saturatie
Uo Up | superioara Uo
—&
/ Uy Je U Uy
saturatie
Ug infericara | Uo Uy
a) b) c)
Fig. 3.45.

Dependenta tensiunii de iesire us in functie de cea de intrare u; are in cazul
amplificatoarelor reale o comportare de tipul celei reprezentate in figura 45.a.
Aceasta poate fi aproximata liniar pe portiuni (fig. 45.b) prin functia:
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Ug, Ug < —€
Uy = Aul, —Ee<ur <e¢g
Ug, Uy > €

in care ¢ = A/ug. Se constata ca tensiunea de iegire in acest model este limitata
|ug| < wp, modelul liniar al amplificatorului liniar fiind acceptabil doar pentru
tensiunii suficient de mici aplicate la intrare |us| < e. Daca se considera ca am-
plificarea in bucla deschisa este nemarginita A — oo si implicit € — oo se obtine
modelul ideal al amplificatorului operational cu limitare. Acest element ideal
este o sursa de tensiune comandata neliniar in tensiune, cu ecuatia caracteristica
us = Uy - sgn(uy).

Aplicatia 1: Circuitul comparator.

Un exemplu tipic de circuit in care modelul perfect al amplificatorului opera-
tional nu poate fi utilizat este circuitul comparator (fig. 46).

)
I
Fig. 3.46.

Se va presupune ca E < Uy. Aplicand la intrare o tensiune u; = uq(t), se
constata ca tensiunea u; = wui(t) — E # 0, si in consecinta amplificatorul se
satureaza superior sau inferior, in functie de semnul marimii vy — E. Tensiunea
de iegire uy = Uy - sgn(uq(t) — E) este pozitiva si egala cu Uy, daca uy(t) > E si
este negativa si egala cu —Uy, daca u;(t) < E.
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Se realizeaza in acest fel compararea intre ug(t) si £. Daca u; < 0, atunci
amplificatorul operational se satureaza superior iar daca u; < F, atunci amplifi-
catorul operational se satureaza inferior.

Folosind acest circuit se detecteaza situatiile in care tensiunea de intrare u ()
depaseste un anumit prag E (fig. 47).

Aplicatia 2: Reactia negativa si pozitiva.

Exceptand cazul comparatorului, in toate circuitele cu amplificatoare opera-
tionale prezentate anterior, se constata ca borna de iegire este conectata cu intra-
rea inversoare printr-un element dipolar de circuit. Aceasta situatie este cunos-
cuta sub numele de reactie negativa. Reactia negativa face posibila functionarea
amplificatorului in zona liniara, pentru o gama larga de tensiuni de intrare, si per-
mite adoptarea modelului perfect pentru amplificatorul operational. Utilizarea
modelului liniar perfect al amplificatorului operational nu este permisa in cazul
reactiei pozitive, deoarece in acest caz tensiunea de intrare u; nu mai este obliga-
toriu nula, circuitul evoluand catre starea de saturatie, ceea ce impune folosirea
modelului cu limitare.

De exemplu, circuitul din figura 48 este un circuit cu reactie pozitiva.

Fig. 3.48.

Daca de presupune ca amplificatorul operational se afla in starea de saturatie
superioara us = Uy, el va ramane in aceasta stare cat timp u; = uy — u; =
Up —uy > 0, deci daca uy(t) < Uy (fig. CEVA).

Daca u; > Uy, atunci amplificatorul basculeaza in starea de saturatie inferi-
oara gi tensiunea de iesire devine uq(t) = —Uy. El se va mentine in aceasta stare
atat timp cat u; = us — uy = —Uy — uy < 0, deci pentru u; > —Uj.

Se constata ca in planul u; — us, caracteristica acestui circuit prezinta feno-
menul de histerezis (fig. 49).

Aplicatia 3: Convertoarele de negativare in regiunea de saturatie.

Convetoarele de negatlvare UNIC si INIC, realizate cu amplificatoare opera-
tionale, satisfac relatiile us = —uq, o = 41 si respectiv us = wuq, 19 = —iy
pentru valori ale tensiunii de intrare |u1| < Uy. Deoarece tensiunea de iesire nu
poate depasi in modul valoarea Uy, rezulta ca daca |u;| > Uy, amplificatoarele
operationale se satureaza si us = +Uj.
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U

/ ”””””” f’\ ””t UO

| | | Uy
3 U2(t) ‘ ‘ -U,
! Us ! w
t
_U 0
Fig. 3.49.

De exemplu, circuitul INIC cu sarcina rezistiva (fig. 50.a) aflat in saturatie
superioara admite schema echivalenta din figura 50.b, (cu uy = Up), cat timp

Iil
i i
- —_—l
Y >Ui
+ p—
R

T

I

Fig. 3.50.

u; = Rgi —uyp > 0, ceea ce corespunde conditiei u; < Rgi = RUy/(R + Ry).
In acesta stare u; = Ri; + E = Ri; + Uy. Daci amplificatorul operational este
saturat inferior, tensiunea de iegire este uy = —Up (fig. CEVA) si va raméne in
aceasta stare cat timp u; = Rt — u; < 0, ceea ce corespunde conditiei u; >
Rsi' = —R,Uy/(R + Ry). In acestd stare u; = Riy + E' = Ri U.

In regiunea liniara, amplificatorul operational asigura o relatie u; = —R,i1,
valabila pentru |ug| < Uy, deci pentru |[(R + Ry)ii| < Uy respectiv |ug|(R +
Ry)/Rs < Uy.
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Fig. 3.51.

In consecinta caracteristica tensiune-curent corespunzatoare bornelor de in-
trare are graficul din figura 52.

S~ panta /R

panta 1/R ¢

k pantal/R

Fig. 3.52.

Fata de aceste borne circuitul se comporta ca un rezistor neliniar controlat in
curent, care are o zona cu conductata dinamica negativa G = —1/R;.

3.15 Modelarea elementelor reale liniare de cir-
cuit

Elementele reale de circuit electric sunt concepute si realizate in vederea indepli-
nirii anumitor functii. Acestea functioneaza in mod normal intr-un domeniu
limitat de tensiuni, intensitati, puteri sau frecvente. Depagirea acestor domenii
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determina distrugerea componentei sau are loc o modificare sensibila a com-
portarii lor. De obicei, depasirea unui curent limita, specific componentei, deter-
mina fenomene ireversibile de avalange, depasgirea unei tensiuni limita determina
aparitia fenomenului de strapungere, care este insotit de modificari fizico-chimice
ireversibile, depagirea puterii limita determina aparitia solicitarilor termice care
pot duce la distrugere termica a componentei iar depasirea frecventei limita de-
termina aparitia unor efecte de pierderi suplimentare (prin efect pelicular sau
curenti turbionari) sau a unor efecte de propagare, care fac ca elementul real sa
se comporte cu totul diferit. Aceste fenomene nu pot avea loc in cazul elementelor
ideale, definite prin ecuatiile constitutive, la care i € R, u € R.

In consecintd modelarea elementelor reale prin elemente ideale nu poate fi
facuta cu rezultate satisfacatoare decat intr-un domeniu limitat.

Este evident ca pentru a studia comportarea unei componente in regimurile
anormale de functionare, modelarea nu poate fi limitata doar la domeniul normal
de functionare.

De exemplu, spre deosebire de rezistoarele ideale, cele reale satisfac relatia
u = Ri, doar pentru valori limitate ale intensitatii curentului electric (i < i),
la depasirea careia puterea disipatd (P > P4, = Ri2,,,) determini distrugerea
termica a componentei. La frecventa suficient de mare fenomenul de inductie elec-
tromagnetica devine important in functionarea componentei, astfel incat aceasta
trebuie modelata ca in figura 53.a cu o schema echivalenta continand pe langa
rezistorul ideal gi o bobina (cu o inductivitate neglijabila numita parazita).

NP e

Fig. 3.53.

Pentru a micsora inductivitatea parazita si a extinde domeniul de frecventa
admisibil se iau masuri speciale in construirea rezistoarelor. De exemplu, rezis-
toarele antiinductive sunt construite dintr-un fir dublu (fig. 53.b) astfel incat
aria suprafetei definite de curba conductorului sa fie mai mica. Prin aceasta me-
toda inductivitatea parazita se micgoreaza sensibil, dar nu este eliminata complet.
Considerand un tronson de lungime Az din perechea de fire se constata ca acesta

prezinta in afara rezistentei AR si o inductivitate AL precum si o capacitate
AC intre cele doua fire. Cu cat tronsonul de condutoare este mai mare, cu atat
comportarea acestui model se apropie mai mult de comportarea componentei
reale. La frecvente mici se poate adopta un singur tronson, dar la frecvente foarte
mari trebuie sa se considere ca Ax — 0, ceea ce permite modelarea undelor ce se
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) AX
| i AR AL
. @B | —AC
> <l
AR AL

propaga de firul dublu. In acest caz limita, modelul contine elemente de circuit cu
parametri distribuiti, spre deosebire de cazul Az # 0, in care modelul rezistorului
ideal este construit cu elemente avand parametri concentrati.

Bobinele reale prezinta pe langa inductivitatea proprie L si o rezistenta a
firului care nu poate fi neglijata. Rezulta ca acestea se pot modela la frecvente
mici prin schema din figura CEVA.

La frecvente mari efectele peliculare din conductorul bobinei fac necesara
adoptarea unei scheme mai complicate de tipul celei din figura 55.a.

Rm
L *
R, R, R, m >|v|
R o_:_/vvvx_o
I—l L2 I—n -
a b.
Fig. 3.55.

Daca bobina are miez magnetic, atunci curentii turbionari indusi in acest
miez pot influenta comportarea bobinei. O schema simpla ce ia in consideratie
acest efect este cea din figura 55.b, in care in afara rezistentei conductorului R
si inductivitatea proprie L, mai intervin, inductivitatea mizului L,,, rezistenta
electrica a miezului R, si inductivitatea de cuplaj M, intre miez si infagurarea
bobinei.

La frecvente inalte trebuie luat si efectul capacitiv care apare intre spirele
bobinei (fig. 56).

De altfel, intre conductoarele terminale ale oricarei componente exista o ca-
pacitate parazita care poate avea un rol important la frecvente foarte inalte. De
asemenea aceste conductoare terminale au si o inductivitate proprie parazita.
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AR AL AR AL AR AL
11 11 - - E :I
11 11
AC AC AC
Fig. 3.56.

Condesatorul ideal este componenta a carei comportare se apropie cel mai
mult de omologul sau ideal. Totusi si in acest caz, dielectricul nu este un izolator
perfect, existand un curent de pierderi si implicit o rezistena de izolatie, care nu
este infinita. La frecvente foate inalte se face simtita si inductivitatea parazita a
componentei (fig. 57).

C
LT
R 12
Fig. 3.57.

Generatoarele reale admit modele mai simple sau mai complicate, in functie de
principiul lor constructiv, care poate fi electrochimic, electronic, electromecanic
etc. In orice caz, aceste modele vor contine cel putin o sursa ideala de tensiune
sau curent. Cel mai simplu model este cel al generatorului real de tensiune (F, R)
sau de curent (J,G).

Adoptarea unui model ideal pentru generatorul real, respectiv neglijarea rezis-
tentei interne R = 0 sau a conductant’ei interne G' = 0 trebuie facuta cu maxima
precautie, prin compensarea acestor parametri cu cei ai circuitului din care face
parte. De exemplu, pentru a studia regimul de scurtcircuit al unui generator real
trebuie luata in considerare rezistenta sa, oricat de mica este aceasta, altfel se
obtin contradictii de tipul 0 = U = E # 0. Iar in studiul regimului de mers in gol
al unui generator real trebuie luata in considerare conductanta sa interna oricat
de mica ar fi aceasta, deoarece generatorul ideal de curent nu poate functiona in
gol.

Studiul generatoarelor reale in regim variabil impune caracterizarea lor nu
numai prin rezistenta interna ci i prin inductivitatea lor interna sau chiar printr-
un model mai complicat.

Elementele multipolare liniare sunt caracterizate prin relatiile liniare impuse
de acestea intre potentialele bornelor si curentii prin borne. Aceste aplicatii
liniare pot fi reprezentate prin matrice patrate ale caror dimensiuni depind de
numarul de borne ale elementului.
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Considerand cazul cel mai simplu, al elementului tripolar de circuit, la care
n = 3, starea sa electrica va putea fi caracterizata univoc de doi curenti 71, 7o si
doua potentiale V7, V5 (fig. 58.a).

A _—  T_B
|
e | ECC
i i)
—t - . - =
Uy < O ) Uz
—_t L
up =V i3 U=V,
C
a b.
Fig. 3.58.
Conform teoremelor lui Kirchhoff, curentul i3 = —(i; + i3), iar tensiunile

Uy = uac = Vi, us = upc = Vo §i uap = Vi — V5. Considerand borna C'; comuna
atat intrarii cat si iegirii, elementul tripolar de circuit poate fi privit ca un element
cuadripol diport, caracterizat de marimile uy, us, iy, is (fig. 58.b).

Se deosebesc sase moduri distincte pentru a caracteriza si descrie un astfel de
element:

variabile variabile
independente | dependente
controlat 1n tensiune i1, 19 Uy, Uso
controlat In curent U, Uy 11, 1o
modul hibrid 1 11, Us 19, Uy
modul hibrid 2 Uy, 19 i1, Us
modul transmisie Usg, 19 Uy, 41
modul transmisie Uy, 11 Ug, 19

Relatiile caracteristice pot avea sase forme distincte:
— controlat in curent:

U R 1
Uy = 7111 + 1282 Uy [ — | "1 T2 1
Ug = T2101 + T2202 Uz To1 T22 22
elementul este caracterizat de matricea rezistentelor R;

— controlat In tensiune:

7 G U
11 = g11U1 + gi2Us 1| | 911 912 Uy
12 = go1U1 + G2oUs 12 921 g22 Uz
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elementul fiind caracterizat de matricea conductantelor G, care daca este
ireversibila satisface relatia R = G~ 1;

— modul hibrid 1:

Uy = hy17; + higuo Uy hir  hio )
g = ho1i1 + hoous 12 hor Do U2

in care elementul este caracterizat prin matricea hibirida H;

— modul hibrid 2:
H/

. / ! . / /
iy = hijuy + hiyis ;3 11 N2 Uy
/ ! / / .
in care elementul este caracterizat prin matricea hibrida inversa H’, care
daca este inversabila satisface relatia H' = H~!;

— modul transmisie 1:

T
Uy = t11ug — t12t2 uy ||t tie Us
11 = torug — taola (51 tor  tao —13

in care elementul este caracterizat prin matricea de transmisie 7" (din con-
siderente istorice aceasta matrice este definita asociand sensurile marimilor
de iesire us, i dupa regula de la generatoare, ceea ce a impus utilizarea
semnului minus pentru i, in ecuatiile anterioare);

— modul transmisie 2:

T/
_ t/ + t/ - ! t/
U = 111U 1202 Uz _ 11 12 u1
N Y VA ; - / / ;

in care elementul este caracterizat prin matricea de transmisie inversa 17,
care daca este inversabild satisface egalitatea 7" = T~!.

Se constata ca in fiecare mod de reprezentare elementul este caracterizat
prin patru parametrii reali. In unele situatii, aceasta matrice este simetrica,
iar numarul parametrilor se reduce la trei. Elementele la care matricea R sau
G este simetrica se numesc elemente reciproce. In mod normal, cunoasterea
matricei caracteristice unui anumit mod de reprezentare permite determinarea
celorlalte cinci matrice caracteristice, prin rezolvarea sistemului de doua ecuatii
liniare (singura conditie fiind ca deteminantul acestui sistem sa fie nenul).
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Matricea rezistentelor are toate elementele de dimensiunea unor rezistente.

Se constata ca:
U1
T = —
(31

i9=0 7
reprezinta rezistenta portii de intrare in conditiile in care poarta de iesire este in
gol (fig. 59.a),

Uy

T = —
12

9
i1=0
reprezinta rezistenta de transfer intrare-iegire, in conditiile in care poarta de
intrare este in gol (fig. 59.b),
U2

To1 = —
1

)
12=0

reprezinta rezistenta de transfer iegire-intrare, in conditiile in care poarta de iegire
este in gol (fig. 59.c), iar

U

Tog = —

L2

)
11=0
este rezistenta portii de iegire in conditiile in care poarta de intrare este in gol

(fig. 59.d).

E I k
= Uy ECC Uy ECC j=i2
tu u
rll—ﬁ a b rlZZﬁ
j=i, ECC luz l Uy ECC j=is
tu u
r21_ﬁ c d. rzzzi
Fig. 3.59.

In mod asemanator poate fi interpretat oricare din ceilalti parametri ca-

racteristici. Se constata ca toate elementele matricei G au dimensiunea unor
conductante:
1 1 19 19
g1 = — y J12 = — y 921 = — y §o2 = — )
Uy us=0 U2 u1=0 Uy us=0 U2 u1=0
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definite prin excitarea elementului dipolar cu o sursa ideala de tensiune conectata
la o poarta, in conditiile in care cealalta poarta are bornele scurtcircuitate (fig.
60).

e=u; () lul ECC iy ECC uzl Ok

P

Fig. 3.60.

In modul hibrid de caracterizare, elementele matricei H are unitati de masura
diferite:

hi =5 o —rezistenta de intrare (cu iegirea in scurtcircuit);
U=

hog = 2 —conductanta de ieire (cu intrarea in gol);
i1=0 bt )

his = %| o —factorul adimensional de transfer al tensiunii;
1=

hoy = z—f —factorul adimensional de transfer al curentului.
U=

In acest caz poarta de intrare se excita in curent iar cea de iegire in tensiune.
Matricele de transmisie au elementele diagonale adimensionale:
Uy

i1 = —
Uz

, tog = ——
i2=0 12

)
u2=0

cu semnificatia unor factori de transfer in tensiune sau curent, iar cele nediagonale
sunt rezistente sau conductante de transfer:

excitatia realizandu-se in acest caz exclusiv la poarta de intrare, cea de iegire fiind
succesiv in gol respectiv in scurtcircuit.
Analizand ecuatiile constitutive ale surselor comandate liniar se constata ca:

— sursa de tensiune comandata in tensiune are ecuatia de tip hibrid 2;
— sursa de curent comandata in curent are ecuatia de tip hibird 1;

— sursa de tensiune comandata in curent are ecuatia corespunzatoare modului
controlat in curent;
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— sursa de curent comandata in tensiune are ecuatia corespunzatoare modului
controlat in tensiune.

Deoarece determinantul matricelor acestor elemente este nul, rezulta ca aceste
moduri sunt specifice fiecarui element considerat.

Sursele comandate liniar pot fi folosite in modelarea oricarui element rezistiv
liniar. Daca acesta este controlat in curent, tensiunea de intrare este:

. . / "

Uy ="r1n + 1272 = Uy + Uy -
Primul termen w) = 714; corespunde unui rezistor cu rezistenta 7, iar al
doilea termen wu] = 75 corespunde unui surse de tensiune comandate liniar in

curentul de iegire, avand rezistenta de transfer r15. In mod asemanator se obtine
schema echivalenta corespunzatoare portii de iegire (fig. 61.a).

T T, i i
r11 7] " [ [] U
) . u
t rol2 ra1l1 H2 1 ! <> <> 2 2
G1oU)) Oo1Uq

[, 0 [, 0

il |2 o o Il
R=h G=hy,
Uy 11 <> [] U Uy [ <> R=hy,
- G=hiT hiy

| IS

e

11 Npol 2
h12ul hz]_Ul

[, o 0 o O

Fig. 3.61.

Elementele cuadripol de circuit controlate in tensiune admit circuite echi-
valente cu surse comandate ca cele din figura CEVA iar circuitele echivalente
modului hibird 1 si 2 sunt reprezentate in figura CEVA.

Circuitele cuadripolare rezistive liniare reciproce sunt caracterizate doar prin
trei parametri si admit scheme echivalente mai simple decat cele din figura CEVA.
Se va demonstra ca aceste elemente admit scheme echivalente cu trei rezistoare
dipolare conectate in II (fig. 62.a) sau in T (fig. 62.b).

Considerand spre exemplu schema echivalenta in T' pentru cazul cuadripolului
controlat in curent rezulta:

Uy

1= — = R + Rs,
11 li,=0
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iy Gs iy i, Ri Rz i,
1| o ° LTI [ =
u u, u u
1 G, G, 2 Y1 Rs 2
o o [, 0
Fig. 3.62.
Uy U2
rie = — =Ry = — =T,
22 15,=0 11 li5=0
U2
Tog = — = Ry + R3,
12 11=0

si matricea rezistentelor de forma:

p_|[RitRs Ry
“| Ry  Ry+Ry |

Valorile rezistentelor se determina cu relatiile Rg = 719 = ro1, Ry = r11 — 119,
Ry =199 — 11a.

Folosind modul de control in tensiune, rezulta pentru cazul cuadripolului in
IT matricea conductantelor:

a G+ Gy Gs
Gs G+ Gy |

Deoarece R = G, rezultd cd (G, Go, G3) se pot exprima functie de (R,
Ry, R3).

A i i- B
N N\ 2
u; u,

ig
C
a
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In consecinta un element rezistiv tripolar liniar si reciproc admite una din
schemele echivalente in triunghi (fig. 63.a) sau in stea (fig. 63.b). Acest rezultat
poate fi generalizat la cazul unui element multipolar cu n borne care admite
o schema echivalenta de tip poligon complet cu (n — 1)+ (n —2)+ ... +1 =
n(n —1)/2 laturi continand rezistoare liniare (fig. 63.c), matricea conductantelor
G avand dimensiunea (n — 1)x(n — 1) iar curentii i = [i1, ..., 7, 1]7 exprimandu-
se printr-o transformare liniara ¢ = GV in functie de vectorului potentialelor
\% = Vi,..., Vn,l]T.

In regim variabil elementele rezistive nu isi modifica modul de comportare,
ecuatiile constitutive fiind de tip algebric isi mentin forma. Elementele multi-
polare reale prezinta efecte inductive si capacitive care la frecvente inalte pot
deveni importante. Daca se iau in considerare doar inductivitatile parazite ale
terminalelor si capacitatile intre acestea se poate adopta un model de forma celui
din figura 64.

Cas
L
- N

Fig. 3.64.

Un exemplu edificator asupra modului in care se modeleaza elementele re-
ale de circuit il reprezinta modelul transformatorului. Acesta la frecvente joase
poate fi modelat ca un cuadripol diport (fig. 65) ce contine o pereche de bobine
cuplate. Prezenta miezului poate fi modelata printr-o a treia bobina cuplata cu
cele asociate celor doua infagurari.

In anumite regimuri capacitatea dintre infagurari poate juca un rol important,
introducerea ei determinand transformarea diportului intr-un cuadripol general,
la care iy # —i3 §i 19 # —i4, ceea ce impune caracterizarea elementului nu prin
doua relatii (i1, i2) — (uq, ug) ci prin trei relatii (iy, is, i3) — (V4, V4 Vi) capabile
sa exprime modul de variatie al potentialelor in functie de curentii din borne.

Se constata ca problema determinarii celor mai potrivite modele pentru ele-
mentele reale de circuit nu este o problema simpla, necesitand rezolvarea unor
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Iy [ ?Il iy
Lo Ve 1 °V,

L Lud L'f Lo

u;
R> R, R,

e, Il O
V3 i &:lz i V=0
Fig. 3.65.

probleme complicate de camp electromagnetic, dar si cunostinte aprofundate de
teoria circuitelor electrice. Adoptarea unor modele necorespunzatoare pote de-
termina nu numai descrierea eronata a elementului ci chiar imposibilitatea de a
gasi o solutie a circuitului cu elemente ideale.

Aplicatia 1: Sa se determine frecventa pana la care se poate neglija induc-
tivitatea parazita a unui rezistor.

Se considera un rezistor cu rezistenta R gi cu inductivitatea L, (fig. 66)
parcurs de curentul i(t) = I sinwt.

Fig. 3.66.

Tensiunea la bornele acestui element este:

di
u= Ri+ Ld_zlf = RIsinwt + Lwl coswt = [V R? + w?L? sin(wt + ).
Daca neglijam inductivitatea parazita L = 0, rezulta v’ = Ri = I Rsin wt.

Eroarea relativa a valorii maxime a curentului este:
u—u  VR2+w?l?2—R wl\?
- —\1+ (—> 1
u’ R R

Impunand ca o limita admisibild a erorii € = 1%, rezulta:

L 2
1+ (%) < (1+¢),

ceea ce corespunde la pulsatia:

R 5 R R
w<L\/(1+€) 1—L\/€ 2€_€L.
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De exemplu, pentru R = 1009 gi L = 1mH, rezulta w < 10° rad/s, ceea ce
corespunde la aproximativ 200kHz.

Aplicatia 2: Prin modelarea unui generator real cu parametrii (E,r) cu un
generator de tensiune cu t.e.m. E se introduce o eroare.

F R ® [

Fig. 3.67.

Considerand ca la bornele generatorului se afla o rezistenta de sarcina R,
rezulta valoarea exacta a intensitatii:

. E
7=
R+r’

si valoarea aproximativa i' = E/R. Eroarea relativa de modelare:

E E
Slzi_i,:R—i_T R:—i
i E R’
R+r

depinde invers proportional de rezistenta de sarcina R. De exemplu, pentru
R > 100r, eroarea de modelare |¢| < 1% gi rezistenta interna se poate neglija
fata de cea de sarcina.

y O

Fig. 3.68.

Daca acelasi generator real se modeleaza cu un generator ideal de curent cu
ceem. J = E/r, atunci curentul aproximativ are valoarea i = J i eroarea de
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aproximare este:

E F
gll_l_i//_R—}-T T__Ez_g
7 E r G’
R—r
incare G=1/Rsgig=1/r.
‘8"
G
Fig. 3.69.

Daca conductanta interna g este mult mai mica decat cea externa G, eroarea
de modelare este neglijabila. De exemplu, daca g < G/100, atunci |¢”| < 1%.

Rezulta ca un generator real poate fi modelat cu un generator ideal de curent,
daca rezistenta sa interna r = 1/g este mult mai mare decat cea de sarcina
R=1/G.

Aplicatia 3: Eroarea de modelare a unui amplificator operational.

R,

| SR )

Fig. 3.70.

Se considera circuitul amplificator inversor (fig. 70) in care amplificatorul
operational se considera cu amplificare A in bucla deschisa finita.
Ecuatiile circuitului sunt:

Uy = Rlil — U; = U; = Rlil — U

Uo = AUZ = —Rgil — U; = ARlil — Au1 = —Rgil — Rlil + uy
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A+1
= u
AR, + Ry + Ry

il(ARl + Ry + Rl) = (A + 1)U1 = 11

I I G VY N R,

" |(A+ 1R, + R, "(A+1)R, + R,
o AR,
> YA+ DR + R,

Daca A — 00 se constatd cd: i3 — i =ui/Ry, up — u =08 ug — uy’ =
—u1 Ro/R;. In consecinta, eroarea relativa asupra tensiunii de iegire obtinuta prin
utilizarea modelului perfect pentru amplificatorul operational este:

1 A
6:ug—uQ:E_(A%—l)RlJng: MitR, Rty
UIQ i (A+1)R1+R2 AR1+R1+R2‘
Ry

In particular, in cazul in care Ry = Ry = R, rezultd ci e = 2/(2+4 A), care
pentru valori uzuale A = 2-10° corepunde la o valoare extrem de mica e = 107°.
In consecinta, modelul perfect al amplificatorului operational este satisfacator
pentu aplicatiile practice.

3.16 Modelarea cu elemente neliniare ideale

Modelarea elementelor reale de circuit a caror comportare este esential neliniara
trebuie facuta folosind elemente ideale neliniare. Cel mai simplu element neliniar
de circuit este rezistorul neliniar. Un astfel de rezistor comandat in tensiune este
caracterizat de o functie reala ¢ = g(u), care poate fi aproximata oricat de bine
printr-o functie liniara pe portiuni:

moU + N, U < Uy
miu + ny, u € (ug,us)

My U+ N1, U E (Up—1, Up)
Myl + Ny, U > Up

Valorile constantelor my, ni pot fi determinate din conditiile de interpolare
glug) = glug), k =1,2,..., n, la care se adauga relatiile g(ug) = g(uo), g(u, +
1) = g(u, + 1), necesare determinarii pantelor segmentelor extreme.

Cu cat numarul n al punctelor de frangere este mai mare, cu atat eroarea
de aproximare poate fi facuta mai mica. Un rol important il joaca punctele de
frangere uy, k = 1, n, a caror alegere se recomanda sa fie facuta, astfel incat sa se
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minimizeze eroarea de aproximare. Considerand functia g continua, caracteristica
poate fi reprezentata compact, cu ajutorul functiei modul, sub forma:

n
i=g(u) =ao+au+ > bjlu—u,
j=1

unde u; < ug < ... < u, sunt tensiunile in punctele de frangere, iar
a; = (mo +my)/2;

bj = (m; —m;_1)/2;

Fig. 3.71.

Se constata ca aceasta reprezentare necesita doar 2(n + 1) constante reale.

Pe fiecare portiune u € (ug, ug41), elementul avand o caracteristica de forma
1 = mpu + ng, admite o schema echivalenta de tip generator real de curent cu
conductanta interna G, = my, §i curentul electromotor J, = ny.

Prin utilizarea diodelor perfecte se poate stabili o schema echivalenta care
modeleaza elementul neliniar pe tot domeniul u € R. Se constata ca elementul
de circuit alcatuit prin inserierea unei astfel de diode cu o sursa reala de tensiune
(fig. 72.a) are caracteristica:

o1 0, u< FE
Z—iGHu—E\jL(u—E)]_{ Glu—E), u>F
al carui grafic este reprezentat in figura 72.b.

Acest element are doi parametri G, E si este simbolizat prin (D, R, E), fiind
un element unidirectional, la care ¢ > 0.

Daca ¢ > 0 dioda perfecta se comporta ca un conductor perfect iar u = Ri+F,
ceea ce corespunde la i = (u—E)/R = G(u—E), cu (u— E) > 0. In caz contrar,
(u— FE) <0, dioda se comporta ca un izolator perfect si curentul este nul.
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¢
_ &
| R=1/G /\E o Q/
u
Fig. 3.72.
. i
Iy i)
lo | Go
s @ [le] e
EN B
Fig. 3.73.

Prin conectarea in paralel a unor elemente de acest tip, cu un singur punct
de frangere, se obtine un element de circuit cu caracteristica liniara pe portiuni
(fig. 73).

La acest circuit s-a conectat in paralel si o sursa reala de curent (I, Go)
pentru a modela corespunzator comportarea la limita ©v — —oo.

=]

Fig. 3.74.

Caracteristica elementului (fig. 74.b) astfel construit este:
Z:]0+GOU+Zlk :Io+G0u+§ZGk[|U_Ek| —(U—Ek)]
k=1 k=1
Alegand tensiunile electromotoare E) = uy, corespunzator punctelor de fran-

1 n
gere, conductantele G = 2b; si parametri Iy = ag — 3 ZGkEk, Gy = a1 +
k=1
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1¢& o : . -

— Z G, rezulta ca acest circuit poate modela orice rezistor neliniar controlat in
k=1

tensiune cu caracteristica liniara pe portiuni si in mod aproximativ orice rezistor

neliniar cu caracteristica u — ¢ continua.

Daca in anumite zone, rezistorul are conductanta dinamica negativa este ne-
cesard utilizarea unor elemente cu caracteristica: i = 1/2G|[lu — E| + (u — F)],
cu G <0.

Aceste elemente active pot fi obtinute prin "negativarea” curentului din ele-
mentele (D, R, E). Noul element, simbolizat prin(D, R, E) este tot un element
unidirectional dar cu 7 < 0.

Rezultatele obtinute pot fi aplicate prin dualitate si rezistoarelor controlate
in curent, la care functia caracteristica v = f(i) poate fi aproximata liniar pe
portiuni prin:

n
u=f(i) =ao+aru+ Y |i—ig.
k=1

Elementul cu caracteristica:

.. .
u:iR[|z—J|+(Z—J)]

0, 1< J
r(i—J), i>J

are un singur punct de frangere, plasat in ¢ = J si poare fi realizat dintr-o sursa
reala de curent, conectata in paralel cu o dioda perfecta (fig. 75.a).

i
5
Q
] J/
J _
U R=1/G §
u
Fig. 3.75.

Acest element simbolizat prin (D, G, J) este controlat in curent. Daca u >
0, dioda perfecta se comporta ca un izolator perfect iar i = J + Gu, ceea ce
corespunde la v = R(i — J) > 0, deci i > j. Daca i < J, atunci dioda perfecta se
comporta ca un conductor perfect i u = 0.

Prin conectarea in serie a unor astfel de elemente de circuit se poate modela
functionarea oricarei caracteristici u — 4 liniare pe portiuni (fig. 76.a).

Fiecarui punct de frangere din caracteristica i = f(u) 1i corespunde o celula
(D, G, J):

1.
k=1 k=1
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U,

7NN

u,
AN
i Ev Ry Jq J, 3
" Rz R 00 T

Fig. 3.76.

c
=]
[
>

Alegand curentii electromotori J; = 15, corespunzator punctelor de frangere,
rezulta rezistentele Ry, = 2b, si parametri sursei reale de tensiune Fy = Gg —

1 1

2 Z RipJ., Ry = a1 + 5 Z R care permit modelarea comportarii elementului
k=1

pentru ¢ < J.

Pentru modelarea caracteristicii de magnetizare ¢ — ¢ a bobinelor neliniare
se poate utiliza de asemenea tehnica aproximarii liniare pe portiuni. Folosirea
surselor liniare comandate in derivata permite modelarea bobinelor neliniare cu
ajutorul rezistoarelor liniare. De exemplu, circuitul din figura 77 are urmatoarea

i ¢
b
u P u”:1i<> 6=0(un)

Fig. 3.77.

comportare pe la borne:

w=Ri+ % gy W) _ gy 200
dt dt dt

modeland functionarea unei bobine neliniare reale cu rezistenta infagurarii R si
cu caracteristica de magnetizatie data de functia @. S-au folosit in afara rezisto-
rului liniar si a sursei de tensiune comandata liniar in curent, un rezistor neliniar
controlat in tensiune si o sursa de tensiune controlata in derivata ”curentului” .
Deoarece circuitul (u,,, @) este strabatut de un curent egal cu fluxul magnetic ¢
el se numeste circuit magnetic, iar ”tensiunea” u,, = ¢ se numeste tensiune mag-
netica. Aceasta tehnica a circuitelor magnetice poate fi utilizata si la modelarea
bobinelor neliniare cuplate magnetic.

Bobinele din figura 78.a, cu n; si respectiv ng spire infagurate pe un miez
neliniar pot fi modelate prin circuitul neliniar cu surse comanate in derivata,
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i; Ry o, 9, R2 i
= =
i ﬁq’l ¢2ﬁ | ris o, roi,
. 2 r,d0, r,db,
Lt %t
u, ¢<|>3, >u2 U, <> U¢3 < u,
L, ¢, b, L,
Fig. 3.78.

prezentate in figura 78.b. Acest circuit contine pe langa cele doua rezistente
electrice ale infagurarilor Ry,R, si trei ,,rezistoare” neliniare cu caracteristicile
»1, Pa, p3, care modeleaza dependentele flux-tensiune magnetica, specifice celor
trei tronsoane ale miezului magnetic. La acest circuit pot fi adaugate bobinele
liniare cu inductivitatile Lq, Lo, ce caracterizeaza dispersia magnetica prin aer,
care este un mediu liniar. La frecvente mari devin importante efectele de curenti
turbionari (pierderile in miez) si cele capacitive, ceea ce impune completarea
schemei cu noi elemente ideale.

Pentru modelarea elementelor multipolare rezistive neliniare se folosesc sursele
comandate neliniar. Folosind modelul perfect al amplificatorului operational, si
aceste elemente se pot reduce la rezistoare neliniare.

Circuitul cuadripol din figura 79.a se comporta ca o sursa de tensiune coman-
data in curent, a carei caracteristica neliniara:

Ug = _f(Z1)>

este determinata de caracteristica u — i a rezistorului neliniar din reactie.
Circuitul cuadripol din figura 79.b se comporta ca o sursa de curent comandata
in tensiune, a carei caracteristica:

g = g(u1)7

este identica cu caracteristica ¢ — u a rezistorului neliniar continut.
Prin combinarea acestor circuite (fig. 80.a) se obtine un element cuadripol,
la care

ip = g(uy') = g(—f(ir)),
deci o sursa de curent controlata neliniar in curent.
Circuitul din figura 80.b satisface relatiile:

uy = —f(i) = = f(g(w)),

specifice unei surse de tensiune comandata neliniar in tensiune.
Aplicatie:
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Fig. 3.80.

Considerand rezistorul i; = g(u;) = Guy liniar, rezulta us = — f(Guy).

In particular, daca rezistorul neliniar din reactie este alcatuit din doua diode
Zener, conectate in serie (fig. 8l.a) astfel incat u = wuy + uy = Ussgn(i) se
constata ca:

uy = —Ussgn(Guy ),

ceea ce corespunde unei caracteristici de transfer reprezentate in figura 82, simi-
lara amplificatorului operational cu limitare si identica cu aceasta, daca se mai
introduce un amplificator inversor.

Abplicatie:

Un exemplu interesant este cel din figura 83, in care reactia negativa este
asigurata de o dioda semiconductoare.

Aplicand o tensiune de intrare u > FE, intensitatea curentului prin resistenta
R are valoarea i = (u— E)/R > 0, ceea ce asigura polarizarea directa a diodei D,
care in acest caz este in conductie. Tensiunea de iesire are in consecinta o mica
valoare negativa, egala cu opusul caderii de tensiune pe dioda, ceea ce face ca
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amplificatorul operational sa nu se satureze. In consecinta, relatia u —1¢ la poarta
de intrare are forma ¢ = (u — E)/R, pentru u > E. Daca u < E, intensitatea
curentului prin rezistorul R are tendinta sa devina negaiva ceea ce blocheaza
dioda D. Tensiunea de intrare a amplificatorului operational u; = F — Ri + u ia
valori care 1l satureaza, determinand o tensiune de iegire Uy = U,. Dioda D se
blocheaza puternic, deoarece tensiunea la bornele sale devine u— Ri—Uy < 0, ceea
ce anuleaza practic curentul . In consecinta, pentru u < E curentul de intrare
este 1 = 0 (fig. 83.b). In acest fel se obtine un circuit a carui comportare se
apropie foarte mult de cea a unui rezstor neliniar cu un singur punct de frangere.
In particular, daca £ = 0 si R = 0, comportarea circuitului pe la bornele de
intrare este foarte asemanatoare cu cea a diodei perfecte, chiar daca in reactie se
foloseste o dioda reala. In mod dual, se demonstreaza c circuitul din figura 84.a
are caracteristica din figura 84.b.

bi

’ ) AantaG
o[ o] O

7777

(=

Fig. 3.84.

Aplicatie: Modelarea tranzistorului bipolar.

Una din cele mai folosite componente electronice este tranzistorul bipolar.
Acesta este un element de circuit cu trei terminale, numite: emitor, baza si
colector. In figura 85.a este reprezentat simbolul tranzistorului bipolar npn.

e alinsall
e C €Eo—= o C
ueK/Jcb i P

u u
b eb b cb
Fig. 3.85

O caracterizare suficient de buna a acestui element este data, la frecvente
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mici, de ecuatiile Ebers-Moll:

/L'e = —IES(e_ueb/VO — 1) + QR[CS(e_qu/VO _ 1),
b = OéFIEs(e_u‘ab/Vo — 1) — ICS(G_UCb/VO — 1),

Se constata ca:

iy = —Ips(e™"/" — 1) = fi(ue);
iy = —Iog(e /" —1) = fo(ue);

sunt functiile caracteristice ale unor diode semiconductoare.
Functiile caracteristice:

7;6 = ge(ueln ucb);
ic = gc(ueb> ucb);

au urmatoarea forma:

le = 11 — QRly = fl(ueb) — QR f2(ucb)§
Qe = —apiy + iy = —a - fi(wup) + fo(ue);

care permite adoptarea schemei echivalente din figura 85.b.

Schema echivalenta Ebers-Moll este alcatuita din doua rezistoare neliniare
controlate in tensiune si doua surse de curent comandate liniar in curent. In
acest model tranzistorul este caracterizat de patru parametri Vy, Igg, Ics, ag si
ap.

De obicei tranzistorul bipolar este utilizat in conexiune cu colector comun,
fiind descris in modul hibrid, prin functiile:

{ Upe = fo(ip, ucE);

ic - fc(iba UCE);
ale caror grafice sunt reprezentate in figura 86.

ip i

c i
ic
i
b —= Uge
\% li
ube
e
ube uce
Fig. 3.86.
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3. TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE ELECTROMAGNETISMULUL
BAZELE FIZICE ALE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE

In acest mod de conexiune, poarta de intrare b — ¢ are o caracteristica i, — Up,
asemanatoare unei diode semiconductoare, cu observatia ca aceasta este usor
modificata de parametrul u... Poarta de iesire ¢ — e are o caracteristica puternic
dependenta de parametrul . In consecinta, porta de intrare poate fi modelata
ca o dioda semiconductoare inseriata cu o sursa de tensiune comandata liniar
in tensiunea de intrare. Poarta de iesire poate fi modelata cu o sursa de curent
comandata liniar in curentul de intrare, care este curentul de baza. Circuitul din
figura 87.a permite modelarea cu caracteristici liniare pe portiuni a tranzistorului
in conexiunea cu colector comun pentru .. > 0.

Uce

i Uce — creste
b
panta /R,
lo
EO uCe

Fig. 3.87.

Deoarece Ry, Go, Iy si a au valori mici deseori se aplica, cu bune rezultate,
modelul simplificat din figura 88, alcatuit dintr-o sursa ideala de tensiune, cu
t.em. Ey~ 0,6V, o sursa de curent comandata in curent si o dioda perfecta D.

Se constata ca acest model este caracterizat in principal de parametrul 3,
numit factorul de amplificare in curent si care are valori in plaja 10 — 103.

Modelele prezentate au un caracter rezistiv si nu descriu corect comportarea
tranzistorului bipolar la frecvente ridicate. Pentru a descrie aceasta comportare,
s-au elaborat modele mai complicate, care contin in schemele lor echivalente
si condensatoare, liniare sau neliniare. De exemplu modelul Gummel-Poon al
tranzistorului bipolar este un element controlat in sarcina.

In concluzia acestui paragraf se poate afirma ca pentru modelarea elementelor
reale de circuit, in afara elementelor ideale dipolare liniare (R, L, C, e, j) se mai
folosesc elementele dipolare rezistive neliniare (care admit ca element primitiv
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g Bi,
| D I
b o b~ N\ _°© .
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Upe e Uce
Fig. 3.88.

dioda perfecta) si sursele comandate liniar sau neliniar (care admit ca element
primitiv amplificatorul operational perfect).

Aplicatie: Eroarea de modelare a unei diode semiconductoare.

Fie o dioda semiconductoare, cu caracteristica:

i = Ig(e"V —1),
in care Ig = 1uA i V = 0,026V, ce se aproximeaza liniar pe portiuni prin:

y {Giu, u <0

A—

Gaqu, u>0
astfel incat cele doua caracterisitici sa se intersecteze pentru u; = —10V, u = 0,
Rezulta conductanta inversa:
i1 1076
Gi=— =2V 1)~ = 10778,
(51 (751
si cea directa:
1 I
Ga=—2=(em/V —1) = 107%" = 2,35 10!,
U9 U9

Eroarea absoluta de aproximare este:

i~ Is(eV —1) - G, u<0
- T Is(eV —1) = Gqu, u>0

i are valoarea maxima in intervalul (ui,us) pentru unul din punctele in care

de/du =0
In polarizare directa:
@—Ve Gq=0 = u=Vln I

ceea ce corespunde erorii absolute.

DECALCULAT
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3.17 Modele pentru mici variatii

Circuitele electrice cu elemente liniare sau neliniare sunt caracterizate in regim
stationar pentru fiecare latura £ = 1, L de o tensiune Uy si de o intensitate
I, constante in timp. Sursele ideale ale unui astfel de circuit trebuie sa aiba
paramentrii Ej si J; constanti in timp.

Daca la un moment dat, sursele incep sa-si modifice parametri, circuitul
paraseste regimul stationar. Considerand ca parametri surselor ideale:

ex(t) = By + éx(t);
Je(t) = Ji + Ji(t);

au variatii e, si j suficient de mici, pentru majoritatea circuitelor se poate afirma
ca acestea corespund unor variatii tot mici ale curentilor si tensiunilor circuitului:

i(t) = o + in(t);
uk(t) = Uk + ﬂk(t).

Respectiv, daca &, jy — 0 atunci i, (t), 4(t) tind si ele catre zero.

In aceasta situatie, punctele de frangere ale elementelor neliniare au excur-
sii limitate in jurul punctului de functionare corespunzator regimului stationar.
Aceasta observatie permite ca pentru fiecare element neliniar, caracteristica sa sa
fie aproximata, suficient de bine cu o dreapta, in jurul punctului de functionare
din regim stationar.

Cea mai buna aproximare liniara a caracteristicii se obtine retinand primii
doi termeni din seria Taylor asociata.

Considerand spre exemplu, un rezistor dipolar controlat in curent (fig. 89) cu
caracteristica u = f(i), al carui punct de functionare in regim stationar (numit
si punct static de functionare) satisface relatia U = f([), rezulta ca pentru mici
variatii ale curentului se poate adopta aproximarea:

w=f(I) = f(I) + f'(I)i + %f”([)? +... = U+ R

In consecinta micile variatii ale tensiunii & = u — U = Rgi sunt proportionale
cu variatiile curentului, constanta de proportionalitate fiind rezistenta dinamica
R4 1n punctul de functionare. Rationamente asemanatoare permit determinarea
schemelor echivalente pentru mici variatii ale oricarui element dipol neliniar (fig.
89).

Si in cazul elementelor multipolare rezistive neliniare de circuit electric, sche-
mele echivalente de mici variatii sunt tot circuite liniare, a caror structura depinde
de modul de control. De exemplu, in cazul elementelor controlate in tensiune,
prin dezvoltare in serie Taylor se obtine:

g1 _ Ig _

11 = g1(uy, ug) >~ g1(Uy, Us) + =——uy + =y = 1 + g11U1 + g12Us;
1 91(1 2) 91(1 2) 8u11 8u22 1 T g11U1 T g12U2
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0 :'
T=10)
f(i) Rq=F'(1).
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q(u) i C4=0' (1)
- = L
I
Fig. 3.89.
B9 = go(ur, uz) ~ go(Us, Us) + %m + %W = Iy + g1y + goolla;

Sau pentru variatiile curentilor 4; = i; — Iy, iy = 49 — Io:

11 = gt + garUs;
11 = g11Uy + garUs;

in care gi11, g22, g12, 921 sunt conductantele dinamice de intrare, iegire si respectiv
de transfer.

In consecinta, elementul multipolar rezistiv neliniar de circuit electric admite
pentru mici variatii una din schemele echivalente din figura CEVA, deoarece este
un element liniar fata de aceste variatii.

Spre exemplu liniarizand modelul Ebers-Moll, rezulta ca tranzistorul bipolar
admite schema de mici variatii din figura 90.

Prin liniarizarea modelului hibrib se obtine:

afb—- 8fb _—

e — .7 ce) — I, ce a- a_
Upe = [fo (i, Uce) = fo(Lo, Uee) + i B
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_ gty

. . Of.-  Of. -
ic = fe(iv, Uce) = fe(ly, Uce) + 8—5;,“’ + 3—2%,
in care: 5 5
Upe Upe
hit = ——, hip = :
11 iy 12 iy
o1 o1
hot = —. hgy = <
21 iy’ 292 o,

se numesc parametrii hibrizi ai tranzistorului.
In consecita, tranzistorul bipolar in conexiunea colector comun admite schema
de semnal mic din figura CEVA, in care:

Ry = hq;- rezistenta dinamica de intrare;

G5 = hgy- conductanta dinamica de iegire;

« = hqo- factorul de transfer invers in tensiune;
(8 = hgi1- factorul de amplitudine in curent.

In particular prin liniarizarea modelului din figura CEVA se obtine schema de
mici variatii din figura CEVA, se constata ca la mici variatii un tranzistor bipolar
se comporta, in principal, ca o sursa de curent comandata in curent.

Aplicatie: Amplificatorul cu tranzistor bipolar.

Pentru ca tranzistorul bipolar sa functioneze ca un amplificator de mici variatii
este necesar ca punctul sau static de functionare sa se afle intr-o pozitie cores-
punzatoare ugg > 0, ig > 0, ucg > 0, ic > 0. Aceste conditii sunt indeplinite
prin polarizarea sa cu ajutorul unor surse stationare (E; si Es in fig. 91)

Daca peste sursa F, se suprapune o tensiune variabila %, atunci tensiunea de
iegire us va avea variatiile @y, determinate prin analiza circuitului de mici variatii:

~ Reo
Uy = —R.fBip = —R—Zﬁm

deoarece ip = u1/Rp. In consecintd, circuitul amplificator cu un tranzistor va
amplifica variatiile tensiunii de intrare de SR¢c/Rp si va schimba semnul acestora.
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Capitolul 4

Circuite electrice simple.
Teorema de echivalenta

4.1 Relatia de echivalenta a elementelor
de circuit

Prin definitie, doua elemente de circuit electric sunt echivalente daca au aceeasi
comportare pe la borne, respectiv daca asigura aceeasi relatie intre tensiuni si
curentji. In consecinta, daca intr-un circuit electric se inlocuiegte un element de
circuit cu altul echivalent, starea circuitului nu se va modifica.

Pentru caracterizarea starii unui element de circuit si a interactiunii acestuia
cu exteriorul se folosesc marimile fizice asociate bornelor (intensitati, potentiale)
sau perechilor de borne (tensiunile). Aceste marimi, mai ales atunci cand sunt
variabile in timp, se numesc semnale electrice. Daca un anumit semnal electric
poate avea o variatie arbitrara, fara sa fie limitata intr-un fel de structura interna
sau comportarea elementului de circuit, atunci se spune ca acest semnal poate fi
semnal de intrare sau excitatie pentru acel element de circuit. In consecinta, un
element de circuit determina clasificarea semnalelor sale electrice in semnale de
intrare, care sunt variabile independente ale functiei sau operatorului caracteristic
si in semnale de iegire care sunt variabile dependente ale functiei sau operatorului
caracteristic elementului. Variabile dependente se numesc i semnale de raspuns.

De exemplu, un rezistor neliniar controlat in curent poate fi excitat in curent
iar tensiunea la borne este un semnal de iegire (raspuns). Un rezistor controlat in
tensiune poate fi excitat in tensiune, caz in care raspunsul il reprezinta curentul.

Aceasta clasificare nu este intodeauna unica. Daca de exemplu, rezistorul con-
trolat in curent are o functia caracteristica bijectiva el poate fi excitat in curent
iar tensiunea la bornele sale este un semnal de iesire (raspuns). Un rezistor con-
trolat in tensiune poate fi excitat in tensiune, caz in care raspunsul il reprezinta
curentul. In cazul elementelor multipolare, anumite borne pot fi excitate numai
in curent iar altele numai in tensiune. In mod similar, in cazul elementelor multi-
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port, anumite porti pot fi excitate numai in curent (de exemplu, cele degenerate
in conductoare perfecte sau surse ideale de tensiune) iar altele numai in tensiune
(de exemplu, cele degenerate in izolatoare perfecte).

Incercarea de a excita incorect un element de circuit (de exemplu, excitarea
unui conductor perfect in tensiune) conduce la contradictii logice si este inadmi-
sibila 1n teoria circuitelor electrice.

Considerand un element de circuit excitat corect, comportarea sa este complet
determinata, daca rasunsul sau este unic pentru orice excitatie (deci pentru orice
mod de variatie in timp a semnalului de intrare).

In consecinta, doua elemente de circuit rezistive sunt echivalente, daca ele
au aceeasi dependenta a semnalelor de iegire in functie de cele de intrare. In
particular, in cazul rezistoarelor dipolare, echivalenta are loc daca si numai daca
cele doua rezistoare au aceasi functie caracteristica y = f(z), in care s-a notat cu
x - semnalul de intrare (u - in cazul elementelor controlate in tensiune si respectiv
i in cazul elementelor controlate in curent) iar cu y - semnalul de iegire (i in cazul
elementelor controlate in tensiune si respectiv w in caz contrar). Rezulta ca
pentru semnale de intrare x = x; = x5 egale la cele doua elemente, semnalele
de iegire y = y; = yo sunt deasemenea egale, oricum ar fi excitatia x. Datorita
caracterului rezistiv al elementelor considerate, comportarea lor ramane aceeasi,
indiferent de modul in care semnalul de excitatie variaza in timp.

A

Ymax

X(t) ﬁ y(t) Yin|
O | o

Urma lasata de punctul de coordonate (z, y) nu depinde de modul in care
variaza in timp x(t) in intervalul (Z,in, Tmaes). Caracteristica y = f(z) a elemen-
tului rezistiv neliniar (fig. 1) se exprima printr-o functie f : R — R gi permite
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orice mod de varitie in timp a semnalului de intrare z(t).

Se constata ca totusi pentru a evidentia pe cale experimentala echivalenta a
doua elemente de acest tip ar trebui efectuate o infinitate de experimente, ceea
ce este imposibil.

In cazul particular al elementelor de circuit electric liniar, caracteristca in
planul v — ¢ fiind o dreapta, rezulta ca sunt necesare gi suficiente doar doua ex-
perimente pentru a demonstra echivalenta. Evident, ca pentru ca doua elemente
ideale dipolare rezistive liniare de circuit electric sa fie echivalente este suficient
ca parametrii acestora sa fie egali, in acest caz un singur experiment este suficient
pentru a demonstra echivalenta.

Conditia necesara si suficienta pentru ca doua elemente de circuit rezistive
multipolare liniare sa fie echivalente este ca matricele caracteristice celor doua
elemente sa fie egale. Numarul de experimente necesar evidentierii echivalentei
este dependent de numarul n de borne (respectiv numarul de porti, in cazul
elementelor multiport). In general numarul minim de experimente este (n —
1)%, respectiv n? dar in cazul elementelor reciproce (caracterizate prin matrice
simetrice), acest numar se reduce la n(n — 1)/2 si respectiv la n(n + 1)/2.

Caracterizarea comportarii elementelor reactive de circuit este mai complicata
decat a celor rezistive, deoarece dependenta dintre semnalele de intrare si iegire se
exprima in acest caz printr-un operator diferential sau integral. Din acest motiv,
semnalul de iegire y(¢), de la momentul de timp ¢ depinde nu numai de valoarea
semnalului de intrare x(t) de la momentul de timp ¢ ci si de evolutia sa pana la
timpul ¢.

Doua elemente reactive sunt echivalente, daca ele determina aceleasi ras-
punsuri la excitatii identice cu variatii arbitrare in timp. In consecinta pentru
orice x1(t) = xo(t), t € (t1, t2) echivalenta impune y; (t) = ya2(t), t € (t1, t2).

In continuare se va analiza comportarea elementelor reactive pentru intervalul
t > 0. Presupunand conventional momentul initial ¢; = 0 iar excitatiile aplicate
definite pentru ¢ € [0, co) vor fi considerate in mod conventional nule pentru
t < 0. Aceasta este echivalenta cu inmultirea lor cu functia treapta unitate:

0,t<0
h(t):{ 1,t>0

Analizand comportarea bobinei liniare ideale, la care:

U= L—,
dt

se constata ca daca aceasta este excitata in curent (fig. 2), atunci semnalul de
intrare ¢(t) nu poate avea o variatie arbitrara in timp, el trebuie sa fie continuu si
derivabil iar la momentul initial (¢ = 0) trebuie sa satisfaca egalitatea i(0) = iy,
in care ig = ltigl este conditia initiala a bobinei.

t—0

169



4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

j(®=dh(t)
L —
ORI TR

it)

i

—Y

Fig. 4.2.

Prezenta discontinuitatilor in semnalul de intrare determina aparitia unor
tensiuni nedefinite. Acest caz ar putea fi studiat folosind teoria distributiilor,
tensiunea la borne corespunzatoare unui salt Ai al curentului la momentul ¢,
fiind u = LAi-§(t —1p), deci nemarginita. Chiar daca excitatia j(t) este continua
si derivabila este posibila aparitia unei supratensiuni nemarginite u = L(j(0) —
ip)d(t), datorata conditiei initiale. Din aceste motive se poate afirma ca excitatia
in curent a unei bobine este o excitatie improprie.

¢ e()=Eh(t)
it E——
t
C) L3 u® i
et) I2‘{/panta E/L
| t

Fig. 4.3.

Excitarea in tensiune a unei bobine liniare ideale, (fig. 3), corespunde relatiei:

1 t
i(t) =1ip + —/ u(t')dt'.
L Jo

Se constata ca semnalul de intrare u(t) = e(t), se impun conditii mult mai
putin restrictive (el trebuie sa fie integrabil in timp dar poate fi discontinuu),
ceea ce din punct de vedere practic, corespunde unui semnal arbitrar.

In consecinta, bobina poate fi excitata in tensiune. Raspunsul i(¢) se obtine
pornind de la excitatia u(t) prin folosirea unui operator liniar, de integrare. Totusi
relatia excitatie - raspuns nu este liniara, decat in cazul particular al conditiei
initiale nule 7o = 0.

In cazul excitatiei treapté (constante) se constata ca raspunsul are o variatie
in timp reprezentata grafic printr-o semidreapta. Pentru ca doua bobine ideale
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liniare sa fie echivalente este necesar si suficient ca la exitatii de tensiune treapta
identice (de exemplu, unitate) sa determine raspunsuri identice. Pentru a verifica
echivalenta este suficient sa se compare curentul i(t) determinat de u(t) = E' la
doua momente diferite de timp.

In consecinta sunt suficiente doua masuratori pentru a verifica echivalenta a
doua bobine lineare ideale. Daca cele doua bobine se vor comporta la fel in acest
regim de excitatie particulara, atunci ele vor avea aceeasi comportare pentru orice
excitatie.

X(t) y(®)
X=U(t) ] y=i(t)
O O
t t

Fig. 4.4.

Pentru caracterizarea relatiei curent - tensiune impusa de o bobina liniara
ideala nu se pot folosi functii ci operatori. In cazul excitatiei improprii in curent,
tensiunea u : (0, co) — R se obtine:

u=2z-1,
aplicand intensitatii i : (0, co) — R operatorul diferential:

d-

z-=1 i
numit operator de impedanta. Domeniul operatorului de z este alcatuit din
multimea functiilor continue si derivabile care satisfac conditia suplimentara
i(0) = ip iar codomeniul este spatiul functiilor integrabile.

In cazul excitatiei in tensiune, intensitatea curentului i : (0, co) — R se

obtine:

L=Ju,

aplicand tensiunii u : (0, co) — R operatorul integral

1t
Jr=10+ — / -dt
L Jo
numit operator de admitanta. Se constata ca acesti operatori sunt liniari doar in
cazul conditiilor initiale nule.
Caracterizarea elementului prin operatorul diferential corespunde excitatiei
improprii si mascheaza conditia initiala, care este specifica elementului.
In concluzie doua bobine liniare ideale sunt echivalente, daca au operatori de
admitanta identici, ceea ce impune ca inductivitatile lor sa fie egale dar si curentii
initiali sa fie egali.
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

Condensatorul liniar ideal poate fi excitat propriu in curent (fig. 5):

1 t
ult) = uo + ~ / ()t
LJo

sau impropriu in tensiune (fig. 5):

) du
b i(t)=Jh(t)
o
i(t) "
u(t)
= Ju(®) UQ/
j(t)CE > | pa”ta‘%’c

} u(t)=Eh(t)

i(t
C)I() > E—
l u(t) t

C] i(t)
0 jCEB(t)
t

Fig. 4.5.

Pentru caracterizarea relatiei tensiune - curent se pot folosi:

— operatorul de impedanta:

1,
Z'ZUO+EA'dt;

— operatorul de admitanta:
d-
L= 0=
7

Conditia ca doua condensatoare sa fie echivalente este ca operatorii lor de
echivalenta sa fie identici, ceea ce impune ca cele doua capacitati sa fie egale dar

si tensiunile initiale sa fie egale.

Pentru verificarea experimentala a echivalentei intre doua condensatoare ide-
ale liniare sunt suficiente doua masuratori ale tensiunii la borne u(t), la doua
momente diferite de timp, in conditiile excitarii condensatorului cu surse de cu-

rent treapta unitara (fig. 5).
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4.1. RELATIA DE ECHIVALENTA A ELEMENTELOR
DE CIRCUIT

cy:u(t) CXZU(t) y=i(t)

y |——

x=i(t)

Fig. 4.6.

Echivalenta intre doua circuite impune ca operatorii z i y sa fie inversabili.
In cazul degenerat al sursei ideale de tensiune, la care z = 0 nu se poate aplica
aceasta teorema de echivalenta. Deasemenea nici sursa ideala de curent (y = 0)
nu poate fi echivalenta cu o sursa de tensiune.

In cazul particular al circuitelor rezistive (fig. 7), la care z = R si y = G,
aceste relatii capata forma: R =1/G, e = Rj.

e R
ST~
A B A B
Fig. 4.7.

Daca elementul dipolar de circuit este o bobina liniara ideala (fig. 8) z =
Ldu/dt si in consecinta e = L dj/dt.

j(®

o) |
;\_@—é >A8 B

mite o schema echivalenta de tip sursa reala de curent, in care j = ig = ct.

In consecinta, ea admite si o schema echivalenta de tip sursa reala de tensiune
la care e = Ldiy/dt = Lipd(t), ca in figura 9.

Daca elementul dipolar de circuit este un condensator ideal (fig. 10), y =
C'du/dt i in consecinta j = C de/dt.

Un condensator cu conditie initiald nenula u(0) = wup va admite circuitul
echivalent din figura 11, in care j = C dug/dt = C ugd(t).

Operatorii de impedanta si admitanta:
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L — e=Liyd(t)
i
% o T
u
cu i(0)=ig cui(0)=0
Fig. 4.9.
o) C i
VAR I —
o 2 c/)
Fig. 4.10.

pot fi utilizati pentru caracterizarea oricarui element de circuit rezistiv sau reactiv
liniar sau neliniar. De exemplu, in cazul rezistoarelor liniare:

a— ‘R.7 Y- = G.7

acestia sunt operatori liniari, cu caracter alegebric.

In cazul elementelor multipolare liniare, operatorii de impedanta si cei de
admitanta au un caracter matriceal.

Conform definitiilor anterioare, de cate ori operatorii z sau y sunt inversabili

ei satisfac relatiile:

z=yhy=2""

Conditia ca doua elemente de circuit sa fie echivalente este ca acestea sa aiba
operatori de admitanta si impedanta identici.
4.2 Teorema generatoarelor echivalente
Considerand o sursa reala de tensiune (fig. 12) formata dintr-o t.e.m. e(?)
inseriata cu un element dipolar de circuit cu operatorul de impedanta liniar z,
tensiunea la borne satisface relatia:

U= z1—e.
Presupunand operatorul z inversabil rezulta:

i=2""u+e)=yu+j,
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j=Cu, (1)
C
A7 luls — A C/ B
cu u(0)=uy, cu u(0)=0
Fig. 4.11.
j®
o 2 & |
[ < > [
A EDC *B <:>A y B
\/ EDC
u
u
Fig. 4.12.

in care s-a notat cuy = 2z ! si j = 27le = ye. Se constati ci aceasta este ecuatia

unei surse reale de curent, formata dintr-o sursa ideala cu c.e.m. j conectata in
paralel cu elementul dipolar de circuit EDC.

In consecinta, orice sursa reala de tensiune cu impedanta interna nenula este
echivalenta cu o sursa reala de curent. Transfigurarea unei surse reale de curent
intr-una de tensiune se poate face, daca:

-1 .
2=Y ,e=2z]

iar transfigurarea unei surse de tensiune intr-o sursa de curent, daca

4.3 Conexiunea serie a elementelor dipolare

Doua elemente dipolare de circuit conectate in serie sunt parcurse de acelasi
curent (fig. 13):

i - il - ig,
in schimb tensiunile la borne satisfac relatia:

U = Uy + Us.

Considerand ca cele doua elemente sunt caracterizate prin operatorii de impedanta:

Ul = 211, Uz + 2222,
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Z Zy
Iy )
—=— EDC1 EDC2 o
Up )
u
Fig. 4.13.

daca z; §i 23 au acelagi domeniu, rezulta cd u = uy +ug = 210+ 291 = (21 + 29)1 =
221.

Deci cele doua elemente dipolare de circuit conectate in serie sunt echivalente
cu un element avand operatorul de impedanta z = 2z; + 2».

In general, in cazul a n elemente de circuit conectate in serie avand impedantele
2k, k = 1,n, cu domeniu comun, impedanta echivalenta este:

n
2= a,
k=1
deoarece 1n acest caz i =17 si
n n n
u = Zuk: szik = sz -1 = 2.
k=1 k=1 k=1
Deoarece adunarea este comutativa rezulta ca nu are importanta ordinea in care

elementele dipolare sunt conectate in serie.
Prezinta interes urmatoarele cazuri particulare:

a. Conexiunea serie a rezistoarelor liniare (fig. 14). Deoarece in acest caz
operatorii de impedanta z, = Ry, rezulta ca:

n
R=> R
n=1
deci ca rezistenta echivalenta este suma rezistentelor conectate in serie.

AjiR R RnB>ARiB

— 1+ T > A=

\// \_/
u

u

Fig. 4.14.
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4.3. CONEXIUNEA SERIE A ELEMENTELOR DIPOLARE

b. Conexiunea serie a bobinelor liniare (fig. 15).
Pentru a putea fi sumati operatorii de impedanta z, = Ld/dt trebuie sa
aiba acelagi domeniu, respectiv si aiba aceeasi conditie initiala ix(0) = io.
In acest caz:

i L L L, i L
[ R . a a S e A ) :> O NN
AWM B A~ _“B
u u
Fig. 4.15.

n g di
Y ,;u’“ kz::l Kot T

in care:
n
L=>% L
k=1
inductivitatea echivalenta fiind suma inductivitatiilor conectate in serie.

Daca se inseriaza bobine cu conditii initiale diferite se obtine un circuit
incorect formulat.

i L L Ly

A M* 77777 NN B
cuiy(0)=iyp cui(0)=izno cui,(0)=in

L i 100(t) . L 2i200(t) L L ninod(t) L
Ac m W\ll‘ m wis_,,,_@_/an\_QB
N2 N2
L . L

AP@MB (> Ao

cui(0)=ipz0

Fig. 4.16.

Formarea unui circuit prin inserierea unor bobine, care au initial curenti
diferiti poate fi totusi studiata folosind teoremele de echivalenta pentru
bobine cu conditii initiale nenule (fig. 16). Tensiunea la bornele AB este:

k=1 k=1 k=1 dt dt
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

in care s-a notat cu:

" .. i1 Litro
L=> Lpsiig=="0—2
2 st = ST,

Rezulta ca cele n bobine pot fi inlocuite cu o singura bobina avand curentul
initial egal cu media ponderata a curentilor initiali (cu ponderi egal’e cu
inductivitatile).

Acest model prezinta dificultati legate de faptul ca tensiunile la bornele
fiecarei bobine sunt nemarginite la momentul initial.
c. Conexiunea serie a condensatoarelor (fig. 17).

In acest caz:

n

u=> up=> up(0)+ > —/ i(t)dt' = uo + —/ i(thdt',
E—1 b—1 Cy Jo Ok 0

k=1 'k
daca:
n 1 1
up = > up(0) i E:Z_
k=1 k=1 “k
Cc, C C . C
A i |1 2 "B A 1 B
\/I_l\/ _\lj — ~_ 7
u,; U Up u
Fig. 4.17.

In consecinta, n condensatoare conectate serie sunt echivalente cu un singur
condensator la care capacitatea reciproca S = 1/C

S =35,
k=1

este suma capacitatilor reciproce (Sy = 1/C}) ale condensatoarelor inseriate
si avand o tensiune initiala ug, egala cu suma tensiunilor initiale ale con-
densatoarelor inseriate.

d. Conexiunea serie a surselor ideale de tensiune (fig. 18).

In acest caz:

n n
T ST S
k=1 k=1
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in consecinta, aceste surse sunt echivalente cu o singura sursa avand ten-
siunea electromotoare: .
€ = Z €.
k=1

Aceasta sursa are un caracter algebric, pentru a permite cazul in care sursele
de tensiune nu au aceeasi orientare.

el e2 en e
AXNMEDY O\ B A B
EEAS A i

u u
Fig. 4.18.

e. Conexiunea serie a surselor ideale de curent (fig. 19).
A j1 jz jn B A j:jk B
o —
GG S e

u u

Fig. 4.19.

Deoarece conexiunea serie a elementelor dipolare de circuit impune aceeasi
valoare a curentului prin toate elementele conectate iar in cazul surselor
ideale de curent i, = jj, rezulta ca pentru a evita incompatibilitatile este
necesar ca toti curentii electromotori sa aiba aceeasi valoare j, = 1.

Rezulta ca doua surse ideale de curent cu c.e.m. diferiti nu pot fi conectate
in serie.
f. Conexiunea serie a rezistoarelor neliniare (fig. 20).

Considerand n rezistoare neliniare comandate in curent si conectate in serie:
n n
u=y ir=_ fili) = f().
k=1 k=1

Rezulta ca acestea sunt echivalente cu un rezistor neliniar avand caracte-
ristica f =374 fx-
Se constata ca elementul echivalent are o caracteristica f, care se poate

obtine prin insumarea pe verticala a caracteristicilor din planul ¢ — u sau
suma pe orizontala a caracteristicilor din planul u — 7.
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

Fig. 4.20.

Fig. 4.21.

In figura 21 se prezinta modul in care se poate obtine pe cale grafica functia
caracteristica elementului obtinut prin conexiunea serie a unei diode per-
fecte D, o sursa ideala de tensiune E si un rezistor R.

Conectarea in serie a unui element dipolar de circuit EDC v = 22 cu o
sursa ideala de tensiune E (fig. 22) are ca efect translatarea caracteristicii
in directia axei tensiunii v’ =u+ FE = zi + E.

Fig. 4.22.

g. Conexiunea serie a surselor de tensiune (fig. 23).

Se considera n surse reale de tensiune cu t.e.m. e si operatorul de impedanta
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2, k = 1,n. Tensiunea la bornele AB:
n n n
U=y up=Y ep+ Y zi=—e+zi,
k=1 k=1 k=1

In care s-a notat:

n n
e = Zek, z = ZZk
k=1 k=1

In consecinta, cele n surse reale de tensiune sunt echivalente cu o singura
sursa la care t.e.m. este suma algebrica a t.e.m. ¢ si impedanta z egala cu
suma impedantelor z.

In particular, in cazul surselor rezistive z;, = Ry 51 2 = R = Y_}_, Ry.

h. Conexiunea serie a surselor reale de curent (fig. 24)

j1 jz jn ]

JRAY A JRA

| & | ‘ & | B . N\
A B A ——1 B

N2 Y, Yn y

Fig. 4.24.

Tranfigurand sursele de curent in surse de tensiune se obtin:
— .1 — ;
Rk =Yg 5 €k = ZkJk;

si conform teoremei anterioare:
n n n n
1 .
S ST DTSR P S
k=1 k=1 k=1 k=1
Rezulta parametrii y = 27! si j = 2z~ e ale sursei reale de curent echivalente:

y = [Iiykll_l, j:yliykljk]‘

k=1
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In particular, in cazul surselor de curent rezistive, rezulta:

- 1 . > Rigw
kzzl =a ¥ T vR,

Sursa de curent echivalenta are rezistenta interna egala cu suma rezistentelor
si c.e.m. echivalenta egala cu media c.e.m. ale surselor inseriate, cu pon-
derile egale cu rezistentele interne. Daca rezistentele interne sunt egale,
rezulta c.e.m. echivalent ca medie aritmetica a curentilor surselor.

Pentru studiul surselor reale diferite (curent gi tensiune) conectate in serie se
recomanda transfigurarea surselor reale de curent in surse reale de tensiune (fig.
25).

i2
€1 2, e1=yy7 2
— »—@—l:—@—:l—e
zy=yy"
Y2 e=e;+e;

z=21+2,

Fig. 4.25.

O teorema de echivalenta importanta referitoare la conexiunea serie este teo-
rema sursei de curent. Conform acesteia, orice sursa ideala de curent, conectata
in serie cu un element dipolar de circuit arbitrar (dar compatibil cu sursa ideala

j - j

Ao—@— EDC »'—oB — A_@—°B

Fig. 4.26.

de curent) este echivalenta cu sursa de curent (fig. 26).

Demonstratia acestei teoreme este banala si se bazeaza pe observatia ca ele-
mentul EDC este parcurs de curentul ¢ = j independent de tensiunea la borne.
In consecinta, elementul de circuit cu bornele AB se comporta ca o sursa ideala
de curent cu c.e.m. j.

Nu orice element dipolar de circuit poate fi inseriat cu o sursa ideala de curent.
De exemplu, sursa ideala de curent nu poate fi inseriata cu alta sursa ideala de
curent sau cu un izolator perfect (fig. 27).
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N 7 N /

ALt “@* a
/4 AN
A/ T
// \\ // \\
Fig. 4.27.

4.4 Conexiunea paralel a elementelor dipolare

Doua elemente dipolare de circuit conectate in paralel au aceeasi tensiune la
borne (fig. 28):

U = U1 = Uz,

iar intensitatile curentilor satisfac relatia:

1 =11 + 2.
o
u EDC1 EDC2
Fig. 4.28.

Considerand ca cele doua elemente sunt caracterizate prin operatorii de admitanta:
i =Y, T2 = Yals,

rezulta ca:
i =1 +1i2 = yiu+ you = (Y1 + y2)u = yu.

In consecinta, cele doua elemente de circuit conectate paralel sunt echivalente
cu un element dipolar avand operatorul de admitanta y = y; + s.

In general n elemente de circuit conectate in paralel cu admitantele vy, k£ =
1,7n au o admitanta echivalenta:

Y= Z Yk,
k=1
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deoarece uy = u si

Ao A
B ——1— - B

In cazul rezistoarelor liniare operatorii de admitanta y, = G, deci conductanta
echivalenta este suma conductantelor rezistoarelor:

G=> Gy
k=1
b. Conexiunea paralel a bobinelor liniare (fig. CEVA).

4.5 Conexiunea mixta

Daca laturile unui circuit sunt conectate succesiv serie-paralel, atunci se spune
ca circuitul are conexiunea mixta. Exemplu de conexiune mixta a trei elemente
dipolare de circuit este prezentata in figura 30.

Elementele dipolare de circuit EDC1, EDC2 sunt conectate in paralel iar
elementul dipolar EDC3.

Uz
- EDC3 f=— A
1 )
EDC1 EDC2 Ui=Uup u
B
Fig. 4.30.
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Presupunand cunoscuti operatorii de admitanta y;, y» ai primelor doua ele-
mente i operatorul de impedanta al celui de-al treilea element, rezulta:

i =11 4 g = yruy + Yoo = (Y1 + Y2 )Us = Y12Us;

U=1u; +us= 212i3 + Zgig = (212 + 23)i3 = Zi,

In care s-a notat cu:
—1
Z19 = y12 s Z = Z12 + z3.

In consecinta operatorul de impedanta echivalent este:
2= (y1+y2) " + 2.

In cazul particular, in care cele trei elemente sunt rezistoare liniare rezulta
rezistenta echivalenta:

1 RiR,
R=Ry+—— =Ry+ ———
TG +Gy % R+ R
Rl Rl Rl Rl
A — ---- A A
éﬁn{EFQT >R R, >R “
B - B B
Fig. 4.31.

Un exemplu de circuit cu o infinitate de elemente conectate mixt il reprezinta
circuitul din figura 31. Fata de bornele AB acesta se comporta ca un rezistor liniar
cu rezistenta echivalenta R. Pentru determinarea acestei rezistente se observa ca
eliminand primul tronson R;, Ry circuitul ramas este tot infinit si are aceeasi
rezistenta echivalenta R, in consecinta la bornele de iesire ale primului tronson
cuadripol se poate presupune rezistenta R astfel incat:

RyR
RoR

R=Ry+
Din aceasta ecuatie, rezulta:
(R—Ry)(Re+ R) — RyR =0,
deci R este solutia ecuatiei de gradul doi:
R*— RiR— RiR, =0,
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si are una din valorile:

 Ri%\/R}+4R\R,

Ra,b - 2

Deoarece solutia corecta R > Ry, se adopta:

Ry Ry
R=—]1 1+4—|.
i

Un al doilea mod in care trei elemente dipolare de circuit se pot conecta mixt
este prezentat in figura 32. EDCI1 si EDC2 sunt conectate serie iar elementul
dipolar obtinut este in paralel cu EDC3, in acest caz admitanta echivalenta y =
Y3 + (21 + ZQ)_l.

Z3

EDC3

EDC1 EDC2

Z; Z3

Fig. 4.32.

Un circuit dipolar obtinut prin conexiunea mixta este cel din figura 33.a:
] A~

i
A= — B 1 e
EDC A—=HS— EDC B
\/ \%
u

Fig. 4.33.

Tensiunea intre bornele A si B este:
u=e+z(i+j),

se constata ca aceasta este si relatia caracteristica elementului din figura 33.b,
deci cele doua elemente sunt echivalente.

Acest circuit este important deoarece prin particularizari el poate degenera
intr-o sursa reala de curent (e = 0), sursa reald de tensiune (j = 0), sursa ideala
de tensiune (j = 0, z = 0) si respectiva sursa ideala de curent (e =0, y = 0).
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4.6 Conexiunile stea, triunghi, poligon complet

Conexiunea stea. Trei elemente de circuit sunt conectate in stea, daca au o
borna pusa in comun (fig. 34). Alegand borna (3) ca nod de referinta, ecuatiile
acestui element tripolar de circuit au forma:

Vi = 2141 + 23(—1i1 — 1a),

‘/2 = Zgig + Z3(-i1 — Zg)

i 1
(1) —— EDC1

i 2
(2) —— EDC2

i
(37)7;73— EDC3

Fig. 4.34.

Acest tip de conexiune poate fi generalizat, considerand n elemente dipolare
considerate la un nod. Circuitul astfel obtinut se numeste stea multipla cu n
laturi si este un element n-polar de circuit cu ecutiile:

n—1
Vk:Zkik—i—Zn(—Zij), k:1,2,...,n.
j=1

Conexiunea triughi. Daca trei elemente dipolare de circuit sunt conectate
ca in figura 35, avand doua cate doua o borna pusa in comun se spune ca cele
trei elemente sunt conectate in triunghi.

Notand cu y19, ¥o3, y31 operatorii de admitanta pentru care cele trei elemente
dipolare, rezulta urmatoarele relatii specifice conexiunii triunghi:

1 = l1g — l31 = Z/12(V1 - Vz) - 931(‘/3 - V1)>
Iy = lgg — 12 = Z/23(V2 - V3) - 912(‘/1 - V2)>

13 = U317 — lgg = Z/31(V3 - Vl) - ?/23(‘/2 - VS)

Generalizand acest tip de conexiune se obtine conexiunea poligon complet
(figura 36). 1n care fiecare pereche de noduri k,j cu k = 1,n este conectata
printr-un element dipolar de circuit. Acest circuit contine n(n — 1)/2 laturi.
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i1 [
D 12 EDC12—

i, [
) 231 EDC23 | —

iz [
(3)77;7 3 EDC31

Fig. 4.35.

(1)

(n) 2

(k) (3)

Fig. 4.36.

Notand cu y;; operatorul de admitanta specifica elementului dipolar care uneste
nodurile £ si j se obtin ecuatiile:

n n
iv= D = > yu(Vi—V)).
J=1j#k i=1j#k
Teorema transfigurarii stea - triunghi

Orice stea cu n laturi, elemente dipolare de circuit, caracterizate de operatorul
de admitanta liniar vy, & = 1,n este echivalentd cu un poligon complet cu n
varfuri avand operatori de admitanta:

n -1
Yki = Yk (Z yl) Yj-
=1

Pentru a demonstra aceasta teorema se aplica pentru circuitul stea prima teorema
Kirchhoft:

0=> =Y uVi-Vo)=>_uVi— (Zw) Vo,
=1 =1 =1

=1
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din care rezulta potentialul nodului central al sferei:
n -1 n
Vo = <Zyz> 2V
=1 j=1
In consecinta curentii din laturi sunt:

it = (Ve — Vo) = v Vi — Uk (Z yl) SuiVi=uVie— > uk (Z yl) y;Vj-
=1 = = \i=

Prezinta interes urmatoarele cazuri particulare:

e circuit stea cu rezistoare liniare, este echivalent cu un poligon complet, la
care:

Q

e

G
=1

Gy =

)

cu un poligon complet, la care:
Iy T

6,
=1

Ty =

)

e circuitul stea cu condensatoare liniare avand conditii initiale nule este echi-
valent cu un poligon complet, la care:

Cy-C,

n
1=

ij -

> G

1

In cazul circuitului stea cun = 3 laturi, rezulta parametrii triunghiului echivalent:

GGy RiRy + RyRs + R3R;
Grn= 2 S Ry, = ,
2T G+ Gy + Gy 12 Rs
L GGy o RiRat RoRy+ RyRy
BTG+ Gy + Gy 23 R, ’
GsGy RiRy + RyRs + R3R;
Gy = —371 L R, = .
BTG+ Gy + Gy 3 R,

Aceste relatii ca si cele similare pentru inductivitatile Ly; si capacitatile reci-
proce Si;, permit transfigurarea stea - triunghi.
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

Teorema transfigurarii stea - triunghi
Un circuit triunghi cu laturile avand operatori de admitanta liniari y10 = 215,
Yo3 = 253, Y31 = 23, este echivalent cu un circuit stea cu impedantele (figura 37):

1
(231 + 223)_1 + y12]_1 — 5[(212 + 231)_1 + y23]_1,

N | —

1
z = 5[(223 + 212)_1 + y31]_1 +

1 1 1
23 = 5[(221 +203) Ny 5[(212 +z31) s — 5[(223 +212) 7 Ay
1 1 1
Z3 = 5[(212 +231)  Fyes) T+ 5[(223 +z12) ' Hym) T - 5[(231 +203) "y T
(1)
«y
Z12 Z31 —
) 3
223
2 ©)
Fig. 4.37.

Pentru demonstratia acestei teoreme se excita cele doua circuite in curent
intre perechile de borne 1 - 2, 2 - 3, 3 - 1, succesiv, obtinandu-se:

1 — 221+ 20 = [(231 + 223) '+ y10) 71,

deoarece laturile z; si zo sunt inseriate, iar z3;, 23, 212 sunt conectate mixt (zo3
- 231 serie, iar rezultatul in paralel cu z15);

2 —3: 2+ =[(z12+ 231) "  + o3,

3—1:z1+23=[(z12+ 203) " +ya1] "

Adunand aceste trei relatii se obtine marimea 2 - (z; + 25 + 23), care scazuta
din dublul fiecarei relatii permite obtinerea rezultatelor dorite.

Transfigurarea unui polinom complet cu n noduri i s = n(n—1)/2 laturi intr-
o stea cu n laturi presupune rezolvarea a s ecuatii cu n necunoscute. Aceasta
problema are solutie doar daca:

n(n—1)

7 "
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4.6. CONEXIUNILE STEA, TRIUNGHI, POLIGON COMPLET

deci pentru n = 3. In consecinta singurul poligon complet care se poate trans-
figura in stea este triunghiul. Aplicand teorema transfigurarii triunghi - stea in
cazul circuitelor rezistive liniare se obtin relatiile:

R12 R31 R12 R23 R23R31

R = , Ry = , Rz = )
! Ris + Ros + R31 ? Ris + Ros + Ra ° Ria + Roz + R3

In cazul circuitelor cu bobine ideale liniare, relatiile de transfigurare sunt:

- LiaL3; - LisLog - LogL3;
p— 5 2 prmm— 3 3 — .
Lig + Log + La; Lis 4 Las + Ly Liy + Lag + Ly

1

iar in cazul condensatoarelor:

I C1aCo3 + Cy3C31 + C31Cy

O = — =
! 51 C123
o) i _ C1209 + Ca3C51 + C31.Ch
2 So Cs ’
C. I C120s3 + U305 + O3y
= — = )
S3 Cha

Urmatoarele teoreme se refera la echivalenta circuitelor alcatuite din surse
ideale.

Teorema lui Vachy pentru surse de tensiune

Un circuit stea alcatuit din surse ideale de tensiune cu t.e.m identice si orien-
tate similar fata de nodul central este echivalent cu o stea cu laturi conductoare
perfecte (figura 38):

)
@)
(k)
(n)

@

@)
0 <= (0)

(k)
(n)

Fig. 4.38.

Pentru demonstratia acestei afirmatii se constata ca tensiunea dintre doua
noduri arbitrare k = 1,n, j = 1,n este nula:

ukauko—uojz—e+e:0.
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

Rezulta ca toate cele n noduri sunt echipotentiale:

Vi=Vo=-=Vpi=---=1,,

ceea ce corespunde cazului in care cele n surse sunt unite printr-un conductor
perfect.

Fig. 4.39.

O consecinta a acestei teoreme, cunoscuta sub numele de ”alunecarea surse-
lor” | este reprezentata in figura (39). Se constata ca cele doua surse de tensiune,
care concura la nodul (n), pot fi eliminate si inlocuite cu o singura sursa plasata
pe a treia latura.

Teorema lui Vachy pentru surse de curent

Un circuit format din surse ideale de curent identice conectate in bucla si
orientate In acelasi sens este echivalent cu un circuit format din izolatoare perfecte
(figura 40).

o A

)

. @) —=—
| |

(k+1) (k)

SN

3

Fig. 4.40.

Intensitatile curentilor din cele n borne ale circuitului sunt toate nule, deoa-
rece:

ik:jk_jk—lzj_j:07k:27n7

192



4.7. TEOREME DE ECHIVALARE PENTRU BOBINE CUPLATE

i1=J1—Jn=0.
In consecinta, indiferent ce valori au potentialele bornelor i, = 0, k = 1, n,
deci circuitul are acelasi comportare ca un izolator.
De exemplu, aplicand acesta teorema la circuitul din figura 41, se obtine in

J J O
2 I“' oo
0 ebciHebcoH—
A B
~7 o—1 EDC2H—
N\ <:
A B

e —ecH—

Fig. 4.41.

final un circuit cu o singura sursa de curent, dar cu o comportare pe la borne
similara circuitului initial.

4.7 Teoreme de echivalare pentru bobine cu-

plate

Teorema eliminarii cuplajului

Doua bobine cuplate care au o borna comuna (figura 42) sunt echivalente cu
o stea cu inductivitatile necuplate:

Li=IL,—M, Lg=Lo— M, Lo = M.

La=L,-M L =L,M

Fig. 4.42.

Aceste relatii se aplica in cazul in care bornele polarizate au aceasi pozitie fata

de borna comuna. In caz contrar, trebuie schimbat semnul inductivitatii mutuale
in cele trei relatii.
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

Pentru demonstrarea acestei teoreme se considera ca cele doua bobine sunt
parcurse de curentii i1, i» (figura 43) si in consecinta:

Uac = z101 + 2pmle, Upc = 22l + 2y,

d -
in care s-a notat zy = L1—, 20 = Lo— §i 2py = M —. In circuitul echivalent:
DT Mg T g M T g v

UAaCc = ZAil + Zc(il + 22) — (ZA + Zc)il + Zcig,

upc = ZBiQ + Zc(il + Zg) — (ZB + Zc)ig + Zcil,

d d d

unde 24 = La—, zp = Lp—, zc = Lc—.
R AT

Conditia ca cele doua circuite tripolare sa aiba aceeasi comportare pe la borne

este ca cele doua relatii sa fie identice, respectiv z4 + zoc = 21, 2B + 20 = 2o si

M=TLo,Li=La+Msgi Ly=Lg+ M.

L

/IVI\\ Ac ~ e P~~~ o B
i * *
AC ~r— S B
Uac e Uac
C Ugc
C
Fig. 4.43.

Rezultatul obtinut poate fi generalizat in cazul unui circuit stea cu trei laturi
cuplate magnetic (figura 44).
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4.7. TEOREME DE ECHIVALARE PENTRU BOBINE CUPLATE

Prin eliminarea succesiva a celor trei cuplaje Lo, Loz si L3y se obtin relatiile
de echivalenta:

Ly= Ly — Liy+ Loz — Lgy,
Lp = Ly — L9 — Lag + L3,

Lo = L3+ Ly + Loz — Lg;.

Aplicand teorema eliminarii cuplajului in cazul unei perechi de bobine cuplate
si inseriate (figura 45 si figura 46 ) se obtine:

L.= L, + Ly +2M,

in care semnul se stabileste in functie de pozitia bobinei polarizate.

L -M L »-M

Lo=L +L -2M
O NNENND

A B

Lo=L +L ,+2M

Fig. 4.46.

Acest rezultat poate fi generalizat la cazul a n bobine cuplate magnetic si
inseriate (figura 47) cu conditii initiale nule.

Presupunand ca toate bornele polarizate sunt orientate similar tensiunea u,p
la borne are expresia:

n

- " diy, LR di di
UAB = Uy, = Ly,— = Lyi| —=L.—.
oL SEnb - (S5) G-

k=1j=1 k=1j=1
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

Lk
»L/lz\ L kn
| *m* *4/_\;*
ow.. NN s 1 1 1 3 Tl NN
A Ly L2 o L B
i Le
R
Urs
Fig. 4.47.

In consecinta aceste bobine sunt echivalente cu o singura bobina avand in-
ductivitatea echivalenta:

Le - ZZLIW

k=1j=1

Considerand doua bobine cuplate magnetic gi conectate in paralel (figura 48),
prin eliminarea cuplajului se obtine:

(Li = M)(Ly — M) LyL, — M?
Li+Ly—2M  Ly+ Ly—2M’

L, LM
* M * Le
o ;M :> o *>M :>o_f\m/\_o
*
s LM

Fig. 4.48.

Lo=M +

Daca bornele polarizate au pozitii opuse expresia inductivitatii echivalente
L. = (L1Ly — M?)/(Ly + Lo + 2M) se obtine prin schimbarea semnului inducti-
vitatii mutuale M.

Pentru a studia cazul a n bobine cuplate i conectate in paralel se considera
matricea inductivitatilor reciproce I' = L™, Curentul total absorbit de circuit
este:

n n o n t t
P=) i = ZZij/ u(t')dt' = Fe/ u(t')dt,
k=1 =1 j=1 0 0

sau folosind operatorii de admitanta:
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4.7. TEOREME DE ECHIVALARE PENTRU BOBINE CUPLATE

L I-kn
* L *
12 _
u - L
Ly) L Ly Lo ¢
° B
Fig. 4.49

Intensitatea laturii k este:

n t
iV =31, / u(t')dt'
j=1 0

In consecinta, cele n bobine conectate in paralel sunt echivalente cu o singura
bobina avand inductivitatea reciproca echivalenta:

1

Te=17=> > T
e k=1j=1

iar in cazul general al bobinelor liniare cuplate, operatorul de admitanta echiva-
lent este:

Ye = Zzykj‘

k=1 j=1

Eliminarea cuplajelor in conexiunea triunghi

%)) Y., (3

Se considera trei laturi conectate in triunghi caracterizate prin operatorii de
admitanta proprii y{3, y33, y51, cuplate magnetic. Cuplajul este caracterizat prin
operatorii de admitanta y¥s, ya3, yi?, astfel incat:
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

. 12 23 31
112 = YaUi12 + YiaU23 + Y1oUs1,
- 12 23 31
123 = Yoz U12 + YozUag + YazUsi,
, 12 23 31
131 = Y31 U12 + Y37 U23 + Y31 U31-

Deoarece ug3 = —uqa — usp, rezulta:

i = (Y13 — yis) w2 + (Yis — yis)uat,

si In mod similar z3;. In consecinta:

S .12 23 31 31 31 12 23 23
i1 =112 — 131 = (Y15 — Y15 — Yo + 923)U12 - (931 — Y31 — Y3t y12)“317

si prin identificare cu expresia curentului din circuitul triunghi cu laturile necu-
plate:

11 = Y12U12 — Y31U31,

se obtin relatiile de transfigurare:

Yi2 = Y1 — Yis — Yiz + Y3
Yos = Yas — Ya3 — Y3 + a3,
Y31 = Y31 — Ysi — Y31+ s
In particular, in cazul a trei bobine identice, cu conductivitatile propri L si
cuplate simetric prin inductivitatea mutuala M, se obtine:

L.=L+ M,

(deoarece T'y; = L/(L* — M?), Ty; = (—M)/(L* — M?)).
Echivalarea conditiilor initiale
Teoremele prezentate au presupus ca bobinele au conditii initiale nule. Pentru

initiale prin surse independente.
Perechea de bobine cuplate este caracterizata de ecuatiile diferentiale:

diy diy

uy = Lyy— + Lyg—
1 1 + L2 a’

diq diy
Uy = Loy — + Log—.

2 21y + Lo 0t

Sau in cazul folosirii inductivitatilor reciproce:
diq
— =Tnus + Toug
dt ’
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4.7. TEOREME DE ECHIVALARE PENTRU BOBINE CUPLATE

i1 iy
*Ll/zf * 10 *Ll/zf * |50
u, I-11 L22 u, :> U1 I-11 L22 U,

cui (0)=i,, cuiy(0)=i,,

Fig. 4.51.

diy
dt

Integrand aceste ecuatii pe intervalul (0,t), rezulta:

= F21u1 -+ F22u2.

t
Zl(t) = 21(0) +/0 (Fnul + Fng)dt,,

t
Zg(t) = 22(0) +/0 (F21u1 -+ FQQUQ)Clt,,

relatii care corespund unei perechi de bobine cuplate cu conditii initiale nule,
fiecare bobina fiind conectata in paralel cu o sursa de curent iy = i1(0) §i i =
i2(0). Daca se noteaza cu:

t
ykj = ij /() Ujdt/,

operatorul de admitanta, liniar, se obtin relatiile:

11 = 110 + Y111 + YiaUa
19 = 190 + Yo1U1 + Yo2oUs2,

Exprimand tensiunile la bornele bobinelor se obtin expresiile:

uy = 211 (41 — 10) + 212(d2 — 420)
Uy = 291 (%1 — 110) + 222(d2 — 920),
In care z este un operator matriceal de impedanta, definit prin z = y~t. Com-
VA A
ponentele lui vor fi z;; = ija. In consecinta, conditiile initiale vor putea
fi reprezentate i prin surse ideale de tensiune (figura 52) cu t.em. e =
—211010 = —L111100(t), €12 = —212820 = —La2igd(t), €a1 = —201010 = —La1%100(%)
§1 €90 = —290009 = —Looiogd(t).
Se constata ca aceste surse ideale de tensiune au o variatie in timp de tip
impuls Dirac §(¢), multiplicat cu fluxul initial prin fiecare bobina 19 = Lq1i10 +
Lyoiog §i (o9 = Loyiyg + Lagiog, fiind orientate in sensul de referinta al curentului.

Aceasta afirmatie este valabila si in cazul in care numarul de bobine cuplate este
mai mare de doua.
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L12'205(t ) L Lo 05(t )

|-12 N U \J
u, |-11|106(t ) L 5i00(t )
u

2

cui 1(O)—O cui 2(0)—0

Fig. 4.52.

_ <:> — L
= Le o=t 0

L 8(t)

Fig. 4.53.

In figura 53 se reprezinta circuitul echivalent pentru doua bobine cuplate
conectate in paralel.

In figura 54 se reprezintd cazul conexiunii serie unde jo = ¢o/Le = (P10 +
(1020)/Le = ((L1 + M)ilo + (L2 + M)ZZO)/(Ll + L2 + QM)

4.8 Analiza prin transfigurare a circuitelor elec-
trice. Metoda generatoarelor echivalente

Teorema divizorului de tensiune

Doua elemente dipolare de circuit EDC1, EDC2 conectate in serie (figura 55)
alcatuiesc un circuit numit divizor de tensiune, deoarece tensiunea wu aplicata
circuitului se divizeaza in doua conponente u; si uo, astfel incat u = u; + us.
Daca se presupune ca cele doua elemente sunt caracterizate prin operatorii de
impedanta z; si 2o, cu acelasi domeniu, atunci circuitul este echivalent cu un
element dipolar cu operatorul de admitanta z = 2y + 29, care se va presupune
inversabil. In aceste conditii, intensitatea curentului este:
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M
M /\
: : — D s
QWO . O NN NN N0
i) L, i2 L2 U/ |_1 \/ L,

¢,,3(t) ¢,2(t)

Fig. 4.54.

ZliEDC1|> u, i

u - B

u —
z, !EDCZl u, 772,42,
|

Fig. 4.55.

. —1
i= (214 2) 'y,
si determina tensiunile:

up = 210 = 21 (21 + 2) 1,

Uy = 291 = 29(21 + 20) T,

expresii cunoscute sub numele de relatiile divizorului de tensiune.
In particular, in cazul elementelor ideale liniare, aceste relatii capata formele:

iz U, U i u
U = —- = = s
""Ri+R, " Ri+R
pentru cazul divizorului rezistiv de tensiune;
Ly Loy
up = U, Uy = u,
YL+ Ly L+ L

pentru divizorul inductiv de tensiune (cu conditii initiale nule);

. Sl u— 01 . U — SQ - C’1 u
TS 4S8, O +Cy TS S, O Oy

Uy
pentru divizorul capacitiv de tensiune (cu conditii initiale nule).

201
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u
i
il i2 i
y, [Epcy| [EDC2] —> U EDC
. | Y2 | Y=Y, +Y,
Fig. 4.57.

Teorema divizorului de curent

Doua elemente dipolare de circuit conectate paralel (figura 57) alcatuiesc un
divizor de curent, deoarece, curentul ¢ = 7; 415 este divizat in 7; si i5. Considerand
ca cele doua elemente sunt caracterizate prin operatorii de admitanta y; si y» cu
domenii identice, divizorul de curent este echivalent cu un element dipolar de
circuit cu operatorul de admiatanta y = y; + y». Presupunand acest operator
inversabil, tensiunea la bornele divizorului este:

u=(y1 +y2) 4,

deci fiecare latura a divizorului va fi strabatuta de:

i1 = yu =y (y1 + y2) i,

io = y1u = ya(y1 + yo) .

Aceste expresii se numesc relatiile divizorului de curent. In cazul particular
al elementelor ideale liniare (figura 58) aceste relatii capata formele:

__a R G &,
TG+ Gy R+ Ry, 7 Gi+Gy R 4+Ry

pentru divizorul rezistiv de curent.

i1

ry . Ly, . ry | Ly .
— [ — 17 10 — 1 = ’L’
Iy + 1 Ly + Ly 2 I+ 1 Ly + Ly

i1
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pentru divizorul inductiv de curent (cu conditiile initiale nule).

4 Cy

= iy = =2
S ANIG A SN IGA

pentru divizorul capacitiv de curent (cu conditii initiale nule).

Fig. 4.58.

Teoremele divizoarelor de curent si tensiune impreuna cu teoremele de echiva-
lenta serie - paralel reprezinta baza teoretica a unei metode de maxima eficienta
pentru analiza circuitelor electrice. Principiul acestei metode consta in transfigu-
rarea succesiva a circuitului prin inlocuirea laturilor conectate serie cu un singur
element dipolar si a laturilor conectate paralel cu un element dipolar echivalent,
pana la reducerea circuitului la o singura bucla. Dupa determinarea curentului ce
strabate aceasta bucla, se revine la circuitul initial, la care se determina curentii
si tensiunile prin aplicarea succesiv a teoremelor divizorului de curent sau de
tensiune.

Metoda prezentata, cunoscuta si sub numele de metoda generatoarelor echi-
valente poate fi extinsa de la circuit cu conexiune mixta la circuite cu topologie
mai complicata, prin utilizarea transfigurarilor stea - triunghi. In acest caz, se
elimina pe rand cate un nod din circuit, considerandu-l nodul central al unei
stele, care se transforma intr-un poligon complet.

Pentru a exemplifica aplicarea metodei se va considera pentru inceput cazul
circuitelor liniare in regim stationar. Deoarece in acest caz bobinele si condensa-
toarele se comporta ca rezistoare degenerate (conductoare si respectiv izolatoare
perfecte), singurele elemente ideale care intervin sunt rezistoarele (R), sursele de
tensiune (E) si cele de curent (I).

Tabelul din figura 59 prezinta parametrii elementelor echivalente obtinute prin
toate combinatiile serie - paralel de elemente R,E,I. Valorile acestor parametri
au fost obtinute prin aplicarea teoremelor de echivalenta stabilite in paragrafele
anterioare.

Se constata ca orice combinatie serie - paralel de elemente ideale se reduce in
final la o sursa reala de tensiune (in particular la un rezistor, daca £ = 0, sau la
o sursa ideala de tensiune, daca R = 0) sau la o sursa ideala de curent (care este
ireductibila la o sursa reala de tensiune).

Aplicatie: Fie circuitul din figura 60:
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4.9. FOLOSIREA SIMILITUDINII IN ANALIZA CIRCUITELOR

ELECTRICE
, 7, Iy
1 u, oy
R>u1 R, R4 us=u, R IR

Fig. 4.60.

Transfigurand generatorul real de curent (J, Ry) intr-un generator real de
tensiune (E4, Ry) si inlocuind rezistoarele R3, Ry cu o rezistenta echivalenta Rsy =
(R3Ry)/(R3s + R4) se obtine circuitul cu o singura bucla, la care intensitatea
curentului electric I se obtine din a doua teorema Kirchhoff:

E, — Es
Ri+ Ro+ Ryy
Deoarece latura (Es, Ry) nu a fost afectata de transfigurari, rezulta ca aceasta

este strabatuta de curentul [, = I. Intensitatile I3 si I4 se obtin prin aplicarea
relatiei divizorului de curent rezistiv:

[1]2R1]—E1+E2+R2[+R34I:0 = [ =

R, Ry
Ii=l—2t [, =[—2
TR+ R, Y PR+ R,

Curentul I, rezulta din prima teorema Kirchhoft:

(1):[1+J1:IQ = [1:[—J1,

tensiunile la bornele laturilor au expresiile:

Ui =R, Uy=FEy+ Roly, Us = Uy = Rsal.

4.9 Folosirea similitudinii in analiza circuitelor
electrice

Metoda prezentata poate fi aplicata si in cazul circuitelor liniare rezistive, in
regim variabil, ecuatiile circuitelor (R, F, J), ce nu contin elemente acumulatoare
de energie, fiind in fiecare moment identice cu ecuatiile circuitelor (R, E, J).
Ecuatii similare au si circuitele cu surse ideale de curent si bobine, in regim
stationar. Circuitele (L, J) in regim stationar sunt caracterizate prin faptul ca
tensiunile la bornele elementelor sunt nule, totusi relatiile constitutive ale bobi-
nelor ¢ = LI (similare relatiilor U = RI din circuitele rezistive) permit determi-
narea fluxurilor magnetice ale bobinelor. In consecinta intre ecuatiile circuitelor
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rezistive (R, J) si ecuatiile circuitelor inductive (L, J) se poate stabili o relatie de
similitudine, caracterizata de tabelul:

Circuite (R,J) | I | U | R
Circuite (L,J) | J | ¢ | L

Se constata ca fluxul magnetic este similar tensiunii electrice si inductivitatea
este similara rezistentei. In consecinta circuitele (L, J) pot fi studiate cu metodele
circuitelor (R, J) inlocuind bobinele cu rezistoare iar la revenire valorile numerice
ale tensiunii vor da valorile fluxurilor.

Circuitele electrice alcatuite exclusiv din condensatoare si surse ideale de ten-
siune (C, F) au in regim stationar ecuatii similare circuitelor (R, E).

Intensitatile curentilor sunt nule prin toate laturile circuitelor (C, E'), in schimb
fiecare condensator este caracterizat prin relatia constitutiva () = CU, similara
relatiei 1 = GU. Intre circuitele (C, E) i cele (R, E) existd o similitudine carac-
terizata de tabelul:

Circuite (LLE) | I | U | G = VR
Circuite (R,E) | Q| U | C=VS

Rezulta ca circuitele (C, E) pot fi studiate ca circuite (R, E), inlocuind con-
densatoarele cu rezistoare avand conductanta cu valoarea numerica egala cu ca-
pacitatea condensatoarelor substituite iar in final curentii din circuitul rezistiv
similar vor da valorile numerice ale sarcinilor condensatoarelor.

La circuitele (R, C, E) cu rezistoare, condensatoare si surse ideale de tensiune
in regim stationar distributia curentilopr se determina inlocuind condensatoarele
cu izolatoare perfecte. In schimb, pentru a determina tensiunile in circuit este
necesara luarea in considerare si a capacitatilor condensatoarelor. Pentru aceasta
se studiaza reteaua capacitiva la bornele careia potentialele sunt determinate de
componenta (R, E) a circuitului.

In mod similar se procedeazi si in cazul circuitelor (R,L,J).

Aplicatie: Fie circuitul, in regim stationar, din figura 61

Deoarece in regim stationar curentii ce strabat condensatoarele sunt nuli,
rezulta ca acestea pot fi eliminate din circuit, fara ca intensitatile curentilor sa
se modifice.

Se constata ca laturile 1 gi 6 sunt conectate in paralel, deci vor putea fi
inlocuite cu sursa reala de tensiune cu parametrii Eyg = E1Rg/(R1 + Rg) si
Rig = R1Rg/(R1 + Rg). Intensitatea curentului prin latura 2, ramura neafectata
de transfigurare este Iy = Eig/(Ri6 + R2).

Potentialul nodului (1) este

Ry
Rig + Ry’
egal cu tensiunea U,, la bornele laturilor 1, 2 si 6. Curentul prin latura 6 este
I@ = ‘/1/R6 cu Il = ]6+I2-

Vi=U = Ryly = Exg
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le E:
Ef Cs Es
Re A1 % Rzé Re U, R, 7 us| [] -
R R
Rl T TG :

Pentru determinarea tensiunilor la bornele laturilor 3, 4 si 5 se studiaza
reteaua capacitiva C3, Cy, C5, care are la nodul (1) potentialul V; = U,. La-
turile 4, 5 se pot transfigura intr-o latura capacitiva cu Cyb = Cy + C5. Aplicand
relatia divizorului capacitiv de tensiune, rezulta:

C4b Cs

Uyg=—2*°  pj,=—73
BT 005 T Cs+Cu5

4.10 Analiza circuitelor rezistive neliniare sim-
ple. Metoda dreptei de sarcina

Cele mai simple circuite rezistive neliniare sunt cele care contin un singur element
neliniar, restul fiind elemente rezistive de circuit liniar (R, F, J). Dupa cum s-a
aratat in paragraful anterior, partea liniara a circuitului poate fi echivalata cu o
sursa reald de tensiune sau de curent (fig. 62)

Perechea de marimi (u, i) trebuie sa satisfaca simultan si ecuatia rezistorului
liniar, dar gi cea a sursei echivalente. Sursa echivalenta de tensiune are ecuatia:

u=e— Ri,

care reprezinta o dreapta in planul i-u ce taie axele in punctele e, ig = % In
consecinta (u, 1) reprezintd coordonatele punctului de intersectie intre graficul
functiei f(i) si dreapta caracteristica partii liniare, numita dreapta de sarcina.
(fig. 63)

Daca partea liniara a circuitului se echivaleaza cu o sursa reala de curent,
atunci:

1 =j — Gu,

si dreapta de sarcina taie axele in punctele j si ug = j/G.
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-_2_1_-6 ujsﬁ —> R u(_[]f(i)
= odl o

Fig. 4.62.

0 i=elr

Fig. 4.63.

solutia (u,7) raspunde in acest caz intersectiei dintre graficul functiei g(u) si
aceasta drepta de sarcina (fig. 64)

In cazul circuitelor cu un element neliniar este posibil ca drepta de sarcina sa
nu intersecteze graficul elementului neliniar (fig. 65) sau il intersecteaza in mai
multe puncte, (fig. 65) deci solutia problemei si nu existe, sau sa existe solutii
multiple.

Valorile u, 7 se pot determina prin:

— metode analitice
— metode grafice

— metode numerice
Eliminand din sistemul de ecuatii algebrice:
u=-e— Ri,u= f(i),
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N
Fig. 4.64.
i
j
9(u)
u
i
™ o)
u |
// o ‘ u
Fig. 4.65.

tensiunea wu, se otine ecuatia neliniara
f(i)+ Ri —e=0,

prin rezolvarea careia se determina intensitatea i.
In mod asemanator, in cadrul elementului controlat in tensiune, din siste,ul:

se obtine ecuatia g(u)+Gu—j = 0, prin rezolvarea careia se determina tensiunea
u la bornele elementului neliniar.

Determinarea punctului de functionare prin metode grafice are dezavantajul
impreciziei specifice acestor metode, dar are avantajul ca permite evidentierea
solutiilor multiple si a zonei din caracteristica neliniara in care se afla punctul de
functionare.
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4.10.1 Metode numerice pentru analiza circuitelor rezis-
tive cu un element neliniar

Solutionarea numerica a ecuatjiei neliniare F'(z) = 0, in care F(x) = f(z)+ Rz —e,
cuz = isau F(r) = g(z) + Gz — j, cu x = u urmareste determinarea unei
aproximatii a solutiei exacte. In acest scop se pot folosi:

— metode aproximarii liniare pe portiuni
— metode iterative

Metoda aproximarii liniare pe portiuni foloseste in locul functiei F(x) aproximatjia:

F(z) =ao+biz+ > belr — .
k=1

Pe fiecare interval « € (xy, xr41), k = 0, 1, 2, ... n rezistorul neliniar admite o
schema echivalenta liniara (sursa reald de tensiune sau curent). Presupunand ca
i € (ig,ir41), cu k = 0 se inlocuiegte rezistorul neliniar cu sursa reala de tensiune
echivalenta, avand parametrii (Ry, Ey). Prin analiza circuitului liniar (fig. 66) se
obtine:

i e
R
JT@@ P U=
R al (P E«

e
| |

Fig. 4.66.

Daca ©* € (i, ix11), atunci acesta este solutia problemei altfel se incremen-
teaza k si procedura se reia.

Se constata ca pentru analiza unui circuit care contine un rezistor neliniar
cu caracteristica aproximata prin n segmente de dreapta, este necesara analiza
a cel mult n circuite liniare. Efortul de calcul poate fi sensibil micgorat, daca se
cunoaste segmentul in care se afla punctul de functionare. Pentru determinarea
acestuia se poate aplica metoda grafica a dreptei de sarcina.

Metodele iterative reprezinta o categorie de metode dedicate in special cal-
culatoarelor numerice, in care solutia ecuatiei F'(z) = 0 se obtine ca limita unui
sir definit recursiv: .1 = G(zx), k = 0, 1, 2,... . Daca acest gir este conver-
gent catre solutia z* a ecuatiei F'(z) = 0, se poate retine termenul x,, ca solutie
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aproximativa a deoarece pentru orice eroare impusa €, exista un n astfel incat
|z, — 2% < e.

Dintre metodele de definitie ale sirului recursiv cel mai des folosite sunt me-
toda iteratiei simple si metoda tangentei (Newton Raphson).

In cazul controlului in curent F (x) = f(z) + Rx — e = 0 expresie, care poate
fi rescrisa sub forma:

r=(e— f(z))/R,

ceea ce corespunde iteratiilor:

Tp1 = (e — f(ax))/R,

k=0,1,2,... .

Modul in care evolueaza iteratiile este reprezentat grafic in (fig. 67). Pornind
de la o initializare xq = iy arbitrara se constata ca i = x; tinde catre solutia
problemei aflata la intersectia dreptei de sarcina cu caracteristica elementului

N

Fig. 4.67.

neliniar.

Aceasta metoda nu este convergenta pentru orice caracteristica f. O conditie
suficienta de convergenta este ca functia G sa fie o contractie, respectiv ca
|G'| < 1, conditie indeplinita daca rezistenta dinamica R; = f'(i) a elemen-
tului neliniar este mai mica decat rezistenta R a sursei reale de tensiune. In cazul
controlului in tensiune x4 = (j — g(zx))/G, metoda iteratiei simple este con-
vergenta, daca conductanta dinamica este mai mica decat conductanta interna
a sursei echivalente de curent. De exemplu daca in (fig. 67), elementul neliniar
se considera controlat in tensiune, ciclul iterativ se va derula in sensul invers al
sagetilor si sirul z; va fi divergent. Aceste observatii permit in cazul elementelor
neliniare cu caracteristica bijectiva alegerea modului de control, care sa asigure
convergenta sirului iterativ.

Metoda iteratiei simple are dezavantajul unei mici viteze de convergenta. Pen-
tru a imbunatatii viteza de convergenta se utilizeaza metoda tangentei. In acest
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caz, functia F'(z) se aproximeaza cu primii doi temeni din seria Taylor:
F(Xpy1) = Faw) + (@r1 — 2) F(2n),

echivalenta cu aproximarea graficului functiei F(x) prin tangenta dusa in punctul
x = z. Din conditia F'(zj41) = 0, rezulta

Tpp1 = g — F(ap) [ F' (),

k=0, 1, 2,... care reprezinta sirul iterativ specific metodei Newton Raphson (fig.
68)A
In cazul controlului in curent, F'(z) = f(z) + Rz — e si

F'(z) = f'(z) + R = Ry(x) + R,

derivata functiei F' fiind suma dintre rezistenta dinamica a rezistorului neliniar
si rezistenta interna a sursei echivalente de tensiune. Curentul la iteratia k£ + 1
se determina in functie de cel de la iteratia anterioara cu relatia:

i1 = i — (f (i) + Ri, — )/ (Ra(ix) + R),
Se constata ca acesta relatie, adusa sub forma:

; :e—f(ik)‘f‘Rd(ik)'ik: e— Ry
h R+ Rp(ix) R+ Ry(iy)

Corespunde unui circuit electric obtinut prin inlocuirea elementului neliniar
cu o sursa reala de tensiune avand parametrii Ry = Ry(ix), ex = f(ix) — Ra(ix) i
In consecinta, la fiecare iteratie, elementul neliniar cu caracteristica u = f(7) se
inlocuiegte cu un element avand caracteristica

g1 = fir) + (k41 — i) Ra(ir),

obtinuta prin retinerea a primilor doi termeni din seria Taylor asociata.
Aplicand metoda Newton-Raphson elementelor controlate in tensiune se con-
stata ca la fiecare iteratie, elementul neliniar se inlocuieste cu sursa reala de
curent cu parametrii Gy, = Gg(ux) = ¢'(ur), jr = g(ur) — Gy - uy. Aceste circu-
ite echivalate elementelor neliniare se numesc circuite liniarizate. In consecinta,
analiza circuitelor neliniare prin metode iterative presupune rezolvarea unui sir
de circuite liniare pana cand solutiile succesive devin suficient de apropiate.
Metoda Newton-Rapshon poate fi generalizata la cazul circuitelor cu mai
multe elemente neliniare, cand la fiecare iteratie se inlocuiesc toate rezistoarele
neliniare cu circuitele lor echivalente. In acest caz caracteristica circuitului conec-
tat la bornele unui element neliniar nu se mai reprezinta grafic printr-o dreapta
in planul u-i ci printr-o curba neliniara. Perechea u,i specifica unui element neli-
niar reprezinta coordonatele punctului de intersectie dintre graficul caracteristicii
elementului si curba de sarcina, specifica restului circuitului (fig. 69)
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(i) i R Ex i
pantaR q(i ) —— _> { %
- _ —
. +1

i e
© H,_ q' q' Rk
. I

i g(u)
N U( ﬁf(i) 3
i
Fig. 4.69.
E, ) g(u)
S A
E; (N 10v 5V !
R,| [10kQ
R: | ik g(u) u u
Fig. 4.70.
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Aplicatia 1:

Fie circuitul din (fig. 70), la care g(u) = Ip(e™™ — 1) cu Iy = 10794,
Vo = 0,027V. Pentru determinarea generatorului echivalent partii liniare se
constata ca laturile 1 i 2 sunt conectate in paralel, deci sunt echivalente cu o
sursa realda de tensiune cu parametrii: Ry = RiRy/(Ry + R2) = R1/2 = 5K,
FE1s = F1Ry/(Ry + Ry) = E1/2 = 5V. Aceasta inseriata cu sursa F3 = 5V
determina FEj»3 = 10V. Dreapta de sarcina taie axele in punctele V) = 0V si
Is = E/Ri5 = 2mA i are ecuatia i = I — Gu cu G = V Ry5. Pentru determi-
narea tensiunii u la bornele diodei trebuie rezolvata ecuatia 1076(e™%/%027 — 1) =
2-107% —2-10"*u. Care este o ecuatie transcendents. Pe cale graficd se constata
ca 0 <1< Igsi0<u<V, dioda fiind polarizata direct. Deoarece in punctul
de functionare, rezistenta dinamica a elementului neliniar este mai mica decat
rezistenta echivalenta Rio, pentru a asigura convergenta iteratiilor simple, rezis-
torul trebuie controlat in curent u = Vy(i/ly + 1) iar ecuatia partii liniare scrisa
sub forma u = vy— Ri. In aceste conditii iteratiile iy 1 = (Uy—Vp In(ix/Io+1))/R
vor fi convergente.

Daca se aplica metoda tangentei, la fiecare ioteratie, dioda semiconductoare
trebuie inlocuita cu o sursa reala de tensiune cu parametrii Ry = ¢'(i) = vo/(ix+
Iy), ex = g(ic) — Ryix, = Vo In(ig /Lo + 1) — voir/(ix + Ip), ceea ce corespunde unui
curent:

. Vo — €k
7 = .
k+1 R+ Ry
Aplicatia 2:
| =E/RN
g(u)
I T Ql_ _
. Pl - 3
lp|----7 ‘
ig|A2--1-- ‘ Vo=E
: u
up U Us\

Fig. 4.71.

Fie circuitul din (fig. 71), in care dioda tunel are caracteristica i = g(u), al
carui grafic trece prin punctele P;, P, si P3 cu coordonatele uy = 1V, iy = 10mA,
uy = 2V, ip = 5mA, uz = 3V, i3 = 20mA iar sursa reala de tensiune are
parametrii £ =5V, R = 1001).

Pentru determinarea solutiei u,i se presupune, pentru inceput u < uq, ceea ce
corespunde aproximérii g(u) = GU = (i1u) /u; = 102u. Inlocuind dioda tunel
cu un rezistor liniar cu rezistenta Ry = 1/G1 = 10082 se obtin, i = E/(R+ Ry) =
25mA, u = ER;/(R+ R;) = 2,5V, coordonatele punctului ;. Deoarece u > u,
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rezulta ca aceasta nu este solutia problemei, punctul ()i, neobtinandu-se pe

i I E
u - u<u, R u=ERV(R+R1)
B B
i
A [
E R,=1/G2
GZ J2
u U in(ul, u2) u
_ R E,=R2J22
B
A i
E R,;=1G3
! J
Gs 3| usu, u
R E,=R313
B
Fig. 4.72.

caracteristica elementului neliniar.
Presupunand ca solutia u € (uy, uz), dioda tunel are in aceasta zona caracte-
ristica:

(u—wu) = Jo + Gau,

deci este echivalenta cu o sursa reala de curent cu parametrii: Gy = (ia—1i1)/(us —
uy) = =5mS, Jy = i3 — Gou = 15mA, sau cu o sursa de tensiune cu parametrii
Ry = 1/Gy = —20012, Ey = RyJy = 3V.

Curentul are in acest caz valoarea (fig. 72) i = (E+ Ey)/(R+ Ry) = —80mA,
iar tensiunea u = £ — Ri = Ryi — E5 = 13V. Deoarece tensiunea nu satisface
conditia u € (uq,usy), nici aceasta zona P; — P, nu contine punctul de functionare
Q2.

In cazul in care presupunem ca u > ug, dioda tunel are caracteristica:

13 — 1
g(u) = iy + ———(u—uy) = J5 + Gau,
Uz — Uz
cu Gy = (i3 — i2)/(ug — ug) = 15mS, J3 = —25mA, ceea ce corespunde la

Ry = 1/Gs = 200/3Q, By = R3J; = —5/3V.
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Intensitatea curentului este i = (E + E3)/(R + R3) = 20mA, iar tensiunea
u = F — Ri = 3V. Deoarece In acest caz ipoteza este satisfacuta, perechea
u = 3V, i = 20mA este solutia problemei.

Efortul de calcul ar fi putut fi micgorat daca se cunostea zona in care este
plasat punctul de functionare. Aceasta poate fi determinata prin metoda dreptei
de sarcina, care din pacate nu poate fi aplicata de sistemele numerice de calcul.

Aplicatia 3:

i, i, 7 R N Iy
: T / ]

)ul C) JF10mA Y . ‘ . ‘ ‘ g

Uz E=5V

Fig. 4.73.

Pentru analiza circuitului din figura (fig. 73) se va aplica metoda curbei
de sarcina. Prin inserierea diodei D cu sursa F, uy = u; + E si caracteristica
se translateaza la dreapta cu £ = 5V. Prin conectarea in paralel cu sursa J,
i3 =11 — J i caracteristica se deplaseaza in jos cu J = 10mA (fig. 74).

i3(U2)'

i ’

I} ‘.
, 1 i3z +ug)
/I/ is) |/
E’ !
__Z:“/'_j/ u J1E u
|
N / =
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Prin inseriere cu reostatul R = 1K), u = us + us si caracteristica se modifica
conform figurii. Graficul functiei i3(u) trebuie rasrurnat prin simetrie fata de axa
tensiunii, deoarece i = —i3. Reprezentand in planul u-i planul diodei Zener i(u) si
curba de sarcina i = —i3 se constata ca punctul lor de intersectie () se afla in zona
de polarizare directa a diodei Zener. Tensiunea la bornele acesteia este u + 0, iar
curentul ¢ = J = 10mA. Dioda D este blocata, deci 1 = 0, ug = Rig = —10V,
iar uy = —uz +u— F = —15V.

4.11 Circuite electrice cu un singur element acu-
mulator de energie.

Pentru inceput vor fi studiate circuitele liniare excitate cu surse avand parametrii
constanti in timp, care contin in afara partii rezistive (R, E, J) un singur element
acumulator de energie de tip inductiv (L) sau capacitiv (C'). Prin inlocuirea partii
rezistive cu sursa echivalenta de curent sau tensiune aceste circuite se reduc la
unul din cele patru cazuri prezentate in figura.

o[ {}=> eE{ L
_@_ R

g u (} > ERE£+—C

Fig. 4.75.

Analizand circuitul RL serie se obtine, pe baza celei de a doua teoreme Kirc-
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khoff:
u+Ri— FE=0,

respectiv ecuatia diferentiala satisfacuta de intensitatea curentului:

di
L—+ Ri=F.
dt
Pentru a obtine o solutie unica, la aceasta ecuatie trebuie adaugata si conditia
initiala i(0) = i egald cu valoarea initiala a curentului prin bobina.
Pentru analiza circuitului GLJ paralel se aplica prima teorema Kirchoft:
di

=J-G ey
1 u cu u dt

Prin eliminarea tensiunii u se obtine ecuatia diferentiala:

di
GL— +i=J,
dt
satisfacuta de intensitatea curentului, cu conditia initiala i(0) = .
Aplicand a doua teorema Kirckhoff la circuitul RCE serie se obtine:
du

Ri— E=0 = (C'—.
U+ e cu 1 7t

Prin eliminarea curentului se obtine ecuatia diferentiala:

du
RC—+u=F
dt ’
cu conditia initiald u(0) = ug egala cu tensiunea initiala la bornele condensato-

rului.
Ecuatia diferentiala specifica circuitului GCJ paralel se obtine prin aplicarea

primei teoreme Kirckhoff:

d
1=J—Gu cu i:C’—u.
dt
Prin eliminarea curentului se obtine ecuatia diferentiala:

du
CE + Gu = J,

cu conditia initiala u(0) = wuo.
Se constata ca cele patru ecuatii au forma comuna:

T b
ag— + a1x =
Ol, 1 05
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su sonditia initiala 2(0) = zo. Valorile constantelor ag,ay, by, zo sunt date de
tabelul 3.2.

Circuitul | ag | a1 | by | xg
RLE serie | L | R | E | 4
GLE paralel | GL | 1 | J | 49
RCE serie | RC | 1 | E | ug
GCJ paralel | C | G| J | ug

Deoarece aceste circuite sunt caracterizate de o singura ecuatie diferentiala
de ordinul intai ele se numesc circuite de ordinul unu.

Pentru determinarea solutiei ecuatiei diferentiale liniare cu coeficienti constanti
se determina pentru inceput solutia generala a ecuatiei omogene:

dx
CLOE +a1x = 0.
Ecuatia caracteristica a acesteia,
agr +ay =0,
are o singura radacina r = —ay /ag, solutia generala fiind:
T (t) = Aert.

Solutia particulara a ecuatiei neomogene se rpesupune constanta in timp
x9(t) = B. Prin substitutie se obtine aB = by, deci:

I’Q(t) =B= bo/al.
In consecinta ecuatia diferentiala admite solutia:
z(t) = x1(t) + 22(t) = Ae™ + B,
cur = —aj/ap §i B = by/a;. Constanta de integrare A se obtine din conditia
initiala:
z(0)=A+B=uxy, A= — B.

Forma finala a solutiei este:

bo 214 bo
t) = (vg — — + =2,
2(t) = (0 — 2)e 5 + 2
ceea ce corespunde in cele patru cazuri la:
E. r FE
i(t) = (ip — —)e i+ =,
(1) = (io — ) ¥+
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i(t) = (i — J)e e + J,
u(t) = (uo — E)e ®e + E,

J, ¢ J
u(t) = (ug — =)e ' + =.
(t) = (w0 — =) e
Pentru t — oo se constata ca z(t) are limita z,, = limt — oo, z(t) = Z—?, ceea

ce corespunde la:

loo = tll)rgo i(t) = R o= tlggo i(t) = J,

J

Uo = lim u(t) = F, U = lim u(t) = —=.

° t—o00 () ’ & t—00 () G
Aceste valori corespund regimurilor stationare ale circuitelor analizate, in care
bobina se comporta ca un conductor perfect, iar condensatorul ca un izolator

perfect. Notand cu 7 = ag/aq, solutia se scrie sub forma:

z(t) = Ae™V" + B,

in care 7 se numeste constanta de timp a circuitului si are valorile:

L
= —=GL,
TR
pentru circuitele inductive,
C
= RC = —
T o

pentru circuitele capacitive.

In aceste relatii. R = 1/G reprezinta rezistenta interna a sursei echivalente
circuitului la bornele caruia se afla conectat elementul acumulator de energie.
Functia z(t) fiind continua in origine:

o0 = i, w(0)

ea satisface egalitatea x(0) = xo. Cunosterea constantei de timp 7, a valorii
initiale xy si a valorii finale x,,, determinata prin analiza regimului stationar
asimptotic permite determinarea variatiei in timp a marimii z(¢t) = Ae™"/7 + B,
care este curentul prin bobina sau tensiunea la bornele condensatorului. Aceste
marimi se numesc variabile de stare si sunt functii continui, spre deosebire de
tensiunea la bornele bobinei sau curentul prin conductoare care nu sunt in mod
necesar functii continui. Pentru determinarea acestora se poate folosi ecuatia
constitutiva a elementului acumulator de energie:
di LA
Uu L(t) = L— = -
dt T

e /"= _RAe7VT =R (E;io) et/
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DE ENERGIE.
, duv CA _,,. A _,. E—u N\ t/r
ZL(t):CE:Tet/:ﬁet/ :R< RO—Zo)et/.

Se constata ca aceste functii au valoare asimptotica nula: tlim ur(t) = 0,

tliglo iC (t) =0.

Valoarea initiala a tensiunii la bornele bobinei este: ur(0) = E — Riy, ca si
cum bobina in primul moment se comporta ca o sursa de curent, cu c.e.m egal cu
se comporta in primul moment ca un izolator perfect.

Valoarea initiald a curentului prin condensator este: ic = (E — ug)/R, ca
si cum acesta ar fi in primul moment o sursa ideala de tensiune cu t.e.m egala
cu conditia initiala wg. Daca initial condensatorul este descarcat uy = 0, el se
comporta ca un conductor perfect.

iL(®) U (D)

Fig. 4.76.

Modul de variatie in timp al acestor patru marimi este reprezentat in figura
76.

Tangenta dusa la oricare din aceste grafice in origine intersecteaza asimptota
orizontala a graficului in punctul ¢ = 7. Se constata ca dupa cateva constante
de timp, variabilele ating practic valorile corespunzatoare regimului stationar.
De exemplu, dupa cinci constante de timp valoarea curentului prin condensator
ic(t) = icoe™ = 0.007i¢y este doar de circa 0.7% fatd de valoarea initiali. In
consecinta, constanta de timp 7 reprezinta o masura a duratei regimului tranzi-
toriu, de variatie de la starea initiala xy la cea finala x.,. Totusi dupa o singura
constanta de timp, marimile au parcurs doar 1 — e~! = 63% din variatia totala
si mai au de parcurs circa 37%.

Un mod practic de a evalua timpul de crestere al unei marimi este de a
determina durata cat aceastd marime parcurge de la 10% pana la 90% din variatia
sa totala.

221



4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

Daca se considera variatia exponentiala:

x(t) = A"+ B=ux, + (ro — :Uoo)e’t/f,
pentru doua momente de timp ¢; §i t5 se obtin:

Ty = x(ty) = Too + (0 — Too)e /7,

Ty = x(ty) = Too + (0 — Too)e /7,
respectiv prin Impartire:

T1 — To t1—to
Ty — To

respectiv timpul cat dureaza tranzitia de la starea z; la starea xs este:

In particular, daca x; = xg + 0.1(xx — o) §1 T2 = 2o + 0.9(x — x9), rezulta
timpul de crestere:

0.9(zp — To0)
0.1(zp — Ts0)

Deoarece pentru 7 < 0 variabila de stare tinde asimptotic catre z,, indiferent
care este valoarea sa initiala se spune ca aceste circuite sunt stabile.

In cazul in care rezistenta echivalenta R este negativa 7 < 0 si circuitul nu
mai este stabil, variabilele tinzand catre +oo pentru ¢t — oo (figura 77).

tg—tllen :7'11’1(9)%227'

Fig. 4.77.

Constanta de timp 7 poate avea urmatoarele doua cazuri limita 7 = 0 si
T — oo. Primul caz degenerat, corespunde excitarii bobinei in curent (G =
0) sau a condensatorului in tensiune (R = 0). Ambele cazuri corespund unor
excitatii improprii, saltul instantaneu al variabilei de stare de la valoarea g la
Too determinand o tensiune nemarginita la bornele bobinei sau un curent prin
condensator nemarginit.
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4.11. CIRCUITE ELECTRICE CU UN SINGUR ELEMENT ACUMULATOR
DE ENERGIE.

Valoarea initiala a constantei de timp 7 corespunde excitatiei in tensiune a
bobinei sau excitatiei in curent a unui condensator. In aceste situatii variabila de
stare are o crestere monotona, liniara in timp, regimul tranzitoriu fiind nesfarsit.

Aplicatia 1

Se considera circuitul din figura 78, in care condensatorul este incarcat initial
la tensiunea u(0) = —10V.

E=10V kl R, .
]t_<> O

— R
R =10Q

Fig. 4.78.

La momentul ¢ = 0 se inchide comutatorul k. Circuitul rezistiv conectat la
bornele condensatorului este format dintr-o sursa reala de tensiune si o sursa
reala de curent, conectate in paralel.

Fig. 4.79.

Acesta va fi echivalent cu o sursa reala de tensiune cu parametrii:

R\Ry
R, = ——— =5,
Ry + Ry
ER; + 1Ry Ry
E. = = 10V.
Ry + Ry

Constanta de timp a circuitului este 7 = R.C = 25us, iar valoarea asimptotica
a tensiunii la bornele condensatorului este:

Uoo = B = 10V,

Pentru intervalul ¢ € (0,00), tensiunea la bornele condensatorului variaza
conform relatiei:
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

u(t) = Ae™™ + B,

in care A gi B se determina din sistemul:

A+BZUO
B:uom

rezultand B = 10V, A = ug — B = —20V. Intensitatea curentului prin conden-
sator se determina prin derivarea tensiunii:

u(t) = —20eY™ + 10,

In momentul comutatiei, curentul prin condensator are un salt de la valoarea
i(0_) =01lai(04) = 4A, in schimb tensiunea la bornele condensatorului variaza
continuu de la valoarea initiala ug = —10V la cea finala u,, = 10V.

Aplicatia 2

Se considera un circuit repetor cu amplificator operational la intrarea caruia
se aplica tensiunea treapta Ej.

Fig. 4.80.

Pentru a determina felul in care variaza tensiunea de iegire us, In timp se
adopta pentru amplificatorul operational modelul cu rezistenta de intrare infinita,
dar cu amplificare in bucla deschisa Ay finita si rezistenta de iesire R nenula.

Pentru a modela corect comportarea dinamica a amplificatorului operational,
la iegire se adauga un condensator cu capacitate C'. Schema echivalenta a partii
rezistive se obtine aplicand a doua teorema Kirchhoff:

U2 = Aoui — Ri = —Uu; + El,

din care rezulta tensiunea de intrare:

Ey + Ri
Uy = ————.
Ao +1
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DE ENERGIE.

Tensiunea de iegire:

Ao R
Ag+1  Ag+1
permite identificarea parametrilor schemei echivalente:

Uy = By —u; = Ey

Ay R
Ag+1" ¢ Ag+ 1
Pentru Aqg — oo se obtine: E, = F;, R. = 0, ceea ce evidentiaza caracterul

repetor de tensiune al acestui circuit. Presupunand ca initial tensiunea de iegire
u2(0) = 0, rezulta:

Ee:El

us(t) = Ae™/" + B,
incarer=R.C, A+ B=0, B=E,, deci:

us(t) = B (1 —e7/7).

In consecinta tensiunea de iegire nu urmareste instantaneu tensiunea de in-
trare. La aplicarea unei excitatii treapta tensiunea de iegire are o variatie expo-
nentiala in timpul de crestere ¢, = 2.27 = 2.2R.C". De exemplu, pentru R =
1009, C = 1mF, Ay = 10°, rezulta R, = 1mQ, 7 = R.C = 1us, ceea ce cores-
punde la un timp de crestere de 2.2us.

u,(t)
,,,,,, B,
to t
t (0] |
U,
Fig. 4.81.

Daca amplificatorul are reactia inversa pozitiva, din punctul de vedere al
relatiilor, acesta corespunde schimbarii semnului amplificarii in bucla deschisa
Ag, ceea ce corespunde la:

Ao R R
Ag—1" ¢ Ay —1°

Chiar daca pentru Ay — 00, acesti parametrii tind catre aceleasi valori
E. = FE1, R. = 0 ce ar putea conduce la interpretarea ca si in cazul reactiei pozi-
tive circuitul functioneaza ca un repetor. Totusi, valoarea negativa a rezistentei
echivalente R., face ca circuitul sa aiba o comportare instabila, iar la o tensiune

Ee:El
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

de intrare £ > 0 sa apara la iegire o tensiune us — —oo (figura 81). Datorita
saturatiei, in realitate tensiunea de iegire se limiteaza la +£U,. Timpul ¢, in care
tensiunea ajunge la valoarea uy = —Uj este tg = —7ln (Uy/E7). Se constata ca
oricat de mica ar fi tensiunea de intrare, tensiunea de iesire, amplificatorul se sa-
tureaza inferior sau superior. In concluzie, un amplificator operational cu reactie
pozitiva, datorita instabilitatii nu poate functiona in zona liniara a caracteristicii.

Circuite excitate cu semnale constante pe portiuni

Rezultatele obtinute anterior pot fi aplicate si in cazul unor excitatii varia-
bile, care se aproximeaza prin functii scara. Presupunand ca pe fiecare interval
de timp al diviziunii 0 < ¢; < &, < ... < t,, excitatiile sunt constante, genera-
torul echivalent ar avea parametrii R, E), pentru t € (tg,tr41), kK = 0,1, ... In
consecinta variabila de stare va avea evolutia:

x(t) = Akei(titk)/ﬂ- + Bk = Loy, + (ka - xook)ei(titk)/:

In care xo, se determina din conditia de continuitate a functiei z(¢) in functie
de lim = x(¢).

T—l <t
Daca la momentele ¢, au loc comutatii in circuit este posibil ca pe fiecare

interval ¢ € (tg,tr11), rezistenta echivalenta sa aiba alta valoare Ry, k = 0,1, ....
Aplicatia 1
Se considera cicuitul RLe, in care R = 1090, L = 10mH, iar e(t) are variatia
reprezentata in figura 82, cu t; = lms, £y = 10V, Ey = —10V.

(t)
R u
Fig. 4.82.
i
() (
El/R 777777 \’\:7:7::::'77 U(t)
E, l\\
t t 5 i t t
1 i \ /"
E,1 EJR[----- LT
Fig. 4.83
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DE ENERGIE.

Deoarece pentru t < 0, e(t) = 0, curentul initial prin bobina are valoarea
i(0) = 0. Pe primul interval de timp ¢ € (0,¢;) curentul este:

Z(t) = Aleit/T + Bl,
CUT:L/R, Z(O) :A1+Bl :O7 Zoo :Bl = E/R

Curentul

it) = % (1—et) =10,

are la momentul de timp ¢; = 1ms valoarea i; = i(t;) = 1 — e~ ! = 0.63A, care
este conditia initiala pentru urmatorul interval ¢ > ¢, in care:

Z(t) = AQG_(t_tl)/T + Bg,

cu i(ty) = Ay + By = iy, ino = By = E5/R, ceea ce corespunde la:

E E
7;(15):§2+(7;1—§2

Intensitatea curentului:

) e~ =/T — 1 4 1,631/,

E
“(1-eV),0<t <ty

i(t) = Ez < Ey

permite determinarea tensiunii la bornele bobinei:
di [ Ee /" 0<t<t
t)=L— !
u(t) dt{ (By — i1 R)e"=0)/7 ¢ > 0,

marimi a caror variatie in timp sunt reprezentate grafic in figura 83.

Aplicatia 2

Se considera aplicatia din figura 84, in care Fy = 20V, R, = Ry = 1k,
Jo = 10mA, C = 1uF, la care comutatorul k se inchide la momentul ¢ = 0 si
ramane inchis o durata t; = 1ms, dupa care se deschide din nou.

In regimul stationar anterior momentului initial, circuitul admite schema echi-
valenta din figura 84, in care ug = —RyJy = —10V. In regimul stationar ulterior
inchiderii comutatorului & circuitul admite schema echivalenta din figura 84, in
care iy = (Ey + RoJs)/(R1 + Ra) = 15mA, uo = Ey — Ryiy = 5V.

Pentru intervalul ¢ € (0,¢), circuitul rezistiv este echivalent (figura 86) cu o
sursa de tensiune cu rezistenta interna:

R Ry

Re, = ——2 = 5000,
Ry + R,

care determina o constanta de timp 7, = R, C = 500us.
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E, k' i R, J,E; R, J,

Loy, o
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4.11. CIRCUITE ELECTRICE CU UN SINGUR ELEMENT ACUMULATOR
DE ENERGIE.
C
U(t)< R,

Fig. 4.87.

Tensiunea la bornele condensatorului are, in acest interval, expresia:

u(t) = Ale_t/“ + Bl,
cu u(0) = Ay + By = ug, us = By, deci:

u(t) = oo + (g — Uso)e /™ =5 — 157/,

La momentul ¢ = ¢, tensiunea are valoarea u; = 5 — 15e72 = 3.5V

Pentru intervalul ¢ > ¢, in care comutatorul k este deschis, rezistenta echiva-
lenta la bornele condensatorului este Ry si constanta de timp 7 = RoC = 1ms.
Tensiunea la bornele condensatorului:

u(t) = Age~t"0I™ 1 B,

satisface conditiile u(f1) = Ay + By = uy st lim u(t) = o, ce conduc la:
u(t) = ug + (ug — uo)e_(t—tl)/T2 = —10—5(1+ 36_2)6_(t_t1)/72,

Intensitatea curentului prin condensator i = C' 7 are variatia in timp pre-

zentata in figura 85.

Circuite de ordinul unu excitate cu semnale arbitrare

Analizand raspunsul unui circuit liniar cu un singur element acumulator de
energie la excitatie treapta:

x(t) = Too + (xo + xoo)e’t/f = zoe V™ 4+ Too(l — e’t/f).

Se constata ca un circuit electric care contine elemente acumulatoare de ener-
gie poate fi strabatut de curenti nenuli, chiar in absenta surselor z,, = 0. Acestea
se datoreaza starii initiale nenule xy # 0.

Raspunsul z(t) se poate descompune in doi termeni: x(t) = x;(t) + x(¢):

2,(t) = zoe V",
wp(t) = woo(1—e77),
in care x;(t) este numita solutia libera si se datoreaza exclusiv conditiilor initiale

sl z¢(t) este numita solutia fortata si se datoreaza excitatiei.
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4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

Solutia libera satisface conditia initiala z;(0) = xy si evolueaza catre zero.
Aceasta fiind solutia ecuatiei diferentiale omogene, corespunzatoare circuitului
cu surse nule, nu va depinde de tipul excitatiei aplicat circuitului. Solutia fortata

regim stationar x.,. Solutia de regim fortat este solutia ecuatiei neomogene:

CLQC;—? +a1x = bo(t),
cu z(0) = 0 si depinde de excitatia aplicata by(t) = e(t) sau j(¢).
Ecuatia diferentiala fiind liniara, solutia ei va depinde liniar de excitatie.
De exemplu, daca excitatia are forma unui impuls dreptunghiular (figura 88),

raspunsul este:

by (1)

A

Bo

vy

15}

Fig. 4.88.

B
La—e), te(0,t)

1
xle*(t*tl)/f, t >y,

x(t)

Fig. 4.89.

La limita daca t; — 0 si By — oo, astfel incat ¢; By = 1 (figura 90), ceea ce
corespunde unei excitatii de tip impuls Dirac bo(t) = 6(¢):

1 1 1
lim z; = lim —— (1 — e_“/T) = =_
t1—0 t1—0 a1l a7 Qo
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DE ENERGIE.
by (t) b, (t) =3(t)
—
1
U3 vz 1 t t
Fig. 4.90.
x(t) x(t)=et/ T
1
alT \
t t
Fig. 4.91.
iar raspunsul devine:

1

)= —e V.

x(t) aoe

Se constata ca raspunsul liber al circuitului are aceeasi expresie, daca xrg =
1/ay. In consecinta, orice stare initiala zy nenula este echivalenta din punctul de
vedere al raspunsului cu o excitatie apd(t) aplicata unui circuit cu stare initiala
nula.

Acest lucru nu este intamplator, conform teoremei de echivalenta pentru
conditiile initiale, un element acumulator de energie cu stare initiala nenula este
echivalent cu elementul in stare initiala nula conectat cu o sursa impuls Dirac.

Deoarece orice semnal de excitatie admite reprezentarea:

bo(t) = | b ()5(t — '),

datorita liniaritatii ecuatiei, solutia de regim fortat datorata acestei excitatii va
fi:

1 /
25(t) = — /O bo(t)e= /gy,

Qo

Raspunsul circuitului liniar de ordinul unu la excitatie arbitrara by(t) si stare
initiala zq, este:
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1 t :
2(t) = zy(t) + 25 (t) = zoe 7 + —e‘t/T/ bo(t)e /7 at.
Qo 0

Derivata functiei x(t) este:

dx Lo _y 1 vy /t Ve 1 o
0 T _ T bl (¢ /Tdt/ _ t/Tb t t/T'
dt 7 CLOTe 0 o(F)e aoe o(t)e

si se verifica ugor ca x(t) satisface ecuatia:

dx
&0% -+ a1xr = bo(t),

si conditia initiala x(0) = zo. Fiind solutia unica a acestei ecuatii este si problema
problemei.

Conditia ca doua elemente dipolare de circuit sa fie echivalente este ca ele sa
aiba acelasi raspuns pentru o excitatie comuna, arbitrara. Circuitele de ordinul
unu sunt echivalente daca au aceeasi comportare in regim stationar, au aceeasi
constanta de timp si stare initiala identica.

Aplicand rezultatul obtinut la circuitul RLe serie se obtine urmatoarea ex-
presie a curentului:

1 te(t') _y
i(t) = ige ¥ + —e*t/T/ elf) - mdt,
T o R

in care 7 = L/R. In cazul circuitului RCe serie tensiunea la bornele condensato-
rului este:

1 t /
u(t) = uge 7 + —e_t/T/ e(t)e /Tt
T 0

Aplicatia 1
Considerand circuitul din figura 92, in care:

i &b

eft) _>
R u(t)

OII

Fig. 4.92.

| oat, t€(0,t)
e(t)_{ 0,1>t,

iar condensatorul este initial descarcat.
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Tensiunea la bornele condensatorului este, pentru ¢ < t;:

t ’ t ,
u(t) — Ee—t/r/ tle—t /Tdt/ _ ge—t/r[ﬂfe—t/r . 7_/ €_t /Tdt/] _ a(t 4+ Te_t/T),
T 0 T 0

Pentru ¢ > #;:

151 ,
u(t) = 9e’t/T/ t'e”t/7dt = ae”T((t; — )T 4 7).
T 0

Circuite neliniare cu un element acumulator de energie

Se considera un circuit electric alcatuit din surse de tensiune, surse de cu-
rent, rezistoare liniare sau neliniare, la bornele caruia se afla un element liniar
acumulator de energie: bobina sau condensator (figura 93).

c i
| T ﬁ]i=g(u)
== | ' Lu
= " |c N e |

c u

{ | |u=f(i)

Presupunand sursele cu parametrii constanti in timp partea rezistiva a circu-
itului se poate echivala cu un rezistor neliniar controlat in tensiune sau in curent.

Pentru a simplifica analiza se presupune ca rezistorul neliniar are caracteristica
liniara pe portiuni.

Modul in care variaza tensiunea u(t) se obtine prin rezolvarea ecuatiilor:

)—)r_

Fig. 4.93.

iczCé—?: ii:—iC:—CZ—TZ = 1= g(u),

cu conditia initiala u(0) = ug, sau

0% = g(u),
perechea u, ¢ fiind coordonatele unui punct din graficul functiei g(u). Circuitul
se afla in regim dinamic atat timp cat ¢ # 0.

Din analiza acestei relatii rezulta ca daca i = g(u) > 0 atunci u(t) este
descrescator, iar daca i = g(u) < 0, atunci tensiunea trebuie sa scada in timp.
Aceasta observatie permite stabilirea sensului in care evolueaza punctul de func-
tionare pe caracteristica neliniara u - ¢. Deplasarea acestui punct se face pana la
indeplinirea conditiei + = 0, corespunzand punctului de echilibru.
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9(u)

Fig. 4.94.
i
| ) Pl
P -
c N
u P, RS
u U, u, u
u(t) .
Ug b i(t)
u}) Iy
Uyf - \ t i
t; o ¢

De exemplu, din caracteristica neliniara reprezentata in figura 94, rezulta ca
pentru orice Py cu u > uq, circuitul evolueaza catre starea finala P;. Tot spre P,
evoleaza circuitul, daca ug € (ug,u;). Rezulta ca P; este un punct de echilibru
stabil. In schimb P este un punct de echilibru instabil.

In general, punctele de intersectie ale caracteristicii cu axa tensiunii sunt
puncte de echilibru, cele la care rezistenta dinamica este pozitiva sunt puncte de
echilibru stabil, in caz contrar sunt puncte de echilibru instabil.

Aplicatia 1
Se va analiza descarcarea unui condensator pe o dioda tunel (figura 95).

Considerand tensiunea initiala a condensatorului corespunzatoare punctului
Py plasat pe portiunea de caracteristica cu rezistenta dinamica R4 negativa,
curba va evolua catre P; si ulterior pe portiunea cu Ry, > 0 catre punctul de
echilibru final P.

Pe primul interval de timp P € (P,, P;) curentul si tensiunea vor evolua
exponential instabil cu 7 = R4, C < 0. Durata acestei tranzitii este:
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Uy — Uy

tllelH R
U1 — Uy

Evolutia de la P, la P; se face exponential stabil:

u(t) = ure ™, i(t) = iet™,

iar constanta de timp: 7 = Ry, C > 0.
Intr-o maniera asemanatoare se trateaza si cazul bobinei conectate la bornele
unui rezistor neliniar controlat in curent (figura 96).

I i
s
— . L i=g(u)
= Z u
_@_ " L \\J i|_ i
@ L u=f(i)
u
Fig. 4.96.
Ecuatiile acestui circuit
dig, , . :
u=L—, —ip =1, u= f(1),
i £00)
permit obtinerea unei ecuatii similare:
di
L—=—f(
= 1),

cu conditia initiala i(0) = 4.

De aceasta data, punctul de echilibru corespunde conditiei © = 0. Daca u > 0,
atunci i(t) trebuie sa scada in timp, iar daca u < 0, atunci i(¢) trebuie sa creasca
in timp.

In acest caz, punctele de intersectie ale caracteristicii cu axa curentului sunt
puncte de echilibru, stabil daca rezistenta dinamica in ele este pozitiva si instabil
in caz contrar.

Analizand graficul caracteristicii neliniare u = f(¢) din figura 97 se constata
ca punctele P, si P3 sunt puncte de echilibru stabil, iar P, este un punct de
echilibru instabil. Daca iy > 49 atunci curentul va evolua catre valoarea finala
Iso = 13, iar daca ig < io, atunci valoarea asimptotica va fi i, = i;.

Aproximand caracteristica f(7) liniar pe portiuni, functiile i(¢) si u(t) admit
pe diferite intervale de timp expresii de forma Ae™"/" 4+ B, in care 7 = L/Ry iar
constantele A si B se determina din conditiile initiale si cele asimptotice.
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Fig. 4.97.

Analiza circuitelor cu un condensator conectat la un rezistor neliniar controlat
in curent precum si a circuitelor cu o bobina conectata la bornele unui rezistor
neliniar controlat in tensiune ridica dificultati suplimentare.

C

P

s

Fig. 4.98.

Fie circuitul capacitiv neliniar de ordinul unu, cu o caracteristica u = f(7).

du ,
E? u = f(ﬂa

Punctul unic de echilibru corespunde conditiei i = 0. Daca ¢ > 0, atunci u(t)
trebuie sa scada in timp, iar daca ¢ < 0, atunci u(t) trebuie sa creasca in timp.

Analizand caracteristica din figura 99, rezulta ca P, este un punct de echilibru
stabil si ca starea circuitului va evolua asimptotic catre acest punct indiferent de
starea initiala Fy. Daca ug < uq, atunci evolutia are loc direct catre P, prin Pj. In
schimb daca, intensitatea curentului in starea initiala ig > 4, atunci se constata
ca punctul de functionare evolueaza de la Fy catre punctul P,. Punctul P; este
un punct de impas, deoarece ajuns aici, circuitul nu poate ramane in acesta stare,
in care i # 0. Se constata ca punctul de functionare are un salt din P, in P, salt
care este Insotit de o discontinuitate in curent, dar nu si in tensiunea la bornele
condensatorului. Din Pj punctul de functionare evolueaza catre starea finala de
echilibru P,. Un astfel de circuit cu o singura stare de echilibru se numeste circuit
monostabil. Analizand caracteristica neliniara din figura 99 se constata ca P, este

i = —ic =—C
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& Y
o

e o

R

Fig. 4.99.

unicul punct de echilibru, dar el este instabil, iar punctele P; si P, sunt puncte de
impas. In consecinta indiferent de ce stare initiala Fy # P. are circuitul, acesta
va evolua pe traseul P, - P| - P, - P, ciclul reluandu-se la nesfarsit.

Un astfel de circuit la care marimile u(t) si ¢(¢) au o variatie periodica in timp
se numeste circuit astabil.

Si in cazul circuitelor cu o bobina conectata la bornele unui circuit rezistiv
neliniar, controlat in tensiune, exista un singur punct de echilibru v = 0, i = g(u).
Acesta poate fi stabil, daca ¢'(t) > 0 sau instabil, daca conductanta dinamica
este negativa in acest punct. Cand punctul de functionare ajunge intr-un punct
de impas, in acest caz are doar un salt orizontal, pana la un alt punct al carac-
teristicii, care are acelasi curent. Acest salt corespunde unei variatii discontinui
a tensiunii la bornele bobinei, dar cu pastrarea continuitatii functiei i(¢).

Aplicatia 2: Oscilatorul de relaxare.

Circuitul alcatuit dintr-un condensator gi un INIC realizat cu un amplificator
operational (figura 100) are caracteristica din figura 101.

£

Fig. 4.100.

Acest circuit are originea O ca punct de echilibru instabil, iar punctele P;
si P, puncte de impas. Punctul de functionare va evolua ciclic pe traseul P; -
P/ - P, - Pj. Segmentele P/ - P» si Py - Py corespund saturatiei inferioare si
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Fig. 4.101.

respectiv superioare amplificatorului operational ceea ce determina la iegire un
semnal dreptunghiular periodic.

u,(t) u

+U0 —= ._: — kgo%/‘( - :f R
T 0 \ ' /\ '/
ity & ¢ ! ttz/\ / ‘

_UO

it)

SN
N

/
Fig. 4.102.

Presupunand pentru inceput ca amplificatorul este saturat superior, uy = Uy,
potentialul bornei + a amplificatorului operational are expresia:

Ry
R+ R;

determinata cu relatia divizorului de tensiune. Condensatorul C' va avea la borne
o tensiune:

Vi="U = kU,

V. =u(t) = Ae™"" + B,

cu T = RC gi uw, = B = Uy. Presupunand condensatorul C' initial descarcat,
rezulta u(0) = A+ b= 0:

u(t) = Up(1 — e7/7).
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Tensiunea de intrare u; = V, — V_ este pozitiva pana la momentul ¢; la care:

R

Up(1 — e/7) = Uy——"
o1 =) "R+ R,
tllenR;Rs.

In acest moment amplificatorul operational trece din starea saturat superior
in starea saturat inferior (are loc saltul P; - P{). In continuare tensiunea la
bornele condensatorului va evolua descrescator de la u(t;) = kU spre —Uy dar

la momentul ¢, la care u(ty) = —kUy are loc o noua tranzitie. Astfel incat:
kUO + UO 1 + k < Rs)
At =ty —t; =TlIn———~ =17l =7ln{1+4+2—
9 1 TH_ka+Uo Tnl_k Tin |1+ R

reprezinta semiperioada oscilatiilor.

In concluzie, acest circuit alcituit cu un singur element acumulator de energie,
numit oscilator de relaxare, nu are un regim limita stationar si va oscila permanent
cu perioada T = 2At.

Aplicatia 3: Circuit bistabil cu bobina si amplificator operational.

4.12 Circuite electrice liniare cu doua elemente
acumulatoare de energie

Se considera un circuit electric alcatuit din rezistoare, surse ideale de tensiune si
de curent, care contine si doua elemente acumulatoare de energie. Se deosebesc
trei cazuri (figura 103):

e circuite cu doua bobine;
e circuite cu doua condensatoare;
e circuite cu o bobina si un condensator.
Circuitul cu doua bobine are ecuatiile:
di diy

up = —Li—, upg = —Lo—,

1
dt’ dt
iar partea rezistiva liniara si activa, presupusa controlabila in curent, ar fi carac-
terizata prin ecuatiile:

Uy = T1121 + T1222 + €7,

Ug = T9121 + T2l + €9,
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A, i, C Ai, i, C
—@— > C —@— c
L Ul _@_ uz Lzll \ul _@_ uz ' 2
B D B D
A, i, C (b)

=] 1.
o L]

D

os)

Fig. 4.103.

in care e; = u4po Sl €2 = Ucpo reprezinta tensiunile de mers in gol, pentru regimul
11 = i3 = 0, la cele doua porti AB si respectiv C'D.

Cele patru rezistente: de intrare 717, de iesire ro5 si de transfer ri5, 791 repre-
zinta elementele unei matrice patrate si simetrice 15 = 191, daca circuitul rezistiv
nu contine surse comandate. Deoarece s-a adoptat pentru circuitul rezistiv regula
de la receptoare, matricea r este pozitiv definita i 11 > 0, r99 > 0, daca circuitul
rezistiv pasivizat este alcatuit doar din rezistoare pasive, cu rezistente pozitive.

Eliminand tensiunile de la bornele celor doua bobine, se obtine sistemul de
ecuatii diferentiale liniare, de ordinul intai cu coeficienti constanti:

% . _7‘11i1 +7‘12i2 + e
dt Ly ’
diz _ Ta1i + Tl + €2
dt Loy '

Circuitul cu doua condensatoare este caracterizat prin ecuatiile:

) du; . du
1 = _Old—tl’ 2 = — 2d—;a

caracteristice partii reactive si

11 = guiur + gigus + Ji,

Iy = go1U1 + goalUa + Ja,

caracteristice partii rezistive, presupusa controlabila in tensiune. In aceste ecuatii
J1 = Tscup S1 J2 = lscop, Teprezinta curentii de scurtcircuit produsi de sursele din
circuitul rezistiv la cele doua porti AB i C'D.

Prin eliminarea curentilor 7; si io se obtine sistemul de ecuatii diferentiale
liniare, de ordinul intai cu coeficienti constant;i:
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duy _ gnui + gigug + Ji

dt Cy ’
% __9a + gaous + 72
dt Cs ’

Daca in primul caz solutia ecuatiilor diferentiale era reprezentata de curentii
din bobine, in acest caz, solutia este constituita de tensiunile la bornele conden-
satoarelor. Aceste semnale electrice constituie variabilele de stare ale circuitului
analizat, iar ecuatiile diferentiale satisfacute se numesc ecuatiile variabilelor de
stare.

Pentru obtinerea ecuatiilor variabilelor de stare intr-un circuit cu o bobina si
un condensator se folosesc ecuatiile elementelor acumulatoare de energie:

dil dUQ

Uy 1dt>7/2 th’

si cele ale partii rezistive, caracterizare hibrida:

up = hy1t; + higus + ey,
g = ho1ty + hootg + Jo,

iar prin eliminarea variabilelor u; si 7s:

% N _hnil + hng + e
dt L ’

duy _ _hovin + hopus + Jo
dt Cs '
Si in acest caz variabilele de stare reprezinta tensiunile la bornele condensa-

toarelor gi curentii din bobine.
Indiferent de cazul considerat, ecuatiile variabilelor de stare au forma:

anx a12X s

It 1141 1242 n
= a91T 29T s

It 2141 2242 Yo

in care aji, a2, 21, ase € IR, iar xy, x9, y; §i yo sunt functii de timp, definite pe
intervalul £ > 0 si cu valori in IR. Deoarece circuitele cu doua elemente acumula-
toare de energie sunt caracterizate de un sistem de doua ecuatii diferentiale, ele
se numesc si circuite de ordinul doi.
Folosind notatia matriceal - vectoriala:
x =[x, 2", y= [y, o

Y
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a1 Q22

A= l&u au]

ecuatiile variabilelor de stare capata forma compacta:

dx
— = A
dt x+y7

in care z reprezinta vectorul variabilelor de stare, y reprezinta excitatiile (efectul
surselor vizut pe la bornele elementelor acumulatore de energie), iar A € IR**?
este o matrice patrata, caracteristica sistemului analizat cu elemente date de
parametrii R, L, C din circuit.

Pentru determinarea evolutiei in timp a variabilelor de stare trebuie rezolvata
ecuatia variabilelor de stare, a carei solutie este determinata univoc, doar daca
se cunosc valorile conditiilor initiale:

z(0) = xo,

respectiv curentii prin bobine §i tensiunile la bornele condensatoarelor, in mo-
mentul initial ¢ = 0.
Rezolvarea sistemului variabilelor de stare se va face prin eliminare. Derivand

. . . . dx
prima ecuatie se obtine (cu notatia ' = —):

dt
" / / /
T; = a1y + 12Ty + Y1,

si inlocuind &}, = ag 1 + agrs + Yo, rezulta:

! / /
Ty = a1127 + 1202121 + A12022%2 + A12Y2 + Yy,

Exprimand zo = (2} — a1121 — 31)/(a12), din prima ecuatie, rezulta in final:

/! / !
] — (@11 4+ a12)x] + (a11a92 — a12a91)x1 = Y1 — G22y1 + G12Y2.

Cea de a doua variabila de stare satisface o ecuatie asemanatoare:

1 / /
xhy — (@11 + a12)xh + (a11a92 — a12a91) T2 = Yoy — A11Y2 + A21Y1-

Cele doua variabile de stare satisfac ecuatii diferentiale liniare de ordinul doi
cu coeficienti constanti de forma:

2’ —Tx' + Dz = f,
in care T' = aj1+ag reprezinta urma matricei A, iar D = aq1a29—a12a91 reprezinta
determinantul matricei A. Termenul liber f reprezinta excitatiile circuitului.
Coeficientii ecuatjiei diferentiale se noteaza deseori cu T'= —2a, D = wi:

2"+ 200’ + wir = f,
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in care a = —T'/2 se numeste coeficient de amortizare, iar wy = /D se numeste
pulsatie de rezonanta.

Solutia ecuatiei diferentiale de ordinul doi satisfacuta de o variabila de stare
se cauta sub forma:

(1) = (1) + 2p(1),

in care x,(t) este solutia generala a ecuatiei omogene:

2" + 202" + wir = 0,
iar x,(t) este o solutie particulara a ecuatiel neomogene. Daca in particular,
excitatia f este constanta in timp, atunci ecuatia neomogena admite ca solutie
particulard x,(t) = f/(wg).
Pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei neomogene se utilizeaza ecua-
tia caracteristica:
r? 4 2ar + wir® = 0,

care este o ecuatie de gradul doi, cu radacinile:

= —a+\/a?—wi, = —a —/a? — wi.

Se verifica ugor ca aceste radacini sunt chiar valorile proprii ale matricei A:
Axr = Az,
care se calculeaza din ecuatia:

a;; — A a2
a21 age — A

deci (a3 — A)(aze — \) — ajpas; = 0, ceea ce corespunde cu:

Solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene are expresia:
z,(t) = Aret + Age™",
ceea ce corespunde expresiei:

z(t) = x,(t) + 2, (t) = Are™" + Age™" + z,(t),

pentru evolutia in timp a variabilei de stare cu ,(t) = f/(w?), in cazul particular
al exitatiei constante.

Pentru analiza calitativa a modului in care evolueaza in timp o variabila de
stare la un circuit de ordinul doi se vor discuta ecuatia caracteristica.
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Daca radacinile ecuatiei caracteristice sunt reale gi negative se introduc nota-
tiile:
1 1
==, Ty = =,
1 T2
care evidentiaza ca un astfel de circuit are doua constante de timp 7 si 7o, iar
regimul tranzitoriu, de evolutie de la o stare initiala catre o stare finala stationara:

T _ _ [t
Too = tlir&a?(t) = $p(t) = w_g’

care exista in cazul excitatiilor constante, se face dupa relatia:

x(t) = Aje U 4 Age ™ 4 .

Constantele de integrare A; si Ay se determina din conditiile initiale:

z(0) = A1 + A + Too, 2'(0) = —— — —,

iar starea asimptotica finala x., se determina prin studiul regimului stationar pos-
terior regimului tranzitoriu, deci prin analiza circuitului rezistiv (R, E, J) obtinut
prin inlocuirea bobinelor cu conductoare perfecte gi a condensatoarelor prin izo-
latoare perfecte.

X o(t) X(t)
wa-—’
t X0 t
)
X(t)
Xy
A2 Tl t t
0/ T2 0
Al
Fig. 4.104.

In figura 104 se reprezinta cateva moduri tipice de variatie in timp a unei
variabile de stare la un circuit de ordinul doi. Se constata ca regimul tranzitoriu
are un caracter aperiodic (cu cel mult un singur punct de extremum), uneori
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monoton §i ca el dureaza practic un timp de 3 =+ 4 ori mai mare decat cea mai
mare constanta de timp a circuitului.

Regimul aperiodic al unui circuit electric are loc atunci cand ecuatia sa carac-
teristica are determinantul pozitiv, deci T? > 4D, respectiv o > wy coeficientul
de amortizare mai mare decat pulsatia de rezonanta.

Aceste afirmatii sunt valabile daca cele doua radacini reale sunt negative, ceea
ce implicd —a + y/ay — wg < 0, deci a > (/a2 —wd > 0.

Daca urma 7" a matricei A nu este negativa sau determinantul D nu este pozi-
tiv, atunci coeficientul de amortizare devine negativ, iar circuitul are o functionare
instabils. In consecinta, daca cel putin una din radacinile caracteristice ale
ecuatiei caracteristice este pozitiva atunci, regimul tranzitoriu nu are o durata
limitata, iar variabila de stare creste namarginit in timp.

X(t)
p X(t)

T, 27
- . t \
Ty T, \

A 1\ \/ /\/\/A 2

Fig. 4.105.

In cazul in care determinantul ecuatiei caracteristice este negativ, radacinile
acesteia sunt complexe si conjugate, deoarece ecuatia are coeficienti reali.
Notand cu j = v/—1 unitatea imaginara, rezulta:

r = —a+jw, Ty = —x _jw>
in care w = /ws — a2 se numeste pulsatie proprie.
In acest caz:
2(t) = Are™ 4+ Age”™ + 1y = e (A1t + AETYN 4 1y,

si folosind relatiile Euler:

et = coswt + jsinwt, e ¥ = coswt — jsinwt,

rezulta:

2(t) = (Bicoswt + Bysinwt)e™ ™ + .

Constantele de integrare By si By se determina din conditiile initiale z(0) =
By + o si 2/(0) = —wBy — aBy, iar starea asimptotica x4, din studiul circuitului
in regim stationar.

245



4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

In acest caz se constata ca variabila de stare are o evolutie oscilant amortizata
cu pulsatia w si cu coeficientul de amortizare a = 1/7. In figura 106 se prezinta:

x(t) X(t)

Fig. 4.106.

moduri tipice de evolutie a variabilelor de stare in cazul wy > «, in ipoteza
ca partea reala a radacinilor ecuatiei caracteristice este negativa (coeficientul de
amortizare o > 0).

Regimul tranzitoriu are o durata limitata, practic dupa 3-4 constante de timp
T = é se atinge starea stationara posterioara regimului tranzitoriu. Daca in
schimb urma 7 a matricei este pozitiva, coeficientul de amortizare este negativ
iar circuitul are o functionare instabila, oscilatiile de pulsatie w cu amplitudine

crescatoare nemarginit in timp (fig. 107.b).

Fig. 4.107.

In cazul limita, in care radacinile ecuatiei caracteristice sunt pur imaginare
(=051 T = 0) variabila de stare are o evolutie oscilantd neamortizata:

x(t) = By coswt + By sinwt + o

ca in figura 107.a.

Un alt caz special are loc atunci cand determinatul ecuatiei caracteristice este
nul. In aceastd situatie, radacinile acestei ecuatii sunt confundate si obligatoriu
reale. Daca valoarea comuna este negativa, atunci circuitul are o comportare
stabila, variabilele de stare avand evolutia conform functiei:

z(t) = Aret + Agte™ + xoo = (A1 4 Ag)e™T + 1o,
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circuitul fiind caracterizat de o singura constanta de timp 7 = —1/ry = —1/r5.

In aces caz se spune ca circuitul este In regim critic, evolutia variabilei de
stare fiind la frontiera intre evolutia aperiodica si cea oscilant amortizata (fig.
108).

4X(t)  oscilant amortizat
X b/
critic
X o aperiodic
t
Fig. 4.108.

In cazul in care valoarea comuna a radacinilor este pozitiva, variabilele de stare
au o evolutie nemarginita pentru ¢ > 0, circuitul avand un caracter instabil.
In cazul degenerat r; = ro = 0, variabila de stare are expresia:

z(t) = Ay + Aot + o0

deci este nemarginita.
In concluzie, circuitele electrice liniare cu doua elemente acumulatoare de
energie se pot clasifica in urmatoarele catogorii:

— circuite stabile (cu radacinile in semiplanul stang)

— cu regim aperiodic (radacini reale, distincte si negative);
— 1in regim critic (radacini confundate, negative);

— 1in regim oscilant amortizat (radacini complex conjugate cu parte reala
negativa);

— circuite oscilante neamortizate (cu radacini pur imaginare);
— circuitele instabile (cu radacini in semiplanul drept).

In figura se prezinta porzititia radacinilor ecuatiei caracteristice pentru dife-
rite categorii de circuite de ordinul doi. Partea imaginara a radacinilor caracte-
ristice cand este nenula este egala cu w, deci are semnificatia pulsatiei proprii a
oscilatiilor care apar la trecerea de la o stare la alta. Partea reala este —a = —1/7
deci are semnificatia inversei opuse constantei de timp. La circuitele stabile, cu
cat constanta de timp este mai mare, cu atat radacina este mai apropiata de
origine.

Aplicatia 1: Descarcarea a doua condensatoare pe o retea rezistiva.
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Im Im Im Im
X
Re Re X Re Re

aperiodic critic oscilant oscilant
amortizat neamortizat

Im Im Im Im
X
x Re Re Re Re

circuite instabile

Fig. 4.100.

Se considera doua condensatoare de capacitatile C; si Cs, Incarcate initial cu
tensiunile w1 i respectiv ugg.

Se urmareste determinarea evolutiei tensiunii celor doua condensatoare in
urma conectarii lor la o retea alcatuita din rezistoare pasive.

Alg i2C iiA Gs

1

C iz
Cl%;_j —_—1 TZOD——LCZ u1<—|—C1[:]Gl GZI:]C2+>u2
B D

) L

B D

Fig. 4.110.

Dupa cum s-a aratat, un circuit cuadripolar rezistiv este echivalent cu un
circuit in conexiune triunghi (fig. 110) gi are matricea conductantelor:

Gi+Gy —Gjs
—G3 G+ Gy

In consecinta matricea sistemului variabilelor de stare este:

Ao [ —(G1+ G3)/Cy eylen ]
- G3/Cy — (G2 + G3)/Cy

cu urma si determinantul:

T:_G1+G3_G2—|—G3 <

4 Cy !
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(G1 + G3)(G2 + Gs) N G3 -0
C1Cs C1Cs
Matricea ¢ fiind simetrica si pozitiv definita are valorile proprii reale si nega-
tive pentru matricea A. In consecinta exista doua constante de timp pozitive 7
si 7o iar tensiunile la bornele celor doua condensatoare au o evolutie aperiodica

stabila:

D =

uy(t) = Biie /™ 4 Bpe ™
Ug(t) = Bgle_t/ﬂ -+ nge_t/ﬁ

Cele patru constante de integrare se determina din ecuatiile initiale, prin
rezolvarea sistemului liniar:

u1(0) = Byy + B2 = uqg

u3(0) = Bay + Bas = g
( ) Bll o 57’_;2 — GlC+’1G3u + 3u20
(0) = 5k — B = Gy - Gz

Se constata ca cele doua constante de timp 71 si 7o nu pot fi asociate fie-
care cate unui condensator, expresiile lor continand fiecare capacitatile ambelor
condensatoare C] si Cs.

Separarea are loc, doar atunci cand Gz = 0, ceea ce corespunde la doua
circuite de ordinul intai cu constantele de timp:

= 01/G1> Ty = 02/G2>

cu solutia:
ur(t) = ugoe™ ™, up(t) = ugoe ™.

Alte cazuri degenerate, care prezinta interes constau in conectarea celor doua
condesatoare 1n serie i respectiv in paralel (fig. 111).

C C, C C, C C
1_:“G1(32 ::2 1:: ::2 l:: R ::2

Fig. 4.111.

Conectarea in serie a celor doua condesatoare corespunde cazului G; = Gy =
0, matricea A avand in acest caz determinantul nul D = 0 si urma 7' = —G3/C —
G3/Cy = —G3/C cu 1/C =1/C} + 1/Cy. Ecuatia caracteristica r? — T'r = 0 are
o radacina nula gi alta negativa corespunzatoare constantei de timp:

T = —1/T: C/Gg,
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in care C' este capacitatea echivalenta conexiunii serie iar (G5 este conductanta
rezistorului pe care se descarca cele doua condesatoare inseriate. Tensiunile celor
doua condensatoare au variatia in timp:

Ul(t) = Blleit/T + BlZ
Ug(t) = Bgle_t/T + ng
iar din conditiile initiale rezulta:

Bi1 + Bia = o
Ba1 + Bag = g

—% =§—f(—ulo + ug0)
—b271 = C—;’_’(Um — Ugo)

In acest caz cele doud condensatoare pot ramane incarcate si in starea asimp-
totica finala. Daca initial tensiunile celor doua condensatoare sunt egale, (con-
densatorul echivalent este descarcat) nu exista regim tranzitoriu (By; = By = 0),
condensatoarele ramanand incarcate in starea initiala. Daca se noteaza cu ug =
U9 — Usgg, tensiunea initiala la bornele condensatorului echivalent de capacitate
C, atunci:

C
U1l (t) = aUO(e_t/T — 1) + U10

C
UQ(t) = @UO(eit/T - 1) -+ Usgg

cele doua tensiuni evoluand catre limita comuna (fig. 112)
C C Cruq0 4+ Cous0
Uoo = U0 — ~ Up = U20 — ~ U0 =

Cl 02 Ol + 02

care este media ponderata a celor doua tensiuni, cu ponderi egale cu capacitatile

condensatoarelor.
U2o
~ ux(t)

Fig. 4.112.

Aceasta este de fapt tensiunea cu care ramane incarcat condensatorul echiva-
lent celor doua condesatoare presupuse conectate in paralel (in regim stationar
G5 nu este parcurs de curent).
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4.12.  CIRCUITE ELECTRICE LINIARE CU DOUA ELEMENTE
ACUMULATOARE DE ENERGIE

In cazul conectirii in paralel a doua condensatoare i a unui rezistor, partea
rezistiva a circuitului nu admite control in tensiune si formalismul anterior nu
poate fi aplicat. Formal (3 tinde catre infinit, ceea ce conduce la o radacina
infinita a ecuatiei caracteristice si implicit la o constanta de timp nula. Acest fapt
este explicabil, deoarece prin conectarea in paralel a doua condensatoare incarcate
la tensiuni initiale diferite ele tind sa isi egaleze instantaneu tensiunile. Saltul
tensiunii la bornele unui condensator corespunde unei tranzitii cu constanta de
timp nula. Deoarece variatia discontinua a tensiunii la bornele condensatorului
determina un curent nemarginit, rezulta ca un astfel de circuit este impropriu
excitat si se spune ca din cele doua condensatoare unul este in exces.

251



4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE. TEOREMA DE ECHIVALENTA

252



Capitolul 5

Teoremele fundamentale ale
circuitelor electrice
Analiza topologica a circuitelor

5.1 Independenta ecuatiilor lui Kirchhoff.
Forme matriceale

Prima teorema a lui Kirchhoff:

S =0

ke(n)

este valabila pentru orice nod n = 1, 2,..., N al unui circuit electric. Cele N
ecuatii algebrice liniare astfel obtinute formeaza un sistem de relatii care nu sunt
liniar independente. Orice ecuatie din acest sistem se poate obtine ca o consecinta
a celorlalte N — 1 ecuatii (printr-o combinatie liniara a lor).

Pentru a demonstra aceasta afirmatie se va folosi forma matriceala a sistemului
de ecuatii:

Ai=0

in care s-a notat i = [i1, 4a,. .., i,]? vectorul curentilor si A" = [a;], k=1,Lj =
1, n o matrice numita matricea extinsa a incidentelor laturi-noduri.

Elementele acestei matrice au valorile:

0 daca latura k ¢ (j)
ajr = ¢ +1 dacalatura k£ paraseste nodul (j)
—1 daca latura k vine la nodul (j)

corespunzatoare factorilor de semn din suma algebrica.
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Se constata ca pentru orice circuit matricea:

1 2 -+« k oo L
1
+1
A= 2 +1
: +1 -1 —1
: —1
]'\, -1 +1

are pe fiecare coloana doua elemente nenule, cu valorile +1 si -1, celelalte ele-
mente ale coloanei fiind nule. Elementele aj; = +1 din coloana k se afla in linia
corespunzatoare nodului initial al laturii & iar elementul a;, = —1 se afla in linia
corespunzatoare nodului final al laturii £. In consecinta, suma elementelor din
orice coloana este nula, deci suma ecuatiilor Kirchhoff corespunzatoare tuturor
nodurilor unui circuit este nula.

Rezulta ca ecuatia Kirchhoff asociata unui nod se obtine prin adunarea ecuatiilor
Kirchhoff asociate celorlalte noduri ale circuitului.

Pentru a demonstra ca (N — 1) ecuatii sunt liniar independente se va nota cu:

L
f](Z> - fj(ilu i27 LR ZL) - Z A/l:k; = Zajkik.
k=1

ke(n)

ecuatia asociata nodului j.
Daca exista constantele nenule C;, Cs,. .., C,, asfel incat:

chf](/Ll? 7;27 ey ZL) - 0
j=1

pentru orice ¢, atunci cele n functii f; sunt liniar dependente, in caz contrar
ele sunt liniar independente. Pentru m = N exista constantele C; = 1, deci
ecuatiile nu sunt liniar independente. Daca m = N — 1 atunci ecatiile sunt liniar
independente. Exista un curent i; (dintr-o latura, care concura la nodul N) ce
intervine o singura data in combinatia liniara analizata, deci aceasta nu poate fi
nula pentru constante ¢; nenule, afirmatie valabila pentru orice n < N — 1.

A doua teorema a lui Kirchhoff:

(> ) up=0

keb]

este valabila pentru orice bucla a circuitului.

Ecuatiile scrise pe toate buclele unui circuit nu sunt, in general, liniar inde-
pendente.

Adunand ecuatiile Kirchhoff scrise pe buclele [b1], [b2] vecine se obtine ecuatia
Kirchhoff obtinuta pe bucla [b] (fig. 1). Din acest motiv se spune ca buclele [b;],
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—]
ba) | (o)) —> L0} )

4 [ 4 [

Fig. 5.1.

[b2] i [b] nu sunt independente. Pentru a obtine un sistem de bucle independente,
pentru care ecuatiile Kirchhoff cunt liniar independente se foloseste conceptul de
arbore.

Se numeste arbore al unui graf, o multime de laturi din graf, care contin toate
nodurile grafului, dar nu formeaza bucle.

Laturile unui arbore se numesc ramuri (fig. 2).

Fig. 5.2.

Fiecare ramura noua introduce in arbore un nod de graf, dar cum prima
ramura contine doua doua noduri rezulta ca numarul total de ramuri dintr-un
graf conex este N — 1.

Laturile unui graf, care nu apartin arborelui se numesc coarde. Multimea
coardelor unui graf se numeste coarbore si contine O = L — N + 1 laturi. Fiecare
coarda inchide o bucla formata din acea coarda si in rest din ramuri. Sistemul
de bucle astfel format este un sistem independent, deoarece fiecare bucla contine
o latura (coarda generatoare) care nu apare in nici o alta bucla. S-a demonstrat
astfel ca un circuit electric conex cu L laturi §i N noduri admite B =L — N +1
bucle independente, pe care ecuatiile Kirchhoff sunt liniar independente.

Ecuatiile Kirchhoff independente referitoare la tensiuni admit urmatoarea
forma matriceala:

Bu=0

in care u = [u, us ..., uy]’ este vectorul tensiunilor iar B = [bjx], 7 = 1, B,
k =1, L este o matrice numita matricea incidentelor laturi-bucle.
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Elementele acestei matrice:

0; daca laturak ¢ j
bjr = ¢ +1; daca laturak apartine buclei [b]si este orientata similar
—1; daca latura k apartine buclei [b] si este orientata invers.

au valori in concordanta cu factorii de semn din suma algebrica. Linia j a ma-
tricei B contine elemente nenule doar pe coloanele corespunzatoare laturilor care
apartin buclei [j].

Daca laturile unui graf se numeroteaza, incepand cu laturile arborelui si con-
tinuand apoi cu coardele iar buclele se numeroteaza conform coardelor care le-
au generat, rezulta ca matricea B contine in ultimele coloane matricea unitate

I € R™ (fig. 3):

1 2 3 4 5 6
-1 —-1] 1

W N =
|
—_
|
—_
—_

Sensul de parcurs al buclelor este dat de sensul coardei generatoare.
Primele N —1 coloane vor contine o matrice A care descrie complet topologia
circuitului, deoarece B se poate partaja in:

B = [A[]]

Matricea A se numeste matricea incidentelor esentiale.

Prin exprimarea tensiunilor de-a lungul laturilor ca diferente de potential,
ecuatiile Kirchhoff pentru tensiuni, sunt automat satisfacute.

Folosind vectorul potentialelor V = [Vi, Va, ..., Vy_1]', in care s-a presupus
ca nodul N este nod de referinta si Viy = 0, se verifica ugor ca relatia matriceala:

u= ATV
exprima tensiunile ca diferente de potentiale.
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1 2 . N
Ul 1 ‘/1
= k| +1 -1
Va
ur, L
U = AT %4

S-a presupus ca tensiunile au aceleasi sensuri de referinta ca si intensitatile
(marimile sunt asociate conform regulii de la receptoare).

Deoarece matricea AT (transpusa matricei A) contine in linia k& doar doud
elemente nenule, in coloanele corespunzatoare nodului initial al laturii & (ag; = 1)
si nodul final al laturii k (ag;» = —1), rezulta ca tensiunea uy =V — Vjr.

Utilizarea formei © = ATV a teoremei a doua a lui Kirchhoff are avantajul ca
foloseste aceeasi matrice ca prima teorema a lui Kirchhoff, dar are dezavantajul
ca obliga la folosirea potentialelor.

Introducand tensiunile u = ATV in ecuatia Bu = 0, rezulta ATBV = 0,
relatie valabila pentru orice valori ale potentialelor, in consecinta:

ATB =0

deci matricele A si B sunt ortogonale.

Matricele A si Bse numesc matrice topologice, deoarece fiecare din ele descrie
complet topologia circuitului. Elementele lor au valori 0, 4+1, -1, independente
de structura sau comportarea laturilor circuitului.

O consecinta importanta a primei teoreme a lui Kirchhoff se obtine prin adu-
narea ecuatiilor referitoare la doua sau mai multe noduri vecine (fig. 4):

[1]Z1+22+Z3:O
[2]2—i3+i4+i5:0
221+ZQ+Z4+Z5:O
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Prin aceasta operatie se reduc intensitatiile curentilor din laturile cuprinse in
interiorul suprafetei inchise X, care contine nodurile considerate.

Combinatia liniara obtinuta este chiar suma algebrica a intensitatilor curentilor
din laturile ce strabat suprafata X si ea are valoare nula.

Se numeste sectiune intr-un graf conex o multime de laturi, care eliminate din
graf determina separarea acestuia in doua parti disjuncte iar reintroducerea lor
succesiva genereaza grafuri conexe.

Suprafetele inchise 3, care contin in interiorul lor unul sau mai multe noduri
dintr-un graf intersecteaza laturile unei sectiuni (fig. 5). Sectiunile unui graf se
noteza cu {1}, {2}, {3}, .. ..

21 : {1, 2, 3}
22 . {4, 2, 3, 7}
S5 : {4, 5, 8, 3}.

Prima teorema a lui Kirchhoff pote fi generalizata sub forma:

S i =0

ke{S}

in care {S} este o sectiune arbitrara a circuitului.
Daca fiecare sectiune contine doar un singur nod, atunci aceasta forma a
ecuatiilor lui Kirchhoff degeneaza in forma clasica.
Numarul maxim de ecuatii de aceasta forma liniar independenta este (N-1).
Pentru scrierea matriceala a acestor ecuatii:

Ci=0
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se folosegte matricea C' = [c;x] a incidentelor laturi-sectiuni. Elementele acestei
matrice sunt:

0; daca laturak & {j}
cjr =4 +1; daca laturak paraseste sectiunea{j}
—1; daca laturak intra in sectiunea{;}

O metoda simpla de a obtine un sistem de sectiuni pe care ecuatiile Kirchhoft
sunt independente este de a genera aceste sectiuni pornind de la ramurile unui
arbore.

Fiecare ramura a unui arbore genereaza o sectiune unica formata din acea
ramura iar in rest din coarde (fig. 6). Pentru a genera regula de semn a sumei
algebrice, sectiunile trebuie orientate. Se considera ca sensurile de referinta ale
sectiunilor sunt date de sensurile ramurilor generatoare.

Matricea C' are structura:

1 2345 6 7 8 9

I 71 —1 -1
C=2 1 1 -1

3 1 1 1

4 1 1 -1

5 1 1 1

Pe linia j se afla un numar de elemente nenule egal cu numarul laturilor ce
strabat sectiunea {j}. Daca laturile sunt numerotate incepand cu ramurile, iar
sectiunile sunt numerotate in concordanta cu ramurile generatoare, matricea C'
admite partajarea

C = [V],

in care [ € RW-Dx(N-1),
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Deoarece matricea C' se obtine printr-o transformare liniara aplicata matricei
A, rezulta ca
C"B =0,

deci C' §i B sunt ortogonale.

i Voo ¢

[K] A
i ALK
1 i

~ - ~ -
~ -
~o _ - S _--" S~ -

cy=0 Cix=+1 Ci=-1

Fig. 5.7.

Pentru o sectiune {j} determinata de ramura j, elementul ¢;j; poate avea trei
valori distincte (fig. 7).

Daca latura k nu intersecteaza sectiunea {j}, atunci ¢;; = 0 si deoarece bucla
k nu va contine latura j, rezulta ca by; = 0.

Daca latura k paraseste sectiunea {j}, atunci ¢;; = +1, dar deoarece bucla k

este orientata invers decat latura [j], rezulta ca by; = —1.

Daca latura k intra in sectiunea {j}, rezulta ca c¢;, = —1, dar in acest caz
bkj = +1.

Aceste observatii permit s& se afirme c& c¢;, = by, deci ca V = —AT.

Folosind matricea incidentelor esentiale, ecuatiile Kirchhoff au urmatoarea
forma matriceala:

Ci=[I|-A")i=0,
Bu = [A|I]u = 0.

Aceste ecuatii sunt liniar independente, rangul matricei C' fiind (N — 1), iar
cel al matricei B fiind (L — N + 1).

Aceste forme ale ecuatiilor presupun ca tensiunea si intensitatea din fiecare
latura au sensuri de referinta comune (s-a adoptat regula de asociere a sensurilor
de la generatoare).

Daca vectorii:

i = [iglic], u=[ur|ud,

se partajeaza in vectori asociati ramurilor si respectiv coordonatelor, ecuatiile
Kirchhoff devind:
ir — A, =0,

Au, +u, = 0.
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Aceste relatii scrise sub forma:
(S ATic: Ue = _Aum

evidentiaza faptul ca intensitatile curentilor din ramura se determina in functie
de cele din coarde, prin aplicarea primei teoreme Kirchhoff, iar tensiunile din
coarde se determina in functie de cele din ramura, prin aplicarea celei de a doua
teoarema a lui Kirchhoff. Curentii din coarde si tensiunile din ramuri pot avea
valori arbitrare, fara ca acestea sa contravina teoremelor Kirchhoff. Cunoagterea
acestor marimi permite determinarea tuturor curentilor si tensiunilor circuitului:

i = lie, 1,] = [ATiy,4.) = [AT|1]i. = BTi..

In concluzie, teoremele lui Kirchhoff au una din urmatoarele forme echivalente:

Ai=0 o Ci=0 - i, = ATi, o i = BTi,
u= ATy Bu =0 ue. = —Au, u=CTu,
Acestea alcatuiesc ecuatii liniar independente.

5.1.1 Teorema lui Tellegen. Conservarea puterilor

5.1.2 Analiza circuitelor electrice. Problema fundemen-
tala

Problema fundementala a analizei circuitelor electrice are ca necunoscute in-
tensitatile curentilor din laturi g,k = 1, L si tensiunile la bornele laturilor
ug, k = 1, L. Pentru a determina aceste marimi se presupun cunoscute:

— topologia circuitului analizat, descrisa grafic prin graful orientat G al cir-
cuitului sau numeric prin una din matricele topologice;

— ecuatiile constitutive ale laturilor circuitului, respectiv operatorii de impe-
dana (i, k =1, L sau de admitanta yi,k =1, L.

Operatorii de impedanta/admitanta pot fi determinati daca se conosc para-
metrii elementelor din laturi (Rg, Lg, Cr pentru laturile pasive si e, ji pentru
laturile active ), iar in cazul circuitelor cu elemente acumulatoare de energie
conditiile initiale (curentii din bobine 4;, (0) si tensiunile la bornele condensatoa-
relor ue, (0)).

Din punct de vedere matematic problema fundementala a analizei unui circuit
electric consta in rezolvarea sistemului de ecuatii, format din:

— ecuatiile Kirchhoff I:
Ai = 0;
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— ecuatiile Kirchhoff IT:

Bu = 0;
— ecuatiile constitutive ale laturilor:
u = (,

in care ¢ = [(j;] este matricea operatorilor de impedanta daca toate laturile sunt
controlate in curent sau
I = yu,

In care y = [y;x| este matricea operatorilor de admitanta, daca laturile sunt
controlate in tensiune.

Prin rezolvarea acestui sistem de 2L ecuatii se determina vectorii: curent
i = [i1, 19, ...,ir]" sitensiune u = [uy, us, ..., ur]”, care au in total 2L componente
si reprezinta solutia problemei.

Daca operatorii ¢ sau y sunt liniari, problema admite solutia banala v = 0,
1 = 0, deci circuitul nu este strabatut de curent. Pentru ca circuitul sa fie parcurs
de curenti este necesar ca acesta sa contina cel putin o sursa de curent, tensiune
sau sa aiba conditii initiale nenule.

Uy
/\ .
. — k
|2 Q( ik | I
v /‘\
N\
Uy Jk
Fig. 5.8.

Circuitele electrice alcatuite cu elemente dipolare au laturile cu structura
prezentata in (fig. 8).
Ecuatiile lor constitutive sunt:

Uy = Cply — €y,

U = YUk + Jks

in care prin particularitatile (, = 0 i yx = 0 se obtin cazurile degenerate ale
surselor ideale de tensiune si respectiv de curent.

Daca operatorii (i si yx sunt liniari se spune ca circuitul este liniar. Separarea
surselor va simplifica analiza circuitelor cu conditii initiale nenule, care pot fi
echivalate prin surse.
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Sursele ideale nu pot fi conectate arbitrar intr-un circuit. De exemplu, prin
conectarea in paralel a doua surse ideale de tensiune se obtine un circuit pentru
care problema fundamentala nu are solutie unica.

Un circuit electric se numeste bine formulat daca problema fundamentala a
analizei acestui circuit are solutie gi aceasta este unica. In caz contrar se numeste
prost formulat.

Circuitele care contin bucle formate exclusiv din surse ideale de tensiune nu
sunt circuite bine formulate, deoarece daca tensiunile la bornele lor nu satisfac
teorema a doua a lui Kirchhoff problema analizei nu are solutie, iar daca ele
satisfac aceasta teorema, curentii ce strabat laturile buclei pot lua valori arbitrare,
deoarece prin suprapunerea unui curent arbitrar ce ar "strabate” bucla, ecuatiile
nu se modific. In acest ultim caz solutia nu este unica.

Fig. 5.9.

In mod aseménitor, circuitele care contin sectiuni formate exclusiv din cu
laturi surse ideale de curent sunt circuite prost formulate.

Atunci cand curentii acestor laturi nu satisfac prima teorema a lui Kirchhoff,
problema fundamentala nu are solutie. Daca in schimb, curentii electromotori
sunt in acord cu acesta teorema, solutia nu este unica, tensiunile la bornele sur-
selor de curent nu au valori unice. De exemplu, in cazul a doua surse ideale
de curent j; = jo = 7, tensiunile u; si us la bornele acestor surse pot fi mo-
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dificate cu o constanta C arbitrara astfel incat v} = w1 + C, uy = uy — C si
U= uj + Uy = uj + ub.

In particular prin pasivizarea surselor, rezulta ca pe doua izolatoare perfecte
inseriate caderile de tensiune nu pot fi determinate prin analiza circuitului elec-
tric.

Pornind de la observatia ca circuitele reale au intotdeauna ”solutie” se poate
afirma ca circuitele electrice fara solutie apar datorita deficientelor de modelare
a elementelor reale cu scheme formate din elemente ideale. Aceste situatii nedo-
rite pot fi eliminate prin utilizarea unor modele mai complicate, care contin si
elemente " parazite”, ce pot juca in anumite regimuri un rol esential (de exemplu,
rezistentele interne ale surselor, oricat de mici ar fii acestea).

Czul circuitelor cu solutii multiple poate reflecta o situatie reala. Circuitele
neliniare in regim stationar pot avea mai multe puncte de functionare, dintre care
unele stabile. Aceasta proprietate este fundamentala, inrealizarea circuitelor cu
memorie, cum sunt circuitele bistabile. Starea unui astfel de circuit depinde de
evolutia sa in imp, deci rezulta in mod univoc prin analiza circuitului in regim
variabil. Determinarea conditiilor in care solutia exista si este unica. Se face
prin analiza eacuatiilor circuitului; de aceea aceste conditii depind de regimul de
functionare al circuitului. Totusi anumite conditii necesare de buna functionare
sunt comune, indiferent de regim.

Teorema arborelui normal. Daca un circuit nu admite un arbore in care
sa se afle toate sursele ideale de tensiune si nici o sursa ideala de curent atunci
el este prost formulat.

Arborele mentionat de aceasta teorema se numeste arbore normal. Teorema
evidentiaza o conditie necesara de buna formulare i anume existenta unui arbore
normal.

Circuitele electrice care nu admit arbore normal contin fie bucle cu surse laturi
ideale de tensiune fie sectiuni cu laturi surse ideale de curent. Se spune despre
astfel de circuite ca au surse in exces.

Daca circuitul analizat contine arbore normal atunci nu exista in circuit bucle
cu surse ideale de tensiune si sectiuni cu surse ideale de curent.

Considerand un circuit bine formulat se pot plasa toate sursele de tensiune in
arbore gi cele de curent in coarbore. Ecuatiile constitutive ale laturilor au formele
matriceale:

Uy = Czr — €
le = Yue + ] )
in care u = [u,|u.], i = [i,]i.] s-au partajat corespunzator ramurilor (u,,i,) si

respectiv coardelor (u.,i.).
Folosind formele cu matricea incidentelor esentiale ale teoremelor Kirchhoft:

i, — Ai. =0,

Au, +u. =0,



5.1. INDEPENDENTA ECUATIILOR LUI KIRCHHOFF.
FORME MATRICEALE

prin substituirea ecuatiilor constitutive, rezulta un sistem redus de L ecuatii cu
L necunoscute:
u,CATi, = —e

ic — yAu, = j.

Aceasta forma a ecuatiilor:

o LT

are avantajul c& vectorul solutie x = [u,,i.]T contine cite o necunoscuta pentru
fiecare latura curentul, in cazul coardelor si tensiunea, in cazul ramurilor. Cele-
lalte necunoscute secundare, rezulté prin aplicarea relatiilor Kirchoff: i; = A4,
Ue = —Au,.

Metoda de analiza prezentata este o metoda de substitutie, care conduce la
imbunatatirea dimensiunii sistemului de ecuatii si la reducerea considerabila a
efortului necesar rezolvarii.

Necunoscutele principale, care rezulta direct din rezolvarea sistemului sunt
T = [u,,i.)T, sunt variabilele esentiale ale circuitului.

Aceasta nu este singura metoda de substitutie folosita in analiza circuitelor
electrice.

Daca circuitul nu contine surse ideale de curent si toate laturile sunt coman-
date in curent:

u=_i—e.

Prin substitutia tensiunilor in ecuatia Bu = 0, rezulta
B(i = Be,
iar impreuna cu ecuatiile Ai = 0 se formeaza sistemul ecuatiilor Kirchhoff:
A i 0
B |° | Be
k e’

din care rezultd curentii din laturi ¢ = k~'¢’. Tensiunile prin laturi se obtin prin
substitutii in ecuatiile constitutive u = (i—e. Aceasta metoda este cunoscuta sub
numele de analiza curentilor, deoarece are ca necunoscute principale curentii
din laturi.

Daca toate laturile unui circuit sunt controlate in tensiune (circuitul nu con-
tine surse ideale de tensiune), atunci ecuatiile constitutive se pot scrie sub forma:

i =yu+J,
si din Ai = 0 rezulta: Ayu = —Aj.
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5. TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE CIRCUITELOR ELECTRICE
ANALIZA TOPOLOGICA A CIRCUITELOR

Impreuna cu ecuatia Bu = 0, rezulta sistemul liniar:

4]

Prin rezolvarea acestui sistem rezulta tensiunile la bornele laturilor v = k=15,
iar apoi prin substitutii la ecuatiile constitutive, rezulta si curentii din laturi:
1 = yu+j. Deoarece in acest caz necunoscutele principale sunt tensiunile laturilor
se spune ca aceasta metoda de substitutie se bazeaza pe analiza tensiunilor. O
reducere suplimentara a dimensiunii sistemului se obtine prin considerarea drept
necunoscute principale a curentilor de coarde 7.. in numar de L — N + 1. Aceasta
metoda se numeste analiza buclelor (sau a curentilor ciclici).

Deoarece curentii din laturi se exprima in functie de cei din coarda 1, =
Alirezulta cd i = [iy, 1. = [ATi., i) = [AT|Ii. = BTi., deoarece BT = [A|I]T =
[AT|1].

Considerand laturile controlate in curent u = (i — e, din relatia Bu = 0,
rezulta: B(i = Be si B(BTi. = Be.

Notand ¢’ = B{B”T numita matricea impedantelor ciclice si ¢/ = Be, rezulté:

C,ic - 6/7

din care i, = ('¢/. Dupa determinarea curentilor din coarde 4. (numiti i curenti
ciclici, deoarece se pot considera curentii fictivi, care strabat buclele independente
generate de aceste coarde) se determind curentii din ramuri 4, = ATic si apoi
tensiunile laturilor u = (7 — e.

Analiza sectiunilor (metoda tensiunilor din ramuri)
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Capitolul 6

Teoremele fundamentale ale
circuitelor electrice

6.1 Puteri. Relatii de conservare

Pentru a caracteriza transferul de energie intre un element multipolar si circuitul
electric din care acesta face parte se utilizeaza puterea transferata pe la borne:

P(t) = zi: i (t)ve(t), (6.1)

in care ix(t) este intensitatea curentului ce strabate borna k, vx(t) este potentialul
bornei £ iar n este numarul de borne ale elementului.

Sensul acestei puteri depinde de semnul sumei P(t) dar i de sensurile de
referinta ale curentilor. Daca toti curentii ix(t), k = 1, n au sensurile de referinta
astfel alese incat sa paraseasca elementul multipolar, atunci P(t) are sensul
conventional e la element spre circuit (fig.17.1.a). Daca in schimb, curentii i ()
au sensuril de referinta orientate spre elementul de circuit, atunci puterea P(t)
este conventional absorbita de element (fig.17.1.b). Daca P(t) > 0, atunci sensul
real al puterii coincide cu cel conventional, iar daca P(t) < 0, atunci sensul real
este invers celui conventional.

Conform primei teoreme Kirchhoff, intensitatile curentilor prin bornele unui
element multipolar au suma nula, ceea ce face ca valoarea puterii transferate sa nu
depinda de alegerea referintei potentialului. Daca se modifica toate potentialele
cu constanta v, rezulta:

P'(t) = Zi: ix(t)(vp(t) —vg) = zn: ik (t)ve(t) 4+ vo Ei: ir(t) = P(t),

k=1

deci, invarianta puterii.
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6. TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE CIRCUITELOR ELECTRICE

Alegénd una dintre bornele multipolului ca referinta a potentialului, de exem-
plu v,, = 0, se obtine:

P(t) = 2:3 i (D) (t). (6.2)

In cazul particular al elementelor dipolare la care n=2 se obtine, pornind de
la relatia (6.2), P(t) =i1(t) - vi(t). Deoarece vy (t) reprezinta chiar tensiunea u(t)
la bornele dipolului, orientata de la borna 1 spre borna de referinta, iar i;(t) este
intensitatea i(t) ce strabate elementul, rezulta:

P(t) = u(t) - i(t). (6.3)
In stabilirea sensului puterii (6.3) se deosebesc doua cazuri:

— regula de asociere a sensurilor de referinta de la receptoare, caz uzual in
care tensiunea si intensitatea au sensurile de referinta cu aceeasi pozitie fata
de borne (fig.17.2.a) si in care puterea (6.3) este conventional absorbita de
element;

— regula de asociere a sensurilor de referinta de la generatoare, caz in care
tensiunea gi intensitatea au sensuri de referinga opuse (una orientata de la
borna 1 spre 2, iar cealalta orientata de la borna 2 spre 1) si in care sensul
conventional al puterii este de la element spre circuit.

Si in aceste cazuri sensul real al puterii coincide cu cel conventional, daca
P(t) > 0 si este invers in caz contar.
Exemplul 1. Elementul tripolar din figura 17.3.a absoarbe o putere

P= Ulil +’U2i2 =20—-25= —5VV,

deci in realitate genereaza puterea electrica |p| = 5W, iar elementul dipolar din
figura 17.3.b, avand sensurile de referinta asociate dupa regula de la generatoare
(curentul in jos si tensiunea in sus) produce puterea

P=u-i=-50mW.

Urmatoarea teorema garanteaza consistenta definitiei (6.1) in cadrul teoriei
circuitelor electrice.

Teorema 1, a puterii transferate de un circuit neizolat: o parte a unui circuit
electric, considerata ca un multipol, transfera pe la bornele sale de acces o putere
electrica egala cu suma puterilor transferate pe la borne de catre elementele ce o
alcatuiesc.

In aceastd teoremd s-a considerat ci toate elementele au acelagi sens conven-
tional al puterii.

268



6.1. PUTERI. RELATII DE CONSERVARE

Teorema va fi demonstrata in cazul particular al circuitelor alcatuite din ele-
mente dipolare. Daca se noteaza u = [uy, ug, ..., ul]T vectorul tensiunilor la bor-
nele celor 1 laturi, i = [i1, 4s,...,%]7 vectorul intensitatilor curentilor din laturi,
v = [v1, vy, ..., ;)T vectorul potentialelor celor n noduri si j = [j1, jo, .-, Ju)? vec-
torul curentilor injectati in nodurile circuitulu, suma puterilor transferate pe la
bornele elementelor dipolare este egala cu produsul scalar al vectorilor u si i,

Z_: upiy = uli = (ATv)i = o7 (Ai) = vTy, (6.4)

in care A estre matricea de incidenta a laturilor la noduri. In relatia 6.4 s-au
folosit cele doua teoreme ale lui Kirchhoff sub forma:

Ai=j, u= A"v. (6.5)

Ca o consecinta a teoremei 1 rezulta ca orice parte a unui circuit electric
alcatuit din elemente dipolare pasive, la care uw -4 > 0 transfera pe la bornele
sale de acces o putere totala nenegativa. Aceasta afirmatie, valabila si in cazul
cicuitelor neliniare este cunoscuta sub numele de teorema pasivitatii.

O alta consecinta importanta a teoremei 1 se refera la circuitele electrice
izolate.

Teorema 2, a conservarii puterii in circuitele electrice: suma puterilor trans-
ferate pe la borne de catre toate elementele unui circuit electric este nula:

l
k=1

In relatia (6.6) s-a considerat ca toate elementele din circuit au aceeasi regula
de asociere a sensurilor.

Pentru ca suma (6.6) sa fie nula in conditiile in care termenii ei sunt nenuli
este necesar ca termenii pozitivi sa aiba suma egala cu modulul sumei termenilor
negativi. In consecinta, in orice moment, intr-un circuit electric izolat pute-
rea totala reala consumata este egala cu puterea totala reala generata. Aceasta
egalitate este cunoscuta sub numele de ”bilantul puterilor” si este o consecinta
a conservarii puterii electrice. in demonstratia teoremelor 1 gi 2 precum si a
relatiei de bilant s-au folosit formele generale ale teoremelor lui Kirchhoff, ceea
ce Inseamna ca ele sunt valabile, indiferent de tipul sau structura elementelor
care alcatuiesc circuitul.

Exemplul 2. Aplicand teorema conservarii puterilor pentru circuitul repre-
zentat in figura 17.4.a se obtine

6
P:Zukik:—10+2,5—5+37.5—40+15:0. (6.7)
k=1
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6. TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE CIRCUITELOR ELECTRICE

In calcul s-au folosit intensitatile curentilor reprezentate in graful din figura
17.4.b si tensiunile reprezentate in graful din igura 17.4.c. Se constata ca cele
doua grafuri sunt orientate similar, ceea ce este echivalent cu alegerea regulii de
asociere a sensurilor de la receptoare pentru toate laturile circuitului.

Pentru ca relatia (6.6) sa fie satisfacuta este suficient ca intensitatile curenilor
sa fie preluate dintr-un graf consistent cu prima teorema a lui Kirchhoff, iar
tensiunile dintr-un graf orientat, echivalent cu primul, dar consistent cu a doua
teorema a lui Kirchhoff. Se constata ca nu este necesar ca aceste marimi sa se
refere la acelasi circuit electric ci doar la circuite echivalente topologic. Aceasta
genralizare a teoremei 3 este cunoscuta sub numele de teorema pseudoputeri-
lor (Tellegen), deoarece produsul dintre o tensiune si o intensitate arbitrara se
numeste pseudoputere.

Ca o exemplificare a teoremei lui Tellegen se poate considera chiar relatia
(6.7), in care tensiunile (fig 17.4.b) si intensitatile curentilor (fig 17.4.c) se refera
la circuitul din figura 17.4.a, dar la momente diferite de timp.

6.2 Teoreme de existenta si unicitate a solutiei

Problema fundamentala a analizei circuitelor electrice consta in determinarea
intensitatilor curentilor in toate laturile unui circuit dat, a tensiunii la bornele
laturilor gi eventual a potentialelor nodurilor circuitului.

Datele acestei probleme se pot clasifica in trei categorii:

e date tipologice, referitoare la modul in care sunt conectate elementele cir-
cuitului;

e date care descriu elementele circuitului si anume parametrii elementelor
liniare, functiile caracteristice ale elementelor neliniare gi parametrii surselor
variabile sau constante in timp;

e conditii initiale, necesare doar in analiza regimului tranzitoriu.

Se pune in mod natural intrebarea daca o astfel de problema este corect fomu-
lata, respectiv daca sistemul de ecuatii asociat circuitului (format din ecuatiile
generale, KI, KU si cele caracteristice) are solutie gi daca aceasta este unica. se
pot da usor exemple de circuite incorect formulate, care nu au solutie sau aceasta
nu este unica.

Exemplul 3. Circuitul din figura 17.5.a nu are solutie deoarece tensiunile
la bornele celor doua surse ideale, conectate in paralel nu pot fi egale, deoarece
intensitatile curentilor din cele doua surse pot avea valori arbitrare, care nu pot
fi determinate univoc din ecuatiile circuitului.

Pornind de la observatia ca circuitele reale au intotdeauna ”solutie” se poate
afirma ca circuitele electrice fara solutie apar datorita deficientelor de modelare a
elementelor reale prin scheme ”echivalente”, formate din elemente ideale. Astfel
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de situatii nedorite pot fi eliminate prin utilizarea unor modele mai complicate,
care contin si elemente ”parazite”, ce pot juca in anumite regimuri un rol esential.
De exemplu, circuitele din figura 17.5 devin bine formulate, daca se iau in con-
siderare rezistentele interne ale surselor, oricat de mici dar nenule ar fi acestea,
respectiv daca se inlocuiesc sursele ideale cu surse reale.

Cazul circuitelor cu solutii multiple poate reflecta o situatie reala. Circuitele
neliniare in regim stationar pot avea mai multe puncte de functionare, dintre care
unele stabile. Aceasta proprietate este fundamentata in proiectarea circuitlor de
memorie, cum este circuitul bistabil.

Determinarea conditiilor in care solutia exista gi este unica se face prin analiza
ecuatiilor circuitului; de aceea aceste conditii depind de regimul de functionare
al circuitului.

Teorema 3, de existenta si unicitate a solutiei unui circuit electric liniar fara
surse comandate, in regim stationar: conditia necesara si suficienta ca un circuit
electric liniar, format in rezistoare cu rezistente pozitive, surse ideale de curent
si surse ideale de tensiune sa aiba solutie unica este existanta, unui arbore in
circuit, care sa contina toate sursele ideale de tensiune si nici o sursa ideala de
curent.

Aceasta teorema poate fi aplicata si in cazul circuitlor alcatuite din elemente
dipolare rezistive, in regim variabil.

Arborele cu proprietatile mentionate in teorema 3 se numeste arbore nor-
mal. Daca intr-un circuit nu exista arbore normal, atunci acesta contine cel
putin o bucla formata din surse ideale de tensiune sau o sectiune formata din
surse ideale de curent. Aceste surse se numesc generatoare in exces. Daca sursele
ideale de tensiune in exces (v.fig.17.6.a) satisfac a doua relatie a lui Kirchhoff,
atunci ecuatiile circuitului nu au soluie unica, deoarece curentii dinaceste surse nu
sunt univoc determinati. Daca in schimb sursele ideale de tensiune nu satisfac a
doua relatie a lui Kirchhoff, atunci circuitul nu are solutie. Daca sursele ideale de
curent in exces (v.fig.17.6.b) satisfac prima relatie Kirchhoff, atunci circuitul nu
are solutie unica, deoarece tensiunile la bornele acestor surse nu au valori univoc
determinate de ecuatii, iar in cazul in care aceste surse nu satisfac prima relatie
Kirchhof, circuitul nu are soluie. In consecinta, pentru ca problema analizei unui
circuit sa fie bine formulata este necesar ca acesta sa aiba un arbore normal.

Pentru a determina unicitatea solutiei se presupune prin absurd ca exista doua
solutii. Deoarece diferenta lor Auy, Ay satisface formula generala a teoremelor
lui Kirchhoff se poate aplica teorema lui Tellegen:

l !
k=1 k=1
ceea ce evidentiaza absurditatea supozitiei.
Exemplul 4. Circuitul din figura 17.7.a este bine formulat, deoarece detine
un arbore normal, marcat cu linie groasa, dar circuitul din figura 17.7.b nu este
bine formulat, deoarece nu stafisface conditiile teoremei 3.
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Teorema 3 a fost generalizata la cazul circuitelor neliniare de Desoer si Kat-
zenelson [Willson 1975].

Teoreme 4, de existenta si unicitate a solutiei unui circuit electric rezis-
tiv, neliniar, cu elemente dipolare ale caror caracteristici sunt functii continui
si monoton crescatoare, definite pe intreaga axa reala: daca in circuit exista un
arbore, care contine in ramurile sale numai rezistoare controlate in curent, iar in
coarde rezistoare controlate in curent, atunci exista o solutie pentru orice valori
ale surselor de tensiune sau curent si aceasta solutie este unica.

In aceasti teoremd s-a adoptat regula sensurilor de la receptoare pentru toate
laturile circuitului. Deoarece caracteristicile u-i ale elementelor dipolare nu tre-
buie sa fie in mod necesar strict monotone, sursele ideale de tensiune se considera
rezistoare controlate in curent, iar sursele ideale de curent se considera rezistoare
controlate 1n tensiune, in ambele cazuri functiile caracteristice fiind constante.
Rezistoarele ale caror functii caracteristice sunt bijective pot fi plasate atat in
arbore cat si in coarbore, deoarece ele pot fi considerate controlate atat in curent
cat si in tensiune.

Conditiile necesare existentei si unicitatii solutiei circuitelor cu elemente re-
zistive sunt evidentiate de teoremele Desoer - Wu si Sardberg - Willson.

Aplicand aceste teoreme, se demoanstreaza ca sircuitele cu diode, tranzistoare
bipolare, rezistoare liniare si surse indepedente de tensiune sau curent au struc-
tura tipologica prezentata in figura 17.8 nu pot avea solutii multiple, indiferent
de valorile parametrilor elementelor de circuit. In consecinta, nu se pot obtine
circuite bistabile cu tranzistoare in conexiunea baza comuna (in particular cu
un singur tranzistor). Nici circuitele cu doua tranzistoare, separabile in doua
subcircuite conectate ca in figura 17.9 nu au solutii multiple.

Un rezultat fundamental rpivind unicitatea solutiei in circuite cu tranzistoare
este prezentat de Nielsen gi Willson, care demonstreaza ca circuitele cu rezistoare
liniare, surse independente de tensiune sau curent au solutie unica, daca 1 numai
daca nu contin o structura cu reactie de tipul celei din figura 17.10. Pentru
evidentierea structurii cu reactie se pasivizeaza sursele, rezistoarele se elimina
sau se scurtcircuiteaza, iar tranzistoarele, cu exceptia unei perechi, se inlocuiesc
cu una din schemele prezentate in figura 17.11 (se considera pe rand portiunile
blocate sau in conductie perfectd).

Exemplul 5. Analizand circuitul din figura 17.12.a se constata ca acesta
contine o structura cu reactie (v.fig.17.12.b), deci pentu anumite valori ale para-
metrilor, circuitul va avea solutii multiple.

Pentru a obtine circuitul din figura 17.12.b s-au scurtcircuitat rezistoarele
R3, Rs sirezistanta interna a sursei, iar rezistoarele Ry, Ry si R4 au fost eliminate.

Conditiile topologice necesare gi suficiente pentru ca un circuit electric cu
rezistoare neliniare, surse independente de curent sau tensiue si surse comandate
liniar sa aiba solutie si aceasta sa fie unica, pentru orice valori ale parametrilor
au fost evidentiate de Nishi si Chua.

Teorema 3 poate fi extinsa cu usgurinta in cazul regimului armonic sau la circu-
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ite liniare in regim periodic permanent, cazuri in care se impune ca impedantele
complexe ale laturilor pasive sa aiba parte reala strict pozitiva. Trebuie mentionat
faptul ca circuitele L-C serie au la rezonanta impedanta nula, deci sunt similare
surselor ideale de tensiune pasivizate, iar circuitelel L-C paralel au la rezonanta
admitanta nula, fiind similare surselor ideale de curent pasivizate. In particular,
circuitul format dintr-o bobina ideala si un condensator ideal interconectate nu
au solutie unica, deoarece nici intensitateacurentului, nici tensiunea la bornele
comune nu au valori univoc determinate din ecuatiile circuitului.

Teorema 5, de existenta gi unicitate In regim tranzitoriu a solutiei unui
circuit liniar alcatuit din rezistoare cu rezistente pozitive, condensatoare cu ca-
pacitate pozitiva, bobine eventual cuplate (cu matricea inductivitagilor simetrica
si pozitiv definita), surse ideale de tensiune si surse ideale de curent: daca exista
un arbore, care contine toate sursele ideale de tensiune si nici o sursa de curent,
atunci pentru valori date la momentul initial ale tensiunilor la bornele conden-
satoarelor gi ale intensilatilor curenilor din bobine exista o solutie a ecuatilor
circuitului i aceasta este unica.

Demonstratia unicitatii se bazeaza pe teorema lui Tellegen. In general, pen-
tru un circuit arbitrar, care satisface conditiile teoremei 5 solutia datorats unor
surse cu variatie arbitrara in timp se afla in clasa functiilor generalizate, ea fiind
o distributie. Totusi, in conditii topologice suplimentare, referitoare la elementele
acumulatoare de energie (absenta buclelor formate din surse ideale de tensiune
si condensatoare sau a sectiunilor formate din surse ideale de curent si bobine)
solutia satisface ecuatiile diferentiale ale circuitului in sens clasic, fiind continua
si derivabila. In aceasti situatie se spune ca circuitul nu contine elemente acu-
mulatoare de energie in exces.

Exemplul 6. Circuitul din figura 17.13.a are solutie clasica de regim tranzi-
toriu pentru ¢t >= 0 i aceasta este unica, daca se cunosc R, L, C (strict pozitive),
J(t), e(t) pentru t >= 0 si conditiile initiale i(0) si u(0), deoarece el detine un ar-
bore normal, care contine toate surselel de tensiune gi condensatoarele circuitului
si nici o sursa de curent sau bobina.

In schimb, circuitul din figura 17.13.b, cu toate ca are solutie unica, aceasta
nu este in mod necesar o functie clasica (tensiunea la bornele condensatorului
poate fi discontinua, iar intensitatea curentului din condensator poate evolua in
timp ca o functie de tip Dirac 6(¢), deci nemarginita), deoarece circuitul contine
o bucla formata dintr-o sursa ideala de tensiune si un condensator. Un efect
similar are loc si la conectarea in paralel a doua condensatoare ideale, din care
unul initial incarcat si altul descarcat.

6.3 Teorema privind invarianta solutiei

Aceasta categorie de teoreme evidentiaza transformarile la care poate fi supus un
circuit electric fara ca solutia sa sau o parte a ei sa se modifice.
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Teorema 6, a surselor de tensiune cu actiune nula: daca in ramurile unui
circuit se Inseriaza surse ideale de tensiune arbitrare, iar in coardele sale se inse-
riaza surse ideale de tensiune, care impreuna cu cele din ramuri satisfac a doua
relatie a lui Kirchhoff, atunci intensitatile curentilor din laturile circuitului nu se
modifica.

Demonstratia acestei teoreme se bazeaza pe observatia ca suma algebrica a
tensiunilor electromotoare ale surselor noi introduse este nula pe orice bucla din
circuit. In consecina, ecuatiile Kirchhoff exprimate in curenti nu se vor modifica
in urma introducerii surselor mentionate.

Exemplul 7. Circuitul din figura 17.14.a are aceleasi valori ale intensitaii
curentilor ca gi circuitul din figura 17.14.b, pentru orice valori ey, es, 3.

Teorema 7, a surselor de curent cu actiune nula: daca in paralel cu coardele
unui circuit se conecteaza surse de curent de valoare arbitrara, iar in paralel cu
ramurile se conecteaza surse de curent, care impreuna cu cele din coarde satisfac
prima relatie a lui Kirchhoff, atunci tensiunile la bornele laturilor circuitului nu
se modifica.

Demonstratia teoremei 7 este similara cu cea a teoremei 6, dar se refera la
ecuatiile Kirchhoff pentru tensiuni, care in acest caz raman nemodificate.

O consecinta imediata a teoremei 6 este ca daca pe toate laturile unui circuit,
care concura la un nod, se inseriaza surse ideale de tensiune cu valoare egala si
orientate similar fata de nod, atunci intensitatile curentilor din laturile circuitului
nu se modifica (fig.17.15.a). Se constata ca potentialul nodului creste cu E, ceea
ce face ca tensiunile la bornele laturilor sa fie afectate de introducerea noilor
surse, in schimb curentii din laturi isi mentin intensitatile, deoarece pentru orice
bucla care trece prin nod, cei doi termeni opusi +F si —F se anuleaza reciproc
in a doua teorema a lui Kirchhoff.

Din teorema 7 rezulta ca daca in paralel cu toate laturile unei bucle se conec-
teaza surse ideale de curent cu valoare egala si orientate similar fata de sensul
buclei (v. fig. 17.15.b), atunci tensiunile la bornele laturilor circuitului nu se mo-
difica. Aceste afirmatii sunt cunoscute sub numele de teoremele lui Vaschy.

Utilizarea teoremelor Vaschy permite in unele cazuri simplificarea analizei
circuitelor electrice.

Exemplul 8. Daca la circuitul din figura 17.16.a se introduc surse de tensiune
alese astfel incat sa anuleze sursele initiale (v.fig.17.16.b) se obtine in final un
circuit cu o singura sursa de tensiune (v.fig.17.16.c), care este strabatut de aceeasi
curenti ca gi circuitul initial.

Folosind teoremele lui Vaschy pot fi eliminate dintr-un circuit bine formu-
lat toate sursele ideale de tensiunesau curent, obtinandu-se doar laturi cu surse
reale (v.fig.17.17). Acesta transformare simplifica analiza circuitului, deoarece
micgoreaza numarul de noduri respectiv de laturi.

Teoema 8, a echivalantei: Orice parte a unui circuit electric poate fi inlocuita
cu un multipol echivalent, fara ca partea de solutie corespunzatoare restului cir-
cuitului sa se modifice. La aplicarea acestei teoreme in regim tranzitoriu trebuie
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nule) ca si partea de circuit satisfacuta. Aplicarea teoremei echivalentei deter-
mina o tehnica eficienta de analiza a circuitelor electrice.

Exemplul 9. Prin inlocuirea dipolului AB din figura 17.18.a cu generatorul
Thevenin echivalent, se obtine un circuit mult mai simplu (v.fig.17.18.b) in care
intensitatile curentilor I, I5 si I3 au valori egale cu cele din circuitul initial.

Teorema 9, a substitutiei: Daca intr-un circuit electric un element dipolar
cu tensiunea la borne wu(t) si strabatut de curentul i(¢) este inlocuit cu o sursa
ideala de tensiune cu valoarea e(t) = wu(t) sau cu o sursa ideala de curent cu
valoarea j(t) = i(t), atunci solutia circuitului nu se modifica (v.fig.17.19).

Trebuie mentionat ca prin substitutie este posibil ca un circuit cu solutie
unica sa se transforme intr-un circuit cu solutii multiple. Modificarea unui
circuit pe baza teoremei 9 este cunoscuta sub numele de transfigurare prin
compensatie. Ea poate fi efectuata doar daca se cunoagte intensitatea curen-
tului i(¢) sau tensiunea u(t) la bornele elementului si este valabila doar pentru
regimul respectiv. Din aceste motive se spune ca transfigurarea prin compensatie
este mai slaba decat cea prin echivalenta, evidentiata de teorema 8.

Teorema 10, a simetriei pentru un circuit electric alcatuit din doua parti N’si
N” identice: daca cele doua parti sunt conectate simetric (v.fig.17.20.a), atunci
intensitatile curentilor prin conductoarele directe sunt nule (i; = 0, i = 0, ...),
iar tensiunile la bornele conductoarelor incrucisate sunt nule (ugq = 0, ...). Daca
cele doua pari sunt conectate antisimetric (v.fig.17.21.a), atunci tensiunile intre
bornele simetrice conectate direct sunt nule (uy4, ...), iar curentii prin bornele
simetrice conectate incrucigat au intensitati nule (iy = 0, i3 =0, ...).

Prin folosirea teoremei 10 analiza circuitelor simetrice se reduce considerabil,
deoarece solutia corespunzatoare partii lui N’egala cu solutia corespunzatoare
partii simetrice N” se poate obtine prin analiza doar a unei jumatati din circuit.

In cazul conexiunii simetrice (cu axa de simetrie), prin Intreruperea conexiuni-
lor directe si scurtcircuitarea bornelor incrucisate, conform teoremei substitutiei,
solutia nu se modifica (v.fig.17.20.b). In cazul conexiunii antisimetrice (cu axa de
rasturnare), solutia nu se modifica prin scurtcircuitarea bornelor conectate direct
sl prin intreruperea legaturilor incrucisate (v.fig.17.21.b).

Exemplul 10. Folosind teorema simetriei analiza circuitului simetric din
figura 17.22.a se reduce la analiza circuitului din figura 17.22.b, iar analiza circu-
itului antisimetric din figura 17.23.b.

O alta transformare care nu modifica valorile numerice ale solutiei ci doar
substituie valorile tensiunilor cu ale curentilor si reciproc este transformarea de
dualitate.

Un circuit N’este prin definitie dualul unui circuit dat N, daca ecuatiile cir-
cuitului N in care s-au efectuat substitutiile i}, = wuy si u), = i sunt identice cu
ecuatiile circuitului N’

Teorema 11, a dualitatii: conditia necesara si suficienta ca un circuit cu
elemente dipolare sa admita circuit dual este ca graful lui sa fie planar.
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Algoritmul de constructie a circuitului dual Nal unui circuit dat N contine
etapele:

e se construieste graful orientat G al circuitului N;

e in interiorul fiecarui ochi al grafului G si in exteriorul grafului se plaseaza
un nod al grafului G’;

e prin unirea nodurilor (i') si (j') se traseaza cate o latura I'la graful G’,
asociata laturii 1, comun ochiurilor [i] si [j] din graful G;

e se orienteaza laturile lale grafului G’, astfel incat nodul de plecare al laturii
Isa vada latura duala | orientata in sens trigonometric;

e se introduce 1n fiecare latura I'un element dual elementului din latura co-
respunzatoare 1, conform tabelului 17.1

Elemente duale

Graful G Graful G’

rezistor liniar cu rezistor liniar cu

rezistenta R conductanta G’ numeric egala cu R
rezistor neliniar cu functia rezistor neliniar cu functia
caracteristica u = f(i) caracteristica i’ = f(u)

bobina cu inductivitatea L | condensator cu cpacitatea C’
numeric egala cu L
condensator cu cpacitatea C | bobina cu inductivitatea L’
numeric egala cu C

sursa de tensiune e(t) sursa de curent j'(t)
numeric egal cu e(t)
sursa de curent j(t) sursa de tensiune €’(t)

numeric egal cu j(t)

Relatia de dualitate permite extinderea rezultatelor obtinute in analiza si
sinteza unei categorii de circuite asupra categoriei duale.

Exemplul 11. Circuitul reprezentat in figura 17.24.a are o comportare si-
milara a solutiei cu circuitul din figura 17.24.c, respectiv asigura o relatie u — j
similara celei 7 — e, realizata de pimul circuit. In figura 17.24.b se reprezinta cele
doua grafuri G si G’, duale unul altuia.

6.4 Teoreme privind comportarea solutiei

Aceasta categorie de teoreme evidentiaza proprietatile solutiilor circuitelor elec-
trice.
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Teorema 12, a superpozitiei: la un circuit electric liniar gi cu conditii initiale
nule, daca sub actiunea surselor descrise de vectorul S" = [}, €}, ..., €], J1, o, - - -
, 7T solutia este J' = [i}, i), ..., i), u}, ub, ..., uj]T, iar sub actiunea surselor
S" =lel, ey, ....el, 37, 4, ..., 37T solutia este J” = [if, i5, ..., o, u, uf, ...
, uf]T, atunci sub actiunea surselor A\; S’ + \os” solutia este A\;J’ + \pJ”, in care
A1 §i A9 sunt constante reale.

Teorema superpozitiei este o consecinta imediata a liniaritatiiecuatiilor circu-
itelor electrice liniare, cu sau fara surse comandate liniar. In cazul regimurilor
stationare sau periodic permanente, deci inclusiv in cazul regimului armonic,
restrictia referitoare la conditiile initiale nu trebuie luata in considerare.

In regim tranzitoriu, superpozitia pote fi aplicata si conditiilor ini;tiale, daca
acestea sunt tratate ca surse, conform echivalentei reprezentate in figura 17.25.
In consecinta, solutia de regim tranzitoriu a unui circuit electric liniar cu conditii
initiale nenule se poate descompunr intotdeauna intr-o solutie de regim liber
(obtinuta prin pasivizarea surselor din circuitul initial dar cu considerarea condi-
tiilor intiale nenule).

Ca o consecinta a teoremei superpozitiei rezulta fapctul ca solutia unui ciecuit
liniar este egala cu suma solutiilor circuitului respectiv, in conditiile in care se
intreduce pe rand in circuit cate o sursa iar celelalte sunt pasivizate (v.fig.17.27).

Operatia de pasivizare a unei surse consta in anularea parametrului ei. In
cazul unei surse ideale de tensiune (u = e), aceasta corespunde cu inlocuirea ei
cu un conductor perfect, iar in cazul unei surse ideale de curent(i = j), pasivizarea
corespunde cu inlocuirea cu un izolator perfect. In general, pasivizarea unei surse
independente corespunde inlocuirii cu rezistenta sa interna (nula la sursa ideala
de tensiune si infinita la sursa ideala de curent).

Sursele comandate si rezistoarele nu sunt modificate prin operatia de pasivi-
zare.

O alta consecinta, cunoscuta sub numele de teorema liniaritatii, rezulta
prin aplicarea teoremei superpozitiei la circuitele cu o singura sursa de tensiune
(v.fig.17.28.a) sau de curent (v.fig.17.28.b). In acest caz solutia depinde liniar de
parametrul sursei. Daca circuitul este rezistiv sau de regim stationar, dependenta
dintre solutie si parametrul sursei se exprima ca o relatie de proportionalitate:

Uk = Gkm * €m, Uk = Qkm " €m, (6.8)
in cazul sursei de teniune plasata in latura m si

in cazul sursei de curent plasata in latura m.
Aceste relatii permit determinarea functiilor de circuit:

® .., - conductanta de transfer;

® «y,, - factorul de transfer pentru tensiune
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e (., - factorul de transfer pentru curent;
® 1, - rezistanta de transfer;

care sunt numere reale independente de parametrul sursei si ale caror valori de-
pind doar de circuit si de laturile k, m considerate.

In cazul regimului variabil al circuitelor cu elemente acumulatoare de energie,
intre parametrii surselor (excitatiile e,,, j,,) si solutia (raspunsul ug, ix) exista
relatii de liniaritate dar nu si de proportionalitate instantanee. De aceea, functiile
de circuit se exprima in acest caz prin operatori liniari. Folosind transformari sim-
bolice (reprezentarea complexa in cazul regimului armonic, transformata Fourier
in cazul regimului periodicpermanent si transformata Laplace in regim tranzito-
riu) acesti operatori se exprima prin functii complexe numita admitanta de trans-
fer, factor complex de transfer pentru curent sau tensiune si respectiv impedanta
de transfer.

Revanind la cazul circuitelor liniare rezistive se demonstreaza ca in absenta
surselor comandate, factorii de transfer au valori subunitare |, | < 1, |Brm| < 1,
ceea ce asigura in intregul circuit tensiuni si curenti mai mici sau cel mult egali cu
tensiunea sau curentul produs de sursa. Aceasta afirmatie nu este adevarata in
cazul circuitelor cu surse comandate (in car poate apare efectul de amplificare) si
nici in cazul circuitelor in regim variabil (in care pot apare efecte de rezonanta).

Teorema 13, a reciprocitatii: intr-un circuit electric liniar, alcatuit din
elemente dipolare pasive (rezistoare, condensatoare gi eventual bobine cuplate
magnetic, caracterizate prin matrice ale inductivitatilor simetrice), operatorii
impedanta si admitanta de transfer sunt identici; in particular, cazul circuite-
lor rezistive, rezistentele si conductantle de transfer sunt simetrice, adica

Tem = T"mk;  Gkm = Gmk, (610)

Demonstratia acestei teoreme se bazeaza pe teorema Tellegen.

Teoarema 13 nu poate fi aplicata in cazul circuitelor cu surse comandate
(care din acest metiv se numesc surse nereciproce), in cazul circuitelor active
(care contin surse sau conditii initiale nenule) gi nici in cazul circuitelor neliniare.
Circuitele la care se aplica teorema 13 se numesc reciproace, iar celelalte sunt
nereciproace.

Un exemplu tipic de circuit nereciproc este amplificatorul, la care efectul sem-
nalului asupra iesirii este complet diferit de efectul invers al raspunsului asupra
intrarii.

Conform acestei teoreme, intensitatea curentului i), prin poarta de iegire a
unui circuit cuadripol reciproc, in conditiile in care poarta de intrare este excitata
de sursa de tensiune e/, = e este egala cu intensitatea curentului din poarta de
intrare ¢”,,,, in conditiile in care poarta de iegire este excitata de sursa de tensiune
e’ = e (v.fig.17.30), caz in care uj, = u”,,.
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Teorema liniaritatii aplicta circuitelor rezistive asigura admiterea dependentei
dintresemnalu de intrare si cel de iegire. Deci, mici variatii ale semnalului de
intrare determina in cazul circuitelor rezistive liniare bine formulate, variatii su-
ficient de mici ale semnalului de iesire. Aceasta comportare a solutiei nu este
caracteristica tuturor circuitelor electrice. De exemplu, in cazul unor circuite ne-
liniare (v.fig.17.31) mici variatii ale semnalului de intrare pot determina variatii
importante ale semnalului de iegire, iar in cazul regimului tranzitoriu excitatii
mici sau chiar nule pot determina raspunsuri ale caror valori cresc namarginit in
timp (v.fig.17.32). Astfel de comportari instabile se pot intalni si in functionarea
circuitelor electrice reale, motiv pentru care este utila cunoasterea conditiilor in
care solutia unui circuit este stabila, ceea ce inseamna ca ea este dependenta
continuu de datele problemei (excitatii, conditii initiale, parametrii elementelor).

Teorema 14, de stabilitate: un circuit electric liniar, alcatuit din elemente
dipolare pasive (R > 0, Ly > 0,C% > 0), din surse ideale de tensiune sau curent
si care se afla in conditiile initiale (la ¢ = 0) nenule, are solutia ix(t), ux(t), t > 0,
dependenta continuu de datele problemei, daca el nu contine surse sau elemente
acumulatoare de energie in exces.

Este un concept de stabilitate mai putin uzual, ar trebui continuata prezen-
tarea legand-o de ceea ce s-a mentionat prea in fuga in legatura cu figura 17.32.
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Anexa A

Legile campului electromagnetic

A.1 Legea fluxului electric.

Fluxul electric pe orice suprafata inchisa Y este egal cu sarcina electrica din
domeniul Dy, marginit de suprafata > :

wz = {Dy, (Al)

sau dezvoltat:
/ DA = [ pdv. (A.2)
b

Dy,
Aceata lege caracterizeaza fenomenul prin care orice corp electrizat produce
in interiorul si in jurul sa un camp electric.
Aplicand relatia Gauss-Ostrogradski, rezulta:

/ DdA = [ divDdv= | pdv.
b

DZ DE

Ultima relatie fiind valabila pentru orice domeniu Dy, rezulta ca:
divD = p. (A.3)
Aceasta consecinta diferentiala este cunoscuta sub numele de forma locala a
legii fluxului electric.
A.2 Legea fluxului magnetic.

Fluxul magnetic pe orice suprafata inchisa ¥ este nul:

sau dezvoltat:



A. LEGILE CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Aceasta lege evidentiaza absenta sarcinii magnetice. Folosind Gauss-Ostrogradski,
rezulta forma locala a legii campului magnetic:

divB = 0. (A.6)

A.3 Legea inductiei electromagnetice

Tensiunea elecctrica pe orice curba inchisa I' este egala cu viteza de scadere a
fluxului magnetic de pe orice suprafata Sr, care se sprijina pe curba I':

dSOSF
— AT
ur dt ) ( )
sau dezvoltat: p
Edr = —— BdA. A8
/F g dt Jsr (A-8)

Aceasta lege se refera la fenomenul de inductie electromagnetica, prin care
orice camp magnetic variabil genereaza (induce) un camp electric.

In teoria Maxwell-Hertz, curba I si suprafata Sr sunt antrenate de corpuri in
migcarea lor. Daca acestea sunt imobile prin aplicarea relatiei lui Stokes, rezulta:

B
/ Edr = / rotBdA — — [ 2Baa.
r Sp sp Ot
Deoarce ultima egalitate este valabila pentru orice suprafata Sr, rezulta ca:
0B
tE=—— A9

care este forma locala a legii inductiei electromagnetice in medii imobile.
In regim stationar, marimile fizice sunt constante in timp, iar legea inductiei
devine:

/FEdr —0. (A.10)

In acest regim tensiunea electrica pe orice curba inchisa este nula. Aceasta
relatie este cunoscuta sub numele de teorema potentialului electric stationar.
Forma locala a acestei teoreme:

rotE =0 (A.11)

evidentiaza caracterul irotational al intensitatii campului electric in regim stationar.

O consecinta directa a teoremei potentialului electric stationar este aceea ca
tensiunea electrica stationara pe o curba deschisa nu depinde de forma curbei ci
doar de punctele ei extreme:

/ Edr= [ Edr+ [ Bdr= | Edry— [ Bdry=U, - Uy =0
cmlUCQ C1 CQ Cl CQ
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Deci U; = Us, in care U; si U, sunt tensiunile intre doua puncte A si B calculate pe
doud drumuri diferite. In consecinta, tensiunea electrica este in regim stationar
o marime asociaa unei perechi orientate de puncte si nu unei curbe. Acesta
observatie permite caracterizarea locala a campului electric printr-o marime sca-
lara numita potential si definita ca tensiunea de la punctul curent la un punct de
referinta, in care potentialul se considera conventional nul:

V (M) :/ Edr = Uy, (A.12)
Cum M,
Utilizarea potentialului simplifica determinarea tensiunii electrice stationare:

Usp= [ Edr= / Edr + Edr = Vs — Vg, (A.13)
CaB Canmy CmyB

In regim stationar tensiunea electrica intre doua puncte este potentialul punctului
initial minus potentialul punctului final.
Cunoasterea potentialului electric permite determinarea intensitatii campului

electric prin relatia:
E = —gradV, (A.14)

in concordanta cu caracterul irotational al intensitatii campului electric in acest
regim.
Pentru demonstrarea acestei relatii se considera:

Usp = [ Edr= —/ gradVdr = —/ AV = Vy — Vg,
CaB CaB C

AB

relatie in acord cu A.13.

A.4 Legea circuitului magnetic.

Tensiunea magnetica pe orice curba inchisa I' este egala cu intensitatea curentului
electric plus viteza de variatie a fluxului electric de pe suprafata Sr, care se
aprijina pe curba I':

d
umF = iSF + 3;F7 (A15)
sau dezvoltat: p 9D
Hdr = JdA + — —dA A.16
/F r Sr + dt Jsp Ot ( )

Legea cicuitului magnetic pune in evidenta doua cauze ale campului magnetic
si anume:

e curentul electric;

e variatia in timp a campului electric.
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Deoarece dﬁff are aceiagi unitate de masura cu ig,. si acelasi efect magnetic
el a fost numit de Maxwell curent deplasare.

In teoria Maxwell-Hertz atat curba I' cat si suprafata Sr se considera antre-
nate de corpuri in miscarea lor. In continuare se va presupune corpurile imobile
si prin aplicarea relatiei Stokes, rezulta:

oD

/ Hdr — / rotHdA — / JdA + [ Z=24A.
I SF SF SF at

Ultima egalitate este valabila pentru orice suprafata Sr si in consecinta:

rotH=J + 8_D (A.17)
ot
Acesta consecinta diferentiala a legii este cunoscuta sub numele de forma
locala a legii cicuitului magnetic in medii imobile. Rotorul intensitatii campului
magnetic este dat de suma dintre densitatea de curent de conductie si cea de
deplasare.

In regim stationar legea circuitului magnetic are una din formele:

Uy = G5y (A.18)

/ Hdr = [ JdA; (A.19)
r Sr

rotH = J. (A.20)

cunoscute sub numele de teorema lui Ampére.

A.5 Teorema conservarii sarcinii electrice.

Intensitatea curentului electric ce paraseste o suprafata inchisa ¥ este egala cu
viteza de scadere a sarcinii din domeniul Dy, marginit de suprafata >:

. dQDE
= —-———= A21
[5)) dt ) ( )
sau dezvoltat: p
JdA = —— dv. A.22
/2 dt Dgp Y ( )

Legea conservarii sarcinii electrice evidentiaza legatura intima care exista intre
curentul electric si sarcina electrica, fiind in concordanta cu interpretarea micro-
scopica a curentului ca deplasare ordonata a sarcinilor electrice.

Legea conservarii sarcinii electrice poate fi privita ca o consecinta a legii cir-
cuitului magnetic. Daca vom considera curba I un cerc a carui raza tinde catre
0, suprafata St va tinde catre o suprafata inchisa ¥ iar din relatia (A.15):

dsy
dt

Uppp = 7;Sp +
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se obtine prin trecerea la limita:

dips
0=1x+——.
T dt
Deoarece conform legii fluxului electric ¥y, = qp,., rezulta ca iy = —dqd%, adica
ceea ce trebuia demonstrat.
Forma locala a acestei legi pentru medii imobile de obtine aplicand realtia
Gauss-Ostrogradski,

/JdA — [ div3dv = —/ 9% 4.
) Ds, Dy Ot

Deoarece ultima egalitate se mentine valabila pentru orice domeniu Dsy;, rezulta

ca:
dp

div] = ——
" ot’

(A.23)

care este forma locala a legii.
In cazul regimului stationar, legea conservarii sarcinii capata una din formele:

ix =0, (A.24)

divd = 0. (A.25)

cunoscute sub numele de teorema conservarii curentului.

A.6 Legea legaturii dintre D si E.

Inductia electrica D dintr-un punct depinde de intensitatea campului electric din

acel punct.
D =D (E)

Modul concret de dependinta este functie de natura substantei in care se afla
punctul curent. Din acest motiv legea legaturii D — E este o lege de material.
In cazul vidului intre D gi E exista o dependenta de proportionalitate si

coliniaritate:
D= €0E, (A26)

in care gy este o constanta universala, numita permitivitatea vidului si care are

valoarea €y = m F/m. In majoriatea corpurilor, legatura dintre D si E este

tot de coliniaritate si proportionalitate:
D =c¢E, (A.27)

dar ¢ este In acest caz o constanta de material, numita permitivitate. Mediile in
care D = ¢E se numesc dielectrici liniari si izotropi.
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Daca dependinta intre D si E nu este de proportionalitate atunci mediile
sunt dielectrici neliniari. In acest caz, dependinta poate fi aproximata macar pe
portiuni prin relatia:

D=:E+P, (A.28)

in care Py, este o constanta de material numita polarizatie permanenta. Aceasta
forma a legii evidentiaza o alta cauza posibila a campului electric i anume
polarizatia permanenta (cazul electretilor).

Pornind de la forma locala a legii dependentei D — E in dielectrici liniari se
poate obtine o consecinta integrala, referitoare la tuburile de flux electric. Un tub
de flux electric este un domeniu spatial Dy neelectrizat, marginit de suprafata
inchisa ¥ = S; + 51 + Ss alcatuita din suprafata laterala S; pe care fluxul este
nul pentru ca nD = 0 si cele doua suprafete S; si Ss sunt numite borne, pe care
nxE=0.

Starea electrica a unui tub de flux este caracterizata prin:

- fluxul electric:

b = / DdA = [ DiA= [ DA,
S1
care are aceiasi valoare pe orice transversala conform legii fluxului electric.

- tensiunea electrica:

U= Edr =V, — V5,
Ci2
calculata pe o curba care uneste un punct de pe prima borna cu un punct
de pe a doua borna. Datorita conditiilor impuse celor doua borne acestea
vor avea un caracter echipotential: Vs, = Vi, Vs, = V2

Ca o consecinta locala a legii legaturii D — E, rezulta teorema tubului liniar
de flux electric, care afirma ca fluxul electric al tubului este proportional cu
tensiunea electrica:

¢ = AeUa

costanta de proportionalitate A, este numita permeanta electrica a tubului de
flux nu depinde de starea electrica ci doar de datele geometrice si de material.
Inversa permeantei electrice

“=%

poarta numele de capacitatea tubului de flux.

Demonstratia acestei teoreme se bazeaza pe liniaritatea dependentelor U —
E.v» — D si D — E, care fiind tranzitorie implica liniaritatea dependentei ¢ — U.
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A.7 Legea legaturii dintre B si H.

Inductia magnetica B dintr-un punct depinde de intensitatea campului magnetic

din acel punct.
B=B(H). (A.29)

Modul concret de dependenta este functie de natura substantei in care se afla
punctul curent. Si legea legaturii B — H este o lege de material.

In cazul vidului, intre B si H, dependenta este data de proportionalitate si
coliniaritate:

constanta de proportionalitate py = 47107"H/m fiind o constantd universala,
numita permeabilitatea vidului.

In multe corpuri numite medii liniare i izotrope din punct de vedere magnetic
dependenta B — H este data de relatia de proportionalitate si coliniaritate:

B = uH, (A.31)

in care u este o constanta de material numita permeabilitate.
In medii neliniare magnetic dependenta B —H este mai complicata, dar poate
fi aproximata pe portiuni prin relatia:

B = uH + oM, (A.32)

in care M, este o constanta de material numita magnetizatie permanenta. Acesta
forma a legii evidentiaza drept sursa posibila a campului magnetic magnetizatia
permanenta (cazul magnetilor permanenti).

Pentru a stabili consecintele integrale ale legii dependentei B —H se considera
un tub de flux magnetic in regim stationar, definit pe un domeniu Dy, marginit
de suprafata ¥ = S USUS, cu propietatea ca pe suprafata laterala S; este
indeplinita conditia Bn = 0 iar pe bornele S; i S2: n x H = 0.

Daca tubul de flux magnetic este ocupat de un mediu magnetic liniar ne-
strabatut de curent electric atunci ele este carcaterizat de marimile globale:

- fluxul magnetic:

o= / BdA = [ BiA= [ Baa.
S1

calculat pe o sectiune transversala si

- tensiunea magnetica:

U, = [ Har,
C12

calculata pe o curba ce uneste cele doua borne (in ipotezele mentionate se
demonstreaza usor ca acesata marime nu depinde de forma curbei sau de
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pozitia punctelor externe cu conditia ca acestea sa fie plasate pe cele doua
borne). In ipotezele mentionate intre aceste marimi globale exista relatia
de proportionalitate:

v =N, Uy,

Constanta de proportionalitate A,, numita permeanta magnetica a tubului
de flux nu depinde de starea magnetica a tubului ci doar de datele geome-
trice si de material. Inversa permeantei

se numeste reluctanta magnetica si este o constanta caracteristica a tubului
de flux magnetic.

Demonstratia teormei tubului de flux magnetic se bazeaza pe liniaritatea

dependentelor o — B, U,, —H si B — H.

A.8 Legea conductiei.

Densitatea curentului electric J dintr-un punct depinde de intensitatea campului
electric din acel punct:
J=J(E). (A.33)

Modul concret al dependintei este functie de natura substantei in care se afla
punctul respectiv. Legea conductiei cunoscuta si sub numele de legea lui Ohm
sau legea legaturii J — E este o lege de material.

In majoritatea corpurilor J este proportional si coliniar cu E:

J=0E. (A.34)

Mediile in care este valabila relatia A.34 se numesc conductoare liniare. Con-
stanta de material o se numeste conductivitate electrica iar inversa ei

p=—
o
se numeste rezistivitate. In cazul vidului deoarece acesta nu poate fi strabitut
de curent electric: J = 0 ceea ce corespunde conditiei ¢ = 0. Mediile prin care
curentul electric nu poate trece si la care 0 = 0 se numesc izolatoare perfecte iar
mediile la care p = 0, deci £ = 0 oricare ar fi J se numesc supraconductoare.
Corpurile 1n care J nu este proportional cu £ se numesc conductoare neliniare.
In acestea, cel putin pe portiuni, dependenta J —E poate fi aproximata cu relatia:

J=0(E+E,), (A.35)
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in care E; este o constanta vectoriala de material numita intensitatea campului
electric imprimat.

Pentru a stabili consecinta integrala a legii conductiei se considera un domeniu
Dy, numit tub de curent, in care E si J sunt constante in timp iar supraftata
de frontiera ¥ = S;USUS, este formata dintr-o suprafata laterala S; pe care
nE = 0 si doua borne S; si Sy pe care n x E = 0. Starea electrica a tubului de
curent este caracterizata de:

- Intensitatea curentului ce strabate tubul:

I— / JdA = [ JdA = [ JA
S1

calculat pe o sectiune transversala arbitrara si

- tensiunea electrica intre borne:

U= Edr
Ci2
calculata pe o curba ce porneste de pe un punct apartinand primei borne
si se opreste intr-un punct al celei de-a doua borne.

In regim stationar, conform teoremei conservarii curentului, intensitatea [
are aceiagi valoare pe orice sectiune S. Conform teoremei potentialului stationar
tensiunea U nu depinde de forma curbei C}5, si nici de pozitia celor doua puncte
extreme 1n interiorul bornelor S; si S, deoarece bornele sunt echipotentiale con-
form conditiei n x E = 0.

Teorema tubului de curent liniar afirma ca in regim stationar pe un tub
de curent care ocupa un domeniu conductor liniar, intensitatea curentului este
proportionala cu tensiunea:

I =GU. (A.36)

Constanta de proportionalitate G se numeste conductanta tubului de curent si
nu depinde nici de U nici de I ci doar de datele geometrice si de cele de material.
Inversa conductantei

R= (A.37)

1
G
se numeste rezistenta tubului de curent.

Demonstratia acestei teoreme se bazeaza pe liniaritatea relatiilor / —J, U — E
siJ—E.

O aplicatie utila a teoremei o reprezinta cazul unui conductor filiform (cu
o lungime mult mai mare decat diametrul) scufundat intr-un mediu izolant si
strabatut de longitudinal de curent electric.

Notand cu (', linia mediana a conductorului, datorita caracterului filiform se
poate presupune ca pe orice sectiune transversala, normala la C'5, densitatea de
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curent J este distribuita uniform si tangential la C}5. Presupunand conductorul
liniar (J = oE), rezulta ca si E are aceiasi propietate. In consecinta,

I:/JdA:JA,
S

deci /
=>J=—
A?
in care A este aria sectiunii transversale in punctul curent.
pdr
U= Edr = Edr = pJdr =1 —,
012 Cl2 C12 C12 A
deci U p
pdr
R=—= —. A.38
1 Cra A ( )

Daca firul este omogen (p = ct) si are aceeasi arie in orice sectiune transversala
(A=ct), atunci,

R=" (A.39)

unde [ este lungimea firului.
In cazul in care firul conductor este neliniar din punct de vedere electrocinetic:

sau echivalent
E=pJ-E,.

Tensiunea de-a lungul firului este:

U=/ Edr={ pJdr— / E.dr = RI — e, (A.40)
Ci2 Ci2 Ci2

in care

se numeste tensiune electromotoare a firului. Se constata ca in acest caz ca
tensiunea intre borne nu mai este proportionala cu valoarea curentului deoarece
in conditiile in care I = 0 tensiunea la bornele conductorului U = —e este nenula.

A.9 Legea transformarii energiei in conductoare.

Prezenta curentului electric in conductoare determina transformari energetice,
insotite de Incalzirea conductoarelor. Aceste transformari sunt descrise de legea
enuntata in continuare.
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Densitatea de volum a puterii puterii transferate de campul electromagnetic
corpurilor este egala cu produsul scalar dintre densitatea de curent si intensitatea
campului electric.

p=JE. (A.42)

Densitatea de volum a puterii p este o marime scalara masurata in W/m? ce
caracterizeaza local viteza de transfer a energiei. Daca p > 0, atunci transferul
are loc de la camp la corp iar daca p < 0, atunci sensul real al transferului este
invers.

In cazul conductoarelor liniare

p=JE=0E"=pJ* >0, (A.43)

deci transferul are loc ireversibil de la camp la corp. Energia transferata duce la
incalzirea conductorului, fenomenul purtand numele Joule-Lentz. In conductoare
neliniare:

p=JE=0(E+E,)E=0FE*+0EE; = pJ* - JE;, (A.44)

rezultatul fiind pozitiv sau negativ. In cazul in care J este orientat in sens invers
fata de E; atunci p > 0 iar transferul energetic are sensul real de la camp la
corp. Daca J este orientat in sensul E; este posibil ca p < 0, ceea ce corespunde
transferului de la corp la camp. In ambele situatii transferul este insotit de
fenomenul ireversibil Joule-Lentz (pJ? > 0).

Forma globala a legii va fi stabilita pentru cazul conductoarelor filiforme:

P=[ pdv= / / JEdAdr = / JIA [ Edr=UI, (A.45)
C12 S S 012

Dy,

la care puterea P[W] transferata intregului conductor este egald cu produsul
dintre tensiunea U si intensitatea I. Acest rezultat este valabil pentru orice tub
de curent.

In particular, in mediile conductoare liniare:

P=UI = RI* = GU?, (A.46)
iar in conductoare filiforme cu camp imprimat:
P=UIl=(RI—e)l =RI*—el, (A.47)

apare in afara puterii P = RI?, disipate prin efect termic Joule-Lenz si termenul
el, dependent de t.e.m. a conductorului.
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