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Prefat��aLu
rarea Cir
uite ele
tri
e rezistive se adreseaz�a �̂n primul rând student�ilorde la fa
ult�at�ile de pro�l ele
tri
: ele
trotehni
�a, ele
troni
�a, automati
�a �si 
al-
ulatoare, ele
troenergeti
�a sau instalat�ii ele
tri
e, dar ea este de un real folos �̂naprofundarea 
uno�stint�elor pentru ori
e student din �̂nv�at��amântul superior tehni
�si �stiint�i�
, inginerilor, tehni
ienilor sau �zi
ienilor. Multe 
apitole pot � folositede elevii ultimelor 
lase din li
eele teoreti
e sau de spe
ialitate, mai ales pentrupreg�atirea examenului de ba
alaureat sau a admiterii la fa
ultate, la dis
iplinaFizi
�a.Volumul reprezint�a rezultatul unei experient�e dida
ti
e �̂ndelungate �̂n 
atedrade Ele
trotehni
�a a Universit�at�ii Politehni
a din Bu
ure�sti. El a fost elaborat �̂nperioada 1970-1980 �si a fost �̂mbun�at�at�it ulterior, prin dire
t�a intera
t�iune 
u ze
ide generat�ii de student�i 
are au urmat 
ursul de Bazele ele
trotehni
ii, semestrul�̂ntâi din anul al II-lea de studiu.De
izia de a pune lu
rarea la dispozit�ia publi
ului larg se datoreaz�a pe deo parte rea
t�iei extrem de pozitive din partea 
elor 
are au folosit 
ont�inutulei �̂n preg�atirea lor �stiint�i�
�a �si tehni
�a fundamental�a, iar pe de alt�a parte so-li
it�arilor din partea noilor generat�ii de student�i, preparatori �si asistent�i, de aavea la dispozit�ie un material dida
ti
 
are s�a permit�a studiul individual, �̂ntr-omanier�a e�
ient�a.Lu
rarea trateaz�a �̂ntr-o manier�a original�a teoria 
ir
uitelor ele
tri
e rezistiveliniare �si neliniare, din pun
tul de vedere al apli
at�iilor pra
ti
e. Cont�inutullu
r�arii este stru
turat �̂n patru 
apitole.Primul 
apitol este dedi
at fundamentelor teoriei 
ir
uitelor ele
tri
e: e
ua-t�iile lui Kir
hho�, puterea transferat�a de elementele de 
ir
uit, formularea matri-
eal-topologi
�a a e
uat�iilor fundamentale �si o tre
ere �̂n revist�a a prin
ipalelore
uat�ii 
onstitutive ale elementelor ideale de 
ir
uit ele
tri
.Al doilea 
apitol al lu
r�arii se refer�a la 
ir
uitele ele
tri
e rezistive lini-are, insistându-se asupra metodelor de analiz�a a a
estor 
ir
uite: metode bazatepe trans�gur�ari, metoda e
uat�iilor lui Kir
hho� atât �̂n 
urent�i 
ât �si �̂n ten-siuni, metoda 
urent�ilor 
i
li
i, metoda potent�ialelor nodurilor pre
um �si meto-dele Th�evenin-Norton. Un paragraf spe
ial este dedi
at 
ir
uitelor nere
ipro
e,
u surse 
omandate liniar sau ampli�
atoare operat�ionale 
u rea
t�ie negativ�a.Capitolul se �̂n
heie 
u un paragraf dedi
at teoremelor generale ale 
ir
uitelorrezistive neliniare, 
um sunt teorema superpozit�iei �si 
ea a re
ipro
it�at�ii.Capitolul al treilea este dedi
at analizei 
ir
uitelor rezistive neliniare. Suntprezentate: metoda dreptei de sar
in�a, analiza 
ir
uitelor 
u 
ara
teristi
i liniarepe port�iuni, metoda mi
ilor variat�ii dar �si metodele iterative pentru analiza a
es-tor 
ir
uite. Capitolul se �̂n
heie 
u un paragraf dedi
at teoremelor generale ale
ir
uitelor rezistive neliniare.În ultimul 
apitol se trateaz�a 
âteva probleme �si tehni
i spe
iale utilizate�̂n studiul 
ir
uitelor rezistive, 
um sunt metoda grafurilor de 
uent��a �si analizai



senzitivit�at�ilor.Prin
ipalele tr�as�aturi 
ara
teristi
e �si de originalitate ale lu
r�arii 
on-stau �̂n:� �e
are paragraf este al
�atuit dintr-un breviar teoreti
 �̂n 
are sunt sinte-tizate prin
ipalele 
uno�stint�e ne
esare abord�arii apli
at�iilor, de�nit�ii, for-mule, metode �si tehni
i, f�ar�a a in
lude demonstrat�ii 
omplete, urmat de oserie de probleme ilustrative propuse, a 
�aror rezolvare se poate fa
e 
u unefort de 
al
ul numeri
 redus;� spre deosebire de alte 
ulegeri similare, a

entul este pus pe �̂nt�elegerea
on
eptelor fundamentale, 
are din experient�a noastr�a dida
ti
�a ridi
�a di�-
ult�at�i, 
hiar da
�a sunt aparent simple: sensuri de referint��a pentru 
urent�i�si tensiuni, 
onvent�ii de semn, reguli de aso
iere a sensurilor, deosebireadintre elementele reale �si 
ele ideale de 
ir
uit ele
tri
, formularea 
ore
t�aa 
ir
uitelor 
u elemente ideale, 
on
eptul de e
hivalent��a �̂n teoria 
ir
uite-lor, modelarea aproximativ�a, alegerea metodelor optime de analiz�a, analizatopologi
�a a 
ir
uitelor, et
;� 
hiar da
�a autorul nu este adeptul ret�etelor de rezolvare a problemelor, �̂nlu
rare sunt prezentate mai mult�i algoritmi de rezolvare, aso
iat�i 
hiar unormetode simple, �̂n vederea dezvolt�arii gândirii algoritmi
e a student�ilor,abordare foarte apre
iat�a de a
e�stia;� problemele propuse au fost alese 
u grij�a dintre a
elea 
are au o maxim�arelevant��a pentru apli
at�iile pra
ti
e, �̂ntâlnite �̂n viat�a de zi 
u zi a ingine-rilor, motiv pentru 
are a

entul a fost pus pe 
ir
uite ele
troni
e, ele
tri
erezistive, atât liniare 
ât �si neliniare;� prin par
urgerea sistemati
�a a lu
r�arii, 
ititorul �̂nvat��a s�a-�si formuleze singurprobleme interesante, 
are nu presupun 
al
ule numeri
e 
ompli
ate �si ausolut�ii exprimabile prin numere �̂ntregi;� a

entul este pus pe 
ir
uitele rezistive, �̂n vederea 
�ap�at�arii deprinderiloresent�iale ne
esare analizei 
ir
uitelor, urmând 
a ulterior a
estea s�a �e u�sorextensibile la 
azul 
ir
uitelor �̂n regim variabil;� un alt a

ent este pus pe rezolvarea manual�a rapid�a, 
hiar �si prin metodeaproximative, 
a o alternativ�a la analiza automat�a 
u programe de 
al-
ul de tip SPICE, �̂n vederea 
�ap�at�arii deprinderilor ne
esare �̂nt�elegeriifun
t�ion�arii �si depan�arii unor 
ir
uite ele
troni
e 
omplexe, u�surând astfelpar
urgerea 
ursului de Dispozitive �si 
ir
uite ele
troni
e.Aparit�ia a
estei lu
r�ari nu ar � fost posibil�a f�ar�a 
olaborarea unor student�i,tehni
ieni �si tinere 
adre dida
ti
e. Dorim s�a adu
em pe a
east�a 
alemult�umiri-le noastre domnului Matei Dorian, 
are a realizat partea gra�
�a �̂n primul ma-nus
ris al lu
r�arii �si student�ilor: ii



� Merode Costin-C�at�alin;� R�adules
u Marius-Cristian;� Blujdea Gabriel;� S�ab�areanu Robert-Petru,
are au realizat tehnoreda
tarea �nal�a a manus
risului, folosind instrumenteleX�g �si LATEX sub Linux, �̂n Laboratorul de Metode Numeri
e (LMN) din 
atedrade Ele
trotehni
�a a Universit�at�ii Politehni
a din Bu
ure�sti.Mult�umim deasemenea referent�ilor �stiint�i�
e Conf. Dr. ing. Irina Munteanu�si �sefei de lu
r�ari Dr. ing. Gabriela Ciuprina, pentru atenta 
itire a lu
r�arii.
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Capitolul 1Fundamentele teoriei 
ir
uitelorele
tri
e1.1 E
uat�iile lui Kir
hho�BREVIARElementul dipolar de 
ir
uit reprezint�a un domeniu spat�ial a 
�arui intera
t�iuneele
tri
�a 
u exteriorul se realizeaz�a prin intermediul a dou�a p�art�i disjun
te alesuprafat�ei sale, numite borne (�g. 1.1).
borna2borna1

E.D.C.Fig. 1.1.Prin 
ir
uit ele
tri
 (sau ret�ea ele
tri
�a) vom �̂nt�elege o mult�ime de elementedipolare 
one
tate pe la borne (�g. 1.2).Într-un 
ir
uit nu are important��a a�sezarea elementelor, 
i doar modul de 
o-nexiune dintre ele; astfel 
ir
uitul din �gura 1.2 este e
hivalent 
u 
el din �-gura 1.3. Din a
est motiv, se spune 
�a �̂n teoria 
ir
uitelor ele
tri
e spat�iul este�̂nzestrat 
u o stru
tur�a topologi
�a �si nu 
u una metri
�a (distant�ele, unghiurile,lungimile nu au important��a).T� inând 
ont de observat�ia anterioar�a, stru
tura unui 
ir
uit este 
ara
terizat�a
omplet de graful G al 
ir
uitului.Graful unui 
ir
uit este al
�atuit dintr-o mult�ime de pun
te, numite noduri
are reprezint�a bornele elementelor de 
ir
uit, unite prin ar
e de 
urb�a numitelaturi, a
estea reprezentând elementele dipolare.Num�arul laturilor se va nota �̂n 
ontinuare 
u L iar num�arul nodurilor unuigraf se va nota 
u N.Graful din �gura 1.4 este aso
iat 
ir
uitului din �gura 1.2 �si are L=5, N=4.1



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE
(1)

(2) (4)
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Fig. 1.2. E 1

3E

E 2

(3)

E 4

(2)

(4)

(1)

E
5Fig. 1.3.Pentru a reprezenta 
onexiunile unui element având bornele polarizate (nee-
hivalente) se utilizeaz�a grafurile orientate, la 
are �e
are latur�a este mar
at�a 
uo s�ageat�a. Dou�a grafuri sunt e
hivalente da
�a au a
ela�si num�ar de laturi, iar la-turile sunt 
one
tate similar. Da
�a 
ele dou�a grafuri sunt orientate atun
i laturile
orespondente trebuie s�a �e orientate similar. Pentru 
ara
terizarea 
antitativ�aa intera
t�iunii ele
tri
e a unui element dipolar 
u exteriorul se utilizeaz�a dou�am�arimi �zi
e: 
urentul �si tensiunea ele
tri
�a.1. Intensitatea 
urentului ele
tri
 este o m�arime
1 2

(4)

(3)

(2)

4 5

(1) 3Fig. 1.4.�zi
�a s
alar�a (pozitiv�a sau negativ�a) aso
iat�a unui sensde referint��a mar
at de-a lungul elementului (�g. 1.5).Ea se noteaz�a 
u i (sau I, da
�a este 
onstant�a �̂n timp)�si se m�asoar�a �̂n amperi [A℄.S�aget�ile mar
ate �̂n �gura 1.5 nu reprezint�a sensulreal al 
urentului 
i sensul de referint��a al a
estuia.La s
himbarea sensului de referint��a se s
himb�a semnulintensit�at�ii 
urentului; astfel, pentru intensit�at�ile i1 �si i2mar
ate �̂n �gura 1.6 se poate s
rie:
k

k k

latura k

i
E

i
E

i
E

i Fig. 1.5.i1 = �i2:Curentul se m�asoar�a 
u un aparat dipolar numit ampermetru, 
are se 
one
-teaz�a �̂n 
ir
uit asfel �̂n
ât s�a �e str�ab�atut de 
urentul m�asurat. Ampermetrulm�asoar�a 
urentul 
e-l par
urge de la borna sa "plus" la borna "minus". Se poate
onsidera 
�a �e
are sens de referint��a pentru 
urent reprezint�a un simbol pentru2



1.1. ECUAT�IILE LUI KIRCHHOFFampermetru, indi
ând �si felul �̂n 
are a
esta este montat �̂n 
ir
uit. Pentru re-prezentarea 
urent�ilor 
e str�abat elementele dipolare ale unui 
ir
uit ele
tri
 seutilizeaz�a graful de 
urent GI (�g. 1.7) 
are este un graf orientat, 
u laturileorientate 
onform sensurilor de referint��a ale intensit�at�ilor 
urent�ilor.Se va evita utilizarea expresiilor: "
urentul dintr-un 
ir-i 1 i 2
E.D.C.Fig. 1.6. 
uit", "
urentul pe un element de 
ir
uit", a

eptate �indexpresiile: "
urent�ii dintr-un 
ir
uit"; "
urentul 
e str�abateun element de 
ir
uit". Este obligatoriu 
a ori
e referire laintensitatea unui 
urent s�a �e pre
edat�a de alegerea sensu-lui de referint��a al a
estuia. Curent�ii ori
�arui 
ir
uit ele
tri
sunt supu�si unor restri
t�ii. A
este restri
t�ii sunt generate deprima teorem�a a lui Kir
hho� 
are a�rm�a 
�a: suma algebri
�a a intensit�at�ilor
urent�ilor din laturile 
e 
on
ur�a la un nod al 
ir
uitului este egal�a 
u zero:alg:Xk2(j) ik = 0: (1.1)În a
east�a sum�a se tre
 
u plus 
urent�ii 
e p�ar�a-

G i

i 3 (4)(1)

(2)

(3)

i

i i1 2

4i 5

Σ

Fig. 1.7.
ses
 nodul �si 
u minus 
urent�ii 
e intr�a �̂n nod.Se spune 
�a un graf de 
urent GI este 
onsistentda
�a valorile intensit�at�ilor din laturile sale satis-fa
 prima e
uat�ie a lui Kir
hho� (1.1). Conse
int�aprin
ipal�a a primei e
uat�ii a lui Kir
hho� 
onst�a�̂n faptul 
�a suma aritmeti
�a a 
urent�ilor 
e intr�a�̂ntr-un nod este egal�a 
u suma aritmeti
�a a 
urent�i-lor 
e p�ar�ases
 nodul. Pentru �gura 1.7 se poatea�rma 
�a:{ pentru nodul (1): i4 = i1 + i3;{ pentru nodul (3): i4 + i5 = 0.Prin s
�aderea a
estor relat�ii rezult�a:�i5 = i1 + i3 sau i1 + i3 + i5 = 0:Se 
onstat�a 
�a suma algebri
�a a 
urent�ilor 
e p�ar�ases
 o suprafat��a �̂n
his�a �este nul�a. A
east�a a�rmat�ie este o alt�a 
onse
int��a a primei e
uat�ii a lui Kir
hho�:alg:Xk2fjg ik = 0: (1.2)S-a notat 
u fjg se
t�iunea j, 
are reprezint�a o mult�ime de laturi prin elimina-rea 
�arora graful 
ir
uitului (init�ial 
onex) s�a devin�a ne
onex, iar reintrodu
ereaori
�arei laturi �̂n graf s�a restabileas
�a 
onexiunea grafului. Se
t�iunea reprezint�a,3



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICEdin pun
tul de vedere al teoriei grafurilor o suprafat��a �̂n
his�a, urmând 
a laturileunei se
t�iuni s�a �e laturile grafului interse
tate de a
ea suprafat��a �̂n
his�a.Suprafat�a �̂n
his�a se 
onsider�a orientat�a �̂n sensul normalei exterioare, urmând
a pe laturile unei se
t�iuni s�a 
oexiste sensul de referint��a al 
urentului din gra-ful GI �si sensul de orientare al suprafet�ei (din interior spre exterior). În sumaalgebri
�a (1.2) se tre
 
u plus 
urent�ii din laturile se
t�iunii, la 
are sensul dereferint��a al 
urentului 
oin
ide 
u sensul de orientare al se
t�iunii (
urent�ii 
ep�ar�ases
 se
t�iunea) �si se tre
 
u minus 
urent�ii din laturile se
t�iunii la 
are sensulde referint��a al 
urentului este opus sensului de orientare al se
t�iunii (
urent�ii 
eintr�a �̂n se
t�iune).
E k

u

u AB

A BFig. 1.8.2. Tensiunea ele
tri
�a este o m�arime �zi
�a s
alar�a(pozitiv�a sau negativ�a) aso
iat�a unei pere
hi ordonate deborne. Ea se noteaz�a 
u u (sau U, da
�a este 
onstant�a �̂ntimp) �si se m�asoar�a �̂n volt�i [V℄. Pentru ordonarea pere-
hii de borne se utilizeaz�a "sensul de referint��a al ten-siunii" (�g. 1.8), 
are reprezint�a o 
urb�a orientat�a având
a extremit�at�i bornele �̂ntre 
are se 
al
uleaz�a tensiunea.S
himbarea sensului de referint��a al tensiunii determin�as
himbarea semnului tensiunii; astfel, pentru �gura 1.9se poate s
rie: u1 = �u2:Tensiunea se m�asoar�a 
u un aparat dipolar numitu 1

u 2
A BFig. 1.9. voltmetru, 
are se 
one
teaz�a �̂n 
ir
uit astfel �̂n
ât bor-nele sale s�a �e puse �̂n 
onta
t 
u pun
tele �̂ntre 
are sedore�ste a se determina tensiunea. Voltmetrul m�asoar�atensiunea orientat�a de la borna "plus" la borna sa "mi-nus".Se poate 
onsidera 
�a �e
are sens de referint��a pen-

u 5

u 2

u 3

u 4

u 1

(4)

(3)

(2)

(1) Fig. 1.10. tru tensiune reprezint�a un simbol pentru voltmetru, in-di
ând felul �̂n 
are a
esta este montat �̂n 
ir
uit.Pentru reprezentarea tensiunilor la bornele elemen-telor dipolare ale unui 
ir
uit ele
tri
 se utilizeaz�a grafulde tensiune GU (�g. 1.10), 
are este un graf orientat 
ulaturile orientate 
onform sensurilor de referint��a ale ten-siunilor ele
tri
e.Tensiunea ele
tri
�a �ind o m�arime �zi
�a aso
iat�a uneipere
hi de borne, are sens s�a se vorbeas
�a despre tensiu-nea �̂ntre dou�a noduri �̂ntre 
are nu exist�a 
one
tat ni
iun element dipolar. De exemplu, u32 este tensiunea �̂ntre nodurile (3) �si (2) din�gura 1.10. 4



1.1. ECUAT�IILE LUI KIRCHHOFFGraful de tensiune GU poate � extins pâna la un graf 
omplet 
e 
ont�ine olatur�a �̂ntre ori
are pere
he de noduri.Se va evita utilizarea expresiilor: "tensiunea dintr-un 
ir
uit", "tensiuneadintr-un element de 
ir
uit", a

eptate �ind expresiile: "tensiunile unui 
ir
uit","tensiunea la bornele unui element de 
ir
uit". Se re
omand�a evitarea dubleis�aget�i pentru mar
area unei tensiuni (�g. 1.11.a), preferându-se �̂nlo
uirea 
usimpla s�ageat�a (�g. 1.11.b). Tensiunile unui 
ir
uit sunt supuse restri
t�iilor gu-vernate de a doua e
uat�ie a lui Kir
hho�. A
east�a e
uat�ie se refer�a la 
on
eptul
a. b.

u u

+ -Fig. 1.11.de bu
l�a, 
e reprezint�a o mult�ime de laturi 
are al
�atuies
 o 
urb�a �̂n
his�a orien-tat�a 
u un sens de par
urs.Port�iunea de bu
l�a 
uprins�a �̂ntre dou�a no-
,

)

Sensul de par-
curs al buclei [j]

referinta al tensiunii u k

u m

u k

u 2u 1

Sensul de Fig. 1.12.
duri su

esive se identi�
�a 
u latura 
orespunz�a-toare din graful de tensiune GU , urmând 
ape a
ea latur�a s�a 
oexiste sensul de referint��aal tensiunii �si sensul de par
urs al bu
lei (
eledou�a sensuri putând � identi
e sau nu).A doua teorem�a a lui Kir
hho� a�rm�a
�a:suma algebri
�a a tensiunilor laturilor uneibu
le este egal�a 
u zero:alg:Xk2[j℄uk = 0: (1.3)În a
east�a sum�a, se tre
 
u plus tensiunile 
e au sen-

A
B

u

u

u
u

u

u 1

5

3
2

4

6Fig. 1.13.sul de referint��a identi
 
u sensul de par
urs al bu
lei (u1,uk �̂n �gura 1.12), �si 
u minus tensiunile 
e au sensul dereferint��a opus sensului de par
urs al bu
lei (u2, um �̂n�gura 1.12).Se spune 
�a un graf de tensiune GU este 
onsistentda
�a valorile tensiunilor laturilor satisfa
 a doua e
uat�iea lui Kir
hho� (1.3). O 
onse
int��a a 
elei de-a douae
uat�ii a lui Kir
hho� (1.3) este faptul 
�a tensiunea �̂ntre
ele dou�a noduri este egal�a 
u suma algebri
�a a tensiunilor de pe o 
ale orientat�a
e leag�a 
ele dou�a noduri, indiferent 
are este a
east�a 
ale. De exemplu, �̂n �gura5



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE1.13: u1 = u2 + u3 � u4;u1 = �u5 + u6:O alt�a 
onse
int��a 
onst�a �̂n faptul 
�a �e
�arui nod al unei ret�ele i se poateaso
ia o m�arime �zi
�a, numit�a potent�ial ele
tri
 
are este de�nit�a 
a tensiuneade la nodul respe
tiv la un nod de referint��a mar
at 
a �̂n �gura 1.14.vi = ui0 ; vj = uj0:Potent�ialul se m�asoar�a, 
a �si tensiunea, 
u voltmetrul, 
one
tând borna sa"minus" la nodul de referint��a. Potent�ialul nodului de referint��a este prin de�nit�ienul. Tensiunea �̂ntre dou�a noduri uij se exprim�a, 
on-
i0u j0u

nodul de
referinta

u ij

(j)(i)

(0)

i jv v

Fig. 1.14. form primei 
onse
int�e a teoremei a doua Kir
hho�,
a diferent�a dintre potent�ialul nodului de ple
are vi �sipotent�ialul nodului de sosire vj.uij = vi � vj: (1.4)La s
himbarea nodului de referint��a se modi�
�a toatepotent�ialele (printr-o translat�ie) dar tensiunile r�amâninvariante la a
east�a transformare. Din a
est motiv sespune 
�a potent�ialele sunt de�nite pân�a la o 
onstant�aaditiv�a.În 
ontinuare sunt prezentate o serie de de�nit�ii utile apli
�arii e
uat�iilorKir
hho�.Se nume�ste arbore al unui graf G, un subgraf GA 
u N noduri ale 
�arui laturinu formeaz�a bu
le (�g. 1.15).
ramura

Graf Arbore Coarbore

G GA CG

coarda

)

)

Fig. 1.15. Fig. 1.16.Se nume�ste 
oarbore al grafului G, subgraful GC 
e se obt�ine prin eliminarealaturilor unui arbore. Laturile arborelui se numes
 ramuri iar laturile 
oarboreluise numes
 
oarde. Un graf G 
u L laturi �si N noduri 
ont�ine N-1 ramuri �si L-N+1
oarde. Un graf poate avea mai mult�i arbori �si 
oarbori(�g. 1.16).6



1.1. ECUAT�IILE LUI KIRCHHOFFTensiunile din ramuri sunt independente din pun
tul de vedere al 
elei de-adoua e
uat�ii Kir
hho� (pot � alese arbitrar f�ar�a s�a 
ontrazi
�a e
uat�ia, deoare
earborele nu 
ont�ine ni
i o bu
l�a).Tensiunile din 
oarde pot � 
al
ulate �̂n mod univo
, apli
ând a doua e
uat�ieKir
hho�, �̂n fun
t�ie de tensiunile din arbore, deoare
e �e
are 
oard�a �̂n
hide 
âteo bu
l�a.A
este observat�ii permit s�a se a�rme 
�a pentru o ret�ea se pot s
rie (L-N+1)e
uat�ii Kir
hho� II independente, pe un sistem de bu
le fundamentale, ge-nerate �e
are de 
âte o 
oard�a �si �̂n rest de ramuri.Curent�ii din laturile unui 
oarbore sunt independent�i din pun
tul de vedere alprimei e
uat�ii Kir
hho� (pot � ale�si arbitrar f�ar�a s�a 
ontrazi
�a e
uat�ia Kir
hho�I, deoare
e nu se pot forma se
t�iuni doar din 
oarde).Curent�ii din arbore pot � 
al
ulat�i �̂n mod univo
 �̂n fun
t�ie de 
urent�ii din
oarbore, apli
ând prima e
uat�ie Kir
hho�, deoare
e �e
are ramur�a genereaz�a ose
t�iune al
�atuit�a din a
ea ramur�a �si �̂n rest din 
oarde.A
este observat�ii permit s�a se a�rme 
�a pentru o ret�ea se pot s
rieN-1 e
uat�iiKir
hho� I independente pe un sistem de se
t�iuni fundamentale, generate�e
are de 
âte o ramur�a �si �̂n rest de 
oarde. E
uat�iile Kir
hho� pentru 
urent�i,s
rise �̂n N-1 noduri distin
te, indiferent 
are sunt a
estea, al
�atuies
 un sistemde e
uat�ii liniar independente.

7



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICEPROBLEME1.1.1. S�a se reprezinte grafurile 
ir
uitelor din �gura 1.1.1 �si s�a se determineparametrii topologi
i L �si N.
b. c.a.

d. f.e.Fig. 1.1.1.1.1.2. S�a se determine 
lasele de e
hivalent��a �̂n mult�imea de grafuri din �gura1.1.2.
G 1 G 3

G 2 G 4

G 5 G 6
G 7Fig. 1.1.2.1.1.3. S�a se determine 
lasele de e
hivalent��a ale mult�imii de grafuri orientatedin �gura 1.1.3.1.1.4. S�a se 
al
uleze intensit�at�ile 
urent�ilor din grafurile de 
urent GI repre-zentate �̂n �gura 1.1.4, presupunând 
�a ele sunt aso
iate a
eluia�si 
ir
uit ele
tri
.8



1.1. ECUAT�IILE LUI KIRCHHOFF
G

1 G 3G 2

G 4 G 5 G 6Fig. 1.1.3.
a. b. c.

I I
I

4I

I  =-1A5 I  =1A1

I  =-2A4 I  =4A3

I  =-4A2

I  =6
-2A

I
I

5I
1

6

4

I2

I 3

I5 1
6I

I

3
2Fig. 1.1.4.1.1.5. S�a se 
ompleteze grafurile de 
urent din �gura 1.1.5 apli
ând primae
uat�ie Kir
hho� �si s�a se veri�
e apoi e
uat�iile pentru diferite se
t�iuni.

-5A 3A

1A -2A

2A

-1A-3A-1A

d. e. f.

2A

1A

5A
3A -1A

2A

1A

4A

1A -3A

4A

2A

c.a. b.Fig. 1.1.5.1.1.6. S�a se 
al
uleze tensiunile ele
tri
e din grafurile GU prezentate �̂n �gura1.1.6, presupunând 
�a grafurile sunt aso
iate a
eluia�si 
ir
uit ele
tri
.1.1.7. S�a se 
ompleteze grafurile de tensiune din �gura 1.1.7 �si s�a se veri�
erezultatul apli
ând a doua e
uat�ie Kir
hho� pe alte bu
le ale 
ir
uitului.1.1.8. S�a se 
al
uleze tensiunile din grafurile prezentate �̂n �gura 1.1.8 �̂nfun
t�ie de potent�ialele nodurilor. 9



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE
U 5U 4

U 2

3U

U 1

U 2
U 1 U 5

U 4 3U3V

6V

2V

(4)

(2)

(1)

(3)

5V
1V

c.b.

(1)

(2)

(4)

(3)

(1) (3)(2)

(4)

a. Fig. 1.1.6.
5V

3V

2V

-2V 2V

3V

3V 2V 2V

2V
3V

3V

-5V

-1V 2V

3V

a. b. c.

f.e.d. Fig. 1.1.7.
-5V0V 0V 2V

-3V

0V

2V

5V

3V2V -3V 3V

a. b. c.Fig. 1.1.8.1.1.9. S�a se 
al
uleze potent�ialele nodurilor la grafurile de tensiune prezen-tate �̂n �gura 1.1.9 �si s�a se 
ompleteze a
este grafuri.1.1.10. S�a se 
al
uleze potent�ialele nodurilor la grafurile de tensiune din �-gura 1.1.10, presupunând, pe rând, �e
are nod 
a nod de referint��a.1.1.11. S�a se determine tot�i arborii grafurilor din �gura 1.1.11.10



1.1. ECUAT�IILE LUI KIRCHHOFF
3V 3V2V

-5V

2V2V

5V
3V

a. b. c.Fig. 1.1.9.
3V

5V

2V

-1V

a. b. c.

5V2V

5V

3V

2VFig. 1.1.10.
a. b. c. d.

e. f.Fig. 1.1.11.11



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE1.1.12. Considerând 
�a grafurile din �gura 1.1.12, sunt grafuri de 
urent, s�ase aleag�a pe 
oardele unui 
oarbore 
urent�i arbitrari �si s�a se 
al
uleze 
urent�iidin ramuri.
a. b. c. d. e.Fig. 1.1.12.1.1.13. Presupunând 
�a grafurile din �gura 1.1.13, sunt grafuri de tensiune,s�a se aleag�a pe ramurile unui arbore tensiuni arbitrare �si s�a se 
al
uleze tensiuniledin 
oarde. S�a se veri�
e rezultatele apli
ând e
uat�ia Kir
hho� II pe alte bu
lede
ât 
ele fundamentale.

a. b. c.

d. e.Fig. 1.1.13.1.1.14. S�a se determine 
are din grafurile reprezentate �̂n �gura 1.1.14 suntgrafuri de 
urent 
onsistente (la 
are e
uat�iile Kir
hho� I sunt veri�
ate).
2A

7A

4A2A

5A
3A

2A

3A
4A 5A

a. b. c.

-3A-3A
2A

-1A
1A

0AFig. 1.1.14.12



1.1. ECUAT�IILE LUI KIRCHHOFF1.1.15. S�a se determine 
are din grafurile reprezentate �̂n �gura 1.1.15 suntgrafuri de tensiune 
onsistente (la 
are e
uat�iile Kir
hho� II sunt veri�
ate).
a. b. c.

2V

3V -1V
7V

3V

3V

5V 4V
3V

2V
2V

-2V

-2V5V
-2VFig. 1.1.15.
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1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE1.2 Puteri transferate de elementele de 
ir
uitBREVIARElementele dipolare de 
ir
uit ele
tri
 sunt 
apabile s�a absoarb�a, de la ret�eauadin 
are fa
 parte, energie ele
tri
�a pe 
are o pot �̂nmagazina sau disipa sub alteforme de energie; deasemenea ele pot livra energie ele
tri
�a 
ir
uitului. Transferulde energie ele
tri
�a se realizeaz�a pe la borne iar puterea transferat�a de unelement dipolar (m�asurabil �̂n Wat�i) satisfa
e relat�ia:p = ui: (1.5)Pentru a 
unoa�ste sensul transferului energeti
 (de la element spre ret�ea sauinvers) este ne
esar�a 
unoa�sterea semnului produsului ui �si a modului �̂n 
are aufost alese sensurile de referint��a ale tensiunii u �si ale 
urentului i.Cele patru moduri �̂n 
are se pot aso
ia sensurile de referint��a ale tensiunii �si
urentului la un element dipolar se �̂mpart �̂n dou�a 
ategorii numite reguli deaso
iere a sensurilor.Regula de aso
iere a sensurilor de la re
eptoare (�g. 1.17) 
orespunde 
azului�̂n 
are tensiunea �si intensitatea 
urentului au a
ela�si sens de referint��a fat��a deborne. În a
est 
az sensul 
onvent�ional al puterii p este de la 
ir
uit spre element.
p p

u

i
A B

u

i
A BFig. 1.17.Regula de aso
iere a sensurilor de la generatoare (�g. 1.18) 
orespunde 
azului�̂n 
are tensiunea �si intensitatea 
urentului au sensuri de referint��a opuse fat��a deborne. În a
est 
az sensul 
onvent�ional al puterii p este de la element 
�atre 
ir
uit.

p p

u

i
A B

u

i
A BFig. 1.18.Determinarea sensului real al transferului de energie se fa
e dup�a urm�atoarele14



1.2. PUTERI TRANSFERATE DE ELEMENTELE DE CIRCUITreguli, reprezentate �̂n �gura 1.19.semnul lui p=ui regula de aso
iere sensul real de transfer alputerii+ re
eptoare absorbit�a de element+ generatoare produs�a de element- re
eptoare produs�a de element- generatoare absorbit�a de element
|p|=|ui| |p|=|ui| |p|=|ui| |p|=|ui|

i
u

ui>0 ui<0

i
u

ui<0

i
u

i
u

ui>0 Fig. 1.19.Puterile transferate de elementele unui 
ir
uit ele
tri
 satisfa
 o e
uat�ie de
onservare dat�a de teorema Tellegen. Da
�a dou�a grafuri, unul de 
urent GI �siunul de tensiune GU , sunt e
hivalente 
a grafuri orientate, atun
i:LXk=1 ukik = 0: (1.6)Da
�a 
ele dou�a grafuri sunt e
hivalente doar 
a grafuri neorientate atun
irelat�ia (1.6) r�amâne valabil�a 
u 
ondit�ia 
a suma s�a �e algebri
�a. Convent�ia desemn adoptat�a 
onst�a �̂n 
onsiderarea semnului plus pentru laturile 
u sensurileaso
iate 
onform regulii de la generatoare �si a semnului minus �̂n 
az 
ontrar. În
onse
int��a da
�a grafurile GU �si GI sunt aso
iate a
eleia�si ret�ele ele
tri
e, sumaalgebri
�a a puterilor transferate de toate elementele ret�elei este nul�a.algXk=1;L pk = 0: (1.7)Condit�ia de e
hivalent��a a grafurilor orientate reprezint�a faptul 
�a ret�eaua areadoptat�a, pentru toate elementele, regula de aso
iere a sensurilor de la re
eptoare.Rezult�a de
i 
�a �̂n ori
e 
ir
uit ele
tri
, �̂n ori
e moment suma aritmeti
�a aputerilor 
onsumate este egal�a 
u suma puterilor generate.Relat�ia (1.6) este valabil�a �si atun
i 
ând se 
onsider�a tensiunile uk ale unui
ir
uit C1 �si 
urent�ii ik ai unui 
ir
uit C2, 
u 
ondit�ia 
a 
ir
uitele C1 �si C2 s�aadmit�a a
ela�si graf G (
ir
uitele au a
eea�si stru
tur�a topologi
�a). În a
est 
az15



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICEprodusul ukik se m�asoar�a tot �̂n Wat�i dar nu reprezint�a o putere transferat�a 
i o"pseudoputere". În 
on
luzie se poate spune 
�a teorema lui Tellegen garanteaz�anu numai bilant�ul puterilor, 
i �si pe 
el al pseudoputerilor.PROBLEME1.2.1. S�a se determine regulile de aso
iere a sensurilor la dipolii din �gura1.2.1 �si s�a se 
al
uleze puterile transferate �si sensul a
estora.
1A

3V

2A

-5V

-4A

-6V

-2A

4V

3A

6V

2A

10V

-1A

-2V

-2A

-4V

a. b. c. d.

e. f. g. h.Fig. 1.2.1.1.2.2. S�a se 
al
uleze intensit�at�ile 
urent�ilor la dipolii din �gura 1.2.2.
V=8V

B

A
V=-3V

20W10W 30W10W

5V 2V-4V

a. b. c. d.Fig. 1.2.2.1.2.3. S�a se 
al
uleze tensiunile la bornele dipolilor din �gura 1.2.3.1.2.4. S�a se 
ompleteze grafurile de 
urent GI �si grafurile de tensiune GUdin �gura 1.2.4 �si s�a se indi
e regulile de aso
iere a sensurilor pentru laturilegrafurilor. S�a se 
ompare suma puterilor absorbite de elemente 
u suma puterilor16



1.2. PUTERI TRANSFERATE DE ELEMENTELE DE CIRCUIT
10W

d.

-2A10A

3W

c.

5W

-1A

b.

20W

2A

a. Fig. 1.2.3.generate de elemente, pentru �e
are pere
he de grafuri.
10V

2A4A

2V

-5V

10V-1A
2A

5A

10V

-20V

3V
2A 1A

3A

5A

-2A

3A

a. b.

2V 3V

c. d.Fig. 1.2.4.1.2.5. S�a se genereze un graf G 
u L laturi �si N noduri. Pe un arbore al a
estuigraf s�a se aleag�a tensiuni arbitrare �si s�a se 
ompleteze graful Gv. S�a se aleag�a
urent�i arbitrari �̂n laturile unui 
oarbore �si s�a se 
ompleteze graful de 
urent GI ,astfel �̂n
ât sensurile de referint��a s�a �e aso
iate dupa regula de la generatoare.S�a se veri�
e teorema Tellegen determinându-se pentru �e
are latur�a sensul realal puterii.Apli
at�ie:a) N=3, L=6;b) N=4, L=7;
) N=5, L=8.
17



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE1.3 Matri
e de in
ident��aBREVIARPentru reprezentarea numeri
�a a stru
turii 
ir
uitelor ele
tri
e se utilizeaz�amatri
ele de in
ident��a (sau apartenent��a). A
estea se numes
 �si matri
e topo-logi
e deaore
e des
riu topologia 
ir
uitelor �si au valori ale elementelor 0, +1sau �1. În 
ontinuare, se adopt�a urm�atoarea 
onvent�ie de numerotare a laturi-lor: primele (N-1) laturi apart�in unui arbore, iar 
elelalte (L-N+1) laturi apart�inunui 
oarbore.Matri
ea de in
ident��a a laturilor la noduri A0 este o matri
e 
u L
oloane �si N linii având elementele:aij = 1, da
�a latura j iese din nodul (i);aij = �1, da
�a latura j intr�a �̂n nodul (i);aij = 0, da
�a latura j nu este in
ident�a la nodul (i).Matri
ea A0 se des
ompune �̂n dou�a submatri
i:A0 = [A0a; A0
℄;�̂n 
are A0a 
ont�ine primele (N-1) 
oloane, aso
iate laturilor din arbore, iar A0

ont�ine ultimele (L-N+1) 
oloane, aso
iate laturilor din 
oarbore. Da
�a din ma-tri
ea A0 se elimin�a o linie, se obt�ine o matri
e A numit�a matri
e redus�a deapartenent��a a laturilor la noduri.Matri
ea de in
ident��a a laturilor la bu
lele fundamentale B este omatri
e 
u L 
oloane �si (L-N+1) linii având elementele:bij = 1, da
�a latura j apart�ine bu
lei [i℄ �si are sensul de referint��a identi
 
usensul de par
urs al bu
lei;bij = �1, da
�a latura j nu apart�ine bu
lei [i℄ �si are sensul de referint��a opussensului de par
urs al bu
lei;bij = 0, da
�a latura j nu apart�ine bu
lei [i℄.Matri
ea B se des
ompune �̂n dou�a submatri
i:B = [Ba; B
℄;�̂n 
are Ba 
ont�ine primele (N-1) 
oloane, aso
iate laturilor din arbore, iar B

ont�ine (L-N+1) 
oloane aso
iate 
oarborelui. Da
�a bu
lele fundamentale, gene-rate �e
are de 
�atre o 
oard�a, sunt numerotate �̂n ordinea dat�a de 
oardele 
arele genereaz�a, atun
i: B = [Ba; U ℄ (1.8)unde U este matri
ea unitate de ordinul (L-N+1).Matri
ea de in
ident��a a laturilor la se
t�iunile fundamentale D esteo matri
e 
u L 
oloane �si (N-1) linii având elementele:dij = 1, da
�a latura j apart�ine se
t�iunii fig �si are sensul de referint��a identi

u sensul de orientare a se
t�iunii; 18



1.3. MATRICE DE INCIDENT� �Adij = �1, da
�a latura j apart�ine se
t�iunii fig �si are sensul de referint��a opussensului de orientare a se
t�iunii;dij = 0, da
�a latura j nu apart�ine se
t�iunii fig.Matri
ea D se des
ompune �̂n dou�a submatri
i:D = [Da...D
℄;�̂n 
are Da 
ont�ine (N-1) 
oloane, 
orespunz�atoare laturilor din arbore, iar D
are (L-N+1) 
oloane, 
orespunz�atoare laturilor din 
oarbore. Da
�a se
t�iunilefundamentale, generate �e
are de 
âte o ramur�a, sunt numerotate 
u numereleramurilor 
e le genereaz�a, atun
i: D = [U ...D
℄; (1.9)�̂n 
are U este matri
ea unitate de ordinul (N-1).Matri
ele A, B �si D au liniile independente, rangul matri
ilor A �si D este(N-1) iar rangul matri
ei B este (L-N+1).Matri
ea B este ortogonal�a fat��a de matri
ele A �si D:BAT = 0; BDT = 0; (1.10)�̂n 
are s-a notat 
u MT transpusa matri
ei M.Da
�a B
 = U �si Da = U atun
i:Ba = �DT
 = F: (1.11)Submatri
ea F = Ba 
u (L-N+1) linii �si (N-1) 
oloane este matri
ea deapartenent��a a ramurilor arborelui la bu
lele fundamentale, egal�a �si de semn opus
u transpusa matri
ei de apartenent��a a 
orzilor la se
t�iunile fundamentale �si senume�stematri
e redus�a de 
onexiune (sau matri
ea apartenent�elor esent�iale).Prima e
uat�ie a lui Kir
hho� se s
rie matri
eal, pentru noduri, sub forma:Ai = 0; (1.12)iar pentru se
t�iunile fundamentale ale unui 
ir
uit sub forma:Di = 0; (1.13)�̂n 
are matri
ele A �si D sunt matri
ele de apartenent��a ale grafului de 
urent iari = [i1; i2; :::; iL℄T este ve
torul 
urent�ilor din laturile 
ir
uitului.A doua e
uat�ie a lui Kir
hho� se s
rie matri
eal, pentru bu
lele fun-damentale ale unui 
ir
uit, sub forma:Bu = 0; (1.14)19



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE�̂n 
are matri
ea B este matri
ea de apartenent��a pentru graful de tensiune iaru = [u1; u2; :::; uL℄T este ve
torul tensiunilor din laturile 
ir
uitului.Matri
ele 
oloan�a, 
u L elemente, ale 
urent�ilor i �si tensiunilor u se pot des-
ompune: i = " iai
 # ; u = " uau
 # ;�̂n 
are ia �si ua reprezint�a 
urent�ii, respe
tiv tensiunile din ramuri, iar i
 �si u
reprezint�a 
urent�ii, respe
tiv tensiunile din 
oarde.Într-un graf 
onsistent de 
urent, 
urent�ii din arbore se exprim�a, �̂n bazarelat�ilor (1.13) �si (1.9), �̂n fun
t�ie de 
ei din 
oarbore, 
u relat�ia (valabil�a pentruDa = U): ia = �D
i
 sau i = BT i
: (1.15)Ultima relat�ie este valabil�a da
�a graful de 
urent este e
hivalent 
u graful detensiune (aso
ierea sensurilor de referint��a este f�a
ut�a dup�a regula de la re
eptoarepentru tot�i dipolii).Într-un graf 
onsistent de tensiune, tensiunile din 
oarbore se exprim�a, �̂n bazarelat�ilor (1.14) �si (1.8) �̂n fun
t�ie de 
ele din arbore, 
u relat�ia (valabil�a pentruB
 = U): u
 = �Baua sau u = DTua: (1.16)Ultima relat�ie este valabil�a doar da
�a graful de tensiune este e
hivalent 
u 
elde 
urent.Tensiunile laturilor se exprim�a �̂n fun
t�ie de potent�ialele nodurilor 
u relat�ia(1.4), 
are pentru �̂ntreg 
ir
uitul are urm�atoarea form�a matri
eal�a, valabil�aatun
i 
ând GU �si GI sunt ordonate similar:u = ATv; (1.17)�̂n 
are v = [v1; v2; :::; vN�1℄T este ve
torul potent�ialelor nodurilor, presupunândnodul N 
a nod de referint��a.Se poate a�rma 
�a ori
are din relat�iile (1.12), (1.13), (1.15) reprezint�a formematri
eale e
hivalente al e
uat�iilor Kir
hho� I, iar relat�ile (1.14), (1.16), (1.17)reprezint�a forme matri
eale ale e
uat�ilor Kir
hho� II.Teorema lui Tellegen (1.6) 
ap�at�a urm�atoarea form�a matri
eal�a:uT i = 0: (1.18)20



1.3. MATRICE DE INCIDENT� �APROBLEME1.3.1. S�a se s
rie matri
ele de apartenent��a A, B, D pentru grafurile repre-zentate �̂n �gura 1.3.1.
a. b. c. d.

f.e. Fig. 1.3.1.1.3.2. S�a se stabileas
�a matri
ele reduse de 
onexiune pentru grafurile pre-zentate �̂n �gura 1.3.1.1.3.3. S�a se reprezinte grafurile 
e au urm�atoarele matri
e de apartenent��a:A = 26664 1 1 0 1 0 0�1 0 �1 0 0 10 �1 1 0 0 00 0 0 �1 1 0 37775B = 264 1 0 �1 �1 0 �1 0 00 1 1 0 1 0 0 �10 0 0 1 �1 0 �1 0 375D = 26666664 1 0 0 0 0 �1 1 0 00 1 0 0 0 �1 1 0 00 0 1 0 0 �1 0 1 00 0 0 1 0 �1 0 1 10 0 0 0 1 �1 0 1 1 37777775F = 26664 0 0 0 0 0 �10 1 0 0 �1 1�1 0 �1 0 1 01 0 0 �1 0 0 377751.3.4. S�a se 
al
uleze intensit�at�ile 
urent�ilor din grafurile de 
urent reprezen-tate �̂n �gura 1.1.5, utilizând matri
ele D
 �si B.21



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE1.3.5. S�a se 
al
uleze tensiunile din grafurile de tensiune reprezentate �̂n �-gura 1.1.7 utilizând matri
ele Ba �si D.1.3.6. S�a se 
al
uleze tensiunile din grafurile de tensiune reprezentate �̂n �-gura 1.3.2 �̂n fun
t�ie de potent�ialele nodurilor, utilizând matri
ea de apartenent��aA.
2V 3V 5V 2V 3V -3V

5V

2V-4V

a. b. c.Fig. 1.3.2.1.3.7. Pornind de la matri
ea A s�a se 
al
uleze matri
ile de apartenent��a A',B �si D. A = 26664 1 0 �1 0 0 1 00 1 0 �1 0 0 00 0 1 0 �1 0 00 0 0 1 0 0 1 37775A = 264 1 0 �1 �1 00 1 0 1 00 0 1 0 �1 375A = " 1 �1 �1 0 00 1 0 0 �1 #
22



1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT1.4 Elemente ideale de 
ir
uitBREVIARElementele ideale de 
ir
uit reprezint�a 
on
epte fundamentale ale teoriei 
ir
u-itelor ele
tri
e, ele �ind de�nite 
a elementedipolare 
e impun o anumit�a restri
t�ietensiunii �si intensit�at�ii 
urentului, restri
t�ie 
e poart�a numele de e
uat�ia 
on-stitutiv�a 
ara
teristi
�a sau de fun
t�ionare a elementului ideal. Elementeleideale, prin faptul 
�a au e
uat�iile 
ara
teristi
e extrem de simpli�
ate, nu tre-buie 
onfundate 
u elementele reale de 
ir
uit, �̂n s
himb sunt utile �̂n modelareaa
estora.1. Rezistorul ideal este un element dipolar la 
are tensiunea la borneeste fun
t�ie univo
�a de intensitatea 
urentului 
e-l str�abate (rezistorul 
ontrolat�̂n 
urent) sau la 
are intensitatea 
urentului este fun
t�ie univo
�a de tensiune(rezistorul 
ontrolat �̂n tensiune). Da
�a relat�ia dintre tensiune �si 
urent este orelat�ie liniar�a, atun
i elementul se numeste rezistor liniar. În �gura 1.20.a esteprezentat simbolul rezistorului neliniar, iar �̂n �gura 1.20.b este prezentat simbolulrezistorului liniar.
i

u

i

u

a. b.Fig. 1.20.E
uat�ia 
onstitutiv�a a rezistorului neliniar, invariant �̂n timp este:u = f(i); (1.19)pentru 
azul rezistorului 
ontrolat �̂n 
urent, �si respe
tivi = g(u); (1.20)pentru 
azul rezistorului 
ontrolat �̂n tensiune. În 
azul rezistorului liniar:u = Ri;i = Gu: (1.21)M�arimile R �si G = 1=R se numes
 rezistent�a, respe
tiv 
ondu
tant�a rezistorului�si sunt parametrii 
ara
teristi
i ai elementului. Relat�iile (1.19) �si (1.21) suntvalabile pentru sensurile de referint��a prezentate �̂n �gura 1.20. În 
azul s
himb�arii23



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE
i

u u

i

a. b.Fig. 1.21.sensurilor de referint��a se modi�
�a �̂n mod 
orespunz�ator e
uat�iile. De exemplu,�̂n 
azul prezentat �̂n �gura 1.21: E
uat�iile de fun
t�ionare au forma :u = �f(�i); (1.22)pentru rezistorul neliniar 
ontrolat �̂n 
urent,i = �f(�u); (1.23)pentru rezistorul neliniar 
ontrolat �̂n tensiune �si:u = �Ri;i = �Gu; (1.24)pentru rezistorul liniar.Cazuri parti
ulare:a) rezistorul 
u rezistent��a nul�a R = 0, 
are are e
uat�ia de fun
t�ionare:u = 0; (1.25)se nume�ste 
ondu
tor perfe
t �si are simbolul din �gura 1.22.a;b) rezistorul 
u 
ondu
tant�a nul�a G = 0, 
are are e
uat�ia de fun
t�ionare:i = 0; (1.26)se nume�ste izolator perfe
t �si are simbolul prezentat �̂n �gura 1.22.b.
a. b.Fig. 1.22.Puterea absorbit�a de un rezistor liniar este:p = ui = Ri2 = Gu2 (1.27)24



1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT�si este pozitiv�a da
�a rezistent�a rezistorului este pozitiv�a. Rezistoarele 
u rezisten-t�a pozitiv�a R > 0 sunt elemente pasive disipative.2. Bobina ideal�a este un element dipolar la 
are tensiunea la borne esteegal�a 
u derivata �̂n raport 
u timpul a unei fun
t�ii. Valoarea ' a a
estei fun
t�iise nume�ste 
ux de intensitatea 
urentului ele
tri
 prin element. Da
�a 
uxuldepinde liniar de intensitatea 
urentului, atun
i bobina se nume�ste liniar�a, 
az�̂n 
are tensiunea la borne este proport�ional�a 
u viteza de variat�ie �̂n timp a
urentului. Simbolul bobinei neliniare este prezentat �̂n �gura 1.23.a, iar 
el albobinei liniare �̂n �gura 1.23.b.
i

u

i

u

a. b.Fig. 1.23.E
uat�ia 
onstitutiv�a a bobinei neliniare invariante �̂n timp este:u = d'(i)dt ; (1.28)iar �̂n 
azul parti
ular al bobinei liniare ' = Li, de
i:u = Ldidt; (1.29)�̂n 
are L este parametrul 
ara
teristi
 al bobinei, numit indu
tivitate. E
uat�iile(1.28) �si (1.29) sunt aso
iate sensurilor de referint��a din �gura 1.23 �si trebuies
modi�
ate o dat�a 
u modi�
area sensurilor de referint��a. De exemplu, pentru�gura 1.24 ele au forma:
i

u

i

u

a. b.Fig. 1.24.u = �d'(i)dt ; (1.30)25



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE�̂n 
azul bobinei neliniare �si: u = �Ldidt; (1.31)�̂n 
azul bobinei liniare.În 
azul �̂n 
are 
urentul este 
onstant �̂n timp, bobina ideal�a se 
omport�a 
aun 
ondu
tor perfe
t (u = 0), situat�ie 
e are lo
 �si atun
i 
ând indu
tivitateaeste nul�a.Puterea absorbit�a de o bobin�a ideal�a este:p = ui = Lididt = ddt  Li22 ! = dWdt ; (1.32)pozitiv�a (bobina absoabe energie) sau negativ�a (bobina genereaz�a energie), dup�a
um energia indu
torului W = Li2=2 
re�ste sau s
ade �̂n timp. Din a
est motivse spune 
�a bobina este element pasiv, a
umulator de energie, având 
a m�arimede stare intensitatea 
urentului.3. Condensatorul ideal este un element dipolar la 
are intensitatea 
uren-tului este egal�a 
u derivata fat��a de timp a unei fun
t�ii. Valoarea a
estei fun
t�iiq se nume�ste sar
in�a de tensiunea ele
tri
�a la bornele elementului. Da
�a sar
inadepinde liniar de tensiune, atun
i 
ondensatorul se nume�ste liniar, 
az �̂n 
are
urentul este proport�ional 
u viteza de variat�ie a tensiunii la borne. Simbolul
ondensatorulului neliniar este prezentat �̂n �gura 1.25.a, iar 
el al 
ondensato-rului liniar �̂n �gura 1.25.b.
i

u

i

u

a. b.Fig. 1.25.E
uat�ia 
onstitutiv�a a 
ondensatorului neliniar invariant �̂n timp este:i = dq(u)dt ; (1.33)iar a 
ondensatorului liniar invariant �̂n timp este:i = Cdudt ; (1.34)�̂n 
are C este parametrul 
ara
teristi
 al 
ondensatorului numit 
apa
itate. E
ua-t�iile de fun
t�ionare sunt valabile �̂n 
azul sensurilor de referint��a prezentate �̂n26



1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT
i

u

i

u

a. b.Fig. 1.26.�gura 1.25 �si trebuies
 modi�
ate 
orespunz�ator, �̂n 
azul s
himb�arii sensurilorde referint��a. De exemplu, pentru �gura 1.26 e
uat�iile sunt:i = �dq(u)dt ; (1.35)pentru 
ondensatorul neliniar �si: i = �Cdudt ; (1.36)�̂n 
azul 
ondensatorului liniar.Da
�a tensiunea la bornele 
ondensatorului este 
onstant�a �̂n timp, atun
ia
esta se 
omport�a 
a un izolator perfe
t (i = 0), situat�ie 
e are lo
 �si atun
i
ând 
apa
itatea 
ondensatorului este nul�a.Puterea absorbit�a de un 
ondensator ideal este:p = ui = Cududt = ddt  Cu22 ! = dWdt ; (1.37)pozitiv�a (
ondensatorul absoarbe energie) sau negativ�a (
ondensatorul debiteaz�aenergie), dup�a 
um energia 
ondensatoruluiW = Cu2=2 
re�ste sau s
ade �̂n timp.Condensatorul este un element pasiv a
umulator de energie, având 
a m�arime destare tensiunea la borne.4. Generatorul ideal de tensiune este un element pasiv dipolar la 
aretensiunea la borne nu depinde de intensitatea 
urentului prin element (putând� �̂n s
himb fun
t�ie de timp). Simbolurile utilizate pentru generatorul ideal detensiune sunt prezentate �̂n �gura 1.27; borna din dreapta se nume�ste borna"plus", iar 
ea din stânga borna "minus".
u

e

u
a. b.

eFig. 1.27.27



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICEE
uat�ia 
onstitutiv�a a generatorului ideal de tensiune, pentru sensul tensiuniiadoptat �̂n �gura 1.27, este: u = e(t); (1.38)�̂n 
are m�arimea e este parametrul 
ara
teristi
 al generatorului ideal de tensiune�si se nume�ste tensiune ele
tromotoare. Da
�a tensiunea la borne are sensul dereferint��a de la borna minus la borna plus a generatorului 
a �̂n �gura 1.28, atun
ie
uat�ia de fun
t�ionare devine: u = �e(t): (1.39)
u

eFig. 1.28.Generatorul de tensiune ele
tromotoare nul�a are e
uat�ia de fun
t�ionare u = 0�si �̂n 
onse
int��a se 
omport�a 
a un 
ondu
tor perfe
t.Puterea transferat�a pe la bornele unui generator ideal de tensiune este:p = ui = ei; (1.40)putând � pozitiv�a sau negativ�a, �̂n fun
t�ie de sensul 
urentului. Deoare
e a
estelement poate produ
e energie se spune 
�a generatorul ideal de tensiune este unelement a
tiv.5. Generatorul ideal de 
urent este un element dipolar la 
are intensitatea
urentului 
e-l str�abate nu depinde de tensiunea la bornele elementului. Simbolulutilizat pentru generatorul ideal de 
urent este prezentat �̂n �gura 1.29 (borna dindreapta se nume�ste borna "plus", iar borna din stânga se nume�ste borna "minus"a generatorului).
j iFig. 1.29.E
uat�ia 
onstitutiv�a a generatorului ideal de 
urent, pentru sensul de referint��aadoptat �̂n �gura 1.29, este: i = j(t); (1.41)�̂n 
are m�arimea j este parametrul 
ara
teristi
 al generatorului ideal de 
urent�si se nume�ste 
urent ele
tromotor. Da
�a intensitatea 
urentului are sensul dereferint��a opus dublei s�aget�i 
a �̂n �gura 1.30, atun
i e
uat�ia de fun
t�ionare devine:i = �j(t): (1.42)28



1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT
i

jFig. 1.30.Generatorul ideal de 
urent 
e are 
urentul ele
tromotor nul are e
uat�ia defun
t�ionare i = 0 �si �̂n 
onse
int��a se 
omport�a 
a un izolator perfe
t.Puterea transferat�a pe la borne de un generator ideal de 
urent este:p = ui = uj; (1.43)putând � negativ�a sau pozitiv�a, �̂n fun
t�ie de tensiunea apli
at�a la borne. Ge-neratorul ideal de 
urent este de
i un element a
tiv din pun
t de vedere energeti
.6. Generatoarele 
omandate sunt generatoare ideale de 
urent sau ten-siune al 
�aror 
urent ele
tromotor respe
tiv tensiune ele
tromotoare sunt fun
t�iide intensitatea 
urentului sau de tensiunea ele
tri
�a dintr-o latur�a a 
ir
uitului,alta de
ât a
eea �̂n 
are se a
�a elementul 
omandat. Se deosebes
 patru tipuride surse 
omandate liniar (
u simbolurile din �gura 1.31), ale 
�aror e
uat�ii defun
t�ionare sunt: u2 = �i1; (1.44)pentru sursa de tensiune 
omandat�a �̂n 
urent (�g 1.31.a),u2 = �u1; (1.45)pentru sursa de tensiune 
omandat�a �̂n tensiune (�g 1.31.b),i2 = �i1; (1.46)pentru sursa de 
urent 
omandat�a �̂n 
urent (�g 1.31.
), �sii2 = 
i1: (1.47)pentru sursa de 
urent 
omandat�a �̂n tensiune (�g 1.31.d).Pentru 
ele patru tipuri de surse 
omandate, parametrii 
ara
teristi
i sunt:�[
℄ rezistent�a de transfer; � 
oe�
ientul de transfer al tensiunii; � 
oe�
ientulde transfer al 
urentului �si 
[S℄ 
ondu
tant�a de transfer. Coe�
ient�ii de transfer� �si � sunt adimensionali.7. Bobinele 
uplate reprezint�a un sistem de bobine 
u proprietatea 
�a
uxul din �e
are depinde de 
urent�ii prin toate bobinele sistemului. E
uat�ia defun
t�ionare a bobinei k dintr-un sistem de m bobine 
uplate este:uk = ddt'(i1; i2; :::; im): (1.48)29



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE
j

i

d.

e

i

a.

e u

b.

i i

j

c.

u u
2

1

2

21 2

1

u 1Fig. 1.31.În 
azul bobinelor 
uplate liniar, 
uxul este o 
ombinat�ie liniar�a a 
urent�ilor,iar e
uat�ia de fun
t�ionare devine:uk = mXj=1Lkj dijdt ; (1.49)�̂n 
are suma este aritmeti
�a pentru orient�arile prezentate �̂n �gura 1.32, �si anumeda
�a aso
ierea sensurilor se fa
e dup�a regula de la re
eptoare �si da
�a tot�i 
urent�iiau sensurile de referint��a intrând �̂n borna polarizat�a. Parametrii unui sistem debobine liniare 
uplate sunt indu
tivitat�ile Lkj 
e al
�atuies
 o matri
e p�atrat�ade ordin m numit�a matri
ea indu
tivit�at�ilor. Termenii diagonali ai matri
ii Lse numes
 indu
tivit�at�i proprii, iar termenii nediagonali se numes
 indu
tivit�at�imutuale.
*

u

i1 ik
ij i

k

* * *

i2

*

mFig. 1.32.Da
�a sensurile de referint��a nu sunt 
onform 
elor din �gura 1.32, atun
ie
uat�ia de fun
t�ionare se modi�
�a �̂n mod 
orespunz�ator, suma devenind o sum�aalgebri
�a. 30



1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUITRegula de determinare a semnului termenului j din a
east�a sum�a, sebazeaz�a pe observat�ia 
�a, ori
e 
urent ij 
are intr�a intr-o born�a polarizat�a indu
e,prin 
uplaj, �̂n bobina k o tensiune la borne Lkj(dij=dt), 
u sensul de referint��aorientat de la borna polarizat�a 
�atre 
ealalt�a born�a (prin abuz de limbaj se spune
�a ea intr�a �̂n borna polarizat�a). Da
�a intensitatea ij iese din borna polarizat�a,atun
i ea indu
e �̂n bobina k o tensiune la borne Lkj(dij=dt) 
u sensul de referint��aorientat de la 
ealalt�a born�a spre borna polarizat�a (prin abuz de limbaj se spune
�a iese din borna polarizat�a). A
east�a regul�a de semn este exempli�
at�a �̂n �gura1.33 �̂n 
are se 
onstat�a 
�a semnul tensiunii induse depinde de sensul de referint��aal 
urentului indu
tor (i1) dar nu depinde de sensul de referint��a al 
urentuluiindus (i2).
U12

L12i
1U

12

L12i
1

*

*

*

*

a. b.Fig. 1.33.Mar
ajele pentru bornele polarizate nu au semni�
at�ie �zi
�a dar ele sunt ne-
esare �̂n 
azul sistemelor de bobine 
uplate, deoare
e ele de�nes
 valoarea (maiexa
t semnul) indu
tivit�at�ilor mutuale, urmând 
a s
himbarea unei borne po-larizate la bobina k s�a determine modi�
area semnului tuturor indu
tivit�at�ilormutuale (de 
uplaj) ale bobinei k (sunt afe
tate linia k �si 
oloana k din matri
ea[Lij℄, a indu
tivit�at�ilor 
u ex
ept�ia termenului diagonal).Formularea 
ore
t�a a 
ir
uitelor 
u elemente ideale. Cu ajutorul ele-mentelor ideale de 
ir
uit prin 
onexiuni pe la borne se al
�atuies
 
ir
uite ele
-tri
e. Nu ori
e mod de 
onexiune a elementelor ideale este permis �̂n teoria 
ir
u-itelor; trebuie avut grij�a 
a e
uat�iile de fun
t�ionare s�a �e 
ompatibile 
u e
uat�iileKir
hho�. Da
�a ele sunt in
ompatibile, analiza 
ir
uitului este f�ar�a sens, nee-xistând o solut�ie 
are s�a veri�
e e
uat�iile 
ir
uitului. Da
�a un 
ir
uit ele
tri

ont�ine generatoare ideale de tensiune 
e al
�atuies
 bu
le, atun
i, pentru valoriarbitrare ale tensiunilor ele
tromotoare, a
estea pot � �̂n 
ontradi
t�ie 
u e
uat�iaa doua a lui Kir
hho�. Da
�a un 
ir
uit 
ont�ine se
t�iuni al
�atuite din generatoareideale de 
urent, atun
i, pentru valori arbitrare ale 
urent�ilor ele
tromotori, a
es-tea pot � �̂n 
ontradi
t�ie 
u prima e
uat�ie a lui Kir
hho�. Cir
uitele 
e 
ont�inbu
le de generatoare ideale de tensiune sau se
t�iuni de generatoare ideale de 
u-rent se numes
 
ir
uite 
u generatoare �̂n ex
es. Atun
i 
ând generatoarele �̂nex
es 
ontravin e
uat�iilor lui Kir
hho� 
ir
uitul este in
ompatibil. Chiar da
�a31



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICEgeneratoarele �̂n ex
es nu 
ontravin e
uat�iilor lui Kir
hho�, totu�si analiza unuiastfel de 
ir
uit nu poate � 
omplet�a deoare
e el nu are solut�ie uni
�a: 
urent�ii dingeneratoarele ideale de tensiune �̂n ex
es �si tensiunile din generatoarele ideale de
urent �̂n ex
es sunt m�arimi arbitrare (nu pot � determinate din e
uat�iile 
ir
ui-tului). În a
est 
az se spune 
�a 
ir
uitul este nedeterminat. Condit�ia 
a �̂ntr-un
ir
uit s�a nu existe generatoare �̂n ex
es este 
a 
ir
uitul s�a aib�a un arbore �̂nramurile 
�aruia s�a se a
e toate generatoarele ideale de tensiune, iar generatoareleideale de 
urent s�a se a
e �̂n 
oarbore. La analiza unui 
ir
uit �̂n vederea deter-min�arii generatoarelor �̂n ex
es nu trebuie uitat faptul 
�a izolatorul perfe
t este ungenerator ideal de 
urent (j = 0), iar 
ondu
torul perfe
t este un generator idealde tensiune (e = 0). Analiza 
ir
uitelor 
u generatoare 
ompatibile �̂n ex
es seredu
e la analiza 
ir
uitelor f�ar�a generatoare �̂n ex
es, prin �̂nlo
uirea generatoa-relor ideale de tensiune �̂n ex
es (
âte unul pentru �e
are bu
l�a) 
u generatoareideale de 
urent, având 
urent�i ele
tromotori nedeterminat�i �si prin �̂nlo
uireageneratoarelor ideale de 
urent �̂n ex
es (
âte unul pentru �e
are se
t�iune) 
ugeneratoare ideale de tensiune având tensiuni ele
tromotoare nedeterminate.Bilant�ul puterilor �̂n ret�elele ele
tri
e este o 
onse
int��a dire
t�a a teoremeilui Tellegen �si a e
uat�iilor 
onstitutive ale elementelor �si reprezint�a e
uat�ia deegalitate �̂ntre suma puterilor debitate de generatoarele ret�elei Pg �si puterile ab-sorbite de elementele pasive P
. Pentru ret�elele liniare e
uat�ia de bilant� este: Pg = P
; (1.50)unde: Pg = ngtPk=1 ekik + ng
Pk=1 ukjk;P
 = nRPk=1Rki2k + ddt � nCPk=1 Cku2k2 + nLPk=1 nLPm=1 Lkmikim2 � ; (1.51)�̂n 
are ngt este num�arul generatoarelor ideale de tensiune, ng
 este num�arul ge-neratoarelor de 
urent, nR este num�arul rezistoarelor, nC este num�arul 
ondensa-toarelor, iar nL este num�arul bobinelor din ret�ea. Primele dou�a sume sunt sumealgebri
e, 
onvent�ia de semn �ind prezentat�a �̂n �gura 1.34. În 
azul a. termeniise 
onsider�a 
u semnul plus, iar in 
azul b. ei se 
onsider�a 
u semnul minus.Sumele 
orespunz�atoare rezistoarelor, 
ondensatoarelor �si indu
tivit�at�ilor pro-prii sunt sume aritmeti
e dar termenii 
orespunz�atori indu
tivit�at�ilor mutuale se
onsider�a �̂n suma algebri
�a, 
onvent�ia de semn �ind semnul plus atun
i 
ând 
eidoi 
urent�i au a
eea�si pozit�ie fat��a de bornele polarizate (ambii intr�a sau ambii ies
a �̂n �gura 1.35.a, 1.35.b) �si semnul minus atun
i 
ând 
ei doi 
urent�i au pozit�iiinverse fat��a de bornele polarizate (unul intr�a �si altul iese 
a �̂n �gura 1.35.
) .32



1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT
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a. b. c.Fig. 1.35.PROBLEME1.4.1. S�a se reprezinte gra�
 variat�ia intensit�at�ii i �̂n fun
t�ie de tensiunea ula bornele rezistorului neliniar, pentru diverse sensuri de referint��a, pornind de lafaptul 
�a gra�
ul din �gura 1.4.1.a 
orespunde sensurilor din �gura 1.4.1.b.1.4.2. S�a se determine m�arimile ne
unos
ute 
orespunz�atoare rezistoarelorliniare din �gura 1.4.2.1.4.3. S�a se 
al
uleze tensiunea u(t) la bornele unei bobine ideale presu-punând 
�a ea este par
urs�a de unul din 
urent�ii:a) i(t) = I0sin(!t);b) i(t) = I0e�t=� ;
) i(t) = I0;da
�a 
uxul bobinei '(i) este dat de una din fun
t�iile:a) ' = a1 � ar
tga2i+ L0isin(!0t);b) ' = ia+ bjij;
) ' = a � th(bi);d) ' = L0i1 + �sin(!0t);e) ' = Li: 33



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE
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1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUITS�a se exprime tensiunea la bornele bobinei pentru 
ele patru modalit�at�i deaso
iere a sensurilor de referint��a ale tensiunii �si 
urentului. S�a se 
al
uleze pute-rea transferat�a pe la bornele bobinei.1.4.4. S�a se 
al
uleze intensitatea 
urentului ele
tri
 
e str�abate o bobin�aideal�a, da
�a a
easta are la borne tensiunea:a) u(t) = U0sin(!t);b) u(t) = U0e�t=� ;
) u(t) = U0;d) u(t) = 0;atun
i 
ând 
uxul bobinei '(i) este dat de una din fun
t�iile:a) ' = a � ar
tg(bi);b) ' = Li:S�a se 
al
uleze puterea transferat�a pe la bornele bobinei. S�a se dis
ute rezul-tatul �̂n fun
t�ie de 
onstanta de integrare.1.4.5. S�a se 
al
uleze intensitatea 
urentului 
e str�abate un 
ondensator idealalimentat la tensiunea:a) u(t) = U0sin(!t);b) u(t) = U0e�t=� ;
) u(t) = U0;atun
i 
ând sar
ina 
ondensatorului q(u) depinde de tensiunea u 
onform relat�ii-lor:a) q = a1 � ar
tg(a2u);b) q = au1 + �sin(!0t) ;
) q = Cu:S�a se 
al
uleze puterea transferat�a pe la bornele 
ondensatorului.1.4.6. S�a se 
al
uleze tensiunea la bornele unui 
ondensator str�abatut de
urentul:a) i(t) = I0sin(!t);b) i(t) = I0e�t=� ;
) i(t) = I0;d) i(t) = 0;presupunând 
�a sar
ina 
ondensatorului q(u) depinde de tensiune 
onformrelat�iilor:a) q = a1 � ar
tg(a2u);b) q = Cu:S�a se 
al
uleze puterea transferat�a pe la borne, dis
utându-se �̂n fun
t�ie de
onstanta de integrare. 35



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE1.4.7. S�a se 
al
uleze m�arimile ne
unos
ute la generatoarele ideale prezentate�̂n �gura 1.4.3.
V=?

E=2V J=2A

I=?

J=1A

I=?

J=?

I=2A
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U=20V

E=?

V=3VV=2V

E=5V

U=?

E=10V

U=?
a. b. c. d.

h.g.f.e.

1 2

Fig. 1.4.3.1.4.8. S�a se 
al
uleze puterile transferate pe la bornele generatoarelor din�gura 1.4.4 �si s�a se indi
e sensul a
estora.
E=2V

I=1A

U=2V

J=3A

E=5V

I=2A I=5A

E=-10V

J=-1A

U=5V

J=2A

U=3V

a. b. c.

d. e. f.Fig. 1.4.4.1.4.9. S�a se 
al
uleze tensiunile la bornele bobinelor liniare 
uplate magneti
prezentate �̂n �gura 1.4.5.1.4.10. S�a se studieze in
uent�a pe 
are o are asupra e
uat�iilor modi�
areapozit�iei unei borne polarizate la bobinele din �gura 1.4.5.1.4.11. S�a se 
al
uleze puterea absorbit�a de pere
hile de bobine 
uplate pre-zentate �̂n �gura 1.4.5. 36



1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT
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L

* Fig. 1.4.5.1.4.12. S�a se determine 
ondit�iile 
are trebuie �̂ndeplinit�a de indu
tivit�at�ileproprii �si mutuale ale unui sistem de bobine, astfel �̂n
ât energia aso
iat�a siste-mului s�a �e pozitiv�a, ori
are ar � semnele 
urent�ilor.1.4.13. S�a se 
al
uleze tensiunile la bornele bobinelor liniare 
uplate prezen-tate �̂n �gura 1.4.6, pentru:i1 = I01sin(!t); i2 = I02
os(!t);L1 = L2 = 0:1H; L12 = L1=2.
*

2

1 u

*

L1 L

12L

a.

*

1 2

1 u

*

L1 L

12L

u

b.

1i i i i

22
u

2 2Fig. 1.4.6.1.4.14. S�a se 
al
uleze intensit�at�ile 
urent�ilor prin bobinele liniare 
uplatedin �gura 1.4.6, pentru:u1 = U01sin(!t); u2 = U02
os(!t);L1 = L2 = 0:1H; L12 = L1=2.Problema va � rezolvat�a in dou�a variante:a) i1(0) = 0; i2(0) = 0;b) i1(0) = I10; i2(0) = I20.S�a se 
al
uleze puterea absorbit�a de sistemul de bobine.1.4.15. S�a se determine parametrii elementelor ideale ale ret�elelor din �gura1.4.7, �stiind 
�a a
este ret�ele admit drept grafuri de tensiune �si 
urent grafurile37



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICEreprezentate �̂n a
eea�si �gur�a. S�a se veri�
e bilant�ul puterilor.
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Fig. 1.4.7.1.4.16. S�a se determine generatoarele �̂n ex
es din ret�elele prezentate �̂n �-gura 1.4.8. Care sunt 
ondit�iile pe 
are trebuie s�a le �̂ndeplineas
�a parametriigeneratoarelor pentru 
a ret�elele s�a �e 
ompatibile ?1.4.17. Se 
onsider�a ret�elele prezentate �̂n �gura 1.4.9. Pentru �e
are ret�eas�a se determine un arbore �̂n ramurile 
�aruia se a
�a doar generatoare ideale detensiune. Apli
ând a doua teorem�a a lui Kir
hho�, s�a se determine tensiuniledin 
oarde. Prin apli
area e
uat�iilor de fun
t�ionare ale elementelor din 
oarde,s�a se determine 
urent�ii din 
oarbore �si apoi 
urent�ii din ramuri. S�a se veri�
ebilant�ul puterilor. 38



1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT
a. b. c.Fig. 1.4.8.1.4.18. Se 
onsider�a ret�elele prezentate �̂n �gura 1.4.11. Pentru �e
are ret�eas�a se determine un 
oarbore �̂n 
oardele 
�aruia se a
�a doar generatoare ideale de
urent. Prin apli
area primei teoreme a lui Kir
hho�, s�a se determine 
urent�ii dinarbore. Apli
ând e
uat�iile 
ara
teristi
e ale elementelor din ramuri s�a se 
al
u-leze tensiunile din arbore. S�a se determine tensiunile din 
oarbore. S�a se veri�
ebilant�ul puterilor.1.4.19. S�a se reprezinte grafurile 
omplete de tensiune �si 
urent ale ret�elelorreprezentate �̂n �gura 1.4.10. S�a se veri�
e bilant�ul puterilor. Pentru rezolvare seva folosi algoritmul 
onvenabil dintre 
ei prezentat�i �̂n problemele 1.4.9 �si 1.4.11.

39



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE
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1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT
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Capitolul 2Cir
uite ele
tri
e rezistive liniare2.1 Teoreme de e
hivalent��aBREVIARDou�a elemente dipolare de 
ir
uit ele
tri
 sunt e
hivalente da
�a au e
uat�ii
ara
teristi
e identi
e, respe
tiv da
�a elementele impun a
eea�si relat�ie �̂ntre ten-siunea la borne �si 
urentul prin element.
U 0

1∆
I 0

UG.R.

B

AI
∆

∆2

3

I

U

∆Fig. 2.1.Un element dipolar de 
ir
uit ele
tri
 se nume�ste generator real da
�a repre-zentarea gra�
�a a e
uat�iei 
ara
teristi
e �̂n planul U, I este o dreapt�a 
e interse
-teaz�a ambele axe (dreapta � �gura 2.1).Elementele rezistor liniar ideal, generator ideal de tensiune �si generator idealde 
urent sunt 
azuri limit�a ale generatorului real �si anume: dreapta �1 tre
eprin origine; dreapta �2 este paralel�a 
u axa 
urentului, respe
tiv dreapta �3paralel�a 
u axa tensiunii. În 
azul izolatorului perfe
t dreapta � se identi�
�a 
uaxa tensiunii, iar �̂n 
azul 
ondu
torului perfe
t ea se identi�
�a 
u axa 
urentului.Interse
t�ia dreptei 
ara
teristi
e a unui generator real 
u axele determin�a
ei doi parametri 
ara
teristi
i ai generatorului. Tensiunea de mers �̂n gol estetensiunea U0 = U(0) pentru un 
urent nul prin generator. Curentul de s
urt
ir
uit43



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREeste 
urentul I0 
e str�abate generatorul real atun
i 
ând tensiunea la bornele saleeste nul�a.Generatorul real admite s
hemele e
hivalente al
�atuite din elemente idealeprezentate �̂n �gura 2.2.
UU 2

U 1

a. b. c.

I

UG.R.

B

A

I 1

I 2

I
E

R

A

B

U

I

J
R

B

A

Fig. 2.2.Cir
uitul dipolar realizat dintr-un generator ideal de tensiune �̂nseriat 
u unrezistor (�g. 2.2.b) se nume�ste generator real de tensiune. Un generator realde tensiune 
ara
terizat de parametrii (E,R), �̂n 
are E se nume�ste tensiune ele
-tromotoare a generatorului real de tensiune, iar R se nume�ste rezistent��a intern�aa generatorului real de tensiune.Cir
uitul dipolar realizat dintr-un generator ideal de 
urent �̂n paralel 
u unrezistor (�g. 2.2.
) se nume�ste generator real de 
urent. Un generator realde 
urent este 
ara
terizat de parametrii (J,R) �̂n 
are J se nume�ste 
urentulele
tromotor al generatorului, iar R se nume�ste rezistent�a sa intern�a.Urm�atoarele a�rmat�ii permit evident�ierea e
hivalent�ei �̂ntre elementele intro-duse. Un generator real este e
hivalent 
u un generator real de tensiune da
�a ten-siunea de mers �̂n gol a generatorului real este egal�a 
u tensiunea ele
tromotoarea generatorului real de tensiune U0 = E iar rezistent�a intern�a a generatoruluireal de tensiune este egal�a 
u raportul dintre tensiunea de mers �̂n gol �si 
urentulde s
urt
ir
uit R = U0=I0. Pentru demonstrarea a
estei a�rmat�ii, este su�
ients�a se apli
e a doua teorem�a a lui Kir
hho� �̂n �gura 2.2.b:U = U1 + U2 = E �RI; (2.1)obt�inându-se e
uat�ia de fun
t�ionare a generatorului real de tensiune 
are esteo fun
t�ie a�n�a al 
�arei gra�
 este o dreapt�a 
e interse
teaz�a axele �̂n pun
teleU0 = E �si I0 = U0=R.Analizând e
uat�ia de fun
t�ionare (2.1) rezult�a 
�a un generator real de tensiunedegenereaz�a �̂ntr-un generator ideal de tensiune da
�a rezistent�a intern�a R = 0,sau poate degenera �̂ntr-un rezistor da
�a tensiunea ele
tromotoare E se anuleaz�a.Din a
est motiv se spune 
�a generatorul ideal de tensiune are rezistent�a intern�anul�a. 44



2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �AUn generator real este e
hivalent 
u un generator real de 
urent având 
urentulele
tromotor egal 
u 
urentul de s
urt
ir
uit al generatorului real �si rezistent�aintern�a egal�a 
u raportul dintre tensiunea de mers �̂n gol �si 
urentul de s
urt
ir
uitR = U0=I0. Pentru demonstrat�ie, se apli
�a prima teorem�a a lui Kir
hho� �̂n �gura2.2.
: I = I1 + I2 = J � UR; (2.2)obt�inându-se e
uat�ia de fun
t�ionare a generatorului real de 
urent, 
a o fun
t�iea�n�a al 
�arei gra�
 este o dreapt�a având t�aieturile : I0 = J �si U0 = RJ .Analizând relat�ia (2.2) rezult�a 
�a un generator real de 
urent poate degenera�̂ntr-un generator ideal de 
urent da
�a rezistent�a intern�a R ! 1 (
ondu
tant�aintern�a G = 1=R se anuleaz�a), sau poate degenera �̂ntr-un rezistor atun
i 
ândse anuleaz�a 
urentul ele
tromotor J = 0. Din a
est motiv se spune 
�a rezistent�aintern�a a unui generator ideal de 
urent este in�nit�a.Ca o 
onse
int��a a a
estor a�rmat�ii rezult�a teorema de e
hivalent��a dintreun generator real de tensiune �si un generator real de 
urent 
are a�rm�a
�a 
ir
uitele din �gura 2.2.b �si 2.2.
 sunt e
hivalente da
�a au a
eea�si rezistent��aintern�a �si da
�a: J = E=R;E = RJ: (2.3)Condit�ia de e
hivalent��a dintre 
ele dou�a generatoare este o 
onse
int��a a tranzi-tivit�at�ii relat�iei de e
hivalent��a sau poate � obt�inut�a prin identi�
area relat�iilorde fun
t�ionare (2.1) �si (2.2).Important�a pra
ti
�a a teoremelor de e
hivalent��a 
onst�a �̂n faptul 
�a, da
�a se�̂nlo
uie�ste �̂ntr-o ret�ea un element dipolar (sau o subret�ea dipolar�a) 
u un elemente
hivalent, atun
i 
urent�ii �si tensiunile din restul ret�elei nu se modi�
�a. A
east�aobservat�ie permite simpli�
area ret�elelor ele
tri
e prin trans�gur�ari su

esive.Generatoare reale de tensiune 
one
tate �̂n serie. Un grup de n genera-toare reale de tensiune 
u parametrii (Ek; Rk) k=1...n, 
one
tate �̂n serie (�g. 2.3)este e
hivalent 
u un generator real de tensiune având tensiunea ele
tromotoare:E = nXk=1Ek (2.4)�si rezistent�a intern�a: R = nXk=1Rk: (2.5)Suma (2.4) este algebri
�a, �̂n sensul 
�a se tre
 
u plus termenii Ek da
�a aua
ela�si sens 
u tensiunea ele
tromotoare e
hivalent�a E �si se tre
 
u minus tensiu-nile ele
tromotoare 
are au sens opus.T� inând 
ont 
�a un generator real de tensiune degenereaz�a �̂ntr-un rezistor idealsau �̂ntr-un generator ideal da
�a E=0 sau respe
tiv da
�a R=0, rezult�a 
�a relat�ia45



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE
E 2E 1 E n R nR 2R 1

A B
a.

E R

A B
b.Fig. 2.3.(2.4) permite 
al
ulul tensiunii ele
tromotoare e
hivalente �̂n 
azul generatoarelorideale 
one
tate �̂n serie, iar relat�ia (2.5) permite 
al
ulul rezistent�ei e
hivalente�̂n 
azul rezistoarelor 
one
tate �̂n serie.Generatoare reale de tensiune 
one
tate �̂n paralel. Un grup de n gene-ratoare reale de tensiune 
u parametrii (Ek; Rk), k=1...n, 
one
tate �̂n paralel (�g.2.4) este e
hivalent 
u un generator de tensiune având tensiunea ele
tromotoare:E = nXk=1 EkRknXk=1 1Rk (2.6)�si rezistent�a intern�a: R = 1nXk=1 1Rk : (2.7)Suma de la num�ar�atorul relat�iei (2.6) este algebri
�a, �̂n sensul 
�a se tre
 
uplus tensiunile ele
tromotoareEk da
�a au a
ela�si sens 
u tensiunea ele
tromotoaree
hivalent�a E �si se tre
 
u minus tensiunile ele
tromotoare 
are au sensuri opusetensiunii ele
tromotoare e
hivalente.

A A

B B

R 1 R 2

E 2E 1

R n

E n

a. b.

R

EFig. 2.4.Relat�ia (2.6) exprim�a faptul 
�a tensiunea ele
tromotoare e
hivalent�a E este46



2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �Amedia ponderat�a a tensiunilor Ek 
u ponderile Gk = 1=Rk:E = nXk=1EkGknXk=1Gk : (2.8)Cu notat�ia G = 1=R, rezult�a pentru 
ondu
tant�a intern�a expresia:G = nXk=1Gk; (2.9)1R = nXk=1 1Rk : (2.10)Prezint�a interes pra
ti
 urm�atoarele 
azuri parti
ulare:a) rezistoare 
one
tate �̂n paralel (Ek=0):G = nXk=1Gk; E = 0; (2.11)b) rezistent�e interne egale (Rk = R0):E = 1n nXk=1Ek; R = R0n ; (2.12)situat�ie �̂n 
are tensiunea ele
tromotoare e
hivalent�a este media aritmeti
�a a ten-siunilor ele
tromotoare Ek, iar rezistent�a intern�a este de n ori mai mi
�a de
ât 
eaa �e
�arui rezistor;
) una din rezistent�ele interne nul�a (R1 = 0; G1 !1):E = E1; R = 0; (2.13)d) mai multe rezistent�e interne nule genereaz�a o nedeterminare 
e se expli
�aprin faptul 
�a ret�eaua este in
ompatibil�a da
�a tensiunile ele
tromotoare suntdiferite;e) 
azul a dou�a surse 
one
tate �̂n paralel (n=2):E = E1R2 + E2R1R1 +R2 ; R = R1R2R1 +R2 : (2.14)Din 
azul parti
ular 
 rezult�a 
�a un generator ideal de tensiune ele
tromotoareE, 
one
tat �̂n paralel 
u un generator real, este e
hivalent 
u generatorul ideal detensiune ele
tromotoare E. A�rmat�ia este valabil�a �si pentru 
ondu
torul perfe
tdeoare
e a
esta este un 
az parti
ular de generator ideal de tensiune (�g. 2.7.a).47



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREGeneratoare reale de 
urent 
one
tate �̂n paralel. Un grup de n gene-ratoare reale de 
urent 
u parametrii (Jk; Rk), k=1...n, 
one
tate �̂n paralel (�g.2.5) este e
hivalent 
u un generator real de 
urent având 
urentul ele
tromotor:J = nXk=1 Jk (2.15)�si 
ondu
tant�a intern�a: G = nXk=1Gk; (2.16)sau e
hivalent 1R = nXk=1 1Rk : (2.17)Suma (2.15) este o sum�a algebri
�a, �̂n 
are termenii Jk se tre
 
u plus da
�a aua
ela�si sens fat��a de 
urentul ele
tromotor e
hivalent J �si 
u minus �̂n 
az 
ontrar.
R 1 R 2

J 1 J 2

R n

J n

R

B

A

b.

J

A

B a. Fig. 2.5.T� inând 
ont 
�a un generator real de 
urent degenereaz�a �̂ntr-un generatorideal de 
urent atun
i 
ând Gk = 0 (Rk ! 1), rezult�a 
�a relat�ia (2.15) poate� utilizat�a la 
al
ulul 
urentului ele
tromotor e
hivalent generatoarelor ideale de
urent 
one
tate �̂n paralel.Generatoare reale de 
urent 
one
tate �̂n serie. Un grup de n genera-toare reale de 
urent 
u parametrii (Jk; Rk), k=1...n, 
one
tate �̂n serie (�g. 2.6),este e
hivalent 
u un generator real de 
urent având 
urentul ele
tromotor:J = nXk=1 JkRknXk=1Rk (2.18)�si rezistent�a intern�a: R = nXk=1Rk: (2.19)48



2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �ASuma de la num�ar�atorul relat�iei (2.18) este o sum�a algebri
�a �̂n sensul 
�a setre
 
u plus 
urent�ii Jk da
�a sunt �̂n sensul 
urentului e
hivalent J �si 
u minus�̂n 
az 
ontrar.
J 2J 1

R 2R 1

J n

R n

A B
R

J

b.a.

A BFig. 2.6.Relat�ia (2.18) exprim�a faptul 
�a, pentru generatorul e
hivalent, 
urentul ele
-tromotor este media ponderat�a a 
urent�ilor ele
tromotori Jk, având drept ponderirezistent�ele Rk.Se 
onstat�a 
�a, atun
i 
ând se 
onsider�a n generatoare ideale de 
urent �̂nserie (Rk !1), relat�ia (2.18) genereaz�a o nedeterminare 
are poate � expli
at�aprin faptul 
�a a
est 
ir
uit este in
ompatibil pentru 
urent�i ele
tromotori diferit�i.Da
�a un singur generator are rezistent�a intern�a in�nit�a (este generator ideal),atun
i 
urentul ele
tromotor e
hivalent este egal 
u 
urentul ele
tromotor al a
es-tui generator iar rezistent�a intern�a e
hivalent�a este in�nit�a. Rezult�a 
�a un ge-nerator ideal de 
urent J 
one
tat �̂n serie 
u un generator real este e
hivalent
u generatorul ideal de 
urent J (�g. 2.7.b). A�rmat�ia este valabil�a �si pentruizolatorul perfe
t 
are este un 
az limit�a al generatorului ideal de 
urent.
E

A

B

a.

G.R.

A

B

E

JA B
b.

G.R.
BA

JFig. 2.7.În anumite situat�ii, 
on
eptul de element dipolar de 
ir
uit nu este su�
ient �sieste ne
esar�a utilizarea elementului multipolar de 
ir
uit ele
tri
, de�nit 
a un do-meniu spat�ial 
e intera
t�ioneaz�a ele
tri
 
u exteriorul prin intermediul a n borne.Cara
terizarea st�arii unui multipol se fa
e 
u ajutorul 
elor n 
urent�i I1, I2,...,In,unde k=1...n, inje
tat�i �̂n borne �si a 
elor (n-1) tensiuni U1n, U2n,...,Un�1;n.E
hivalent�a �̂ntre doi multipoli trebuie �̂nt�eleas�a �̂n sensul 
�a ei impun a
eea�sirelat�ie �̂ntre 
urent�ii �si tensiunile la borne.49



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREE
hivalent�a stea-poligon 
omplet. Condit�ia 
a un multipol 
u n borne,
u o stru
tur�a intern�a �̂n stea (�g. 2.8.a), s�a �e e
hivalent la borne 
u un multipolavând stru
tura intern�a de tip poligon 
omplet (�g. 2.8.b) este:Gkj = GkGjnXi=1Gi ; (2.20)Ekj = Ek � Ej: (2.21)
j nE

R j n

E k jR k j

1jR

E j 1

R k n

E k n

E 1k

R 1k

E n1

I j

I n

I k

R n1

I 1

(k)

(1)

(n)

(j)
b.

R 1

I 1

R n

E n
E 1

I k

I n

E j

R j

R k

E k

U k j

(1)

(j)
a.

(n)

I j

(k)Fig. 2.8.Relat�iile (2.20), (2.21) permit trans�gurarea unei stele �̂ntr-un poligon 
ompletprin eliminarea nodului 
entral. În 
azul �̂n 
are steaua este pasiv�a (nu 
ont�inegeneratoare) atun
i �si poligonul va � pasiv �si va avea �̂ntre nodurile k �si j unrezistor de 
ondu
tant��a Gkj = 1=Rkj , a 
�arei valoare se 
al
uleaz�a 
u relat�ia(2.20).Valorile date de relat�ia (2.21) pentru tensiunile ele
tromotoare ale poligo-nului nu sunt singurele posibile, problema trans�gur�arii din stea a
tiv�a �̂n poligon
omplet a
tiv neavând solut�ie uni
�a.În 
azul parti
ular n=3 trans�gurarea stea-triunghi se fa
e 
u relat�iile:G12 = G1G2G1 +G2 +G3 ; E12 = E1 � E2;G23 = G2G3G1 +G2 +G3 ; E23 = E2 � E3; (2.22)G31 = G3G1G1 +G2 +G3 ; E31 = E3 � E1;50



2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �Asau �̂n fun
t�ie de rezistent�e:R12 = R1R2 +R2R3 +R3R1R3 ;R23 = R1R2 +R2R3 +R3R1R2 ; (2.23)R31 = R1R2 +R2R3 +R3R1R1 :Da
�a rezistent�ele din brat�ele stelei sunt egale atun
i R� = 3RY .Problema trans�gur�arii stea-poligon 
omplet are totdeauna solut�ie pe 
ândproblema invers�a a trans�gur�arii poligon-stea are solut�ie doar �̂n 
azul parti
ularn=3.Pentru trans�gurarea triunghi-stea (�g. 2.9) se apli
�a relat�iile:R1 = R31R12R12 +R23 +R31 ; J1 = J12 � J31;R2 = R12R23R12 +R23 +R31 ; J2 = J23 � J12; (2.24)R3 = R23R31R12 +R23 +R31 ; J3 = J31 � J23:
12J 3 1J

32J

32R 3 1R
12R

(1)

(2) (3)

a.

R2

R1J 2
J 1

J 3

R3

(2) (3)

(1)

b.Fig. 2.9.Faptul 
�a ori
e stea poate � trans�gurat�a �̂n poligon 
omplet are important��adeoare
e �̂n a
est fel ori
e nod al unei ret�ele poate � eliminat �si, prin trans�gur�arirepetate, ori
e ret�ea ele
tri
�a poate � redus�a, fat��a de dou�a borne, la un generatore
hivalent. A
east�a metod�a 
are permite 
al
ulul 
urentului 
e str�abate o la-tur�a a unui 
ir
uit prin redu
erea restului 
ir
uitului la generatorul e
hivalent 
ealimenteaz�a a
ea latur�a se nume�stemetoda generatoarelor e
hivalente. Pen-tru 
al
ulul 
urent�ilor �si tensiunilor din 
elelalte laturi ale 
ir
uitului se par
urgedrumul invers, 
al
ulând din aproape �̂n aproape tensiunile �si 
urent�ii.51



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREMetoda generatoarelor e
hivalente este e�
ient�a, mai ales atun
i 
ând laturilesunt 
one
tate serie, paralel �si intereseaz�a 
urentul printr-o singur�a latur�a.Pentru exploatarea rezultatelor obt�inute �̂n a
est�a metod�a sunt utilizate rela-t�iile prezentate �̂n 
ontinuare.Relat�ia divizorului de tensiune permite 
al
ulul tensiunilor la bornele adou�a rezistoare R1 �si R2, 
one
tate �̂n serie, �̂n fun
t�ie de tensiunea total�a apli
at�a(�g. 2.10a). U1 = U R1R1 +R2 ;U2 = U R2R1 +R2 : (2.25)
R 1

R 1

R 2

R 2

U 2

U 1
I 1 I 2

U

I

a. b.Fig. 2.10.Relat�ia divizorului de 
urent permite 
al
ulul 
urent�ilor 
e str�abat dou�arezistoareR1 �siR2, 
one
tate �̂n paralel, �̂n fun
t�ie de 
urentul total I (�g. 2.10.b).I1 = I R2R1 +R2 ;I2 = I R1R1 +R2 : (2.26)Observat�ii asupra relat�iilor de e
hivalent��a:Relat�iile de e
hivalent��a �̂ntre ret�elele ele
tri
e pot � de mai multe feluri, �̂ntrea
este relat�ii putându-se stabili 
hiar o ordine, unele �ind mai �ne, altele maigrosiere.Relat�ia de e
hivalent��a 
ea mai �n�a este exempli�
at�a de 
ir
uitele din �gura2.11.a �si 2.11.b. Cele dou�a 
ir
uite au a
eea�si matri
e de apartenent��a a laturilorla noduri �si au a
elea�si elemente pe laturile 
orespondente. Cele dou�a ret�ele nupot � deosebite una de 
ealalt�a �̂n teoria 
ir
uitelor, a
east�a relat�ie de e
hivalent��a�ind o relat�ie de identitate. 52



2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �ACir
uitul reprezentat �̂n �gura 2.11.
 se deosebe�ste de 
el din �gura 2.11.aprin faptul 
�a numerotarea laturilor este f�a
ut�a �̂n alt mod, f�ar�a 
a sensurilede referint��a, 
onexiunea sau elementele din laturi s�a �e s
himbate. Cir
uitul din�gura 2.11.
 este e
hivalent 
u 
el din �gura 2.11.a, dar 
u o relat�ie de e
hivalent��amai slab�a de
ât identitatea de�nit�a anterior. În a
est nou 
az, dou�a 
ir
uite se
onsider�a e
hivalente da
�a matri
ea de in
ident��a a unuia se obt�ine din matri
eade in
ident��a a 
eluilalt prin permutarea 
oloanelor.Un al treilea tip de e
hivalent��a, mai slab de
ât 
ele anterioare, este evident�iat�̂n 
ir
uitul din �gura 2.11.d, 
are se deosebe�ste de 
ir
uitul din �gura 2.11.a prinordinea adoptat�a la numerotarea laturilor, dar mai ales prin faptul 
�a sensurilede referint��a ale laturilor nu 
oin
id la laturile 
orespondente. În a
est 
az matri-
ile de in
ident��a pentru grafurile neorientate (obt�inute prin eliminarea semnelorelementelor matri
ilor de in
ident��a) sunt �e egale, �e se obt�in una din alta prinpermut�arile 
oloanelor.
R c

R a R b+

R a R b+
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R b R c

E E
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d. e. f.

R a

R b
-U c JE

j.

a. b. c.
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R c
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R c
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R c
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R c

E JR a

R c

R b

-E J

R b

R a

R c

I 3

I 2I 1 E
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h.

i.

g. Fig. 2.11.Din pun
tul de vedere al generatoarelor, se poate de�ni o nou�a relat�ie de53



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREe
hivalent��a pornind de la observat�ia 
�a s�ageata tensiunii ele
tromotoare �si dublas�ageat�a a 
urentului ele
tromotor �̂�si pot s
himba sensurile, 
u 
ondit�ia s�a ses
himbe semnul parametrului E sau J iar 
urent�ii �si tensiunile 
ir
uitului nu semodi�
�a. Din a
est pun
t de vedere 
ir
uitul din �gura 2.11.a �si 
el din �gura2.11.e sunt e
hivalente.O alt�a relat�ie de e
hivalent��a �̂ntre 
ir
uite se poate obt�ine da
�a se 
onsi-der�a 
�a o 
las�a de e
hivalent��a 
ont�ine toate 
ir
uitele 
e difer�a unul de 
el�alalt,doar printr-o subret�ea (eventual dipolar�a), iar toate 
ir
uitele dintr-o 
las�a dee
hivalent��a au a
elea�si tensiuni �si a
eia�si 
urent�i �̂n exteriorul subret�elei trans�-gurate.Da
�a o 
las�a de e
hivalent��a se desparte �̂n sub
lase la 
are 
ondit�ia de e
hiva-lent��a este 
a suma puterilor 
onsumate de rezistoare s�a �e a
eea�si, atun
i seobt�ine o relat�ie de e
hivalent��a mai �n�a.De exemplu, 
ir
uitele din �gurile 2.11.a, f, g �si h sunt e
hivalente �̂n sensulde�nit anterior, subret�eaua trans�gurat�a �ind latura din stânga 
ir
uitului. Da
�a�̂n 
ondit�ia de e
hivalent��a se impune 
a puterea 
onsumat�a s�a nu se modi�
e,atun
i 
ir
uitele a, f, g sunt e
hivalente, �̂n s
himb 
ir
uitul h fa
e parte din alt�a
las�a de e
hivalent��a.Dintre e
hivalent�ele pe la borne evident�iate de teoremele prezentate anterior,numai e
hivalent�ele de�nite de generatoarele de tensiune serie �si generatoarelede 
urent paralel satisfa
 
ondit�ia 
�a elementul e
hivalent disip�a a
eea�si putere�̂n rezistoare 
a elementele init�iale. A
east�a 
ondit�ie nu este �̂ndeplinit�a �̂n 
azule
hivalent�ei generator de tensiune - generator de 
urent, sau al e
hivalent�elorde�nite de generatoarele de tensiune paralel - generatoarele de 
urent serie.Din a
eea�si 
ategorie de relat�ii de e
hivalent��a fa
e parte �si e
hivalent�a indus�ade teorema lui Vas
hy (enunt�at�a �̂n paragraful 3.5). Cir
uitul din �gura 2.11.ieste e
hivalent 
u 
ir
uitul din �gura 2.11.a, nodul superior �ind e
hivalent 
usteaua 
elor trei generatoare.Un ultim fel de relat�ie de e
hivalent��a este generat de teorema substitut�iei(�g. 2.11.j). Spre deosebire de e
hivalent�ele anterioare, 
ele generate de teoremasubstitut�iei sunt mai slabe, deoare
e 
urent�ii din 
ele dou�a 
ir
uite, init�ial e
hi-valente, nu se mai p�astreaz�a egali da
�a parametrul unui element de 
ir
uit semodi�
�a simultan la 
ele dou�a 
ir
uite (�g. 2.11.a, j).
54



2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �APROBLEME2.1.1. S�a se determine generatorul real de tensiune e
hivalent generatoruluidin �gura 2.1.1 �si s�a se reprezinte gra�
 e
uat�ia sa de fun
t�ionare.2.1.2. S�a se determine generatorul real de 
urent e
hivalent generatorului din�gura 2.1.2 �si s�a se se reprezinte gra�
 e
uat�ia sa de fun
t�ionare.2.1.3. S�a se demonstreze 
�a e
uat�ia de fun
t�ionare a elementului dipolarreprezentat �̂n �gura 2.1.3 nu depinde de pozit�ia 
omutatorului K.
20

B

A

5A ΩFig. 2.1.1. A

B

20V

Ω5Fig. 2.1.2. E

R
J

b

aK

B

AFig. 2.1.3.2.1.4. S�a se determine generatoarele e
hivalente dipolului din �gura 2.1.4.a,a 
�arui e
uat�ie de fun
t�ionare este reprezentat�a gra�
 �̂n �gurile 2.1.4.b-h.
h.g.f.e.

a. b. c. d.
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10V
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-2A
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U

I

I
10mV

100nA
U

Fig. 2.1.4.2.1.5. S�a se determine generatoarele e
hivalente dipolului din �gura 2.1.5 a
�arui e
uat�ie de fun
t�ionare se 
onsider�a reprezentat�a gra�
 �̂n �gurile 2.1.4.b-h.2.1.6. S�a se demonstreze relat�iile (2.5) - (2.10).55



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE
UI

A

BFig. 2.1.5.2.1.7. S�a se demonstreze relat�iile (2.18) �si (2.19).2.1.8. S�a se demonstreze relat�iile (2.20) �si (2.21.2.1.9. S�a se demonstreze relat�iile (2.24).2.1.10. S�a se determine generatoarele reale de 
urent �si de tensiune e
hiva-lente elementelor dipolare reprezentate �̂n �gura 2.1.6.
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R 1

R 2

J

c.

E
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B

R 1

R 2

E
J

b.

A BFig. 2.1.6.2.1.11. Se 
onsider�a pe rând toate 
ombinat�iile de 
âte dou�a elemente dinlista prezentat�a �̂n �gura 2.1.7. S�a se determine e
uat�ia de fun
t�ionare �si s
hemae
hivalent�a a pere
hii de elemente 
onsiderate, 
one
tate �̂n serie.
R

a.

E

b.

J

c. d.

e.

R 1
E 1

f.

R 2

J 2

g.Fig. 2.1.7.56



2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �A2.1.12. S�a se rezolve problema 2.1.11 
onsiderând elementele 
one
tate �̂nparalel.2.1.13. S�a se 
al
uleze rezistent�a e
hivalent�a �̂ntre bornele A �si B pentruret�elele rezistive din �gura 2.1.10.2.1.14. S�a se determine rezistent�ele e
hivalente �̂ntre pere
hile de borne A-B,B-C, A-C pentru 
ir
uitele reprezentate �̂n �gurile 2.1.8.a-f.
R 2R 2

R 1
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A B C
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e.
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R
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BA RR
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R BA

R
R

R

R
R R

R
R

C

BAFig. 2.1.8.2.1.15. S�a se 
al
uleze rezistent�a RAB pentru diferite pozit�ii ale 
omutatoa-relor din 
ir
uitul reprezentat �̂n �gura 2.1.9.
K

KA

B

1
2

3KR

R
R

RR

R

R

RFig. 2.1.9.2.1.16. S�a se determine generatoarele e
hivalente fat��a de bornele A �si B aleret�elelor din �gurile 2.1.11 �si 2.1.12. 57
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2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE
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g. h.Fig. 2.1.12.2.1.17. S�a se 
al
uleze rezistent�ele e
hivalente �̂ntre bornele A �si B pentru
ir
uitele in�nite din �gura 2.1.13.
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2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �A2.1.18. S�a se determine generatoarele e
hivalente de 
urent fat��a de pere
hilede borne A-B, B-C, A-C pentru 
ir
uitele din �gura 2.1.14.
C

A

E R

J
B

A B

C
20V

10V

Ω20
1A

Ω20
10

20V

10

b. c.
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B
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Ω10

C

A

Ω
Ω

1A

10V

!0

Fig. 2.1.14.2.1.19. S�a se determine generatoarele e
hivalente de tensiune fat��a de pere-
hile de borne A-B, B-C, A-C pentru 
ir
uitele din �gura 2.1.14.2.1.20. S�a se 
al
uleze rezistent�a e
hivalent�a �̂ntre bornele A �si B apli
ând
on�gurarea stea-poligon �̂n 
ir
uitele din �gurile 2.1.15.a-
.
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a. b. c.Fig. 2.1.15.2.1.21. S�a se determine generatorul e
hivalent �̂ntre bornele A �si B apli
ând61



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREtrans�gurarea stea-poligon �̂n 
ir
uitele din �gurile 2.1.16.a-
.
10V

10

10

10

10 20

Ω
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ΩΩ
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10 Ω

BA
Ω10

10 Ω Ω10

10V

b.
a.

c.Fig. 2.1.16.2.1.22. S�a se trans�gureze 
ir
uitele triunghi reprezentate �̂n �gura 2.1.17 �̂n
ir
uite stea.2.1.23. S�a se determine generatoarele e
hivalente de 
urent �si tensiune fat��ade bornele A �si B pentru 
ir
uitele din �gura 2.1.18.2.1.24. S�a se determine intensit�at�ile 
urent�ilor �si tensiunile la 
ir
uitele din�gura 2.1.19, prin 
al
ulul rezistent�ei e
hivalente la bornele generatorului �si apoi
u ajutorul relat�iilor divizorului de 
urent �si de tensiune.2.1.25. Fie grafurile prezentate �̂n �gura 2.1.20. S�a se prezinte lista trans�-gur�arilor serie, paralel sau stea-poligon 
e trebuie efe
tuate pentru a redu
e grafulla o latur�a �̂ntre dou�a noduri. Se vor 
onsidera pe rând diferite pere
hi de noduri.2.1.26. Apli
ând metoda generatoarelor e
hivalente, s�a se 
al
uleze intensi-tatea 
urentului I pentru 
ir
uitele din �gura 2.1.21. Pornind de la 
urentul I s�ase determine apoi 
eilalt�i 
urent�i.2.1.27. Fie dou�a rezistoare având rezistent�ele R1 �si R2 
one
tate �̂n serie. S�ase 
al
uleze �si s�a se reprezinte gra�
 eroarea relativa "r(R1) = (Ra�Re)=Re 
e se62



2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �A
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Fig. 2.1.17.fa
e asupra rezistent�ei e
hivalente Re atun
i 
ând se presupune �̂n 
ir
uit numairezistent�a Ra=R2.2.1.28. Fie dou�a rezistoare având rezistent�ele R1 �si R2, 
one
tate �̂n paralel.S�a se 
al
uleze �si s�a se reprezinte gra�
 eroarea relativ�a "r(R1) = (Ra � Re)=Re
e se fa
e asupra rezistent�ei e
hivalente Re atun
i 
ând se presupune �̂n 
ir
uitnumai rezistent�a Ra=R2.2.1.29. T� inând seama de solut�ia problemelor 2.1.27 �si 2.1.28, s�a se 
al
ulezevaloarea aproximativ�a a rezistent�ei e
hivalente �̂ntre bornele A �si B �̂n 
ir
uiteledin �gura 2.1.22.2.1.30. Fie un generator real de tensiune 
u parametrii (E,r) la bornele 
�aruiaeste 
one
tat�a o rezistent��a de sar
in�a R. S�a se 
al
uleze eroarea relativ�a 
e se fa
easupra 
urentului de sar
in�a "I = (I� Ia)=I �si asupra tensiunii "U = (U �Ua)=U�si s�a se reprezinte gra�
 a
este erori �̂n fun
t�ie de rezistent�a R, atun
i 
ând se�̂nlo
uie�ste generatorul real 
u un generator ideal 
u tensiune ele
tromotoare E(se neglijeaz�a rezistent�a intern�a r 
a �̂n �gura 2.1.23.b).2.1.31. Fie un generator real de 
urent 
u parametrii (J,r), la bornele 
�aruiaeste 
one
tat�a o rezistent��a de sar
in�a R. S�a se 
al
uleze eroarea relativ�a 
e se fa
easupra 
urentului de sar
in�a "I = (I� Ia)=I �si asupra tensiunii "U = (U �Ua)=U�si s�a se reprezinte gra�
 a
este erori �̂n fun
t�ie de 
ondu
tant�a de sar
in�a G=1/R,atun
i 
ând se �̂nlo
uie�ste generatorul real de 
urent 
u un generator ideal de 
u-rent (se neglijaz�a 
ondu
tant�a intern�a 
a �̂n �gura 2.1.24.b).2.1.32. Fie un generator real având tensiunea de mers �̂n gol U0=10V �si 
u-rentul de s
urt
ir
uit I0=10mA. S�a se determine valorile rezistent�elor de sar
in�a63
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2.1. TEOREME DE ECHIVALENT� �A
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a. b.Fig. 2.1.24.R 
e pot � 
one
tate la bornele a
estui generator pentru 
a eroarea de aproximare�̂ntre a
est dipol �si un generator ideal de tensiune s�a �e mai mi
�a de
ât 1%.2.1.33. În 
e 
ondit�ii referitoare la rezistent�a R generatorul din problema2.1.32 poate � aproximat 
u un generator ideal de 
urent, astfel �̂n
ât eroarearelativ�a s�a �e mai mi
�a de
ât 1% ?2.1.34. S�a se determine relat�iile aproximative ale divizorului de tensiune�si de 
urent apli
abile �̂n 
azul �̂n 
are 
ele dou�a rezistent�e satisfa
 inegalitateaR1 � R2. Care este eroarea de 
al
ul 
e apare atun
i 
ând se opereaz�a 
u a
esterelat�ii ?2.1.35. S�a se determine generatoarele ideale 
e pot aproxima fun
t�ionareageneratoarelor reale din �gura 2.1.25.2.1.36. S�a se 
al
uleze valorile aproximative ale 
urent�ilor �si tensiunilor din
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.1.26. 67
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2.2. METODA ECUAT�IILOR LUI KIRCHHOFF2.2 Metoda e
uat�iilor lui Kir
hho�BREVIARProblema fundamental�a a analizei unui 
ir
uit ele
tri
 rezistiv 
onst�a �̂ndeterminarea intensit�at�ii 
urent�ilor Ik, pentru k=1,...,L �si a tensiunilor Uk, pentruk=1,...,L �̂n toate laturile, 
onsiderând 
unos
ut�a topologia 
ir
uitului (s
hemaele
tri
�a) �si parametrii elementelor Rk; Ek; Jk, pentru k=1,...,L.Pentru determinarea parametrilor topologi
i L �si N este ne
esar�a de�nirea
on
eptului de latur�a �si a 
elui de nod. Într-o prim�a a

ept�iune se va �̂nt�elegeprin latur�a un element ideal de 
ir
uit, iar prin nod se �̂nt�elege o born�a la 
are
on
ur�a 
el put�in dou�a laturi. În a
east�a a

ept�iune pentru 
ir
uitul din �gura2.11.a parametrii topologi
i sunt L0 = 5; N0 = 4:O alt�a a

ept�iune este a
eea �̂n 
are latura este 
onsiderat�a 
a o mult�ime deelemente ideale 
one
tate �̂n serie, iar prin nod se �̂nt�elege o born�a la 
are 
on
ur�a
el put�in trei laturi. În a
east�a a

ept�iune, 
ir
uitul din �gura 2.11.a areL1 = 3 laturi �si N1 = 2 noduri.Un alt mod �̂n 
are este posibil�a de�nirea a
estor 
on
epte 
onst�a �̂n a

eptarea
a latur�a, �e a generatorului real de tensiune (�g. 2.12.a), 
are poate degenera�̂n generator ideal de tensiune atun
i 
ând R = 0 sau �̂n rezistor 
ând E = 0,�e latura de tip generator real de 
urent (�g. 2.12.b), 
are poate degenera �̂ngenerator ideal de 
urent atun
i 
ând G = 0. În a
east�a a

ept�iune 
ir
uitul din�gura 2.11.a are L2 = 3 laturi �siN2 = 3 noduri. O modalitate e�
ient�a de de�nirea laturii standard este 
ea din �gura 2.12.
, �̂n 
are rezistorul este 
ara
terizatprin rezistent�a R sau 
ondu
tant�a G.
R K

G K
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J K

IK

K
U

I

K

J K

G
K

U K

R IK
K

K
E

U K

a. b. c.Fig. 2.12.Se 
onstat�a 
�a parametrii topologi
i L �si N ai unui 
ir
uit depind de tipul latu-rii standard adoptate �̂n de�nirea 
on
eptului de latur�a. Pentru analiza ret�elelorrezistive liniare 
u metoda general�a a e
uat�iilor lui Kir
hho� se rezolv�a un sistemformat din 2L e
uat�ii algebri
e liniare, a 
�arui solut�ie reprezint�a 
urent�ii Ik �sitensiunile Uk din laturile ret�elei. A
est sistem este al
�atuit din (N � 1) e
uat�ii69



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREindependente 
e reprezint�a prima teorem�a a lui Kir
hho�, (L � N + 1) e
uat�iiindependente 
e reprezint�a a doua teorem�a a lui Kir
hho�:algXk2(n) Ik = 0; n = 1; 2; :::; (N � 1); (2.27)algXk2[b℄Uk = 0; b = 1; 2; :::; (L�N + 1); (2.28)iar restul de L e
uat�ii reprezint�a e
uat�iile de fun
t�ionare ale laturilor ret�elei,respe
tiv pentru laturile de tip generator real de tensiune (�g. 2.12.a):Uk = RkIk � Ek; (2.29)iar pentru laturile de tip generator real de 
urent (�g. 2.12.b):Ik = Jk + GkUk: (2.30)Sub form�a matri
eal�a, e
uat�iile (2.27)-(2.30) devin:Ai = 0;Bu = 0;�i+ �u = 
; (2.31)�̂n 
are A este matri
ea redus�a de apartenent��a a laturilor la noduri, B este ma-tri
ea de apartenent��a a laturilor la bu
lele fundamentale, i este ve
torul 
oloan�aal 
urent�ilor, u este ve
torul 
oloan�a al tensiunilor, iar �, � �si 
 sunt matri
i 
e
ont�in parametrii elementelor de 
ir
uit.Datorit�a dimensiunii mari a sistemului de e
uat�ii de mai sus, �si anume 2Le
uat�ii 
u tot atâtea ne
unos
ute, a
east�a metod�a nu este utilizat�a �̂n 
al
ululmanual. Pentru mi
�sorarea dimensiunii sistemului se utilizeaz�a urm�atoarele dou�avariante ale metodei e
uat�iilor lui Kir
hho�: analiza ret�elelor �̂n raport 
u 
urent�ii�si analiza �̂n raport 
u tensiunile.Analiza ret�elelor �̂n raport 
u intensit�at�ile 
urent�ilor se fa
e eliminândtensiunile din sistemul (2.27)-(2.29):algXk2(n) Ik = 0; (2.32)algXk2[b℄RkIk + algXk2[b℄Uk = algXk2[b℄Ek; (2.33)unde: n=1, 2, ..., (N-1) �si b=1, 2, ..., (L-N+1). Sistemul obt�inut are L e
uat�ii
u L ne
unos
ute �si anume 
urent�ii din laturi I1; I2; :::; IL, 
u ex
ept�ia 
urent�ilor70



2.2. METODA ECUAT�IILOR LUI KIRCHHOFFdin generatoarele ideale de 
urent prin 
are 
urent�ii sunt 
unos
ut�i Ik = �Jk dartensiunile Uk la borne sunt ne
unos
ute. E
uat�ia (2.33) poart�a numele de a douateorem�a a lui Kir
hho� sub form�a parti
ular�a. Cele trei sume 
e intervin�̂n relat�ia (2.33) sunt algebri
e, �̂n sensul 
�a termenii respe
tivi se adaug�a 
u plusda
�a sensurile de referint��a ale 
urentului Ik, ale tensiunii la bornele generatoarelorde 
urent Uk, respe
tiv ale tensiunii ele
tromotoare Ek ale generatoarelor idealede tensiune 
oin
id 
u sensul de par
urs al o
hiului (I1, I4, U2 �si E3 �̂n �gura2.13) �si se adaug�a 
u minus �̂n 
az 
ontrar (I3, U5 �si E4 �̂n �gura 2.13).
U

E
R

I

E

R

I

UI

R

5

4

4
4

3

3

3

21

1

Fig. 2.13.Pentru s
rierea sub form�a matri
eal�a a e
uat�iilor referitoare la 
urent�i, se
onsider�a 
�a ret�eaua 
ont�ine NGC generatoare de 
urent. Da
�a laturile se nu-meroteaz�a astfel �̂n
ât generatoarele de 
urent s�a �e situate pe ultimele laturi,atun
i e
uat�iile (2.31) se pot s
rie sub forma:Ai = �A1...A2� " i1i2 # = 0; (2.34)Bi = �B1...B2� " u1u2 # = 0; (2.35)�̂n 
are ve
torul 
oloan�a al 
urent�ilor i = [I1; I2; :::; IL℄T �si ve
torul 
oloan�a altensiunilor u = [U1; U2; :::; UL℄T sunt partit�ionat�i �̂n 
omponentele ve
toriale i1�si u1 
orespunz�atoare laturilor 
e nu 
ont�in generatoare de 
urent �si respe
tivi2 �si u2 
orespunz�atoare 
elor NGC generatoare ideale de 
urent. Da
�a ve
torul
urent�ilor ele
tromotori este j atun
i:i2 = j = 0BB� J1...JNGC 1CCA : (2.36)71



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREE
uat�iile de fun
t�ionare ale laturilor 
e nu 
ont�in generatoare de 
urent sunt:u1 = Ri1 � e; (2.37)�̂n 
are R este matri
ea diagonal�a a rezistent�elor laturilor �si e este ve
torul 
oloan�aal tensiunilor ele
tromotoare de tensiune. Înlo
uind (2.36) �̂n (2.34) �si (2.37) �̂n(2.35) rezult�a urmatoarea form�a matri
eal�a a e
uat�iilor:A1i1 = �A2jB1Ri1 +B2u2 = B1e; (2.38)sau sub forma blo
: " A1 0B1R B2 # � " i1u2 # = " �A2jB1e # : (2.39)Da
�a 
ir
uitul nu 
ont�ine generatoare de 
urent sau da
�a este posibil�a trans-formarea a
estora �̂n generatoare de tensiune atun
i NGC = 0, iar e
uat�iile (2.38)devin: ( Ai = 0BRi = Be; (2.40)sau sub form�a blo
 matri
eal�a:" ABR # � i = " 0Be # : (2.41)Pentru analiza manual�a a unui 
ir
uit ele
tri
 rezistiv liniar 
ompatibil, 
uajutorul metodei teoremelor lui Kir
hho� �̂n raport 
u 
urent�ii, trebuie par
urseurm�atoarele etape ale algoritmului metodei:1. Se determin�a parametrii topologi
i: num�arul de noduri N , num�arul de laturiL �si num�arul de bu
le fundamentale O = L�N +1; �̂n a
est sens este util�atrasarea grafului G al ret�elei, t�inând seama de faptul 
�a elementele 
one
tate�̂n serie pot � 
onsiderate 
a apart�inând a
eleia�si laturi;2. Se aleg sensurile de referint��a �si se noteaz�a intensit�at�ile 
urent�ilor I1; I2; :::; IL �si tensiunile la bornele generatoarelor de 
urent U1; U2; :::; UNGC;3. Se s
rie prima e
uat�ie a lui Kir
hho� (2.32) �̂n toate nodurile 
u ex
ept�iaunuia arbitrar;4. Se aleg sensurile de par
urs pentru O=L-N+1 bu
le independente. Bu-
lele independente pot � "o
hiurile" (similar o
hiurilor unei plase, in 
azulret�elelorplane), �̂n 
azul ret�elelor plane, sau bu
lele fundamentale generatede 
oardele unui 
oarbore. În a
est ultim 
az arborele se va alege ast-fel �̂n
ât s�a 
ont�in�a toate laturile generatoare ideale de tensiune �si s�a nu
ont�in�a generatoare de 
urent. Este ne
esar 
a sistemul de bu
le s�a 
ont�in�a72



2.2. METODA ECUAT�IILOR LUI KIRCHHOFFtoate laturile ret�elei (
onform 
ondit�iei de independent��a) �si este preferabil
a �e
are bu
l�a s�a 
ont�in�a 
ât mai put�ine rezistoare (pentru simpli�
arearezolv�arii sistemului);5. Se s
rie a doua e
uat�ie a lui Kir
hho� sub form�a parti
ular�a (2.33) par-
urgând �e
are bu
l�a de dou�a ori, la prima tre
ere urm�arind rezistoarele �sigeneratoarele de 
urent, iar la a doua tre
ere urm�arind generatoarele idealede tensiune. La ambele tre
eri 
�aderile de tensiune pe rezistoare RkIk, ten-siunile Uk la bornele generatoarelor de 
urent �si tensiunile ele
tromotoareEk se adaug�a 
u plus sau minus dup�a 
um sensurile m�arimilor Ik, Uk �siEk 
oin
id sau nu 
u sensul de par
urs al bu
lei;6. Se rezolv�a sistemul format din 
ele L e
uat�ii algebri
e liniare determinân-du-se ne
unos
utele �si anume 
urent�ii din laturi I1; I2; :::; IL �si tensiunileU1; U2;...,UNGC la bornele generatoarelor de 
urent. În rezolvarea sistemului se vat�ine seama 
�a intensit�at�ile 
urent�ilor din generatoarele de 
urent sunt datede 
urent�ii ele
tromotori ai a
estor generatoare Ik = �Jk;7. Se aleg sensurile de referint��a, se noteaz�a �si se 
al
uleaz�a tensiunile la bor-nele elementelor, �̂n fun
t�ie de 
urent�i, apli
ând e
uat�iile de fun
t�ionare aleelementelor respe
tive;8. Pentru veri�
area solut�iei obt�inute se pot apli
a urm�atoarele metode:- se veri�
�a prima teorem�a a lui Kir
hho� �̂n ultimul nod sau pe ose
t�iune;- se veri�
�a a doua teorem�a a lui Kir
hho� pe o bu
l�a pe 
are ea nu afost s
ris�a;- se veri�
�a bilant�ul puterilor:LXk=1RkI2k = LXk=1EkIk + NGCXk=1 UkJk: (2.42)În e
uat�ia (2.42) suma din membrul stâng este aritmeti
�a �̂n timp 
e sumeledin membrul drept sunt algebri
e, �̂n sensul 
�a termenii se adaug�a 
u semnul plusda
�a satisfa
 regulile de aso
iere ale sensurilor din �gura 2.14.a �si se adaug�a 
usemn minus da
�a sensurile de referint��a sunt 
a �̂n �gura 2.14.b.Tehni
i pentru redu
erea efortului de 
al
ul �̂n metoda e
uat�iilor luiKir
hho�:1. Rezistoarele 
one
tate �̂n serie sau paralel pot � e
hivalate de la �̂n
eput 
uun singur rezistor, urmând 
a �̂n �nal s�a se apli
e relat�iile divizorului de ten-siune sau respe
tiv de 
urent pentru determinarea tensiunilor �si 
urent�ilor;73



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE
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a. b.Fig. 2.14.2. Generatoarele reale de 
urent vor � �̂nlo
uite 
u generatoarele e
hivalentede tensiune mi
�sorând �̂n a
est fel num�arul de laturi, de
i �si dimensiuneasistemului;3. Laturile a
tive 
one
tate �̂n serie sau 
hiar �̂n paralel pot � �̂nlo
uite 
u ungenerator real de tensiune e
hivalent;4. O variant�a a metodei, 
e redu
e foarte mult efortul de 
al
ul, se bazeaz�ape observat�ia 
�a da
�a �̂n etapa 2 a algoritmului se noteaz�a 
u I1; I2; :::; I0
urent�ii din 
oarde iar 
urent�ii din arbore se noteaz�a dire
t pe �gur�a, 
asume algebri
e de 
urent�i de 
oard�a, atun
i etapa 3 este inutil�a, iar sistemulde e
uat�ii 
ont�ine (L-N+1) ne
unos
ute, �̂n lo
 de L ne
unos
ute. Alegereaarborelui se fa
e astfel �̂n
ât s�a 
ont�in�a toate laturile generatoare ideale detensiune �si s�a nu 
ont�in�a generatoare de 
urent.Analiza ret�elelor �̂n raport 
u tensiunile se fa
e eliminând intensit�at�iledin sistemul (2.27)-(2.30), obt�inându-se un sistem 
u L e
uat�ii �si anume:algXk2(n)GkUk + algXk2(n) Ik + algXk2(n)Jk = 0) (2.43)algPk2[b℄Uk = 0 (2.44)
u n=1, 2,...,(N-1) �si b=1, 2,...,(L-N+1).E
uat�ia (2.43) este 
unos
ut�a sub numele de prima teorem�a a lui Kir-
hho� sub form�a parti
ular�a.Ne
unos
utele sistemului (2.43)-(2.44) sunt �̂n num�ar de L. A
estea sunt ten-siunile la bornele laturilor 
u ex
ept�ia laturilor generatoare ideale de tensiune, la
are tensiunea este 
unos
ut�a Uk = �Ek, �̂n s
himb 
urentul Ik este ne
unos
ut.74



2.2. METODA ECUAT�IILOR LUI KIRCHHOFFE
uat�ia (2.43) poart�a numele de prima teorem�a a lui Kir
hho� sub form�aparti
ular�a, iar sumele 
e intervin �̂n ea sunt algebri
e, ad�augându-se 
u plustermenii GkUk; Ik; Jk da
�a sensurile de referint��a ale m�arimilor Uk; Ik �si Jk intr�a�̂n nod (
a de exemplu, U5; I4; J5, �̂n �gura 2.15) �si 
u minus �̂n 
az 
ontrar.
I

U

G
I

6
J

1
G U

1

2

3

3

4
U5

J
5 Fig. 2.15.În apli
area a
estei metode, generatorul real de tensiune se 
onsider�a al
�atuitdin dou�a laturi 
one
tate �̂n serie, o latur�a rezistor �si o latur�a generator idealde tensiune. Pentru a evita introdu
erea unui nod suplimentar �̂ntre rezistor�si generatorul ideal de tensiune este preferabil, �̂n a
est 
az, s�a se �̂nlo
uias
�atoate generatoarele reale de tensiune prin generatoare reale de 
urent e
hivalente.Da
�a 
ir
uitul 
ont�ine NGT generatoare de tensiune �si laturile se numeroteaz�aastfel �̂n
ât a
este generatoare sunt plasate �̂n ultimele laturi, atun
i matri
ele dein
ident��a se partit�ioneaz�a:A = �A1...A2� ; B = �B1...B2� ; (2.45)iar ve
torii 
urent�ilor �si tensiunilor vor �:i = [I1; I2; :::; IL℄T = �i1...i2�T ;u = [U1; U2; :::; UL℄T = �u1...u2�T ;u2 = � [E1; E2; :::; ENGT ℄T = �e:75



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARECu a
este notat�ii forma matri
eal�a a e
uat�iilor este:B1u1 = BLe;A1Gu1 +A2i2 = �A1j; (2.46)�̂n 
are G este matri
ea diagonal�a a 
ondu
tant�elor laturilor �si j este ve
torul
oloan�a al 
urent�ilor ele
tromotori. Forma blo
-matri
eal�a a e
uat�iilor (2.46)este : " B1 0A1G A2 # � " u1u2 # = " B2e�A1j # : (2.47)Da
�a 
ir
uitul nu 
ont�ine generatoare de tensiune, NGT = 0, atun
i e
uat�iile(2.46) devin: Bu = 0;AGu = �Aj; (2.48)sau sub form�a blo
 matri
eal�a:" BAG # � u = " 0�Aj # : (2.49)Pentru analiza manual�a a unui 
ir
uit ele
tri
 rezistiv liniar se par
urg urm�a-toarele etape ale algoritmului metodei teoremelor lui Kir
hho� �̂n raport
u tensiunile:1. Se determin�a parametrii topologi
i: num�arul de noduri N , num�arul de laturiL �si num�arul de bu
le fundamentale O = L � N + 1. La determinareaparametrilor topologi
i L �si N, trebuie t�inut seama de faptul 
�a elementele
one
tate �̂n serie trebuie 
onsiderate 
a apart�inând unor laturi diferite,dar elementele 
one
tate paralel pot � 
onsiderate 
a apart�inând a
eleia�silaturi;2. Se aleg sensurile de referint��a �si se noteaz�a tensiunile U1; U2; :::; UL, la bor-nele laturilor �si 
urent�ii I1; I2; :::; INGT 
e str�abat generatoarele ideale detensiune;3. Se s
rie prima teorem�a a lui Kir
hho� sub form�a parti
ular�a (2.43) pe toatenodurile 
u ex
ept�ia unuia arbitrar. La s
rierea relat�iei (2.43) trebuie t�inutseama de faptul 
�a 
ele trei sume sunt algebri
e, urmând 
a pentru unnod laturile rezistent��a s�a 
ontribuie 
u �GkUk, laturile generator ideal detensiune s�a 
ontribuie 
u 
urentul �Ik, iar laturile generator ideal de 
urents�a 
ontribuie 
u �Jk; semnul plus se adopt�a atun
i 
ând sensul de referint��aal m�arimii Uk; Ik respe
tiv Jk intr�a �̂n nod, iar semnul minus �̂n 
az 
ontrar;76



2.2. METODA ECUAT�IILOR LUI KIRCHHOFF4. Se alege un sistem de bu
le independente, pe 
are se s
rie a doua teorem�aa lui Kir
hho� sub form�a general�a (2.44). Pentru a
easta este util grafulde tensiune redus al ret�elei �̂n 
are sunt notate tensiunile U1; U2; :::; UL. Las
rierea a
estor (L-N+1) e
uat�ii se va t�ine seam�a de faptul 
�a tensiunile labornele generatoarelor ideale de tensiune sunt 
unos
ute Uk = �Ek �si 
�asuma (2.44) este o sum�a algebri
�a ;5. Se rezolv�a sistemul format din 
ele L e
uat�ii algebri
e liniare, determinân-du-se ne
unos
utele �si anume tensiunile U1; U2; :::; UL, la bornele tuturorlaturilor 
u ex
ept�ia tensiunilor de la bornele generatoarelor ideale de ten-siune, la 
are ne
unos
utele sunt 
urent�ii I1; I2; :::; INGT ;6. Pornind de la tensiunile determinate �̂n etapa anterioar�a se 
al
uleaz�a 
uren-t�ii din laturile ret�elei init�iale apli
ând e
uat�iile de fun
t�ionare ale laturilorrespe
tive;7. Se veri�
�a solut�ia obt�inut�a apli
ând una din urm�atoarele metode:- se veri�
�a prima teorem�a a lui Kir
hho� pe ultimul nod;- se veri�
�a teorema a doua a lui Kir
hho� pe o bu
l�a 
e nu fa
e partedin sistemul de bu
le independente ales;- se veri�
�a bilant�ul puterilor (2.42).Pentru redu
erea efortului de 
al
ul se pot utiliza urm�atoarele tehni
i:1. Laturile 
one
tate serie, paralel sau mixt se �̂nlo
uies
 
u generatoare e
hi-valente de 
urent;2. Generatoarele reale de tensiune se �̂nlo
uies
 
u generatoare reale de 
urente
hivalente, mi
�sorând �̂n a
est fel num�arul de laturi de
i �si dimensiuneasistemului;3. Da
�a �̂n etapa 2 a algoritmului se noteaz�a 
u U1; U2; :::; U(N�1) tensiunile dinlaturile unui arbore, iar tensiunile din 
oarde se noteaz�a dire
t pe �gur�a 
asume algebri
e ale tensiunilor de ramuri, atun
i etapa 4 a algoritmului esteinutil�a, iar num�arul e
uat�iilor din sistem s
ade de la L la (N �1). Alegereaarborelui se fa
e astfel �̂n
ât a
esta s�a 
ont�in�a toate laturile generatoare detensiune �si s�a nu 
ont�in�a generatoare de 
urent.
77



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREPROBLEME2.2.1. S�a se s
rie sistemul de e
uat�ii aso
iat metodei generale a teoremelorlui Kir
hho� (2.27)-(2.30) pentru 
ir
uitele din �gura 2.2.1.
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g. Fig. 2.2.1.2.2.2. S�a se analizeze 
ir
uitele din �gura 2.2.2 
u ajutorul metodei lui Kir-
hho� �̂n raport 
u 
urent�ii. Se va veri�
a bilant�ul puterilor.2.2.3. S�a se analizeze 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.2.2 
u ajutorul me-todei e
uat�iilor lui Kir
hho� �̂n raport 
u 
urent�ii utilizând tehni
ile de redu
erea efortului de 
al
ul.2.2.4. S�a se analizeze 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.2.2 
u ajutorul me-todei e
uat�iilor lui Kir
hho� �̂n raport 
u tensiunile. Se va veri�
a solut�ia 
uajutorul bilant�ului puterilor. 78
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60V 10V 60V

Ω40 Ω10 Ω20
150V

10

100V

Ω
Ω

270V

Ω10

10 Ω 230V
Ω

10
20

180V

310V

10

140V

80V
10 Ω 10 Ω

10 Ω

Ω
Ω10

10

Ω
50V 40V

20 Ω

10

10 Ω

10 Ω

Ω 6 ΩΩ 4

214V

Ω20

150V 10 Ω

100V

10 Ω

Ω5

20V

Ω10

250V

200500V

100 Ω

Ω

Ω10
100V

20 Ω

100V

10V

Ω10

40 Ω

4A

40V

10 Ω

20V

10 Ω

10V

20Ω

Ω10 50V

3A

10Ω
20 Ω

10 Ω

35V

a. b.

c.
d.

e.
f.

g.
h.Fig. 2.2.2.79



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE2.2.5. S�a se analizeze 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.2.2 
u ajutorul meto-dei teoremelor lui Kir
hho� �̂n raport 
u tensiunile utilizând tehni
ile de redu
erea efortului de 
al
ul.2.2.6. S�a se s
rie forma matri
eal�a a e
uat�iilor Kir
hho� �̂n raport 
u 
urent�iipentru 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.2.1.2.2.7. S�a se s
rie forma matri
eal�a a e
uat�iilor Kir
hho� �̂n raport 
u tensiu-nile pentru 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.2.1.2.2.8. S�a se analizeze 
u ajutorul metodei e
uat̂�ilor lui Kir
hho� 
ir
uiteleale 
�aror parametri au fost determinat�i �̂n problema 1.4.13. Pentru rezolvare seva apli
a a
ea variant�a a metodei 
are este 
ea mai avantajoas�a pentru problemarespe
tiv�a.2.2.9. S�a se analizeze 
ir
uitele reprezentate �̂n �gurile 1.4.9, 1.4.11 �si 1.4.10
u ajutorul metodei e
uat�iilor lui Kir
hho�.2.2.10. S�a se analizeze 
u ajutorul metodei e
uat�iilor lui Kir
hho� 
ir
uitelereprezentate �̂n �gura 2.1.21.2.2.11. Generat�i 
ir
uite ele
tri
e având parametrii topologi
i N;L impu�si�si apoi pornind de la tensiuni de ramuri �si 
urent�i de 
oarde arbitrari, 
al
ulat�idup�a modelul din problema 1.4.13, determinat�i parametrii elementelor. Analizat�iapoi 
ir
uitele generate 
u ajutorul metodei teoremelor lui Kir
hho�.
80



2.3. METODA CURENT�ILOR CICLICI2.3 Metoda 
urent�ilor 
i
li
iBREVIARMetoda 
urent�ilor 
i
li
i este o metod�a sistemati
�a de rezolvare a proble-mei fundamentale a analizei 
ir
uitelor rezistive liniare. Ea este o metod�a desubstitut�ie �̂n 
are ne
unos
utele prin
ipale sunt 
urent�ii 
i
li
i, adi
�a un setde O = L � N + 1 
urent�i �
tivi 
are par
urg �e
are 
âte o bu
l�a dintr-un setde bu
le fundamentale. Da
�a se noteaz�a matri
ea 
oloan�a a 
urent�ilor 
i
li
i 
ui0 atun
i matri
ea 
urent�ilor 
ir
uitului este:i = BT � i0; (2.50)�̂n 
are B este matri
ea de apartenent��a a laturilor la bu
le. Deoare
e relat�ia(2.50) permite determinarea 
urent�ilor din toate laturile 
ir
uitului �̂n fun
t�ie de
urent�ii 
i
li
i, metoda 
urent�ilor 
i
li
i redu
e problema analizei unui 
ir
uit ladeterminarea 
urent�ilor 
i
li
i de
i la rezolvarea unui sistem liniar 
u O = L�N+1 e
uat�ii, redu
ând �̂n a
est fel efortul de 
al
ul. Pentru determinarea sistemuluide e
uat�ii aso
iat a
estei metode, se presupune latura standard a 
ir
uitului deforma 
elei din �gura 2.16. În a
east�a situat�ie, pe lâng�a m�arimile 
ara
teristi
elaturii Uk, Ik intervin tensiunea URk �si 
urentul IRk prin rezistor, �̂ntre a
esteaexistând relat�iile : Ik = IRk + Jk;Uk = URk � Ek;sau sub form�a matri
eal�a:
I k I Rk

J
k

R k
E k

U
Rk

U
kFig. 2.16.i = iR + j; (2.51)u = uR � e; (2.52)unde:i = [I1; I2; :::; IL℄T ; iR = [IR1; IR2; :::; IRL℄T ;u = [U1; U2; :::; UL℄T ; uR = hUR1; UR2; :::; URLjiT ;j = [J1; J2; :::; JL℄T ; e = [E1; E2; :::; EL℄T :Da
�a se apli
�a a doua teorem�a a lui Kir
hho�:Bu = 0 (2.53)81



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE�si se t�ine seama de e
uat�iile de fun
t�ionare ale rezistoarelor:UR = R�IR; (2.54)�̂n 
are R = diag (R1; R2; :::; RL) este o matri
e p�atrat�a 
e 
ont�ine pe diagonal�arezistent�ele, atun
i rezult�a e
uat�ia 
urent�ilor 
i
li
i: BRBT �i0 = B(e+Rj), sauutilizând notat�iile R0 = BRBT ; e0 = B(E +RJ) :R0 �i0 = e0 (2.55)Din analiza elementelor matri
ii R0 rezult�a 
�a R0ij = R0ji reprezint�a sumarezistent�elor de pe laturile 
omune bu
lelor i �si j, sum�a 
onsiderat�a 
u plus sauminus, dup�a 
um sensurile bu
lelor i �si j 
oin
id sau nu �̂n laturile 
omune. Ele-mentul Ej al matri
ii e0 reprezint�a suma algebri
�a a tensiunilor ele
tromotoareale generatoarelor ideale de tensiune de pe o
hiul j la 
are se adaug�a tensiunileele
tromotoare e
hivalente generatoarelor de 
urent de pe a
el o
hi, transformate�̂n generatoare de tensiune. Un 
az degenerat �̂l reprezint�a o
hiurile �̂n 
are exist�alaturi 
e 
ont�in doar generatoare ideale de 
urent (Gk = 0; Rk !1 ). Datorit�arezistent�ei in�nite e
uat�ia aso
iat�a o
hiului respe
tiv nu are sens, �̂n s
himb 
u-rentul 
i
li
 din o
hiul respe
tiv va � impus de generatorul ideal de 
urent. Pentruanaliza manual�a a unui 
ir
uit ele
tri
 rezistiv liniar se par
urg urm�atoarele etapeale algoritmului metodei 
urent�itor 
i
li
i:1. Se determin�a parametrii topologi
i: num�arul de noduri N, num�arul de laturiL �si num�arul de bu
le fundamentale O = L�N +1 pentru 
ir
uitul �̂n 
aregeneratoarele reale de 
urent au fost e
hivalate 
u generatoare de tensiune;2. Se alege un sistem de bu
le independente notate 
u I10; I20; :::; I00 pentru
are se mar
heaz�a sensurile de par
urs. La alegerea bu
lelor trebuie avutgrij�a 
a prin �e
are generator ideal de 
urent s�a trea
�a o singur�a bu
l�a�si nu mai multe, iar pe o bu
l�a s�a se a
e un singur generator de 
urent.Pentru alegerea bu
lelor fundamentale se poate utiliza un arbore 
are nu
ont�ine generatoare de 
urent, urmând 
a �e
are 
oard�a s�a �̂n
hid�a o bu
l�afundamental�a;3. Se s
rie sistemul de e
uat�ii al metodei 
urent�ilor 
i
li
i:8><>: R011I 01 +R012I 02 + ::::::R01OI 0O = E 01:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::R0O1I 01 +R0O2I 02 + ::::::R0OOI 0O = E 0Osistem 
are 
ont�ine O e
uat�ii 
u O ne
unos
ute;4. Se elimin�a e
uat�iile degenerate 
orespunz�atoare bu
lelor 
e 
ont�in genera-toare de 
urent, substituindu-le 
u e
uat�ii de forma Ik0 = �Jk, �̂n 
aresemnul se determin�a �̂n fun
t�ie de orientarea sensului de par
urs al o
hiuluiIk0 fat��a de 
urentul ele
tromotor Jk;82



2.3. METODA CURENT�ILOR CICLICI5. Se 
al
uleaz�a termenii diagonali R0ii din matri
ea sistemului, 
a sum�a arezistent�elor de pe bu
l�a;6. Se 
al
uleaz�a termenii nediagonali R0ij = R0ji 
a sum�a a rezistent�elor depe laturile 
omune bu
lelor i �si j, sum�a luat�a 
u semnul plus �̂n 
azul �̂n
are sensurile de par
urs ale bu
lelor 
oin
id �̂n laturile 
omune �si luate 
usemnul minus �̂n 
az 
ontrar;7. Se 
al
uleaz�a termenii liberi E 0j , 
a sum�a algebri
�a a tensiunilor ele
tromo-toare ale generatoarelor de tensiune de pe bu
la j,
onvent�ia de semn �inda
eea�si 
a la teorema a doua a lui Kir
hho� sub form�a parti
ular�a;8. Se rezolv�a sistemul de e
uat�ii algebri
e 
u una din metodele algebrei liniaredeterminându-se 
urent�ii 
i
li
i I 01; I 02; :::; I 0O;9. Se aleg sensurile de referint��a �si se noteaz�a 
urent�ii din laturile 
ir
uituluiI1; I2; :::; IL;10. Se 
al
uleaz�a 
urent�ii din laturi 
a sume algebri
e ale 
urent�ilor 
i
li
i 
estr�abat latura respe
tiv�a;11. Se veri�
�a solut�ia prin apli
area teoremei a doua a lui Kir
hho� pe o bu
l�a,alta de
ât 
ele par
urse de 
urent�ii 
i
li
i sau prin veri�
area bilant�ului deputeri.Pentru estimarea efortului de 
al
ul �̂n metoda 
urent�ilor 
i
li
i este util s�a seobserve 
�a sistemul 
e trebuie rezolvat are L�N +1�NGC ne
unos
ute �̂n 
areNGC este num�arul generatoarelor de 
urent. Din a
est pun
t de vedere metoda
urent�ilor 
i
li
i este avantajoas�a fat��a de metoda teoremelor lui Kir
hho�.
83



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREPROBLEME2.3.1. S�a se s
rie e
uat�iile 
urent�ilor 
i
li
i pentru 
ir
uitele din �gura 2.3.1.
E 1

R 2

R 1
E 3

R 3
10 Ω

10 Ω
10 Ω

10 Ω

10V

10V

10V

10V 10 Ω

1A Ω5

10V

Ω5

5V

10 Ω

10 Ω

10 Ω

5Ω

5Ω5V
10V

10V

10 Ω

10 Ω

10 Ω 10 Ω
10 Ω

10 Ω

10 Ω

10 Ω

10 Ω

e. f.

10V

5V

10V

10V

20Ω

1A

10 Ω

10V

c.

d.

b.a.

10V Fig. 2.3.1.2.3.2. S�a se 
al
uleze 
urent�ii din laturi �̂n fun
t�ie de 
urent�ii 
i
li
i la 
ir
u-itele din �gura 2.3.2.
2A 3A

-1A

3A
1A

-2A
2A 3A

1A

a. b. c.Fig. 2.3.2.2.3.3. S�a se analizeze 
ir
uitele din �gura 2.3.3 
u ajutorul metodei 
urent�ilor
i
li
i �si s�a se veri�
e bilant�ul puterilor.84



2.3. METODA CURENT�ILOR CICLICI
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90V

a. b.

c. d.

e. f.

g.
h.Fig. 2.3.3.2.3.4. S�a se analizeze 
u ajutorul metodei 
urent�ilor 
i
li
i 
ir
uitele ale 
�arorparametri au fost determinat�i �̂n problema 1.4.13.2.3.5. S�a se analizeze 
u ajutorul metodei 
urent�ilor 
i
li
i 
ir
uitele repre-zentate �̂n �gurile 1.4.9, 1.4.11 �si 1.4.10.85



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE2.4 Metoda potent�ialelor nodurilorBREVIARMetoda potent�ialelor nodurilor este o metod�a sistemati
�a de analiz�a a 
ir
ui-telor rezistive liniare, �̂n 
are ne
unos
utele prin
ipale sunt potent�ialele nodu-rilor.Da
�a se noteaz�a 
u v = [V1; V2; :::; VN�1℄T ve
torul potent�ialelor nodurilor,presupunând ultimul potent�ial nul, atun
i ve
torul tensiunilor la bornele laturiloreste: u = AT �v; (2.56)unde A este matri
ea redus�a de in
ident��a a laturilor la noduri. Deoare
e relat�ia(2.56) permite determinarea tensiunilor �̂n toate laturile 
ir
uitului �̂n fun
t�ie depotent�iale, metoda potent�ialelor redu
e problema analizei unui 
ir
uit la determi-narea potent�ialelor prin rezolvarea unui sistem liniar de (N-1) e
uat�ii, redu
ând�̂n a
est fel efortul de 
al
ul fat��a de metoda teoremelor lui Kir
hho�. Da
�a sepresupune latura standard de forma 
elei reprezentate �̂n �gura 2.16, atun
i suntvalabile relat�iile (2.51),(2.52) �si pornind de la prima teorem�a a lui Kir
hho�:A�i = 0 (2.57)�si e
uat�iile de fun
t�ionare ale rezistoarelor:iR = G�uR; (2.58)�̂n 
are G = diag (G1; G2; :::; GL), se obt�ine sistemul potent�ialelor nodurilorAGATv = �A(j + Ge), 
are, utilizând notat�iile G0 = AGA, J 0 = �A(j + Ge)
ap�at�a forma: G0 �v = j 0 : (2.59)Analizând elementelematri
iiG0 rezult�a 
�aG0ij = G0ji reprezint�a suma 
ondu
-tant�elor laturilor 
e unes
 nodurile i �si j, sum�a luat�a 
u semn s
himbat, iar G0iireprezint�a suma 
ondu
t�antelor laturilor 
e 
on
ur�a la nodul i. Elementul J 0i alve
torului J', reprezint�a suma algebri
�a a 
urent�ilor de s
urt
ir
uit ai laturilor
e 
on
ura la nodul i. Curent�ii de s
urt
ir
uit se 
onsider�a 
u plus atun
i 
ânds�aget�ile generatoarelor �̂nt�eap�a nodul �si 
u minus �̂n 
az 
ontrar. Din a
est motivelementele J 0i se numes
 inje
t�iile de 
urent �̂n nod �si nu trebuie 
onfundate 
usuma 
urent�ilor din laturile 
ir
uitului, 
are este nul�a 
onform primei teoreme alui Kir
hho�. Laturile de tip generator ideal de tensiune sunt laturi degenerate(R = 0; G ! 1) �si trebuie tratate aparte �̂n 
adrul a
estei metode. Pentruanaliza manual�a a unui 
ir
uit ele
tri
 rezistiv liniar se par
urg urm�atoarele etapeale algoritmului metodei potent�ialelor la noduri:86



2.4. METODA POTENT�IALELOR NODURILOR1. Se determin�a parametrii topologi
i: num�arul de noduri N �si num�arul delaturi L;2. Se alege nodul de referint��a analizând distribut�ia �̂n ret�ea a laturilor de tipgenerator ideal de tensiune (
u rezistent��a nul�a pe latur�a). Da
�a nu exist�aastfel de laturi este preferabil 
a nodul de referint��a s�a �e ales nodul 
elmai stufos (la 
are vin 
ele mai multe laturi). Da
�a exist�a o singur�a latur�agenerator ideal de tensiune, atun
i nodul de referint��a se alege la una dinbornele a
estui generator (�g. 2.17.a). Da
�a laturile generatoare ideale detensiune formeaz�a un subgraf 
onex (�g. 2.17.b.), atun
i nodul de referint��ase alege 
a apart�inând a
estui subgraf. Da
�a laturile de tip generator idealde tensiune formeaz�a subgrafuri ne
onexe atun
i nodul de referint��a se alege
a apart�inând subgrafului 
u 
ele mai multe generatoare (�g. 2.17.
).
a. b. c.Fig. 2.17.Da
�a mult�imea laturilor de tip generator ideal de tensiune al
�atuie�stesubgrafuri ne
onexe atun
i, se elimin�a 
u ajutorul teoremei lui Vas
hy ge-neratoarele 
e fa
 parte din subgrafurile 
e nu 
ont�in nodul de referint��a(
a �̂n �gura 2.18 
e se refer�a la ret�eaua din �gura 2.17.
). Se 
onstat�a
�a eliminarea �e
�arui generator determin�a aparit�ia a dou�a "pseudo-noduri"
one
tate printr-un 
ondu
tor perfe
t, 
e pot � 
onsiderate un singur nod.În felul a
esta, 
u �e
are generator eliminat s
ade 
u o unitate num�arul denoduri N ;3. Se noteaz�a potent�ialele nodurilor V1; V2; :::; VN�1 
u ex
ept�ia nodului de refe-rint��a 
�aruia i se atribuie potent�ialul V0 = 0;4. Se s
rie sistemul de e
uat�ii liniare satisf�a
ut de potent�ialele nodurilor:8><>: G011V1 +G012V2 + ::::::::::+G01;N�1VN�1 = J 01:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: ;G0N�1;1V1 + ::::::::::::+G0N�1;N�1VN�1 = J 0N�187



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE
e 
ont�ine (N � 1) e
uat�ii 
u (N � 1) ne
unos
ute.
U=V -V

V =0
E

E

E

E

E

011

0
2

V =E2 2

V1

1E

=E1

Fig. 2.18.5. Se elimin�a e
uat�iile degenerate 
orespunz�atoare nodurilor la 
are 
on
ur�a la-turi de tip generator ideal de tensiune �̂nlo
uindu-se 
u e
uat�ii de forma Vi =�Ei 
e se determin�a t�inând 
ont de faptul 
�a la a
ele noduri potent�ialelesunt impuse de generatoarele ideale de tensiune (
a �̂n �gura 2.18).6. Se 
al
uleaz�a termenii diagonali ai matri
ii G0ii 
a suma 
ondu
tant�elorlaturilor 
e 
on
ur�a la nodul i. Condu
tant�a unei laturi reprezint�a inversulrezistent�ei e
hivalente a laturii pasivizate. Prin pasivizarea unei laturi se�̂nt�elege �̂nlo
uirea generatoarelor prin rezistent�a lor intern�a;7. Se 
al
uleaz�a termenii nediagonali ai matri
ii G0ij = G0ji 
a �ind suma
ondu
tant�elor laturilor 
e 
one
teaz�a dire
t nodul i 
u nodul j, sum�a 
ese 
onsider�a 
u semnul minus;8. Se 
al
uleaz�a termenii liberi Jk 0 
a sum�a algebri
�a a 
urent�ilor de s
urt
ir-
uit ai laturilor 
e 
on
ur�a la nodul k. În a
east�a sum�a se 
onsider�a 
u plustermenii 
orespunzatori generatoarelor a 
�aror s�ageat�a �̂nt�eap�a nodul �si 
uminus �̂n 
az 
ontrar;9. Se rezolv�a sistemul de e
uat�ii 
u una din metodele algebrei liniare, deter-minându-se potent�ialele V1; V2; :::; VN�1;10. Se aleg sensurile de referint��a ale tensiunilor la bornele laturilor �si se 
al
u-leaz�a a
este tensiuni 
a diferent��a de potent�ial Uij = Vi � Vj ;11. Se aleg sensurile de referint��a ale 
urent�ilor din laturi, se noteaz�a 
u I1,I2,...,IL �si se 
al
uleaz�a a
e�sti 
urent�i �̂n fun
t�ie de tensiunea la borne, apli
ânde
uat�ia de fun
t�ionare a laturii. Curent�ii din generatoarele ideale de ten-siune se determin�a �̂n ret�eaua init�ial�a, prin apli
area primei teoreme a luiKir
hho�; 88



2.4. METODA POTENT�IALELOR NODURILOR12. Se veri�
�a solut�ia prin apli
area primei teoreme a lui Kir
hho� �̂n nodul dereferint��a sau prin veri�
area bilant�ului puterilor.Pentru a estima efortul de 
al
ul �̂n a
east�a metod�a se 
onstat�a 
�a sistemulde e
uat�ii 
e trebuie rezolvat are N � 1 � Ngt e
uat�ii, �̂n 
are Ngt reprezint�anum�arul de laturi de tip generator ideal de tensiune. Din a
est pun
t de vederea
east�a metod�a este avantajoas�a fat��a de metoda teoremelor lui Kir
hho� �si maiavantajoas�a de
ât metoda 
urent�ilor 
i
li
i, da
�a N �Ngt � 1 � L �N �Ng
 + 1, unde Ng
 este num�arul generatoarelor ideale de 
urent.PROBLEME2.4.1. S�a se s
rie e
uat�iile potent�ialelor la noduri pentru 
ir
uitele reprezen-tate �̂n �gura 2.4.1.2.4.2. S�a se analizeze 
ir
uitele din �gura 2.4.1 
u ajutorul metodei potent�ia-lelor la noduri �si s�a se veri�
e bilant�ul puterilor.2.4.3. S�a se analizeze 
u ajutorul metodei potent�ialelor la noduri 
ir
uiteleale 
�aror parametri au fost determinat�i �̂n problema 1.4.13.2.4.4. S�a se analizeze 
u ajutorul metodei potent�ialelor nodurilor 
ir
uiteledin �gurile 1.4.9, 1.4.11 �si 1.4.10.2.4.5. S�a se analizeze 
ir
uitele din �gura 2.4.1 
u metoda sistemati
�a deanaliz�a 
are ne
esit�a un efort de 
al
ul minim.
89



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE
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2.5. METODELE TH�EVENIN S�I NORTON2.5 Metodele Th�evenin �si NortonRelat�ia lui Th�evenin exprim�a 
urentul printr-o rezistent��a RAB (�g. 2.19.a)a unei ret�ele liniare: IAB = UAB0RAB +RAB0 ; (2.60)�̂n 
are UAB0 este tensiunea de mers �̂n gol a ret�elei (�g. 2.19.b), iar RAB0 esterezistent�a e
hivalent�a a ret�elei pasivizate (�g. 2.19.
).
IA

B

Retea

activa
liniara R

Retea

activa
liniara

B

A

U
AB

0
B

A

pasivizata
Retea

RAB 0

a. b. c.

AB Fig. 2.19.Pentru 
al
ulul 
urentului dintr-o latur�a a unui 
ir
uit se par
urg urm�atoareleetape ale algoritmului Th�evenin:1. Se aleg bornele A �si B pe latura �̂n 
are intereseaz�a 
urentul 
u 
ondit�ia 
a�̂ntre bornele alese pe latura respe
tiv�a s�a nu existe surse;2. Se elimin�a rezistorul RAB (̂�nlo
uindu-l 
u un izolator perfe
t) �si se 
al
u-leaz�a tensiunea de mers �̂n gol UAB0 
u una din metodele sistemati
e de ana-liz�a (metoda Kir
hho�, metoda 
urent�ilor 
i
li
i sau metoda potent�ialelornodurilor). Se 
onstat�a 
�a ret�eaua 
e trebuie analizat�a are 
u o latur�a maiput�in de
ât 
ea init�ial�a;3. Se pasivizeaz�a ret�eaua �si se 
al
uleaz�a rezistent�a e
hivalent�a RAB0 �̂ntrebornele A �si B (
u rezistorulRAB0 eliminat). Pentru pasivizare se �̂nlo
uies
generatoarele 
u rezistent�ele lor interne 
a �̂n �gura 2.20.Fig. 2.20.Pentru 
al
ulul rezistent�ei e
hivalente RAB0 se utilizeaz�a una din urm�atoa-rele metode: 91



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREa. Trans�gur�ari serie-paralel, stea-triunghi sau triunghi-stea;b. Se alimenteaz�a 
ir
uitul pasiv 
u un generator ideal de tensiune ele
tro-motoare E �si se 
al
uleaz�a 
urentul absorbit de ret�ea 
u ajutorul uneimetode sistemati
e de analiz�a (�g. 2.21.a), urmând 
a RAB0 = E=I;
JRetea

pasivizata
Retea
pasivizata

b.

B

A

U

a.

E

B

A I Fig. 2.21.
. Se alimenteaz�a 
ir
uitul pasiv 
u un generator ideal de 
urent ele
tro-motor J �si se 
al
uleaz�a tensiunea U la bornele AB 
u ajutorul uneimetode sistemati
e de analiz�a (�g. 2.21.b), urmând 
a RAB0 = U=J ;d. Se 
al
uleaz�a 
urentul de s
urt
ir
uit Is
AB al ret�elei (�g. 2.22.b),urmând 
a rezistent�a ret�elei pasivizate s�a �e:RAB0 = UAB0Is
 AB : (2.61)4. Se 
al
uleaz�a 
urentul IAB 
u relat�ia (2.60);5. Se 
al
uleaz�a tensiunea la bornele rezistent�ei RAB 
u relat�ia:UAB = RAB � IAB: (2.62)Relat�ia lui Norton permite 
al
ulul tensiunii la bornele unui rezistor de
ondu
tant��a GAB dintr-o ret�ea liniar�a (�g. 2.22.a):UAB = Is
 ABGAB +GAB0 ; (2.63)�̂n 
are Is
AB este 
urentul de s
urt
ir
uit al ret�elei (�g. 2.22.b), iar GAB0 =1=RAB0 este 
ondu
tant�a e
hivalent�a a ret�elei pasivizate (�g. 2.22.
).Algoritmul metodei Norton 
uprinde urm�atoarele etape:1. Se aleg bornele A �si B pe latura �̂n 
are intereseaz�a tensiunea astfel �̂n
ât�̂ntre a
estea s�a nu existe o surs�a 
i doar un element pasiv;2. Se s
urt
ir
uiteaz�a bornele A �si B prin �̂nlo
uirea rezistorului dintre ele 
uun 
ondu
tor perfe
t �si se 
al
uleaz�a 
urentul de s
urt
ir
uit Is
AB prin a
el
ondu
tor 
u una din metodele sistemati
e de analiz�a;92



2.5. METODELE TH�EVENIN S�I NORTON
Retea
liniara
activa

Retea
liniara
activa pasivizata

ReteaGU

a.

AB AB

G

c.b.

B

A A

B

ABIsc

B

A

AB 0Fig. 2.22.3. Se pasivizeaz�a ret�eaua prin �̂nlo
uirea generatoarelor 
u rezistent�ele lor in-terne (�g. 2.20) �si se 
al
uleaz�a 
ondu
tant�a e
hivalent�a GAB0 = 1=RAB0
u una din metodele prezentate la pun
tul 3 al algoritmului Th�evenin;4. Se 
al
uleaz�a tensiunea UAB la bornele rezistorului de 
ondu
tant��a GAB 
urelat�ia (2.63);5. Se 
al
uleaz�a intensitatea 
urentului prin rezistorul de 
ondu
tant��a GAB 
urelat�ia: IAB = GAB � UAB: (2.64)Metodele Th �evenin �si Norton permit atât 
al
ulul 
urentului 
ât �si al tensiuniila bornele unui rezistor. Alegerea uneia sau alteia dintre 
ele dou�a metode se fa
edin 
onsiderente topologi
e �̂n vederea mi
�sor�arii efortului de 
al
ul. De exemplu,la 
ir
uitele de tipul 
elui prezentat �̂n �gura 2.23.a este avantajoas�a apli
areametodei Th�evenin, pe 
ând la 
ir
uitele de tipul 
elui prezentat �̂n �gura 2.23.beste avantajoas�a metoda Norton.
R.L.A. 1 R.L.A. R.L.A. 12 R.L.A.

2

A B A

BFig. 2.23.Pro
edând �̂n a
est mod, la 
al
ulul m�arimiiUAB0 sau Is
AB se 
onstat�a 
�a 
eledou�a subret�ele R:L:A:1 �si R:L:A:2 fun
t�ioneaz�a independent, lu
ru 
e mi
�soreaz�aefortul de 
al
ul.Deoare
e metodele Th�evenin �si Norton pun �̂n evident��a generatoarele e
hi-valente de tensiune (UAB0 ; RAB0 ) �si respe
tiv de 
urent (Is
AB ; GAB0), a
estemetode sunt utile �̂n 
azul �̂n 
are se studiaz�a 
urentul printr-un rezistor la diferitevalori ale rezistent�ei (�g. 2.24). În a
east�a situat�ie metodele Th�evenin �si Nortonsunt net avantajoase fat��a de metodele sistemati
e de analiz�a.93



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE
retea
liniara
activa

B

ABR

A

A

U

R

AB

AB

0

0

ABR

B

ABscI

GAB

B

A

ABGFig. 2.24.Teorema transferului maxim de putere a�rm�a 
�a puterea P disipat�ade un rezistor de rezistent��a RAB 
one
tat �̂ntr-o ret�ea este maxim�a atun
i 
ândrezistent�a RAB este egal�a 
u rezistent�a e
hivalent�a a ret�elei pasivizate RAB0:maxRAB P (RAB) = P (RAB0) (2.65)

94



2.5. METODELE TH�EVENIN S�I NORTONPROBLEME2.5.1. S�a se 
al
uleze intensitatea 
urentului I la 
ir
uitele reprezentate �̂n�gura 2.5.1, apli
ând metoda teoremei Th�evenin.
20Ω

I

20V

20Ω

10Ω

20V

a.

100V

10Ω

I

b.

1A 10Ω

10Ω

Ω120V

I

10Ω
20Ω

c.

20Ω

20ΩFig. 2.5.1.2.5.2. S�a se 
al
uleze tensiunea U la 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.5.2,apli
ând metoda teoremei Norton.
1A

10 Ω

10V

40V

Ω Ω 1A
UΩ Ω

40V

U

b.

20Ω
20Ω

10Ω
10V

10V

10 10

c.

10Ω

20 20

a.

20V Fig. 2.5.2.2.5.3. S�a se 
al
uleze intensitatea 
urentului prin rezistoarele a 
�aror ten-siune la borne este U, apli
ând metoda teoremei Norton la 
ir
uitele reprezentate�̂n �gura 2.5.2.2.5.4. S�a se 
al
uleze intensitatea 
urentului �si tensiunea la bornele rezistoa-relor notate 
u R din 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.5.3. Se va apli
a metoda
ea mai avantajoas�a dintre metodele Th�evenin sau Norton.2.5.5. S�a se 
al
uleze 
urent�ii �si tensiunile la bornele rezistoarelor R repre-zentate �̂n �gura 2.5.3 atun
i 
ând R = 10
 �si R = 20
:2.5.6. În 
azul 
ir
uitelor din �gura 2.5.3 s�a se 
al
uleze rezistent�a R, astfel�̂n
ât ea s�a disipe putere maxim�a. Cât este a
east�a putere?95
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10V
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10V

20Ω

d.

10

5Ω10V

5V

Fig. 2.5.3.2.5.7. Ce rezistent��a trebuie 
one
tat�a �̂ntre bornele A �si B ale 
ir
uitelor din�gura 2.1.22 pentru 
a ea s�a disipe putere maxim�a?2.5.8. S�a se 
al
uleze intensitatea 
urentului I la 
ir
uitele reprezentate �̂n�gura 2.1.21 
u ajutorul metodei Th�evenin sau Norton. Ce valoare trebuie s�aaib�a rezistent�a par
urs�a de 
urentul I pentru 
a ea s�a disipe putere maxim�a? S�ase determine valoarea a
estei puteri.
96



2.6. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE NERECIPROCE2.6 Cir
uite ele
tri
e liniare nere
ipro
eBREVIARCir
uitele ele
tri
e 
are 
ont�in surse 
omandate nu satisfa
 teorema de re-
ipro
itate, motiv pentru 
are ele fa
 parte din 
ategoria ret�elelor nere
ipro
e.Analiza 
ir
uitelor liniare 
e 
ont�in astfel de surse se poate fa
e utilizând me-todele sistemati
e de rezolvare: metoda teoremelor lui Kir
hho�, metoda
urent�ilor 
i
li
i sau metoda potent�ialelor nodurilor.Pentru apli
area a
estor metode se utilizeaz�a algoritmii prezentat�i �̂n paragra-fele anterioare f�a
ând abstra
t�ie, init�ial, de 
ara
terul 
omandat al surselor. Dup�a
e au fost s
rise e
uat�iile, �̂nainte de rezolvarea sistemului liniar se adaug�a o nou�aetap�a �̂n algoritmi, �si anume exprimarea tensiunilor ele
tromotoare �si a 
urent�ilorele
tromotori 
e 
orespund surselor 
omandate �̂n fun
t�ie de ne
unos
utele prin
i-pale ale metodei: 
urent�ii din laturi �̂n metoda teoremelor lui Kir
hho� raportat�ala 
urent�i; tensiunile �̂n metoda Kir
hho� referitoare la tensiuni; 
urent�ii 
i
li
i �̂nmetoda 
urent�ilor 
i
li
i �si potent�ialele nodurilor �̂n metoda potent�ialelor noduri-lor. Pentru a
easta se exprim�a m�arimile de 
omand�a �̂n fun
t�ie de ne
unos
uteleprin
ipale ale problemei, utilizând e
uat�iile de fun
t�ionare ale laturilor de 
o-mand�a �si apoi se tre
 ne
unos
utele nou ap�arute din membrul drept �̂n membrulstâng al e
uat�iei. În urma a
estei operat�ii, de regul�a, matri
ea 
urent�ilor 
i
li
isau a potent�ialelor de noduri �̂�si pierde simetria, lu
ru 
e expli
�a nere
ipro
itatea
ir
uitului 
e 
ont�ine surse 
omandate.Efortul de 
al
ul �̂n a
east�a etap�a este mai mi
, da
�a la 
ir
uitele 
e 
ont�insurse 
omandate �̂n 
urent�i se apli
�a metoda teoremelor lui Kir
hho� raportat�ala 
urent�i sau metoda 
urent�ilor 
i
li
i, iar la 
ir
uitele 
e 
ont�in generatoare
omandate �̂n tensiuni se apli
�a metoda lui Kir
hho� raportat�a la tensiuni saumetoda potent�ialelor nodurilor.Analiza 
ir
uitelor 
u generatoare 
omandate se poate fa
e utilizândmetodateoremelor Th�evenin sau Norton, dar 
u anumite restri
t�ii impuse la 
al
ululrezistent�ei ret�elei pasivizateRAB0 �si anume pasivizarea ret�elei 
onform �gurii 2.20se apli
�a doar surselor independente, nu �si 
elor 
omandate. A
est lu
ru fa
e im-posibil 
al
ulul rezistent�ei RAB0 
u ajutorul metodei transform�arii serie-paralel,�ind ne
esar�a apli
area uneia din 
elelalte trei metode de 
al
ul a rezistent�eiRAB0 , prezentate �̂n algoritmul Th�evenin.Observat�ii referitoare la 
ir
uitele 
u surse 
omandate:a. Cir
uitele 
e 
ont�in doar rezistoare liniare �si surse 
omandate liniar admit 
asolut�ie a problemei de analiz�a solut�ia banal�a (tot�i 
urent�ii �si toate tensiunilesunt nule). Din a
east�a observat�ie rezult�a 
�a sursele 
omandate liniar nu pot� "surse de 
urent" �̂ntr-un 
ir
uit ele
tri
, doar generatoarele independentepot avea a
est statut. 97



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREb. Un 
ir
uit 
e 
ont�ine rezistoare liniare �si surse 
omandate liniar este e
hi-valent fat��a de ori
e pere
he de borne A, B 
u un rezistor. Este posibil 
arezistent�a e
hivalent�a RAB s�a �e negativ�a, 
hiar da
�a toate rezistent�ele aurezistent��a pozitiv�a.Pe baza a
estor observat�ii rezult�a 
�a generatoarele 
omandate având e
uat�iade fun
t�ionare liniar�a se aseam�an�a 
u rezistoarele �si nu 
u generatoarele in-dependente.
. Un 
ir
uit 
u rezistent�e stri
t pozitive �si generatoare independente 
e nusunt �̂n ex
es are solut�ie uni
�a, dar nu se poate a�rma a
ela�si lu
ru despreun 
ir
uit 
e 
ont�ine �si surse 
omandate.d. Conform teoremei substitut�iei, un generator independent poate � �̂nlo
uit
u un generator 
omandat, a
easta �ind una din tehni
ile de generare aproblemelor 
u surse 
omandate. Apli
ând teorema substitut�iei �̂n a
est feleste posibil s�a se piard�a uni
itatea solut�iei.Una din apli
at�iile 
ele mai importante ale surselor 
omandate 
onst�a �̂n mo-delarea unei 
omponente ele
troni
e fre
vent �̂ntâlnit�a �̂n apli
at�ii, numit�a am-pli�
ator operat�ional. Ampli�
atorul operat�ional are simbolul prezentat �̂n�gura 2.25.a, simbol 
e pune �̂n evident��a dou�a borne de intrare notate 
u + (in-trarea neinversoare) �si � (intrarea inversoare), o born�a de mas�a, o born�a de ie�sirenotat�a 
u O �si dou�a borne de alimentare, având potent�ialele +Va �si respe
tiv�Va.
R
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U i
U 0 U 0

U 0
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A  u

A  u
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O
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+
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i
O

i0Fig. 2.25.98



2.6. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE NERECIPROCEComportarea ampli�
atorului operat�ional �̂ntre bornele de intrare este asem�a-n�atoare 
u 
ea a unui rezistor de rezistent��a Ri (rezistent��a de intrare). Între bornade ie�sire �si borna de mas�a, ampli�
atorul operat�ional se 
omport�a 
a un generatorde tensiune 
omandat �̂n tensiunea de intrare, �̂n serie 
u o rezistent��a de ie�sireRo. Coe�
ientul de transfer A0 al sursei 
omandate, se nume�ste "ampli�
area �̂nbu
l�a des
his�a" a ampli�
atorului operat�ional.Deoare
e rezistent�a de intrare Ri este mult mai mare de
ât rezistent�ele uzualedintr-un 
ir
uit ele
troni
, iar rezistent�a de ie�sire Ro este mult mai mi
�a de
âtrezistent�ele din restul 
ir
uitului, deseori se utilizeaz�amodelul simpli�
at al ampli-�
atorului operat�ional 
onstând �̂ntr-o surs�a de tensiune 
omandat�a �̂n tensiune,prezentat �̂n �gura 2.25.
 �si obt�inut presupunând Ri =1 �si Ro = 0.Spe
i�
 ampli�
atoarelor operat�ionale este �si faptul 
�a ampli�
area �̂n bu
l�ades
his�a este foarte mare, A > 105. A
est lu
ru permite 
a �̂n anumite 
azuri (deexemplu �̂n 
ir
uitele 
u rea
t�ie negativ�a) s�a se poat�a presupune A0 !1. Pentru
a �̂ntr-un 
ir
uit �̂n 
are 
oe�
ientul A0 tinde spre in�nit s�a se obt�in�a tensiuni�nite este ne
esar 
a ui s�a tind�a 
�atre zero. În a
est model, numit ampli�
atoroperat�ional perfe
t, poarta de intrare are propriet�at�i 
u totul spe
iale, impunândanularea atât a tensiunii 
ât �si a 
urentului, pe 
ând la poarta de ie�sire atâttensiunea 
ât �si 
urentul pot avea ori
e valoare. În ultim�a instant��a, 
urentul �sitensiunea de ie�sire sunt stabilite de restul 
ir
uitului �si nu de elementul 
onsiderat.Modelul perfe
t al ampli�
atorului operat�ional pune �̂n evident��a dou�a elementedipolare de 
ir
uit 
omplet degenerate, numite nulator �si norator.Nulatorul este elementul dipolar (�g. 2.26.a) având e
uat�iile de fun
t�ionare:( u = 0;i = 0: (2.66)
u

a.

u

b. c.

O

-

+

i
i Fig. 2.26.Noratorul este elementul dipolar de 
ir
uit ele
tri
 
u simbolul prezentat �̂n�gura 2.26.b la 
are tensiunea la borne u �si 
urentul i pot avea ori
e valoare.Cu ajutorul a
estor elemente de 
ir
uit, ampli�
atorul operat�ional poate �modelat prin s
hema e
hivalent�a prezentat�a �̂n �gura 2.26.
. Pere
hea de elementedegenerate 
e al
�atuies
 a
east�a s
hem�a e
hivalent�a se nume�ste nulor.99



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREPROBLEME2.6.1. S�a se stabileas
�a 
ondit�iile de e
hivalent��a �̂ntre elementele de 
ir
uitprezentate �̂n �gura 2.6.1.
δ

b.

2

2

d.

22

i 2

c.

2

2

i

22

i 2

γ

i

1R

1R

i1

a.

R1

R
uuR

R1u1

R

α u 1
u

βi1

1

uR

u1

u1

1Fig. 2.6.1.2.6.2. S�a se determine elementul e
hivalent grup�arii serie a unui nulator 
uunul din elementele ideale: rezistor, 
ondu
tor perfe
t, izolator perfe
t, generatorideal de tensiune, generator ideal de 
urent �si norator. S�a se rezolve problema �̂n
azul grup�arii paralel a elementelor ideale.2.6.3. S�a se determine elementul e
hivalent grup�arii serie a unui norator 
uunul din elementele ideale: rezistor, 
ondu
tor perfe
t, izolator perfe
t, generatorideal de tensiune �si generator ideal de 
urent. S�a se rezolve problema �̂n 
azulgrup�arii �̂n paralel a a
estor elemente ideale.2.6.4. S�a se determine rezistent�a e
hivalent�a �̂ntre bornele A �si B pentru
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.6.2.2.6.5. S�a se analizeze 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.6.3 
u ajutorul me-todelor sistemati
e de analiz�a. 100



2.6. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE NERECIPROCE
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2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE2.6.6. Cir
uitul reprezentat �̂n �gura 2.6.4.a poart�a numele de ampli�
atorinversor 
u rea
t�ie negativ�a. A
est 
ir
uit poate � e
hivalat 
u s
hema din �gura2.6.4.b. Utilizând s
hema e
hivalent�a a ampli�
atorului operat�ional prezentat�a�̂n �gura 2.25.b, s�a se determine rezistent�a de intrare e
hivalent�a Rie, rezistent�ade ie�sire e
hivalent�a Roe �si ampli�
area A a 
ir
uitului. S�a se determine valo-rile a
estor parametri da
�a se utilizeaz�a s
hema e
hivalent�a a ampli�
atoruluioperat�ional prezentat�a �̂n �gura 2.25.b. Care este valoarea ampli�
�arii A, atun
i
ând ampli�
area �̂n bu
la des
his�a A0 tinde 
�atre in�nit?
R S

-

+

R R

E u

2 1

a.

1 u 2

E RR ie R oe
1u 2u

A 1u

S

b.Fig. 2.6.4.2.6.7. S�a se 
al
uleze rezistent�a e
hivalent�a de intrare Rie, rezistent�a e
hiva-lent�a de ie�sireRoe �si ampli�
area e
hivalent�aA pentru 
ir
uitul de tip ampli�
atorneinversor prezentat �̂n �gura 2.6.5.
-

+
u 2

Eu1

R 2 R1Fig. 2.6.5.Cal
ulele vor � efe
tuate utilizând, pe rând, 
ele trei modele ale ampli�
atorului102



2.6. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE NERECIPROCEoperat�ional reprezentate �̂n �gurile 2.25.b, 2.25.
 �si 2.26.
.2.6.8. S�a se 
al
uleze tensiunile de ie�sire U2 pentru 
ir
uitul sumator repre-zentat �̂n �gura 2.6.6.a �si 
ir
uitul de diferent��a reprezentat �̂n �gura 2.6.6.b. Seva utiliza s
hema e
hivalent�a a ampli�
atorului operat�ional prezentat�a �̂n �gura2.25.
, iar �̂n �nal se va dis
uta 
azul �̂n 
are A0 !1.
2R

E 2

E 1

R1
-

+
u 2

R1

2E

2R
E 1

R
-

+
u 2

R

a. b.Fig. 2.6.6.2.6.9. S�a se 
al
uleze rezistent�a de intrare, rezistent�a de ie�sire �si ampli�
a-rea 
ir
uitului repetor reprezentat �̂n �gura 2.6.7. S�a se 
al
uleze eroarea 
are sefa
e asupra tensiunii de ie�sire atun
i 
ând se adopt�a modelul perfe
t pentru am-pli�
atorul operat�ional, da
�a parametrii ampli�
atorului operat�ional au valorileRi = 10M
, A0 = 105, R0 = 10
:
-

+
u 2

E

RS=
100KΩFig. 2.6.7.2.6.10. S�a se arate 
�a 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 2.6.8 pot simula urm�a-toarele tipuri de surse 
omandate: (a) sursa de tensiune 
omandat�a �̂n 
urent, (b)sursa de 
urent 
omandat�a �̂n 
urent, (
) sursa de 
urent 
omandat�a �̂n tensiune.S-a notat 
u Rs rezistent�a de sar
in�a 
one
tat�a la bornele sursei 
omandate iar
u i1 �si u1 m�arimile de 
omand�a. Cal
ulele vor � efe
tuate 
u ajutorul s
hemeie
hivalente din �gura 2.25.
, la 
are se va presupune A0 !1 .103
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RS

R2u S

-

+

R1i

i2

-

+

R S

u1

c.

-

+

R1i

2R

i2

a. b.Fig. 2.6.8.2.6.11. Cir
uitele 
uadripolare prezentate �̂n �gurile 2.6.9.a �si b se numes

onvertoare de negativare INIC, respe
tiv UNIC. S�a se stabileas
�a relat�ia dintrem�arimile de intrare i1; u1 �si m�arimile de ie�sire i2; u2. S�a se arate 
�a rezistent�ae
hivalent�a �̂ntre bornele de intrare A �si B este opusul rezistent�ei 
one
tate �̂ntrebornele de ie�sire. Se va utiliza modelul perfe
t al ampli�
atorului operat�ional.
2i

2i

-

+

R

R

R2u

u

1i

1

S

INIC

a.

A

B

-

+

RR

2u

UNIC

b.

i1

B

A
u1Fig. 2.6.9.2.6.12. S�a se 
al
uleze erorile 
e se fa
 asupra m�arimilor de ie�sire ale 
ir
ui-telor prezentate �̂n �gurile 2.6.4 - 2.6.9 atun
i 
ând se utilizeaz�a pentru ampli�-
atorul operat�ional modelul 
u nulor �̂n lo
ul s
hemei din �gura 2.25.
.2.6.13. Pornind de la observat�ia 
�a un norator poate � substituit 
u ungenerator de 
urent având 
urentul ele
tromotor nedeterminat s�a se genereze unalgoritm de analiz�a 
u metoda potent�ialelor de noduri pentru 
ir
uite 
e 
ont�innoratori. 104



2.7. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE LINIARE2.7 Teoremele 
ir
uitelor rezistive liniareBREVIARÎn a
est paragraf sunt analizate a
ele teoreme ale 
ir
uitelor ele
tri
e liniare
are pun �̂n evident��a 
orelat�ii �̂ntre solut�ia problemei de analiz�a �si datele a
esteiprobleme. În a
est fel se pune �̂n evident��a modul �̂n 
are depind 
urent�ii �sitensiunile unui 
ir
uit de parametrii ret�elei.Teorema liniarit�at�ii a�rm�a 
�a da
�a un 
ir
uit ele
tri
 
ont�ine rezistoareliniare, surse 
omandate liniar �si un singur generator independent, atun
i toatetensiunile �si 
urent�ii ret�elei vor depinde liniar de parametrul generatorului.
2

2

U
Retea liniara
fara surse

U

I

E
Retea liniara
fara surse

a.

U1

1I

b.

0I

0JFig. 2.27.Utilizând notat�iile din �gura 2.27, teorema liniarit�at�ii are forma:I1 = Gt �E; I2 = Ai �J ;U1 = Au �E; U2 = Rt �J; (2.67)�̂n 
are s-au pus �̂n evident��a 
oe�
ient�ii de proport�ionalitate Gt (
ondu
tant�a detransfer), Au (
oe�
ientul de transfer al tensiunii), Ai (
oe�
ientul de transfer al
urentului) �si Rt (rezistent�a de transfer). Cei patru 
oe�
ient�i de transfer, numit�i�si transmitant�e, sunt parametrii 
ara
teristi
i ai ret�elei fat��a de 
ele dou�a port�i,nedepinzând de m�arimile de ex
itat�ie E sau J.Teorema r�aspunsurilor maxime a�rm�a 
�a pentru 
ir
uitele 
e 
ont�in nu-mai rezistoare 
u rezistent�e pozitive, 
oe�
ient�ii de transfer �̂n tensiune sau 
urentau modulul subunitar: jAuj � 1 ; jAij � 1; (2.68)de
i tensiunile unui 
ir
uit rezistiv alimentat de la o singur�a surs�a nu dep�a�ses
tensiunea de alimentare: jU1j � jEj iar 
urent�ii nu dep�a�ses
 
urent�ii de alimen-tare jI2j � jJ j.Apli
ând teorema substitut�iei (paragraful 3.5) rezult�a urm�atoarea 
onse
int��aa teoremei anterioare: jI1j � jI0j = jGiEj =) jGtj � Gi;jU2j � jU0j = jRiJ j =) jRtj � Ri; (2.69)105



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE�̂n 
are s-a notat 
u Ri = 1=Gi rezistent�a e
hivalent�a a 
ir
uitului rezistiv fat��a deintrare �si 
u Gt, Rt 
ondu
tant�a, respe
tiv rezistent�a de transfer intrare - ie�sire.Teorema re
ipro
it�at�ii a�rm�a 
�a pentru un 
ir
uit 
e 
ont�ine numai rezis-toare, sunt valabile egalit�at�ile: Ia = Ib;Ua = Ub; (2.70)pentru m�arimile de�nite �̂n �gura 2.28.
Retea

rezistivaJ Ub

Retea
rezistiva

Retea
rezistiva

Retea
rezistiva

I b I a

U a

A

B

C

D

A

B

E

C

D

J

D

CA

B

B

C

D

A

E

Fig. 2.28.O 
onse
int��a a teoremei re
ipro
it�at�ii este faptul 
�a pentru o ret�ea rezistiv�a
oe�
ient�ii de transfer pentru dou�a port�i 1 �si 2 sunt egali:Gt12 = Gt21 ; Rt12 = Rt21: (2.71)Teorema superpozit�iei a�rm�a 
�a da
�a un 
ir
uit 
ont�ine rezistoare liniare,surse 
omandate liniar �si generatoare independente, atun
i 
urentul �si tensiuneaunei laturi sunt suma 
urent�ilor, respe
tiv a tensiunilor din latura respe
tiv�aproduse de �e
are generator, �̂n 
ondit�iile �̂n 
are 
elelalte generatoare sunt pasi-vizate.
surse
fara 

liniar 
Circuit 

surse
fara 

liniar 
Circuit 

U

I

U1

1I

J

E

surse
fara 

liniar 
Circuit 

E

U

I 2

2JFig. 2.29.106



2.7. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE LINIAREUtilizând notat�iile din �gura 2.29, din teorema superpozit�iei rezult�a:I = I1 + I2;U = U1 + U2: (2.72)În general, pentru un 
ir
uit 
e 
ont�ine n surse, 
urentul Ik din latura k �sitensiunea Uk la bornele laturii k satisfa
 egalit�at�ile:Ik = nPi=1 Iki ;Uk = nPi=1Uki ; (2.73)�̂n 
are Iki �si Uki sunt 
urentul, respe
tiv tensiunea din latura k, �̂n 
ondit�iile �̂n
are �̂n 
ir
uit se a
�a doar generatorul independent din latura i, toate 
elelalte�ind pasivizate.Da
�a un 
ir
uit liniar este ex
itat de generatoare de tensiune (�g. 2.30.a),atun
i 
urent�ii absorbit�i de port�i sunt, 
onform teoremelor liniarit�at�ii �si superpo-zit�iei, de forma: 266664 I1I2...In 377775 = 266664 G11 G12 � � � G1nG21 G22 � � � G2n... . . . ...Gn1 Gn2 � � � Gnn 377775� 266664 E1E2...En 377775 ; (2.74)�̂n 
are [Gij℄ este matri
ea 
ondu
tant�elor, elementele diagonale reprezentând
ondu
tant�ele e
hivalente de intrare ale port�ilor, iar 
ele nediagonale reprezentând
ondu
tant�ei de transfer: Gij = IiEj �����Ek=0; k 6=j : (2.75)Da
�a 
ir
uitul liniar este re
ipro
 atun
i relat�ia (2.71) garanteaz�a simetriamatri
ei G.Da
�a 
ir
uitul liniar este ex
itat de m generatoare de 
urent (�g. 2.30.b),atun
i tensiunile la bornele port�ilor satisfa
 relat�ia:266664 U1U2...Um 377775 = 266664 R11 R12 � � � R1mR21 R22 � � � R2m... . . . ...Rm1 Rm2 � � � Rmm 377775� 266664 J1J2...Jm 377775 ; (2.76)�̂n 
are [Rij℄ este matri
ea rezistent�elor de transfer, 
u elementele:Rij = UiJj �����Jk=0; k 6=j : (2.77)107



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE
a.

liniar
CircuitI

I n

2

2E

E
I1

1

nE

1J

J
2

J m J m

J
2

1J

liniar
Circuit

b.

liniar
CircuitI

I n

2

2E

E
I1

1

nE

c.

U1

2U U2

U1

UmUm Fig. 2.30.A
east�a matri
e este simetri
�a �̂n 
azul 
ir
uitelor re
ipro
e.Da
�a un 
ir
uit liniar este ex
itat de n generatoare de tensiune �si m genera-toare de 
urent, atun
i m�arimile ne
unos
ute ale port�ilor satisfa
 relat�ia:26666666666666664 I1I2...InU1U2...Um
37777777777777775 = 26664 H11 ... H12� � � � � � � � �H21 ... H22 37775� 26666666666666664 E1E2...EnJ1J2...Jm

37777777777777775 ; (2.78)�̂n 
are matri
ea H se nume�ste matri
e hibrid�a a multiportului �ind al
�atuit�a din
ondu
tant�e de transfer (elementele din submatri
ea blo
 H11), de�nite prin:hij = IiEj ����� Ek=0; k 6=jJk=0; k=1;m ; (2.79)
oe�
ient�ii de transfer �̂n 
urent (elementele din submatri
ea blo
 H12), de�nit�ide: hij = IiJj ����� Jk=0; k 6=jEk=0; k=1;n ; (2.80)
oe�
ient�ii de transfer �̂n tensiune (elementele din submatri
ea H21), de�nit�i de:hij = UiEj ����� Ek=0; k 6=jJk=0; k=1;m ; (2.81)108



2.7. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE LINIARErezistent�ele de transfer (submatri
ea H22):hij = UiJj ����� Jk=0; k 6=jEk=0; k=1;n : (2.82)În 
onse
int��a, pentru 
ara
terizarea unui multiport liniar 
u n port�i se utili-zeaz�a o matri
e p�atrat�a de transmitant�e, de dimensiune n� n. De�nirea a
esteimatri
i depinde de modul �̂n 
are sunt 
ontrolate port�ile, �̂n 
urent sau �̂n ten-siune. Între matri
ile 
ara
teristi
e unui multiport se pot stabili diverse relat�ii;de exemplu, da
�a matri
ea 
ondu
tant�elor G este inversabil�a atun
i matri
earezistent�elor este inversa sa: R = G�1: (2.83)În 
azul ret�elelor rezistive 
u rezistent�e pozitive matri
ile R �si G sunt, 
onformteoremelor anterioare, matri
i simetri
e, pozitiv de�nite, 
u diagonal�a dominant�a.Teoremele anterioare au pus �̂n evident��a modul �̂n 
are variaz�a 
urent�ii �sitensiunile unei ret�ele �̂n fun
t�ie de surse. Modi�
area valorii unei rezistent�e de-termin�a, �̂n general, modi�
area tuturor tensiunilor �si 
urent�ilor din 
ir
uitulrespe
tiv. Pentru evident�ierea modului �̂n 
are se modi�
�a tensiunile �si 
urent�iiunei ret�ele fat��a de modi�
area unei rezistent�e este util�a urm�atoarea teorem�a.Teorema variat�iei a�rm�a 
�a derivatele part�iale ale 
urent�ilor �si tensiunilordintr-o latur�a a unei ret�ele fat��a de o rezistent��a R sunt:�I�R = �Gt �I1;�U�R = �Au �I1; (2.84)�̂n 
are I1 este 
urentul prin rezistorul supus variat�iei, iar Gt �si Au sunt transmi-tant�ele port�ilor la 
are s-au de�nit m�arimile I respe
tiv U fat��a de o poart�a 
on-trolat�a de tensiune �̂nseriat�a 
u rezistent�a R (�g. 2.31.a), �̂n 
ondit�iile �̂n 
areret�eaua se presupune pasivizat�a.
1I R

I

U
E=0

Retea

liniara

a.

activa

I

U

Retea

liniara
J=0 G

U1

activa

b.Fig. 2.31.109



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIAREDerivatele 
urentului I �si a tensiunii U fat��a de 
ondu
tant�a G a unui rezistordin ret�ea sunt: �I�G = �Ai�U1;�U�G = �Rt�U1; (2.85)�̂n 
are U1 este tensiunea la bornele rezistorului supus variat�iei, iar Ai �si Rtsunt transmitant�ele port�ilor la 
are s-au de�nit m�arimile I respe
tiv U fat��a de opoart�a 
ontrolat�a �̂n 
urent, 
one
tat�a �̂n paralel 
u rezistorul de 
ondu
tant��a G,�̂n 
ondit�iile �̂n 
are ret�eaua se presupune pasivizat�a (�g. 2.31.b).Utilizând relat�iile (2.84) �si (2.85) se poate stabili in
uent�a unei rezistent�e saua unei 
ondu
tant�e asupra unei transmitant�e, 
al
ulând derivata transmitant�eifat��a de a
ea rezistent��a sau 
ondu
tant��a. Deoare
e ori
e transmitant��a T = Y=Xeste raportul unei m�arimi de ie�sire Y �si al unei m�arimi de intrare X, presupunândm�arimea de intrare 
onstant�a, rezult�a 
�a derivata part�ial�a a transmitant�ei T este:dTdR = 1X � dYdR ;exprimabil�a �̂n fun
t�ie de derivata m�arimii de ie�sire, 
urent sau tensiune. Cal
u-lul derivatelor transmitant�elor fat��a de rezistent�ele �si 
ondu
tant�ele unui 
ir
uitpoart�a numele de analiza senzitivit�at�ilor 
ir
uitului respe
tiv.

110



2.7. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE LINIAREPROBLEME2.7.1. S�a se veri�
e teorema liniarit�at�ii pentru 
ir
uitele din �gura 2.7.1. S�ase 
al
uleze transmitant�ele tuturor laturilor fat��a de latura generator.
10  I.

10 20

10 Ω Ω Ω

10

I

Ω
a. b. c.

10
Ω 1ΩE10

Ω
10
Ω

E
J Fig. 2.7.1.2.7.2. S�a se veri�
e teorema re
ipro
it�at�ii �si teorema r�aspunsurilor maximepentru 
ir
uitele 
uadripolare din �gura 2.7.2.

10 Ω 20 Ω

20 Ω 20 Ω10 Ω

20 Ω

a. b.Fig. 2.7.2.2.7.3. S�a se 
al
uleze 
urent�ii notat�i 
u I �̂n 
ir
uitele din �gura 2.7.3, apli
ândteorema superpozit�iei.
a.

Ω

Ω20 20Ω

20V10V
20Ω

Ι

b.

Ι

10

10Ω

10V

2AFig. 2.7.3.111



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE2.7.4. S�a se 
al
uleze, pentru 
uadripolii diport�i din �gura 2.7.4, matri-
ile rezistent��a, 
ondu
tant��a �si a parametrilor hibrizi. S�a se dis
ute 
ondit�iile deexistent��a a a
estor matri
i.
P1 R1 R 2 P 2

a.

P1 P 2u
α u

d.

P1 P 2I
βI

e.

P1 P 2

Gu
u

f.

P1 P 2
R1

R 2
P1 P 2R

b. c.

Fig. 2.7.4.2.7.5. S�a se 
al
uleze matri
ile rezistent��a, 
ondu
tant��a �si hibride pentru
uadripolii diport�i din �gura 2.7.5. S�a se stabileas
�a 
ondit�iile de e
hivalent��a�̂ntre a
e�sti 
uadripoli.
1 2

2

1

2

1 2 1

G G

R

G

G

R

a. b.

G

R R

c.

RFig. 2.7.5.2.7.6. S�a se 
al
uleze matri
ile 
ara
teristi
e ale 
uadripolilor prezentat�i �̂n �-gura 2.7.6. În 
e 
ondit�ii a
e�sti 
uadripoli sunt e
hivalent�i 
u 
ei din �gura 2.7.5 ?2.7.7. S�a se 
al
uleze derivatele part�iale ale intensit�at�ii I fat��a de rezistent�ele
ir
uitului, la 
ir
uitele din �gura 2.7.3. În 
e sens trebuie modi�
ate rezistent�elepentru a m�ari modulul 
urentului jIj ?112



2.7. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE LINIARE
I

R  I

1

2

23
4 1

I1
R

R  I

R2

a.

U U
4 1G  U G 2

2

1

3 2G  U

G

1

b.Fig. 2.7.6.2.7.8. S�a se 
al
uleze derivatele part�iale ale transmitant�elor 
ir
uitelor din �-gura 2.7.5, fat��a de rezistent�ele �si 
ondu
tant�ele rezistoarelor 
e al
�atuies
 ret�eaua.2.7.9. S�a se 
al
uleze derivatele part�iale ale parametrilor 
al
ulat�i �̂n pro-blema 2.6.7. fat��a de datele problemei. În 
e sens trebuie modi�
ate datele pro-blemei pentru a m�ari modulul tensiunii u2 ?2.7.10. S�a se determine 
u 
âte pro
ente trebuie modi�
at�a valoarea rezisten-t�eiR1 la 
ir
uitul din �gura 2.6.5, pentru 
a tensiunea u2 s�a 
reas
�a 
u un pro
ent.
R  =10Ω1

b ca

1 2R  =10        R  =5Ω Ω

BA BA ΩR  =202

R  =301 Ω

A B
R  =10Ω3

R  =302 ΩFig. 2.7.7.2.7.11. S�a se studieze in
uent�a rezistent�elor asupra rezistent�ei e
hivalente�̂ntre bornele A, B �̂n 
azul 
ir
uitelor din �gura 2.7.7. Presupunând satisf�a
�atoareaproximarea liniar�a s�a se determine 
u 
âte pro
ente se va modi�
a rezistent�ae
hivalent�a, da
�a �e
are rezistor �̂�si m�are�ste rezistent�a 
u 1%.
113
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Capitolul 3Cir
uite ele
tri
e rezistiveneliniare3.1 Cir
uite liniare 
u un dipol neliniarBREVIARPentru 
ara
terizarea unui rezistor dipolar neliniar 
ontrolat �̂n 
urent(�g. 3.1.a) se utilizeaz�a urm�atoarele fun
t�ii:{ 
ara
teristi
a 
urent-tensiune: u = f(i); (3.1){ rezistent�a stati
�a: Rs(i) = f(i)i ; (3.2){ rezistent�a dinami
�a: Rd(i) = dfdi ; (3.3)ultima fun
t�ie utilizându-se atun
i 
ând fun
t�ia 
ara
teristi
�a f este derivabil�a.Pentru 
ara
terizarea unui rezistor neliniar 
ontrolat �̂n tensiune (�g.3.1.b) se utilizeaz�a urm�atoarele fun
t�ii:{ 
ara
teristi
a tensiune-
urent: i = g(u); (3.4){ 
ondu
tant�a stati
�a: Gs(u) = g(u)u ; (3.5)115



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
β=tg  u/i

α= du/ditg

a.

α

β i

u

β=tg  u/i

α= du/ditg

i

u

α

β

c.

i

u

γ

du/ditg γ=

δ tg  u/iδ =

b.

i

u

u

i

d.Fig. 3.1.{ 
ondu
tant�a dinami
�a: Gd(u) = dgdu; (3.6)ultima fun
t�ie utilizându-se atun
i 
ând fun
t�ia 
ara
teristi
�a g este derivabil�a.În 
azul elementelor 
e au 
ara
teristi
a f inversabil�a (�g. 3.1.
) se pot utilizatoate 
ele patru fun
t�ii, elementele putând � 
ontrolate atât �̂n 
urent 
ât �si �̂ntensiune. Elementele 
e nu sunt 
ontrolate �̂n 
urent sau �̂n tensiune (�g. 3.1.d)ne
esit�a dou�a fun
t�ii pentru a reprezenta relat�ia u-i sub form�a parametri
�a:u = f(�);i = g(�): (3.7)Un rezistor 
are are fun
t�ia 
ara
teristi
�a impar�a:f(�i) = �f(�i) sau g(�i) = �g(u); (3.8)se nume�ste 
u bornele nepolarizate, �̂n 
az 
ontrar el fa
e parte din 
ategoriaelementelor polarizate.În general, s
himbarea sensurilor de referint��a pentru tensiuni �si 
urent�i deter-min�a modi�
area gra�
ului relat�iei u-i, din a
est motiv gra�
ul unei 
ara
teristi
iu-i trebuie aso
iat unei �guri 
u sensuri de referint��a pentru tensiuni �si 
urent�i. La116



3.1. CIRCUITE LINIARE CU UN DIPOL NELINIARelementele nepolarizate este su�
ient s�a se spe
i�
e regula de aso
iere a sensurilorpentru a interpreta gra�
ul �̂n mod univo
.Rezistoarele liniare având e
uat�ia de fun
t�ionare:u = Ri;pot � 
ontrolate �e �̂n 
urent (da
�a G = 1=R 6= 0), �e �̂n tensiune (da
�a R 6= 0),iar RS = Rd = R = 1=Gd = 1=Gs. Rezistoarele liniare fa
 parte din 
ategoriarezistoarelor nepolarizate.Cea mai simpl�a metod�a pentru analiza 
ir
uitelor liniare 
e 
ont�in un rezis-tor neliniar este metoda gra�
�a a dreptei de sar
in�a. Pentru apli
area a
esteimetode se determin�a generatorul e
hivalent p�art�ii liniare a ret�elei (�g. 3.2.b) �sise reprezint�a gra�
 relat�ia dintre tensiune �si 
urent impus�a de a
est generator.Gra�
ul a
estei fun
t�ii va � o dreapt�a, numit�a dreapt�a de sar
in�a, iar solut�iaproblemei, pun
tul de operare al elementului neliniar este pun
tul de 
oordonate(i,u), a
at la interse
t�ia a
estei drepte 
u 
ara
teristi
a neliniar�a. Pentru trasa-rea dreptei sunt su�
iente dou�a pun
te �si anume tensiunea de mers �̂n gol UAB0�si 
urentul de s
urt
ir
uit Is
AB . În 
onse
int��a, analiza se redu
e la �̂nlo
uireaelementului neliniar 
u un izolator, respe
tiv 
u un 
ondu
tor perfe
t, deter-minându-se t�aieturile dreptei de sar
in�a.
ABIsc

U AB 0

U

R

A

B

I

u

punctul de operare

U

I

a. b. c.

u

IA

B

R.L.A.
AB

AB 0

0Fig. 3.2.Dezavantajele metodei dreptei de sar
in�a 
onstau �̂n impre
izia impli
it�a aunei metode gra�
e �si �̂n faptul 
�a metoda poate � apli
at�a doar la 
ir
uite 
uun singur element neliniar. Metoda poate � extins�a la 
ir
uite 
e 
ont�in maimulte elemente neliniare 
one
tate �̂n serie sau �̂n paralel, 
e al
�atuies
 un dipole
hivalent neliniar. Da
�a elementele neliniare sunt 
one
tate �̂n serie (i1 = i2; u =u1 + u2), atun
i 
ara
teristi
a elementului e
hivalent se determin�a prin sumaregra�
�a pe orizontal�a, �̂n planul u-i 
a �̂n �gura 3.3.117



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
u1 u2

I 2

u

I1

a. b.

i

u

1 1
1

2 2
2

g  (u ) g  (u )
g(u  +u )

Fig. 3.3.Da
�a elementele neliniare sunt 
one
tate �̂n paralel, (u1 = u2; i = i1 + i2),atun
i 
ara
teristi
a elementului e
hivalent se determin�a prin sumare gra�
�a peverti
al�a, �̂n planul u-i, 
a �̂n �gura 3.4.
i

i

1

2

a. b.

u

i

u

2

1

f(u  )

f(u  )

1

f(u)=i +i
2

Fig. 3.4.Cone
tarea �̂n serie a unui generator ideal de tensiune 
u un rezistor neliniartranslateaz�a 
ara
teristi
a neliniar�a a a
estuia 
u tensiunea ele
tromotoare E (�g.3.5).Cone
tarea �̂n paralel a unui generator ideal de 
urent 
u un rezistor neliniartranslateaz�a 
ara
teristi
a neliniar�a a a
estuia 
u 
urentul ele
tromotor J (�g.3.6).Observat�iile anterioare permit s�a se a�rme 
�a ori
e rezistor neliniar este e
hi-valent 
u un generator neliniar de tensiune (�g. 3.5.a) sau 
u un generator neliniarde 
urent (�g. 3.6.a). A
east�a observat�ie permite generalizarea metodei gra�
ela 
ir
uite al
�atuite din elemente neliniare 
one
tate serie-paralel obt�inându-semetoda numit�a a 
urbei de sar
in�a, �̂n 
are pun
tul de operare [u,i℄ al unuielement neliniar se obt�ine prin interse
t�ia 
ara
teristi
ii elementului 
u 
urba desar
in�a a restului ret�elei neliniare determinat�a prin �̂nsum�ari gra�
e.118



3.1. CIRCUITE LINIARE CU UN DIPOL NELINIAR
i

E

u

u1

b.a.

i

u

f  (i)1 f(i)

EFig. 3.5.
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3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIAREPROBLEME3.1.1. S�a se reprezinte gra�
 
ara
teristi
ile i(u), rezistent�a stati
�a Rs(u) �sirezistent�a dinami
�a Rd(u) pentru o diod�a semi
ondu
toare (�g. 3.1.1) pentru
are s-au m�asurat urm�atoarele pere
hi de valori U-I.U [V℄ -40 -30 -20 -10 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1I[mA℄ -0,1 -0,06 -0,04 -0,02 0 1 3 6 9 12
I

UFig. 3.1.1.3.1.2. S�a se 
al
uleze rezistent�a stati
�a �si dinami
�a pentru tensiunile u1 = 1V�si u2 = �1V apli
ate la bornele unei diode având fun
t�ia 
ara
teristi
�a:i = g(u) = Is(eu=Ut � 1);�̂n 
are Is=0,05mA �si UT = 25mV.3.1.3. S�a se 
al
uleze rezistent�a dinami
�a pe diferite port�iuni ale 
ara
teristi-
ilor neliniare reprezentate �̂n �gura 3.1.2: (a) dioda semi
ondu
toare; (b) diodaZener; (
) dioda tunel; (d) dioda tiristor; (e) tubul 
u neon �si (f) varistorul.3.1.4. S�a se reprezinte gra�
 
ara
teristi
a u-i pentru dioda semi
ondu
toarealegând pe rând sensurile de referint��a din �gura 3.1.3. S�a se reprezinte, �̂n modasem�an�ator, gra�
ele tuturor 
elorlalte elemente neliniare din �gura 3.1.2, pentrudiferite sensuri de referint��a.3.1.5. S�a se reprezinte 
ara
teristi
a u-i pentru elementele dipolare reprezen-tate �̂n �gura 3.1.4. Se va �̂nlo
ui dioda semi
ondu
toare 
u 
elelalte elementeneliniare din �gura 3.1.2.3.1.6. S�a se reprezinte gra�
 
ara
teristi
a u-i pentru elementele dipolaredin �gura 3.1.5. Se va studia apoi 
ombinat�ia altor elemente neliniare din 
eleprezentate �̂n �gura 3.1.2.3.1.7. S�a se reprezinte gra�
 
ara
teristi
a u-i pentru diferite 
ombinat�ii deelemente dipolare neliniare 
one
tate �̂n serie sau paralel (�g. 3.1.6).120



3.1. CIRCUITE LINIARE CU UN DIPOL NELINIAR
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3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
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3.1. CIRCUITE LINIARE CU UN DIPOL NELINIAR3.1.8. S�a se determine 
oordonatele pun
tului de operare [u,i℄ pentru ele-mentul neliniar din 
ir
uitul reprezentat �̂n �gura 3.1.7. Se vor 
onsidera pe rândelementele neliniare ale 
�aror 
ara
teristi
i sunt prezentate �̂n �gura 3.1.2. Ceefe
t are asupra pun
tului de operare inversarea pozit�iei elementului neliniar?Este a
est efe
t e
hivalent invers�arii pozit�iei generatorului?
R=20Ω

E=1V

I

U
i

u Fig. 3.1.7.3.1.9. S�a se determine port�iunea din 
ara
teristi
a neliniar�a pe 
are se a
�apun
tul de operare al elementului neliniar [u,i℄, �̂n 
azul 
ir
uitelor reprezentate�̂n �gura 3.1.8. Se vor 
onsidera, pe rând, elementele neliniare ale 
�aror 
ara
te-risti
i sunt prezentate �̂n �gura 3.1.2.
a. b. c.

60 Ω50 Ω

2V 2V

U

20

20

10V

U
50 Ω300mA

I

U

I I

1VΩ

Ω Fig. 3.1.8.3.1.10. S�a se determine num�arul de solut�ii pe 
are le poate avea problemadetermin�arii pun
tului de operare �̂n 
azul 
ir
uitului reprezentat �̂n �gura 3.1.9.H 3.1.11. Ce rezistent��a trebuie 
one
tat�a �̂n paralel 
u dioda tunel a 
�arei
ara
teristi
�a este prezentat�a �̂n �gura 3.1.2.
, pentru 
a elementul obt�inut s�apoat�a � utilizat 
a stabilizator de 
urent?3.1.12. S�a se analizeze 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 3.1.10 �si s�a se deter-mine pun
tele de operare pentru elementele neliniare. Vor � 
onsiderate 
ara
te-risti
ile elementelor neliniare reprezentate �̂n �gura 3.1.2.123



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
R
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U *E=150VFig. 3.1.9.
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3.1. CIRCUITE LINIARE CU UN DIPOL NELINIAR3.1.13. Apli
ând metoda 
urbei de sar
in�a s�a se determine valorile tensiuniiU �si 
urentului I pentru 
ir
uitele din �gura 3.1.11. Se vor 
onsidera 
ara
teris-ti
ile elementelor neliniare reprezentate �̂n �gura 3.1.2.
K

2V

I

5mA 2
Ω

U

1V

b.

I

10V

1KΩ

U

a. Fig. 3.1.11.3.1.14. S�a se urm�areas
�a traie
toria pun
tului de operare �si s�a se reprezintegra�
 variat�ia tensiunii u(t) da
�a tensiunea ele
tromotoare variaz�a sinusoidal �̂ntimp e(t) = 20 sin(!t) (�g. 3.1.12).
2002KΩ

e(t) u(t) e(t) u(t)

ΩFig. 3.1.12.
125



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE3.2 Elemente 
u 
ara
teristi
i liniare pe por-t�iuniBREVIARMetoda dreptei de sar
in�a �si �̂n general ori
e metod�a gra�
�a are dezavantajulprin
ipal de impre
izie �̂n obt�inerea solut�iei, impre
izie 
ondit�ionat�a de 
alitateareprezent�arii gra�
e. Pentru a evita a
est lu
ru, �̂n analiza 
ir
uitelor neliniarese prefer�a aproximarea 
ara
teristi
ii neliniare printr-o 
ara
teristi
�a de tip liniepoligonal�a, al
�atuit�a din segmente de dreapt�a pe port�iuni (�g. 3.7). Pe �e
areport�iune, 
ara
teristi
a u-i �ind o dreapt�a, elementul neliniar poate � e
hivalat
u un generator real, valabil pe port�iunea respe
tiv�a.
mentul k

pe seg- E k

R k

u u

i i

)k

panta G =1/Rk k

-E k

)k+1,i(u k+1

segmentul k

(u ,ik

u

i

Fig. 3.7.Generatorul e
hivalent 
orespunz�ator segmentului de drept�a 
e areextremit�at�ile (uk; ik) �si (uk+1; ik+1) are parametrii:Rk = Rdk = uk+1 � ukik+1 � ik ; Ek = Rkik � uk; (3.9)�̂n 
are Rk este panta dreptei (rezistent�a dinami
�a), iar Ek este interse
t�ia dreptei
u axa tensiunii.Pentru analiza 
ir
uitelor 
e 
ont�in elemente neliniare 
u 
ara
teristi
i lini-are pe port�iuni trebuie identi�
at�a, pentru �e
are element neliniar, port�iunea �̂n
are se a
�a pun
tul de operare �si apoi �̂nlo
uindu-se s
hema liniar�a e
hivalent�ape port�iunea respe
tiv�a se analizeaz�a 
ir
uitul obt�inut 
u una din metodele de126



3.2. ELEMENTE CU CARACTERISTICI LINIARE PE PORT�IUNIanaliz�a a 
ir
uitelor liniare. Pentru identi�
area port�iunii �̂n 
are se a
�a pun
tulde operare se pot utiliza metode gra�
e 
a metoda dreptei sau 
urbei de sar
in�a.O alt�a metod�a de analiz�a a a
estor 
ir
uite neliniare 
e nu utilizeaz�a teh-ni
i gra�
e este a
eea �̂n 
are se analizeaz�a toate 
ir
uitele liniare obt�inute prin
ombinarea s
hemelor e
hivalente pe port�iunile liniare �si eliminarea solut�iilor 
e
orespund pun
telor de operare 
e nu apart�in segmentelor pe 
are sunt valabiles
hemele utilizate.Da
�a se analizeaz�a un 
ir
uit 
e 
ont�ine n elemente neliniare, �e
are elementk = 1:::n având 
ara
teristi
a al
�atuit�a din mk segmente de dreapt�a, atun
i 
ua
east�a metod�a, �̂n 
azul 
el mai defavorabil, trebuie analizate Qnk=1mk 
ir
uiteliniare pentru a determina solut�ia.Prin aproximarea liniar�a pe port�iuni se obt�in diferite modele liniarizate (desemnal mare) ale elementelor neliniare. De exemplu, pentru diode semi
ondu
-toare se pot utiliza modelele din �gura 3.8.
i

u

(u<0)

d.

(i>0)

E d

E d

(u<u )0(u<u )0

i

u

a.

i

u
i

b.

i

u

c.

(u<0) (i<0)

R

u

E d Rd

u 0

Fig. 3.8.În 
azul elementelor tripolare s
hemele e
hivalente liniarizate vor 
ont�ine�si generatoare 
omandate. De exemplu, tranzistorul npn, un element tripolar(
u 
ele trei terminale numite B - baz�a, E - emitor, C - 
ole
tor), are 
ara
teris-ti
ile stati
e: UBE = ÛBE(IB; UCE);IC = ÎC(IB; UCE); (3.10)127



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE�̂n 
are fun
t�iile neliniare de dou�a variabile ÛBE, ÎC sunt reprezentate gra�
 �̂n�gura 3.9. S-a 
onsiderat 
�a m�arimile de 
omand�a (de intrare) sunt: 
urentul debaz�a IB �si tensiunea 
ole
tor - emitor UCE, iar m�arimile 
omandate (de ie�sire)sunt: tensiunea baz�a - emitor UBE �si 
urentul de 
ole
tor IC. Deoare
e terminalulE este 
omun intr�arii se spune 
�a a
east�a alegere 
orespunde 
onexiunii 
u emitor
omun, poarta de intrare (BE) �ind 
ontrolat�a �̂n 
urent, iar 
ea de ie�sire (CE)�ind 
ontrolat�a �̂n tensiune. Da
�a se aproximeaz�a 
ele dou�a fun
t�ii ret�inândprimii termeni din seria Taylor rezult�a:UBE ' H11IB +H12UCE + UBE0;IC ' H21IB +H22UCE + ICE0; (3.11)�̂n 
are 
oe�
ient�ii Hij sunt parametrii hibrizi de semnal mare ai tranzistorului �siau urm�atoarele semni�
at�ii:H11 = RB este rezistent�a dire
t�a a jon
t�iunii baz�a-emitor;H12 = KE este 
oe�
ientul invers de transfer al tensiunii;H21 = � este 
oe�
ientul de ampli�
are �̂n 
urent;H22 = 1=RC este 
ondu
tant�a 
ole
tor-emitor �̂n regiunea a
tiv�anormal�a; UBE0 este tensiunea de des
hidere a jon
t�iunii baz�a-emitor;ICE0 este 
urentul 
ole
tor-emitor pentru un 
urent de baz�a nul.Parametrii 
e intervin �̂n e
uat�iile (3.11) variaz�a relativ put�in da
�a tranzistorulse a
�a �̂n regiunea a
tiv�a normal�a (R.A.N.). Da
�a tranzistorul fun
t�ioneaz�a �̂nregiunea de saturat�ie (�g. 3.9.
), atun
i e
uat�iile pot � aproximate prin:IC = UCER� ; (3.12)iar da
�a fun
t�ioneaz�a �̂n regiunea de blo
are: IC = 0, IB = 0.
UBE

IB

UCE UCE=2∆U

UCE ∆U=

blocat
UBE0

IB

IC

UCE

UBE

E

C

B

IC

IB=4 I∆

IB=3 I∆

IB=2 I∆

∆I=IB

saturat

UCE

RAN

blocat

a. b. c.Fig. 3.9.Aproximarea liniar�a pe port�iuni a e
uat�iilor tranzistorului este prezentat�a �̂n�gura 3.10. 128



3.2. ELEMENTE CU CARACTERISTICI LINIARE PE PORT�IUNI
B

I
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R

B

U
BE U

BE
+ K
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E
U CE00

)

a.

1/

panta

panta

CI

U
CE

)

)

1/RC

αR1/
β Ι Β

b.Fig. 3.10.Pentru jon
t�iunea baz�a-emitor 
ara
teristi
a se aproximeaz�a 
u dou�a seg-mente de dreapt�a: baza blo
at�a (IB = 0) �si baza �̂n 
ondu
t�ie (IB > 0), iar 
ara
-teristi
a 
ole
tor-emitor este aproximat�a prin trei segmente de dreapt�a: tranzis-torul blo
at (IB = 0), tranzistorul saturat (IB > 0, IC < �IB) �si tranzistorul�̂n regiunea a
tiv�a normal�a (IB > 0, IC > �IB). S
hemele e
hivalente de sem-nal mare valabile pentru diferite regiuni, 
orespunz�atoare a
estor e
uat�ii suntprezentate �̂n �gura 3.12:a) tranzistorul blo
at (UB < 0);b) tranzistorul blo
at 
u baza �̂n 
ondu
t�ie (UCE < 0, IB > 0);
) tranzistorul saturat (UCE > 0, IB > IC� );d) tranzistorul �̂n regiunea a
tiv�a normal�a (UCE > 0, 0 < IB < IC� ).
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3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
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Fig. 3.12.Da
�a se adopt�a urm�atoarele aproxim�ari: RB = 0, KE = 0, R� = 0, RC =1,ICE0 = 0, atun
i se obt�ine modelul liniar pe port�iuni simpli�
at al tranzistoruluiprezentat �̂n �gura 3.11, 
u s
hemele e
hivalente �̂n 
ele patru regiuni prezentate�̂n �gura 3.13.
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3.2. ELEMENTE CU CARACTERISTICI LINIARE PE PORT�IUNIPROBLEME3.2.1. S�a se aproximeze 
ara
teristi
ile elementelor neliniare din �gura 3.1.2
u segmente de dreapt�a pe port�iuni �si s�a se determine s
hemele e
hivalente lini-arizate pe �e
are port�iune.3.2.2. S�a se aproximeze 
ara
teristi
ile elementelor neliniare analizate �̂nproblema 3.1.6 
u segmente de dreapt�a pe port�iuni �si s�a se determine s
hemelee
hivalente liniarizate pe �e
are port�iune.3.2.3. S�a se determine pun
tul de operare 
u ajutorul metodei s
hemelore
hivalente pe port�iuni pentru 
ir
uitele analizate �̂n problema 3.1.9.3.2.4. S�a se apli
e metoda 
ombinat�iei s
hemelor e
hivalente pe port�iuni laanaliza 
i
uitelor din �gura 3.1.10.3.2.5. S�a se determine s
hemele e
hivalente pe port�iuni la trioda ale 
�arei
ara
teristi
i sunt prezentate �̂n �gura 3.2.1.
U

I G [mA]

G[V]
84

10

30

U
G

UA
G

A

K

IA [mA]

UA [V]
200 400

U
G

=+3V
30 UG=-10V

G
U =0

Fig. 3.2.1.3.2.6. S�a se determine s
hemele e
hivalente liniarizate pe port�iuni pentrupentoda ale 
�arei 
ara
teristi
i sunt prezentate �̂n �gura 3.2.2.3.2.7. S�a se determine s
hemele e
hivalente liniarizate pe port�iuni pentrutranzistorul 
u efe
t de 
âmp TEC 
u 
anal n ale 
�arui 
ara
teristi
i sunt pre-zentate �̂n �gura 3.2.3.3.2.8. S�a se determine s
hemele e
hivalente liniarizate pe port�iuni pentrutiristorul ale 
�arui 
ara
teristi
i sunt prezentate �̂n �gura 3.2.4.131
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3.2. ELEMENTE CU CARACTERISTICI LINIARE PE PORT�IUNI3.2.9. S�a se determine gra�
 port�iunea pe 
are se a
�a pun
tul de operareal tranzistorului din �gura 3.2.5 �si s�a se 
al
uleze 
oordonatele a
estui pun
t
u ajutorul metodei s
hemelor e
hivalente liniarizate pe port�iuni. Se vor folosis
hemele e
hivalente din �gura 3.12 
u valorile RB=1k
, KE = 10�4, � = 50,RC=50k
, UBE0 = 0:6V, R� = 5
, ICE0 = 0.
C

B

2

1

E  =2V
E  =20V

R  =500Ω

R  =10k Ω Fig. 3.2.5.3.2.10. S�a se determine pozit�ia pun
tului de fun
t�ionare �̂n 
ondit�iile �̂n 
aresursele EB �si/sau EC din problema 3.2.9. �̂�si s
himb�a polaritatea.3.2.11. S�a se 
al
uleze eroarea 
are se fa
e asupra pun
tului stati
 de fun
t�io-nare da
�a se utilizeaz�a pentru tranzistor modelul din �gura 3.13.3.2.12. S�a se determine pozit�ia pun
tului stati
 de fun
t�ionare pentru tranzis-toarele reprezentate �̂n �gura 3.2.6 despre 
are se �stie 
�a fun
t�ioneaz�a �̂n regiuneaa
tiv�a normal�a. Se va folosi pentru tranzistor s
hema e
hivalent�a prezentat�a �̂n�gura 3.13.d 
u � = 50 �si UCB0 = 0.3.2.13. Pentru 
ir
uitele analizate �̂n problema 3.2.12. s�a se determine sen-zitivitatea 
urentului de 
ole
tor IC �si a tensiunii de 
ole
tor-emitor UCE fat��a defa
torul de ampli�
are � al tranzistorului.3.2.14. S�a se analizeze 
ir
uitele prezentate �̂n �gura 3.2.7 
u ajutorul meto-dei 
ombinat�iilor s
hemelor e
hivalente liniarizate.3.2.15. S�a se determine �̂n 
e stare (blo
at sau �̂n 
ondu
t�ie) se a
�a diodele 
eal
�atuies
 
ir
uitele din �gura 3.2.8. S�a se determine valorile tensiunii u pentruurm�atoarele valori ale tensiunilor generatoarelor:e1 0 0 1 1e2 0 1 0 13.2.16. S�tiind 
�a tranzistoarele 
e al
�atuies
 
ir
uitele din �gurile 3.2.10 �si3.2.9 fun
t�ioneaz�a �̂n regim de 
omutat�ie (sunt polarizate astfel �̂n
ât s�a aib�apun
tele de operare �̂n regiunea de blo
aj sau �̂n 
ea de saturat�ie) s�a se determinetensiunile notate 
u u �si s�a se identi�
e tranzistoarele blo
ate sau �̂n 
ondu
t�ie.133
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3.2. ELEMENTE CU CARACTERISTICI LINIARE PE PORT�IUNI
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1eFig. 3.2.8.Se vor 
onsidera sursele având dou�a valori e = 0 �si e = 5V .
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3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
+E c

Ω1K Ω1K

Ω1K
Ω1K Ω1KΩ1K

+E c

e1 2e
u

E

ue

c

u=?e

10KΩ

Ω1K

e

10KΩ

+E c

u=?

b.

Ω1KΩ

u=?

+E c

1K

e

+E c

u=?e

10KΩ

c. d.

a.

e. f.Fig. 3.2.10.
136



3.3. METODA MICILOR VARIAT�II3.3 Metoda mi
ilor variat�iiBREVIARO metod�a e�
ient�a de analiz�a a unui 
ir
uit neliniar �̂n 
ondit�iile variat�ieiparametrilor anumitor generatoare din 
ir
uit este metoda mi
ilor variat�ii.În a
east�a metod�a se presupune 
�a sursele au variat�ii ale parametrilor su�
ientde mi
i, astfel �̂n
ât pun
tele de operare ale elementelor neliniare se pot deplasape dreapta 
e aproximeaz�a 
ara
teristi
a neliniar�a, �si nu pe 
ara
teristi
a real�a,f�ar�a 
a a
est lu
ru s�a introdu
�a erori ina

eptabile. În 
azul elementelor 
u
ara
teristi
i liniare pe port�iuni, da
�a variat�ia surselor nu s
oate pun
tele deoperare din segmentul de dreapt�a pe 
are se a
�a, atun
i metoda mi
ilor variat�iieste o metod�a exa
t�a.
+∆U NN

b.

c. d.

Ε+∆Ε

U

I

IN PSF

U N
a.

UN+∆UN

U

IN +∆ IN

E

∆ E

∆ IN

∆UN RdU

UN

I
NN

I∆+
N

I

Fig. 3.14.Fie un 
ir
uit neliniar (�g. 3.14.b) având pun
tul de operare (UN ; IN) numit�̂n 
ontinuare pun
t stati
 de fun
t�ionare (P.S.F.). Tensiunile �si 
urent�ii din
ir
uitul neliniar 
onsiderat satisfa
 e
uat�iile lui Kir
hho�:Pk2(n) INk = 0; n = 1; 2; :::; (N � 1);Pk2[b℄UNk = 0; b = 1; 2; :::; (L�N + 1) (3.13)137



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE�si e
uat�iile de fun
t�ionare ale laturilor:UNk = ( bUNk (INk); pentru laturile neliniare;Rk � INk �Ek; pentru laturile liniare.Da
�a tensiunile ele
tromotoare au o variat�ie �E, atun
i pun
tele de operarese deplaseaz�a pe 
ara
teristi
ile neliniare p�ar�asind pun
tele stati
e de fun
t�ionare(�g. 3.14.a), iar solut�ia noii probleme de analiz�a satisfa
e e
uat�iile lui Kir
hho�:Pk2(n)(INk +�INk) = 0; n = 1; 2; :::; (N � 1);Pk2[b℄(UNk +�UNk) = 0; b = 1; 2; :::; (L�N � 1) (3.14)�si e
uat�iile de fun
t�ionare ale laturilor:( UNk +�UNk = bUNk(INk +�INk); pentru laturile neliniare;UNk +�UNk = Rk � (INk +�INk)� Ek ��Ek; pentru laturile liniare.Da
�a fun
t�iile 
ara
teristi
e ale elementelor neliniare se aproximeaz�a:ÛNk ' bUNk (INk) + d bUdI �����P:S:F: ��INk ; (3.15)prin neglijarea termenilor de ordin superior din dezvoltarea �̂n serie Taylor �̂n jurulpun
tului stati
 de fun
t�ionare, atun
i variat�iile tensiunilor �si 
urent�ilor satisfa
e
uat�iile: Pk2(n)�INk = 0;Pk2[b℄�UNk = 0;�UNk = ( Rd�INk ; pentru laturile neliniare;Rk�INk ��Ek; pentru laturile liniare. (3.16)Analizând e
uat�iile (3.16) se 
onstat�a 
�a ele pot � aso
iate unui 
ir
uit, numit
ir
uit de mi
i variat�ii (�g. 3.14.d) 
e se obt�ine pornind de la 
ir
uitul neliniar �̂n
are se opereaz�a substitut�iile prezentate �̂n �gura 3.15 �̂n 
are Rd = d bU=dI esterezistent�a dinami
�a a elementului neliniar �̂n pun
tul stati
 de fun
t�ionare.Pentru analiza unui 
ir
uit ele
tri
 neliniar 
u metoda mi
ilor variat�ii se par-
urg urm�atoarele etape ale algoritmului metodei:1. Se 
al
uleaz�a rezistent�ele dinami
e ale elementelor neliniare �̂n pun
tele sta-ti
e de fun
t�ionare: Rd = d bUdI �����I=IN : (3.17)138



3.3. METODA MICILOR VARIAT�II
R R

E

J

E+∆E ∆E

∆J

Rd

J+∆JFig. 3.15.2. Se 
onstruie�ste 
ir
uitul liniar de mi
i variat�ii �̂nlo
uind elementele nelini-are 
u rezistoare liniare având rezistent�ele egale 
u rezistent�ele dinami
e,p�astrând toate sursele 
omandate, iar dintre generatoare se p�astreaz�a numai
ele 
are variaz�a;3. Se analizeaz�a 
ir
uitul de mi
i variat�ii determinându-se 
urent�ii In = �IN �sitensiunile Un = �UN prin una din metodele de analiz�a a 
ir
uitelor liniare;4. Se 
al
uleaz�a solut�ia 
ir
uitului neliniar �̂n urma variat�iilor, ad�augând lapun
tele stati
e de fun
t�ionare solut�ia obt�inut�a la pun
tul anterior:INnou = IN +�IN ;UNnou = UN +�UN : (3.18)În multe apli
at�ii pra
ti
e sunt utile doar variat�iile pun
telor stati
e de fun
-t�ionare astfel �̂n
ât ultima etap�a a algoritmului nu mai este ne
esar�a.S
hema e
hivalent�a de mi
i variat�ii a tranzistorului npn fun
t�ionând �̂nregiunea a
tiv�a normal�a este prezentat�a �̂n �gura 3.16.b, iar �̂n 
azul modeluluisimpli�
at s
hema este 
ea din �gura 3.16.
.
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E
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B d

be

Ue ce

I

c ce

be

ce

c

b

b

β b βIFig. 3.16.Se 
onstat�a 
�a tranzistorul, din pun
tul de vedere energeti
, la mari variat�iieste un element pasiv din pun
t de vedere energeti
, dar la semnal mi
 el esteun element a
tiv, �ind reprezentat de o surs�a de 
urent 
omandat�a �̂n 
urent 
ufa
torul de ampli�
are �. 139



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIAREPROBLEME3.3.1. S�a se determine s
hemele e
hivalente de semnal mi
 pentru elementeledipolare neliniare ale 
�aror 
ara
teristi
i sunt prezentate �̂n �gura 3.1.2. Se vor
onsidera diferite pun
te stati
e de fun
t�ionare.3.3.2. S�a se determine s
hemele e
hivalente de semnal mi
 pentru elementeletripolare neliniare studiate �̂n problemele 3.2.5.-3.2.8, atun
i 
ând generatoareleideale au o variat�ie a parametrilor de +1%.3.3.3. S�a se determine noile pun
te de operare ale elementelor neliniare 
e aufost analizate �̂n problemele 3.1.9.-3.1.12, atun
i 
ând generatoarele au o variat�iea parametrilor de +1%.3.3.4. S�a se determine variat�ia tensiunii 
ole
tor-emitor pentru tranzistorulanalizat �̂n problema 3.2.9, atun
i 
ând tensiunea ele
tromotoare EB variaz�a 
u�EB = 0; 1V:3.3.5. S�a se studieze etajul ampli�
ator 
u un tranzistor prezentat �̂n �gura3.3.1. Se vor 
al
ula: rezistent�a e
hivalent�a de intrare, ampli�
area �si rezistent�ae
hivalent�a de ie�sire pentru semnalele de mi
i variat�ii. Se vor utiliza atât s
hemae
hivalent�a a tranzistorului prezentat�a �̂n �gura 3.15.b 
ât �si s
hema simpli�
at�adin �gura 3.15.
 �si se va estima eroarea de aproximare.
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R

R R
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E∆
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=

Κ

1 Κ
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Κ
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Ω
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Ω

ΩFig. 3.3.1. R =
Ω

2
2K

=R4
Ω1K

Ω

9R

2K

Uo

E
Ω8K

R =1

E∆ Fig. 3.3.2.3.3.6. S�a se studieze 
omportarea la mi
i variat�ii a etajului repetor 
uun tranzistor, prezentat �̂n �gura 3.3.2. Se vor 
al
ula: ampli�
area etajului,rezistent�ele e
hivalente de ie�sire �si de intrare. Se va adopta s
hema e
hivalent�ade semnal mi
 simpli�
at�a pentru tranzistor.3.3.7. S�a se studieze 
omportarea la mi
i variat�ii a ampli�
atorului diferent�ialreprezentat �̂n �gura 3.3.3. Se vor 
al
ula ampli�
area etajului �si rezistent�ele e
hi-140



3.3. METODA MICILOR VARIAT�IIvalente de intrare �si ie�sire.
u

u 0

R 1=

1K

RR=

R 2
=

K1

E c
R E=
1K

Ω

Ω

Ω

ΩK10

i Fig. 3.3.3. E u
i

R 9
=

u 0
R

S
=

200Ω

600 ΩFig. 3.3.4.3.3.8. S�a se 
al
uleze variat�ia pro
entual�a a tensiunii de ie�sire la stabiliza-torul 
u diod�a Zener prezentat �̂n �gura 3.3.4, atun
i 
ând tensiunea de intrareare o variat�ie de 1%. Se va 
onsidera rezistent�a dinami
�a a diodei pe zona ZenerRd = 2
.3.3.9. S�a se studieze variat�ia pro
entual�a a tensiunii de ie�sire la stabiliza-torul de tensiune prezentat �̂n �gura 3.3.5, atun
i 
ând tensiunea de intrare areo variat�ie de 1%. Se va 
onsidera rezistent�a dinami
�a a diodei pe zona ZenerRd = 2
 iar fa
torul de ampli�
are �̂n 
urent al tranzistorului � = 50:
R

R
R

9

Su u

=

=
=

0i 600 Ω
10K

Ω200

E Fig. 3.3.5.3.3.10. Apli
ând tehni
a s
hemelor e
hivalente liniarizate pe port�iuni s�a seanalizeze 
ir
uitul din �gura 3.3.6. Pentru 
e valori ale rezistent�ei R variat�iiletensiunii de intrare nu sunt transmise la ie�sire?141



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE3.3.11 Se 
onsider�a un tranzistor 
one
tat 
a un 
uadripol diport. S�a se de-termine pentru 
ele trei 
onexiuni din �gura 3.3.7 �si anume: (a) emitor 
omun,(b) 
ole
tor 
omun �si (
) baz�a 
omun�a 
are sunt matri
ile rezistent��a, 
ondu
tant��a�si hibrid�a, pentru 
ir
uitul e
hivalent liniar de mi
i variat�ii. S�a se exprime ele-mentele a
estor matri
i �̂n fun
t�ie de 
ei patru parametri utilizat�i �̂n �gura 3.16.b.
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3.4. METODE ITERATIVE { CIRCUITE NELINIARE3.4 Metode iterative pentru analiza 
ir
uitelorrezistive neliniareBREVIARProblema analizei 
ir
uitelor ele
tri
e rezistive neliniare presupunerezolvarea unui sistem de e
uat�ii algebri
e neliniare al
�atuit din e
uat�iile lui Kir-
hho�: algPk2(n) Ik = 0; n = 1; 2; :::; (N � 1);algPk2[b℄Uk = 0; b = 1; 2; :::; (L�N + 1); (3.19)�si din e
uat�iile de fun
t�ionare ale laturilor:Uk = bU(Ik); k = 1; 2; :::; L; (3.20)da
�a elementele sunt 
ontrolate �̂n 
urent, sauIk = Î(Uk); k = 1; 2; :::; L; (3.21)da
�a elementele sunt 
ontrolate �̂n tensiune. Sistemul (3.19)-(3.21) al
�atuit dinL e
uat�ii algebri
e liniare �si L e
uat�ii neliniare 
u ne
unos
ute 
urent�ii din laturiIk �si tensiunile la bornele laturilor Uk, unde k=1,2,...,L.S
ris sub form�a 
ompa
t�a sistemul devine:G(x) = 0; (3.22)�̂n 
are x = [I1; I2; :::; IL; U1; U2; :::; UL℄T �si G este o apli
at�ie de la IR2L la IR2L. Ceamai larg utilizat�a tehni
�a de solut�ionare a e
uat�iei (3.22) estemetoda iterativ�abazat�a pe 
onstru
t�ia unui �sir x1; x2; :::; xn; ::: 
onvergent 
�atre limita x� 
aresatisfa
e e
uat�ia (3.22). Da
�a norma erorii jjxk � x�jj este su�
ient de mi
�a,atun
i termenul xk din �sir este o aproximat�ie satisf�a
�atoare a solut�iei. O metod�ade 
onstruire a �sirului iterativ este algoritmul numit de pun
t �x, �̂n 
are e
uat�ia(3.22) se adu
e sub forma e
hivalent�a:x = F (x);urmând 
a pornind de la o init�ializare arbitrar�a s�a se genereze �sirul iterativ:xk+1 = F (xk): (3.23)Da
�a matri
ea ja
obian a apli
at�iei F satisfa
e inegalitatea:jjF 0jj < 1; (3.24)143



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIAREse poate ar�ata 
�a �sirul generat de (3.23) 
onverge 
�atre solut�ia x� a e
uat�iei (3.4),solut�ie numit�a pun
tul �x al apli
at�iei F. Pentru a adu
e e
uat�ia (3.22) la forma(3.4) se poate utiliza relat�ia: x = x�K(x)G(x); (3.25)�̂n 
are K(x) este o matri
e nesingular�a astfel �̂n
ât s�a �e satisf�a
ut�a 
ondit�ia(3.24). O alegere avantajoas�a este dat�a de metoda Newton-Raphson, �̂n 
areK(x) este inversa matri
ii ja
obian a apli
at�iei G:xk+1 = xk � [G0(xk)℄�1 �G(xk): (3.26)Pentru a redu
e efortul de 
al
ul, metoda Newton-Kantorovi
i utilizeaz�apentru K(x) inversa matri
ii ja
obian a apli
at�iei G 
al
ulat�a �̂n pun
tul x = x1,
orespunz�ator init�ializ�arii:xk+1 = xk � [G0(x1)℄�1 �G(xk): (3.27)Da
�a se estimeaz�a matri
ea ja
obian pentru un pun
t x0, altul de
ât un ter-men al �sirului, atun
i se obt�ine metoda iterat�iei simple �̂n 
are:xk+1 = xk � [G0(x0)℄�1 �G(xk): (3.28)Analizând relat�ia (3.26) rezult�a 
�a la �e
are iterat�ie trebuie rezolvat un sistemliniar de e
uat�ii de forma: G0(xk) ��xk = �G(xk); (3.29)urmând 
a: xk+1 = xk +�xk: (3.30)Apli
ând metoda Newton-Raphson pentru rezolvarea sistemului de e
uat�ii(3.19)-(3.20) �si notând:gi = algPk2(n) Ik; pentru n = 1; :::; (N � 1);gi = algPk2[b℄Uk; pentru b = N; :::; L;gi+L = Ui � Û (Ii); pentru i = 1; :::; L (3.31)rezult�a 
�a la �e
are iterat�ie trebuie rezolvat sistemul de e
uat�ii liniare (3.32) �̂n
are A �si B sunt matri
ile de in
ident��a a laturilor la noduri, respe
tiv la bu
lelefundamentale, iar Rdk este rezistent�a dinami
�a a elementului neliniar din latura144



3.4. METODE ITERATIVE { CIRCUITE NELINIAREk evaluat�a �̂n pun
tul de operare stabilit la iterat�ia anterioar�a. Termenii liberi aisistemului au valori date de relat�iile (3.31), dar 
u semn s
himbat.2666666666666666666666664
A ... 0� � � � � � � � � � � � � � � ... � � �0 ... B� � � � � � � � � � � � � � � ... � � ��Rd1 0 ... 1:0:::0. . . ... 0:1::0. . . .... . . ...0 �RdL ... 0:0::1

3777777777777777777777775 �
26666666666664 �I1�I2...�IL�U1...�UL 37777777777775 = �266666666666666664 g1g2...gLgL+1......g2L

377777777777777775 (3.32)Vom presupune 
�a init�ializarea satisfa
e e
uat�iile lui Kir
hho� (3.19-3.20),fapt evident da
�a se alege de exemplu x1 = 0. În a
este 
ondit�ii la ori
e iterat�iesolut�ia obt�inut�a satisfa
e e
uat�iile lui Kir
hho�, dar nu �si e
uat�iile 
onstitutiveale elementelor neliniare. Da
�a 
ir
uitul analizat 
u metoda Newton-Raphsoneste un 
ir
uit liniar, atun
i prima iterat�ie 
oin
ide 
u solut�ia exa
t�a a 
ir
uitu-lui. Relat�iile (3.32) reprezint�a e
uat�iile unui 
ir
uit liniar aso
iat �e
�arei iterat�ii.A
est 
ir
uit se obt�ine �̂nlo
uind elementele neliniare (�g. 3.17.a) 
u 
ir
uitul din�gura 3.17.b, �̂n 
azul elementelor 
ontrolate de 
urent �si 
u 
ir
uitul din �gura3.17.
, �̂n 
azul elementelor 
ontrolate de tensiune.
(I )

>

∆U

∆I

J=GdUk

Ik

U∆

∆I

E=

R d

a. b. c.

Uk- U k

I(U

>

k)- IkFig. 3.17.În �gura 3.17 s-au notat 
u Uk �si Ik tensiunea �si 
urentul elementului neli-niar obt�inute la iterat�ia anterioar�a, Rd reprezint�a rezistent�a dinami
�a �si Gd este
ondu
tant�a dinami
�a a elementului neliniar, 
al
ulate �̂n pun
tele Ik, respe
tivUk: Rd = d bUdI �����I=Ik ; Gd = dÎdU �����U=Uk ; (3.33)145



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIAREiar parametrii generatoarelor sunt:E = Uk � bU(Ik);J = Ik � Î(Uk): (3.34)Parametrii E �si J dat�i de (3.34) pun �̂n evident��a abaterea pun
tului de operarePk determinat la iterat�ia anterioar�a, fat��a de 
urba 
ara
teristi
�a a elementului(�g. 3.18).
I

I(U

P

1/R

Pk

k+1

d
J

U<

U(IU k kU(IU(IU(I )

kI<

k)

EFig. 3.18.În urma analizei 
ir
uitului liniarizat aso
iat se determin�a 
ore
t�iile (variat�iile)
urent�ilor �I �si tensiunilor �U la bornele laturilor, urmând 
a aproximareasolut�iei la iterat�ia k + 1 s�a �e: Uk+1 = Uk +�U;Ik+1 = Ik +�I: (3.35)Da
�a jj�U jj �si jj�Ijj nu sunt su�
ient de mi
i, atun
i se reia pro
edura ite-rativ�a urmând 
a pun
tul de operare Pk+1(Uk+1,Ik+1) s�a �e situat pe tangenta la
urba de fun
t�ionare (�g. 3.18).Din relat�ia (3.27) rezult�a 
�a metoda Newton-Kantorovi
i presupune la �e
areiterat�ie analiza unui 
ir
uit liniar aso
iat 
ir
uitului neliniar 
onstruit 
a �̂n me-toda Newton-Raphson (�g. 3.17), 
u deosebirea 
�a rezistent�ele �si 
ondu
tant�ele
ir
uitului aso
iat sunt 
al
ulate �̂n pun
tele de operare init�iale:Rd = dÛdI �����I=I1 ;Gd = dÎdU �����U=U1 : (3.36)În 
azul metodei iterat�iei simple, 
ir
uitul liniar aso
iat �e
�arei iterat�ii arerezistent�ele �si 
ondu
tant�ele alese apriori (ele sunt numite rezistent�e sau 
ondu
-tant�e de 
al
ul). Pentru a obt�ine o 
onvergent��a 
ât mai rapid�a este preferabil146



3.4. METODE ITERATIVE { CIRCUITE NELINIARE
a ele s�a aib�a valorile 
ât mai aproape de rezistent�ele, respe
tiv 
ondu
tant�eledinami
e 
orespunz�atoare solut�iei exa
te.În general, metoda Newton-Raphson este mai rapid 
onvergent�a de
ât 
ele-lalte dou�a metode, dar ne
esit�a un efort de 
al
ul mai mare datorit�a evalu�ariirezistent�elor dinami
e la �e
are iterat�ie. Metoda Newton-Kantorovi
i �si me-toda iterat�iei simple au avantajul 
�a partea rezistiv�a a 
ir
uitului aso
iat r�amânea
eea�si la toate iterat�iile, de
i este ne
esar�a inversarea matri
ei sistemului (3.32)o singur�a dat�a. Metoda Newton-Kantorovi
i apli
at�a la un 
ir
uit liniar permiteobt�inerea solut�iei exa
te dup�a o singur�a iterat�ie, lu
ru 
e nu se �̂ntâmpl�a �̂n 
azuliterat�iei simple. Cu toate a
estea, metoda iterat�iei simple poate avea un dome-niu mai larg de 
onvergent��a �̂n 
ondit�iile alegerii avantajoase a rezistent�elor �si
ondu
tant�elor de 
al
ul.Cir
uitele liniarizate aso
iate �e
�arei iterat�ii, prezentate �̂n �gura 3.17, sunt
ir
uite de variat�ii. Da
�a se utilizeaz�a 
ir
uite liniare aso
iate, din analiza 
�aroras�a rezulte 
urent�ii �si tensiunile la iterat�ia 
urent�a:�U = Rd ��I �E ) Uk+1 = Rd � Ik+1 � [Rd � Ik � bU(Ik)℄; (3.37)atun
i a
estea vor avea laturile de tipul 
elor prezentate �̂n �gura 3.19.
G

c.

U
J k

Ik+1

k
k+1

R

b.

E k

k

Uk

I k

+1

+1

Uk

I k

a. Fig. 3.19.În 
azul metodei Newton-Raphson, 
onform relat�iei (3.37) rezult�a 
�a Rk esterezistent�a dinami
�a aso
iat�a 
urentului Ik, iar Ek = Rd �Ik� Û(Ik), 
ara
teristi
a�ind aproximat�a �̂n iterat�ia urm�atoare prin dreapta �N (�g. 3.20).Da
�a se utilizeaz�a pentru aproximarea 
ara
teristi
ii neliniare dreapta �R (�g.3.20), atun
i metoda astfel generat�a se va numimetoda rezistent�ei stati
e.Da
�a se aproximeaz�a 
ara
teristi
a neliniar�a, �̂n iterat�ia urm�atoare, 
u odreapt�a 
e tre
e prin pun
tul de operare Pk, dar are o alt�a pant�a de
ât derivata
ara
teristi
ii �̂n pun
tul respe
tiv (dreapta �S), atun
i metoda astfel generat�ase nume�stemetoda iterat�iei surselor.Tehni
a de aproximare a 
ara
teristi
ii neliniare printr-o dreapt�a 
e tre
e prinorigine �si prin pun
tul de operare determinat la iterat�ia anterioar�a genereaz�ametoda iterat�iei rezistent�ei stati
e.147



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
U

I
panta R s

panta Rd

panta Rc

Pk

∆R

∆N

S∆Fig. 3.20.Da
�a un element neliniar are 
ara
teristi
a monoton�a, atun
i el poate � 
o-mandat �e de tensiune �e de 
urent. Din pun
tul de vedere al iterat�iilor, 
eledou�a posibilit�at�i nu sunt e
hivalente. Este posibil 
a pro
esul s�a �e 
onvergent�̂ntr-un 
az �si divergent �̂n 
el�alalt. Din a
est motiv, �̂n rezolvarea iterativ�a a 
ir-
uitelor neliniare trebuie dat�a atent�ie modului �̂n 
are sunt 
omandate elementeleneliniare. De exemplu, �̂n 
azul metodei rezistent�ei stati
e da
�a rezistent�a stati
�a
re�ste o dat�a 
u 
urentul (Rd > Rs), atun
i este preferabil�a utilizarea 
ontrolului�̂n 
urent, iar da
�a rezistent�a stati
�a s
ade 
u 
urentul (Rd < Rs) este preferabil�autilizarea 
ontrolului �̂n tensiune. În 
azul metodei iterat�iei surselor, pentru asi-gurarea 
onvergent�ei trebuie aleas�a rezistent�a de 
al
ul R
 �̂n intervalul 
uprins�̂ntre valoarea minim�a �si maxim�a a rezistent�ei dinami
e (de preferint��a �̂n 
entrulintervalului), �̂n 
azul 
ontrolului �̂n 
urent, iar �̂n 
azul 
ontrolului �̂n tensiune
ondu
tant�a de 
al
ul se alege �̂ntre valoarea minim�a �si maxim�a a 
ondu
tant�eidinami
e.În general, metoda rezistent�ei dinami
e este mai rapid 
onvergent�a, dar 
ereun efort mai mare de 
al
ul la �e
are iterat�ie �si are domeniul de 
onvergent��a mairestrâns, �̂n sensul 
�a init�ializarea trebuie s�a �e su�
ient de aproape de solut�iepentru 
a pro
edeul s�a �e 
onvergent. Metoda iterat�iei surselor este mai lent
onvergent�a, dar are un domeniu de 
onvergent��a 
e poate � m�arit prin alegerea
onvenabil�a a rezistent�ei de 
al
ul.În 
azul elementelor neliniare 
e au 
ara
teristi
a liniarizat�a pe port�iuni sepoate utiliza un algoritm de 
�autare a intervalelor �̂n 
are se a
�a pun
tele deoperare ale elementelor neliniare. Algoritmul Katzenelson, prezentat �̂n 
on-tinuare, este garantat 
onvergent �̂ntr-un num�ar �nit de pa�si, minimizând �̂ntr-unanumit sens drumul pe 
are se 
aut�a solut�ia. Pentru apli
area a
estei metodese 
onsider�a o init�ializare a solut�iei �̂ntr-o 
ombinat�ie de intervale �si se substituieelementele neliniare 
u s
hemele lor e
hivalente liniarizate. Da
�a solut�ia 
ir
u-itului liniar 
orespunde unor pun
te de operare ale elementelor neliniare 
e sea
�a �̂n 
ombinat�ia de intervale 
onsiderate, atun
i a
easta este �si solut�ia 
ir
u-148



3.4. METODE ITERATIVE { CIRCUITE NELINIAREitului neliniar, iar da
�a pun
tele de operare 
al
ulate se a
�a �̂n alte intervale,atun
i se modi�
�a, dintre toate s
hemele e
hivalente liniarizate, o s
hem�a 
ores-punz�atoare unui singur element neliniar. Identi�
area elementului neliniar a 
�areiport�iune de fun
t�ionare urmeaz�a s�a se modi�
e se fa
e analizând solut�ia aproxi-mativ�a obt�inut�a, urmând s�a-�si modi�
e port�iunea de fun
t�ionare elementul 
elmai soli
itat �̂n a
est sens. La �e
are iterat�ie, doar un singur element neliniar �̂�simodi�
�a s
hema e
hivalent�a tre
ând �̂ntr-o port�iune de fun
t�ionare nou�a, 
e esteobligatoriu ve
in�a 
u 
ea ve
he. În a
est fel modi�
�arile sunt f�a
ute din aproape�̂n aproape f�ar�a s�a aib�a lo
 salturi pe 
ara
teristi
ile neliniare, pân�a se identi�
�aintervalul �̂n 
are se a
�a pun
tul de operare.
1

E/R

U U(I)

I

<

A

B

R

E

a.

U

I

I
d.c.

E

U

IE/R

I1I 2 I3

e.

E

I

E

U

I

I I I321 E/R

E

U

I
b.

I 3 I 2

I

1

I 2 3

Fig. 3.21.În �gura 3.21 sunt prezentate gra�
 iterat�iile 
e se fa
 la analiza 
ir
uituluidin �gura 3.21.a prin urm�atoarele metode: (b) metoda rezistent�ei dinami
e; (
)metoda iterat�iei surselor; (d) metoda rezistent�ei stati
e �si (e) metoda Katzenel-son. 149



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIAREPROBLEME3.4.1. S�a se prezinte gra�
 analiza iterativ�a a 
ir
uitului neliniar din �gura3.21.a 
u metodele Newton-Raphson, Newton-Kantorovi
i �si metoda iterat�iei sim-ple.3.4.2. S�a se prezinte gra�
 analiza iterativ�a a 
ir
uitului neliniar din �gura3.21.a 
u diferite metode presupunând elementul neliniar 
ontrolat �̂n 
urent.3.4.3. S�a se analizeze gra�
 
onvergent�a metodei rezistent�ei dinami
e pentru
ir
uitul din �gura 3.21.a 
u 
ara
teristi
a elementului neliniar prezentat�a �̂n �-gura 3.4.1. Analiza va � efe
tuat�a pentru diferite init�ializ�ari.
E

U

I

E/R
a.

E

U

I

E/R
b.Fig. 3.4.1.3.4.4. S�a se analizeze gra�
 
onvergent�a metodei iterat�iei surselor pentru
ir
uitul din �gura 3.21.a. Analiza va � efe
tuat�a pentru diferite rezistent�e de
al
ul 
onsiderând 
ara
teristi
ile elementului neliniar 
ele din �gura 3.4.1.3.4.5. E
uat�ia 
ir
uitului din �gura 3.4.2 bU(I) +R � I = E pus�a sub forma:I = E � bU(I)Rgenereaz�a o pro
edur�a iterativ�a de pun
t �x.Utilizând 
riteriul de 
onvergent��a (3.24) s�a se stabileas
�a 
ondit�iile pe 
aretrebuie s�a le �̂ndeplineas
�a fun
t�ia 
ara
teristi
�a bU(I) a elementului neliniar pen-tru 
a iterat�iile s�a �e 
onvergente.3.4.6. E
uat�ia de fun
t�ionare a 
ir
uitului din �gura 3.4.3 poate � pus�a suburm�atoarea form�a a unei e
uat�ii 
u pun
t �x: U = E�R � Î(U). S�a se determine
ondit�ia 
e trebuie �̂ndeplinit�a de fun
t�ia 
ara
teristi
�a Î(U) pentru 
a pro
edurade pun
t �x s�a �e 
onvergent�a. 150
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U U(I)

I

<

R

E Fig. 3.4.2. U

I

<

R

E

I(U)Fig. 3.4.3.3.4.7. T� inând 
ont de rezultatele problemelor anterioare s�a se spe
i�
e pro-
edura de pun
t �x 
e trebuie apli
at�a la analiza 
ir
uitelor din �gura 3.4.4.b �si3.4.4.
. Poate � analizat 
ir
uitul din �gura 3.4.4.d 
u o pro
edur�a simpl�a depun
t �x ?
I

U

R d =1KΩ

R d =100Ω

E

R=
Ω10 500K

U(I)

>

I

a. b. c. d.

E

R=
Ω

E

R=
K10 ΩFig. 3.4.4.3.4.8. Ce valoare poate avea 
onstanta K astfel �̂n
ât pro
edura iterativ�a depun
t �x generat�a de e
uat�ia:I = I +K � (E � bU(I))R ;s
ris�a pentru 
ir
uitul din �gura 3.4.3, s�a �e garantat 
onvergent�a? Ce semni-�
a'tie �zi
�a poate avea 
onstanta K ?3.4.9. Conform teoremei Pi
ard-Bana
h o e
uat�ie x = F (x) la 
are j F 0 j�� < 1 genereaz�a un �sir al aproximat�iilor su

esive xk+1 = F (xk) 
e tinde 
�atrepun
tul �x x� = F (x�), iar un termen al �sirului satisfa
e inegalitatea:j xk � x� j� �n1� � j x1 � x0 j :S�a se estimeze eroarea 
e a fost f�a
ut�a la rezolvarea problemei 3.4.8. �̂n ze
eiterat�ii. Câte iterat�ii trebuies
 f�a
ute 
a erorea relativ�a s�a �e sub 0,1%?151



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE3.4.10. S�a se determine valoarea 
onstantei K din problema 3.4.8., pentru 
apro
edura iterativ�a s�a �e 
ât mai rapid 
onvergent�a.3.4.11. Apli
ând 
riteriul de 
onvergent��a (3.24) s�a se analizeze 
onvergent�ametodei Newton-Kantorovi
i pentru 
ir
uitele din �gura (3.4.3). S�a se determinedomeniul �̂n 
are poate � aleas�a init�ializarea pentru 
a pro
esul s�a �e 
onvergent.S�a se estimeze eroarea de aproximare dup�a un num�ar dat de iterat�ii.3.4.12. Apli
ând 
riteriul de 
onvergent��a (3.24) s�a se determine 
ondit�iape 
are trebuie s�a o �̂ndeplineas
�a derivata a doua U 00(I) pentru 
a pro
edeulNewton-Raphson apli
at la rezolvarea problemei 3.4.6. s�a �e 
onvergent.3.4.13. Apli
ând 
riteriul de 
onvergent��a (3.24) s�a se analizeze 
onvergent�ametodei iterat�iei simple pentru rezolvarea problemei din �gura 3.4.3. Ce valoaretrebuie s�a aib�a rezistent�a de 
al
ul R
 pentru 
a pro
edura s�a �e 
onvergent�a?3.4.14. S�a se rezolve problemele 3.4.11-3.4.13 presupunând elementul neli-niar 
ontrolat �̂n tensiune. S�a se 
ompare rezultatele obt�inute.3.4.15. S�a se s
rie e
uat�iile 
orespunz�atoare metodei rezistent�ei dinami
e�si iterat�iei surselor pentru 
ir
uitele din �gura 3.4.3. S�a se 
ompare rezultateleobt�inute 
u e
uat�iile utilizate �̂n rezolvarea problemelor 3.4.11 �si 3.4.12.3.4.16. S�a se stabileas
�a forma matri
eal�a a e
uat�iilor 
e trebuie rezolvatela �e
are iterat�ie �̂n metoda Newton-Raphson da
�a din relat�iile (3.19)-(3.21) seelimin�a o parte din ne
unos
ute. Exempli�
are pentru metodele Kir
hho� refe-ritoare la 
urent�i sau la tensiuni, sau pentru 
azul �̂n 
are r�amân 
a ne
unos
uteprin
ipale 
urent�ii din 
oardele unui 
oarbore sau potent�ialele nodurilor.3.4.17. S�a se s
rie forma matri
eal�a a e
uat�iilor 
ir
uitului liniarizat aso
iatiterat�iilor �̂n metoda rezistent�ei dinami
e. E
uat�iile vor � s
rise pentru metodeleKir
hho�, 
urent�ilor 
i
li
i �si potent�ialelor nodurilor.3.4.18. S�a se determine 
ir
uitele e
hivalente liniarizate 
orespunz�atoareiterat�iilor metodelor Newton-Raphson �si rezistent�elor dinami
e pentru 
ir
uiteleneliniare din �gura 3.4.5.3.4.19. S�a se analizeze 
ir
uitele aso
iate iterat�iilor din problema 3.4.18. S�ase 
ompare expresiile relat�iilor de iterat�ie pentru 
ele dou�a metode.3.4.20. S�a se reprezinte �si analizeze 
ir
uitele liniare aso
iate diferitelor me-tode iterative apli
ate 
ir
uitelor din �gura 3.4.6.152



3.4. METODE ITERATIVE { CIRCUITE NELINIARE
(I1) (I 2)

E

I

U

U

<
<

1

2(I)

(I) E

RR UU

<

1 2

<

I I 21

I

b.a. Fig. 3.4.5.
E

U
R U J

a. b.

1

>

>

2

R

I I 21

> >

E 1

c.
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1 2

3Fig. 3.4.6.3.4.21. S�a se 
al
uleze numeri
 primele dou�a iterat�ii ale diferitelor metodepentru 
ir
uitele neliniare din �gura 3.4.7.3.4.22. S�a se rezolve problema 3.4.21. 
onsiderând elementul neliniar 
on-trolat �̂n tensiune.3.4.23. S�a se analizeze 
ir
uitele neliniare din �gura 3.4.7 
u ajutorul metodeiKatzenelson.
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3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE3.5 Teoremele 
ir
uitelor rezistive neliniareBREVIARÎn 
ontinuare sunt prezentate 
on
eptele fundamentale 
e intervin �̂n analiza
ir
uitelor rezistive neliniare.Pun
tul de operare al unui element dipolar rezistiv reprezint�a pun
tul Pdin planul U-I, având drept 
oordonate tensiunea la bornele elementului U �si
urentul I prin element, stabilite atun
i 
ând elementul este introdus �̂ntr-unanumit 
ir
uit. Pun
tul de operare al unui 
ir
uit ele
tri
 neliniar este un pun
t�̂n spat�iul IR2L, având 
oordonatele tensiunile �si 
urent�ii din laturile 
ir
uitului.Pun
tul de operare al unui 
ir
uit 
u surse invariante �̂n timp reprezint�a solut�iaproblemei de analiz�a a 
ir
uitului respe
tiv. Dup�a 
um se vede din �gura 3.22,�̂n fun
t�ie de parametrii 
ir
uitului (E,R) un 
ir
uit (a) poate: (b) s�a nu aib�asolut�ie; (
) poate s�a aib�a solut�ie uni
�a, (d) s�a aib�a un num�ar �nit de solut�ii sau(e) s�a aib�a un num�ar in�nit de solut�ii.
d. e.

U(I)

>

P.O.E

U

IE/R

1

E/R

E
U(I)

>U

I

PO1

PO2

PO3

a. b. c.

U(I)

>

E/R

E

U

P.O.

I

U(I)

>U

IE/R
E

U

I

R

E

U
<

Fig. 3.22.Cara
teristi
a de intrare a unei port�i a unui 
ir
uit neliniar reprezint�arelat�ia �̂ntre 
urentul �si tensiunea port�ii. Dup�a felul �̂n 
are este ex
itat�a poarta,exist�a dou�a feluri de 
ara
teristi
i de intrare, 
u 
omand�a �̂n tensiune (�g. 3.23.a)sau 
u 
omand�a �̂n 
urent (�g. 3.23.b).Cara
teristi
a de transfer a unui 
ir
uit neliniar, fat��a de dou�a port�i aleunui 
ir
uit este relat�ia dintre o m�arime a port�ii de intrare �si una a port�ii deie�sire. Se pot de�ni patru feluri de 
ara
teristi
i de transfer (�g. 3.24).154



3.5. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE NELINIARE
N

I
I

E

E

a.

J U

U

J

b.

NFig. 3.23.
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1x=e

i  =0
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2

a.

N
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b.

i  =0
2

y=u2 N
1x=e

u2
=0

y=i2

c.

N
1

y=i2

x=j

d.

y

x

e.Fig. 3.24.Se 
onstat�a 
�a a
este 
ara
teristi
i de transfer nu sunt �̂n mod ne
esar fun
t�ii(�g. 3.24.e).Cara
teristi
a de transfer a puterii reprezint�a relat�ia dintre puterea pdisipat�a de un element dipolar din 
ir
uit �si o m�arime de ex
itat�ie a unei port�iprin 
are se alimenteaz�a 
ir
uitul (�g. 3.25.
).Din 
onsiderente �zi
e, ori
e element de 
ir
uit are o limit�a a puterii pe 
are opoate disipa. Puterea maxim�a Pmax = U �I de�ne�ste �̂n planul 
ara
teristi
ii unuielement dou�a hiperbole limit�a (�g. 3.25.b), pe 
are pun
tul de operare trebuies�a nu le dep�a�seas
�a. Cara
teristi
a de transfer a puterii permite identi�
areazonelor admisibile pentru m�arimea de ex
itat�ie. Cara
teristi
a de transfer a pu-terii se obt�ine prin multipli
area 
ara
teristi
ilor de transfer ale tensiunii u(e) �si
urentului i(e). Relat�iile fundamentale ale 
ir
uitelor neliniare, 
a de altfel ale�̂ntregii teorii a 
ir
uitelor, sunt teoremele lui Kir
hho� sub form�a general�a:alg:Xk2fsg ik = 0; s = 1; 2; :::; (N � 1); (3.38)155



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
UI=Pmax

u

i
b.

UI=Pmax

e

P=ui

Pmax

-P max

c.

ue N

a.

i

Fig. 3.25.alg:Xk2[b℄uk = 0; b = 1; 2; :::; (L�N + 1); (3.39)Relat�ia (3.38) este valabil�a pentru ori
e se
t�iune fsg din 
ir
uit iar relat�ia(3.39) este valabil�a pentru ori
e bu
l�a [b℄ din 
ir
uit.Problema fundamental�a a analizei 
ir
uitelor neliniare 
onst�a �̂n determi-narea tuturor 
urent�ilor �si tensiunilor din laturile unui 
ir
uit atun
i 
ând se
unos
 parametrii elementelor �si topologia 
ir
uitului. Pentru rezolvarea proble-mei fundamentale, se utilizeaz�a e
uat�iile (3.38) �si (3.39) 
are al
�atuies
 un setde e
uat�ii liniare �si independente, da
�a sunt apli
ate pe un sistem de se
t�iuni �sibu
le independente. A
este relat�ii nu sunt su�
iente pentru rezolvarea problemei,astfel �̂n
ât se adaug�a e
uat�iile neliniare 
e dau relat�iile �̂ntre tensiunile �si 
urent�iidin laturile 
ir
uitului:uk = Rkik � ek; uk = bU(ik) sau ik = Î(uk); k = 1; 2; :::; L (3.40)Deoare
e sistemul (3.40) este un sistem neliniar rezult�a 
�a solut�ia sa nupoate depinde liniar de datele problemei �si �̂n 
onse
int��a teoremele liniarit�at�ii,superpozit�iei �si re
ipro
it�at�ii nu sunt valabile pentru 
ir
uitele neliniare. A
esteteoreme se pot apli
a, 
el mult, pentru 
ir
uitele liniare de mi
i variat�ii. Dinteoremele lui Kir
hho� sub form�a general�a rezult�a 
a o 
onse
int��a teorema lui156



3.5. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE NELINIARETellegen (1.5), 
are este apli
abil�a �si 
ir
uitelor neliniare. Parti
ularizând teo-rema lui Tellegen rezult�a teorema bilant�ului puterilor �̂ntr-un 
ir
uit neliniarizolat: LXk=1 ukik = 0: (3.41)În 
azul unei ret�ele neizolate se poate demonstra 
�a a
easta, privit�a 
a unmultipol, absoarbe pe la 
ele n borne o putere:P = nXk=1 ikvk; (3.42)�̂n 
are vk sunt potent�ialele bornelor, iar ik sunt 
urent�ii 
e intr�a �̂n borne.Datorit�a num�arului mare de e
uat�ii �si ne
unos
ute, sistemul (3.38-3.39) nueste avantajos �̂n analiza 
ir
uitelor. Din a
est motiv se prefer�a eliminarea unoradintre ne
unos
ute. Sistemele obt�inute �̂n urma elimin�arii (efe
tuat�a de regul�a �̂npartea liniar�a a sistemului), sunt date de urm�atoarele teoreme 
e stau, �e
are, labaza unei metode de analiz�a a 
ir
uitulor neliniare.Teoremele lui Kir
hho� referitoare la 
urent�i pot � apli
ate la analiza
ir
uitelor 
u elemente neliniare 
ontrolate �̂n 
urent �si se obt�in din (3.38) prineliminarea tensiunilor uk, obt�inându-se:Pk2(n) ik = 0; n = 1; 2; :::; (N � 1);Pk2[b℄ bUk(ik) + Pk2[b℄Rk � ik = Pk2[b℄ ek; b = 1; 2; :::; (L�N + 1): (3.43)Teoremele lui Kir
hho� referitoare la tensiuni pot � apli
ate la analiza
ir
uitelor 
u elemente neliniare 
ontrolate �̂n tensiune �si se obt�in din (3.38) prineliminarea 
urent�ilor ik:Pk2(n) Îk(uk) + Pk2(n)Gk � uk + Pk2(n) jk = 0; n = 1; 2; :::; (N � 1)Pk2[b℄uk = 0; b = 1; 2; :::; (L�N + 1): (3.44)Da
�a un 
ir
uit neliniar 
ont�ine atât elemente 
omandate �̂n 
urent 
ât �sielemente 
omandate �̂n tensiune poate � utilizat�a �̂n analiz�a o metod�a hibrid�aa teoremelor lui Kir
hho�, �̂n 
are ne
unos
utele sunt tensiunile dintr-un arbore�si 
urent�ii din 
oarbore. Pentru apli
area a
estei metode este ne
esar 
a s�a existeun arbore 
are s�a 
ont�in�a toate elementele 
ontrolate �̂n tensiune, urmând 
atoate elementele 
ontrolate �̂n 
urent s�a se a
e �̂n 
oarbore.Teorema 
urent�ilor de 
oarde (
urent�ilor 
i
li
i �̂n 
ir
uite neliniare) poate� apli
at�a 
ir
uitelor 
e 
ont�in doar elemente 
ontrolate �̂n 
urent �si se obt�ine din157



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARErelat�iile (3.43) prin eliminarea 
urent�ilor de ramuri:Xj2[b℄
Uj � (Xj2(k) i0k) + LXj=1RjI 0j = Xj2[b℄ ej; b = 1; 2; :::; (L�N + 1); (3.45)urmând 
a ne
unos
utele prin
ipale s�a �e 
urent�ii ib,b = 1; 2; :::; (L�N + 1) din
oarde (
urent�ii dintr-un sistem de bu
le fundamentale, numit�i �si 
urent�i 
i
li
i).Teorema potent�ialelor nodurilor poate � apli
at�a 
ir
uitelor 
e 
ont�in doarelemente 
ontrolate �̂n tensiune �si se obt�ine din relat�iile (3.44) prin exprimareatensiunilor uk 
a diferent�e dintre potent�ialele vik �si vfk ale 
apetelor laturilor:Xk2(n) Îk � (vik � vfk) + LXj=1Gnjvj = Xk2(n) j0k; n = 1; 2; :::; (N � 1); (3.46)ne
unos
utele prin
ipale ale a
estei metode �ind potent�ialele vk, k=1,2,...,(N-1)nodurilor 
ir
uitului. O teorem�a de uni
itate pentru solut�iile unui 
ir
uit neli-niar a�rm�a 
�a da
�a un 
ir
uit neliniar rezistiv este al
�atuit din elemente dipolareavând 
ara
teristi
i stri
t monotone 
are satisfa
 proprietatea:limi!�1 bU(i) = �1;surse independente de 
urent 
e nu formeaz�a se
t�iuni �si surse independente detensiune 
e nu formeaz�a bu
le (de
i 
ir
uitul nu are generatoare �̂n ex
es), atun
i:a) 
ir
uitul neliniar are solut�ie uni
�a;b) 
ara
teristi
ile de intrare sunt fun
t�ii stri
t monotone fat��a de ori
e poart�aa 
ir
uitului;
) 
ara
teristi
ile de transfer u1 � u2 �si i1 � i2 au pant�a subunitar�a.Teorema de uni
itate pentru 
ir
uitele neliniare monotone delimiteaz�a o 
las�ade 
ir
uite 
e au pun
te de operare uni
e, punând �̂n evident��a anumite propriet�at�ide monotonie ale 
ara
teristi
elor, utile �̂n apli
at�ii.Teorema de invariant��a a�rm�a 
�a 
ir
uitele al
�atuite din elemente 
u 
a-ra
teristi
i u� i invariabile �̂n timp au 
ara
teristi
ile de intrare �si transfer, fat��ade ori
e poart�a, invariante �̂n timp. Teorema de invariant��a permite redu
ereaanalizei 
ir
uitelor dinami
e, invariabile, rezistive 
e sunt ex
itate de surse vari-abile �̂n timp, la problema determin�arii 
ara
teristi
ilor de intrare �si de transfer.De exemplu, �e un 
ir
uit la 
are 
ara
teristi
a de transfer u1 � i2 este o fun
t�iei2 = T (u1), da
�a la poarta 1 se 
one
teaz�a un generator ideal de tensiune ele
-tromotoare e(t), atun
i 
urentul din poarta 2 este i2 = T (e(t)).Teorema pasivit�at�ii a�rm�a 
�a subret�elele neliniare al
�atuite din elementepasive transfer�a pe la borne o putere total�a (3.42) nenegativ�a.158



3.5. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE NELINIAREUn rezistor neliniar este pasiv atun
i 
ând 
ara
teristi
a sa u� i, 
u sensurileaso
iate dup�a regula de la re
eptoare este 
uprins�a �̂n 
adranele 1 �si 3 ale planului(u; i), urmând 
a interse
t�ia 
u axele s�a se fa
�a �̂n origine. Elementele de 
ir
uit
are nu sunt pasive se numes
 a
tive. Un element de 
ir
uit rezistiv pasiv nu poatetransfera putere spre 
ir
uit. Exist�a elemente neliniare pasive 
are totu�si la mi
ivariat�ii sunt a
tive, a
east�a proprietate având apli
at�ii importante �̂n pra
ti
�a(dioda tunel, tranzistorul, trioda, et
.). Dou�a 
ir
uite neliniare organizate 
amultipli se de�nes
 a � e
hivalente da
�a ele stabiles
 a
elea�si relat�ii �̂ntre 
urent�ii�si potent�ialele bornelor terminale.Teorema de e
hivalent��a a�rm�a 
�a da
�a dou�a 
ir
uite N1 �si N2 sunt e
hi-valente, atun
i prin �̂nlo
uirea subret�elelor N1 prin N2 �̂ntr-o ret�ea nu se modi�
�atensiunile �si 
urent�ii din interiorul ret�elei 
omplementare N (�g. 3.26).
N N1 2

a. b.

N NFig. 3.26.Apli
area teoremei de e
hivalent��a permite simpli�
area analizei unui 
ir
uitneliniar prin efe
tuarea unor trans�gur�ari 
onvenabile. Pentru efe
tuarea trans-�gur�arilor sunt utile urm�atoarele observat�ii referitoare la e
hivalent�a 
ir
uitelor.Un 
ir
uit neliniar rezistiv, stat�ionar, N este e
hivalent, fat��a de o poart�a, 
u unelement rezistiv dipolar (eventual a
tiv) având 
ara
teristi
a u � i identi
�a 
u
ara
teristi
a de intrare a 
ir
uitului N (�g. 3.27.a, b).
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d.
I

U
UN

>

c.
I

U

U

>

T

NU U
B

A

B

AI
I

A

B
B

A

U U

>
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>
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3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARETeorema lui Th�evenin pentru 
ir
uite neliniare a�rm�a 
�a, fat��a de ori
epoart�a, un 
ir
uit rezistiv este e
hivalent 
u un element dipolar rezistiv pasiv�̂nseriat 
u un generator ideal de tensiune ele
tromotoare UAB0 (�g. 3.27.
).Teorema lui Norton pentru 
ir
uite neliniare a�rm�a 
�a, fat��a de ori
e poart�a,un 
ir
uit rezistiv este e
hivalent 
u un rezistor pasiv 
one
tat �̂n paralel 
u ungenerator ideal de 
urent ele
tromotor IABs
 (�g. 3.27.d).Teoremele de e
hivalent��a ale generatoarelor ideale. Sunt evidente de-oare
e e
hivalent�ele prezentate �̂n �gura 3.28, 
u 
ondit�ia 
a N1 s�a �e 
ompatibil
u generatorul ideal de 
urent (s�a existe 
el put�in un pun
t de operare pe 
a-ra
teristi
a lui N1 
are s�a 
orespund�a tensiunii e), iar N2 s�a �e 
ompatibil 
ugeneratorul ideal de tensiune.
A

j

N

B

a.

j A

B

A

B

N 2

B

A

e e

b.Fig. 3.28.Teoremele lui Vas
hy a�rm�a e
hivalent�ele prezentate �̂n �gura 3.29, res-pe
tiv faptul 
�a o stea de generatoare ideale identi
e �si 
one
tate identi
 fat��ade nodul 
entral este e
hivalent�a 
u o stea de 
ondu
toare perfe
te, iar o bu
l�ade generatoare ideale de 
urent orientate similar este e
hivalent�a 
u o bu
l�a deizolatoare perfe
te.
a.

e

e

e
j

j

j

j

b.Fig. 3.29.Teoremele de substitut�ie a�rm�a 
�a da
�a un element neliniar dintr-un 
ir-
uit are pun
tul de operare P0(u0; i0), atun
i prin substitut�ia lui 
u: un generatorideal de tensiune ele
tromotoare e = uo; un generator ideal de 
urent ele
tromo-tor j = i0 sau un rezistor liniar de rezistent��a R = u0=i0, mult�imea pun
telor de160



3.5. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE NELINIAREoperare ale noului 
ir
uit va 
ont�ine �si pun
tul de operare al 
ir
uitului init�ial(�g. 3.30).
U0

i 0
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N u
0
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i
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N u
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i 0

u

i

UN

>

P.O.e

b.

N u
0

i0
e=U

0
N u

0

i0

U t

>

Fig. 3.30.Ca o 
onse
int��a a teoremei substitut�iei rezult�a 
�a e
uat�iile 
urent�ilor 
i
li
i(2.55) �si e
uat�iile potent�ialelor nodurilor (2.59) sunt valabile �si �̂n 
azul 
ir
ui-telor neliniare, 
u 
ondit�ia 
a rezistent�ele �si 
ondu
tant�ele 
e intervin �̂n a
estee
uat�ii s�a �e rezistent�ele �si 
ondu
tant�ele stati
e �̂n pun
tul de operare. Deoa-re
e rezistent�ele �si 
ondu
tant�ele stati
e depind de pun
tele de operare, e
uat�iile(2.55) �si (2.59) �̂�si pierd 
ara
terul liniar. O alt�a 
onse
int��a a teoremei substitut�ieieste teorema transferului maxim de putere pentru elemente neliniare, 
area�rm�a 
�a o ret�ea dipolar�a liniar�a �si a
tiv�a transfer�a putere maxim�a unui elementdipolar neliniar, da
�a �̂n pun
tul de operare elementul neliniar are rezistent�a sta-ti
�a Rs egal�a 
u rezistent�a e
hivalent�a a ret�elei pasivizate Rs = RAB0 (�g. 3.31).
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>
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Fig. 3.31.Teoremele de simetrie permit mi
�sorarea efortului de 
al
ul �̂n analiza
ir
uitelor ele
tri
e neliniare 
e prezint�a simetrii. Fie dou�a 
ir
uite identi
e N 0161



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE�si N 00 
one
tate 
a �̂n �gura 3.32.a. Teorema de simetrie a�rm�a 
�a intensit�at�ile
urent�ilor prin 
ondu
toarele dire
te i1; i2 sunt nule, iar tensiunile �̂ntre �rele�̂n
ru
i�sate sunt nule. În 
onse
int��a, analiza se redu
e la analiza 
ir
uitului N 0
one
tat 
a �̂n �gura 3.32.b.
N’ N"
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34=0
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i 2
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de

  s
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et
ri

e

N’ N"
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2"

3’ 3"

4"

1’

2’

4’

a. b.Fig. 3.32.Da
�a 
ele dou�a 
ir
uite identi
e sunt 
one
tate invers, un 
ir
uit �ind r�astur-nat fat��a de 
el�alalt, 
a �̂n �gura 3.33, atun
i tensiunile u110 �̂ntre bornele simetri
e
one
tate dire
t sunt nule, iar 
urent�ii i2; i3 prin bornele simetri
e �̂n
ru
i�sate suntnuli. În 
onse
int��a, analiza se redu
e la analiza 
ir
uituluiN 0 
one
tat 
a �̂n �gura3.33.b.
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3’ 3"
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4’

N"
axa de

rasturnare

a. b.Fig. 3.33.În al
�atuirea 
ir
uitelor ele
tri
e neliniare pot interveni pe lâng�a elementeledipolare �si elementele 
uadripolare de tipul surselor 
omandate, dar la 
are 
o-manda se fa
e neliniar. La fel 
a �̂n 
azul liniar pot exista patru tipuri de surse
omandate neliniar, 
u deosebirea 
�a �̂n 
azul parametrilor de transfer 
ara
teri-zarea se fa
e prin fun
t�ii neliniare de transfer, numite fun
t�ii 
ara
teristi
e. În�gura 3.34.a. este prezentat�a o surs�a de tensiune 
omandat�a neliniar de 
urent.162



3.5. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE NELINIARE
e=f(i  )1

i1

u2

i

u

e=1   u1i j=1   i.
1

u=f(i)

.

u2

a. b.Fig. 3.34.Sursele 
omandate neliniar admit s
heme e
hivalente 
u surse 
omandateliniar �si un rezistor neliniar a 
�arui 
ara
teristi
�a u � i este 
hiar fun
t�ia 
ara
-teristi
�a a sursei 
omandate. În �gura 3.34.b este prezentat�a s
hema e
hivalent�aa sursei de tensiune 
omandat�a neliniar de 
urent. Sursele 
omandate neliniarsunt utile �̂n stabilirea s
hemelor e
hivalente 
ir
uitelor neliniare. De exemplu,un 
ir
uit neliniar 
e are o 
ara
teristi
�a de intrare u1 = T̂1(i1) fat��a de o poart�aP1 �si o 
ara
teristi
�a de transfer u2 = T̂2(i1) �̂ntre poarta P1 �si poarta P2, poate� e
hivalat 
a �̂n �gura 3.35 (pentru i2 = 0) 
u un element neliniar 
u 
ara
teris-ti
a de intrare u = T̂1(i) �si o surs�a 
omandat�a neliniar la poarta de ie�sire având
ara
teristi
a de transfer e = T̂2(i).
i2

uNj u1

i

T  (i  )

1i

j 1u

1 1

u2

e=T  (i  )2 1 2i  =0

a. b.Fig. 3.35.Un exemplu de element de 
ir
uit ele
troni
 
e admite o s
hem�a e
hivalent�a
u surse 
omandate neliniar este ampli�
atorul operat�ional. S
hemele e
hiva-lente liniare ale ampli�
atorului operat�ional, prezentate �̂n �gura 3.25, sunt vala-bile doar pentru valori mi
i ale tensiunii de intrare, tensiunea de ie�sire u0 = A0uineputând dep�a�si o anumit�a valoare maxim�a juo j� um:S
hema e
hivalent�a a ampli�
atorului operat�ional 
u element neliniar esteprezentat�a �̂n �gura 3.36 �si 
ont�ine, pe lâng�a rezistent�a de intrare Ri �si 
ea deie�sire Ro, o surs�a de tensiune 
ontrolat�a de tensiunea de intrare ui, a 
�arei 
a-ra
teristi
�a de transfer este prezentat�a �̂n �gura 3.36.
. În ve
in�atatea originii
ara
teristi
ii de transfer, e = f(ui) este o dreapt�a având panta egal�a 
u ampli-163



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
-

+

u

R 0

O
e=f(u  )i

R i

i

b.

ui
ou

A.O.
-

+ O

a. c.

e=f(u  )i
m

m-U

U

u i

0panta AFig. 3.36.�
area �̂n bu
l�a des
his�a Ao a ampli�
atorului. Tensiunea de ie�sire devine +Um,pentru ui > ", sau �Um pentru ui < �". În a
est 
az se spune 
�a ampli�-
atorul este saturat superior respe
tiv inferior. În 
ir
uitele 
u rea
t�ie pozitiv�aampli�
atorul operat�ional se satureaz�a �si nu poate � utilizat�a s
hema e
hivalent�aliniar�a din �gura 3.27.
. Modelul neliniar 
el mai simplu pentru ampli�
atoruloperat�ional Ri ! 1; Ao ! 1; Ro = 0 este (�g. 3.37), 
el 
e 
orespunde uneisurse de tensiune 
omandate �̂n tensiune 
u 
ara
teristi
a u2 = Un sgn(u1).
-U m

mU
e(u  )i

u i

b.

+

-

u

e=U  sgn(u  )

O

a.

i

im Fig. 3.37.Teorema dualit�at�ii. Da
�a dou�a 
ir
uite N �si N 0 sunt duale unul altuia,atun
i valorile 
urent�ilor ik �si tensiunilor uk din laturile 
ir
uituluiN sunt numeri
egale 
u valorile din laturile duale, din 
ir
uitul N 0 : u0k = ik; i0k = uk. Condit�iane
esar�a �si su�
ient�a pentru 
a un 
ir
uit 
u elemente dipolare s�a admit�a 
ir
uitdual este 
a graful lui s�a �e planar.Urm�atorul algoritm de�ne�ste 
ir
uitul dual N 0 al unui 
ir
uit dat N 
ont�ineurm�atoarele etape:- se 
onstruie�ste graful orientat G al 
ir
uitului N (se adopt�a regula de aso-
iere a sensurilor de la re
eptoare);- �̂n interiorul �e
�arui o
hi [i℄ al grafului G �si �̂n exteriorul grafului se plaseaz�a
âte un nod (i) al grafului G0; 164



3.5. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE NELINIARE- se 
onsider�a �e
are latur�a l din graful G, 
omun�a o
hiurilor [i℄ �si [j℄ �si setraseaz�a latura l0 �̂n graful G0, unind nodurile (i) �si (j);- se orienteaz�a laturile l0 ale grafului G0 astfel �̂n
ât nodul de ple
are a laturiil0 s�a vad�a latura dual�a l orientat�a �̂n sens trigonometri
;- se introdu
e �̂n �e
are latur�a l0 un element dual elementului din laturaaso
iat�a l, 
onform tabelului de dualitate:
urentul i tensiunea u0tensiunea u 
urentul i0rezistor neliniar u=f(i) rezistor neliniar i0=f(u0)rezistor liniar având rezistor liniar avândrezistent�a R[
℄ 
ondu
tant�a G0generator independent generator independent având
u t.e.m. e(t) 
.e.m. j0(t)generator independent generator independent dede 
urent j(t) tensiune e0(t)
ondu
tor perfe
t izolator perfe
tizolator perfe
t 
ondu
tor perfe
tlaturi serie laturi paralelramuri 
oarde
oarde ramuribu
le fundamentale se
t�iuni fundamentalese
t�iuni fundamentale bu
le fundamentaleDe exemplu, un rezistor 
u rezistent�a R = 7
 are 
orespondent �̂n 
ir
uituldual un rezistor 
u 
ondu
tant�a G = 7S; un generator 
u t.e.m. e = 5V are
orespondent in 
ir
uitul dual un generator ideal de 
urent 
u j = 5A.
165



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIAREPROBLEME3.5.1. S�a se analizeze �si s�a se dis
ute num�arul pun
telor de operare pentru
ir
uitele din �gura 3.5.1 pentru diferite valori ale parametrilor E; R1; R2. Va �utilizat modelul de ampli�
ator operational din �gura 3.37.
E

V0

1R

2R
E

1R

V0

2R

a. b.

+

-
+

-Fig. 3.5.1.3.5.2. S�a se determine gra�
 
ara
teristi
a de intrare �si 
ara
teristi
a detransfer pentru 
ir
uitele neliniare prezentate �̂n �gura 3.5.2.
U  ,U

I

1 2
U

U

1

2

>

>

c.

ui

I i

iE U2 u0
1U

a.

>

> i

I i

I
U2

> U1

>

0
U

b.

Fig. 3.5.2.3.5.3. S�a se determine 
ara
teristi
ile de transfer U1 � U2 pentru 
ir
uiteleprezentate �̂n �gura 3.5.3, utilizând 
ara
teristi
ile elementelor neliniare dipolareprezentate �̂n �gura 3.1.2. 166
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U2U1 R

a.

U2U1

b.

R U1 U2

c.

R

R

1 2U

d.

U1 U2
R

R

e.

U2U
R

f.

U1Fig. 3.5.3.3.5.4. S�a se determine 
ara
teristi
a de transfer Vo(E) pentru 
ir
uitele re-prezentate �̂n �gura 3.5.1.3.5.5. S�a se determine 
ara
teristi
ile de transfer uo(ui) ale 
ir
uitelor repre-zentate �̂n �gura 3.5.4. Pentru ampli�
atorul operat�ional va � utilizat�a s
hemae
hivalent�a din �gura 3.26. S�a se parti
ularizeze elementele neliniare prin diode�si diode Zener.
u(i)>

+

-

R

u ui o

a.

u(i)>

+

-u ui o

R

b.Fig. 3.5.4.3.5.6. S�a se determine 
ara
teristi
ile de transfer uo(e) ale 
ir
uitelor repre-zentate �̂n �gura 3.5.5.3.5.7. S�a se determine 
ara
teristi
a de transfer a puterii P = UI = f(E)pentru 
ir
uitul neliniar reprezentat �̂n �gura 3.5.6.3.5.8. S�a se prezinte algoritmul iterativ Newton-Raphson de analiz�a a 
ir-
uitelor neliniare utilizând tehni
ile de s
riere a e
uat�iilor (3.43)-(3.46). S�a sedetermine 
ir
uitele liniarizate e
hivalente, la �e
are, iterat�ie unui element dipo-lar neliniar. 167



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE
b.

5V
e

10K

e

e

ou

a.

ou

Ω

Ω1KFig. 3.5.5.3.5.9. S�a se veri�
e bilant�ul puterilor pentru 
ir
uitele analizate �̂n problema3.1.12.
U(I)

>

R  =100Ω

R  =100Ω

50Ω
Ω50 U U

I

>

a.

U[V]

I[A]1
-1 10

-10

d

d

b.

E Fig. 3.5.6.3.5.10. S�a se identi�
e 
ir
uitele analizate �̂n problemele 3.5.3 �si 3.5.5 pentru
are poate � apli
at�a teorema de uni
itate prezentat�a �̂n breviar �si s�a se veri�
e
on
luziile teoremei.3.5.11. S�a se determine �si s�a se reprezinte gra�
 modul �̂n 
are variaz�a �̂ntimp tensiunea uo(t) pentru 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 3.5.7, da
�a tensiuneaele
tromotoare apli
at�a este e(t) = Em sin(!t). Modelul de ampli�
ator adoptatva � 
el din �gura 3.36. Apli
at�ie numeri
�a pentru valorile Em = 40V, E=10V.3.5.12. S�a se prezinte gra�
 modul de variat�ie �̂n fun
t�ie de timp a tensiuniiU2(t) atun
i 
ând U1(t) = Umsin(!t) pentru 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 3.5.3.3.5.13. S�a se determine valoarea 
urentului IB pentru 
are dipolul AB din�gura 3.5.8 absoarbe putere maxim�a. Se va adopta pentru tranzistor modelul din�gura 3.11, 
onsiderându-se 
oe�
ientul de ampli�
are �̂n 
urent � = 50.3.5.14. S�a se identi�
e 
are sunt parametrii generatoarelor de 
are depind168



3.5. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE NELINIARE
urent�ii prin rezistoarele liniare ale 
ir
uitelor din �gura 3.5.9.
u (t)o

a.

c.

e(t)
u (t)+

-

+

-
e(t)

+

-

d.

b.

+

-

o

u (t)

u (t)o

o

E

E

e(t)

e(t)Fig. 3.5.7.
A

B

10mA
1KΩ

1KΩ
I B

A

B

40V

10K

10 I

Ω
KΩ B

a. b.Fig. 3.5.8.3.5.15. S�a se determine 
are sunt m�arimile (
urent�i, tensiuni,potent�iale) 
ese modi�
�a �̂n urma introdu
erii �̂ntr-un 
ir
uit ele
tri
 a unor generatoare 
esatisfa
 teoremele lui Va
hy.3.5.16. S�a se substituie elementul dipolar neliniar AB al 
�arui pun
t deoperare a fost determinat �̂n problema 3.5.13, printr-un rezistor, generator detensiune sau generator de 
urent.3.5.17. S�a se analizeze 
ir
uitele reprezentate �̂n �gura 3.5.10 utilizând teo-rema simetriei. 169
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a. b. c.Fig. 3.5.9.
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