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Prefata

Lucrarea Clircuite electrice rezistive se adreseaza in primul rand studentilor
de la facultatile de profil electric: electrotehnica, electronica, automatica gi cal-
culatoare, electroenergetica sau instalatii electrice, dar ea este de un real folos in
aprofundarea cunostintelor pentru orice student din invatamantul superior tehnic
si stiintific, inginerilor, tehnicienilor sau fizicienilor. Multe capitole pot fi folosite
de elevii ultimelor clase din liceele teoretice sau de specialitate, mai ales pentru
pregatirea examenului de bacalaureat sau a admiterii la facultate, la disciplina
Fizica.

Volumul reprezinta rezultatul unei experiente didactice indelungate in catedra
de FElectrotehnicd a Universitatii Politehnica din Bucuresti. El a fost elaborat in
perioada 1970-1980 si a fost imbunatatit ulterior, prin directa interactiune cu zeci
de generatii de studenti care au urmat cursul de Bazele electrotehnicii, semestrul
intal din anul al II-lea de studiu.

Decizia de a pune lucrarea la dispozitia publicului larg se datoreaza pe de
o parte reactiei extrem de pozitive din partea celor care au folosit continutul
el in pregatirea lor gtiintifica si tehnica fundamentala, iar pe de alta parte so-
licitarilor din partea noilor generatii de studenti, preparatori si asistenti, de a
avea la dispozitie un material didactic care sa permita studiul individual, intr-o
maniera eficienta.

Lucrarea trateaza intr-o maniera originala teoria circuitelor electrice rezistive
liniare si neliniare, din punctul de vedere al aplicatiilor practice. Continutul
lucrarii este structurat in patru capitole.

Primul capitol este dedicat fundamentelor teoriei circuitelor electrice: ecua-
tiile lui Kirchhoff, puterea transferata de elementele de circuit, formularea matri-
ceal-topologica a ecuatiilor fundamentale si o trecere in revista a principalelor
ecuatii constitutive ale elementelor ideale de circuit electric.

Al doilea capitol al lucrarii se refera la circuitele electrice rezistive lini-
are, insistandu-se asupra metodelor de analiza a acestor circuite: metode bazate
pe transfigurari, metoda ecuatiilor lui Kirchhoff atat in curenti cat si in ten-
siuni, metoda curentilor ciclici, metoda potentialelor nodurilor precum gi meto-
dele Thévenin-Norton. Un paragraf special este dedicat circuitelor nereciproce,
cu surse comandate liniar sau amplificatoare operationale cu reactie negativa.
Capitolul se incheie cu un paragraf dedicat teoremelor generale ale circuitelor
rezistive neliniare, cum sunt teorema superpozitiei si cea a reciprocitatii.

Capitolul al treilea este dedicat analizei circuitelor rezistive neliniare. Sunt
prezentate: metoda dreptei de sarcina, analiza circuitelor cu caracteristici liniare
pe portiuni, metoda micilor variatii dar si metodele iterative pentru analiza aces-
tor circuite. Capitolul se incheie cu un paragraf dedicat teoremelor generale ale
circuitelor rezistive neliniare.

In ultimul capitol se trateaza cateva probleme si tehnici speciale utilizate
in studiul circuitelor rezistive, cum sunt metoda grafurilor de fluenta si analiza



senzitivitatilor.
Principalele trasaturi caracteristice gi de originalitate ale lucrarii con-
stau in:

o fiecare paragraf este alcatuit dintr-un breviar teoretic in care sunt sinte-
tizate principalele cunogtinte necesare abordarii aplicatiilor, definitii, for-
mule, metode gi tehnici, fara a include demonstratii complete, urmat de o
serie de probleme ilustrative propuse, a caror rezolvare se poate face cu un
efort de calcul numeric redus;

o spre deosebire de alte culegeri similare, accentul este pus pe intelegerea
conceptelor fundamentale, care din experienta noastra didactica ridica difi-
cultati, chiar daca sunt aparent simple: sensuri de referinta pentru curenti
si tensiuni, conventii de semn, reguli de asociere a sensurilor, deosebirea
dintre elementele reale gi cele ideale de circuit electric, formularea corecta
a circuitelor cu elemente ideale, conceptul de echivalenta in teoria circuite-
lor, modelarea aproximativa, alegerea metodelor optime de analiza, analiza
topologica a circuitelor, ete;

e chiar daca autorul nu este adeptul retetelor de rezolvare a problemelor, in
lucrare sunt prezentate mai multi algoritmi de rezolvare, asociati chiar unor
metode simple, in vederea dezvoltarii gandirii algoritmice a studentilor,
abordare foarte apreciata de acegtia;

e problemele propuse au fost alese cu grija dintre acelea care au o maxima
relevanta pentru aplicatiile practice, intalnite in viata de zi cu zi a ingine-
rilor, motiv pentru care accentul a fost pus pe circuite electronice, electrice
rezistive, atat liniare cat si neliniare;

e prin parcurgerea sistematica a lucrarii, cititorul invata sa-si formuleze singur
probleme interesante, care nu presupun calcule numerice complicate si au
solutii exprimabile prin numere intregi;

e accentul este pus pe circuitele rezistive, in vederea capatarii deprinderilor
esentiale necesare analizei circuitelor, urmand ca ulterior acestea sa fie ugor
extensibile la cazul circuitelor in regim variabil;

e un alt accent este pus pe rezolvarea manuala rapida, chiar i prin metode
aproximative, ca o alternativa la analiza automata cu programe de cal-
cul de tip SPICE, in vederea capatarii deprinderilor necesare intelegerii
functionarii si depanarii unor circuite electronice complexe, usurand astfel
parcurgerea cursului de Dispozitive si circuite electronice.

Aparitia acestei lucrari nu ar fi fost posibila fara colaborarea unor studenti,
tehnicieni gi tinere cadre didactice. Dorim sa aducem pe aceasta cale multumiri-
le noastre domnului Matei Dorian, care a realizat partea grafica in primul ma-
nuscris al lucrarii i studentilor:

i



Merode Costin-Catalin;

Radulescu Marius-Cristian;

Blujdea Gabriel,
o Sabareanu Robert-Petru,

care au realizat tehnoredactarea finala a manuscrisului, folosind instrumentele
Xfig si WTEX sub Linuz, in Laboratorul de Metode Numerice (LMN) din catedra
de FElectrotehnicd a Universitatii Politehnica din Bucuresti.

Multumim deasemenea referentilor stiintifice Conf. Dr. ing. [rina Munteanu
si sefei de lucrari Dr. ing. Gabriela Ciuprina, pentru atenta citire a lucrarii.
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Capitolul 1

Fundamentele teoriel circuitelor
electrice

1.1 Ecuatiile lui Kirchhoff

BREVIAR

Elementul dipolar de circuit reprezinta un domeniu spatial a carui interactiune
electrica cu exteriorul se realizeaza prin intermediul a doua parti disjuncte ale
suprafatei sale, numite borne (fig. 1.1).

ED.C. [
¢ borna2

bornal
Fig. 1.1.

Prin circuit electric (sau retea electrica) vom intelege o multime de elemente
dipolare conectate pe la borne (fig. 1.2).

Intr-un circuit nu are importanta agezarea elementelor, ci doar modul de co-
nexiune dintre ele; astfel circuitul din figura 1.2 este echivalent cu cel din fi-
gura 1.3. Din acest motiv, se spune ca in teoria circuitelor electrice spatiul este
inzestrat cu o structura topologica si nu cu una metrica (distantele, unghiurile,
lungimile nu au importanta).

Tinand cont de observatia anterioara, structura unui circuit este caracterizata
complet de graful G al circuitului.

Graful unui circuit este alcatuit dintr-o mul{ime de puncte, numite noduri
care reprezinta bornele elementelor de circuit, unite prin arce de curba numite
laturi, acestea reprezentand elementele dipolare.

Numarul laturilor se va nota in continuare cu L iar numdrul nodurilor unui
graf se va nota cu N.

Graful din figura 1.4 este asociat circuitului din figura 1.2 i are L=>5, N=4.
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1 3
1) e, W)
= Es Es > (3)
E>
A I )
2) 4 )
Fig. 1.2. Fig. 1.3

Pentru a reprezenta conexiunile unui element avand bornele polarizate (nee-
chivalente) se utilizeaza grafurile orientate, la care fiecare latura este marcata cu
o sageata. Doua grafuri sunt echivalente daca au acelasi numar de laturi, iar la-
turile sunt conectate similar. Daca cele doua grafuri sunt orientate atunci laturile
corespondente trebuie sa fie orientate similar. Pentru caracterizarea cantitativa
a interactiunii electrice a unui element dipolar cu exteriorul se utilizeaza doua
marimi fizice: curentul si tensiunea electrica.

1. Intensitatea curentului electric este o marime 3
fizica scalara (pozitiva sau negativa) asociata unui sens (o)

de referintd marcat de-a lungul elementului (fig. 1.5). 4/ \5

Fa se noteaza cu i (sau I, daca este constanta in timp) 1) b \ (4

gl se masoara in amperi [A]. (1) ~ 3 (4)
Sagetile marcate in figura 1.5 nu reprezinta sensul \\ /

real al curentului ci sensul de referinta al acestuia. 1 °2 2

La schimbarea sensului de referinta se schimba semnul (2

intensitatii curentului; astfel, pentru intensitatile ¢; si 1,

marcate in figura 1.6 se poate scrie: Fig. 1.4.
Ek i . )
! ' i latura k
o 0 o= Ek o o Ek = o—_—
i
Fig. 1.5.
il = —ig.

Curentul se masoara cu un aparat dipolar numit ampermetru, care se conec-
teaza in circuit asfel incat sa fie strabatut de curentul masurat. Ampermetrul
masoara curentul ce-1 parcurge de la borna sa "plus” la borna "minus”. Se poate
considera ca fiecare sens de referinta pentru curent reprezinta un simbol pentru
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ampermetru, indicand si felul in care acesta este montat in circuit. Pentru re-
prezentarea curentilor ce strabat elementele dipolare ale unui circuit electric se
utilizeaza graful de curent G (fig. 1.7) care este un graf orientat, cu laturile
orientate conform sensurilor de referinta ale intensitatilor curentilor.

Se va evita utilizarea expresiilor: 7curentul dintr-un cir-
cuit”, "curentul pe un element de circuit”, acceptate fiind
expresiile: ”curentii dintr-un circuit”; ”curentul ce strabate
un element de circuit”. FEste obligatoriu ca orice referire la

i i,
={ED.Cf=<

Fig. 1.6. intensitatea unui curent sa fie precedata de alegerea sensu-
lui de referinta al acestuia. Curentii oricarui circuit electric
sunt supusi unor restrictii. Aceste restrictii sunt generate de

prima teorema a lui Kirchhoff care afirma ca: suma algebricd a intensitatilor
curentilor din laturile ce concurd la un nod al circuitului este egald cu zero:

alg.

S i =0. (1.1)

ke(s)

In aceastd sumd se trec cu plus curentii ce pdra-
sesc nodul si cu minus curentii ce inlrd in nod.
Se spune ca un graf de curent (; este consistent
daca valorile intensitatilor din laturile sale satis-
fac prima ecuatie a lui Kirchhoff (1.1). Consecinta
principala a primei ecuatii a lui Kirchhoff consta
in faptul ca suma aritmetica a curentilor ce intra

intr-un nod este egala cu suma aritmetica a curenti-
lor ce parasesc nodul. Pentru figura 1.7 se poate
afirma ca:

— pentru nodul (1): i4 =4y + i3;

— pentru nodul (3): 74 + 45 = 0.
Prin scaderea acestor relatii rezulta:

—i5:i1+i3 sau Zl—|—Z3—|—Z5:0

Se constatd ca suma algebrica a curentilor ce parasesc o suprafata inchisa X
este nula. Aceasta afirmatie este o alta consecinta a primei ecuatii a lui Kirchhoftf:

alg.

3 iy =0. (1.2)

ke{j}

S-a notat cu {j} sectiunea j, care reprezinta o multime de laturi prin elimina-
rea carora graful circuitului (initial conex) sa devina neconex, iar reintroducerea
oricarei laturi in graf sa restabileasca conexiunea grafului. Sectiunea reprezinta,
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din punctul de vedere al teoriei grafurilor o suprafata inchisa, urmand ca laturile
unei sectiuni sa fie laturile grafului intersectate de acea suprafata inchisa.

Suprafata inchisa se considera orientata in sensul normalei exterioare, urmand
ca pe laturile unei sectiuni sa coexiste sensul de referinta al curentului din gra-
ful (7 si sensul de orientare al suprafetei (din interior spre exterior). In suma
algebrica (1.2) se trec cu plus curentii din laturile sectiunii, la care sensul de
referintd al curentului coincide cu sensul de orientare al sectiunii (curentii ce
parasesc sectiunea) si se trec cu minus curentii din laturile sectiunii la care sensul
de referinta al curentului este opus sensului de orientare al sectiunii (curentii ce
intra in sectiune).

uAB

2. Tensiunea electrica este o marime fizica scalara T

(pozitiva sau negativa) asociata unei perechi ordonate de Ao ° B

borne. Ea se noteaza cu u (sau U, daca este constanta in
timp) si se masoara in volti [V]. Pentru ordonarea pere- E
chii de borne se utilizeaza "sensul de referinta al ten- \M

siunii” (fig. 1.8), care reprezinta o curba orientata avand

ca extremitati bornele intre care se calculeaza tensiunea.

Schimbarea sensului de referinta al tensiunii determina Fig. 1.8
schimbarea semnului tensiunii; astfel, pentru figura 1.9
se poate scrie:
U1 = —U2.
u, Tensiunea se masoara cu un aparat dipolar numit
/’\ voltmetru, care se conecteaza in circuit astfel incat bor-
A 0\\\u—2/ o B nele sale s§ fie puse in contact cu punctele intre care se
doregte a se determina tensiunea. Voltmetrul masoara
tensiunea orientata de la borna "plus” la borna sa "mi-
Fig. 1.9. nus”.

Se poate considera ca fiecare sens de referinta pen-
tru tensiune reprezinta un simbol pentru voltmetru, in-
dicand felul in care acesta este montat in circuit.

Pentru reprezentarea tensiunilor la bornele elemen-
telor dipolare ale unui circuit electric se utilizeaza graful

(D Uy @

X de tensiune Gy (fig. 1.10), care este un graf orientat cu

laturile orientate conform sensurilor de referinta ale ten-

@

Fig. 1.10.

siunilor electrice.

Tensiunea electrica fiind o marime fizica asociata unei
perechi de borne, are sens sa se vorbeasca despre tensiu-
nea intre doua noduri intre care nu exista conectat nici
un element dipolar. De exemplu, usg este tensiunea intre nodurile (3) i (2) din

figura 1.10.
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Graful de tensiune Gy poate fi extins pana la un graf complet ce contine o
latura intre oricare pereche de noduri.

Se va evita utilizarea expresiilor: "tensiunea dintr-un circuit”, "tensiunea
dintr-un element de circuit”, acceptate fiind expresiile: "tensiunile unui circuit”,
“tensiunea la bornele unui element de circuit”. Se recomanda evitarea dublei
sageti pentru marcarea unei tensiuni (fig. 1.11.a), preferandu-se inlocuirea cu
simpla sageata (fig. 1.11.b). Tensiunile unui circuit sunt supuse restrictiilor gu-
vernate de a doua ecuatie a lui Kirchhoff. Aceasta ecuatie se refera la conceptul

u u
RN N
+ ° [e)
a b.
Fig. 1.11.

de bucld, ce reprezinta o multime de laturi care alcatuiesc o curba inchisa orien-
tata cu un sens de parcurs.

Portiunea de bucla cuprinsa intre doua no- u, u,
duri succesive se identifica cu latura corespunza- /\

toare din graful de tensiune Gy, urmand ca

pe acea latura sa coexiste sensul de referinta

Sensul de par-

al tensiunii gi sensul de parcurs al buclei (cele Umi | cursal buclei [j !
doua sensuri putand fi identice sau nu). , /
A doua teorema a lui Kirchhoff afirma /
ca:suma algebricd a tensiunior laturilor unei oo Uk
bucle este egald cu zero: _ Sensu'_de__
referintaal tensiunii u,
alg.
> u,=0. (1.3) Fig. 1.12.
ke(s]
In aceasts suma, se trec cu plus tensiunile ce au sen- °— U,
sul de referinta identic cu sensul de parcurs al buclei (uy, Yz
uy, In figura 1.12), si cu minus tensiunile ce au sensul de y
referintd opus sensului de parcurs al buclei (ug, w, In ° u, 4

A o
figura 1.12). \ B
Se spune ca un graf de tensiune Gy este consistent Ug . Ue

daca valorile tensiunilor laturilor satisfac a doua ecuatie

a lui Kirchhoff (1.3). O consecinta a celei de-a doua Fig. 1.13.
ecuatii a lui Kirchhoff (1.3) este faptul ca tensiunea intre

cele doua noduri este egala cu suma algebricd a tensiunilor de pe o cale orientata
ce leaga cele doua noduri, indiferent care este aceasta cale. De exemplu, in figura
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1.13:

Uy = Uz + Uz — Ua,
U1 = —Us + Ug.
O alta consecinta consta in faptul ca fiecarui nod al unei retele i se poate

asocia o marime fizica, numita potential electric care este definita ca tensiunea
de la nodul respectiv la un nod de referinta marcat ca in figura 1.14.

Ui = Uiy V5 = Ujp.

Potentialul se masoara, ca si tensiunea, cu voltmetrul, conectand borna sa
"minus” la nodul de referinta. Potentialul nodului de referinta este prin definitie

nu\}.. uy v Tensiunea intre doua noduri wu;; se exprimad, con-
Q) o T J(J) form primei consecinte a teoremei a doua Kirchhoff,
ca diferenta dintre potentialul nodului de plecare v; si

potentialul nodului de sosire v;.
uio ujO ‘uij = UZ'—U]‘.‘ (14)

(0),717 nodu_l de ‘ ‘ o L
referinta La schimbarea nodului de referinta se modifica toate
potentialele (printr-o translatie) dar tensiunile raman
Fig. 1.14. invariante la aceasta transformare. Din acest motiv se
spune ca potentialele sunt definite pana la o constanta
aditiva.

In continuare sunt prezentate o serie de definitii utile aplicarii ecuatiilor
Kirchhoff.

Se numeste arbore al unui graf G, un subgraf G4 cu N noduri ale carui laturi
nu formeaza bucle (fig. 1.15).

_ Coarda
ramura @

Graf ‘ Arbore Coarbore Fig. 1.16.
Fig. 1.15.

Se numeste coarbore al grafului G, subgraful G ce se obtine prin eliminarea
laturilor unui arbore. Laturile arborelui se numesc ramuriiar laturile coarborelui
se numesc coarde. Un graf G cu L laturi si N noduri contine N-1 ramuri gi L-N+1
coarde. Un graf poate avea mai multi arbori si coarbori(fig. 1.16).
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Tensiunile din ramuri sunt independente din punctul de vedere al celei de-a
doua ecuatii Kirchhoff (pot fi alese arbitrar fara sa contrazica ecuatia, deoarece
arborele nu contine nici o bucla).

Tensiunile din coarde pot fi calculate in mod univoc, aplicand a doua ecuatie
Kirchhoff, in functie de tensiunile din arbore, deoarece fiecare coarda inchide cate
o bucla.

Aceste observatii permit sa se afirme ca pentru o retea se pot scrie (L-IN+41)
ecuatii Kirchhoff IT independente, pe un sistem de bucle fundamentale, ge-
nerate fiecare de cate o coarda gi in rest de ramuri.

Curentii din laturile unui coarbore sunt independenti din punctul de vedere al
primei ecuatii Kirchhoff (pot fi alegi arbitrar fara sa contrazica ecuatia Kirchhoff
I, deoarece nu se pot forma sectiuni doar din coarde).

Curentii din arbore pot fi calculati in mod univoc in functie de curentii din
coarbore, aplicand prima ecuatie Kirchhoff, deoarece fiecare ramura genereaza o
sectiune alcatuita din acea ramura si in rest din coarde.

Aceste observatii permit sa se afirme ca pentru o retea se pot scrie N-1 ecuatii
Kirchhoff T independente pe un sistem de sectiuni fundamentale, generate
fiecare de cate o ramura si in rest de coarde. Ecuatiile Kirchhoff pentru curenti,
scrise in N-1 noduri distincte, indiferent care sunt acestea, alcatuiesc un sistem
de ecuatii liniar independente.
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PROBLEME

1.1.1. Sa se reprezinte grafurile circuitelor din figura 1.1.1 gi sa se determine
parametrii topologici L g1 N.

Tﬁﬁ;&[]
5

d. e f.

1

Fig. 1.1.1.

1.1.2. Sa se determine clasele de echivalenta in multimea de grafuri din figura

1.1.2.
G, <> GK? Gv

Fig. 1.1.2.

1.1.3. Sa se determine clasele de echivalenta ale multimii de grafuri orientate

din figura 1.1.3.

1.1.4. Sa se calculeze intensitatile curentilor din grafurile de curent G; repre-
zentate in figura 1.1.4, presupunand ca ele sunt asociate aceluiasi circuit electric.
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=

-7
"=

Fig. 1.1.3.
|, =2A  1,=4A l, B l4
|6: |
| ,=-4A V -
a b. C.
Fig. 1.1.4.

1.1.5. Sa se completeze grafurile de curent din figura 1.1.5 aplicand prima
ecuatie Kirchhoff gi sa se verifice apoi ecuatiile pentru diferite sectiuni.

2A_ 2A 4A

1.1.6. Sa se calculeze tensiunile electrice din grafurile Gy prezentate in figura
1.1.6, presupunand ca grafurile sunt asociate aceluiasi circuit electric.

1.1.7. Sa se completeze grafurile de tensiune din figura 1.1.7 i sa se verifice
rezultatul aplicand a doua ecuatie Kirchhoff pe alte bucle ale circuitului.

1.1.8. Sa se calculeze tensiunile din grafurile prezentate in figura 1.1.8 in
functie de potentialele nodurilor.
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@ v @ @O Y & O U @ Uy @3

U
2v%5v U4/Us XUZU
1 5
(2 Q) @ ()] (4)
a b. C.
Fig. 1.1.6.

\/ (N @

3V
3V 2V ﬂ\/\o o =
S /) 3

o%o/o Vv \ /
.5V
d. e f.
Fig. 1.1.7.

V3V V3V

U (N )

Ty
a b. C.

Fig. 1.1.8.
1.1.9. S& se calculeze potentialele nodurilor la grafurile de tensiune prezen-
tate 1n figura 1.1.9 gi sa se completeze aceste grafuri.

1.1.10. S& se calculeze potentialele nodurilor la grafurile de tensiune din fi-
gura 1.1.10, presupunand, pe rand, fiecare nod ca nod de referinta.

1.1.11. Sa se determine toti arborii grafurilor din figura 1.1.11.

10
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2V
— T

e L 62X (2

a b. C.

Fig. 1.1.9.

Fig. 1.1.11.
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1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE

1.1.12. Considerand ca grafurile din figura 1.1.12, sunt grafuri de curent, sa
se aleagd pe coardele unui coarbore curenti arbitrari gi sa se calculeze curentii
din ramuri.

N |
a b. C. d. e
Fig. 1.1.12.

1.1.13. Presupunand ca grafurile din figura 1.1.13, sunt grafuri de tensiune,
sa se aleagd pe ramurile unui arbore tensiuni arbitrare gi sa se calculeze tensiunile
din coarde. Sa se verifice rezultatele aplicand ecuatia Kirchhoff II pe alte bucle
decat cele fundamentale.

HINVZERN

a b. C.
d. e
Fig. 1.1.13.

1.1.14. 5a se determine care din grafurile reprezentate in figura 1.1.14 sunt
grafuri de curent consistente (la care ecuatiile Kirchhoff I sunt verificate).

2A 7A 0A
5A 2A
i\ BF s 3A AN 3a>BA | 1a
y 2A 4A 1A
a b. C.
Fig. 1.1.14.

12
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1.1.15. 5a se determine care din grafurile reprezentate in figura 1.1.15 sunt
grafuri de tensiune consistente (la care ecuatiile Kirchhoff Il sunt verificate).

A
o 2N | . v . . 2V '
3V
v
% /1V SV\“V %W/
. ¥ 3V w42V N/ 2V
a b. C.

Fig. 1.1.15.
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1.2 Puteri transferate de elementele de circuit

BREVIAR

Elementele dipolare de circuit electric sunt capabile sa absoarba, de la reteaua
din care fac parte, energie electrica pe care o pot inmagazina sau disipa sub alte
forme de energie; deasemenea ele pot livra energie electrica circuitului. Transferul
de energie electrica se realizeaza pe la borne iar puterea transferata de un
element dipolar (masurabil in Watji) satisface relatia:

p = ui. (1.5)

Pentru a cunoagte sensul transferului energetic (de la element spre retea sau
invers) este necesara cunoagterea semnului produsului ui si a modului in care au
fost alese sensurile de referinta ale tensiunii u §i ale curentului ¢.

Cele patru moduri in care se pot asocia sensurile de referinta ale tensiunii si
curentului la un element dipolar se impart in doua categorii numite reguli de
asociere a sensurilor.

Regula de asociere a sensurilor de la receptoare (fig. 1.17) corespunde cazului
in care tensiunea gi intensitatea curentului au acelagi sens de referinta fata de
borne. In acest caz sensul conventional al puterii p este de la circuit spre element.

o N

Fig. 1.17.

Regula de asociere a sensurilor de la generatoare (fig. 1.18) corespunde cazului
in care tensiunea si intensitatea curentului au sensuri de referinta opuse fata de
borne. In acest caz sensul conventional al puterii p este de la element catre circuit.

o o

Fig. 1.18.

Determinarea sensului real al transferului de energie se face dupa urmatoarele

14



1.2. PUTERI TRANSFERATE DE ELEMENTELE DE CIRCUIT

reguli, reprezentate in figura 1.19.

semnul lui p=ui || regula de asociere || sensul real de transfer al
puterii

+ receptoare absorbita de element

+ generatoare produsa de element

- receptoare produsa de element

- generatoare absorbita de element

i [ [ [

u o=t u e u o=t u Ot
Cé> ui>0 < ui>0 < ui<0 Cé> ui<0
|pl=[ui] >~ Ip|=[uif ] |pI=Jui]*— IpI=|ui| °—
Fig. 1.19.

Puterile transferate de elementele unui circuit electric satisfac o ecuatie de
conservare data de teorema Tellegen. Daca doua grafuri, unul de curent G st
unul de tensiune Gy, sunt echivalente ca grafuri orientate, atunci:

L
> ugiy = 0. (1.6)
k=1

Daca cele doua grafuri sunt echivalente doar ca grafuri neorientate atunci
relatia (1.6) ramane valabila cu conditia ca suma sa fie algebrica. Conventia de
semn adoptata consta in considerarea semnului plus pentru laturile cu sensurile
asociate conform regulii de la generatoare si a semnului minus in caz contrar. In
consecinta daca grafurile Gy si G sunt asociate aceleiagi retele electrice, suma
algebrica a puterilor transferate de toate elementele retelei este nula.

alg

> =0 (1.7)

k=1,L

Conditia de echivalenta a grafurilor orientate reprezinta faptul ca reteaua are
adoptata, pentru toate elementele, regula de asociere a sensurilor de la receptoare.

Rezulta deci ca in orice circuit electric, in orice moment suma aritmetica a
puterilor consumate este egala cu suma puterilor generate.

Relatia (1.6) este valabila gi atunci cand se considera tensiunile wuy ale unui
circuit Cy gi curentii 7; al unui circuit 5, cu conditia ca circuitele C; gi Cy sa
admita acelagi graf G (circuitele au aceeasi structura topologica). In acest caz

15



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE

produsul wugi; se masoara tot in Wati dar nu reprezinta o putere transferata ci o
”pseudoputere”. In concluzie se poate spune ca teorema lui Tellegen garanteaza
nu numai bilantul puterilor, ci gi pe cel al pseudoputerilor.

PROBLEME

1.2.1. 5a se determine regulile de asociere a sensurilor la dipolii din figura
1.2.1 gi sa se calculeze puterile transferate si sensul acestora.

1A | T T [

3v av 5V Y,
| 2A ) 2A | |
a b. C d
[ T T [
10V 6V Py, 4V
2A | NN 2A |
e f g. h
Fie. 1.2.1.

1.2.2. Sa se calculeze intensitatile curentilor la dipolii din figura 1.2.2.

V=-3V
5V -4V % 2V o] A —
:>> :>> <:> (-
10w 2] 20w /] 10w /2] 30W .|
V=8V

a b. C. B d.

Fig. 1.2.2.

1.2.3. 5a se calculeze tensiunile la bornele dipolilor din figura 1.2.3.
1.2.4. Sa se completeze grafurile de curent G; gi grafurile de tensiune Gy

din figura 1.2.4 si sa se indice regulile de asociere a sensurilor pentru laturile
grafurilor. Sa se compare suma puterilor absorbite de elemente cu suma puterilor

16
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2A -1A 10A -2A
o= o= o=— o=
[— — -— -—
20W 5W .| W | 10W __|
a b. C. d.
Fig. 1.2.3.

generate de elemente, pentru fiecare pereche de grafuri.

5A . 2V .
1A <1°/
2A e\
C.
Fig. 1.2.4.

1.2.5. Sa se genereze un graf G cu L laturi gi N noduri. Pe un arbore al acestui
graf sa se aleaga tensiuni arbitrare i sa se completeze graful G,. Sa se aleaga
curenti arbitrari in laturile unui coarbore si sa se completeze graful de curent G,
astfel incat sensurile de referinta sa fie asociate dupa regula de la generatoare.
Sa se verifice teorema Tellegen determinandu-se pentru fiecare latura sensul real
al puterii.

Aplicatie:

3
b) N=4
c) N=5

17
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1.3 Matrice de incidenta

BREVIAR

Pentru reprezentarea numerica a structurii circuitelor electrice se utilizeaza
matricele de incidentd (sau apartenentd). Acestea se numesc gi matrice topo-
logice deaorece descriu topologia circuitelor si au valori ale elementelor 0, +1
sau —1. In continuare, se adopta urmatoarea conventie de numerotare a laturi-
lor: primele (N-1) laturi apartin unui arbore, iar celelalte (L-N+1) laturi apartin
unui coarbore.

Matricea de incidenta a laturilor la noduri A’ este o matrice cu L
coloane gi N linii avand elementele:

a;j = 1, daca latura j iese din nodul (i);

a;; = —1, daca latura j intra in nodul (i);

a;; = 0, daca latura j nu este incidentd la nodul (i).

Matricea A’ se descompune in doua submatrici:

A= [A;m Alc]?

in care A! contine primele (N-1) coloane, asociate laturilor din arbore, iar A’
contine ultimele (L-N+1) coloane, asociate laturilor din coarbore. Daca din ma-
tricea A’ se elimina o linie, se obtine o matrice A numitd matrice redusa de
apartenenta a laturilor la noduri.

Matricea de incidenta a laturilor la buclele fundamentale B este o
matrice cu L coloane gi (L-N+1) linii avand elementele:

b;j = 1, daca latura j apartine buclei [i] si are sensul de referin{a identic cu
sensul de parcurs al buclei;

b;j = —1, daca latura j nu apartine buclei [i] si are sensul de referinta opus
sensului de parcurs al buclei;

b;j = 0, daca latura j nu apartine buclei [i].

Matricea B se descompune in doud submatrici:

B = [Bav Bc],

in care B, contine primele (N-1) coloane, asociate laturilor din arbore, iar B.
contine (L-N+1) coloane asociate coarborelui. Daca buclele fundamentale, gene-
rate fiecare de céatre o coarda, sunt numerotate in ordinea data de coardele care
le genereaza, atunci:

B =1[B,,U] (1.8)
unde U este matricea unitate de ordinul (L-N41).
Matricea de incidenta a laturilor la sectiunile fundamentale D este
o matrice cu L coloane gi (N-1) linii avand elementele:
d;; = 1, daca latura j apartine sectiunii {i} si are sensul de referin{a identic
cu sensul de orientare a sectiunii;
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d;; = —1, daca latura j apartine sectiunii {i} si are sensul de referinta opus
sensului de orientare a sectiunii;

d;; = 0, daca latura j nu apartine sectiunii {i}.

Matricea D se descompune in doua submatrici:

D =[D.:D.],

in care D, contine (N-1) coloane, corespunzatoare laturilor din arbore, iar D.
are (L-N+1) coloane, corespunzatoare laturilor din coarbore. Daca sectiunile
fundamentale, generate fiecare de cate o ramurd, sunt numerotate cu numerele
ramurilor ce le genereaza, atunci:

D = [U:D.], (1.9)

in care U este matricea unitate de ordinul (N-1).

Matricele A, B si D au liniile independente, rangul matricilor A gi D este
(N-1) iar rangul matricei B este (L-N41).

Matricea B este ortogonala fata de matricele A gi D:

BAT =0, BD' =0, (1.10)

in care s-a notat cu M7 transpusa matricei M.

Daca B. =U si D, = U atunci:
B,=-DI'=F. (1.11)

Submatricea F' = B, cu (L-N+1) linii gi (N-1) coloane este matricea de
apartenentd a ramurilor arborelui la buclele fundamentale, egala si de semn opus
cu transpusa matricei de apartenenid a corzilor la sectiunile fundamentale si se
numeste matrice redusa de conexiune (sau matricea apartenentelor esentiale).

Prima ecuatie a lui Kirchhoff se scrie matriceal, pentru noduri, sub forma:

A =0, (1.12)
iar pentru sectiunile fundamentale ale unui circuit sub forma:

Di =0, (1.13)

in care matricele A gi D sunt matricele de apartenenta ale grafului de curent iar
i = [11,12,...,iz)7 este vectorul curentilor din laturile circuitului.

A doua ecuatie a lui Kirchhoff se scrie matriceal, pentru buclele fun-
damentale ale unui circuit, sub forma:

Bu =0, (1.14)
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1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE

in care matricea B este matricea de apartenenta pentru graful de tensiune iar
u = [u1, Uy, ...,ur)? este vectorul tensiunilor din laturile circuitului.
Matricele coloana, cu L elemente, ale curentilor i si tensiunilor u se pot des-

. g Ug
=1 0| u= ,
le Ue

in care 7, $i u, reprezinta curentii, respectiv tensiunile din ramuri, iar 7, si u,
reprezinta curentii, respectiv tensiunile din coarde.

compune:

Intr-un graf consistent de curent, curentii din arbore se exprima, in baza
relatilor (1.13) si (1.9), in functie de cei din coarbore, cu relatia (valabila pentru
D,=U):

ig = —De. sau i= BTi. (1.15)

Ultima relatie este valabila daca graful de curent este echivalent cu graful de
tensiune (asocierea sensurilor de referintd este facuta dupa regula de la receptoare
pentru toti dipolii).

Intr-un graf consistent de tensiune, tensiunile din coarbore se exprima, in baza
relatilor (1.14) si (1.8) in functie de cele din arbore, cu relatia (valabild pentru
B.=U):

u, = —Byu, sau u= DTu,. (1.16)

Ultima relatie este valabila doar daca graful de tensiune este echivalent cu cel
de curent.

Tensiunile laturilor se exprima in functie de potentialele nodurilor cu relatia
(1.4), care pentru intreg circuitul are urmatoarea forma matriceala, valabila
atunci cand Gy ¢i G sunt ordonate similar:

u= AT, (1.17)

T este vectorul potentialelor nodurilor, presupunand

In care v = [v1, Vg, ..., VN_1]
nodul N ca nod de referinta.

Se poate afirma ca oricare din relatiile (1.12), (1.13), (1.15) reprezinta forme
matriceale echivalente al ecuatiilor Kirchhoff 1, iar relatile (1.14), (1.16), (1.17)
reprezinta forme matriceale ale ecuatilor Kirchhoff II.

Teorema lui Tellegen (1.6) capata urmatoarea forma matriceala:

uli = 0. (1.18)
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PROBLEME

1.3.1. Sa se scrie matricele de apartenenta A, B, D pentru grafurile repre-

EXUEQ

Fig. 1.3.1.

zentate in figura 1.3.1.

1.3.2. Sa se stabileasca matricele reduse de conexiune pentru grafurile pre-
zentate in figura 1.3.1.

1.3.3. Sa se reprezinte grafurile ce au urmatoarele matrice de apartenenta:

1 1 0 100
1 0 -1 00 1
A=l 0 1 1 00 0
0 0 0 —1 1 0

1 0 —1 —1 1 0 0

B=|l01 1 0 1 0 0 —1

0 0 1 =1 0 —1 0
10000 1100
01000 —1 1200
D=100100 —1010
00010 —1011
000071 —1011
00 0 0 0 —1
01 0 0 —1 1
F=1"99 2 0 1 o
10 0 -1 0 0

1.3.4. Sa se calculeze intensitatile curentilor din grafurile de curent reprezen-
tate in figura 1.1.5, utilizand matricele D, g1 B.
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1.3.5. Sa se calculeze tensiunile din grafurile de tensiune reprezentate in fi-
gura 1.1.7 utilizand matricele B, g1 D.

1.3.6. Sa se calculeze tensiunile din grafurile de tensiune reprezentate in fi-
gura 1.3.2 1n functie de potentialele nodurilor, utilizand matricea de apartenenta

Al

- 2v 3y Y
\/ / ///0 Vv
1w
a b. C.
Fig. 1.3.2.

1.3.7. Pornind de la matricea A sa se calculeze matricile de apartenenta A’,

BsiD.

10 -1 0 010
0 1 -1 00 0
A=100 1 0 100
00 0 1 0 1
(10 —1 —1 0]
A=l01 0 1 0
00 1 0 —1]
1 -1 =10 0
A=lo 1 00 1
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1.4 Elemente ideale de circuit

BREVIAR

Elementele ideale de circuit reprezinta concepte fundamentale ale teoriei circu-
itelor electrice, ele fiind definite ca elemente dipolare ce impun o anumita restrictie
tensiunii gi intensitatii curentului, restrictie ce poarta numele de ecuatia con-
stitutiva caracteristica sau de functionare a elementului ideal. Elementele
ideale, prin faptul ca au ecuatiile caracteristice extrem de simplificate, nu tre-
buie confundate cu elementele reale de circuit, in schimb sunt utile in modelarea
acestora.

1. Rezistorul ideal este un element dipolar la care tensiunea la borne
este functie univoca de intensitatea curentului ce-l strabate (rezistorul controlat
in curent) sau la care intensitatea curentului este functie univoca de tensiune
(rezistorul controlat in tensiune). Daca relatia dintre tensiune si curent este o
relatie liniara, atunci elementul se numeste rezistor liniar. In figura 1.20.a este
prezentat simbolul rezistorului neliniar, iar in figura 1.20.b este prezentat simbolul
rezistorului liniar.

— = — =
N u Su
a b.
Fig. 1.20.

Ecuatia constitutiva a rezistorului neliniar, invariant in timp este:

w= (i), (1.19)

pentru cazul rezistorului controlat in curent, si respectiv

i = g(u), (1.20)

pentru cazul rezistorului controlat in tensiune. In cazul rezistorului liniar:

u = Ru;

i = Gu. (1.21)

Marimile R si G = 1/R se numesc rezistenfa, respectiv conductania rezistorului
i sunt parametrii caracteristici ai elementului. Relatiile (1.19) si (1.21) sunt
valabile pentru sensurile de referinta prezentate in figura 1.20. In cazul schimbarii
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Fig. 1.21.

sensurilor de referinta se modifica in mod corespunzator ecuatiile. De exemplu,
in cazul prezentat in figura 1.21: Ecuatiile de functionare au forma :

w=—f(—i), (1.22)

pentru rezistorul neliniar controlat in curent,

i = — f(—u), (1.23)

pentru rezistorul neliniar controlat in tensiune si:

u = —Ru;
. 1.24
i = —Gu, (1.24)
pentru rezistorul liniar.
Cazuri particulare:
a) rezistorul cu rezistentd nula R = 0, care are ecuatia de functionare:
u =20, (1.25)

se numegte conductor perfect si are simbolul din figura 1.22.a;
b) rezistorul cu conductanta nula ¢ = 0, care are ecuatia de functionare:

i =0, (1.26)

se numegte izolator perfect gi are simbolul prezentat in figura 1.22.b.

Fig. 1.22.

Puterea absorbita de un rezistor liniar este:
p=ui = Ri* = Gu? (1.27)
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si este pozitiva daca rezistenta rezistorului este pozitiva. Rezistoarele cu rezisten-
ta pozitiva R > 0 sunt elemente pasive disipative.

2. Bobina ideala este un element dipolar la care tensiunea la borne este
egala cu derivata in raport cu timpul a unei functii. Valoarea ¢ a acestei functii
se numesgte flux de intensitatea curentului electric prin element. Daca fluxul
depinde liniar de intensitatea curentului, atunci bobina se numesgte liniara, caz
in care tensiunea la borne este proportionala cu viteza de variatie in timp a
curentului. Simbolul bobinei neliniare este prezentat in figura 1.23.a, iar cel al
bobinei liniare in figura 1.23.b.

Fig. 1.23.

Ecuatia constitutiva a bobinei neliniare invariante in timp este:

= 1.28
iar in cazul particular al bobinei liniare ¢ = Lz, deci:
d
= L— 1.29

in care L este parametrul caracteristic al bobinei, numit inductivitate. Ecuatiile
(1.28) si (1.29) sunt asociate sensurilor de referinta din figura 1.23 i trebuiesc
modificate o data cu modificarea sensurilor de referinta. De exemplu, pentru
figura 1.24 ele au forma:

(1.30)
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in cazul bobinei neliniare si:

=—-L— 1.31

in cazul bobinei liniare.

In cazul in care curentul este constant in timp, bobina ideala se comporta ca
un conductor perfect (v = 0), situatie ce are loc gi atunci cand inductivitatea
este nula.

Puterea absorbita de o bobina ideala este:

di d (Li*\ W
—ui= L= () =S 1.32
== dt(Q) dt’ (1.32)

pozitiva (bobina absoabe energie) sau negativa (bobina genereaza energie), dupa
cum energia inductorului W = Li?/2 creste sau scade in timp. Din acest motiv
se spune ca bobina este element pasiv, acumulator de energie, avand ca marime
de stare intensitatea curentului.

3. Condensatorul ideal este un element dipolar la care intensitatea curen-
tului este egala cu derivata fata de timp a unei functii. Valoarea acestei functii
¢ se numeste sarcina de tensiunea electrica la bornele elementului. Daca sarcina
depinde liniar de tensiune, atunci condensatorul se numeste liniar, caz in care
curentul este proportional cu viteza de variatie a tensiunii la borne. Simbolul
condensatorulului neliniar este prezentat in figura 1.25.a, iar cel al condensato-
rului liniar in figura 1.25.b.

Fig. 1.25.

Ecuatia constitutiva a condensatorului neliniar invariant in timp este:

. dg(u)
L= (1.33)

iar a condensatorului liniar invariant in timp este:

du
= (O — 1.34
1 Cdt’ (1.34)

in care (' este parametrul caracteristic al condensatorului numit capacitate. Ecua-
tille de functionare sunt valabile in cazul sensurilor de referinta prezentate in
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Fig. 1.26.

figura 1.25 si trebuiesc modificate corespunzator, in cazul schimbarii sensurilor
de referinta. De exemplu, pentru figura 1.26 ecuatiile sunt:

. dg(u)
= — 1.35
t dt Y ( )
pentru condensatorul neliniar si:
du
= —C— 1.36
t dt Y ( )

in cazul condensatorului liniar.
Daca tensiunea la bornele condensatorului este constanta in timp, atunci
acesta se comporta ca un izolator perfect (i = 0), situatie ce are loc gi atunci
cand capacitatea condensatorului este nula.
Puterea absorbita de un condensator ideal este:
du d (CUZ) dw

pui=Cu =\ T

(1.37)
pozitiva (condensatorul absoarbe energie) sau negativa (condensatorul debiteaza
energie), dupa cum energia condensatorului W = C'u?/2 cregte sau scade in timp.
Condensatorul este un element pasiv acumulator de energie, avand ca marime de
stare tensiunea la borne.

4. Generatorul ideal de tensiune este un element pasiv dipolar la care
tensiunea la borne nu depinde de intensitatea curentului prin element (putand
fi in schimb functie de timp). Simbolurile utilizate pentru generatorul ideal de
tensiune sunt prezentate in figura 1.27; borna din dreapta se numeste borna
"plus”, iar cea din stanga borna "minus”.
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Ecuatia constitutiva a generatorului ideal de tensiune, pentru sensul tensiunii
adoptat in figura 1.27, este:

u = e(t), (1.38)

in care marimea e este parametrul caracteristic al generatorului ideal de tensiune

si se numeste tensiune electromotoare. Daca tensiunea la borne are sensul de
referinta de la borna minus la borna plus a generatorului ca in figura 1.28, atunci
ecuatia de functionare devine:

u = —e(t). (1.39)

Fig. 1.28.

Generatorul de tensiune electromotoare nula are ecuatia de functionare u = 0
sl in consecinta se comporta ca un conductor perfect.
Puterea transferata pe la bornele unui generator ideal de tensiune este:

p=ui = e, (1.40)

putand fi pozitiva sau negativa, in functie de sensul curentului. Deoarece acest
element poate produce energie se spune ca generatorul ideal de tensiune este un
element activ.

5. Generatorul ideal de curent este un element dipolar la care intensitatea
curentului ce-1 strabate nu depinde de tensiunea la bornele elementului. Simbolul
utilizat pentru generatorul ideal de curent este prezentat in figura 1.29 (borna din
dreapta se numeste borna "plus”, iar borna din stanga se numeste borna "minus”
a generatorului).

o_j@;_o
Fig. 1.29.

Ecuatia constitutiva a generatorului ideal de curent, pentru sensul de referinta
adoptat in figura 1.29, este:

i=j(t), (1.41)

in care marimea j este parametrul caracteristic al generatorului ideal de curent

si se numeste curent electromotor. Daca intensitatea curentului are sensul de
referinta opus dublei sageti ca in figura 1.30, atunci ecuatia de functionare devine:

i=—jt). (1.42)
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6

Fig. 1.30.

Generatorul ideal de curent ce are curentul electromotor nul are ecuatia de
functionare 1 = 0 i in consecint{d se comporta ca un izolator perfect.
Puterea transferata pe la borne de un generator ideal de curent este:

p=ui = uj, (1.43)

putand fi negativa sau pozitiva, in functie de tensiunea aplicata la borne. Ge-
neratorul ideal de curent este deci un element activ din punct de vedere energetic.

6. Generatoarele comandate sunt generatoare ideale de curent sau ten-
siune al caror curent electromotor respectiv tensiune electromotoare sunt functii
de intensitatea curentului sau de tensiunea electrica dintr-o latura a circuitului,
alta decat aceea in care se afla elementul comandat. Se deosebesc patru tipuri
de surse comandate liniar (cu simbolurile din figura 1.31), ale caror ecuatii de
functionare sunt:

Ug = pil, (144)

pentru sursa de tensiune comandatd in curent (fig 1.31.a),

(1.45)

£
[}
I
e
£
S

pentru sursa de tensiune comandatd in tensiune (fig 1.31.b),
iz — 6i1, (146)
pentru sursa de curent comandatd in curent (fig 1.31.¢), si

pentru sursa de curent comandatd in tensiune (fig 1.31.d).

Pentru cele patru tipuri de surse comandate, parametrii caracteristici sunt:
p[€] rezistenta de transfer; o coeficientul de transfer al tensiunii; 5 coeficientul
de transfer al curentului gi v[S] conductanta de transfer. Coeficientii de transfer
a gi B sunt adimensionali.

7. Bobinele cuplate reprezinta un sistem de bobine cu proprietatea ca
fluxul din fiecare depinde de curentii prin toate bobinele sistemului. Ecuatia de
functionare a bobinei £ dintr-un sistem de m bobine cuplate este:

QL

U = Eg@('l,iz,...,im). (148)
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o — io 0_’:7 i:’
\ | \
| <> u, Uy <>
! e | | el u
o Liii —to o_‘:ii_l'o 2
a b.
P ) =~ Ees
| | | |
| | ul ; / ‘
o : J 1 o Lii J J e}
c d.
Fig. 1.31.

In cazul bobinelor cuplate liniar, fluxul este o combinatie liniara a curentilor,
iar ecuatia de functionare devine:

n di;
U = ZLk]‘d—t], (149)

i=1

in care suma este aritmetica pentru orientarile prezentate in figura 1.32, si anume
daca asocierea sensurilor se face dupa regula de la receptoare si daca toti curentii
au sensurile de referinta intrand in borna polarizata. Parametrii unui sistem de
bobine liniare cuplate sunt inductivitatile Ly; ce alcatuiesc o matrice patrata
de ordin m numita matricea inductivitatilor. Termenii diagonali ai matricii L
se numesc inductivitati proprii, iar termenii nediagonali se numesc inductivitdti
mutuale.

Fig. 1.32.

Daca sensurile de referintd nu sunt conform celor din figura 1.32, atunci
ecuatia de functionare se modifica in mod corespunzator, suma devenind o suma
algebrica.
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1.4. ELEMENTE IDEALE DE CIRCUIT

Regula de determinare a semnului termenului j din aceasta suma, se
bazeaza pe observatia ca, orice curent 7; care intra intr-o borna polarizata induce,
prin cuplaj, in bobina k o tensiune la borne Ly;(di;/dt), cu sensul de referinta
orientat de la borna polarizata catre cealalta borna (prin abuz de limbaj se spune
ca ea intra in borna polarizata). Daca intensitatea ¢; iese din borna polarizata,
atunci ea induce in bobina k o tensiune la borne Ly;(di;/dt) cu sensul de referinta
orientat de la cealalta borna spre borna polarizata (prin abuz de limbaj se spune
ca iese din borna polarizata). Aceasta regula de semn este exemplificata in figura
1.33 in care se constata ca semnul tensiunii induse depinde de sensul de referinta
al curentului inductor (i1) dar nu depinde de sensul de referinta al curentului
indus (i2).

Fig. 1.33.

Marcajele pentru bornele polarizate nu au semnificatie fizica dar ele sunt ne-
cesare in cazul sistemelor de bobine cuplate, deoarece ele definesc valoarea (mai
exact semnul) inductivitatilor mutuale, urmand ca schimbarea unei borne po-
larizate la bobina k sa determine modificarea semnului tuturor inductivitatilor
mutuale (de cuplaj) ale bobinei k (sunt afectate linia k gi coloana k din matricea
[L;;], a inductivitatilor cu exceptia termenului diagonal).

Formularea corecta a circuitelor cu elemente ideale. Cu ajutorul ele-
mentelor ideale de circuit prin conexiuni pe la borne se alcatuiesc circuite elec-
trice. Nu orice mod de conexiune a elementelor ideale este permis in teoria circu-
itelor; trebuie avut grija ca ecuatiile de functionare sa fie compatibile cu ecuatiile
Kirchhoff. Daca ele sunt incompatibile, analiza circuitului este fara sens, nee-
xistand o solutie care sa verifice ecuatiile circuitului. Daca un circuit electric
contine generatoare ideale de tensiune ce alcatuiesc bucle, atunci, pentru valori
arbitrare ale tensiunilor electromotoare, acestea pot fi in contradictie cu ecuatia
a doua a lui Kirchhoff. Daca un circuit contine sectiuni alcatuite din generatoare
ideale de curent, atunci, pentru valori arbitrare ale curentilor electromotori, aces-
tea pot fi in contradictie cu prima ecuatie a lui Kirchhoff. Circuitele ce contin
bucle de generatoare ideale de tensiune sau sectiuni de generatoare ideale de cu-
rent se numesc circuite cu generatoare in exces. Atunci cand generatoarele in
exces contravin ecuatiilor lui Kirchhoff circuitul este incompatibil. Chiar daca

31



1. FUNDAMENTELE TEORIEI CIRCUITELOR ELECTRICE

generatoarele in exces nu contravin ecuatiilor lui Kirchhoff, totusi analiza unui
astfel de circuit nu poate fi completa deoarece el nu are solutie unica: curentii din
generatoarele ideale de tensiune in exces si tensiunile din generatoarele ideale de
curent in exces sunt marimi arbitrare (nu pot fi determinate din ecuatiile circui-
tului). In acest caz se spune ca circuitul este nedeterminat. Conditia ca intr-un
circuit sa nu existe generatoare in exces este ca circuitul sa aiba un arbore in
ramurile caruia sa se afle toate generatoarele ideale de tensiune, iar generatoarele
ideale de curent sa se afle in coarbore. La analiza unui circuit in vederea deter-
minarii generatoarelor in exces nu trebuie uitat faptul ca izolatorul perfect este un
generator ideal de curent (5 = 0), iar conductorul perfect este un generator ideal
de tensiune (e = 0). Analiza circuitelor cu generatoare compatibile in exces se
reduce la analiza circuitelor fara generatoare in exces, prin inlocuirea generatoa-
relor ideale de tensiune in exces (cate unul pentru fiecare bucld) cu generatoare
ideale de curent, avand curenti electromotori nedeterminati si prin inlocuirea
generatoarelor ideale de curent in exces (cate unul pentru fiecare sectiune) cu
generatoare ideale de tensiune avand tensiuni electromotoare nedeterminate.
Bilantul puterilor in retelele electrice este o consecinta directa a teoremei
lui Tellegen si a ecuatiilor constitutive ale elementelor si reprezinta ecuatia de
egalitate intre suma puterilor debitate de generatoarele retelei P, si puterile ab-
sorbite de elementele pasive P.. Pentru retelele liniare ecuatia de bilant este

P, =P, (1.50)

unde:
Ngt Ngc

Py = 37 exin + 32 urgr;
(1.51)
nR . ng u2 ny nNg i
Po= 3 Ruf+ | 2 55+ 50 3 Bt

k=1 k=1m=1

in care ny este numarul generatoarelor ideale de tensiune, n,. este numarul ge-
neratoarelor de curent, np este numarul rezistoarelor, n¢e este numarul condensa-
toarelor, iar ny, este numarul bobinelor din retea. Primele doua sume sunt sume
algebrice, conventia de semn fiind prezentata in figura 1.34. In cazul a. termenii
se considera cu semnul plus, iar in cazul b. el se considera cu semnul minus.
Sumele corespunzatoare rezistoarelor, condensatoarelor si inductivitatilor pro-
prii sunt sume aritmetice dar termenii corespunzatori inductivitatilor mutuale se
considerd in suma algebricd, conventia de semn fiind semnul plus atunci cand cei
doi curenti au aceeasi pozitie fata de bornele polarizate (ambii intra sau ambii ies
ca in figura 1.35.a, 1.35.b) si semnul minus atunci cand cei doi curenti au pozitii
inverse fata de bornele polarizate (unul intra gi altul iese ca in figura 1.35.¢) .
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PROBLEME

1.4.1. Sa se reprezinte grafic variatia intensitatii ¢ in functie de tensiunea u
la bornele rezistorului neliniar, pentru diverse sensuri de referinta, pornind de la
faptul ca graficul din figura 1.4.1.a corespunde sensurilor din figura 1.4.1.b.

1.4.2. Sa se determine marimile necunoscute corespunzatoare rezistoarelor
liniare din figura 1.4.2.

1.4.3. Sa se calculeze tensiunea u(t) la bornele unei bobine ideale presu-
punand ca ea este parcursa de unul din curentii:

a) i(t) = Ipsin(wt);

b) i(t) = Le™/7;

) i(t) = o,
daca fluxul bobinei (i) este dat de una din functiile:
a) p=a - arctgai + Loisin(wot );
i

b —

)¢ a + bli|
c)p=a- th(bz)
Q) o= — o

)¢ 1 4 asin(wgt)’
e) o = Li.
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u b. c
a
u
N 2T
—{ & o ="} o
| |
d. e
Fig. 1.4.1.
R=10Q |=2A R=5Q |=3A R=2Q |=2
— = o I o — =
U=? u=? U=10v
a b. c
R=5Q |=» R=? |=2A =? |=1A
— = —  }=o
Uu=20v u=10v u=10v
d e. f
R=10Q |=3A R=3Q |=? R=5Q [=?
— = °—|:I>;L7 — =
V=2V =0 - V =3V V=-3V
1 V=7 VRV 1 2
g h. [
Fig. 1.4.2.
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Sa se exprime tensiunea la bornele bobinei pentru cele patru modalitati de
asociere a sensurilor de referinta ale tensiunii gi curentului. Sa se calculeze pute-
rea transferata pe la bornele bobinei.

1.4.4. Sa se calculeze intensitatea curentului electric ce strabate o bobina
ideala, daca aceasta are la borne tensiunea:

a) u(t) = Upsin(wt);

b) u(t) = Upe™/7;

c) u(t) = Up;

d) u(t) =0,
atunci cand fluxul bobinei ¢(¢) este dat de una din functiile:

a) ¢ = a - arctg(bi);

b) ¢ = Li.

Sa se calculeze puterea transferata pe la bornele bobinei. Sa se discute rezul-
tatul in functie de constanta de integrare.

1.4.5. Sa se calculeze intensitatea curentului ce strabate un condensator ideal
alimentat la tensiunea:

a) u(t) = Upsin(wt);

b) u(t) = Upe™/7;

c) u(t) = U,

atunci cand sarcina condensatorului ¢(u) depinde de tensiunea u conform relatii-

lor:
a) ¢ = ay - arctg(azu);
J— au .
b)g= 1 —|— ozsm(wot)
c)q=
Sa se Calculeze puterea transferata pe la bornele condensatorului.
1.4.6. Sa se calculeze tensiunea la bornele unui condensator strabatut de
curentul:
a) i(t) = Ipsin(wt);
b) i(t) = Lye™;
c)i(t) = ly;
d) i(t) =0,
presupunand ca sarcina condensatorului ¢(u) depinde de tensiune conform
relatiilor:
a) ¢ = ay - arctg(azu);
b) g = Cu.

Sa se calculeze puterea transferata pe la borne, discutandu-se in functie de
constanta de integrare.
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1.4.7. Sa se calculeze marimile necunoscute la generatoarele ideale prezentate

in figura 1.4.3.

u=" p
a b. c d.
E=2V J=2A =1A JF?
m o o m o o <>’—<o 0—699—0
I V=2 =2 |=? 1=2A
e f g. h
Fig. 1.4.3.

1.4.8. Sa se calculeze puterile transferate pe la bornele generatoarelor din

figura 1.4.4 si sa se indice sensul acestora.

E=2V E=5V E=-10V
LN\ N\ o O o
Y ul=2A I=5A
a b. C.
J=3A J=2A J=-1A
N N P\ W W
s Y < -
U=2v U=3v U=sv
d. e f
Fig. 1.4.4.

1.4.9. Sa se calculeze tensiunile la bornele bobinelor liniare cuplate magnetic

prezentate in figura 1.4.5.

1.4.10. Sa se studieze influenta pe care o are asupra ecuatiilor modificarea

pozitiel unei borne polarizate la bobinele din figura 1.4.5.

1.4.11. Sa se calculeze puterea absorbita de perechile de bobine cuplate pre-

zentate 1n figura 1.4.5.
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U L ‘2 sly2 *
L1d 2t Ll*//l-z L Lo
i1 i) U, U iq i TRRE i )
a b. c
Fig. 1.4.5.

1.4.12. S& se determine conditiile care trebuie indeplinita de inductivitatile
proprii si mutuale ale unui sistem de bobine, astfel incat energia asociata siste-
mului sa fie pozitiva, oricare ar fi semnele curentilor.

1.4.13. Sa se calculeze tensiunile la bornele bobinelor liniare cuplate prezen-
tate in figura 1.4.6, pentru:
i1 = lpisin(wt), 19 = lpacos(wt);

Ll :L2:01H7 L12:L1/2.

i1 iy iy iy
a b.

Fig. 1.4.6.

1.4.14. Sa se calculeze intensitatile curentilor prin bobinele liniare cuplate
din figura 1.4.6, pentru:

uy = Upsin(wt),  ug = Upgcos(wt);

Li=Ly=0.1H, L= 1/2.

Problema va fi rezolvata in doua variante:

a) 11(0) =0, 2(0) =0;

b) i1(0) = o, 12(0) = Ix.

Sa se calculeze puterea absorbita de sistemul de bobine.

1.4.15. Sa se determine parametrii elementelor ideale ale retelelor din figura
1.4.7, stiind ca aceste retele admit drept grafuri de tensiune si curent grafurile
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reprezentate in aceeasi figurda. Sa se verifice bilantul puterilor.

R E() C) 10V 1Al 2A

J
a Sy Gi
J -2A
aA
SN ZONE NS
2 ¥
b. Sy G
E1
. 3A
-6V 2A
J RT 3 2V -5A
E2 G u G|
C.
Ro
2
€, .
d. Sy !

1.4.16. Sa se determine generatoarele in exces din retelele prezentate in fi-
gura 1.4.8. Care sunt conditiile pe care trebuie sa le indeplineasca parametrii
generatoarelor pentru ca retelele sa fie compatibile 7

1.4.17. Se considera retelele prezentate in figura 1.4.9. Pentru fiecare retea
sa se determine un arbore in ramurile caruia se afla doar generatoare ideale de
tensiune. Aplicand a doua teorema a lui Kirchhoff, sa se determine tensiunile
din coarde. Prin aplicarea ecuatiilor de functionare ale elementelor din coarde,
sa se determine curentii din coarbore gi apoi curentii din ramuri. Sa se verifice
bilantul puterilor.
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¢ ol P D P

a b. C.

Fig. 1.4.8.

1.4.18. Se considera retelele prezentate in figura 1.4.11. Pentru fiecare retea
sa se determine un coarbore in coardele caruia se afla doar generatoare ideale de
curent. Prin aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff, sa se determine curentii din
arbore. Aplicand ecuatiile caracteristice ale elementelor din ramuri sa se calcu-
leze tensiunile din arbore. S& se determine tensiunile din coarbore. Sa se verifice
bilantul puterilor.

1.4.19. Sa se reprezinte grafurile complete de tensiune si curent ale retelelor

reprezentate in figura 1.4.10. Sa se verifice bilantul puterilor. Pentru rezolvare se
va folosi algoritmul convenabil dintre cei prezentati in problemele 1.4.9 g1 1.4.11.
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Capitolul 2

Circuite electrice rezistive liniare

2.1 Teoreme de echivalenta

BREVIAR

Doua elemente dipolare de circuit electric sunt echivalente daca au ecuatii
caracteristice identice, respectiv daca elementele impun aceeasi relatie intre ten-
siunea la borne si curentul prin element.

>0 N NG
G.R. ) U T~ | |
——% N |

Fig. 2.1.

Un element dipolar de circuit electric se numeste generator real daca repre-
zentarea grafica a ecuafiei caracteristice in planul U, I este o dreapta ce intersec-
teaza ambele axe (dreapta A figura 2.1).

Elementele rezistor liniar ideal, generator ideal de tensiune si generator ideal
de curent sunt cazuri limita ale generatorului real si anume: dreapta A; trece
prin origine; dreapta A, este paralela cu axa curentului, respectiv dreapta Ag
paralela cu axa tensiunii. In cazul izolatorului perfect dreapta A se identifica cu
axa tensiunii, iar in cazul conductorului perfect ea se identifica cu axa curentului.

Intersectia dreptei caracteristice a unui generator real cu axele determina
cei doi parametri caracteristici ai generatorului. Tensiunea de mers in gol este
tensiunea Uy = U(0) pentru un curent nul prin generator. Curentul de scurtcircuit
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este curentul [y ce strabate generatorul real atunci cand tensiunea la bornele sale
este nula.

Generatorul real admite schemele echivalente alcatuite din elemente ideale
prezentate in figura 2.2.

I A Iy | A

I A y J P
GR. 9_0>u<=> \8; u<=> C)J R u

R

B

B
a b. B C.

Fig. 2.2

Circuitul dipolar realizat dintr-un generator ideal de tensiune inseriat cu un
rezistor (fig. 2.2.b) se numeste generator real de tensiune. Un generator real
de tensiune caracterizat de parametrii (E,R), in care E se numegte tensiune elec-
tromotoare a generatorului real de tensiune, iar R se numeste rezistentda internd
a generatorului real de tensiune.

Circuitul dipolar realizat dintr-un generator ideal de curent in paralel cu un
rezistor (fig. 2.2.c) se numeste generator real de curent. Un generator real
de curent este caracterizat de parametrii (J,R) in care J se numeste curentul
electromotor al generatorului, iar R se numeste rezistenta sa internd.

Urmatoarele afirmatii permit evidentierea echivalentei intre elementele intro-
duse. Un generator real este echivalent cu un generator real de tensiune daca ten-
siunea de mers in gol a generatorului real este egala cu tensiunea electromotoare
a generatorului real de tensiune U = F iar rezistenfa interna a generatorului
real de tensiune este egala cu raportul dintre tensiunea de mers in gol gi curentul
de scurtcircuit R = Uy/ly. Pentru demonstrarea acestei afirmatii, este suficient
sa se aplice a doua teorema a lui Kirchhoff in figura 2.2.b:

obtinandu-se ecuatia de functionare a generatorului real de tensiune care este
o functie afina al carei grafic este o dreapta ce intersecteaza axele in punctele
UO =F §1 [0 == Uo/R

Analizand ecuatia de functionare (2.1) rezulta ca un generator real de tensiune
degenereaza intr-un generator ideal de tensiune daca rezistenta interna R = 0,
sau poate degenera intr-un rezistor daca tensiunea electromotoare F se anuleaza.
Din acest motiv se spune ca generatorul ideal de tensiune are rezistenta interna
nula.
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Un generator real este echivalent cu un generator real de curent avand curentul
electromotor egal cu curentul de scurtcircuit al generatorului real si rezistenta
interna egala cu raportul dintre tensiunea de mers in gol gi curentul de scurtcircuit
R = Uy/Iy. Pentru demonstratie, se aplica prima teorema a lui Kirchhoff in figura
2.2.c:

U
obtinandu-se ecuatia de functionare a generatorului real de curent, ca o functie
afina al carei grafic este o dreapta avand taieturile : Iy = J g1 Uy = RJ.

Analizand relatia (2.2) rezulta ca un generator real de curent poate degenera
intr-un generator ideal de curent daca rezistenta interna R — oo (conductanta
interna G = 1/R se anuleaza), sau poate degenera intr-un rezistor atunci cand
se anuleaza curentul electromotor J = 0. Din acest motiv se spune ca rezistenta
internd a unui generator ideal de curent este infinita.

Ca o consecinta a acestor afirmatii rezulta teorema de echivalenta dintre
un generator real de tensiune i un generator real de curent care afirma
ca circuitele din figura 2.2.b g1 2.2.c sunt echivalente daca au aceeasi rezistenta
interna si daca:

J = E/R;

F=RJ (2.3)

Conditia de echivalenta dintre cele doua generatoare este o consecinta a tranzi-
tivitatii relatiei de echivalenta sau poate fi obtinuta prin identificarea relatiilor
de functionare (2.1) si (2.2).

Importanta practica a teoremelor de echivalenta consta in faptul ca, daca se
inlocuiegte intr-o retea un element dipolar (sau o subretea dipolara) cu un element
echivalent, atunci curentii si tensiunile din restul retelei nu se modifica. Aceasta
observatie permite simplificarea retelelor electrice prin transfigurari succesive.

Generatoare reale de tensiune conectate in serie. Un grup de n genera-
toare reale de tensiune cu parametrii (Ey, Ry) k=1...n, conectate in serie (fig. 2.3)
este echivalent cu un generator real de tensiune avand tensiunea electromotoare:

E=%E (2.4)

si rezistenta interna:

R=> Ry (2.5)

Suma (2.4) este algebrica, in sensul ca se trec cu plus termenii Ej daca au
acelagi sens cu tensiunea electromotoare echivalenta £ si se trec cu minus tensiu-
nile electromotoare care au sens opus.

Tinand cont ca un generator real de tensiune degenereaza intr-un rezistor ideal
sau intr-un generator ideal daca E=0 sau respectiv daca R=0, rezulta ca relatia
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E, g, E2 R, Ev R, E R
A E E E B A E B
a b.

Fig. 2.3.

(2.4) permite calculul tensiunii electromotoare echivalente in cazul generatoarelor
ideale conectate in serie, iar relatia (2.5) permite calculul rezistentei echivalente
in cazul rezistoarelor conectate in serie.

Generatoare reale de tensiune conectate in paralel. Un grup de n gene-
ratoare reale de tensiune cu parametrii (Fy, Ry ), k=1...n, conectate in paralel (fig.
2.4) este echivalent cu un generator de tensiune avand tensiunea electromotoare:

M=
EdIS

E = ] (2.6)
k=1 Rk
si rezistenta interna:
1
R=— . (2.7)
1
k=1 Rk

Suma de la numaratorul relatiei (2.6) este algebrica, in sensul ca se trec cu
plus tensiunile electromotoare E) daca au acelasi sens cu tensiunea electromotoare
echivalenta E gi se trec cu minus tensiunile electromotoare care au sensuri opuse
tensiunii electromotoare echivalente.

Av A

E E E E
Ri| | R2 Rn R
Be B
a b.
Fig. 2.4.

Relatia (2.6) exprima faptul ca tensiunea electromotoare echivalenta F este
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media ponderata a tensiunilor £y cu ponderile Gy, = 1/ Ry:

n

> ELGy
B =t : (2.8)
Gy,
k=1
Cu notatia G = 1/ R, rezulta pentru conductanta interna expresia:
G=3 G (2.9
k=1
1 |
—=> — (2.10)
R k=1 Rk
Prezinta interes practic urmatoarele cazuri particulare:
a) rezistoare conectate in paralel (E=0):
G=> Gy E=0; (2.11)
k=1
b) rezistente interne egale (Ry = Ry):
1 & R
E==-YFE, R=-—, (2.12)
n

n k=1

situatie in care tensiunea electromotoare echivalenta este media aritmetica a ten-
siunilor electromotoare K}, iar rezistenta interna este de n ori mai mica decat cea
a flecarui rezistor;

¢) una din rezistentele interne nula (R; = 0,G; — o0):

E=FE, R=0; (2.13)

d) mai multe rezistente interne nule genereaza o nedeterminare ce se explica
prin faptul ca reteaua este incompatibila daca tensiunile electromotoare sunt
diferite;

e) cazul a doud surse conectate in paralel (n=2):

_ EiRy+ EgRy R— R Ry

I = , =" 2.14
R+ R R+ R ( )

Din cazul particular ¢ rezulta ca un generator ideal de tensiune electromotoare
E, conectat in paralel cu un generator real, este echivalent cu generatorul ideal de
tensiune electromotoare E. Afirmatia este valabila gi pentru conductorul perfect
deoarece acesta este un caz particular de generator ideal de tensiune (fig. 2.7.a).
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Generatoare reale de curent conectate in paralel. Un grup de n gene-
ratoare reale de curent cu parametrii (Ji, Ri), k=1...n, conectate in paralel (fig.
2.5) este echivalent cu un generator real de curent avand curentul electromotor:

J = znj Ji (2.15)

si conductanta interna:

G=> Gy, (2.16)

sau echivalent

7= > —. (2.17)

Suma (2.15) este o suma algebrica, in care termenii .J; se trec cu plus dacd au
acelagi sens fata de curentul electromotor echivalent J si cu minus in caz contrar.

A R, R, RnA

—-- R
I 35 I J
B a B p

Fig. 2.5.

o

Il

—
B

Tinand cont ca un generator real de curent degenereaza intr-un generator
ideal de curent atunci cand G, = 0 (Rp — o0), rezulta ca relatia (2.15) poate
fi utilizata la calculul curentului electromotor echivalent generatoarelor ideale de
curent conectate in paralel.

Generatoare reale de curent conectate in serie. Un grup de n genera-
toare reale de curent cu parametrii (Ji, Ry), k=1...n, conectate in serie (fig. 2.6),
este echivalent cu un generator real de curent avand curentul electromotor:

> Ik
J="r= (2.18)
> Ry
k=1
si rezistenta interna:
R=> Ry (2.19)
k=1
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Suma de la numaratorul relatiei (2.18) este o suma algebricd in sensul ca se
trec cu plus curentii J; daca sunt in sensul curentului echivalent J gi cu minus
in caz contrar.

J]_ J2 ‘]n J
R, R, Rn R
a b.

Fig. 2.6.

Relatia (2.18) exprima faptul ca, pentru generatorul echivalent, curentul elec-
tromotor este media ponderata a curentilor electromotori J, avand drept ponderi
rezistentele Ry.

Se constata ca, atunci cand se considera n generatoare ideale de curent in
serie (R — 00), relatia (2.18) genereaza o nedeterminare care poate fi explicata
prin faptul ca acest circuit este incompatibil pentru curenti electromotori diferiti.

Daca un singur generator are rezistenta interna infinita (este generator ideal),
atunci curentul electromotor echivalent este egal cu curentul electromotor al aces-
tui generator iar rezistenta interna echivalenta este infinita. Rezulta ca un ge-
nerator ideal de curent J conectat in serie cu un generator real este echivalent
cu generatorul ideal de curent J (fig. 2.7.b). Afirmatia este valabild si pentru
izolatorul perfect care este un caz limita al generatorului ideal de curent.

Fig. 2.7.

In anumite situatii, conceptul de element dipolar de circuit nu este suficient si
este necesara utilizarea elementului multipolar de circuit electric, definit ca un do-
meniu spatial ce interactioneaza electric cu exteriorul prin intermediul a n borne.
Caracterizarea starii unui multipol se face cu ajutorul celor n curenti Iy, I,....1,,
unde k=1...n, injectati in borne si a celor (n-1) tensiuni Uy, UsgpyeeesUpq

Echivalenta intre doi multipoli trebuie inteleasa in sensul ca el impun aceeasi
relatie intre curentii gi tensiunile la borne.
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Echivalenta stea-poligon complet. Conditia ca un multipol cu n borne,
cu o structura interna in stea (fig. 2.8.a), sa fie echivalent la borne cu un multipol
avand structura interna de tip poligon complet (fig. 2.8.b) este:

Gy = 25, (2.20)
> G
=1

Ek]‘ = kK, — E]‘. (221)

Fig. 2.8.

Relatiile (2.20), (2.21) permit transfigurarea unei stele intr-un poligon complet
prin eliminarea nodului central. In cazul in care steaua este pasiva (nu contine
generatoare) atunci si poligonul va fi pasiv si va avea intre nodurile k gi j un
rezistor de conductanta Gy; = 1/Ry;, a carei valoare se calculeazd cu relatia
(2.20).

Valorile date de relatia (2.21) pentru tensiunile electromotoare ale poligo-
nului nu sunt singurele posibile, problema transfigurarii din stea activa in poligon
complet activ neavand solutie unica.

In cazul particular n=3 transfigurarea stea-triunghi se face cu relatiile:

eNe?
Gio=—2"2  E,=FE — By
12 G1+G2—|—G3 12 1 2
eNer
Gog= ——2"2 By = Ey— By 2.22
23 G+ Gy + G 23 2 3 ( )
eNel
Gog = ——21 B = Ey— By
31 G1+G2—|—G3 31 3 1
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sau 1n functie de rezistente:

RiRy + RyRs + Rs Ry
Ry = )

Rs
Rys = RiRy+ Ry Rs + RSRI; (2.23)
Ry
RiRy + RyRs + Rs Ry
R31 - Rl .

Daca rezistentele din bratele stelei sunt egale atunci Ra = 3Ry .

Problema transfigurarii stea-poligon complet are totdeauna solutie pe cand
problema inversa a transfigurarii poligon-stea are solutie doar in cazul particular
n=3.

Pentru transfigurarea triunghi-stea (fig. 2.9) se aplica relatiile:

RSIRIZ

R = J1 = Jig — Jar;
! Ris+ Ras + Ry’ ! - b
Ri2Ras
Ry = Jy = Jog — Jia; 2.24
: Ris+ Ras + Ry’ ? » - ( )
Ry R
B3 2701 Js = J31 — Jas.

B Ris+ Ras + Ry’

)

Fig. 2.9.

Faptul ca orice stea poate fi transfigurata in poligon complet are importanta
deoarece in acest fel orice nod al unei retele poate fi eliminat si, prin transfigurari
repetate, orice retea electrica poate fi redusa, fata de doua borne, la un generator
echivalent. Aceasta metoda care permite calculul curentului ce strabate o la-
turd a unui circuit prin reducerea restului circuitului la generatorul echivalent ce
alimenteaza acea latura se numeste metoda generatoarelor echivalente. Pen-
tru calculul curentilor si tensiunilor din celelalte laturi ale circuitului se parcurge
drumul invers, calculand din aproape in aproape tensiunile si curentii.
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Metoda generatoarelor echivalente este eficienta, mai ales atunci cand laturile
sunt conectate serie, paralel gi intereseaza curentul printr-o singura latura.

Pentru exploatarea rezultatelor obtinute in acesta metoda sunt utilizate rela-
tiile prezentate in continuare.

Relatia divizorului de tensiune permite calculul tensiunilor la bornele a
doua rezistoare Ry si Ry, conectate in serie, in functie de tensiunea totala aplicata

(fig. 2.10a).

R,
Uy =U———;
YT U R+ Ry
(2.25)
R,
Uy=U—"—.
7" Ri+ R,

Fig. 2.10.

Relatia divizorului de curent permite calculul curentilor ce strabat doua
rezistoare Ry gi Ry, conectate in paralel, in functie de curentul total I (fig. 2.10.b).

Ry
L =1—2 .
"R+ Ry
(2.26)
L=t
R+ Ry

Observatii asupra relatiilor de echivalenta:

Relatiile de echivalenta intre retelele electrice pot fi de mai multe feluri, intre
aceste relatii putandu-se stabili chiar o ordine, unele fiind mai fine, altele mai
grosiere.

Relatia de echivalenta cea mai fina este exemplificata de circuitele din figura
2.11.a g1 2.11.b. Cele doua circuite au aceeagi matrice de apartenenta a laturilor
la noduri si au aceleagi elemente pe laturile corespondente. Cele doua retele nu
pot fi deosebite una de cealalta in teoria circuitelor, aceasta relatie de echivalenta
fiind o relatie de identitate.
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Circuitul reprezentat in figura 2.11.c se deosebegte de cel din figura 2.11.a
prin faptul ca numerotarea laturilor este facuta in alt mod, fara ca sensurile
de referinta, conexiunea sau elementele din laturi sa fie schimbate. Circuitul din
figura 2.11.c este echivalent cu cel din figura 2.11.a, dar cu o relatie de echivalenta
mai slab& decat identitatea definitd anterior. In acest nou caz, doua circuite se
considera echivalente daca matricea de incidenta a unuia se obtine din matricea
de incidenta a celuilalt prin permutarea coloanelor.

Un al treilea tip de echivalenta, mai slab decat cele anterioare, este evidentiat
in circuitul din figura 2.11.d, care se deosebeste de circuitul din figura 2.11.a prin
ordinea adoptata la numerotarea laturilor, dar mai ales prin faptul ca sensurile
de referinta ale laturilor nu coincid la laturile corespondente. In acest caz matri-
cile de incidentd pentru grafurile neorientate (obtinute prin eliminarea semnelor
elementelor matricilor de incidentd) sunt fie egale, fie se obtin una din alta prin
permutarile coloanelor.

| 3y

R.tRy [ ]

rl] D
E J
N
RbE RCE

®

E E J
Ra i

Din punctul de vedere al generatoarelor, se poate defini o noua relatie de
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echivalenta pornind de la observatia ca sageata tensiunii electromotoare si dubla
sageata a curentului electromotor isi pot schimba sensurile, cu conditia sa se
schimbe semnul parametrului E sau J iar curentii si tensiunile circuitului nu se
modifica. Din acest punct de vedere circuitul din figura 2.11.a si cel din figura
2.11.e sunt echivalente.

O alta relatie de echivalenta intre circuite se poate obtine daca se consi-
dera ca o clasa de echivalenta contine toate circuitele ce difera unul de celalalt,
doar printr-o subretea (eventual dipolard), iar toate circuitele dintr-o clasa de
echivalenta au aceleagi tensiuni si aceiasi curenti in exteriorul subretelei transfi-
gurate.

Daca o clasa de echivalenta se desparte in subclase la care conditia de echiva-
lenta este ca suma puterilor consumate de rezistoare sa fie aceeagi, atunci se
obtine o relatie de echivalenta mai fina.

De exemplu, circuitele din figurile 2.11.a, f, g si h sunt echivalente in sensul
definit anterior, subreteaua transfigurata fiind latura din stanga circuitului. Daca
in conditia de echivalent{a se impune ca puterea consumata sa nu se modifice,
atunci circuitele a, f, g sunt echivalente, in schimb circuitul h face parte din alta
clasa de echivalenta.

Dintre echivalentele pe la borne evidentiate de teoremele prezentate anterior,
numal echivalentele definite de generatoarele de tensiune serie si generatoarele
de curent paralel satisfac conditia ca elementul echivalent disipa aceeasi putere
in rezistoare ca elementele initiale. Aceasta conditie nu este indeplinita in cazul
echivalentei generator de tensiune - generator de curent, sau al echivalentelor
definite de generatoarele de tensiune paralel - generatoarele de curent serie.

Din aceeasi categorie de relatii de echivalenta face parte si echivalenta indusa
de teorema lui Vaschy (enuntatd in paragraful 3.5). Circuitul din figura 2.11.1
este echivalent cu circuitul din figura 2.11.a, nodul superior fiind echivalent cu
steaua celor trei generatoare.

Un ultim fel de relatie de echivalenta este generat de teorema substitutiei
(fig. 2.11.j). Spre deosebire de echivalentele anterioare, cele generate de teorema
substitutiei sunt mai slabe, deoarece curentii din cele doua circuite, initial echi-
valente, nu se mai pastreaza egali daca parametrul unui element de circuit se
modifica simultan la cele doua circuite (fig. 2.11.a, j).
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PROBLEME

2.1.1. 5a se determine generatorul real de tensiune echivalent generatorului
din figura 2.1.1 si sa se reprezinte grafic ecuatia sa de functionare.

2.1.2. Sa se determine generatorul real de curent echivalent generatorului din
figura 2.1.2 i sa se se reprezinte grafic ecuatia sa de functionare.

2.1.3. Sa se demonstreze ca ecuatia de functionare a elementului dipolar
reprezentat in figura 2.1.3 nu depinde de pozitia comutatorului K.

A

A
A 20V < li) E
5A C) 200 =
o 50 ; [J R
B - B

Fig. 2.1.1.
Fig. 2.1.2. Fig. 2.1.3.

2.1.4. Sa se determine generatoarele echivalente dipolului din figura 2.1.4.a,
a carui ecuatie de functionare este reprezentata grafic in figurile 2.1.4.b-h.

A U U U
10V 100nA
el_° 5V
U> |
— -2A 10mv
S R "
b. C. d.

a
U U U
—t— | |
| ‘ZA L1 T
-5V
e f g. h
Fig. 2.1.4.

2.1.5. Sa se determine generatoarele echivalente dipolului din figura 2.1.5 a
carui ecuatie de functionare se considera reprezentata grafic in figurile 2.1.4.b-h.

2.1.6. Sa se demonstreze relatiile (2.5) - (2.10).
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Fig. 2.1.5.

2.1.7. Sa se demonstreze relatiile (2.18) si (2.19).
2.1.8. Sa se demonstreze relatiile (2.20) si (2.21.
2.1.9. Sa se demonstreze relatiile (2.24).

2.1.10. Sa se determine generatoarele reale de curent gi de tensiune echiva-
lente elementelor dipolare reprezentate in figura 2.1.6.

A J A
R, E E
E <> '&_:-@-El_é @RZ
R J 1
B B
C.

Fig. 2.1.6.

2.1.11. Se considera pe rand toate combinatiile de cate doua elemente din
lista prezentata in figura 2.1.7. S& se determine ecuatia de functionare i schema
echivalenta a perechii de elemente considerate, conectate in serie.

R E J
— T} o O o o @_o o
a b. C. d
E, R, JZ
- - o {5
e. f. 0.

Fig. 2.1.7.
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2.1.12. 5a se rezolve problema 2.1.11 considerand elementele conectate in
paralel.

2.1.13. Sa se calculeze rezistenta echivalenta intre bornele A si B pentru
retelele rezistive din figura 2.1.10.

2.1.14. Sa se determine rezistentele echivalente intre perechile de borne A-B,
B-C, A-C pentru circuitele reprezentate in figurile 2.1.8.a-f.

2.1.15. Sa se calculeze rezistenta Rap pentru diferite pozitii ale comutatoa-
relor din circuitul reprezentat in figura 2.1.9.

R R
B 13—
A L K,
R Ki R R
———L
B
Fig. 2.1.9.

2.1.16. Sa se determine generatoarele echivalente fata de bornele A gi B ale
retelelor din figurile 2.1.11 si 2.1.12.
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30Q| | 30Q] | 30Q

Qo)

o
>
o8]

Fig. 2.1.10.
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) O 10Q )
o} 10Q o —
by 0V ’ A Tov OSA B
o
a b.
A\ — AM\2A oV,
© u — NG ° 0_@_:_@_"
A v 10Q | 55 |B A T 100 B
c d.
10Q 5V 10Q
— Y o oy Sy o
N\ A 10Q B
A B
mlOA
N f
& 10V
2A 10Q
o O — oA ——3—
A 5Q B A B
g. h

Fig. 2.1.12.

2.1.17. Sa se calculeze rezistentele echivalente intre bornele A si B pentru
circuitele infinite din figura 2.1.13.

rl_l -- o - - -
Rl Rl Rl A Rl Rl Rl
5 R, R> R> BR2 R> R

a b.

©

A !
le 2le 4le 2”1le
B

C.

Fig. 2.1.13.
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2.1.18. Sa se determine generatoarele echivalente de curent fata de perechile
de borne A-B, B-C, A-C pentru circuitele din figura 2.1.14.

JAAY .
A B
c R N4

10Q

10 Q
B C

1ov 20V )

10Q
10Q

Al
)
C

Fig. 2.1.14.

2.1.19. Sa se determine generatoarele echivalente de tensiune fata de pere-
chile de borne A-B, B-C, A-C pentru circuitele din figura 2.1.14.

2.1.20. Sa se calculeze rezistenta echivalenta intre bornele A si B aplicand
configurarea stea-poligon in circuitele din figurile 2.1.15.a-c.

Fig. 2.1.15.

2.1.21. Sa se determine generatorul echivalent intre bornele A si B aplicand
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transfigurarea stea-poligon in circuitele din figurile 2.1.16.a-c.

10 Q

1A 10Q 1ov

o

Fig. 2.1.16.

2.1.22. Sa se transfigureze circuitele triunghi reprezentate in figura 2.1.17 in
circuite stea.

2.1.23. Sa se determine generatoarele echivalente de curent si tensiune fata
de bornele A si B pentru circuitele din figura 2.1.18.

2.1.24. S& se determine intensitatile curentilor si tensiunile la circuitele din
figura 2.1.19, prin calculul rezistentei echivalente la bornele generatorului gi apoi
cu ajutorul relatiilor divizorului de curent si de tensiune.

2.1.25. Fie grafurile prezentate in figura 2.1.20. Sa se prezinte lista transfi-
gurarilor serie, paralel sau stea-poligon ce trebuie efectuate pentru a reduce graful
la o latura intre doua noduri. Se vor considera pe rand diferite perechi de noduri.

2.1.26. Aplicand metoda generatoarelor echivalente, sa se calculeze intensi-
tatea curentului I pentru circuitele din figura 2.1.21. Pornind de la curentul I s&

se determine apoi ceilalti curent;i.

2.1.27. Fie doua rezistoare avand rezistentele Ry si Ry conectate in serie. Sa
se calculeze gi sa se reprezinte grafic eroarea relativa ,(Ry) = (R, — R.)/ R, ce se
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R
R R R
R R
a b.
E
R
R
e f
Fig. 2.1.17.

face asupra rezistentei echivalente R, atunci cand se presupune in circuit numai
rezistenta R,=R,.

2.1.28. Fie doua rezistoare avand rezistentele Ry si Ry, conectate in paralel.
Sa se calculeze gi sa se reprezinte grafic eroarea relativa ¢,.(Ry) = (R, — R.)/R.
ce se face asupra rezistentei echivalente R, atunci cand se presupune in circuit
numai rezistenta R,=R,.

2.1.29. Tinand seama de solutia problemelor 2.1.27 gi 2.1.28, sa se calculeze
valoarea aproximativa a rezistentei echivalente intre bornele A si B in circuitele

din figura 2.1.22.

2.1.30. Fie un generator real de tensiune cu parametrii (E,r) la bornele caruia
este conectata o rezistenta de sarcina R. Sa se calculeze eroarea relativa ce se face
asupra curentului de sarcind ey = (I — I,)/1 si asupra tensiunii e = (U = U,)/U
si sa se reprezinte grafic aceste erori in functie de rezistenta R, atunci cand se
inlocuieste generatorul real cu un generator ideal cu tensiune electromotoare E
(se neglijeaza rezistenta internd r ca in figura 2.1.23.b).

2.1.31. Fie un generator real de curent cu parametrii (J,r), la bornele caruia
este conectata o rezistenta de sarcina R. Sa se calculeze eroarea relativa ce se face
asupra curentului de sarcind ey = (I — I,)/1 si asupra tensiunii e = (U = U,)/U
gi sa se reprezinte grafic aceste erori in functie de conductanta de sarcina G=1/R,
atunci cand se inlocuiegte generatorul real de curent cu un generator ideal de cu-
rent (se neglijaza conductanta internd ca in figura 2.1.24.b).

2.1.32. Fie un generator real avand tensiunea de mers in gol Uy=10V si cu-
rentul de scurtcircuit [p=10mA. S& se determine valorile rezistentelor de sarcina
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Fig. 2.1.18.
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,,,,,,,,,,

Fig. 2.1.24.

R ce pot fi conectate la bornele acestui generator pentru ca eroarea de aproximare
intre acest dipol si un generator ideal de tensiune sa fie mai mica decat 1%.

2.1.33. In ce conditii referitoare la rezistenta R generatorul din problema
2.1.32 poate fi aproximat cu un generator ideal de curent, astfel incat eroarea
relativa sa fie mal mica decat 1% 7

2.1.34. Sa se determine relatiile aproximative ale divizorului de tensiune
si de curent aplicabile in cazul in care cele doua rezistente satisfac inegalitatea
R < R,. Care este eroarea de calcul ce apare atunci cand se opereaza cu aceste
relatii 7

2.1.35. Sa se determine generatoarele ideale ce pot aproxima functionarea
generatoarelor reale din figura 2.1.25.

2.1.36. Sa se calculeze valorile aproximative ale curentilor si tensiunilor din
circuitele reprezentate in figura 2.1.26.
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2.2 Metoda ecuatiilor lui Kirchhoff

BREVIAR

Problema fundamentala a analizei unui circuit electric rezistiv consta in
determinarea intensitatii curentilor I, pentru k=1,...,L si a tensiunilor Uy, pentru
k=1,...,L in toate laturile, considerand cunoscuta topologia circuitului (schema
electrica) gi parametrii elementelor Ry, Ey, Ji, pentru k=1,....L.

Pentru determinarea parametrilor topologici L si N este necesara definirea
conceptului de latura si a celui de nod. Intr-o prima acceptiune se va intelege
prin laturd un element ideal de circuit, iar prin nod se intelege o borna la care
concura cel putin doua laturi. In aceastd acceptiune pentru circuitul din figura
2.11.a parametrii topologici sunt Ly = 5, Ny = 4.

O alta acceptiune este aceea in care latura este considerata ca o multime de
elemente ideale conectate in serie, iar prin nod se intelege o borna la care concura
cel putin trei laturi. In aceasti acceptiune, circuitul din figura 2.11.a are
Ly = 3 laturi si Ny = 2 noduri.

Un alt mod in care este posibila definirea acestor concepte consta in acceptarea
ca latura, fie a generatorului real de tensiune (fig. 2.12.a), care poate degenera
in generator ideal de tensiune atunci cand R = 0 sau in rezistor cand £ = 0,
fie latura de tip generator real de curent (fig. 2.12.b), care poate degenera in
generator ideal de curent atunci cand G' = 0. In aceasts acceptiune circuitul din
figura 2.11.a are Ly = 3 laturi si Ny = 3 noduri. O modalitate eficienta de definire
a laturii standard este cea din figura 2.12.c, in care rezistorul este caracterizat
prin rezistenta R sau conductanta G.

JK
o« &
Re EX | N | R Ec |
AN < — ) LK
UK UK
Uk
a b. c
Fig. 2.12.

Se constata ca parametrii topologici L gi N ai unui circuit depind de tipul latu-
rii standard adoptate in definirea conceptului de latura. Pentru analiza retelelor
rezistive liniare cu metoda generald a ecuatiilor lui Kirchhoff se rezolva un sistem
format din 2L ecuatii algebrice liniare, a carui solutie reprezinta curentii [ si
tensiunile Uy din laturile retelei. Acest sistem este alcatuit din (N — 1) ecuatii
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independente ce reprezintd prima teorema a lui Kirchhoff, (L — N + 1) ecuatii
independente ce reprezinta a doua teorema a lui Kirchhoff:

alg

Y I, =0, n=1,2,..,(N—1); (2.27)
k€(n)
alg
> Uy=0, b=1,2,....(L— N +1); (2.28)
ke(b]

iar restul de L ecuatii reprezinta ecuatiile de functionare ale laturilor retelei,
respectiv pentru laturile de tip generator real de tensiune (fig. 2.12.a):

Up = Ril, — Fi; (2.29)
iar pentru laturile de tip generator real de curent (fig. 2.12.b):
I, = J, + GpUy. (230)

Sub forma matriceala, ecuatiile (2.27)-(2.30) devin:

A1 =0;
Bu = 0; (2.31)
ot 4 Pu =,

in care A este matricea redusa de apartenenta a laturilor la noduri, B este ma-
tricea de apartenenta a laturilor la buclele fundamentale, i este vectorul coloana
al curentilor, u este vectorul coloana al tensiunilor, iar «, 3 si v sunt matrici ce
contin parametrii elementelor de circuit.

Datorita dimensiunii mari a sistemului de ecuatii de mai sus, i anume 2L
ecualii cu tot atatea necunoscute, aceasta metoda nu este utilizata in calculul
manual. Pentru micgorarea dimensiunii sistemului se utilizeaza urmatoarele doua
variante ale metodei ecuatiilor lui Kirchhoff: analiza retelelor in raport cu curentii
si analiza in raport cu tensiunile.

Analiza retelelor in raport cu intensitatile curentilor se face eliminand
tensiunile din sistemul (2.27)-(2.29):

alg
S Li=0; (2.32)
ke(n)
alg alg alg
Z Rily, + Z U, = Z Ey, (233)
kelb] kelb] kelb]

unde: n=1, 2, ..., (N-1) ¢i b=1, 2, ..., (L-N+1). Sistemul obtinut are L ecuatii
cu L necunoscute gi anume curentii din laturi Iy, I5, ..., [}, cu exceptia curentilor
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din generatoarele ideale de curent prin care curentii sunt cunoscuti I, = +.J;, dar
tensiunile Uy, la borne sunt necunoscute. Ecuatia (2.33) poarta numele de a doua
teorema a lui Kirchhoff sub forma particulara. Cele trei sume ce intervin
in relatia (2.33) sunt algebrice, in sensul ca termenii respectivi se adauga cu plus
daca sensurile de referinta ale curentului I, ale tensiunii la bornele generatoarelor
de curent Uy, respectiv ale tensiunii electromotoare Ej ale generatoarelor ideale
de tensiune coincid cu sensul de parcurs al ochiului (fy, I4, Uy gi Fs3 in figura
2.13) si se adauga cu minus in caz contrar (I3, Us si £y in figura 2.13).

Pentru scrierea sub forma matriceala a ecuatiilor referitoare la curenti, se
considera ca reteaua contine Ngo generatoare de curent. Daca laturile se nu-
meroteaza astfel incat generatoarele de curent sa fie situate pe ultimele laturi,
atunci ecuatiile (2.31) se pot scrie sub forma:

/M:[A@%]l?]zo; (2.34)
2
. . U1

B = [Bl:Bg] [ ] =0, (2.35)
U2

in care vectorul coloand al curentilor 1 = [y, I5, ..., Iz]T si vectorul coloana al

tensiunilor u = [Uy, Us, ..., Ur]? sunt partitionati in componentele vectoriale #;

si uy corespunzatoare laturilor ce nu contin generatoare de curent si respectiv
19 1 ug corespunzatoare celor Nge generatoare ideale de curent. Daca vectorul
curentilor electromotori este j atunci:

h=j= 1+ |. (2.36)
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Ecuatiile de functionare ale laturilor ce nu contin generatoare de curent sunt:

Uy = Rll — €, (237)

in care R este matricea diagonala a rezistentelor laturilor si e este vectorul coloand
al tensiunilor electromotoare de tensiune. Inlocuind (2.36) in (2.34) si (2.37) in
(2.35) rezulta urmatoarea forma matriceala a ecuatiilor:

Alil == —AQjBlRil + B2u2 == Ble, (238)

sau sub forma bloc:

A 0 ' —Ayg
! A= 2| (2.39)

BiR B, Uz Bie
Daca circuitul nu contine generatoare de curent sau daca este posibila trans-
formarea acestora in generatoare de tensiune atunci Nge = 0, iar ecuatiile (2.38)

Ai=0
{ BRi = Be, (2.40)

devin:

sau sub forma bloc matriceala:

lBAR]-@':lge]. (2.41)

Pentru analiza manuala a unui circuit electric rezistiv liniar compatibil, cu
ajutorul metodei teoremelor lui Kirchhoff in raport cu curentii, trebuie parcurse
urmatoarele etape ale algoritmului metodei:

1. Se determina parametrit topologici: numarul de noduri N, numarul de laturi
L si numarul de bucle fundamentale O = L. — N + 1; in acest sens este utila
trasarea grafului G al retelei, tinand seama de faptul ca elementele conectate
in serie pot fi considerate ca apartinand aceleiagi laturi;

2. Se aleg sensurile de referinta g1 se noteaza intensitatile curentilor Iy, I, ..
. 11, st tensiunile la bornele generatoarelor de curent Uy, Us, ..., Un,;

3. Se scrie prima ecuatie a lui Kirchhoff (2.32) in toate nodurile cu exceptia
unuia arbitrar;

4. Se aleg sensurile de parcurs pentru O=L-N+1 bucle independente. Bu-
clele independente pot fi "ochiurile” (similar ochiurilor unei plase, in cazul
retelelorplane), in cazul retelelor plane, sau buclele fundamentale generate
de coardele unui coarbore. In acest ultim caz arborele se va alege ast-
fel incat sa contina toate laturile generatoare ideale de tensiune gi sa nu
contina generatoare de curent. Este necesar ca sistemul de bucle sa contina
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8.

toate laturile retelei (conform conditiei de independentd) si este preferabil
ca fiecare bucld sa contind cat mai putine rezistoare (pentru simplificarea
rezolvarii sistemului);

Se serie a doua ecuatie a lui Kirchhoff sub forma particulara (2.33) par-
curgand fiecare bucla de doua ori, la prima trecere urmarind rezistoarele si
generatoarele de curent, iar la a doua trecere urmarind generatoarele ideale
de tensiune. La ambele treceri caderile de tensiune pe rezistoare Ry [}, ten-
siunile Uy, la bornele generatoarelor de curent i tensiunile electromotoare
E) se adauga cu plus sau minus dupa cum sensurile marimilor [, Uy si
E} coincid sau nu cu sensul de parcurs al buclei;

Se rezolva sistemul format din cele L ecuatii algebrice liniare determinan-
du-se necunoscutele gi anume curentii din laturi Iy, Iy, ..., [}, si tensiunile
Uy, Us,

....,Ung. la bornele generatoarelor de curent. In rezolvarea sistemului se va
tine seama ca intensitatile curentilor din generatoarele de curent sunt date
de curentii electromotori ai acestor generatoare [, = £.Jj;

Se aleg sensurile de referintd, se noteaza si se calculeaza tensiunile la bor-
nele elementelor, in functie de curenti, aplicand ecuatiile de functionare ale
elementelor respective;

Pentru verificarea solutiei obtinute se pot aplica urmatoarele metode:
- se verifica prima teorema a lui Kirchhoff in ultimul nod sau pe o
sectiune;

- se verifica a doua teorema a lui Kirchhoff pe o bucla pe care ea nu a
fost scrisa;

- se verifica bilantul puterilor:

Ngc

L L
SR =D Byl 4+ Y. Uy (2.42)
k=1 k=1 k=1

In ecuafia (2.42) suma din membrul stang este aritmetica in timp ce sumele

din membrul drept sunt algebrice, in sensul ca termenii se adauga cu semnul plus
daca satisfac regulile de asociere ale sensurilor din figura 2.14.a si se adauga cu
semn minus daca sensurile de referinta sunt ca in figura 2.14.b.

Tehnici pentru reducerea efortului de calcul in metoda ecuatiilor lui

1.

Kirchhofl:

Rezistoarele conectate in serie sau paralel pot fi echivalate de la inceput cu
un singur rezistor, urmand ca in final sa se aplice relatiile divizorului de ten-
siune sau respectiv de curent pentru determinarea tensiunilor gi curentilor;

73



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE

Fig. 2.14.

2. Generatoarele reale de curent vor fi inlocuite cu generatoarele echivalente

de tensiune micgorand in acest fel numarul de laturi, deci i dimensiunea
sistemului;

. Laturile active conectate in serie sau chiar in paralel pot fi inlocuite cu un
generator real de tensiune echivalent;

. O varianta a metodei, ce reduce foarte mult efortul de calcul, se bazeaza
pe observatia ca daca in etapa 2 a algoritmului se noteaza cu [y, [s, ..., [y
curentii din coarde iar curentii din arbore se noteaza direct pe figura, ca
sume algebrice de curenti de coarda, atunci etapa 3 este inutila, iar sistemul
de ecuatii contine (L-N+1) necunoscute, in loc de L. necunoscute. Alegerea
arborelui se face astfel incat sa contina toate laturile generatoare ideale de

tensiune gi sa nu contina generatoare de curent.

Analiza retelelor in raport cu tensiunile se face eliminand intensitatile

din sistemul (2.27)-(2.30), obtinandu-se un sistem cu L ecuatii gi anume:

cun=1, 2,....(N-1) si b=1, 2,...,(L-N+1).

alg alg alg
Z G U + Z I + Z Jp = 0) (2.43)
k€(n) ke(n) k€(n)
alg
> Up=0 (2.44)
ke(b]

Ecuatia (2.43) este cunoscuta sub numele de prima teorema a lui Kir-

chhoff sub forma particulara.

Necunoscutele sistemului (2.43)-(2.44) sunt in numar de L. Acestea sunt ten-
siunile la bornele laturilor cu exceptia laturilor generatoare ideale de tensiune, la
care tensiunea este cunoscuta U, = £ Fj, in schimb curentul [ este necunoscut.
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Ecuatia (2.43) poarta numele de prima teorema a lui Kirchhoff sub forma
particulara, iar sumele ce intervin in ea sunt algebrice, adaugandu-se cu plus
termenii GpUy, Iy, Jp daca sensurile de referinta ale marimilor Uy, I, si J, intra
in nod (ca de exemplu, Us, Iy, J5, in figura 2.15) gi cu minus in caz contrar.

Fig. 2.15.

In aplicarea acestei metode, generatorul real de tensiune se considera alcatuit
din doua laturi conectate in serie, o latura rezistor si o latura generator ideal
de tensiune. Pentru a evita introducerea unui nod suplimentar intre rezistor
si generatorul ideal de tensiune este preferabil, in acest caz, sa se inlocuiasca
toate generatoarele reale de tensiune prin generatoare reale de curent echivalente.
Daca circuitul contine Ngr generatoare de tensiune si laturile se numeroteaza
astfel incat aceste generatoare sunt plasate in ultimele laturi, atunci matricele de
incidenta se partitioneaza:

A= [Alng] . B = [BlfBz] , (2.45)

iar vectorii curentilor si tensiunilor vor fi:

T

?

1= [[17]27 "'7]L]T = [iISiZ

T

?

u = [Uy, Uy, "'7UL]T = [Ulfuz

Uy = — [El,EQ, ...,ENGT]T = —¢€.
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Cu aceste notatii forma matriceald a ecuatiilor este:

Biuy = Bre;

. . 2.46
AlGul —|— AQZQ = —AL], ( )

in care (G este matricea diagonala a conductantelor laturilor si j este vectorul
coloand al curentilor electromotori. Forma bloc-matriceala a ecuatiilor (2.46)

B1 0 U1 . B2€
REmAH I e 0
Daca circuitul nu contine generatoare de tensiune, Ngr = 0, atunci ecuatiile

(2.46) devin:

este :

Bu = 0;

AGu = —Aj, (248)

sau sub forma bloc matriceala:

ljé]-u:[_jﬁl. (2.49)

Pentru analiza manuald a unui circuit electric rezistiv liniar se parcurg urma-
toarele etape ale algoritmului metodei teoremelor lui Kirchhoff in raport
cu tensiunile:

1. Se determina parametrit topologici: numarul de noduri N, numarul de laturi
L ¢i numarul de bucle fundamentale O = L — N + 1. La determinarea
parametrilor topologici L gi N, trebuie tinut seama de faptul ca elementele
conectate in serie trebuie considerate ca apartinand unor laturi diferite,
dar elementele conectate paralel pot fi considerate ca apartinand aceleiagi

laturi;

2. Se aleg sensurile de referintd si se noteaza tensiunile Uy, Us, ..., Uy, la bor-
nele laturilor si curentii Iy, Iy, ..., In., ce strabat generatoarele ideale de
tensiune;

3. Se scrie prima teoremd a lui Kirchhoff sub forma particulara (2.43) pe toate
nodurile cu exceptia unuia arbitrar. La scrierea relatiei (2.43) trebuie tinut
seama de faptul ca cele trei sume sunt algebrice, urmand ca pentru un
nod laturile rezistenta sa contribuie cu £G Uy, laturile generator ideal de
tensiune sa contribuie cu curentul £/, iar laturile generator ideal de curent
sa contribuie cu +Ji; semnul plus se adopta atunci cand sensul de referinta
al marimii Uy, [}, respectiv Ji intra in nod, iar semnul minus in caz contrar;
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4. Se alege un sistem de bucle independente, pe care se scrie a doua teoremd
a lui Kirchhoff sub forma generald (2.44). Pentru aceasta este util graful
de tensiune redus al retelei in care sunt notate tensiunile Uy, Us, ..., Ur. La
scrierea acestor (L-N+41) ecuatii se va tine seama de faptul ca tensiunile la
bornele generatoarelor ideale de tensiune sunt cunoscute Uy = £ F} g1 ca
suma (2.44) este o suma algebrica ;

5. Se rezolva sistemul format din cele L. ecuatii algebrice liniare, determinan-
du-se necunoscutele gi anume tensiunile Uy, Uy, ..., Ur, la bornele tuturor
laturilor cu exceptia tensiunilor de la bornele generatoarelor ideale de ten-
siune, la care necunoscutele sunt curentii Iy, I, ..., In,;

6. Pornind de la tensiunile determinate in etapa anterioara se calculeazd curen-
tii din laturile retelei initiale aplicand ecuatiile de functionare ale laturilor
respective;

7. Se verifica solufia obtinuta aplicand una din urmatoarele metode:

- se verifica prima teorema a lui Kirchhoff pe ultimul nod;

- se verifica teorema a doua a lui Kirchhoff pe o bucla ce nu face parte
din sistemul de bucle independente ales;

- se verifica bilantul puterilor (2.42).
Pentru reducerea efortului de calcul se pot utiliza urmatoarele tehnici:

1. Laturile conectate serie, paralel sau mixt se inlocuiesc cu generatoare echi-
valente de curent;

2. Generatoarele reale de tensiune se inlocuiesc cu generatoare reale de curent
echivalente, micgorand in acest fel numarul de laturi deci i dimensiunea
sistemului;

3. Dacain etapa 2 a algoritmului se noteaza cu Uy, Us, ..., Un_y) tensiunile din
laturile unui arbore, iar tensiunile din coarde se noteaza direct pe figura ca
sume algebrice ale tensiunilor de ramuri, atunci etapa 4 a algoritmului este
inutild, iar numarul ecuatiilor din sistem scade de la L la (N —1). Alegerea
arborelui se face astfel incat acesta sa contina toate laturile generatoare de
tensiune gi sa nu contina generatoare de curent.
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PROBLEME

2.2.1. Sa se scrie sistemul de ecuatii asociat metodei generale a teoremelor
lui Kirchhoff (2.27)-(2.30) pentru circuitele din figura 2.2.1.

— . J
— . R
R, E \ e
C)El | R, ] [] R, JC)RS[] ‘. R, - 3 z
1 R,
a
b. C
R,

Fig. 2.2.1.

2.2.2. Sa se analizeze circuitele din figura 2.2.2 cu ajutorul metodei lui Kir-
chhoff in raport cu curentii. Se va verifica bilantul puterilor.

2.2.3. Sa se analizeze circuitele reprezentate in figura 2.2.2 cu ajutorul me-
todei ecuatiilor lui Kirchhoff in raport cu curentii utilizand tehnicile de reducere
a efortului de calcul.

2.2.4. Sa se analizeze circuitele reprezentate in figura 2.2.2 cu ajutorul me-
todei ecuatiilor lui Kirchhoff in raport cu tensiunile. Se va verifica solutia cu
ajutorul bilantului puterilor.
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Fig. 2.2.2.
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2.2.5. Sa se analizeze circuitele reprezentate in figura 2.2.2 cu ajutorul meto-
dei teoremelor lui Kirchhoff in raport cu tensiunile utilizand tehnicile de reducere
a efortului de calcul.

2.2.6. Sa se scrie forma matriceala a ecuatiilor Kirchhoff in raport cu curentii
pentru circuitele reprezentate in figura 2.2.1.

2.2.7. Sa se scrie forma matriceald a ecuatiilor Kirchhoff in raport cu tensiu-
nile pentru circuitele reprezentate in figura 2.2.1.

2.2.8. Sa se analizeze cu ajutorul metodei ecuatiilor lui Kirchhoff circuitele
ale caror parametri au fost determinati in problema 1.4.13. Pentru rezolvare se
va aplica acea varianta a metodei care este cea mai avantajoasa pentru problema
respectiva.

2.2.9. Sa se analizeze circuitele reprezentate in figurile 1.4.9, 1.4.11 si 1.4.10
cu ajutorul metodei ecuatiilor lui Kirchhoff.

2.2.10. Sa se analizeze cu ajutorul metodei ecuatiilor lui Kirchhoff circuitele
reprezentate in figura 2.1.21.

2.2.11. Generati circuite electrice avand parametrii topologici N, L impusi
si apol pornind de la tensiuni de ramuri si curenti de coarde arbitrari, calculati
dupa modelul din problema 1.4.13, determina{i parametrii elementelor. Analizati
apoi circuitele generate cu ajutorul metodei teoremelor lui Kirchhoff.

80



2.3. METODA CURENTILOR CICLICI

2.3 Metoda curentilor ciclici

BREVIAR

Metoda curentilor ciclici este o metoda sistematica de rezolvare a proble-
mei fundamentale a analizei circuitelor rezistive liniare. Fa este o metoda de
substitutie in care necunoscutele principale sunt curentii ciclici, adica un set
de O = L — N + 1 curenti fictivi care parcurg fiecare cate o bucla dintr-un set
de bucle fundamentale. Daca se noteaza matricea coloana a curentilor ciclici cu
7" atunci matricea curentilor circuitului este:

i =BT, (2.50)

in care B este matricea de apartenenta a laturilor la bucle. Deoarece relatia
(2.50) permite determinarea curentilor din toate laturile circuitului in functie de
curentii ciclici, metoda curentilor ciclici reduce problema analizei unui circuit la
determinarea curentilor ciclici deci la rezolvarea unui sistem liniar cu O = L— N+
1 ecuatii, reducand in acest fel efortul de calcul. Pentru determinarea sistemului
de ecuatii asociat acestei metode, se presupune latura standard a circuitului de
forma celei din figura 2.16. In aceast situatie, pe langa marimile caracteristice
laturii Uy, I intervin tensiunea Ugy si curentul [gg prin rezistor, intre acestea
existand relatiile :

Iy = Irp + Ji;
Up = Ury — E,
sau sub forma matriceala:
I
I =ip+J; (2.51) Q
N\
U =up — €, (252) R Ek
| | k
unde: ok i O °
. T . T \\URK/
= [[17[27---7[L] 3 IR = [[Rl,[RQ,...,[RL] 3 U
K
. T Fig. 2.16.
u=[Uy,Us,....,Ur]" ; up= {URMURZV-WURLJ ;
=, ey ) s e=[Ey, By, .. BT
Daca se aplica a doua teorema a lui Kirchhoff:
Bu=0 (2.53)
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2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE

si se tine seama de ecuatiile de functionare ale rezistoarelor:
Ur = R-IRg, (2.54)

in care R = diag(Ry, Ra, ..., R1) este o matrice patrata ce contine pe diagonala
rezistentele, atunci rezulta ecuatia curentilor ciclici: BRBT i’ = B(e + Rj), sau

utilizand notatiile R = BRBT, ¢/ = B(E + RJ) :

R '=¢ (2.55)

Din analiza elementelor matricii R’ rezulta ca R, = R); reprezinta suma
rezistentelor de pe laturile comune buclelor ¢ gi j, suma considerata cu plus sau
minus, dupa cum sensurile buclelor 7 si j coincid sau nu in laturile comune. Ele-
mentul F; al matricii €’ reprezinta suma algebrica a tensiunilor electromotoare
ale generatoarelor ideale de tensiune de pe ochiul jla care se adauga tensiunile
electromotoare echivalente generatoarelor de curent de pe acel ochi, transformate
in generatoare de tensiune. Un caz degenerat il reprezinta ochiurile in care exista
laturi ce contin doar generatoare ideale de curent (G = 0, R, — oo ). Datorita
rezistentel infinite ecuatia asociatda ochiului respectiv nu are sens, in schimb cu-
rentul ciclic din ochiul respectiv va fi impus de generatorul ideal de curent. Pentru
analiza manuala a unui circuit electric rezistiv liniar se parcurg urmatoarele etape
ale algoritmului metodei curentitor ciclici:

1. Se determina parametrii topologici: numarul de noduri N, numarul de laturi
L si numarul de bucle fundamentale O = L. — N + 1 pentru circuitul in care
generatoarele reale de curent au fost echivalate cu generatoare de tensiune;

2. Se alege un sistem de bucle independente notate cu I, Iy, .... Iy’ pentru
care se marcheaza sensurile de parcurs. La alegerea buclelor trebuie avut
grija ca prin fiecare generator ideal de curent sa treaca o singura bucla
si nu mai multe, iar pe o bucla sa se afle un singur generator de curent.
Pentru alegerea buclelor fundamentale se poate utiliza un arbore care nu
contine generatoare de curent, urmand ca fiecare coarda sa inchida o bucla
fundamentala;

3. Se scrie sistemul de ecuatii al metodei curentilor ciclici:
Ry I+ R+ . R, = E)

sistem care contine O ecuatii cu O necunoscute;

4. Se elimina ecuatiile degenerate corespunzatoare buclelor ce contin genera-
toare de curent, substituindu-le cu ecuatii de forma I,/ = +Ji, In care
semnul se determina in functie de orientarea sensului de parcurs al ochiului
I}, fata de curentul electromotor Jy;
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2.3. METODA CURENTILOR CICLICI

5. Se calculeaza termenii diagonali R;; din matricea sistemului, ca suma a
rezistentelor de pe bucla;

6. Se calculeazd termenii nediagonali R;; = R’ ca suma a rezistentelor de
pe laturile comune buclelor 7 gi j, suma luata cu semnul plus in cazul in
care sensurile de parcurs ale buclelor coincid in laturile comune gi luate cu
semnul minus in caz contrar;

7. Se calculeazd termenii liberi E';, ca suma algebrica a tensiunilor electromo-
toare ale generatoarelor de tensiune de pe bucla j,conventia de semn fiind
aceeasl ca la teorema a doua a lui Kirchhoff sub forma particulara;

8. Se rezolvd sistemul de ecuafii algebrice cu una din metodele algebrei liniare

determinandu-se curentii ciclici I, I, ..., [};

9. Se aleg sensurile de referintd si se noteaza curentii din laturile circuitului

[1, [2, ceey [L,

10. Se calculeazd curentit din laturi ca sume algebrice ale curentilor ciclici ce
strabat latura respectiva;

11. Se verifica solutia prin aplicarea teoremei a doua a lui Kirchhoff pe o bucla,
alta decat cele parcurse de curentii ciclici sau prin verificarea bilantului de
puteri.

Pentru estimarea efortului de calcul in metoda curentilor ciclici este util sa se
observe ca sistemul ce trebuie rezolvat are L — N + 1 — Ngo necunoscute In care
Nge este numarul generatoarelor de curent. Din acest punct de vedere metoda
curentilor ciclici este avantajoasa fata de metoda teoremelor lui Kirchhoff.
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PROBLEME

2.3.1. Sa se scrie ecuatiile curentilor ciclici pentru circuitele din figura 2.3.1.

a b. c
100 X
10v ~
10
v 27, Q
10
109[] []10910v<> @
10V 50
100
100 —
— 20Q
d e f
Fig. 2.3.1.

2.3.2. Sa se calculeze curentii din laturi in functie de curentii ciclici la circu-
itele din figura 2.3.2.

a b. C.

Fig. 2.3.2.

2.3.3. Sa se analizeze circuitele din figura 2.3.3 cu ajutorul metodei curentilor
ciclici gi sa se verifice bilantul puterilor.
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350V 200V 5V 10 Q
[]1OOQ []109 3A <>
10Q 50 Q 50
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5Q 50
[] °Q <> A A <> 40V\15 Q 20V
3A 25V C)
N\ 60V 10Q
NG 10 Q
o S ¢ 59
2Q oy ~
\/ \/
09 10V 10V
1A 4A 1A
30Q [] 100 3A 10Q []
10V 100
25Q N\ .
2~
| S| U
9 h Y,
Fig. 2.3.3.

2.3.4. Sa se analizeze cu ajutorul metodei curentilor ciclici circuitele ale caror

parametri au fost determinati in problema 1.4.13.
2.3.5. Sa se analizeze cu ajutorul metodei curentilor ciclici circuitele repre-

zentate in figurile 1.4.9, 1.4.11 si 1.4.10.
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2.4 Metoda potentialelor nodurilor

BREVIAR

Metoda potentialelor nodurilor este o metoda sistematica de analiza a circui-
telor rezistive liniare, in care necunoscutele principale sunt potentialele nodu-
rilor.

Daca se noteaza cu v = [V}, V5, ...,VN_l]T vectorul potentialelor nodurilor,
presupunand ultimul potential nul, atunci vectorul tensiunilor la bornele laturilor
este:

u=ATv, (2.56)

unde A este matricea redusa de incidenta a laturilor la noduri. Deoarece relatia
(2.56) permite determinarea tensiunilor in toate laturile circuitului in functie de
potentiale, metoda potentialelor reduce problema analizei unui circuit la determi-
narea potentialelor prin rezolvarea unui sistem liniar de (N-1) ecuatii, reducand
in acest fel efortul de calcul fatda de metoda teoremelor lui Kirchhoff. Daca se
presupune latura standard de forma celei reprezentate in figura 2.16, atunci sunt
valabile relatiile (2.51),(2.52) gi pornind de la prima teorema a lui Kirchhoff:

A1=0 (2.57)
si ecuatiile de functionare ale rezistoarelor:
ir = G-up, (2.58)
in care GG = diag (G, G, ..., GL), se obtine sistemul potentialelor nodurilor

AGATv = —A(j + Ge), care, utilizand notatiile G/ = AGA, J' = —A(j + Ge)

capata formas:

G v =gl (2.59)

Analizand elementele matricii G’ rezulta ca G7; = G; reprezinta suma conduc-
tantelor laturilor ce unesc nodurile ¢ i j, suma luata cu semn schimbat, iar G,
reprezinta suma conductantelor laturilor ce concurd la nodul 7. Elementul J’ al
vectorului J’, reprezinta suma algebrica a curentilor de scurtcircuit ai laturilor
ce concura la nodul i. Curentii de scurtcircuit se considera cu plus atunci cand
sagetile generatoarelor inteapa nodul si cu minus in caz contrar. Din acest motiv
elementele J! se numesc injectiile de curent in nod si nu trebuie confundate cu
suma curentilor din laturile circuitului, care este nula conform primei teoreme a
lui Kirchhoff. Laturile de tip generator ideal de tensiune sunt laturi degenerate
(R =0, G — o0) gi trebuie tratate aparte in cadrul acestei metode. Pentru
analiza manuala a unui circuit electric rezistiv liniar se parcurg urmatoarele etape
ale algoritmului metodei potentialelor la noduri:
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2.4. METODA POTENTIALELOR NODURILOR

1. Se determina parametrii topologici: numarul de noduri N si numarul de
laturi L;

2. Se alege nodul de referintd analizand distributia in retea a laturilor de tip
generator ideal de tensiune (cu rezistenta nula pe latura). Daca nu exista
astfel de laturi este preferabil ca nodul de referinta sa fie ales nodul cel
mai stufos (la care vin cele mai multe laturi). Daca exista o singurd latura
generator ideal de tensiune, atunci nodul de referinta se alege la una din
bornele acestui generator (fig. 2.17.a). Daca laturile generatoare ideale de
tensiune formeaza un subgraf conex (fig. 2.17.b.), atunci nodul de referinta
se alege ca apartinand acestui subgraf. Daca laturile de tip generator ideal
de tensiune formeaza subgrafuri neconexe atunci nodul de referinta se alege
ca apartinand subgrafului cu cele mai multe generatoare (fig. 2.17.¢).

Fig. 2.17.

Daca multimea laturilor de tip generator ideal de tensiune alcatuieste
subgrafuri neconexe atunci, se elimina cu ajutorul teoremei lui Vaschy ge-
neratoarele ce fac parte din subgrafurile ce nu contin nodul de referinta
(ca in figura 2.18 ce se refera la reteaua din figura 2.17.c). Se constata
ca eliminarea fiecarui generator determina aparitia a doua ”pseudo-noduri”
conectate printr-un conductor perfect, ce pot fi considerate un singur nod.
In felul acesta, cu fiecare generator eliminat scade cu o unitate numarul de

noduri N;

3. Se noteazd potentialele nodurilor Vi, Vs, ..., Viy_1 cu exceptia nodului de refe-
rinta caruia i se atribuie potentialul V5 = 0;

4. Se scrie sistemul de ecuatii liniare satisfacut de potentialele nodurilor:



2. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE LINIARE

10.

11.

ce contine (N — 1) ecuatii cu (N — 1) necunoscute.

Fig. 2.18.

Se elimind ecuatiile degenerate corespunzatoare nodurilor la care concura la-
turi de tip generator ideal de tensiune inlocuindu-se cu ecuatii de forma V; =
+ F; ce se determina tinand cont de faptul ca la acele noduri potentialele
sunt impuse de generatoarele ideale de tensiune (ca in figura 2.18).

. Se calculeaza termenit diagonali ai matricii G, ca suma conductantelor

laturilor ce concura la nodul i. Conductanta unei laturi reprezinta inversul
rezistentei echivalente a laturii pasivizate. Prin pasivizarea unei laturi se
intelege inlocuirea generatoarelor prin rezistenta lor interna;

. Se calculeazd termenii nediagonali ai matricii Gf; = G7; ca fiind suma

conductantelor laturilor ce conecteaza direct nodul ¢ cu nodul j, suma ce
se considera cu semnul minus;

Se calculeaza termenii liberi Ji,' ca suma algebrica a curentilor de scurtcir-
cuit ai laturilor ce concura la nodul k. In aceastd suma se considera cu plus
termenii corespunzatori generatoarelor a caror sageata inteapa nodul si cu
minus in caz contrar;

Se rezolva sistemul de ecuatii cu una din metodele algebrei liniare, deter-
minandu-se potentialele Vi, V5, ..., Viv_q;

Se aleg sensurile de referintd ale tensiunilor la bornele laturilor si se calcu-
leaza aceste tensiuni ca diferenta de potential U;; =V, — V};

Se aleg sensurile de referintd ale curentilor din laturi, se noteaza cu [,15,
....I1, g1 se calculeaza acegti curenti in functie de tensiunea la borne, aplicand
ecuatia de functionare a laturii. Curentii din generatoarele ideale de ten-
siune se determina in reteaua initialda, prin aplicarea primei teoreme a lui

Kirchhoff;
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12. Se verificd solutia prin aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff in nodul de
referinta sau prin verificarea bilantului puterilor.

Pentru a estima efortul de calcul in aceastda metoda se constata ca sistemul
de ecuatii ce trebuie rezolvat are N — 1 — Ny ecuatii, in care Ny reprezinta
numarul de laturi de tip generator ideal de tensiune. Din acest punct de vedere
aceasta metoda este avantajoasa fata de metoda teoremelor lui Kirchhoff si mai
avantajoasa decat metoda curentilor ciclici, daca N - N;—1< L - N —
Ny + 1, unde N, este numarul generatoarelor ideale de curent.

PROBLEME

2.4.1. Sa se scrie ecuatiile potentialelor la noduri pentru circuitele reprezen-
tate in figura 2.4.1.

2.4.2. Sa se analizeze circuitele din figura 2.4.1 cu ajutorul metodei potentia-
lelor la noduri si sa se verifice bilantul puterilor.

2.4.3. Sa se analizeze cu ajutorul metodei potentialelor la noduri circuitele
ale caror parametri au fost determinati in problema 1.4.13.

2.4.4. Sa se analizeze cu ajutorul metodei potentialelor nodurilor circuitele

din figurile 1.4.9, 1.4.11 si 1.4.10.

2.4.5. Sa se analizeze circuitele din figura 2.4.1 cu metoda sistematica de
analiza care necesita un efort de calcul minim.
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2.5 Metodele Thévenin si Norton

Relatia lui Thévenin exprima curentul printr-o rezistenta Rap (fig. 2.19.a)
a unei retele liniare:

Uap
[jg=—2"90 2.60
P Rag + R g, ( )

in care Uyp, este tensiunea de mers in gol a retelei (fig. 2.19.b), iar Rap, este
rezistenta echivalenta a retelei pasivizate (fig. 2.19.c).

Al A A R
Retea [ Retea |[— ° AB
. Retea 0
liniara R liniara L
activa AB | activa > AB pasivizatg <:I
B B
a B b. C.
Fig. 2.19.

Pentru calculul curentului dintr-o latura a unui circuit se parcurg urmatoarele
etape ale algoritmului Thévenin:

1. Se aleg bornele A si B pe latura in care intereseaza curentul cu conditia ca
intre bornele alese pe latura respectiva sa nu existe surse;

2. Se elimina rezistorul R4p (inlocuindu-l cu un izolator perfect) i se calcu-
leazd tensiunea de mers in gol Uyp, cu una din metodele sistematice de ana-
liza (metoda Kirchhoff, metoda curentilor ciclici sau metoda potentialelor
nodurilor). Se constata ca reteaua ce trebuie analizata are cu o latura mai
putin decat cea initiala;

3. Se pasivizeaza refeaua si se calculeaza rezistenta echivalentd Rap, intre
bornele A si B (cu rezistorul E4p, eliminat). Pentru pasivizare se inloculesc
s 0
generatoarele cu rezistentele lor interne ca in figura 2.20.

=] $=

Pentru calculul rezistentei echivalente R4p, se utilizeaza una din urmatoa-
rele metode:
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a. Transfigurari serie-paralel, stea-triunghi sau triunghi-stea;

b. Se alimenteaza circuitul pasiv cu un generator ideal de tensiune electro-
motoare E si se calculeaza curentul absorbit de retea cu ajutorul unei
metode sistematice de analiza (fig. 2.21.a), urmand ca Rap, = F/I;

A A

I
<
<

Retea Retea
o g J
pasivizata C) E pasivizata U

Fig. 2.21.

c. Se alimenteaza circuitul pasiv cu un generator ideal de curent electro-
motor J gi se calculeaza tensiunea U la bornele AB cu ajutorul unei
metode sistematice de analiza (fig. 2.21.b), urmand ca Rap, = U/J;

d. Se calculeaza curentul de scurtcircuit I, ,, al retelei (fig. 2.22.b),
urmand ca rezistenta retelei pasivizate sa fie:
Uag,

Ras, = . (2.61)
[sc AB

4. Se calculeaza curentul [4p cu relatia (2.60);
5. Se calculeaza tensiunea la bornele rezistentei R4p cu relatia:

UAB = RAB . [AB- (2.62)

Relatia lui Norton permite calculul tensiunii la bornele unui rezistor de
conductantda G4p dintr-o retea liniara (fig. 2.22.a):

[sc AB
Uap = ——77—, 2.63
AT Gap + Gag, (2:63)
in care [y, este curentul de scurtcircuit al retelei (fig. 2.22.b), iar Gap, =

1/Rap, este conductanta echivalenta a retelei pasivizate (fig. 2.22.¢).
Algoritmul metodei Norton cuprinde urmatoarele etape:

1. Se aleg bornele A s1 B pe latura in care intereseaza tensiunea astfel incat
intre acestea sa nu existe o sursa ci doar un element pasiv;

2. Se scurtcircuiteaza bornele A si B prin inlocuirea rezistorului dintre ele cu
un conductor perfect si se calculeazd curentul de scurtcircuit I, ,,, prin acel
conductor cu una din metodele sistematice de analiza;
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A A A
Retea Retea Gagg
liniara Usgl |8 liniara Iscag Retea <:|
activa activa pasivizata
B B B
a b. c
Fig. 2.22.

3. Se pasivizeazd reteaua prin inlocuirea generatoarelor cu rezistentele lor in-
terne (fig. 2.20) si se calculeaza conductanta echivalenta G4p, = 1/Rag,
cu una din metodele prezentate la punctul 3 al algoritmului Thévenin;

4. Se calculeazd tensiunea Uyp la bornele rezistorului de conductanta G4p cu

relatia (2.63);

5. Se calculeazd intensitatea curentulut prin rezistorul de conductanta G 4p cu
relatia:

[AB = GAB . UAB- (264)

Metodele Th évenin si Norton permit atat calculul curentului cat si al tensiunii
la bornele unui rezistor. Alegerea uneia sau alteia dintre cele doua metode se face
din considerente topologice in vederea micgorarii efortului de calcul. De exemplu,
la circuitele de tipul celui prezentat in figura 2.23.a este avantajoasa aplicarea
metodei Thévenin, pe cand la circuitele de tipul celui prezentat in figura 2.23.b
este avantajoasa metoda Norton.

A B A
——1
RL.A., RL.A., RLA. [:] R.L.A. 5
B

Fig. 2.23.

Procedand in acest mod, la calculul marimii Uyp, sau I, , se constata ca cele
doua subretele R.L.A.; g1 R.L.A.; functioneaza independent, lucru ce micsoreaza
efortul de calcul.

Deoarece metodele Thévenin si Norton pun in evidenta generatoarele echi-
valente de tensiune (Up,, Rap, ) si respectiv de curent (/s., ., Gap, ), aceste
metode sunt utile in cazul in care se studiaza curentul printr-un rezistor la diferite
valori ale rezistentei (fig. 2.24). In aceasti situatie metodele Thévenin si Norton
sunt net avantajoase fatd de metodele sistematice de analizd.
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A
retea
I|n|.ara Rag
activa

B

Teorema transferului maxim de putere afirma ca puterea P disipata
de un rezistor de rezistenta R4p conectat intr-o retea este maxima atunci cand
rezistenta Rap este egala cu rezistenta echivalenta a retelei pasivizate Rap,:

maXP(RAB) == P(RABO) (265)

Rap
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PROBLEME

2.5.1. Sa se calculeze intensitatea curentului I la circuitele reprezentate in
figura 2.5.1, aplicand metoda teoremei Thévenin.

09 400
|
D 100/| 20v(P 19” 1w0ov (D N 200 ”109
| 200
a b. [
Fig. 2.5.1.

2.5.2. Sa se calculeze tensiunea U la circuitele reprezentate in figura 2.5.2,
aplicand metoda teoremei Norton.

]109

Fig. 2.5.2.

2.5.3. Sa se calculeze intensitatea curentului prin rezistoarele a caror ten-
siune la borne este U, aplicand metoda teoremei Norton la circuitele reprezentate
in figura 2.5.2.

2.5.4. Sa se calculeze intensitatea curentului si tensiunea la bornele rezistoa-
relor notate cu R din circuitele reprezentate in figura 2.5.3. Se va aplica metoda

cea mai avantajoasa dintre metodele Thévenin sau Norton.

2.5.5. Sa se calculeze curentii si tensiunile la bornele rezistoarelor R repre-
zentate in figura 2.5.3 atunci cand R = 109 g1 R = 20Q2.

2.5.6. In cazul circuitelor din figura 2.5.3 sd se calculeze rezistenta R, astfel
incat ea sa disipe putere maxima. Cat este aceasta putere?
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Fig. 2.5.3.

2.5.7. Ce rezistenta trebuie conectata intre bornele A si B ale circuitelor din
figura 2.1.22 pentru ca ea sa disipe putere maxima?

2.5.8. Sa se calculeze intensitatea curentului I la circuitele reprezentate in
figura 2.1.21 cu ajutorul metodei Thévenin sau Norton. Ce valoare trebuie sa
aiba rezistenta parcursa de curentul I pentru ca ea sa disipe putere maxima? S&
se determine valoarea acestei puteri.
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2.6 Circuite electrice liniare nereciproce

BREVIAR

Circuitele electrice care contin surse comandate nu satisfac teorema de re-
ciprocitate, motiv pentru care ele fac parte din categoria retelelor nereciproce.
Analiza circuitelor liniare ce contin astfel de surse se poate face utilizand me-
todele sistematice de rezolvare: metoda teoremelor lui Kirchhoff, metoda
curentilor ciclici sau metoda potentialelor nodurilor.

Pentru aplicarea acestor metode se utilizeaza algoritmii prezentati in paragra-
fele anterioare facand abstractie, initial, de caracterul comandat al surselor. Dupa
ce au fost scrise ecuatiile, inainte de rezolvarea sistemului liniar se adauga o noua
etapa in algoritmi, si anume exprimarea tensiunilor electromotoare si a curentilor
electromotori ce corespund surselor comandate in functie de necunoscutele princi-
pale ale metodei: curentii din laturi in metoda teoremelor lui Kirchhoff raportata
la curenti; tensiunile in metoda Kirchhoff referitoare la tensiuni; curentii ciclici in
metoda curentilor ciclici gi potentialele nodurilor in metoda potentialelor noduri-
lor. Pentru aceasta se exprima marimile de comanda in functie de necunoscutele
principale ale problemei, utilizand ecuatiile de functionare ale laturilor de co-
manda gi apoi se trec necunoscutele nou aparute din membrul drept in membrul
stang al ecuatiei. In urma acestei operatii, de regula, matricea curentilor ciclici
sau a potentialelor de noduri igi pierde simetria, lucru ce explica nereciprocitatea
circuitului ce contine surse comandate.

Efortul de calcul in aceasta etapa este mai mic, daca la circuitele ce contin
surse comandate in curenti se aplica metoda teoremelor lui Kirchhoff raportata
la curenti sau metoda curentilor ciclici, iar la circuitele ce contin generatoare
comandate In tensiuni se aplica metoda lui Kirchhoff raportata la tensiuni sau
metoda potentialelor nodurilor.

Analiza circuitelor cu generatoare comandate se poate face utilizand metoda
teoremelor Thévenin sau Norton, dar cu anumite restrictii impuse la calculul
rezistentei retelei pasivizate R4p, $1 anume pasivizarea retelei conform figurii 2.20
se aplica doar surselor independente, nu si celor comandate. Acest lucru face im-
posibil calculul rezistentei Rap, cu ajutorul metodei transformarii serie-paralel,
fiind necesara aplicarea uneia din celelalte trei metode de calcul a rezistentei
Rag,, prezentate in algoritmul Thévenin.

Observatii referitoare la circuitele cu surse comandate:

a. Circuitele ce contin doar rezistoare liniare si surse comandate liniar admit ca
solutie a problemei de analiza solufia banala (toti curentii si toate tensiunile
sunt nule). Din aceasta observatie rezulta ca sursele comandate liniar nu pot
fi ”surse de curent” intr-un circuit electric, doar generatoarele independente
pot avea acest statut.
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b. Un circuit ce contine rezistoare liniare gi surse comandate liniar este echi-
valent fata de orice pereche de borne A, B cu un rezistor. Este posibil ca
rezistenta echivalenta R4p sa fie negativa, chiar daca toate rezistentele au
rezistenta pozitiva.

Pe baza acestor observatii rezulta ca generatoarele comandate avand ecuatia
de functionare liniara se aseamana cu rezistoarele gi nu cu generatoarele in-
dependente.

c. Un circuit cu rezistente strict pozitive gi generatoare independente ce nu
sunt in exces are solutie unica, dar nu se poate afirma acelagi lucru despre
un circuit ce contine gi surse comandate.

d. Conform teoremei substitutiei, un generator independent poate fi inlocuit
cu un generator comandat, aceasta fiind una din tehnicile de generare a
problemelor cu surse comandate. Aplicand teorema substitutiei in acest fel
este posibil sa se piarda unicitatea solutiei.

Una din aplicatiile cele mai importante ale surselor comandate consta in mo-
delarea unei componente electronice frecvent intalnita in aplicatii, numita am-
plificator operational. Amplificatorul operational are simbolul prezentat in
figura 2.25.a, simbol ce pune in evidenta doua borne de intrare notate cu + (in-
trarea neinversoare) si — (intrarea inversoare), o borna de masa, o borna de iegire
notata cu O si doua borne de alimentare, avand potentialele +V, si respectiv —V,.

+Va Va
>~
+ | \\\\\
! Agu; ~~<
MRy ©
Ui N
- | RO/’/// Yo
a b.

SRR 0
Uj ! O ///:
I e
C.
Fig. 2.25.
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Comportarea amplificatorului operational intre bornele de intrare este asema-
natoare cu cea a unui rezistor de rezistenta R; (rezistentd de intrare). Intre borna
de iegire si borna de masa, amplificatorul operational se comporta ca un generator
de tensiune comandat in tensiunea de intrare, in serie cu o rezistenfd de iesire
R,. Coeficientul de transfer Ay al sursei comandate, se numeste ” amplificarea in
bucld deschisd” a amplificatorului operational.

Deoarece rezistenta de intrare R; este mult mai mare decat rezistentele uzuale
dintr-un circuit electronic, iar rezistenta de iegire R, este mult mai mica decat
rezistentele din restul circuitului, deseori se utilizeaza modelul simplificat al ampli-
ficatorului operational constand intr-o sursa de tensiune comandata in tensiune,
prezentat in figura 2.25.c si obtinut presupunand R; = oo si R, = 0.

Specific amplificatoarelor operationale este si faptul ca amplificarea in bucla
deschisd este foarte mare, A > 10°. Acest lucru permite ca in anumite cazuri (de
exemplu in circuitele cu reactie negativa) sa se poata presupune Ay — oo. Pentru
ca Intr-un circuit in care coeficientul Ay tinde spre infinit sa se obtina tensiuni
finite este necesar ca u; s& tindd citre zero. In acest model, numit amplificator
operational perfect, poarta de intrare are proprietati cu totul speciale, impunand
anularea atat a tensiunii cat gi a curentului, pe cand la poarta de iegire atat
tensiunea cat gi curentul pot avea orice valoare. In ultima instanta, curentul si
tensiunea de iegire sunt stabilite de restul circuitului gi nu de elementul considerat.
Modelul perfect al amplificatorului operational pune in evidenta doua elemente
dipolare de circuit complet degenerate, numite nulator si norator.

Nulatorul este elementul dipolar (fig. 2.26.a) avand ecuatiile de functionare:

{ ?:00 (2.66)

Fig. 2.26.

Noratorul este elementul dipolar de circuit electric cu simbolul prezentat in
figura 2.26.b la care tensiunea la borne u gi curentul 1 pot avea orice valoare.

Cu ajutorul acestor elemente de circuit, amplificatorul operational poate fi
modelat prin schema echivalenta prezentata in figura 2.26.c. Perechea de elemente
degenerate ce alcatuiesc aceasta schema echivalenta se numeste nulor.
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PROBLEME

2.6.1. Sa se stabileasca conditiile de echivalenta intre elementele de circuit
prezentate in figura 2.6.1.

Fig. 2.6.1.

2.6.2. Sa se determine elementul echivalent gruparii serie a unui nulator cu
unul din elementele ideale: rezistor, conductor perfect, izolator perfect, generator
ideal de tensiune, generator ideal de curent si norator. Sa se rezolve problema in
cazul gruparii paralel a elementelor ideale.

2.6.3. 5Sa se determine elementul echivalent gruparii serie a unui norator cu
unul din elementele ideale: rezistor, conductor perfect, izolator perfect, generator
ideal de tensiune si generator ideal de curent. Sa se rezolve problema in cazul
gruparii in paralel a acestor elemente ideale.

2.6.4. Sa se determine rezistenta echivalenta intre bornele A si B pentru
circuitele reprezentate in figura 2.6.2.

2.6.5. Sa se analizeze circuitele reprezentate in figura 2.6.3 cu ajutorul me-
todelor sistematice de analiza.
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Bi
uq au,;
A N % B A B
R | R
a b.
R, Bi
R3 Ry | | B A Ry B
Y \/O(U1 [ R,
c d.
R oi R di
A B A R, B
N B AN —F
Bi Ni
e f
Fig. 2.6.2.

Fig. 2.6.3.
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2.6.6. Circuitul reprezentat in figura 2.6.4.a poarta numele de amplificator
inversor cu reactie negativa. Acest circuit poate fi echivalat cu schema din figura
2.6.4.b. Utilizand schema echivalenta a amplificatorului operational prezentata
in figura 2.25.b, sa se determine rezistenta de intrare echivalenta R;., rezistenta
de iegire echivalenta R, si amplificarea A a circuitului. Sa se determine valo-
rile acestor parametri daca se utilizeaza schema echivalenta a amplificatorului
operational prezentatd in figura 2.25.b. Care este valoarea amplificarii A, atunci
cand amplificarea in bucla deschisa Ag tinde catre infinit?

Fig. 2.6.4.

2.6.7. Sa se calculeze rezistenta echivalenta de intrare R, rezistenta echiva-
lenta de iegire R, si amplificarea echivalenta A pentru circuitul de tip amplificator
neinversor prezentat in figura 2.6.5.

Fig. 2.6.5.

Calculele vor fi efectuate utilizand, pe rand, cele trei modele ale amplificatorului
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operational reprezentate in figurile 2.25.b, 2.25.c si 2.26.c.

2.6.8. Sa se calculeze tensiunile de iegire U; pentru circuitul sumator repre-
zentat in figura 2.6.6.a si circuitul de diferenta reprezentat in figura 2.6.6.b. Se
va utiliza schema echivalenta a amplificatorului operational prezentata in figura
2.25.c, iar in final se va discuta cazul in care Ag — oco.

Fig. 2.6.6.

2.6.9. Sa se calculeze rezistenta de intrare, rezistenta de iegire gi amplifica-
rea circuitului repetor reprezentat in figura 2.6.7. Sa se calculeze eroarea care se
face asupra tensiunii de iegire atunci cand se adopta modelul perfect pentru am-
plificatorul operational, daca parametrii amplificatorului operational au valorile

R; = 10MQ, Ay = 10°, Ry = 109).

T
£ U, _LI100kQ

e

Fig. 2.6.7.

2.6.10. Sa se arate ca circuitele reprezentate in figura 2.6.8 pot simula urma-
toarele tipuri de surse comandate: (a) sursa de tensiune comandata in curent, (b)
sursa de curent comandata in curent, (c) sursa de curent comandata in tensiune.
S-a notat cu Ry rezistenta de sarcina conectata la bornele sursei comandate iar
cu 77 si vy marimile de comanda. Calculele vor fi efectuate cu ajutorul schemei
echivalente din figura 2.25.c, la care se va presupune Ag — oo .
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i I
|
B INE | Re i) | Rs

Fig. 2.6.8.

2.6.11. Circuitele cuadripolare prezentate in figurile 2.6.9.a si b se numesc
convertoare de negativare INIC, respectiv UNIC. Sa se stabileasca relatia dintre
marimile de intrare 2;,u; si marimile de iegire i3, us. Sa se arate ca rezistenta
echivalenta intre bornele de intrare A gi B este opusul rezistentei conectate intre
bornele de iegire. Se va utiliza modelul perfect al amplificatorului operational.

Fig. 2.6.9.

2.6.12. Sa se calculeze erorile ce se fac asupra marimilor de iegire ale circui-
telor prezentate in figurile 2.6.4 - 2.6.9 atunci cand se utilizeaza pentru amplifi-
catorul operational modelul cu nulor in locul schemei din figura 2.25.c.

2.6.13. Pornind de la observatia ca un norator poate fi substituit cu un
generator de curent avand curentul electromotor nedeterminat sa se genereze un
algoritm de analiza cu metoda potentialelor de noduri pentru circuite ce contin
noratori.
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2.7 Teoremele circuitelor rezistive liniare

BREVIAR

In acest paragraf sunt analizate acele teoreme ale circuitelor electrice liniare
care pun in evidenta corelatii intre solutia problemei de analiza si datele acestei
probleme. In acest fel se pune in evidenta modul in care depind curentii si
tensiunile unui circuit de parametrii retelei.

Teorema liniaritatii afirma ca daca un circuit electric contine rezistoare
liniare, surse comandate liniar gi un singur generator independent, atunci toate
tensiunile si curentii retelei vor depinde liniar de parametrul generatorului.

lo
BED R
Retea liniara Retealiniara
farasurse | farasurse [
)Ul )Uz
a b.
Fig. 2.27.

Utilizand notatiile din figura 2.27, teorema liniaritatii are forma:

I = Gy B I, = A J;

in care s-au pus in evidenta coeficientii de proportionalitate (; (conductanta de
transfer), A, (coeficientul de transfer al tensiunii), A; (coeficientul de transfer al
curentului) si R; (rezistenta de transfer). Cei patru coeficienti de transfer, numiti
si transmitante, sunt parametrii caracteristici ai retelei fata de cele doua porti,
nedepinzand de marimile de excitatie E sau J.

Teorema raspunsurilor maxime afirma ca pentru circuitele ce contin nu-
mai rezistoare cu rezistente pozitive, coeficientii de transfer in tensiune sau curent
au modulul subunitar:

[Aul <15 A <1, (2.68)

deci tensiunile unui circuit rezistiv alimentat de la o singura sursa nu depasesc
tensiunea de alimentare: |Uy| < |E| iar curentii nu depasesc curentii de alimen-
tare || < |J].

Aplicand teorema substitutiei (paragraful 3.5) rezulta urmatoarea consecinta
a teoremei anterioare:

|| < [lo| = |GiEf| = |G| < G

|Uy| < |Uo| = |RJ| = |R:| < Ry, (2.69)
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In care s-a notat cu R; = 1/G; rezistenta echivalenta a circuitului rezistiv fata de
intrare gi cu Gy, R; conductanta, respectiv rezistenta de transfer intrare - iegire.
Teorema reciprocitatii afirma ca pentru un circuit ce contine numai rezis-

toare, sunt valabile egalitatile:

[a = [b;
U, = U, (2.70)

pentru marimile definite in figura 2.28.

A C A C
Retea Retea
]/I [
E C) rezistiva b la rezistiva <> E
B D B D
A C A c
Retea Retea
J @ rezistiva >Ub @a rezistiva ? J
B D B D
Fig. 2.28.

O consecinta a teoremei reciprocitatii este faptul ca pentru o retea rezistiva

coeficientii de transfer pentru doua porti 1 si 2 sunt egali:
Gt12 = Gt21 ; Rt12 — Rtgl' (271)

Teorema superpozitiei afirma ca daca un circuit contine rezistoare liniare,
surse comandate liniar gi generatoare independente, atunci curentul si tensiunea
unei laturi sunt suma curentilor, respectiv a tensiunilor din latura respectiva
produse de fiecare generator, in conditiile in care celelalte generatoare sunt pasi-

vizate.

C) E ! C) E Circuit s Circuit 5

Circuit
liniar

liniar liniar

fara _" - i fara — + fara ——
surse surse surse
J u U, J U,

Fig. 2.29.
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Utilizand notatiile din figura 2.29, din teorema superpozitiei rezulta:

I =1+ Iy

2.72

U =0+, (2.72)

In general, pentru un circuit ce contine n surse, curentul [ din latura k si
tensiunea Uy la bornele laturii £ satisfac egalitatile:

NgE

Iy =3 I s

K3

Uy =

(2.73)
Ui

il

o
Il

in care [i; si Uy, sunt curentul, respectiv tensiunea din latura k, in conditiile in
care in circuit se afla doar generatorul independent din latura i, toate celelalte
fiind pasivizate.

Daca un circuit liniar este excitat de generatoare de tensiune (fig. 2.30.a),
atunci curentii absorbiti de porti sunt, conform teoremelor liniaritatii si superpo-
zitiel, de forma:

[1 Gll Gl? T Gln El
[.2 = G.21 G ‘ G.Qn : ?2 , (2.74)
[n Gnl Gn? Tt Gnn En

in care [(4;;] este matricea conductanielor, elementele diagonale reprezentand
conductantele echivalente de intrare ale portilor, iar cele nediagonale reprezentand
conductantei de transfer:

I;
Gy = . (2.75)

Eilp,=o, ki
Daca circuitul liniar este reciproc atunci relatia (2.71) garanteaza simetria
matricei G.
Daca circuitul liniar este excitat de m generatoare de curent (fig. 2.30.b),
atunci tensiunile la bornele portilor satisfac relatia:

Uy Ry Ry -+ Rin Jq
SlelT T e
Ul LR Rue oo Bon | L
in care [R;;] este matricea rezistentelor de transfer, cu elementele:
R, = U , (2.77)
Jilsi=o, ki
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Fig. 2.30.

Aceasta matrice este simetrica in cazul circuitelor reciproce.
Daca un circuit liniar este excitat de n generatoare de tensiune gi m genera-
toare de curent, atunci marimile necunoscute ale portilor satisfac relatia:

[1 El
I Ly
A T T -
Uy |~ . Jyo|” '
U2 H21 : H22 J2
L Um - L Jm -

in care matricea H se numeste matrice hibridd a multiportului fiind alcatuita din
conductante de transfer (elementele din submatricea bloc Hyy), definite prin:

, (2.79)

E] Fp=0; k#
Jp= =

J
0; ic_l,m

coeficientii de transfer in curent (elementele din submatricea bloc Hyy), definiti

de:
, (2.80)

Jp=0; k#j5
EkaO; k:?élj,n

coeficientii de transfer in tensiune (elementele din submatricea Hyp), definiti de:

, (2.81)

Fp=0; k#5
Jkio; ic:f]m
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rezistentele de transfer (submatricea Has):

iy = o - (2.82)

In consecinta, pentru caracterizarea unui multiport liniar cu n porti se utili-
zeaza o matrice patrata de transmitante, de dimensiune n x n. Definirea acestei
matrici depinde de modul in care sunt controlate portile, in curent sau in ten-
siune. Intre matricile caracteristice unui multiport se pot stabili diverse relatii;
de exemplu, daca matricea conductantelor G este inversabila atunci matricea
rezistentelor este inversa sa:

R=G™". (2.83)

In cazul retelelor rezistive cu rezistente pozitive matricile R si G sunt, conform
teoremelor anterioare, matrici simetrice, pozitiv definite, cu diagonala dominanta.

Teoremele anterioare au pus in evidenta modul in care variaza curentii si
tensiunile unei retele in functie de surse. Modificarea valorii unei rezistente de-
termina, in general, modificarea tuturor tensiunilor si curentilor din circuitul
respectiv. Pentru evidentierea modului in care se modifica tensiunile i curentii
unei retele fata de modificarea unei rezistente este utila urmatoarea teorema.

Teorema variatiei afirma ca derivatele partiale ale curentilor si tensiunilor
dintr-o latura a unei retele fata de o rezistenta R sunt:

I
S—R _Gy L
(2.84)
6_U__A i
or v b

in care [; este curentul prin rezistorul supus variatiei, iar G si A, sunt transmi-
tantele portilor la care s-au definit marimile I respectiv U fata de o poarta con-
trolatd de tensiune inseriata cu rezistenta R (fig. 2.31.a), in conditiile in care
refeaua se presupune pasivizata.

l1 R Ret Retea
— | - - |
liniara ’)T liniara
(N E=0 activa J=0'\/]\,‘ G activa pb—
U AVA >U

~| 7

o
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Derivatele curentului I si a tensiunii U fata de conductanta G a unui rezistor
din retea sunt:

g—é = —A;- Uy

(2.85)
a_U = _R,.-U
8G — t 1,

in care U; este tensiunea la bornele rezistorului supus variatiei, iar A; si Ry
sunt transmitantele portilor la care s-au definit marimile I respectiv U fata de o
poarta controlata in curent, conectata in paralel cu rezistorul de conductanta G,
in conditiile in care reteaua se presupune pasivizata (fig. 2.31.b).

Utilizand relatiile (2.84) si (2.85) se poate stabili influenta unei rezistente sau
a unei conductante asupra unei transmitante, calculand derivata transmitantei
fatd de acea rezistenta sau conductanta. Deoarece orice transmitanta 7' =Y/ X
este raportul unei marimi de iegire Y si al unei marimi de intrare X, presupunand
marimea de intrare constanta, rezulta ca derivata partiala a transmitantei T este:

drr 1 dYy

dR X dR’
exprimabila in functie de derivata marimii de iegire, curent sau tensiune. Calcu-
lul derivatelor transmitantelor fata de rezistentele si conductantele unui circuit

.....
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PROBLEME

2.7.1. Sa se verifice teorema liniaritatii pentru circuitele din figura 2.7.1. Sa
se calculeze transmitantele tuturor laturilor fata de latura generator.

| 10-1
(D
10Q
10Q
a b. C.

Fig. 2.7.1.

2.7.2. Sa se verifice teorema reciprocitatii si teorema raspunsurilor maxime
pentru circuitele cuadripolare din figura 2.7.2.

10 Q 20 Q 20 Q
t]zog ﬁ]lon ﬁ]zog
a b.
Fig. 2.7.2.

2.7.3. Sa se calculeze curentii notati cu I 'in circuitele din figura 2.7.3, aplicand
teorema superpozitiei.

10V 20V 10V
200 C 100
oA

200(| 200 | 100

Fig. 2.7.3.
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2.7.4. 5a se calculeze, pentru cuadripolii diporti din figura 2.7.4, matri-
cile rezistenta, conductanta si a parametrilor hibrizi. Sa se discute conditiile de
existenta a acestor matrici.

o ‘ | —| : o | |
R | |
Pbi PR, | P2 PL R P,

o | I — : ° | .
‘ LI ‘ ‘ : )
b, Col
| Bl | |
7777777 e Ty
Fig. 2.7.4.

2.7.5. S& se calculeze matricile rezistentd, conductanta i hibride pentru
cuadripolii diporti din figura 2.7.5. Sa se stabileasca conditiile de echivalenta
intre acesti cuadripoli.

: R i . Ry R, ‘ . Ry ‘
| | | | - G, :
: Gl GZ | : G | : G |
! | P92 |
e 3 R,
a b. c
Fig. 2.7.5.

2.7.6. Sa se calculeze matricile caracteristice ale cuadripolilor prezentati in fi-
gura 2.7.6. In ce conditii acesti cuadripoli sunt echivalenti cu cei din figura 2.7.5 7

2.7.7. Sa se calculeze derivatele partiale ale intensitatii [ fata de rezistentele

circuitului, la circuitele din figura 2.7.3. In ce sens trebuie modificate rezistentele
pentru a mari modulul curentului 7| ?
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Fig. 2.7.6.

2.7.8. Sa se calculeze derivatele partiale ale transmitantelor circuitelor din fi-
gura 2.7.5, fata de rezistentele si conductantele rezistoarelor ce alcatuiesc reteaua.

2.7.9. Sa se calculeze derivatele partiale ale parametrilor calculati in pro-
blema 2.6.7. fata de datele problemei. In ce sens trebuie modificate datele pro-
blemei pentru a mari modulul tensiunii uy ?

2.7.10. Sa se determine cu cate procente trebuie modificata valoarea rezisten-
tei Ry la circuitul din figura 2.6.5, pentru ca tensiunea uy sa creasca cu un procent.

R;=10Q R,=5

[y

© T

A B

|

2.7.11. Sa se studieze influenta rezistentelor asupra rezistentei echivalente
intre bornele A, B in cazul circuitelor din figura 2.7.7. Presupunand satisfacatoare
aproximarea liniara sa se determine cu cate procente se va modifica rezistenta
echivalenta, daca fiecare rezistor isi mareste rezistenta cu 1%.
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Capitolul 3

Circuilte electrice rezistive
neliniare

3.1 Circuite liniare cu un dipol neliniar

BREVIAR

Pentru caracterizarea unui rezistor dipolar neliniar controlat in curent
(fig. 3.1.a) se utilizeaza urmatoarele functii:

— caracteristica curent-tensiune:
u = f(i); (3.1)

— rezistenta statlica:

R,(i) = 1~ (3.2)

— rezistenta dinamicd:

(3.3)

ultima functie utilizandu-se atunci cand functia caracteristica f este derivabila.
Pentru caracterizarea unui rezistor neliniar controlat in tensiune (fig.
3.1.b) se utilizeaza urmatoarele functii:

— caracteristica tensiune-curent:
i = glu); (3.4)

— conductanta staticd:

Gy = 21, (3.5)
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u u
a Y
e N e
m\y; tga= du/di tg Y = du/di
B t9B=uii i 5 tgd=uii i
b.
a
u u
77777777777777777777777777 o
tgo= du/di
\ B tgp=ufi i
¢ d.
Fig. 3.1.

— conductanta dinamica:

dg

Gd(u) = @,

(3.6)
ultima functie utilizandu-se atunci cand functia caracteristica g este derivabila.
In cazul elementelor ce au caracteristica finversabila (fig. 3.1.c) se pot utiliza
toate cele patru functii, elementele putand fi controlate atat in curent cat si in
tensiune. Elementele ce nu sunt controlate in curent sau in tensiune (fig. 3.1.d)
necesita doua functii pentru a reprezenta relatia u-i sub forma parametrica:

u= f(N);
i =g(A).

Un rezistor care are functia caracteristica impara:

f(=1) = = f(=1) sau g(—1)= —g(u), (3.8)

(3.7)

se numeste cu bornele nepolarizate, in caz contrar el face parte din categoria
elementelor polarizate.

In general, schimbarea sensurilor de referinta pentru tensiuni si curenti deter-
mina modificarea graficului relatiei u-i, din acest motiv graficul unei caracteristici
u-i trebuie asociat unei figuri cu sensuri de referinta pentru tensiuni si curenti. La
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elementele nepolarizate este suficient sa se specifice regula de asociere a sensurilor
pentru a interpreta graficul in mod univoc.
Rezistoarele liniare avand ecuatia de functionare:

u= R,

pot fi controlate fie in curent (daca G = 1/R # 0), fie in tensiune (daca R # 0),
iar Rs = Ry = R = 1/G4 = 1/G,. Rezistoarele liniare fac parte din categoria
rezistoarelor nepolarizate.

Cea mai simpla metoda pentru analiza circuitelor liniare ce contin un rezis-
tor neliniar este metoda grafica a dreptei de sarcina. Pentru aplicarea acestei
metode se determina generatorul echivalent partii liniare a retelei (fig. 3.2.b) si
se reprezinta grafic relatia dintre tensiune gi curent impusa de acest generator.
Graficul acestei functii va fi o dreapta, numita dreapta de sarcina, iar solutia
problemei, punctul de operare al elementului neliniar este punctul de coordonate
(i,u), aflat la intersectia acestei drepte cu caracteristica neliniara. Pentru trasa-
rea dreptei sunt suficiente doua puncte i anume tensiunea de mers in gol Ugap,
si curentul de scurtcircuit I, . In consecinta, analiza se reduce la inlocuirea
elementului neliniar cu un izolator, respectiv cu un conductor perfect, deter-
minandu-se taieturile dreptei de sarcina.

A u
punctul de operare
UABO
C) UABO u
Al u| |
RAB
RLA. | U || [] °
B
B |
I1SCag
a b. c
Fig. 3.2.

Dezavantajele metodei dreptei de sarcina constau in imprecizia implicita a
unei metode grafice si in faptul ca metoda poate fi aplicata doar la circuite cu
un singur element neliniar. Metoda poate fi extinsa la circuite ce contin mai
multe elemente neliniare conectate in serie sau in paralel, ce alcatuiesc un dipol
echivalent neliniar. Dacd elementele neliniare sunt conectate in serie (17 = 19, u =
U1 + ug), atunci caracteristica elementului echivalent se determind prin sumare
grafica pe orizontala, in planul u-i ca in figura 3.3.
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i u u
g,u)  g,(u) o, +u)
U U,
I/l_\/\
o= =T B
T,
u
a b.
Fig. 3.3.
Daca elementele neliniare sunt conectate in paralel, (u; = wug,7 = i1 + 13),

atunci caracteristica elementului echivalent se determina prin sumare grafica pe
verticald, in planul u-i, ca in figura 3.4.

' - f=iH,
iy 1 f(u,)
I
—_ | I
1
i 1
1
‘ u
u
a b.
Fig. 3.4.

Conectarea in serie a unui generator ideal de tensiune cu un rezistor neliniar
translateaza caracteristica neliniara a acestuia cu tensiunea electromotoare E (fig.
3.5).

Conectarea 1n paralel a unui generator ideal de curent cu un rezistor neliniar
translateaza caracteristica neliniara a acestuia cu curentul electromotor J (fig.
3.6).

Observatiile anterioare permit sa se afirme ca orice rezistor neliniar este echi-
valent cu un generator neliniar de tensiune (fig. 3.5.a) sau cu un generator neliniar
de curent (fig. 3.6.a). Aceasta observatie permite generalizarea metodei grafice
la circuite alcatuite din elemente neliniare conectate serie-paralel obtinandu-se
metoda numitd a curbei de sarcind, in care punctul de operare [u,i/ al unui
element neliniar se obtine prin intersectia caracteristicii elementului cu curba de
sarcina a restului retelei neliniare determinata prin insumari grafice.
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f,(0)

(i)

Fig. 3.5.

Fig. 3.6.

119



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE

PROBLEME

3.1.1. S& se reprezinte grafic caracteristicile ¢(u), rezistenta statica R,(u) si
rezistenta dinamica Ry(u) pentru o dioda semiconductoare (fig. 3.1.1) pentru
care s-au masurat urmatoarele perechi de valori U-I.

UN] [ 40 [ 30 | =20 | 10 [0]02][04]06]08] 1
ITmA] [ 0,1 [ -0,06]004]002[0| L |3 ] 6] 9|12

\/l

U

Fig. 3.1.1.

3.1.2. Sa se calculeze rezistenta statica si dinamica pentru tensiunile uy = 1V
si ug = —1V aplicate la bornele unei diode avand functia caracteristica:

i = g(u) = [S(Gu/Ut - 1),

in care [,=0,05mA si Ur = 25mV.

3.1.3. Sa se calculeze rezistenta dinamica pe diferite portiuni ale caracteristi-
cilor neliniare reprezentate in figura 3.1.2: (a) dioda semiconductoare; (b) dioda
Zener; (c) dioda tunel; (d) dioda tiristor; (e) tubul cu neon gi (f) varistorul.

3.1.4. Sa se reprezinte grafic caracteristica u-i pentru dioda semiconductoare
alegand pe rand sensurile de referinta din figura 3.1.3. Sa se reprezinte, in mod
asemanator, graficele tuturor celorlalte elemente neliniare din figura 3.1.2, pentru
diferite sensuri de referinta.

3.1.5. Sa se reprezinte caracteristica u-i¢ pentru elementele dipolare reprezen-
tate In figura 3.1.4. Se va inlocui dioda semiconductoare cu celelalte elemente
neliniare din figura 3.1.2.

3.1.6. Sa se reprezinte grafic caracteristica u-i pentru elementele dipolare
din figura 3.1.5. Se va studia apoi combinatia altor elemente neliniare din cele

prezentate in figura 3.1.2.

3.1.7. Sa se reprezinte grafic caracteristica u-i¢ pentru diferite combinatii de
elemente dipolare neliniare conectate in serie sau paralel (fig. 3.1.6).
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CIRCUITE LINIARE CU UN DIPOL NELINIAR

i[mA]
i 150+-- i i[mA]
D= 10 U DN 5
V 50 u
1 -05 uv] 81 -8 i uv]
””””” 5 05 1 [ 1
————————— 1-50
a b.
i[mA] | oo TmAL |
Ly el
81---- \u_/ v
| 2l
L7 e i \J 1 ‘ uv]
01 02 03 05 10
¢ d.
i[mA] imA]

u[Vv]

- '\-‘_20 50 150 : / 1
e. f
Fig. 3.1.2,
i i i i
0%0 0%‘0 0% %0 0% %0
a b. [ d.
Fig. 3.1.3.
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100
i '[ 100 o] |
N
w L~
u
a b.

Fig. 3.1.5.

Fig. 3.1.6.
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3.1.8. Sa se determine coordonatele punctului de operare [u,i] pentru ele-
mentul neliniar din circuitul reprezentat in figura 3.1.7. Se vor considera pe rand
elementele neliniare ale caror caracteristici sunt prezentate in figura 3.1.2. Ce
efect are asupra punctului de operare inversarea pozitiei elementului neliniar?
Este acest efect echivalent inversarii pozitiei generatorului?

Fig. 3.1.7.

3.1.9. Sa se determine portiunea din caracteristica neliniara pe care se afla
punctul de operare al elementului neliniar [u,i/, in cazul circuitelor reprezentate
in figura 3.1.8. Se vor considera, pe rand, elementele neliniare ale caror caracte-
ristici sunt prezentate in figura 3.1.2.

10V I I 2v |
300mA | [500Q 2V
209[] U U C) U U U
20Q 1v 50Q 60Q
a b. C.
Fig. 3.1.8.

3.1.10. Sa se determine numarul de solutii pe care le poate avea problema
determinarii punctului de operare in cazul circuitului reprezentat in figura 3.1.9.

H 3.1.11. Ce rezistenta trebuie conectata in paralel cu dioda tunel a carei
caracteristica este prezentata in figura 3.1.2.c, pentru ca elementul obtinut sa
poata fi utilizat ca stabilizator de curent?

3.1.12. S& se analizeze circuitele reprezentate in figura 3.1.10 si sa se deter-

mine punctele de operare pentru elementele neliniare. Vor fi considerate caracte-
risticile elementelor neliniare reprezentate in figura 3.1.2.
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@

10mA

T

Fig. 3.1.10.
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3.1.13. Aplicand metoda curbei de sarcina sa se determine valorile tensiunii
U si curentului I pentru circuitele din figura 3.1.11. Se vor considera caracteris-
ticile elementelor neliniare reprezentate in figura 3.1.2.

V] 2V

Fig. 3.1.11.

3.1.14. Sa se urmareasca traiectoria punctului de operare si sa se reprezinte
grafic variatia tensiunii u(¢) dacd tensiunea electromotoare variaza sinusoidal in

timp e(t) = 20sin(wt) (fig. 3.1.12).
2KQ 200Q

&(f) > u(t) e(t) > u(t)

O O

Fig. 3.1.12.
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3.2 Elemente cu caracteristici liniare pe por-
tiuni
BREVIAR

Metoda dreptei de sarcina si in general orice metoda grafica are dezavantajul
principal de imprecizie in ob{inerea solutiei, imprecizie conditionata de calitatea
reprezentarii grafice. Pentru a evita acest lucru, in analiza circuitelor neliniare
se prefera aproximarea caracteristicii neliniare printr-o caracteristica de tip linie
poligonala, alcatuitd din segmente de dreapta pe portiuni (fig. 3.7). Pe fiecare
portiune, caracteristica u-i fiind o dreapta, elementul neliniar poate fi echivalat
cu un generator real, valabil pe por{iunea respectiva.

i
(Uiy)
Lo
~Y,
w 9
-\,
a 73 7777777777 \,"\(U k1ol kr1)
E-. u
K7 pantaGE1/R,
i i
peseg-  Ex
u — u
mentul k Ry
Fig. 3.7.

Generatorul echivalent corespunzator segmentului de drepta ce are
extremitatile (uk, ix) si (Wkt1,2%41) are parametrii:

U4 — Uk
Ry = Ry = ————

; Er = Ryip — ug, (3.9)
L1 — Uk

in care Ry, este panta dreptei (rezistenta dinamica), iar Fj este intersectia dreptei
cu axa tensiunii.

Pentru analiza circuitelor ce contin elemente neliniare cu caracteristici lini-
are pe portiuni trebuie identificata, pentru fiecare element neliniar, portiunea in
care se afla punctul de operare gi apoi inlocuindu-se schema liniara echivalenta
pe portiunea respectiva se analizeaza circuitul obtinut cu una din metodele de
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analiza a circuitelor liniare. Pentru identificarea portiunii in care se afla punctul
de operare se pot utiliza metode grafice ca metoda dreptei sau curbei de sarcina.

O alta metoda de analiza a acestor circuite neliniare ce nu utilizeaza teh-
nici grafice este aceea in care se analizeaza toate circuitele liniare obtinute prin
combinarea schemelor echivalente pe portiunile liniare si eliminarea solutiilor ce
corespund punctelor de operare ce nu apartin segmentelor pe care sunt valabile
schemele utilizate.

Daca se analizeaza un circuit ce contine n elemente neliniare, fiecare element
k = 1...n avand caracteristica alcatuita din myj segmente de dreapta, atunci cu
aceasta metoda, in cazul cel mai defavorabil, trebuie analizate [];_; my circuite
liniare pentru a determina solutia.

Prin aproximarea liniara pe portiuni se obtin diferite modele liniarizate (de
semnal mare) ale elementelor neliniare. De exemplu, pentru diode semiconduc-
toare se pot utiliza modelele din figura 3.8.

i i
u
e
| (u<uy) (u<uy)
R Es Rqg
— s
u u
Uo
a b.
| |
=
(u<0) (i<0) (u<0) (i>0)
u u
=
c d.
Fig. 3.8.

In cazul elementelor tripolare schemele echivalente liniarizate vor contine
gi generatoare comandate. De exemplu, tranzistorul npn, un element tripolar
(cu cele trei terminale numite B - baza, E - emitor, C - colector), are caracteris-
ticile statice: X

Ue = ({BE(]B, Ucr); (3.10)
Io = 1c(I,Ucr),
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in care functiile neliniare de doua variabile UBE, I¢ sunt reprezentate grafic in
figura 3.9. S-a considerat ca marimile de comanda (de intrare) sunt: curentul de
baza g si tensiunea colector - emitor Ugg, iar marimile comandate (de iegire)
sunt: tensiunea baza - emitor Upgg si curentul de colector /. Deoarece terminalul
E este comun intrarii se spune ca aceasta alegere corespunde conexiunii cu emitor
comun, poarta de intrare (BE) fiind controlata in curent, iar cea de iegire (CE)
fiind controlata in tensiune. Daca se aproximeaza cele doua functii retinand
primii termeni din seria Taylor rezulta:

Upgp ~ Hy Ig + Hi2Ucr + Ugg,;

3.11
Ie ~ Hylp + HyUcp + Iow,, ( )

in care coeficientii H;; sunt parametrit hibrizi de semnal mare ai tranzistorului si
au urmatoarele semnificatii:

Hyy = Rp este rezistenta directa a jonctiunii baza-emitor;

Hi; = K este coeficientul invers de transfer al tensiunii;

Hy1 = [ este coeficientul de amplificare in curent;

Hy; = 1/R¢ este conductanta colector-emitor in regiunea activa
normala;

Ugg, este tensiunea de deschidere a jonctiunii baza-emitor;

Ic g, este curentul colector-emitor pentru un curent de baza nul.

Parametrii ce intervin in ecuatiile (3.11) variaza relativ putin daca tranzistorul

se afla In regiunea activd normald (R.A.N.). Daca tranzistorul functioneaza in
regiunea de saturatie (fig. 3.9.c), atunci ecuatiile pot fi aproximate prin:

U
I = Rif, (3.12)

iar daca functioneaza in regiunea de blocare: Ic =0, Ig = 0.

IB IC
saturat

| ,=4Al
RAN 3 =ani

|,=2Al

blocat blocat lg=Al
UCE
a b. c

Fig. 3.9.

Aprozimarea liniard pe portiuni a ecuatiilor tranzistorului este prezentata in

figura 3.10.
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. ;Lantaie ,,,,,,, Blg
panta Ra
UR
B
B Uge Uce
U u__+
BEp "BEj KgYce
a b.
Fig. 3.10.

Pentru jonctiunea baza-emitor caracteristica se aproximeaza cu doua seg-
mente de dreapta: baza blocata (/g = 0) si baza in conductie (/g > 0), iar carac-
teristica colector-emitor este aproximata prin trei segmente de dreapta: tranzis-
torul blocat (/g = 0), tranzistorul saturat (Ig > 0, Ic < Blp) si tranzistorul
in regiunea activa normala (/g > 0, I > 1g). Schemele echivalente de sem-
nal mare valabile pentru diferite regiuni, corespunzatoare acestor ecuatii sunt
prezentate in figura 3.12:

a) tranzistorul blocat (Up < 0);

b) tranzistorul blocat cu baza in conductie (Ucg < 0, Ig > 0);

I
c¢) tranzistorul saturat (Ucg >0, Ig > —C);

p

1
d) tranzistorul in regiunea activa normala (Ucg > 0,0 < Ig < —O)

p

B e

e=plg

BE

Fig. 3.11.
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c
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C C c
U U Ra
BE BE
] I 0 R 1 I 0 R [
B B U B
B o—— Yee 3 O — l CE g oo Yee
UBK] W/E Yse °
E b. c
a
c
'c ICEO

Fig. 3.12.

Daca se adopta urmatoarele aproximari: Rg =0, Kg =0, R, =0, B¢ = oo,
Icg, = 0, atunci se obtine modelul liniar pe portiuni simplificat al tranzistorului
prezentat in figura 3.11, cu schemele echivalente in cele patru regiuni prezentate

in figura 3.13.

C
q

°0

C C
Bl
o | P ‘ =
B o
BT l BT l B»@—I |
B
E : : E
b C. d

Fig. 3.13.
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PROBLEME

3.2.1. Sa se aproximeze caracteristicile elementelor neliniare din figura 3.1.2
cu segmente de dreapta pe portiuni si sa se determine schemele echivalente lini-
arizate pe fiecare portiune.

3.2.2. Sa se aproximeze caracteristicile elementelor neliniare analizate in
problema 3.1.6 cu segmente de dreapta pe portiuni si sa se determine schemele
echivalente liniarizate pe fiecare portiune.

3.2.3. Sa se determine punctul de operare cu ajutorul metodei schemelor
echivalente pe portiuni pentru circuitele analizate in problema 3.1.9.

3.2.4. Sa se aplice metoda combinatiei schemelor echivalente pe portiuni la
analiza cicuitelor din figura 3.1.10.

3.2.5. Sa se determine schemele echivalente pe portiuni la trioda ale carei
caracteristici sunt prezentate in figura 3.2.1.

Fig. 3.2.1.

3.2.6. Sa se determine schemele echivalente liniarizate pe portiuni pentru
pentoda ale carei caracteristici sunt prezentate in figura 3.2.2.

3.2.7. Sa se determine schemele echivalente liniarizate pe portiuni pentru
tranzistorul cu efect de camp TEC cu canal n ale carui caracteristici sunt pre-

zentate 1n figura 3.2.3.

3.2.8. Sa se determine schemele echivalente liniarizate pe portiuni pentru
tiristorul ale carui caracteristici sunt prezentate in figura 3.2.4.
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Fig. 3.2.3.

Fig. 3.2.4.
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3.2.9. Sa se determine grafic portiunea pe care se afla punctul de operare
al tranzistorului din figura 3.2.5 si sa se calculeze coordonatele acestui punct
cu ajutorul metodei schemelor echivalente liniarizate pe portiuni. Se vor folosi
schemele echivalente din figura 3.12 cu valorile Rp=1kQ, K = 107, 3 = 50,
Rco=50kQ), Ugg, = 0.6V, R, =5, Icp, = 0.

R,=5000Q

E =20V

Fig. 3.2.5.

3.2.10. Sa se determine pozitia punctului de functionare in conditiile in care
sursele Kp si/sau E¢ din problema 3.2.9. isi schimba polaritatea.

3.2.11. Sa se calculeze eroarea care se face asupra punctului static de functio-
nare daca se utilizeaza pentru tranzistor modelul din figura 3.13.

3.2.12. Sa se determine pozitia punctului static de functionare pentru tranzis-
toarele reprezentate in figura 3.2.6 despre care se gtie ca functioneaza in regiunea
activa normala. Se va folosi pentru tranzistor schema echivalenta prezentata in

figura 3.13.d cu B =50 si Usp, = 0.

3.2.13. Pentru circuitele analizate in problema 3.2.12. sa se determine sen-
zitivitatea curentului de colector I si a tensiunii de colector-emitor Ugp fata de
factorul de amplificare 8 al tranzistorului.

3.2.14. Sa se analizeze circuitele prezentate in figura 3.2.7 cu ajutorul meto-
dei combinatiilor schemelor echivalente liniarizate.

3.2.15. S& se determine in ce stare (blocat sau in conductie) se afla diodele ce
alcatuiesc circuitele din figura 3.2.8. Sa se determine valorile tensiunii u pentru
urmatoarele valori ale tensiunilor generatoarelor:

er |00 |11
e |0 1101

3.2.16. Stiind ca tranzistoarele ce alcatuiesc circuitele din figurile 3.2.10 si
3.2.9 functioneaza in regim de comutatie (sunt polarizate astfel incat sa aiba
punctele de operare in regiunea de blocaj sau in cea de saturatie) s& se determine
tensiunile notate cu wu gi sa se identifice tranzistoarele blocate sau in conductie.
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R,=
60KQ

1oV

10Q

1KQ

R3:
10K

®

E=20V

R,=
60KQ

Fig. 3.2.6.

10Q

Fig. 3.2.7.
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3.2. ELEMENTE CU CARACTERISTICI LINIARE PE PORTIUNI

!

@ il
) e, u="2

e=1V

/A
N\
N
A ——

c
5
P
A
/
/AR

b.

Fig. 3.2.8.

Se vor considera sursele avand doua valori e = 0 gi e = 5V

+E ¢ +°Ec
€ lu=?
L e ‘
a. * ]
- b
+Ec
+E
ol
€2 e, !
- © o
C. d.
Fig. 3.2.9.
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+Ec B

1KQ
10KQ

1KQ 1IKQ| [1KQ

oEC

)0
=y 9B

Fig. 3.2.10.
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3.3. METODA MICILOR VARIATII

3.3 Metoda micilor variatii

BREVIAR

O metoda eficienta de analiza a unui circuit neliniar in conditiile variatiei
parametrilor anumitor generatoare din circuit este metoda micilor variatii.
In aceastd metod se presupune ca sursele au variatii ale parametrilor suficient
de mici, astfel incat punctele de operare ale elementelor neliniare se pot deplasa
pe dreapta ce aproximeaza caracteristica neliniara, si nu pe caracteristica reala,
fara ca acest lucru sa introduca erori inacceptabile. In cazul elementelor cu
caracteristici liniare pe portiuni, daca variatia surselor nu scoate punctele de
operare din segmentul de dreapta pe care se afla, atunci metoda micilor variatii
este o metoda exacta.

E
b.
In+A Ty Al
| [ e - [fou [J~
E+AE AE
c d.

Fig. 3.14.

Fie un circuit neliniar (fig. 3.14.b) avand punctul de operare (Uy, [x) numit
in continuare punct static de functionare (P.S.F.). Tensiunile si curentii din
circuitul neliniar considerat satisfac ecuatiile lui Kirchhoff:

> In, =0, n=12..,(N-1)

ke(n)

> Un, =0, b=1,2,....,(L—N+1) (3.13)
ke(b]
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si ecuatiile de functionare ale laturilor:

Un — UNk (In,), pentru laturile neliniare;
MRy - In, — Ei, pentru laturile liniare.

Daca tensiunile electromotoare au o variatie AFE, atunci punctele de operare
se deplaseaza pe caracteristicile neliniare parasind punctele statice de functionare
(fig. 3.14.a), iar solutia noii probleme de analiza satisface ecuatiile lui Kirchhoff:

> (Un, +Aly,) =0, n=1,2..,(N-1),
> (Un, + AUp,) =0, b=1,2,....(L—N —1)
ke(b]

si ecuatiile de functionare ale laturilor:

Un, + AUy, = UNk([Nk + Aly,), pentru laturile neliniare;
Un, + AUy, = Ry, - (In, + Aln,) — Ex, — AEy, pentru laturile linjare.

Daca functiile caracteristice ale elementelor neliniare se aproximeaza:

. N U
UNk ZUNk([Nk)—I- W 'A[Nk, (315)

P.S.F.

prin neglijarea termenilor de ordin superior din dezvoltarea in serie Taylor in jurul
punctului static de functionare, atunci variatiile tensiunilor gi curentilor satisfac
ecuatiile:

Z A[Nk = 0;
k€(n)

Z AUNk = 0;
Rel (3.16)

RyAIn,, pentru laturile neliniare;

AUy, = { RyAly, — AEg, pentru laturile liniare.

Analizand ecuatiile (3.16) se constata ca ele pot fi asociate unui circuit, numit
circuit de mici variatii (fig. 3.14.d) ce se obtine pornind de la circuitul neliniar in
care se opereaza substitutiile prezentate in figura 3.15 in care Ry = dﬁ/dl este
rezistenta dinamica a elementului neliniar in punctul static de functionare.

Pentru analiza unui circuit electric neliniar cu metoda micilor variatii se par-
curg urmatoarele etape ale algoritmului metodei:

1. Se calculeaza rezistentele dinamice ale elementelor neliniare in punctele sta-
tice de functionare:
dU

Rd:ﬁ[:

(3.17)

Iy
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E+AE

= —@;M:%—%
c—@*:%—@—’

° ° o—|:|—o::>o—|:|—o

1
T

oo
Iy

Fig. 3.15.

2. Se construieste circuitul liniar de mici variatii inlocuind elementele nelini-
are cu rezistoare liniare avand rezistentele egale cu rezistentele dinamice,
pastrand toate sursele comandate, iar dintre generatoare se pastreaza numai
cele care variaza;

3. Se analizeaza circuitul de mici variatii determinandu-se curentii [,, = Aly si
tensiunile U,, = AUy prin una din metodele de analiza a circuitelor liniare;

4. Se calculeaza solutia circuitulut neliniar in urma variatiilor, adaugand la
punctele statice de functionare solutia obtinuta la punctul anterior:

[Nnou — [N + A[Na

Unnow = Un + AUy, (3.18)

In multe aplicatii practice sunt utile doar variatiile punctelor statice de func-
tionare astfel incat ultima etapa a algoritmului nu mai este necesara.

Schema echivalenta de mici variatii a tranzistorului npn functionand in
regiunea activa normala este prezentata in figura 3.16.b, iar in cazul modelului
simplificat schema este cea din figura 3.16.c.

Se constata ca tranzistorul, din punctul de vedere energetic, la mari variatii
este un element pasiv din punct de vedere energetic, dar la semnal mic el este
un element activ, fiind reprezentat de o sursa de curent comandata in curent cu
factorul de amplificare 3.
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PROBLEME

3.3.1. Sa se determine schemele echivalente de semnal mic pentru elementele
dipolare neliniare ale caror caracteristici sunt prezentate in figura 3.1.2. Se vor
considera diferite puncte statice de functionare.

3.3.2. Sa se determine schemele echivalente de semnal mic pentru elementele
tripolare neliniare studiate in problemele 3.2.5.-3.2.8, atunci cand generatoarele
ideale au o variatie a parametrilor de +1%.

3.3.3. Sa se determine noile puncte de operare ale elementelor neliniare ce au
fost analizate in problemele 3.1.9.-3.1.12, atunci cand generatoarele au o variatie
a parametrilor de +1%.

3.3.4. Sa se determine variatia tensiunii colector-emitor pentru tranzistorul
analizat in problema 3.2.9, atunci cand tensiunea electromotoare Ep variaza cu

ABg=0,1V.

3.3.5. Sa se studieze etajul amplificator cu un tranzistor prezentat in figura
3.3.1. Se vor calcula: rezistenta echivalenta de intrare, amplificarea si rezistenta
echivalenta de iegire pentru semnalele de mici variatii. Se vor utiliza atat schema
echivalenta a tranzistorului prezentata in figura 3.15.b cat si schema simplificata
din figura 3.15.c si se va estima eroarea de aproximare.

ag (]

3.3.6. Sa se studieze comportarea la mici variatii a etajului repetor cu
un tranzistor, prezentat in figura 3.3.2. Se vor calcula: amplificarea etajului,
rezistentele echivalente de iegire si de intrare. Se va adopta schema echivalenta
de semnal mic simplificata pentru tranzistor.

3.3.7. Sa se studieze comportarea la mici variatii a amplificatorului diferential
reprezentat in figura 3.3.3. Se vor calcula amplificarea etajului si rezistentele echi-
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valente de intrare si iegire.

= R
10KQ
s RS
Ris RgT2000 |
[ S ,
| : R =
4 E U u S
o, O R, l | . 'Lleooo
K| 3 ‘
R.= Fig. 3.3.4.
Ko (DE
Fig. 3.3.3.

3.3.8. Sa se calculeze variatia procentuala a tensiunii de iegire la stabiliza-
torul cu dioda Zener prezentat in figura 3.3.4, atunci cand tensiunea de intrare
are o variatie de 1%. Se va considera rezistenta dinamica a diodei pe zona Zener

Ry = 2Q.

3.3.9. Sa se studieze variatia procentuala a tensiunii de iegire la stabiliza-
torul de tensiune prezentat in figura 3.3.5, atunci cand tensiunea de intrare are
o variatie de 1%. Se va considera rezistenta dinamica a diodel pe zona Zener
Ry = 2Q iar factorul de amplificare in curent al tranzistorului 5 = 50.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

e®u L R

3.3.10. Aplicand tehnica schemelor echivalente liniarizate pe portiuni sa se
analizeze circuitul din figura 3.3.6. Pentru ce valori ale rezistentei R variatiile
tensiunii de intrare nu sunt transmise la iesire?
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3.3.11 Se considera un tranzistor conectat ca un cuadripol diport. Sa se de-
termine pentru cele trei conexiuni din figura 3.3.7 gi anume: (a) emitor comun,
(b) colector comun i (c¢) baza comuna care sunt matricile rezistenta, conductanta
si hibrida, pentru circuitul echivalent liniar de mici variatii. Sa se exprime ele-
mentele acestor matrici in functie de cei patru parametri utilizati in figura 3.16.b.

20¢ ------

50/

o
ol )
ol

u
Fig. 3.3.6
Q- e cieo i E
Bi,: gs 1 Bi, | ° 7 ‘ °
° ‘uce ! b Uge | :
e JE el | E 1 o[c umc @ JJUBbe
E ] C ! B -
a b. C
Fig. 3.3.7
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3.4 Metode iterative pentru analiza circuitelor
rezistive neliniare

BREVIAR

Problema analizei circuitelor electrice rezistive neliniare presupune
rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice neliniare alcatuit din ecuatiile lui Kir-

chhof:

alg

> I =0, n=12.,(N-1)
k€(n)
(3.19)
alg
> U, =0, b=1,2,...,(L—N+1);
keb]
si din ecuatiile de functionare ale laturilor:
Ue=U(L), k=1,2,.., L (3.20)
daca elementele sunt controlate in curent, sau
L=1(U,), k=1,2,.,L, (3.21)

daca elementele sunt controlate in tensiune. Sistemul (3.19)-(3.21) alcatuit din
L. ecuatii algebrice liniare si L. ecuatii neliniare cu necunoscute curentii din laturi
;. si tensiunile la bornele laturilor Uy, unde k=1,2.....L.

Scris sub forma compacta sistemul devine:

G(a) =0, (3.22)

incarex = [I1, Iy, ..., Iz, Uy, U, ..., Ur]T i G este o aplicatie de la IR*! 1a IR?E. Cea
mai larg utilizata tehnica de solutionare a ecuatiei (3.22) este metoda iterativa
bazata pe constructia unui sir xy,x,,...,2,,... convergent catre limita =* care
satisface ecuatia (3.22). Daca norma erorii ||z — «*|| este suficient de mica,
atunci termenul x din gir este o aproximatie satisfacatoare a solutiei. O metoda
de construire a girului iterativ este algoritmul numit de punect fiz, in care ecuatia
(3.22) se aduce sub forma echivalenta:

v = Fo),
urmand ca pornind de la o initializare arbitrara sa se genereze girul iterativ:
Tpp1 = Fag). (3.23)
Daca matricea jacobian a aplicatiei F satisface inegalitatea:

IF < 1, (3.24)
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se poate arata ca girul generat de (3.23) converge catre solutia @* a ecuatiei (3.4),
solutie numita punctul fix al aplicatiei F. Pentru a aduce ecuatia (3.22) la forma
(3.4) se poate utiliza relatia:

r=x— K(z)G(2), (3.25)

in care K(x) este o matrice nesingulara astfel incat sa fie satisfacutd conditia
(3.24). O alegere avantajoasa este data de metoda Newton-Raphson, in care
K(x) este inversa matricii jacobian a aplicatiei G:

Lh41 = T — [G/(l’k)]_l . G(l‘k) (326)

Pentru a reduce efortul de calcul, metoda Newton-Kantorovici utilizeaza
pentru K(x) inversa matricii jacobian a aplicatiei G calculata in punctul = = ay,
corespunzator initializarii:

Tpyr = 2 — [G'(21)]7! - G(ag). (3.27)

Daca se estimeaza matricea jacobian pentru un punct g, altul decat un ter-
men al sirului, atunci se obtine metoda iteratiel simple in care:

Trp1 = v — [G(20)] 7" - Gzp). (3.28)

Analizand relatia (3.26) rezultd ca la fiecare iteratie trebuie rezolvat un sistem
liniar de ecuatii de forma:

G/(l'k) . Al‘k = —G(l‘k), (329)
urmand ca:
Th41 = Tk + Al‘k (330)

Aplicand metoda Newton-Raphson pentru rezolvarea sistemului de ecuatii
(3.19)-(3.20) si notand:

alg

gi= > Iy, pentru n=1,..., (N —1);
k€(n)
al

gi = f Uy, pentru b= N, ..., L: (3.31)
ke(b]

girr = U; — U(L’), pentru 1 =1,.... L

rezulta ca la fiecare iteratie trebuie rezolvat sistemul de ecuatii liniare (3.32) in
care A gi B sunt matricile de incidenta a laturilor la noduri, respectiv la buclele
fundamentale, iar R este rezistenta dinamica a elementului neliniar din latura
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k evaluata in punctul de operare stabilit la iteratia anterioara. Termenii liberi ai
sistemului au valori date de relatiile (3.31), dar cu semn schimbat.

_ A Coo |
- - g1
: Al 92
0 : B Al :
: : gr
— Ry, 0 100 || Al ==y, (3.32)
' 0.1..0 Ayl :
L AUy, |
| 920 |
[ 0 —Rq, ¢ 0.0..1 |

Vom presupune ca initializarea satisface ecuatiile lui Kirchhoff (3.19-3.20),
fapt evident daca se alege de exemplu z; = 0. In aceste conditii la orice iteratie
solutia obtinuta satisface ecuatiile lui Kirchhoff, dar nu si ecuatiile constitutive
ale elementelor neliniare. Daca circuitul analizat cu metoda Newton-Raphson
este un circuit liniar, atunci prima iteratie coincide cu solutia exacta a circuitu-
lui. Relatiile (3.32) reprezinta ecuatiile unui circuit liniar asociat fiecarei iteratii.
Acest circuit se obtine inlocuind elementele neliniare (fig. 3.17.a) cu circuitul din
figura 3.17.b, in cazul elementelor controlate de curent gi cu circuitul din figura
3.17.c, in cazul elementelor controlate de tensiune.

N
E=Uk- U(Ik)

Fig. 3.17.

In figura 3.17 s-au notat cu Uy i [} tensiunea si curentul elementului neli-
niar obtinute la iteratia anterioara, R, reprezinta rezistenta dinamica si Gy este
conductanta dinamica a elementului neliniar, calculate in punctele [, respectiv
Uki

dl
dU

dU
Ri= — . (3.33)

? b
I=1I; U=Uy
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lar parametrii generatoarelor sunt:

~

E = Uk — U([k),

J =1 — I(U}). (3:34)

Parametrii £ si J dati de (3.34) pun in evidenta abaterea punctului de operare
Py determinat la iteratia anterioara, fata de curba caracteristica a elementului

(fig. 3.18).

1P S L
A ﬁ\] A 1R,
(U4

Fig. 3.18.

In urma analizei circuitului liniarizat asociat se determina corectiile (variatiile)
curentilor Al si tensiunilor AU la bornele laturilor, urméand ca aproximarea
solutiei la iteratia k + 1 sa fie:

Upy1 = Up + AU,

Tor = I + AL (3:35)

Daca ||AU|| si ||AZ]] nu sunt suficient de mici, atunci se reia procedura ite-
rativa urmand ca punctul de operare Pyyq(Ugi1,/r41) sd fie situat pe tangenta la
curba de functionare (fig. 3.18).

Din relatia (3.27) rezulta ca metoda Newton-Kantorovici presupune la fiecare
iteratie analiza unui circuit liniar asociat circuitului neliniar construit ca in me-
toda Newton-Raphson (fig. 3.17), cu deosebirea ca rezistentele si conductantele
circuitului asociat sunt calculate in punctele de operare initiale:

i
- dU

dU

Rd:ﬁ

(3.36)

y d .
=5 U=U;

In cazul metodei iteratiei simple, circuitul liniar asociat fiecarei iteratii are
rezistentele si conductantele alese apriori (ele sunt numite rezistente sau conduc-
tante de calcul). Pentru a obtine o convergentd cat mai rapida este preferabil
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ca ele sa aiba valorile cat mai aproape de rezistentele, respectiv conductantele
dinamice corespunzatoare solutiei exacte.

In general, metoda Newton-Raphson este mai rapid convergenta decat cele-
lalte doua metode, dar necesita un efort de calcul mai mare datorita evaluarii
rezistentelor dinamice la fiecare iteratie. Metoda Newton-Kantorovici gi me-
toda iteratiei simple au avantajul ca partea rezistiva a circuitului asociat ramane
aceeasi la toate iteratiile, deci este necesara inversarea matricei sistemului (3.32)
o singura data. Metoda Newton-Kantorovici aplicata la un circuit liniar permite
obtinerea solutiei exacte dupa o singura iteratie, lucru ce nu se intampla in cazul
iteratiei simple. Cu toate acestea, metoda iteratiei simple poate avea un dome-
niu mai larg de convergenta in conditiile alegerii avantajoase a rezistentelor si
conductantelor de calcul.

Circuitele liniarizate asociate fiecarei iteratii, prezentate in figura 3.17, sunt
circuite de variatii. Daca se utilizeaza circuite liniare asociate, din analiza carora
sa rezulte curentii si tensiunile la iteratia curenta:

~

AU = Ry Al — F = Uk_|_1 =R, [k-l-l — [Rd < — U([k)], (337)

atunci acestea vor avea laturile de tipul celor prezentate in figura 3.19.

Ex It

U
k+1
k+1l Ju

Fig. 3.19.

In cazul metodei Newton-Raphson, conform relatiei (3.37) rezulta ca Ry este
rezistenta dinamica asociata curentului [, iar F = Ry- [, — U([k), caracteristica
fiind aproximata in iteratia urmatoare prin dreapta Ay (fig. 3.20).

Daca se utilizeaza pentru aproximarea caracteristicii neliniare dreapta Ag (fig.
3.20), atunci metoda astfel generata se va numi metoda rezistentei statice.

Daca se aproximeaza caracteristica neliniara, in iteratia urmatoare, cu o
dreapta ce trece prin punctul de operare P, dar are o alta panta decat derivata
caracteristicii in punctul respectiv (dreapta Ag), atunci metoda astfel generata
se numeste metoda iteratiei surselor.

Tehnica de aproximare a caracteristicii neliniare printr-o dreapta ce trece prin
origine si prin punctul de operare determinat la iteratia anterioara genereaza

metoda iteratiel rezistentei statice.
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U

pantaR ¢

AN
panta Rg

AR AS
pantaR g

Fig. 3.20.

Daca un element neliniar are caracteristica monotona, atunci el poate fi co-
mandat fie de tensiune fie de curent. Din punctul de vedere al iteratiilor, cele
doua posibilitati nu sunt echivalente. Este posibil ca procesul sa fie convergent
intr-un caz si divergent in celdlalt. Din acest motiv, in rezolvarea iterativa a cir-
cuitelor neliniare trebuie data atentie modului in care sunt comandate elementele
neliniare. De exemplu, in cazul metodei rezistentei statice daca rezistenta statica
cregte o datd cu curentul (Ry > R;), atunci este preferabila utilizarea controlului
in curent, iar daca rezistenta statica scade cu curentul (Ry < R;) este preferabila
utilizarea controlului in tensiune. In cazul metodei iteratiei surselor, pentru asi-
gurarea convergentei trebuie aleasa rezistenta de calcul R. in intervalul cuprins
intre valoarea minima gi maxima a rezistentei dinamice (de preferinta in centrul
intervalului), in cazul controlului in curent, iar in cazul controlului in tensiune
conductanta de calcul se alege intre valoarea minima i maxima a conductantei
dinamice.

In general, metoda rezistentei dinamice este mai rapid convergenta, dar cere
un efort mai mare de calcul la fiecare iteratie si are domeniul de convergenta mai
restrans, in sensul ca initializarea trebuie sa fie suficient de aproape de solutie
pentru ca procedeul sa fie convergent. Metoda iteratiei surselor este mai lent
convergenta, dar are un domeniu de convergenta ce poate fi marit prin alegerea
convenabila a rezistentei de calcul.

In cazul elementelor neliniare ce au caracteristica liniarizata pe portiuni se
poate utiliza un algoritm de cautare a intervalelor in care se afla punctele de
operare ale elementelor neliniare. Algoritmul Katzenelson, prezentat in con-
tinuare, este garantat convergent intr-un numar finit de pagi, minimizand intr-un
anumit sens drumul pe care se cauta solutia. Pentru aplicarea acestei metode
se considera o initializare a solutiei intr-o combinatie de intervale si se substituie
elementele neliniare cu schemele lor echivalente liniarizate. Daca solutia circu-
itului liniar corespunde unor puncte de operare ale elementelor neliniare ce se
afla in combinatia de intervale considerate, atunci aceasta este gi solutia circu-
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itului neliniar, iar daca punctele de operare calculate se afla in alte intervale,
atunci se modifica, dintre toate schemele echivalente liniarizate, o schema cores-
punzatoare unui singur element neliniar. Identificarea elementului neliniar a carei
portiune de functionare urmeaza sa se modifice se face analizand solutia aproxi-
mativa obtinuta, urmand sa-si modifice portiunea de functionare elementul cel
mai solicitat in acest sens. La fiecare iteratie, doar un singur element neliniar 1si
modifica schema echivalenta trecand intr-o portiune de functionare noua, ce este
obligatoriu vecina cu cea veche. In acest fel modificirile sunt ficute din aproape
in aproape fara sa aiba loc salturi pe caracteristicile neliniare, pana se identifica
intervalul in care se afla punctul de operare.

A U
| E
E
N
u [ fum
R 4 ER
B [ [
a b, 1 312
U U
E
E
(R P ER o I3 h
C d.
u
E
Y
: ER |
e. -
I2 IS Il
Fig. 3.21.

In figura 3.21 sunt prezentate grafic iteratiile ce se fac la analiza circuitului
din figura 3.21.a prin urmatoarele metode: (b) metoda rezistentei dinamice; (c)
metoda iteratiei surselor; (d) metoda rezistentei statice gi (e) metoda Katzenel-
son.
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PROBLEME

3.4.1. Sa se prezinte grafic analiza iterativa a circuitului neliniar din figura
3.21.a cu metodele Newton-Raphson, Newton-Kantorovici si metoda iteratiei sim-
ple.

3.4.2. Sa se prezinte grafic analiza iterativa a circuitului neliniar din figura
3.21.a cu diferite metode presupunand elementul neliniar controlat in curent.

3.4.3. Sa se analizeze grafic convergenta metodei rezistentei dinamice pentru
circuitul din figura 3.21.a cu caracteristica elementului neliniar prezentata in fi-
gura 3.4.1. Analiza va fi efectuata pentru diferite initializari.

ER ER
Fig. 3.4.1.

3.4.4. Sa se analizeze grafic convergenta metodei iterafiei surselor pentru
circuitul din figura 3.21.a. Analiza va fi efectuata pentru diferite rezistente de
calcul considerand caracteristicile elementului neliniar cele din figura 3.4.1.

3.4.5. Ecuatia circuitului din figura 3.4.2 (7([) + R- I = E pusa sub forma:

_BE-U(I)
e

genereaza o procedura iterativa de punct fix.
Utilizand criteriul de convergenta (3.24) sa se stabileasca conditiile pe care

I

trebuie sa le indeplineasca functia caracteristica U(/) a elementului neliniar pen-
tru ca iteratiile sa fie convergente.

3.4.6. Ecuatia de functionare a circuitului din figura 3.4.3 poate fi pusa sub
urmatoarea forma a unei ecuatii cu punct fix: U = K — R- j(U) Sa se determine
conditia ce trebuie indeplinita de functia caracteristica f(U) pentru ca procedura
de punct fix sa fie convergenta.

150
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Fig. 3.4.3.

3.4.7. Tinand cont de rezultatele problemelor anterioare sa se specifice pro-
cedura de punct fix ce trebuie aplicata la analiza circuitelor din figura 3.4.4.b si
3.4.4.c. Poate fi analizat circuitul din figura 3.4.4.d cu o procedura simpla de
punct fix ?

U
N
U) ié%;l
|
~—R4=1KQ E E E
| - - _
N 100 10KQ 500KQ
R¢=100Q
a b. C. d.

Fig. 3.4.4.

3.4.8. Ce valoare poate avea constanta K astfel incat procedura iterativa de
punct fix generata de ecuatia:

1:1+Kw@:EQD

Y

scrisa pentru circuitul din figura 3.4.3, sa fie garantat convergenta? Ce semni-
fica’tie fizica poate avea constanta K 7

3.4.9. Conform teoremei Picard-Banach o ecuatie x = F(z) la care | F' |<
A < 1 genereazd un gir al aproximatiilor succesive xp41 = F(xy) ce tinde catre
punctul fix * = F(2*), iar un termen al girului satisface inegalitatea:

n
*
r, —a |<
| N
Sa se estimeze eroarea ce a fost facuta la rezolvarea problemei 3.4.8. in zece
iteratii. Cate iteratii trebuiesc facute ca erorea relativa sa fie sub 0,1%7

|$1—$0|.
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3.4.10. Sa se determine valoarea constantei K din problema 3.4.8., pentru ca
procedura iterativa sa fie cat mai rapid convergenta.

3.4.11. Aplicand criteriul de convergenta (3.24) sa se analizeze convergenta
metodei Newton-Kantorovici pentru circuitele din figura (3.4.3). S& se determine
domeniul in care poate fi aleasa initializarea pentru ca procesul sa fie convergent.
Sa se estimeze eroarea de aproximare dupa un numar dat de iteratii.

3.4.12. Aplicand criteriul de convergenta (3.24) sa se determine conditia
pe care trebuie s& o indeplineasca derivata a doua U”(I) pentru ca procedeul
Newton-Raphson aplicat la rezolvarea problemei 3.4.6. sa fie convergent.

3.4.13. Aplicand criteriul de convergenta (3.24) sa se analizeze convergenta
metodei iteratiei simple pentru rezolvarea problemei din figura 3.4.3. Ce valoare
trebuie sa aiba rezistenta de calcul R, pentru ca procedura sa fie convergenta?

3.4.14. S& se rezolve problemele 3.4.11-3.4.13 presupunand elementul neli-
niar controlat in tensiune. Sa se compare rezultatele obtinute.

3.4.15. Sa se scrie ecuatiile corespunzatoare metodei rezistentei dinamice
si iteratiei surselor pentru circuitele din figura 3.4.3. S& se compare rezultatele
obtinute cu ecuatiile utilizate in rezolvarea problemelor 3.4.11 g1 3.4.12.

3.4.16. Sa se stabileasca forma matriceala a ecuatiilor ce trebuie rezolvate
la fiecare iteratie in metoda Newton-Raphson daca din relatiile (3.19)-(3.21) se
elimind o parte din necunoscute. Exemplificare pentru metodele Kirchhoff refe-
ritoare la curenti sau la tensiuni, sau pentru cazul in care raman ca necunoscute
principale curentii din coardele unui coarbore sau potentialele nodurilor.

3.4.17. Sa se scrie forma matriceala a ecuatiilor circuitului liniarizat asociat
iteratiilor in metoda rezistentei dinamice. Ecuatiile vor fi scrise pentru metodele
Kirchhoff, curentilor ciclici si potentialelor nodurilor.

3.4.18. 5a se determine circuitele echivalente liniarizate corespunzatoare
iteratiilor metodelor Newton-Raphson si rezistentelor dinamice pentru circuitele

neliniare din figura 3.4.5.

3.4.19. Sa se analizeze circuitele asociate iteratiilor din problema 3.4.18. Sa
se compare expresiile relatiilor de iteratie pentru cele doua metode.

3.4.20. Sa se reprezinte gi analizeze circuitele liniare asociate diferitelor me-
tode iterative aplicate circuitelor din figura 3.4.6.
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3.4.21. Sa se calculeze numeric primele doua iteratii ale diferitelor metode
pentru circuitele neliniare din figura 3.4.7.

3.4.22. Sa se rezolve problema 3.4.21. considerand elementul neliniar con-
trolat in tensiune.

3.4.23. Sa se analizeze circuitele neliniare din figura 3.4.7 cu ajutorul metodei
Katzenelson.

M o
\_/ Q‘ S
U oo )

ov

20Q

Fig. 3.4.7.
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3.5 Teoremele circuitelor rezistive neliniare

BREVIAR

In continuare sunt prezentate conceptele fundamentale ce intervin in analiza
circuitelor rezistive neliniare.

Punctul de operare al unui element dipolar rezistiv reprezinta punctul P
din planul U-I, avand drept coordonate tensiunea la bornele elementului U si
curentul I prin element, stabilite atunci cand elementul este introdus intr-un
anumit circuit. Punctul de operare al unui circuit electric neliniar este un punct
in spatiul IR*, avind coordonatele tensiunile gi curentii din laturile circuitului.
Punctul de operare al unui circuit cu surse invariante in timp reprezinta solutia
problemei de analiza a circuitului respectiv. Dupa cum se vede din figura 3.22,
in functie de parametrii circuitului (E,R) un circuit (a) poate: (b) s& nu aiba
solutie; (c) poate s& aibd solutie unica, (d) sa aiba un numar finit de solutii sau
(e) sa aiba un numar infinit de solutii.

U, a U na
| u() £ u(l)
E P.O.
A
U U
R E/R
—
E/R
a b. C
u 2 u A
é u() U
1
PO1
E
PO2 = P.O.
PO3
E/R | E/R |
d. e
Fig. 3.22.

Caracteristica de intrare a unei porti a unui circuit neliniar reprezinta
relatia intre curentul si tensiunea portii. Dupa felul in care este excitata poarta,
exista doud feluri de caracteristici de intrare, cu comanda in tensiune (fig. 3.23.a)
sau cu comanda in curent (fig. 3.23.b).

Caracteristica de transfer a unui circuit neliniar, fata de doua porti ale
unui circuit este relatia dintre o marime a portii de intrare si una a portii de
iegire. Se pot defini patru feluri de caracteristici de transfer (fig. 3.24).
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I U
|
PIv L J@ " /\/
] E J
/ /
a b
Fig. 3.23.
i =0 I2=
Xzel | = X:jl | = X=el |
N y=u, N y=u, N
a b. [
y
o] LS
N y=i,
X
d. J‘ e
Fig. 3.24.

Se constata ca aceste caracteristici de transfer nu sunt in mod necesar functii

(fig. 3.24.¢).

Caracteristica de transfer a puterii reprezinta relatia dintre puterea p
disipata de un element dipolar din circuit si o marime de excitafie a unei porti
prin care se alimenteaza circuitul (fig. 3.25.c).

Din considerente fizice, orice element de circuit are o limita a puterii pe care o
poate disipa. Puterea maxima P,,,, = U - [ defineste in planul caracteristicii unui
element doua hiperbole limita (fig. 3.25.b), pe care punctul de operare trebuie
sa nu le depageasca. Caracteristica de transfer a puterii permite identificarea
zonelor admisibile pentru marimea de excitatie. Caracteristica de transfer a pu-
terii se obtine prin multiplicarea caracteristicilor de transfer ale tensiunii u(e) si
curentului i(e). Relatiile fundamentale ale circuitelor neliniare, ca de altfel ale
intregii teorii a circuitelor, sunt teoremele lui Kirchhoff sub forma generala:

alg.
> =0, s=1,2,..., (N —1); (3.38)

keq{s}
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A
%/////P/?//////
Fig. 3.25.
azlgjukzo, b=1,2,...(L— N +1); (3.39)

Relatia (3.38) este valabila pentru orice sectiune {s} din circuit iar relatia
(3.39) este valabila pentru orice bucla [b] din circuit.

Problema fundamentala a analizei circuitelor neliniare consta in determi-
narea tuturor curentilor gi tensiunilor din laturile unui circuit atunci cand se
cunosc parametrii elementelor gi topologia circuitului. Pentru rezolvarea proble-
mei fundamentale, se utilizeaza ecuatiile (3.38) gi (3.39) care alcatuiesc un set
de ecuaftii liniare si independente, daca sunt aplicate pe un sistem de sectiuni si
bucle independente. Aceste relatii nu sunt suficiente pentru rezolvarea problemei,
astfel incat se adauga ecuatiile neliniare ce dau relatiile intre tensiunile gi curentii
din laturile circuitului:

~

U = Rklk — €k, U = U(Zk) sSau Zk = f(uk), k = 1,2, ,L (340)

Deoarece sistemul (3.40) este un sistem neliniar rezulta ca solutia sa nu
poate depinde liniar de datele problemei si in consecinta teoremele liniaritatii,
superpozitiei gi reciprocitatii nu sunt valabile pentru circuitele neliniare. Aceste
teoreme se pot aplica, cel mult, pentru circuitele liniare de mici variatii. Din
teoremele lui Kirchhoff sub forma generala rezulta ca o consecinta teorema lui
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Tellegen (1.5), care este aplicabild gi circuitelor neliniare. Particularizand teo-
rema lui Tellegen rezulta teorema bilantului puterilor intr-un circuit neliniar
izolat:

L
> ugiy = 0. (3.41)
k=1

In cazul unei retele neizolate se poate demonstra ca aceasta, privita ca un
multipol, absoarbe pe la cele n borne o putere:

P = Z ikvk, (342)
k=1

in care v sunt potentialele bornelor, iar 7, sunt curentii ce intra in borne.

Datorita numarului mare de ecuatii gi necunoscute, sistemul (3.38-3.39) nu
este avantajos in analiza circuitelor. Din acest motiv se prefera eliminarea unora
dintre necunoscute. Sistemele obtinute in urma eliminarii (efectuata de regula in
partea liniara a sistemului), sunt date de urmatoarele teoreme ce stau, fiecare, la
baza unei metode de analiza a circuitulor neliniare.

Teoremele lui Kirchhoff referitoare la curenti pot fi aplicate la analiza
circuitelor cu elemente neliniare controlate in curent si se obtin din (3.38) prin
eliminarea tensiunilor uy, obtinandu-se:

> =0, n=12.,(N-1)

k€(n)

_ (3.43)
Z Uk(lk)—l- Z Rklk: Z €k, 62172,,(L—N—I-1)
ke[b] ke[b] ke[b]

Teoremele lui Kirchhoff referitoare la tensiuni pot fi aplicate la analiza
circuitelor cu elemente neliniare controlate in tensiune si se obtin din (3.38) prin
eliminarea curentilor 7;:

S L)+ Y Greup+ S jr=0,  n=1,2..(N-1)
k€(n) k€(n) ke(n)
(3.44)

S up =0, b=1,2,....,(L — N +1).
ke(b]

Daca un circuit neliniar contine atat elemente comandate in curent cat si
elemente comandate in tensiune poate fi utilizata in analiza o metoda hibrida
a teoremelor lui Kirchhoff, in care necunoscutele sunt tensiunile dintr-un arbore
si curentii din coarbore. Pentru aplicarea acestei metode este necesar ca sa existe
un arbore care sa contina toate elementele controlate in tensiune, urmand ca
toate elementele controlate in curent sa se afle in coarbore.

Teorema curentilor de coarde (curentilor ciclici in circuite neliniare) poate
fi aplicata circuitelor ce contin doar elemente controlate in curent si se obtine din
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relatiile (3.43) prin eliminarea curentilor de ramuri:

L
U (Y i;)+ZRj[; = e, b=1,2,....(L—N+1), (3.45)
JE[D] JE(k) J=1 JE[D]

urmand ca necunoscutele principale s& fie curentii 44,0 = 1,2, ...,(L — N + 1) din
coarde (curentii dintr-un sistem de bucle fundamentale, numiti si curenti ciclici).
Teorema potentialelor nodurilor poate fi aplicata circuitelor ce contin doar
elemente controlate in tensiune gi se obtine din relatiile (3.44) prin exprimarea
tensiunilor uy ca diferente dintre potentialele v;; si vy ale capetelor laturilor:

L
Z ]k-(vik—vfk)—l—Zanvj == Z .]]/g, n = 1,2,...,(N—1), (346)
ke(n) k€(n)

i=1

necunoscutele principale ale acestei metode fiind potentialele vy, k=1,2,...,(N-1)
nodurilor circuitului. O teorema de unicitate pentru solutiile unui circuit neli-
niar afirma ca daca un circuit neliniar rezistiv este alcatuit din elemente dipolare
avand caracteristici strict monotone care satisfac proprietatea:

dim U(i) = too,

1—too
surse independente de curent ce nu formeaza sectiuni si surse independente de
tensiune ce nu formeaza bucle (deci circuitul nu are generatoare in exces), atunci:

a) circuitul neliniar are solutie unica;

b) caracteristicile de intrare sunt functii strict monotone fata de orice poarta
a circuitului;

c) caracteristicile de transfer uy — us i 7; — i3 au pantd subunitara.

Teorema de unicitate pentru circuitele neliniare monotone delimiteaza o clasa
de circuite ce au puncte de operare unice, punand in evidenta anumite proprietati
de monotonie ale caracteristicelor, utile in aplicatii.

Teorema de invarianta afirma ca circuitele alcatuite din elemente cu ca-
racteristici u — ¢ invariabile in timp au caracteristicile de intrare si transfer, fata
de orice poarta, invariante in timp. Teorema de invarianta permite reducerea
analizei circuitelor dinamice, invariabile, rezistive ce sunt excitate de surse vari-
abile in timp, la problema determinarii caracteristicilor de intrare si de transfer.
De exemplu, fie un circuit la care caracteristica de transfer u; — i3 este o functie
i2 = T'(uy), daca la poarta 1 se conecteaza un generator ideal de tensiune elec-
tromotoare e(t), atunci curentul din poarta 2 este iy = T'(e(?)).

Teorema pasivitatii afirma ca subretelele neliniare alcatuite din elemente
pasive transfera pe la borne o putere totala (3.42) nenegativa.

158



3.5. TEOREMELE CIRCUITELOR REZISTIVE NELINIARE

Un rezistor nelintar este pasiv atunci cand caracteristica sa u — 1, cu sensurile
asociate dupa regula de la receptoare este cuprinsa in cadranele 1 si 3 ale planului
(u,7), urmand ca intersectia cu axele s& se faca in origine. Elementele de circuit
care nu sunt pasive se numesc active. Un element de circuit rezistiv pasiv nu poate
transfera putere spre circuit. Exista elemente neliniare pasive care totusi la mici
variatii sunt active, aceasta proprietate avand aplicatii importante in practica
(dioda tunel, tranzistorul, trioda, etc.). Doua circuite neliniare organizate ca
multipli se definesc a fi echivalente daca ele stabilesc aceleasi relatii intre curentii
si potentialele bornelor terminale.

Teorema de echivalenta afirma ca daca doua circuite Ny si Ny sunt echi-
valente, atunci prin inlocuirea subretelelor Ny prin N, intr-o retea nu se modifica
tensiunile gi curentii din interiorul retelei complementare N (fig. 3.26).

NN N[N,
a b.
Fig. 3.26.

Aplicarea teoremei de echivalenta permite simplificarea analizel unui circuit
neliniar prin efectuarea unor transfigurari convenabile. Pentru efectuarea trans-
figurarilor sunt utile urmatoarele observatii referitoare la echivalenta circuitelor.
Un circuit neliniar rezistiv, stationar, N este echivalent, fata de o poarta, cu un
element rezistiv dipolar (eventual activ) avand caracteristica u — ¢ identica cu
caracteristica de intrare a circuitului NV (fig. 3.27.a, b).

[ A
A A A A
AOJ— UT
N
UuflN]|<= U< U < U
B o— 5 Flpp
=U B *
a B
U A U U G
UAB A N
|ABSC ° U UT
/| | | |
b C. d.
Fig. 3.27.
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Teorema lui Thévenin pentru circuite neliniare afirma ca, fata de orice
poarta, un circuit rezistiv este echivalent cu un element dipolar rezistiv pasiv
inseriat cu un generator ideal de tensiune electromotoare Uapo (fig. 3.27.c).

Teorema lui Norton pentru circuite neliniare afirma ca, fata de orice poarta,
un circuit rezistiv este echivalent cu un rezistor pasiv conectat in paralel cu un
generator ideal de curent electromotor [4p,. (fig. 3.27.d).

Teoremele de echivalenta ale generatoarelor ideale. Sunt evidente de-
oarece echivalentele prezentate in figura 3.28, cu conditia ca N sa fie compatibil
cu generatorul ideal de curent (sa existe cel putin un punct de operare pe ca-
racteristica lui Ny care s& corespunda tensiunii €), iar Ny sa fie compatibil cu
generatorul ideal de tensiune.

iiiiiii

| N — A | — A —|—:—°A —— A
Wi - <= Q) M| <= D
a b.
Fig. 3.28.

Teoremele lui Vaschy afirma echivalentele prezentate in figura 3.29, res-
pectiv faptul ca o stea de generatoare ideale identice gi conectate identic fata
de nodul central este echivalenta cu o stea de conductoare perfecte, iar o bucla
de generatoare ideale de curent orientate similar este echivalenta cu o bucla de
izolatoare perfecte.

)
\/

I\
N\

Fig. 3.29.

Teoremele de substitutie afirma ca daca un element neliniar dintr-un cir-
cuit are punctul de operare Py(uo, %), atunci prin substitutia lui cu: un generator
ideal de tensiune electromotoare e = u,; un generator ideal de curent electromo-
tor j = ig sau un rezistor liniar de rezistenta R = ug/ip, multimea punctelor de
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operare ale noului circuit va contine i punctul de operare al circuitului initial

(fig. 3.30).

Fig. 3.30.

Ca o consecintda a teoremei substitutiei rezulta ca ecuatiile curentilor ciclici
(2.55) si ecuatiile potentialelor nodurilor (2.59) sunt valabile gi in cazul circui-
telor neliniare, cu conditia ca rezistentele si conductantele ce intervin in aceste
ecuatii sa fie rezistentele gi conductantele statice in punctul de operare. Deoa-
rece rezistentele i conductantele statice depind de punctele de operare, ecuatiile
(2.55) ¢i (2.59) 1si pierd caracterul liniar. O alta consecintd a teoremei substitutiei
este teorema transferului maxim de putere pentru elemente neliniare, care
afirma ca o retea dipolara liniara si activa transfera putere maxima unui element
dipolar neliniar, daca in punctul de operare elementul neliniar are rezistenta sta-
tica Ry egald cu rezistenta echivalenta a retelei pasivizate R, = Rapo (fig. 3.31).

R.L.A.

Fig. 3.31.

Teoremele de simetrie permit micgorarea efortului de calcul in analiza
circuitelor electrice neliniare ce prezinta simetrii. Fie doua circuite identice N’
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si N” conectate ca in figura 3.32.a. Teorema de simetrie afirma ca intensitatile
curentilor prin conductoarele directe 71,7 sunt nule, iar tensiunile intre firele
incrucisate sunt nule. In consecinta, analiza se reduce la analiza circuitului N’
conectat ca in figura 3.32.b.

10,20 1" o
_O-T.—;_o_ —o’ : Ot
3 3 3 3
34, |
35 i
85 |
a b.

Fig. 3.32.

Daca cele doua circuite identice sunt conectate invers, un circuit fiind rastur-
nat fata de celalalt, ca in figura 3.33, atunci tensiunile uqy, intre bornele simetrice
conectate direct sunt nule, iar curentii 75, 75 prin bornele simetrice incrucigate sunt
nuli. In consecinta, analiza se reduce la analiza circuitului N’ conectat ca in figura

3.33.b.

axade

rasturnare

Fig. 3.33.

In alcituirea circuitelor electrice neliniare pot interveni pe langa elementele
dipolare gi elementele cuadripolare de tipul surselor comandate, dar la care co-
manda se face neliniar. La fel ca in cazul liniar pot exista patru tipuri de surse
comandate neliniar, cu deosebirea ca in cazul parametrilor de transfer caracteri-
zarea se face prin functii neliniare de transfer, numite functii caracteristice. In
figura 3.34.a. este prezentata o sursa de tensiune comandata neliniar de curent.
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A1 ) '1§ =i e:l.u_;_o
1D = |, P
e w0 Y
. S
Fig. 3.34

Sursele comandate neliniar admit scheme echivalente cu surse comandate
liniar g1 un rezistor neliniar a carui caracteristica u — ¢ este chiar functia carac-
teristici a sursei comandate. In figura 3.34.b este prezentata schema echivalenta
a sursel de tensiune comandata neliniar de curent. Sursele comandate neliniar
sunt utile in stabilirea schemelor echivalente circuitelor neliniare. De exemplu,
un circuit neliniar ce are o caracteristica de intrare u; = Tl(il) fata de o poarta
Pi si o caracteristica de transfer uy; = Tz(il) intre poarta P; si poarta P, poate
fi echivalat ca in figura 3.35 (pentru i = 0) cu un element neliniar cu caracteris-
tica de intrare u = Tl(z) si o sursa comandata neliniar la poarta de iegire avand
caracteristica de transfer e = Tz(l)

i i i1 e=T,(i,) i2=O
— —~— | |
j @ N u JCEL} <> >“2
Ty |
a b

Fig. 3.35.

Un exemplu de element de circuit electronic ce admite o schema echivalenta
cu surse comandate neliniar este amplificatorul operational. Schemele echiva-
lente liniare ale amplificatorului operational, prezentate in figura 3.25, sunt vala-
bile doar pentru valori mici ale tensiunii de intrare, tensiunea de iegire ug = Agu;
neputand depasi o anumita valoare maxima |u, |< w,,.

Schema echivalenta a amplificatorului operational cu element neliniar este
prezentata in figura 3.36 gi contine, pe langa rezistenta de intrare R; si cea de
iegire R,, o sursa de tensiune controlata de tensiunea de intrare w;, a carei ca-
racteristica de transfer este prezentata in figura 3.36.c. In vecinitatea originii
caracteristicii de transfer, e = f(u;) este o dreapta avand panta egala cu ampli-

163



3. CIRCUITE ELECTRICE REZISTIVE NELINIARE

3 \ 77Um 77777777 776_ (ul)
+ 3 e=f(ty\\x\\ o < pantaA ,
U, 3 \/ - U,
- : Ro//”/
lRi S S Um
a | b, c

Fig. 3.36.

ficarea in bucla deschisa A, a amplificatorului. Tensiunea de iegire devine +U,,,
pentru w; > &, sau —U,, pentru u; < —e. In acest caz se spune ca amplifi-
catorul este saturat superior respectiv inferior. In circuitele cu reactie pozitiva
amplificatorul operational se satureaza si nu poate fi utilizata schema echivalenta
liniara din figura 3.27.c. Modelul neliniar cel mai simplu pentru amplificatorul
operational R, — oo, A, — oo, R, = 0 este (fig. 3.37), cel ce corespunde unei
surse de tensiune comandate in tensiune cu caracteristica uz = U, sgn(uy).

e(u;)

~
L~ o \chmsgn(ui) Um

} A Um
Fig. 3.37.

Teorema dualitatii. Daca doua circuite N si N’ sunt duale unul altuia,
atunci valorile curentilor 7, si tensiunilor u; din laturile circuitului N sunt numeric
egale cu valorile din laturile duale, din circuitul N’ : w} = i, 7). = ug. Conditia
necesara si suficienta pentru ca un circuit cu elemente dipolare sa admita circuit
dual este ca graful lui sa fie planar.

Urmatorul algoritm definegte circuitul dual N’ al unui circuit dat N contine
urmatoarele etape:

- se construiegte graful orientat ¢ al circuitului N (se adopta regula de aso-
ciere a sensurilor de la receptoare);

- in interiorul fiecarui ochi [¢] al grafului (7 si in exteriorul grafului se plaseaza
cate un nod (7) al grafului ;
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- se considera fiecare latura [ din graful ¢, comuna ochiurilor [¢] si [7] si se
traseaza latura [’ in graful G/, unind nodurile (2) i (7);

- se orienteaza laturile I’ ale grafului ' astfel incat nodul de plecare a laturii
" s& vada latura duala [ orientata in sens trigonometric;

- se introduce in fiecare latura ! un element dual elementului din latura
asociata [, conform tabelului de dualitate:

curentul 1 tensiunea u’
tensiunea u curentul 1/
rezistor neliniar u=f(i) rezistor neliniar i'=f(u’)
rezistor liniar avand rezistor liniar avand
rezistenta R[] conductanta G’
generator independent | generator independent avand
cu t.e.m. e(t) c.e.m. j'(t)
generator independent generator independent de
de curent j(t) tensiune €'(t)
conductor perfect izolator perfect
izolator perfect conductor perfect
laturi serie laturi paralel
ramuri coarde
coarde ramuri
bucle fundamentale sectiuni fundamentale
sectiuni fundamentale bucle fundamentale

De exemplu, un rezistor cu rezistenta R = 7€) are corespondent in circuitul
dual un rezistor cu conductanta GG = 75; un generator cu t.em. e = 5V are
corespondent in circuitul dual un generator ideal de curent cu j = HA.
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PROBLEME

3.5.1. Sa se analizeze g1 sa se discute numarul punctelor de operare pentru
circuitele din figura 3.5.1 pentru diferite valori ale parametrilor £, Ry, Ry. Va fi
utilizat modelul de amplificator operational din figura 3.37.

Fig. 3.5.1.

3.5.2. Sa se determine grafic caracteristica de intrare gi caracteristica de
transfer pentru circuitele neliniare prezentate in figura 3.5.2.

C.

Fig. 3.5.2.

3.5.3. Sa se determine caracteristicile de transfer U; — U; pentru circuitele
prezentate in figura 3.5.3, utilizand caracteristicile elementelor neliniare dipolare
prezentate in figura 3.1.2.
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a b. c
R R
U, U, U1< R R >U2 U1< >U2
) e. f
d.
Fig. 3.5.3.

3.5.4. Sa se determine caracteristica de transfer V,(E) pentru circuitele re-
prezentate in figura 3.5.1.

3.5.5. Sa se determine caracteristicile de transfer u,(u;) ale circuitelor repre-
zentate in figura 3.5.4. Pentru amplificatorul operational va fi utilizata schema
echivalenta din figura 3.26. Sa se particularizeze elementele neliniare prin diode
si diode Zener.

Fig. 3.5.4.

3.5.6. 53 se determine caracteristicile de transfer u,(e) ale circuitelor repre-
zentate in figura 3.5.5.

3.5.7. Sa se determine caracteristica de transfer a puterii P = Ul = f(F)
pentru circuitul neliniar reprezentat in figura 3.5.6.

3.5.8. Sa se prezinte algoritmul iterativ Newton-Raphson de analiza a cir-
cuitelor neliniare utilizand tehnicile de scriere a ecuatiilor (3.43)-(3.46). Sa se
determine circuitele liniarizate echivalente, la fiecare, iteratie unui element dipo-
lar neliniar.
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Fig. 3.5.5.

3.5.9. Sa se verifice bilantul puterilor pentru circuitele analizate in problema

3.1.12.

uvl A
P 1 VI By
| 50Q [j /\D _
EC) 500| | Y >U -1 10— /R0
I ‘ — -10 1 I[A]
a b
“\R=100Q

3.5.10. Sa se identifice circuitele analizate in problemele 3.5.3 si 3.5.5 pentru
care poate fi aplicata teorema de unicitate prezentata in breviar gi sa se verifice
concluziile teoremei.

3.5.11. 5a se determine si sa se reprezinte grafic modul in care variaza in
timp tensiunea u,(t) pentru circuitele reprezentate in figura 3.5.7, daca tensiunea
electromotoare aplicata este e(t) = E,, sin(wt). Modelul de amplificator adoptat
va fi cel din figura 3.36. Aplicatie numerica pentru valorile £,, =40V, E=10V.

3.5.12. Sa se prezinte grafic modul de variatie in functie de timp a tensiunii
Us(t) atunci cand Uy (t) = U,,sin(wt) pentru circuitele reprezentate in figura 3.5.3.

3.5.13. Sa se determine valoarea curentului /g pentru care dipolul AB din
figura 3.5.8 absoarbe putere maxima. Se va adopta pentru tranzistor modelul din
figura 3.11, considerandu-se coeficientul de amplificare in curent g = 50.

3.5.14. S& se identifice care sunt parametrii generatoarelor de care depind
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curentii prin rezistoarele liniare ale circuitelor din figura 3.5.9.

&)

uo(t)>
o) u"(})_) @ E 1

&)

W D - “0(3’)

e(t)

f—
I

Fig. 3.5.7.

AL ;
1KQ | |
Olhce Py
1KQ ! !
B ... l
a b.
Fig. 3.5.8.

3.5.15. Sa se determine care sunt marimile (curenti, tensiuni,potentiale) ce
se modifica in urma introducerii intr-un circuit electric a unor generatoare ce
satisfac teoremele lui Vachy.

3.5.16. 5a se substituie elementul dipolar neliniar AB al carui punct de
operare a fost determinat in problema 3.5.13, printr-un rezistor, generator de

tensiune sau generator de curent.

3.5.17. Sa se analizeze circuitele reprezentate in figura 3.5.10 utilizand teo-
rema simetriei.
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) 0D
N
a b. c
Fig. 3.5.9.
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Fig. 3.5.10.
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